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RESUMO

No presente trabalho sdo estudados problemas conjugados
de transferéncia de calor por convecgdo natural em cavidades
retangulares com condugdo na partig¢d@o e nas paredes laterais.
Sd8o analisadas trés situagdes: cavidades com paredes laterais e
sem partigdo, cavidades sem paredes laterais e com particao e,
finalmente, cavidades com paredes laterais e com particao. Siao
estudados, nas duas Ultimas situagdes, o efeito da posicdo da
partigdoc situada no topo das cavidades e o efeito da altura da
particdc no namero de Nusselt. Considera-se o escoamento
laminar , bidimensional e ndo permanente, embora, todos os
resultados sejam apresentados para o regime permanente. Admi-
te-se que duas superficies da cavidade sdo mantidas isotérmicas
nas temperaturas quente (Th) e fria (Tc) e que as outras duas
superficies sdo mantidas isoladas termicamente.

As equagdes de conservagaoc da massa, quantidade de
movimento e energia sdo resolvidas numericamente utilizando-se
o método de elementos finitos, considerando-se os elementos
isoparamétricos quadraticos quadrilaterais com oito nés. Sao
determinadas as distribuig¢des da fungdo corrente, temperatura
adimensional, vorticidade e o namero de Nusselt médio em funcio
dos parametros térmicos e geométricos e das propriedades
fisicas do meio. Os resultados sdo apresentados considerando-se
os seguintes pardmetros: nimero de Prandtl (Pr) igual a 0,733;
numero de Grashof (Gr) entre 104 & 106; razao entre as
difusividades térmicas do sélido e do fluido (D = as/af) entre
1§ 104; dngulo de inclinagcdo (a) entre -90° e 30°; razdo de
aspecto (RA = H/L) igual a 1 e 2; espessura adimensional da
parede resfriada (E; = e, /L) igual a 0 e 0,1; espessura adimen-
sional da parede aquecida (E2 = eZ/L) el e O & @,ilg
espessura adimensional da particao (Ep = ep/L) igual a 0,05;
altura adimensional da particio (Hp = hp/H) igual a 0, 1/3 e
2/3; distancia adimensional da particdo em relacdo a superficie
fria (Lp = lp/L) iRl & 473, /2 @ 2/5.



ABSTRACT

In this work, a study of natural convection heat
transfer in rectangular enclosures with a conductive partition
and conductive side walls is performed. Three situations are
analysed: enclosures with side walls and wiﬁhout partition;
enclosures without side walls and with partition and, finally,
enclosures with side walls and partition. The effect of the
pPosition and the height of a top partition in the Nusselt
number are studied in the last two situations. It is
considered an unsteady state of a bidimensional laminar flow,
although all the results are presented for the steady state.
It’s assumed that the two external surfaces of the enclosure
are mantained isothermal at the hot temperature (Th) and cold
temperature (Tc), while the top and bottom surfaces remain
insulated.

The governing equations of conservation of mass,
momentum and energy are solved numerically by the use of
finite element method with isoparametric quadratic
quadrilateral eight-nodal elements. The distribution of the
stream function, nondimensional temperature, vorticity and the
average Nusselt number are obtained in function of the thermal
and geometrical parameters and the physical properties of the
medium. The results are presented by considering the following
parameters: Prandtl number (Pr) equal to 0.733; Grashof number
(Gr) from 10° to 10°; thermal diffusivity ratio (D = o,/a¢) from
1 to 10*; inclination angle from -90° to 30°; aspect ratio
(Ra = H/L) equal to 1 and 2; nondimensional thickness of the
cooled wall (E; = e,/L) of 0 and 0.1; nondimensional thickness
of the heated wall (E, = e;/L) of 0 and 0.1; nondimensional
thickness of the partition (E, = e,/L) of 0.05; nondimensional
height of the partition (H,= h,/H) of 0, 1/3, and 2/3;
nondimensional distance of the partition to the cold surface

(L, = 1,/L) of 1/3, 1/2 and 2/3.
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CAP[TULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Generalidades

O estudo da transferéncia de calor pPor convecgao
natural em fluidos confinados dentro de cavidades retangulares
tem sido extensamente tratado nos dltimos anos devido a sua
importdncia em certas aplicagdes na engenharia, como por
exemplo: coletores de energia solar, onde fica caracterizado o
efeito da convecgdo natural no espago existente entre o
absorvedor e a cobertura; janelas com vidro duplo, visando a
minimizagdo do fluxo de calor; isolamento de reatores nucleares
por cavidades contendo gases; isolamento de cabines de
aeronaves; aquecimento de ambientes; etc.

No estudo da conveccg¢do natural em cavidade retangular é
frequente admitir que ela seja constituida por duas superficies
mantidas isotérmicas, uma com temperatura fria e outra com
temperatura quente, e duas superficies que podem apresentar
como condigdes de contorno o isolamento térmico, a variacao
linear de temperatura ou a conducao de calor.

Recentemente, tém sido publicados trabalhos que tratam
da redugdo nas perdas de calor por convecgao natural devido 3&s
alteracdées na geometria da cavidade. Uma alteragdo que se
mostrou significativa para a reducdo das perdas de calor por
convecgcao €& a colocagdo de partigdes Jjunto a uma das
superficies da cavidade.

No presente trabalho estuda-se a convecgao natural numa
cavidade retangular inclinada com relagcao & horizontal que
possuli uma partigdo condutora fixada junto & superficie
superior S, e duas paredes laterais condutoras, conforme mostra
a figura 1.1. Considera-se que as superficies s, e S, sao
mantidas isotérmicas nas temperaturas fria e quente, T_ e T,
respectivamente, e que as superficies S3 sdo mantidas isoladas

termicamente. As superficies S4 e S_ representam as superficies

5
das paredes laterais que estao em contato com o meio fluido e a






superficie S6 representa a superficie da partigcdo que estad em
contato com o meio fluido.

No estudo tedérico da convecgcdo natural em cavidades
torna-se necessario resolver as equagoes de conservagao, que se
constituem num sistema de equagdes diferenciais parciais n&o
lineares que podem ser acopladas em termos de fungdo corrente,
temperatura adimensional e vorticidade. Como este trabalho & um
estudo de problema conjugado de transferéncia de calor com
convecgao natural no dominio fluido (Qf) e condugao pura no
dominio sélido (QS), faz-se necessario obter um sistema de
equagbes valido para os dois dominios considerados. A solucéao
analitica deste sistema de equagdes apresenta um alto grau de
dificuldade devido a sua complexidade e por esta razdo, &
conveniente a utilizagcdo de métodos numéricos para a resolugido
das equagdes de conservacao.

O objetivo principal do presente trabalho é& resolver
numericamente o sistema de equag¢des diferenciais do problema,
utilizando o método de elementos finitos para se obter as
distribuigdes de fungdo corrente (yY), temperatura adimensional
(6) e vorticidade (w) em todo o dominio (Q). Em seguida, sera
calculado o nimero de Nusselt médio que permitira a analise da
transferéncia de calor na cavidade em funcdo de diversos
pardmetros utilizados.

O método numérico escolhido & o método de elementos
finitos utilizando os elementos i soparamétricos quadraticos
quadrilaterais com oito nés, cuja eficiéncia foi comprovada
através de comparagdes com resultados publicados na literatura.

Os parametros utilizados neste trabalho foram: namero
de Prandtl (Pr) igual a 0,733; nUmero de Grashof (Gr) entre 104
e 106; razao entre as difusividades térmicas do sélido e do
fluide (D = as/af) aefEdl & i, 1@, 103 e 104; angulo de
inclinag@o («) igual a -90°, -60°, -30°; 0° e 30°; razdo de as-
pecto (RA = H/L) igual a 1 e 2; espessura adimensional da pare-
de resfriada (B, = e, /L) igual a 0 e 0,1; espessura adimensio-

nal da parede aquecida (E2 = e2/L) igual a 0 e 0,1; espessura
adimensional da particao (Ep - ep/L) igual a 0 e 0,05; altura
adimensional da particiao (Hp = hp/H) Rl & @, 4/3 @ 235

distancia adimensional da particdo em relacdo a superficie Sq
(Lp = lp/L) IEWEL & A/, 1/2 @ 2/3.



1.2 - Revisdo da Literatura
1.2.1 - Convecgdo natural em cavidade retangular

Batchelor [1], em 1954, realizou o primeiro trabalho
analitico que se conhece através da literatura sobre convecgdo
natural em cavidade retangular.

Poots [2], em 1958, obteve a primeira solucdo numérica
para o tipo de problema citado acima, utilizando uma série de
fungdes ortogonais para representar a fungcdo corrente e a
temperatura. Os resultados obtidos tinham a precisdo de guatro
algarismos significativos, para valores do nimero de Rayleigh
(Ra) ateé 104, com a razao de aspecto (RA) igual a 1 e o namero
de Prandtl (Pr) igual a 0,73.

Wilkes e Churchill ([3], em 1966, apresentaram um dos
primeiros trabalhos numéricos usando o método de diferengas
finitas para estudar a convecgao natural em cavidade
retangular.

As duas superficies horizontais da cavidade retangular
foram mantidas isoladas, e as duas superficies verticais foram
mantidas isotérmicas, sendo uma mantida com temperatura quente
e a outra com temperatura fria. As equagOes de vorticidade e
temperatura adimensional foram resolvidas com um método impli-
cito de diferengas finitas. Os resultados encontrados foram ob-
tidos para RA = 1 e o numero de Grashof (Gr) até 105 e para RA

ifcuailais2iie 3 Nc omE G H=12 e 104.

Em 1974, Ozoe et al. [4

natural numa cavidade retangular inclinada. O método de solucédo

, 9] estudaram a convecgao

utilizado foi o de diferengas finitas para resolver as
equacgoes de conservacgao em termos da funcao corrente,
vorticidade e temperatura adimensional. Adotou-se, na
referéncia [4], Pr = 10, RA = 1, Ra até 8 x 10° e o angulo de
inclinagdo com a horizontal entre 0° e 90°. Na referéncia [5]
CRISICIEEU=EE e = G, N = Gl 2, 3 @ 4, Ra = 2 % 103, 5 103 e
3 % 100 © © dngulo de inclinagdo entre 0° e 180°. Foram

comparados os nlmeros de Nusselt para o &angulo de inclinagao



90° com aqueles encontrados por Wilkes e Churchill [3],
encontrando-se boa concordancia.

Em 1976, a transferéncia de calor por convecgdo natural
em cavidade retangular foi estudada experimentalmente por
Arnold et al. (6], sendo considerado RA = 1, 3, 6 e 12, Ra até
106 e angulos de inclinagdo entre 0° e 180°. Foi verificado que
os numeros de Nusselt minimos ocorriam para 4&ngulos de
inclinagdo com a horizontal entre 30° e 70°, sendo fixados os
nimeros de Rayleigh como pardmetros para cada geometria
estudada. De acordo com os autores, o valor minimo do nGmero de
Nusselt & causado pela transicdaoc do escoamento transversal
unicelular para o escoamento composto de células transversais e

longitudinais.

Lee [7], em 1979, apresentou uma eXcelente revisdao da

literatura sobre a convecg¢do natural em cavidades retangulares.

Menon [8], em 1989,  estudou a : conveccasoEnakuxall
transiente no interior de uma cavidade retangular inclinada de
um angulo « em relagcdo a horizontal. O método de solucao
utilizado foi o método de diferengas finitas para se determinar
o nuimero de Nusselt médio em fungdo do nimero de Grashof (Gr),
da razao de aspecto (RA) e do &angulo de inclinagdo da cavidade
(¢) . Os parametros variados no problema foram Gr = 104, 105 e
106, aL=Re310° 0 60smer 9025 RALE= 1, 2 e 3 e Pra—S0RTsiNESReEAme
ainda, feitas comparagdes com os resultados obtidos por De

Vahl Davis [9] e Behnia et al. [10] encontrando excelente
concordancia.

1.2.2 - Convecgao natural em cavidade retangular com

particoes

Jetli et al. [11]), em 1986, estudaram a convecgdo
natural numa cavidade quadrada parcialmente dividida por duas
partigcdes condutoras, uma superior e outra inferior, com duas
superficies verticais laterais, uma com temperatura fria e
outra com temperatura quente, e duas superficies horizontais

condutoras.



As grandezas variadas foram o nimero de Rayleigh igual
a 104 2 3,55 5% 10° e a razao de condutividades igual a 2 e 500,
considerando trés disposicdes das partigdoes. A primeira posigao
tem a particdo superior préxima da superficie quente e a
particdo inferior préxima da superficie fria; a segunda posicgdo
tem as duas partigdes localizadas no centro da cavidade e na
terceira posigdo a particdo superior esta préxima da superficie
fria e a partigdo inferior esta préxima da superficie quente.

Foi verificado que a posigdo das particdes tem um maior
efeito na transferéncia de calor do que a razdo de
condutividades para os dois nGmeros de Rayleigh considerados,

sendo que a primeira posig¢do tem o maior nimero de Nusselt.

Acharya e Jetli [E12A]E em 1990, estudaram a
transferéncia de calor por conveccdo natural numa cavidade
quadrada, parcialmente dividida, considerando as superficies
horizontais condutoras. Uma particdo condutora foi. fixada na
base da cavidade. As superficies verticais da cavidade foram
mantidas isotérmicas, sendo uma mantida com temperatura quente
e a outra com temperatura fria.

Foi encontrado que para nimeros de Rayleigh (Ra) iguais
2 oe e 106 o escoamento tem maiores velocidades na regido
compreendida entre a partigdo e a superficie guente ocorrendo
uma separacgcdao do escoamento atras da particdo. Para nuimeros de
Rayleigh mais altos (Ra = 1010) apareceu uma recirculacio entre
a particdo e a superficie fria.

Foi verificado que a altura da particdo tem um efeito
bem maior na transferéncia de calor do que a posigao da

partigao.

Kangni et al. [13], em 1991, estudaram a convecgao
natural numa cavidade retangular com midltiplas partigodes
verticails, completas, condutoras e com espessura finita. Foram
consideradas duas superficies verticais, uma com temperatura
fria e outra com temperatura quente, e duas superficies
horizontais adiabaticas.

Foi verificado que o aumento da espessura das partigdes
diminui a transferéncia de calor. Para nimeros de Rayleigh

4 : o ] 2
menores gque 10, o regime de transferéncia de calor e



predominantemente condutivo e o aumento da espessura da
partigdo reduz pouco a transferéncia de calor. Ja para maiores
valores de Rayleigh, o regime & predominantemente convectivo e
O aumento da espessura reduz bastante a transferéncia de calor.
Fol notado que a transferéncia de calor decresce com o
aumento do numero de particdes. A reducdo do nGmero de Nusselt
€ mais acentuada a medida que o nGmero de Rayleigh aumenta.
Verificou-se que o nimero de Nusselt decresce a medida
que se aumenta a distdncia das partigdes com relacdo a
superficie fria, sendo que este efeito se torna menos acentuado
a medida que as particdes se aproximam do centro da cavidade.
Foi notado gue o nimero de Nusselt & uma fungcao decrescente da

razao de aspecto da cavidade.

Um estudo numérico foi apresentado por Chen e Ko [14],
em 1991, para a convecg¢do natural numa cavidade retangular com
comprimento igual ao dobro da altura. A cavidade & dividida por
uma particd@o parcial fixada na superficie horizontal superior.
As condigdes de contorno do problema consideram duas
superficies verticais mantidas com fluxo de calor uniforme e
duas superficies horizontais adiabaticas.

O fluido de trabalho & a &gua com o nUmero de Prandtl
Aiglailivas a7

Neste trabalho foram examinados e discutidos os efeitos
de uma abertura situada no centro da particdo, do nimero de
Rayleigh modificado e da razdo de condutividades.

Foi verificado que a transferéncia de calor aumenta com
o aumento do nimero de Rayleigh modificado e com o aumento da
abertura na particao.

Notou-se que o efeito das razdes de condutividades

iguais a 0,02; 1 e 50, na transferéncia de calor, foi
desprezivel para todos os numeros de Rayleigh modificados ateé
108

Fernandes [15], em 1991, estudou teoricamente a

convecgao natural no interior de uma cavidade retangular
inclinada de um &ngulo o« com relagdo a horizontal, contendo
parti¢cdes diatérmicas com espessuras despreziveis fixadas junto

a superficle fria. As superficies laterais da cavidade foram



mantidas isotérmicas nas temperaturas quente e fria. Para as
outras duas superficies da cavidade foram considerados dois
tipos de condigdes de contorno: adiabatica e variagdo linear de
temperatura.

Utilizou-se um método explicito de diferencas finitas
para se resolver as equagoes de conservagcao na forma
adimensional.

Os parametros geométricos envolvidos foram: razio de
aspecto variando de 1 a 5, &ngulos de inclinagdo entre 0° e
60° e nlimero de particdes variando de 0 a 5 com comprimentos
adimensionais iguais a 0; 0,25; 0,5 e 0,75. Os parametros
térmicos usados foram: numeros de Prandtl iguais a 0,71 e

3

0,733, numero de Rayleigh variando de 10° a 106 e numero de

Grashof entre 104 e 106.
Mostrou-se que a colocagdo de partigdes na superficie
fria da cavidade tem o efeito de diminuir as perdas de calor

por convecgdo natural no interior da cavidade.
1.3 - Delineamento deste Trabalho

O presente trabalho tem por principal objetivo resolver
numericamente as equagdes de conservacdo da massa, gquantidade
de movimento e energia, a fim de se obter as distribuicdes da
fungdo corrente (¥), temperatura adimensional (8) e vorticidade
(w) , seguindo-se com o calculo dos nimeros de Nusselt local e
médio.

Para atingir este objetivo, este trabalho sera

desenvolvido da seguinte forma:
Capitulo 2 - Formulagdo do Problema

Neste <capitulo serdo apresentadas inicialmente as
equagoes gerais de conservacgao na forma dimensional,
respectivamente acompanhadas das simplificacdes necessarias,
bem como das condigcbes de contorno. Estas equagoes sao
analisadas tanto para o dominio fluido (Qf) como para o dominio
s6lido (QS).

Em seguida, as equagdes de conservagao sdo apresentadas

em termos de funcdo corrente, temperatura adimensional e



vorticidade, seguindo-se do desenvolvimento das expressoes para
se calcular os nGmeros de Nusselt local e médio em duas
superficies da cavidade a ser estudada.

Capitulo 3 - Método de solucao

Neste capitulo desenvolve-se o método numérico a ser
empregado na resolugdo do problema. Optou-se pela aplicagdo do
método de elementos finitos utilizando-se o elemento
isoparamétrico quadratico gquadrilateral com oito nés.

Inicialmente faz-se o desenvolvimento das equacdes de
conservacao para o elemento, seguindo-se de uma andlise global
considerando todo o dominio (Q). E apresentado o desenvolvi-
mento da técnica da gquadratura de Gauss-Legendre para a
integragdo numérica, onde o cédlculo analitico de integrais é
complexo.

Finalmente, faz-se o desenvolvimento de um programa
computacional para solucionar os sistemas de equag¢des globais
acoplados em termos de fungao corrente, temperatura
adimensional e vorticidade seguindo-se do cdlculo dos ndmeros

de Nusselt local e médio.
Capitulo 4 - Resultados

Neste capitulo faz-se inicialmente o teste do programa
computacional comparando-se os resultados do presente trabalho
com aqueles conhecidos na literatura.

Sao apresentados finalmente os resultados do presente
trabalho variando-se pardmetros geométricos da cavidade, tais

como, as espessuras adimensionais das paredes laterais (Eq.

E2); a espessura, a altura e a posicdao adimensionais da
partigéo (Ep, Hp, Lp); a razao de aspecto (RA) e o angulo de
inclinagdo («); e variando-se parametros térmicos como o nidmero
de Grashof (Gr) e a razdo entre as difusividades (D)

mantendo-se o numero de Prandtl (Pr) igual a 0,733.
Capitulo 5 - Conclusées e Recomendacoes

Neste capitulo sao apresentadas as principais
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conclusdes obtidas no presente trabalho, bem como as suas
contribuigdes mais importantes.
Faz-se ainda algumas recomendagdes de interesse para

futuros trabalhos sobre anilise teérica de convecg¢do natural em
cavidades.

Apéndices

No apéndice Al sido avaliadas as fungdes de forma para o
elemento quadratico quadrilateral com oito nés.

Nos apéndices A2 e A3 faz-se, respectivamente, (o]
desenvolvimento do método variacional para as equagdes
diferenciais independente e dependente do tempo.

No apéndice A4 faz-se uma demonstracdo matematica que
decorre da transformacdo das coordenadas globais (X , Y) para
as coordenadas locais (£ , 7).

No apéndice A5 é desenvolvida a técnica da quadratura
de Gauss-Legendre para a integracdo numérica. Neste apéndice
sdo obtidas as coordenadas dos pontos de integragdo situados
dentro de cada elemento com as respectivas coordenadas (€ , m)
e pesos W.

Finalmente, sdo apresentadas as referéncias bibliogra-

ficas consultadas para a elaboragao deste trabalho.



CAP(TULO 2

FORMULACAO DO PROBLEMA

2.1 - Analise Tebrica

O presente trabalho estuda a conveccdo natural no
interior de uma cavidade retangular de altura H e comprimento
L, conforme a figura 2.1, onde duas paredes sdélidas e

condutoras da cavidade tém espessura e e e, . Uma partigao

1 2
s6lida e condutora de espessura ep e altura hp esta fixada na
parte superior da cavidade a uma distéancia lp da superficie Sl'

A superficie S, é mantida isotérmica numa temperatura

1
fria (Tc) e a superficie S, é mantida isotérmica numa tempera-
tura quente (Th)’ conforme figura 2.2. As superficies S3 sao

mantidas isoladas termicamente.

Este trabalho estuda um problema conjugado de transfe-
réncia de calor por convecgao natural que ocorre no dominio
fluido (Qf) e a condugdo pura de calor que ocorre no dominio
sélido (Qs) mostrado na figura 2.2.

As equagbes de conservagao governantes do problema
serao analisadas tanto para o dominio fluido como para o
dominio sdélido.

Para o dominio fluido (Qf) considera-se que o regime é
nao permanente, o escoamento & incompressivel, bidimensional e
laminar, a fungdo dissipagcdo viscosa & desprezada, as
propriedades do fluido sdo constantes, exceto a densidade nos
termos de empuxo.

Mediante as consideragdes acima, as equacdes de

conservagao na forma dimensional sao:
Para o fluido:

i) Continuidade






Figura 2.3 - Parametros geométricos adimensionals.
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au av
0x ay
i1i) Quantidade de movimento
au ou au 1 dp 62u 62u
u— + V— + — = - — — + gB(T - To)sena g oy A | &
ax ay gt pfax ax ay
282)
av av av 1 dp 62v azv
u— + vV— + — = - — — + gB(T - To)cosa D =l
dx ay ot pfay ax ay
(2.3)
iii) Energia
a7 ‘o aT D Dol (FErsSey
u— + vV— + — = 5 + 7| (2.4)
ox ay at pgC ax ay
Pe
onde
Th ar TC
TO = 7
2
T2 é a temperatura da superficie isotérmica fria Sqi
Th é a temperatura da superficie isotérmica gquente 52;
Kf & a condutividade térmica do fluido;
Pe é a massa especifica do fluido;
cp & o calor especifico & pressao constante do fluido.
I3
Para o sdélido:
As componentes de velocidade u e Vv sdo nulas no

dominio sélido. A equacdo da energia para regime ndo permanente

no dominio sélido (Q,) é dada por:



ar Bs 8%r a7
_— =B e _"+—"'—I
at p_c ax2 ay2
S p
s
onde
é a condutividade do sélido;

m

massa especifica do sélido;

1L

(2.5)

cp € o calor especifico & pressdo constante do sdélido.

S

As condigfes iniciais e de contorno da presente anilise

mostradas na figura 2.2 sdo:
i) Condigdes iniciais(t=0)

u=VvV =0 (em todo o dominio Q);

+
Tc Th

TE="TF =i———— | (em: todeot ol domimieosa)s:

ii) Condigdes de contorno(t>0)

Superficie isotérmica fria S,

2

h'
Superficie isolada S3
aT
G = W = 0, — = 0
ay
Deve-se observar, também, que as

(2.6)

12.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

componentes das

velocidades do fluido junto a&s paredes e a particdo devem ser

nulas.

u=v=0 em S4, 85 @ 86.

(200
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2.2 - Adimensionalizacdo do Problema

No sentido de generalizar a solugdo numérica do

problema, sdo definidas as seguintes grandezas adimensionais:

vt X y 1 = Ay
Ti=aa W= WE =g (G s P
L L L at, = ar
h o
2
ulL vL PL
U = —; V = _" PE= 2 o
v 1% 1%
i 3 p Ve
g (M =R e o
Gr = 5 ; Pr = ————; Di=t—=p
v Kf af
H e e e
RA = —; El = _1/ EZ = -Er Ep = _p';
L L L L
h 1
P' g S

Os parametros envolvidos no problema, podem ser:

a) Parametros geométricos(conforme figura 2.3)

&

a razao de aspecto;

E) & a espessura adimensional da parede resfriada;
E, é a espessura adimensional da parede aquecida;
Ep é a espessura adimensional da partigdo;

Hp & a altura adimensional da partigao;

Lp é a distancia adimensional da partigdo;

o é o angulo de inclinagdo com a horizontal.

b) Parametros térmicos

Gr & o numero de Grashof;

Pr & o nimero de Prandtl;

D & a razio das difusividades do sélido e do fluido.
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Substituindol 'a equacdoel (2.112) em (21 N (2RE2) IR (213N
(2.4) e (2.5), o problema em gquestdo é estabelecido pelas
equagdes adimensionais da continuidade, guantidade de movimento
€ energia que se seguem:
Para o fluido:

i) Continuidade

ou av

Ok (2.13)
aX oY

ii) Quantidade de movimento

au au au aP Gr 62U 62U

R EE R e e & e b e (2.14)
ax oY oT ax 2 oX oY

2 2

av av av aP Gr a Vv aVv

U— + V— + — = = — + —Bcosa + — ih | (ZedB))
X ayY atT aY 2 ax ayYy

iii) Energia
06 a6 a6 i 828 628

U— + V— + —=8_— — W | (2.16)
ax 8Y atT Pr|axX oY

Para o sdlido:

ae D 628 628

e — —_— . (2-17)

8t Prl|ox®  ay?

A razao das difusividades do sélido e do fluido (D), &

definida por:

(2l1i8)
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onde

K

—FatEetan 5
fo—— o =

KS
; —= (2019))
pfcpf s P.C

Pg

Referindo-se a figura 2.2, as seguintes condicées

iniciais e de contorno sdo especificadas:
i) Condigdes iniciais(T=0)
U=V =86=0 (em todo o dominio Q) ; (2.20)
ii) Condigdes de contorno(T>0)
Superficie isotérmica fria S1

Un=uVu=00, @ =i=1, (221l

U=V=0, &=1, (21.22)

W=y =T S S I (25123)

As componentes das velocidades adimensionais junto as

(011}

paredes e partigdo devem ser nulas, assim:

SL e ! .24
USRS VeSS 0Remes iy SEReNSE (2.24)

As definigdes de fungdo corrente e vorticidade séo

introduzidas, respectivamente, pelas seguintes relacgodes:

oy ay

U = — ' V L J— e (2-25)
aY aX
av au

Db =it =S (2.26)

X ay



19

Das relagdes (2.25) e (2.26), tem-se que:

— = & @ = O (2.27)

Considerando, ainda, as equagdes (2.16), (2=157) e

(2.25), resulta a seguinte eqguacao da energia, wvalida para a
regido sbélida e fluida:

3y 86 8y 88 D |8°e  38°e 38
e - ) = (212:8))
8X 8Y 8Y 8X Pr|eX aY 8T

Na equagdo (2.28), tem-se que

Yy = 0 e D = as/af (para QS); (2.29a)
D=1 (para Qf). (2.29Db)

Nota-se que, com as definigdes dadas pela equacédo
(2.25), a equagdo da continuidade (2.13), fica satisfeita.

Os termos referentes a pressdo, nas equagdes (2.14) e
(2.15), podem ser eliminados derivando-se a equagdoc (2.14) em
relagdo a Y e a equagdo (2.15) em relagcdo a X. Em seguida,
subtraindo as equagbes e substituindo as definigées dadas por
(2.25)8e (2.526)8, resulta que:

82w Bzw Y dw Y oBw Gr a6 ae oW

T R e + —|cosa— - sena—| = —. (2.30)
aX ay oX aY dY 06X 2 dX ay 0T :

As equagbes (2.27), (2.28) e (2.30) formam um sistema
de equagdOes diferenciais ndo lineares e acopladas, respectiva-
mente, em termos da fungdo corrente (Y), temperatura adimensio-
nal (€) e vorticidade (w), com as seguintes condigdes iniciais

e de contorno:
i) Condigdes iniciais(t=0)

Y =6 = w =0 (em todo o deminio Q) ; (220 SaL))
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ii) Condigées de contorno(t>0)

Superficie isotérmica fria Sl

]l[:w: 0, e:—-l; (2-32)

== g, @ = i (%0 33)))

Zwo ae

e, s e = = O (8034
(AY)® oY

As condigdes nas superficies internas S, € Sz e nas

superficies laterais da particéao S, sdo:

2wo

i Bl S = (2.35)
(AX)

As condigdes no topo da particgéao SG sao:

2wo
(o} (AY)2 £

(2.36)

onde w, representa a vorticidade nas superficies em contato com
o fluido e wo € o valor da funcdo corrente, distante AX ou AY
da superficie, sobre a qual estdo sendo analisadas as condigdes

de contorno.

No capitulo seguinte, as equagdes (2.27), (2.28) e
(2.30), Jjuntamente com as condig¢des iniciais (2.31]) e as
condigdées de contorno (2.32) a (2.36), sdo solucionadas

numericamente através do método de elementos finitos utilizando

o elemento quadratico quadrilateral.
2.3 - Namero de Nusselt Local e Médio

O sistema formado pelas equagdes (2.27), (Zo2E) @

(2.30) & resolvido, simultaneamente, utilizando o método de
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elementos finitos, com o objetivo de se determinar as distri-
buigdes das fungdes Y, 6 e w.

Conhecendo-se essas distribuicées é possivel calcular o
nimero de Nusselt 1local e médio em fungdo de paréametros
geométricos e térmicos do problema.

Os numeros de Nusselt local e médio sao definidos,
respectivamente, como:

hH
NuL = — 3 (2.37)
iz
hH
Nu = — . (2.38)
K¢

onde h & o coeficiente local de transferéncia de calor por
convecgd@o, h & o coeficiente médio de transferé&ncia de calor
por convecgao e Ke &€ a condutividade térmica do fluido.

Os coeficientes de transferéncia de calor local e médio

sdo definidos, respecticamente, como:

U T (@029

(2.40)

=

Il

| P
—_—
wn

=k

Q,

wn

onde S pode representar as superficies isotérmicas Sl ou S2 e

g € o fluxo de calor local na area elementar dS.

Aplicando a lei de Fourier na superficie S, tem-se que:

aT
O (2.41)
x| S
Das equagdées (2.37), (2.39) e (2.41) resulta que o
namero de Nusselt local é:
hH H aT
Nug = — = - — —| . (20425
- S
Ke (@ = T )k
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Substituindo os parametros adimensionais X = x/H e

e = (T - TO)/(Th = TO) na equacao (2.42), vem:

a0

il
Nu = - — —| . (2.43)
2 8X|s

Os nuimeros de Nusselt local e médio nas superficies

isotérmicas S, e S, podem ser escritos, respectivamente, como:

Para a superficie isotérmica fria S.:

il
.
1l |98
NuL = - — [— 5 (2.44a)
2 |9X|[X=0
\
1 [(RA 1 |88
Nu = - — - |— day . (2.44Db)
RA JO 2 |8X|X=0

Para a superficie isotérmica quente S

5t
1 |oae
NuL = - — |— g (2.45a)
2 |8X[X=1
\
O (FE A S 5 O
Nu = - — - |— dy. (2.45Db)
RA JO 2 |8X|X=1

Os numeros de Nusselt local e médio sdo dependentes de

diversos parametros e podem ser escritos, respectivamente, na
seguinte forma:

Nu; = Nu (RA, E , E

Nu = Nu(RA, E;, E,,

Os sete primeiros paré@metros que aparecem nas relagdes
(2.46) e (2.47) sao parametros geométricos e os trés ultimos
sdo parametros térmicos.

E H Lp, pl, 1%, (@2, D) B (2.46)

Gl 12, @2, D)o (2.47)



CAPITULO 3

METODO DE SOLUCXO

3.1 - Introducgio

No presente trabalho serd wutilizado o método de
elementos finitos utilizando o elemento isoparamétrico
quadrilateral com oito nés para se resolver as equacdes de
conservagao (2.27), (2.28) e (2.30) e para se obter o nimero de
Nusselt médio (Nu) dado pelas equacées (2.44b) e (2.45Db).

O conceito fundamental do método de elementos finitos é
que qualquer gquantidade continua, tal como fungdo corrente,
temperatura adimensional ou vorticidade, pode ser aproximada
por um modelo discretc composto de fungdes continuas ¢e
definidas sob um nGmero finito de subdominios, conforme figura

2o dbc

As vantagens para se aplicar este método s3o:

A propriedade material ndo tem que ser a mesma;

Pode ser aplicado em superficies complexas onde a
variagdo da quantidade ¢ implica no uso de elementos de alta
ordem, obtendo-se assim resultados mais precisos.

O tamanho do elemento pode ser variado e assim sendo,
tem-se a capacidade de efetuar discretizagdes seletivas,
concentrando maior nimero de elementos nas regides onde se
esperam maiores variacdes das incoégnitas;

Facilidade de adaptacdo & fronteira do dominio de

solugdo, simplificando a aplicagdo das condicgdes de contorno.

3.2 - Elemento Isoparamétrico Quadratico Quadrilateral

com Oito N&s

A figura o2 mostra o elemento isoparamétrico
quadratico quadrilateral com oito nés.
As fungdes de forma N servem para determinar a variagao

da grandeza ¢e, que é& uma fungdo quadratica em £ e 7; e as



X

Figura 3.1 - Modelo composto de subdominios.

Figura 3.2 - Elemento isoparamétrico quadratico
quadrilateral com oito nés.
O pontos para definir a funcado de forma.

* pontos para definir a forma geométrica.

24
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fungbes de geometria ¢ servem para se determinar a forma
geométrica do elemento. Se os ndés para definir a geometria e a
funcdo de forma s3o os mesmos, o elemento é chamado
isoparamétrico.

As coordenadas (&£,m) sdo definidas de maneira que se
tenha 7 constante ao longo de um eixo, cujas extremidades
dividem os lados 1-8-7 e 3-4-5 em proporcdes iguais. Analoga-
mente, tem-se £ constante ao longo de um eixo, cujas extremi-
dades dividem os lados 1-2-3 e 5-6-7 em proporg¢des iguais. Isto
é feito porque todas as fungdes de forma N serdo escritas em
termos das coordenadas locais (£ , m) para garantir a continui-

dade entre os elementos.
3.3 - Fungoes de Forma

A formulagdo do método de elementos finitos para um
dado problema , pode ser elaborada admitindo-se conhecidas as
fungdes de forma dos elementos utilizados na aplicagdo do
método a um estudo especifico.

As fungoes de forma podem ser estudadas
independentemente do problema que estd sendo formulado. Através
dessas fungdes de forma pode-se determinar a variacdo de uma
grandeza ¢e dentro do elemento( ¢ pode ser temperatura,
vorticidade, fungdo corrente, etc...).

A grandeza ¢ pode ser aproximada dentro do elemento (e)

da figura 3.2, em um ponto p, através da equacdo:

8
¢; = Z (B o ) B . (&)

i=]H

cnde Ni e @i sdo, respectivamente, as funcdes de forma e os
valores da grandeza ¢ em cada ndé do elemento considerado e £ e
n sdao as coordenadas locais do ponto p onde ¢ é& calculada.

As fungdes de forma para o elemento isoparamétrico
quadrético quadrilateral com oito ndés, avaliadas no apéndice

Al, sao:



tem-se:

onde

onde
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1 1
SRS e ) ) () p N = = (A=) (L) ¢
1 4 2 2
1 1 5
N == = (1+§) (1-n) (1-€+m); N = — (1+€) (1-1°);
3 4 4 2
1 1 5
N = = = (A+e)i(len) (U=em)l; SN =R == e G-
5 4 6 2
il 1 2
L (GG (ClE ) 0 - = = (R=E) (L=57) (3.2)
7 4 8 2
3.4 - Desenvolvimento das Equagdes utilizando o Método

de Elementos Finitos

3.4.1 - Forma matricial para os elementos em termos da

funcd@o corrente

Reescrevendo a equagdo (2.27) para a funcéao corrente,

2%y 8%y s

— + — + Y = 0; (3.3)
ax?  ay?

QW = Ww. (3.4)

Da equacdo (A2.la), do apéndice A2, fazendo ¢ = v, Q¢ =

l, resulta que:

e e e
[KW] ¥~} = _{R*J’}; (3.5)
[Kz] = | ) (B = S[BS1"[BS)axdy; (3.6)
\ A

o, o, oy an, o, ang ax, o,

ax
(B®] = |8X X X ex oX aX oX ; 5.

8N, aN, N, oN, ONg ONg ON, oNg

8Y a9y a8y oY 8Y a8y a8y ay
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R € T 3 g
{ w} JAeQw[N] dxay; (3.8)

QE = o = py e, (3.9)

A matriz [KE] € a matriz de rigidez para a funcdo
corrente, {Rg} € o vetor forga para a funcdo corrente e QW é a
uma funcido especificada.

Portanto, o cdlculo da matriz de rigidez envolve,
inicialmente, o calculo da matriz [Be], que por sua vez,
precisa da determinacdo das derivadas das fungdes de forma
relativamente ao sistema global (X,Y). Estas derivadas podem
ser obtidas sem se explicitar as fungodes Np em funcao de X e Y.

As derivadas aNp/ax e aNp/aY na equacgao (3.7) podem ser
obtidas, facilmente, a partir das derivadas aNp/ag e aNp/an.

Através da utilizagdo dos conceitos de derivacdo

parcial, tem-se que:

8N 8N_8X  8N_a8Y

—ERe S S a P + ——p——; (3.10)
8E X 86  8Y 8¢

8N 8N_8X  8N_a8Y

B N BEE EADe ) (3oL
an dX an aY an

As equagdes (3.10) e (3.11) podem ser escritas na

seguinte forma matricial:

8N N

Y ak?

o ax

) b= [J] ] L ; (c512)
N 8N

B =

an ay

\ J \ J

onde [J] & a matriz Jacobiana, definida como:

—6X BY—
s e
] = . (8o alz}))
X a8y
on an)
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A equagao (3.12) pode ser escrita como:

( A ( \
oN oN
X =1 Jag
; = AT L (3.14)
6N oN
— )2 S
8Y an
\ / \

Sejam as seguintes fungdes de transformacdo:

8
X = E: wiXi; (3 il3))
i=1
e
8
Y = EZ PiYsi (3.16)
i=1
onde

X e Y sdo as coordenadas globais em gqualguer ponto p do
elemento, X, e Yi sdao as coordenadas globais do i-ésimo né do
elemento e ¢; sao as fungbes de geometria do i-ésimo né
do elemento, isto &, as fungdes que definem a forma geométrica
do elemento.

Como o elemento é isoparamétrico, entédo:

8
= X, : 3o 0T
X E: N X;; ( )
1=

8
y:Z NLY,; (3.18)
Al Tk,
i=

onde

Ni sdo as fungdes de forma do i-ésimo ndé do elemento

que dependem das coordenadas locais (£ , m) do ponto p.



Substituindo as equacdes
(3.18), vem:
1
28 S () (Tm)) ((la s i) o
4
AL

(3.2) nas equacgdes
4 2
S S (1-€7) (1-m)X,

1

T = (146) (1-m) (1-€4m) Xy + = (1+€) (1-77)X,
4 2

[ R N

il

- — (1-£) (1-m) (1+£+m) Y,

4

| |

N B S [ = I N e

(1+&) (1+m) (1-€-n)

(LSEN (TR (LT E=im)

(A+e)@ =T L=Exm)i

(1+&) (1+0) (L=-E-m)¥

(2=8) (1 Em) (L he=n)iY

X5 4 = (1-£%)(1+m)x,

| P D

X7+

. 2
- (1-£%) (1-m) ¥,
2

(1+€) (1-12) Y

% 4

2
: (1-€%) (1+m) Y,

2
- (I=E)ia=nEiv s

Nl R NP N R

(A=l =k

29

(B.17) &

(EE))

(3.20)

Logo os termos da matriz [J] podem ser escritos como:

aX

am

ay

0g

8N .
1

9€

N .
al

an

N .
1

CI3
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aY WY
h L
an an

1=1

(5.21)

Em termos matriciais, a matriz Jacobiana [J]) fica:

= 5 e
T Torll e Dy g gy NGl 125 ¥,
(7] = dg BE e E N0 NG G O oy Vo
x4 Y4 5 ((31522))
2Ny My Oy oy eNgRoNC e |
8n dm wam AN o an RN an AT 250
3 “I¥e Ye
X7 Y7
_X8 Y8_

Uma vez conhecidas as expressdes das fungdes de forma,

determinar suas derivadas com relagcdo a £ e 7. S3o elas:

8N 1
—1=—(2€+n-2€n~n2);
a€ 4

6N 1
——1=—(€+2n-52-2€n);
am 4

8N

—% =g - 1);

EES

6N 1

— = = (& - 1) ;

an 2

N, 1

— = (25—2gn—n+n2);
8€ 4
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i, A >
o =8 mran s B < 26g) ¢
an 4
8N il
4
—" == (5 =g
a€ 2
oN ,
s (e D)) 8
an
N
——=—(2E+25n+n+nz);
aE 4
6N 1
—° == (€% + 20 + € + 26m)
am 4
aN
—° = - (1 + m);
o€
8N i
—*=- 1 -¢%;
an 2
O 5
== = =2 =Rt D eSS e
8¢ 4
6N 1
7
—=—(—E+52+2ﬂ-2€n);
an 4
aN 1
—°% = - @ - 1;
GIS 2
6N
8 = -_—
i n(g - 1). (3.23)

Deve-se em seguida, ser determinada [J]—l, que vale:

: y
SN S
TR
R i
1917 = a2, i P (9.2
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sendo que

= XNV G
det [J] o (3.25)

8 8
oN 1 ON.Y. |d8N dN.Y. |8N
g }: Ll e ;: —* MBIl (3.26)
aX det[J)] = an aE =0 a& an
8 8
oN 1 6NiXi oN BNiXi oN
i i ~§: RN i }: — =B (g.a7)
aY det[J] = an 8€ =1 ag an
Os elementos ‘da. matriz B | sac fungdes das coordenadas
locais (£ , m), assim, o termo dXdY da equacao (3.6) também

deve ser escrito em termos de coordenadas locais(ver apéndice
A4). Assim:

dXdY = |det[J]|d&dn. (3.28)

Portanto, a integral de area da equacao (3.6) pode ser
transformada em uma integral dupla no sistema de
coordenadas locais (£ , m), como segue:

ik fraL
Xy = J [ (°(¢ , m)17(B(& , m)]|det(J][dgdn; (3.29)
=dL JJ =il

que €& a matriz de rigidez para a funcdo corrente nas
coordenadas locais (& , 7).

Na matriz [B®], o ponto p assume os valores nodais i,
DB G T e O Entdo substituindo as equagdes (3.26) e

(7)) En (Jo7), =eEmilizas
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8 8
}: e E: N el
4 I=1 oM o€ =1 9% an
e
RBAS =
det[J]
8 8
_;i: T EZ I 4 It
8 8
E: ffiyi f§8 X }: ffiyi iﬂs
F=qed 8¢ = G gl
(3.30)
S aN.X.|eN o | A
_E: T E: el O
=1 9 ag i=1 9§ &

Reescrevendo-se a equagdo (3.8), vem:

RS} = - | _oS(n17axay; (3131
w aS Y
onde
QE = 0% = [N]{u®}. (3.32)
Substituindo-se a equagdo (3.32) em (3.31), vem:
(R0} = - (N7 [N] {w€}axdy . (3.33)
W G
A matriz {Rz} estd escrita em termos das coordenadas
glebais X. e Vi, Portanto & necessdria a troca dessas
coordenadas X e Y, pelas coordenadas locais £ e 7.

Das equagdes (3.28) e (3.33), resulta:
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I, [ra
(RGNS J J (NE L, mITNGE , m) )%y |det(a) | dgdn.
(3.34)

A matriz [Kz] dada pela equagdo (3.29) e {RZ} dada por
(3.34), estdo prontas para serem integradas. A integracdo ana-
litica destas equagdes ndo constituem numa tarefa facil. No
item 3.5 serd descrita a técnica numérica de Gauss-Legendre

para solugdo destas equacdes.

3.4.2 - Forma matricial para os elementos em termos de

temperatura adimensional

Reescrevendo a equagdo (2.28) para a temperatura adi-

mensional, tem-se:

D|8"8 8”8 0 ae
=l iy (RS DR - (3.35)
Pr|oX oY atT
onde
ay a8 ay ae
Q8 — e o — — . (338163
dX aY dY 08X
Da equagdo (A3.1la), do apéndice A3, fazendo ¢ = 6, Q¢ =
Qe, A= ABe =D /Pr, fresultagque:
e : e e 2 e e £ 25 .
(IE 1 h = 8RC]) (O L hoves Tomaicaie el hon R ol
(3.37)
onde
e 2 e.7..e D e 1. _.e
[Ke] = — e[B ] (B7]dV = — e[B ] [BT)]dXdY; (3.38)
e |\ Pr JA
(
L@ @ © @ @ © @
g 1L ©®@ ©® @ ©® 0 O
® ©® a4 © © O 0 @
e @ © @ 1L © © 0 0
e A
= R ; 3.39
LR 8 Of g © @ i © ©® O | ( )
©@ © © @ © i1 © @
9 © ©® © @ @ i1 @
® @ ©®© @ ©@ @ O £ )
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onde A€ & a area de cada elemento;
Ny O, Ny aN, 8Ny eNg AN, oN
e BN B G e 5 o e
(B%] = S ; (3.40)
ONy ON, Oy N, BNg aNg AN, oNg
8Y 8Y 48Y aY 8Y a8Y dY 4y
{Rg} = = [ oS N1Taxay; (3.41)
exe
A
e
e ay® 96  ay® 86°
QS = = ; (3.42)
aX ay 8y ax

-

A matriz [KS] € a matriz de rigidez para temperatura
adimensional, {RS} € o vetor forca para temperatura adimensio-
nal e Q € uma funcdo especificada.

Pode-se observar que a equag¢do (3.38) é igual & equacao

(3.6) multiplicada por D/Pr. Entdo por analogia, tem-se:

D (1 1

[Kgl = — J J (BS(¢ , m1'(B®(€ , m)]|det(J]|dgdn .
19he =l |l

(3.43)

A matriz [B®] & dada pela equagao (3.30) e |det[J]| &
dado pela equagdo (A4.5).

Os termos da equagdo (3.42) podem ser escritos como:

oy° eNyT  anuS  aNyS  eNyS oN Y
— = — + — + — b e S : (3.44)
8X . ox 8X X oX 8%

(= e e e e (=)
3y N _ aN_ Y 8N_ Y 8N, Y AN_Y
et g oo AL T + EE- e + S P00 ofr 28 8; ((8¥415))
8y 8Y 3y 3y 8Y aY

e e e e e e
36 oN. o oN, 65  8N.85  aN, 6 oN 65
=it L g ZR2 e R e

dX aX 8Xx ax aX ax
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a6 oN,67  oN,e oN,65 N6 N6
R A = o a5 oo —= Yo (5,47)
ay ayY aY oY ay ayY
ou
Bys = R NS
i E: BSDIR (3.48)
ax =1 ax
6we 8 SN ¢e
Feato }: SSPDR (3.49)
Y S
g L gy et
= 4 = }: =D B. (3.50)
aX =1 X
R e
L e ;Z SRR (3.51)
aY =l
Esses termos tém que ser colocados em fungao das
coordenadas locaids (&8 an). Entdo, substituindo as equacgdes

(3.26) e (3.27) nas equagdes (3.48) a (3.51), resulta:

e 8 8 8
3y il N,Y. |8N 8N.Y, |8N
w e Ll LR - L
aX det[J) =l =i am Gl = & am
e 8 8 8
oy i ON.X. |8N ON.X. | 8N
Tl o i i §: }: ST L ) of E: 1)) wg ;  (3.53)
aYy det[J) p=1 = A€ am = an aE
e 8 8 8
8e 1 8N.Y. |8N N.Y. |8N
B3 =_____§: Z:__ll._P- Z:-—ll-—pe 5 (F.56a)
. b a8
X det [J] =1 =, o g =y G Ui
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e 8 8 8
30 aN.X. |aN aN.X. |aN
3 zz E: _ A% e _ EZ B L S W)
ay det[J . P

A equagdo (3.41) pode ser escrita de forma anidloga a
equagao (3.31), na seguinte forma:

=il

il (Pl
{Rg} = - J J Qg (& + M N(E , m))7|det[J]|dgdn; (3.56)

onde Qg € obtida pela equacdo (3.42), cujos termos podem ser
calculados pelas equagdes (3.52) a (210 55)))
As equagbes (3.43) e (3.56) serdo integradas através da

técnica numérica de Gauss-Legendre descrita no item 3.5.

3.4.3 - Forma matricial para os elementos em termos de

vorticidade

Reescrevendo a equagdo (2.30) da vorticidade, tem-se:

82w 9" w 0
ol v B e R UL (3.57)
8Xx oY
onde
oY dw Y dw Gr a6 ae
Qs = =7 — = — — t —|coso—"=Esenom (3.58)
X 38Y dY dX 2 X ay
Da equagao (A3.la), do apéndice A3, fazendo ¢ = w, Q¢ =
Quu A =.1, 0 = 1, resulta que:
e 2 e e ) e.. e PR
CEEST & A LT IReE R e A S s W (3.89)
onde -
e e e e.T e
(K, = | o[B%17 (B%1av = | _(B®%17(B%) axay; (3-60)
Jv A
oy o, oy an ang o aw, o
X 8X
(B8] = [8X 68X &8Xx ax X 8X : (3.61)
8N
fﬁl 6N2 6N3 354 ffS i§6 iﬁ? K18
GY R 5 YA 5 VA O YR G )Y O YR O
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e
{RE) == J oS N7 Taxay; (3.62)
e W
A
e
o W 8y  Gr 88°< a6<
Q, = — — - — — + —|cosa— - sena— |. (3.63)
aX 8Y  aY ax 2 ax ay

A matriz [Ki] € a matriz de rigidez para vorticidade,
{Rj} € o vetor forga para vorticidade e o) € uma fung¢do especi-
ficada.

Pode-se observar que a equagdo (3.6) & semelhante a

equacgao (235 50) ¢ Assim, aplicando a transformacgao de
coordenadas, vem:

1 ak
(K] =[ J (B5(¢ , m17(BS(€ , m)]|det[JT]|Agdn. (3.64)
-1)-1

A matriz [B%] & dada pela equagdo (3.30) e |det([J]| &
dado pela equagdo (A4.5).
Os termos ay°/oX, 8y®/aY, 96%/8X e 86%/8Y, da equacio

(3.63), Jja& estdo apresentados pelas equacoesH (831512 = ((8059)) ,

respectivamente. Resta saber, agora, os termos awe/BX e awe/ay

nas coordenadas locais (£ , 7). Assim, de modo analogo,

ocbtém-se:

aw® AR 8 ON, Y, |8N 8 N, Y, |oN_|

sl MERE E: }: _ it e E: Sl w3t (3.65)

X det {idgi) p=1 = an g =1 € an

8w’ i 8 8 an.x.|an 8 8N X, [an_|

1 e R E: }: e R }: et e WSt (3.66)
- 8

aY det[J] = =1 o am =l g

A equagdo (3.62) pode ser escrita em termos de £ e 7,

na seguinte forma:

i [rat
{R} = - J J QC(€ , mIN(E , m)] |det[I]| d&dm; (3.67)
-1)-1
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onde C%) € calculado pelas equagdbes (3.63), (3.52) a (3.55),
(3.65) e (3.66).
As equagdes (3.64) e (3.67) serdo integradas numerica-

mente através da técnica de Gauss-Legendre, como mostrado no
item seguinte.

3.5 - Integragdo Numérica

Para o cdlculo das matrizes de rigidez [Ki], [KS] e
[Kg] e das matrizes {RE}, {RS} e {Ri} no elemento descrito
anteriormente, & necessario o calculo de integrais onde o
calculo analitico & muito trabalhoso e nao usual, pois estas
matrizes sdo funcdes da matriz [Be] e da matriz Jacobiana
inversa [J]_l, cujos elementos s&o funcdes das coordenadas
locais (& , m).

Existem varias técnicas de integracdo numérica e neste
trabalho serad abordada a técnica da Quadratura de Gauss-
Legendre. Esta técnica tem como base a escolha de determinados
pontos dentro do elemento com o objetivo de se alcangcar uma
melhor precisdo na solugdo das integrais. No apéndice A5 é
mostrado como se faz a escolha destes pontos de integracdo e os
respectivos pesos W.

Do apéndice A5, pode-se escrever que as integrais das

equagdes (3.28), (3.34), (3.43), (3.56), (3.64) e (3.67) sdo,
respectivamente:

m n
Bl S Z Z (B (&5,m) 1 (B (&5, m) ) |det (3] W W, ; (3.68)
=1 k=1
m n
{Rz} = EZ E:[Ne(ﬁj,ﬂk)]T[Ne(gj,nk)]{we}ldet[J]}WjWk; (3.69)
=1 k=1

m n
KS) = 5= ) ) (B%(6,,m) 1 B (Eg,m) ) [detra) [Waw i (3.70)
=1 k=1
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m n
{Rg} = - EZ E: Qg(sj,nk)tNe(sj,nk)JTldet[JJlewk; (ER7)
J=1 k=1
m n
(K] = }Z }: (8% (&5, m) 17185 (€4,m,) ] |det(T] [W W, ; (3.72)
=1 k=1
m n
{R} = E: }: Qp (&40 M) IN® (€5, m, ) 17 |det (] [W.W (373
W 50Tk 52 % 50 a
J=1 k=1

Os valores de m e n sdo obtidos equacionando-se (2m =i8)
para o grau maior de £ e (2n - 1) para o grau maior de N na
integral. Para as equagdes (3.68), (3.69), Eo7)) 2 ([(3.72),
© valor de m e n & igual a trés, resultando em um elemento com
nove pontos de integragdo. Para as equacgdes (Clo7ab) & (B:73)) ,
© valor de m e n é& igual a quatro, resultando em um elemento
com dezesseis pontos de integrag¢do. O valor igual de m e n para
cada caso significa uma mesma ordem da poténcia de € e m. Os
dois elementos considerados podem ser vistos, respectivamente,

pelas figuras 3.3 e 3.4.
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3.6 - Algoritmo de solucgdo

Reescrevendo as equacdes (3.5), (3.35) e (3.59), para a
fungdo corrente, temperatura adimensional e vorticidade para o
elemento, tem-se, respectivamente:

(K] (W) = -(RY}; (3.74)
([Kg) + g2 [®1)16%), o= 5= [€°)46%) 1y - {RS}: (3.75)

2

2 = e e " e. .
AT nOVO_ AT [C ]{w }VelhO {R&J}’ (3-76)

Q0s] ar e= fiE ) ey

onde

e e e e e e e =
[Kw]: {Rw}; [Ke], {RgkH, [Kw]’ {Rm} e [C] sao dadas,
respectivamente, pelas equacdes (3.68) a (3.73) e (3.39).

Os apéndices A2 e A3 mostram como sdo formadas as

matrizes globais para o calculo da distribuicdo da grandeza ¢
no dominio Q.

Se ¢ for a fungdo corrente (y¥), entdo:

i i : 7]
(R ety R} (377)
Se ¢ for a temperatura adimensional (6) , entdo:

([Kg) + g2 [C1){8} = 72— [C146) ;= {Ry}. (3.78)

Se ¢ for a vorticidade (w), entdo:

2

(1K, & 2= nelywy o = 2o o O

(3.79)

Asequactesi(3.77),0 1 (378) e (3. 79 formantunmlsals tena

global de equagdes que dependem das seguintes matrizes globais:

E
[K,) = E: [Ks]; (3.80)
e=1
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b = E: {Rj}; (B.62)

[Kgl = E: [KS]; (3.82)

A
o
@
()
Il
py
o)
D
-

(389
B = E: (K, 17 (3.84)

w} = E: {RS}; (3.85)

i E: fiesl (3.86)

onde E & o numero de elementos.

As equagbes (3.77) a (3.79) podem ser escritas, respec-

tivamente, de forma mais compacta como:

= W L = T=AT
By s R, (w )}i (3.87)
2 T T TN
(Ko eI SRS (e ) }i (3.88)
[R,) {w}F = (R (u%,6%, 0" 727T)y (3.89)

As matrizes (R [ﬁe] el (KIS tera oSS

w],
coeficientes mantidos constantes, pois o incremento de tempo At
serd um pardmetro fixo para cada iteragdo. Essas matrizes sao
simétricas e de banda. Com o objetivo de reduzir a &rea de
armazenamento e o tempo de calculo computacional, os
coeficientes dessas matrizes que compdem a diagonal principal e
as diagonals superiores ndo nulas, foram armazenados na forma

da matriz coluna global {A}, como mostra a figura 3.5.
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As matrizes {w}T, {8}t e {w}t sdo incognitas e devem
ser calculadas para cada tempo T. A matriz {ﬁw(wt-At)} possui
coeficientes que sdo dependentes da vorticidade w que é
avaliada para o tempo <T-AT. As matrizes {ﬁe(wr’er-Ar)}
{ﬁw(wt,et,wt—AT)} sdo interpretadas de forma semelhante.

Foi desenvolvido um programa computacional com o
objetivo de resolver as equagbes (3.87), (3.88) e (3.89) para
obter as distribuigdes da funcdo corrente (Y), temperatura adi-
mensional (8) e a vorticidade (w) e os numeros de Nusselt local
e médio para as superficies S, e s,.

O nimero de Nusselt 1local (NuL) e o0 numero de Nusselt
médio (Nu) sdo dados por:

Para a superficie S

1
:
1= [5as
NuL = - — |— > (3.90a)
2 |ax [x=0
\
1 (RL 1 |5e%
Nl = e e dy; (3.90b)
RA Jo 2 |ax [x=o0
Para a superficie S
{
1 e
NuL = - — |— ; (3.91a)
2 |ax |x=1
i a |leE
Nu = - — — ay ; (3.91b)
RA[loR 2l g b=

onde aee/ax é dada pela equacdo (3.54).

A figura 3.6 mostra o fluxograma do programa
computacional desenvolvido. Os passos da solugdo numérica e
alguns detalhes do programa sdo apresentados a seguir, na

sequéncia dos blocos do fluxograma.
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Figura 3.5 - Matriz global {A}.
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Figura 3.6 - Fluxograma do programa computacional.
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1) Leitura dos dados(bloco 1)
Neste bloco faz-se a leitura dos seguintes dados:

a) namero de Prandtl (Pr); b) dngulo de inclinagdo («);
C) nimero de Grashof (Gr); d) parémetro A; e) incremento de
tempo (At); £f) razdo entre as difusividades do s6lido e do
fluido (D); g) namero de pontos que caracterizam a gquantidade
de elementos na direg¢do X; h) nimero de pontos que caracterizam
@ quantidade de elementos na direcio Y9 19) espessura
adimensional da parede resfriada (El); j) espessura adimensio-
da parede aquecida (Ez); k) namero méximo de iteracdes; 1)
distancia adimensional da particdo com relacdo a superficie
fria (Lp); m) espessura adimensional da particido (Ep); n)
altura adimensional da particdo (Hp); 0) coordenadas dos pontos
que caracterizam a quantidade de elementos na direcido X; p)
coordenadas dos pontos que caracterizam a quantidade de

elementos na direcédo Y.
2) Geracdo da topologia e coordenadas(bloco 2)

Neste bloco faz-se a chamada da subrotina que calcula
as coordenadas dos pontos nodais, a topologia dos elementos, o
namero de pontos nodais e o nimero de elementos.

E necesséario fornecer, para esta subrotina, o namero de
pontos que caracterizam a quantidade de elementos nas direcgdes
X , Y e as coordenadas destes pontos. Com a mudanga desses
dados de entrada torna-se possivel modificar a distribuigédo
dos elementos no dominio computacional, o que permite aumentar
ou reduzir o nimero de elementos em certas regides conforme a
conveniéncia. De modo geral, observa-se melhor estabilidade na

solugcdao numérica gquando as seguintes regras sdo seguidas:

a) Os elementos quadrilaterais equildteros devem ser
preferidos sempre que possivel, devendo-se evitar elementos com

lados muito desiguais;

b) Os elementos devem ser menores nas regides onde

existem maiores gradientes das grandezas analisadas.
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3) Calculo da semi-largura de banda(bloco 3)

Neste bloco faz-se a chamada da subrotina que calcula a

semi-largura de banda (NBW) através da expressdo:
NBW = (NB + 1); (35192%)

onde NB & a maior diferenca entre a numeragcao global dos pontos
nodais de cada elemento.

A semi-largura de banda depende da numeragao global dos
pontos nodais. Uma redugdo na semi-largura de banda, o que
implica em uma numerag¢do global mais adequada dos pontos
nodais, diminui o namero de coeficientes da matriz de rigidez
em {A}(figura 3.5). Isto produzird uma redugdo na quantidade de
memdéria utilizada na execugdo do programa computacional e uma

redugdo no tempo de computacao.
4) Inicializacdo de parametros(bloco 4)

Neste bloco sdo calculados alguns pardmetros, os quais

sao mostrados "na " figura™il.5.®5ao elles:

JGF & um indice que caracteriza o final da matriz da
grandeza ¢ armazenada em {A}. Onde JGF = NP, sendo NP o ndmero

de pontos nodais.

JGSM €& um 1indice gque caracteriza o final da matriz
forca armazenada em {A}. Onde JGSM = 2.NP.

JEND & um indice que caracteriza o final da matriz
global {A}. Onde JEND = (NBW + 2).NP.

5) Calculo de parametros que definem a superficie
s6lida(bloco 5)

Neste bloco sdo calculados pardmetros que definem todo
o dominio sdélido (2.), o qual inclui as paredes laterais e a

particgao.
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6) Contagem dos elementos pertencentes ao dominio
sbélido(bloco 6)

Neste bloco relaciona-se os elementos pertencentes ao
s6lido e faz-se a contagem do numero destes elementos.

Estes dados s&o utilizados para calcular as matrizes
para o sdlido ou para o fluido de modo apropriado.

7) Checagem de grandezas(bloco 7)

Neste bloco faz-se a chamada de uma subrotina gque

verifica se os dados de entrada estao corretos.

8) Condigdes de contorno para temperatura adimensional,

funcédo corrente e vorticidade(bloco 8)

Neste bloco sdo introduzidas as seguintes condicdes de

contorno:

i) Para a temperatura

De acordo com as equacgdes (He32) e (Zc33)
respectivamente, o valor de 6 = -1 é& atribuido a todos os
pontos situados na superficie Sl e o valor de 8 = 1 & atribuido

para todos os pontos situados na superficie 82.

i1) Para a funcdo corrente

De acorde com as equagdes (2.32) a (2.36), a funcéao

S S S S

corrente assume o valor zero nas superficies Sl' e S0 O RS

St
SRog
iii) Para a vorticidade
A vorticidade assume o valor zero na primeira iteracido
S. e S.. Nas iteragdes seguintes, a

250 Sa0 Sg 6
vorticidade & calculada conforme mostra o bloco 19.

para as superficies §
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9) Condigdes iniciais e inicializacdo de vetores
(bloco 9)

Neste bloco sdo introduzidas as condigdes iniciais e a
inicializacdo das matrizes globais, na forma da matriz global
{A}, para a fungdo corrente, temperatura adimensional e
vorticidade. De acordo com a equagao (2.31), a fungdo corrente
(¥), a temperatura adimensional (6) e a vorticidade (w) assumem

© valor zero em todo o dominio Q quando T = O.
10) Calculo da &area de cada elemento (bloco 10)

Neste Dbloco faz-se a chamada de uma subrotina gue
calcula a area de cada elemento utilizando os dados calculados
no bloco 2.

11) Chamada de subrotinas para o cdlculo de parametros
utilizados na subrotina onde se calcula o ntmero de

Nusselt local e médio(bloco 11)

Neste bloco faz-se a chamada de subrotinas que calculam
parametros para o cdalculc das derivadas das funcdes de forma
com relagao ao eixo X. Estes pardmetros sdo calculados a partir

dallequacao (i3%54)%

12) Chamada de subrotinas para o cdlculo de parametros
para integragdo numérica com 9 pontos de integracao
(bloco 12)

Neste bloco s&o chamadas as subrotinas que geram os
nove pontos de integragdo para o elemento quadrilateral
quadratico com os seus respectivos pesos, conforme a figura
A5.4. Em seguida, os valores de funcdo de forma dados pela
equagao (3.2) e os valores de suas derivadas com relagcdo a £ e
n dados pela equacao (3.23) sdo calculados. Posteriormente, o
valor do det[J] dado pela equagdo (3.25) e a sua inversa dada
pela equagao (3.24) sao calculados com o objetivo de se obter
as derivadas das funcées de forma com relagcdao a X e Y, que sdao

dadas pelas equagdes (3.26) e (3.27).
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13) Geracgdo dos sistemas de equagdes (bloco 13)

Neste bloco sdo calculadas as matrizes dos elementos e as
matrizes globais. Primeiramente, faz-se a chamada de uma
subrotina que forma as matrizes (B - (CoGEN), (869, (3,70
eni(i8l72) 2

Em seguida sdo formadas as matrizes globais dadas pelas
equagoes (3.80), (3.81), (3.82), (&) & (8686) .

14) Chamada de subrotinas para calculo de parametros
para integracao numérica com 16 pontos de

integracdo(bloco 14)

Neste bloco sdo calculadas as matrizes {Re(w , 6 )}
=~ GG — AT
R, (¥ ,6",w )}

Este bloco & semelhante ao bloco 12, sd que para

16 pontos de integragdo, conforme mostra a figura A5.5.
15) Incremento de tempo(bloco 15)

Neste bloco, o tempo adimensional T & incrementado.

O valor do incremento de tempo adotado depende, princi-
palmente, da malha escolhida e do nimero de Grashof. O valor do
incremento deve ser menor a medida que aumenta o ndmero de

Grashof ou se refina a malha de elementos finitos.

16) Calculo da distribuicdo da fungdo corrente
(bloco 16)

Neste bloco & obtida a distribuicdo da funcdo corrente
Yy para o tempo T resolvendo-se o sistema de equagdes dado pela
equacdo (3.87). A matriz {ﬁw(ut_At)} tem seus coeficientes
dependentes da vorticidade w, a qual deve ser avaliada na
iteragdo anterior, isto &, para o tempo T - Art.

Na solucdo da equagdo (3.87) é necessario impor a

condigdo de contorno do bloco 8 para a fungdo corrente.

17) Calculo da distribuicdo da temperatura adimensional

(bloco 17)
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Neste Dbloco é obtida a distribuicdo da temperatuta
adimensional © para o tempo T resolvendo-se o sistema de
equacdes dado pela equagdo (3.88). Os coeficientes da matriz
{ﬁe(wr,et_At)} dependem das fungdes Y e 6, onde Y e 6 devem ser
avaliados, respectivamente para o tempo T e T - AtT.

Na solugao da equagao (3.88) é necessario impor a
condigdo de contorno do bloco 8 para a temperatura
adimensional.

18) Calculo da distribuigdo da vorticidade no

interior da cavidade(bloco 18)

Neste bloco é& obtida a distribuicdo da vorticidade no
interior da cavidade solucionando-se o sistema de equagdes dado
pela equacgdo (3.89). Os coeficientes da matriz forgca global
{ﬁw(wt,et,wt_At)} dependem de ¥, 6 e w, onde Y e 6 devem ser
avaliados para o tempo T e w para o tempo T - AT.

Na solugdo da equacdo (3.89) consideram-se conhecidas

as vorticidades nos pontos nodais do contorno.

19) Calculo da vorticidade no contorno da cavidade
(bloco 19)

A vorticidade w, em toda a superficie em contato com o
fluido é calculada através das condigdes de contorno dada pela
equagao (2.35) para as superficies perpendiculares ao eixo X e

pela equacdao (2.36) para as superficies perpendiculares ao
eixo Y.

20) Calculo dos gradientes de temperatura e dos nimeros

de Nusselt local e médio(bloco 20)

Neste bloco sdao calculados os numeros de Nusselt local

e médio dados pelas equagdes (3.90a) a (3.91b).
21) Verificacdo do limite maximo de iteragdes(bloco 21)

Neste ponto ‘& feita a verificagdo do namero de

iteragdes realizadas. Quando o nimero de iteragdes atinge o
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limite maximo estabelecido, o programa & interrompido.
22) Verificacgido da convergéncia(bloco 22)

Considera-se que houve convergéncia ou que se atingiu o

regime permanente quando se verificar o seguinte critério:

n
-4

E: |Nunovo NuVelho 5 @ T (3.93)

I=

onde a somatdéria representa a soma dos n Gltimos valores da

iteragdo. Na maioria dos casos estudados adotou-se 50=< n = 100.
23) Imprimir resultados(bloco 23)

Neste bloco sao obtidos os resultados das distribuicgodes

de ¥, 8 e w, bem como os nimeros de Nusselt local e médio.

O programa computacional desenvolvido foi processado no
computador "CYBER 930 - 31" da Escola Federal de Engenharia de
Itajuba.

No capitulo seguinte sdo apresentados os testes do
programa para a geometria guadrada e retangular. Finalmente,
sdo apresentados os resultados do presente trabalho para regime

permanente.



CAP[TULO 4

RESULTADOS

4.1 - Introdugdo

Este capitulo apresenta resultados obtidos pelo
programa computacional, gque utiliza o método de elementos

finitos para a solucgdo das equagdes de conservagdo acopladas em

termos da fungao corrente, temperatura adimensional =
vorticidade.
Inicialmente, procura-se testar (o] programa

computacional para cavidades de geometria gquadrada e retangular
sem paredes laterais e sem particéao, comparando-se os
resultados com aqueles publicados na 1literatura. Apdés a
avaliagdo do teste, o programa computacional & utilizado para

se obter resultados para as seguintes cavidades:

Cavidades de geometria gquadrada e retangular com
paredes laterais e sem particéo;

Cavidades de geometria quadrada sem paredes laterais
e com particao;

Cavidades de geometria quadrada com paredes laterais

e com particao.

4.2 - Comparagao de Resultados para Cavidades de
Geometria Quadrada e Retangular sem Paredes

Laterais e sem Particgédo

A figura 4.1 mostra a geometria quadrada com as
condigdes de contorno e a figura 4.2 mostra a malha (9 x 9)
utilizada para se obter os resultados de comparagao.

Inicialmente, procurou-se verificar o comportamento
dos resultados a medida que a malha fosse refinada. A sequéncia
das malhas utilizadas foi (6 x 6), (7 x 7), (8 x 8) e (9 x 9).
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Observou-se que a medida que o numero de elementos
aumenta, o namero de Nusselt médio tende ao valor de 2,730; que
corresponde a malha (9 x 9). Verificou-se um desvio de 0,04%

nos resultados do nGmero de Nusselt para as malhas (8 x 8) e
(2 s @)

A tabela 4.1 apresenta a Comparacao entre os nGmeros
de Nusselt médios obtidos no presente trabalho e nos estudos de
Nascimento [18], Menon [19], Tabarrok et al. [20], Ozoe et al.
[21] e Fernandes [15]. Os parametros fixados foram Gr = 2x104,
PEE=R0§ 7337 E1 = E2 =0, RA=1e a = 0° 0 valor do namero de
Nusselt médio do presente trabalho foi A U0

A comparacdo dos resultados mostra gque o menor desvio
foli de 0,33%, com relagdo ao trabalho de Nascimento ) e ©
trabalho experimental de Ozoe et al. [21]) mostra um desvio de
-0,37%. O maior desvio foi de 1,28% com relagdo ao trabalho de
Tabarrok et al. [20].

Procurou-se, também, comparar os resultados obtidos com

aqueles apresentados por Menon [8] para a geometria quadrada

(RAC =18 Ve Sretanguilars (RAC=EOSen paredes laterais e senm
particdo, conforme mostra a tabela 4.2. Os parametros fixados
foram Pr = 0,733 e El = E2 = 0. Os parametros variados foram

Gr = 104, 105; RA =iy, 21 ie lali= 015 8 = 3I0/SH=T6( R condigdes de

contorno, tanto para a cavidade quadrada como para a cavidade
retangular, sdo iguais aquelas apresentadas na ealeineey Aodly A
malha utilizada para RA = 1 foi (10 x 10) e a malha para RA = 2
foi (8 x 16).

Pode-se observar na tabela 4.2 que o nidmero de
Nusselt médio aumenta quando o nimero de Grashof aumenta.

Fixado o namero de Grashof, o nuimero de Nusselt médio
apresenta maiores valores para o = -30°.

Os resultados mostrados na tabela 4.2 apresentam boa

concordancia sendo que os desvios variam de 0,02% a 5,03%.

A tabela 4.3 faz a comparagdo de resultados para a
geometria quadrada mostrada na figura 4.1, com Pr = 0,733, RA =
ik, 18 = E = 0 e ¢ = 0°. Os resultados sao comparados com

i 2
agqueles apresentados por Figueredo [22] , Fernandes [15] e
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Referéncia Nu DEEViO Matedon e as
Presente Trabalho 2,730 — E%E?enZisziziz?s
wectnancorse) 2| 03 | Hmenior Hnites
— 2o 0| [ I
Tabarrok e outros[20][2,695| 1,28 E%;gg“;gszizéz?s
Ozoe e outros(21] 2,740|-0,37 Valor Experimental
Fernandes([15] 2) s Ge7 al, 2l Dife??g@islginitas
Tabela 4.1 - Comparacao de resultados para a geometria

guadrada sem paredes laterais e sem partigdo com

Gr = 20000, Pr = 0,733, El = E, = 0, RA =1 e
= B
Gr = lO4 Gr = 105
Presente Desvio |Presente Desvio
trabalho L % trabalho L&) %
= (O)F 2,039 2,136 —4,76 4,745 | 4,639| 2,23
RA=1|a=-30° 2,276 2,365| -3,91 4,852 4,800 1,07
oa=-60° 205082 28200 W= 4,267 | 4,463| -4,59
o= 0° 2 Sl 2,241 3,45 4,366 4,365 0,02
RA=2 | x=-30° 2,457 2,349| 4,40 AL BEE | A ALl 2,65
o=-60° PPE8I615 2,246 5,03 4,263 4,104 3,73
Tabela 4.2 - Comparacdo de resultados para as geometrias

quadrada e retangular sem paredes

sem partigdo com Pr = 0,733 e E; = E,

laterais e
S (0
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Nascimento [3LE] . com valores de Grashof iguais a 34100,
60000, 100000 e 136430. Figueredo [22] e Fernandes [15]
utilizaram o método de diferengas finitas com as malhas (21 x
21) e (22 x 22), respectivamente. Ja, Nascimento [18] utilizou
© método de elementos finitos com 338 elementos.

Referéncia [#2:23] [(15] (18] iigizgﬁi
Gr Nul Nu2 Nu3 Nu

34.100 |2,884(10,44%)|3,106(3,54%) |3,227(-0,22%)| 3,220

60.000 |3,648( 7,62%)|3,736(5,39%) |3,864( 2,15%) 3,949

100.000 |4,160(12,33%) |4,422(6,81%) |4,554( 4,03%) 4,745

136.430 |4,686( 9,16%) [4,899(5,04%) (5,027 ( 2,56%) 5,159

Tabela 4.3 - Comparagdo de resultados para a geometria
guadrada sem paredes laterais e sem
particac: icom 'Px' =10, 573 38 RA=t- El = E2=
O el =N05"

Os resultados da tabela 4.3 até Gr = 105, para o

presente trabalho, foram obtidos utilizando-se a malha (10 x
10) e para Gr = 136430, a malha utilizada foi (11 x 11).

No geral se verifica boa concordancia entre os
resultados do presente trabalho e dagueles obtidos em outros
trabalhos. Os maiores desvios verificados nos trabalhos de
Nascimento [18], Fernandes [15] e Figueredo [22) foram
respectivamente 4,03%, 6,81% e 12,33%.

4.3 - Resultados do Presente Trabalho para Cavidades de
Geometria Quadrada e Retangular com Paredes

Laterais e sem Partigao

Neste item é estudada a convecgdo natural no interior
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das cavidades quadrada e retangular, conforme as figuras 4.3
e 4.4, respectivamente, onde as paredes das cavidades tém
espessuras finitas E1 e E2 € sao condutoras de calor. A
superficie S, € mantida numa temperatura uniforme fria e a
superficie S, € mantida numa temperatura uniforme quente.

As superficies S3 sdao mantidas isoladas termicamente.

A figura 4.5 mostra o nimero de Nusselt versus o namero

de elementos. Foram fixados os seguintes parametros: nimero de

Prandtl Pr = 0,733, razido de difusividades D = 103, espessuras
das paredes laterais E1 = E2 = 0,1, angulo de inclinagcido o =
0°. A raz&o de aspecto variou de RA = 1 e 2, o numero de

Grashof variou de Gr = 2 x 104, 105, 2% 105 e 106. Esta figura

mostra a influéncia do nGmero de elementos no namero de Nusselt
médio. Foram obtidos resultados para o nimero de Nusselt médio
utilizando-se as malhas (8 x 8), (9 xH9)y, (Ao} 5¢ L)) @& ((a 5%
11) para RAL= 1 el para RA=12 a8 mailihas (B 52 8) , (&) 52 @),
(L0 % 1.0)" e (9 x5,

Na figura 4.5, verifica-se que existe uma convergéncia
dos valores do numero de Nusselt a medida gque o© ndamero de
elementos aumenta.

Para numeros de Grashof pequenos (Gr = 2 ¥ 105), com
poucos elementos ou uma malha ndo muito refinada j& se consegue
convergéncia dos resultados de nimero de Nusselt. Entretanto,
para Xpﬁﬁéfgg' de Nﬁéééf@ elevados, da ordem de 106, ha
necessidade’ de Se T usar  malhas mais refinadas para obter

convergéncia dos resultados.

A figura 4.6 mostra o desvio percentual do nGmero de
Nusselt em funcdo do nlimero de elementos, tomando por
referéncia o nimero de Nusselt calculado com 100 elementos
(malha 11 x 11). Foram considerados fixados os seguintes

parametros: RA = 1, D = 103, El = E, 50,1 e ot = 0°. O namero
. 6
de Grashof variou de 2 x 104, 105, 5 a0 @ 10°.

Desta figura pode ser observado que para 81
elementos e 100 elementos, os desvios percentuais sdo 0,20%,
1,2%, 1,2% e -2,3%, respectivamente, para numeros de Grashof

5
3 52 A0, 02, B % 102 @ 100,
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Figura 4.3 - Cavidade quadrada com paredes laterais e sem
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Figura 4.4 - Cavidade retangular com paredes laterais e sem
partigcdo com condigdes de contorno para a = 0°.
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A figura 4.7 mostra o desvio percentual do nimero de
Nusselt em fungcdo do numero de elementos, considerando os
mesmos pardmetros da figura 4.6, com excecdo da razdo de
aspecto que neste caso @ RA = 2 e o namero de Nusselt de
referéncia que é calculado comn 112 elementos (malha 9 x 15).
Nesta figura os desvios para 81 elementos e 112 elementos sio
17,250, 15,i3% 1 18 e taiigicy respectivamente, para nUmeros de

G 2 a0, 100, 2 s 102 & 160,

Das figuras 4.6 e 4.7 se verifica que quando se aumenta
© numero de elementos, o nimero de Nusselt tende a atingir
convergéncia. Quanto maior o nGmero de elementos utilizado nos
calculos, a convergéncia dos resultados é alcancada, entretanto
0 custo computacional cresce bastante com o aumento do nGmero

de elementos, como pode ser visto na figura 4.8.

Neste trabalho, para o caso de razdo de aspecto RA = ik
foram utilizados 81 elementos (malha 10 x 10), e para RA = 2
foram utilizados 112 elementos (malha 9 x 15).

Na tabela 4.4 estd@o apresentados os resultados para o
nimero de Nusselt médio para cavidades com diferentes RA, D e
Greonde iPr = 0 733" El = E2 = 0,1 e o =" 0L AT malhaSlEioREaNQ)
foi utilizada para RA = 1 e a malha (9 x 15) para RA = 2.

A figura 4.9 apresenta o nlUmero de Nusselt versus
numero de Grashof, considerando os mesmos parametros da tabela
4.4, para o caso de RA = 1. Pode ser observado da figura 4.9
que sendo fixados todos os parametros, o nuamero de Nusselt
cresce com O aumento do numero de Grashof. Observa-se também
que o aumento do parametro D faz com que o numero de Nusselt
aumente. Isto se justifica pelo fato do aumento da
condutividade térmica do sélido produzir uma maior taxa de
transferéncia de calor e em consequéncia tem-se maior nimero de
Nusselt. A influéncia do parametro D tem entretanto um limite
superior, J& que para os casos calculados, o nimero de Nusselt

: 5 . 3
praticamente ndo varia para valores de D malores que 10 .
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22
£ G = Dalpk (11x11)
Pr = 0,733
18
RA =1
. D =103
E =
Q L (10x10)
L 3 o =
3]
—
o4
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R
=
o 10
6 Loy
1 | 1 | 1 | 1 | 1
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NE
Figura 4.8 - Tempo de CPU por iteracgdo versus
o nimero de elementos.
%g 4 5 5 6
RA D = e Gr = 2x10 |Gr = 10 |Gr = 2x10 |[Gr = 10
18
il D= 1702 23 sl 2,597 3,036
aL D = 10 1,736 2,396 2,682 3,161
Nu
it D = 10° 1,746 2 L) 2 T, 3] 23l
i D = 104 1,746 2,417 2 o 7/ ALl 3,212
2 D = 10° 5L, 7L 2,389 2,620 2,990
Tabela 4.4 - Resultados do nimero de Nusselt médio para
cavidades com paredes laterais e semn
particdo com diferentes RA, D e Gr com

— — — o
Pr = 0,738 E == E, = O,k @ 6 = 0¥
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4.4 - Resultados do Presente Trabalho para Cavidades de
Geometria Quadrada sem Paredes Laterais e com
Particao

AfSfigura ¥4.10 "mestra "os seistcasosicon diferentes
geometrias a serem estudados para cavidades quadradas sem

paredes laterais e com particao, considerando Pr = 0,733; El'=
E2 = 0; Ep =H0GI057 D= 0 RATE= S e oo = (0| F superficies
laterais das cavidades Sl e 52 sao mantidas externamente,

respectivamente, com temperatura fria e quente e as superficies
horizontais S3 sdo mantidas isoladas termicamente.

Os sels casos com diferentes geometrias a serem
estudados resultam da combinagdo dos valores da altura da
partigao Hp iguais a 1/3 e 2/3, com os valores da distancia da

i
iguais a 1/3, 1/2 e 2/3. Nos casos L, WO s Hp € igual a 10/:3
e Lp € variado de 1/3, 1/2 e 2/3. Nos casos 4, 5 e 6, Hp é
igual a 2/3 e Lp € variadoMde! 15/3WE /DM RO ViSH

particdo com relagdo a superficie fria S. das cavidades (Lp)

A tabela 4.5 mostra os resultados do nimero de Nusselt
médio (Nu) para os seis casos apresentados na figura 4.10,
sendo que o namero de Grashof (Gr) assume os valores 104,
B 104, 6 X 104

elementos com malha 10 x 10.

e 105. Em todos os casos foram utilizados 81

A figura 4.11 mostra as curvas do namero de Nusselt
médio em fungdo do ndmero de Grashof para os valores
apresentados na tabela 4.5. Pode-se notar gque o numero de
Nusselt médio & uma fungdo crescente do nimero de Grashof para
todos os casos estudados.

Analisando os casos onde L € constante, pode-se
observar que fixado o numero de Grasgof, 0 numero de Nusselt
médio decresce com o aumento da altura da partigcdo. Este
decréscimo € mais significativo a medida que se aumenta o
numero de Grashof.

Da figura 4.11, verifica-se que fixado o nGmero de
Grashof, a variagdo da posigdo da partigéo (Lp), tem menor
influéncia no nimero de Nusselt do que a variagdo da altura da

partigao (Hp).
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Pode ser notado da figura 4.11, que a colocagdo da
particdo diminui o nGmero de Nusselt, fixado o nimero de
Grashof. Este efeito pode ser medido através da diferenca entre
os numeros de Nusselt apresentados pelas curvas gue representam
as cavidades com Hp = 0 e Hp # 0. A diminuicdo do namero de
Nusselt se apresenta mais significativa, em termos
proporcionais, para os casos 4, 5 e 6, a medida que se aumenta
© nimero de Grashof.

Para ndimero de Grashof igual a 104, O caso 2 e o caso 5
apresentam os menores nUmeros de Nusselt, respectivamente, para
as curvas onde Hp é dgual a 1/3 e 2/3LN0SENCaSOSs N SCEND
apresentam Nu praticamente iguais e o caso 4 apresenta o maior
Nu onde Hp é igual a 2/3.

Para namero de Grashof igual a 105, O caso 2 eNo casorS
apresentam os maiores nimeros de Nusselt, respectivamente, para
as curvas onde Hp &' igual ''a "1 /31 e 27/3LFOSENCASOSERINCINS
apresentam os menores valores para Nu onde Hp & igual a 1/3 e
sdo muito préximos. O caso 4 apresenta o menor valor para o

nimero de Nusselt onde Hp é igual a 2/3.

Pode ser notado das Ultimas observagoes que os casos 2
e 6 passam de um valor minimo para o nimero de Nusselt, para um

valor maximo mantendo-se fixado o numero de Grashof.

Existem situacdes em que dois casos com a mesma altura
da partigdo apresentam nimeros de Nusselt iguais, ou seja, sao
cavidades com particdes de mesma altura que apresentam uma
mesma taxa de transferéncia de calor que depende somente da
posicdo da particdo e do namero de Grashof. Estas situacgoes
podem ser vistas na figura 4.11 e sé&o representadas pelas
intersecgdoes entre as curvas de mesmo Hp.

As figuras 4.12 (a) e (b) mostram duas malhas tipicas
(108 x " 10)" usadas no presente trabalho para se calcular as
distribuigdes da funcao corrente, temperatura adimensional e
vorticidade. Para os casos que ndo possuem paredes laterais e

partigcdo sdo utilizadas as malhas uniformes (a) e para OS casos
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que possuem paredes laterais e partigcao sao utilizadas as
malhas ndao uniformes (b).

As figuras 4.13 a 4.16 mostram as distribuig¢oes da fun-
¢ao corrente (Y) e da temperatura adimensional (6) para os ca-
sos mostrados na figura 4.10. As figuras 4.17 e 4.18 mostram o
efeito do a@ngulo de inclinacdo(x) para o caso 5 da figura 4.10.

Nas figuras seguintes sera utilizada a convengao: Logo
apbés Y apresenta-se entre parénteses o valor minimo de VY,
seguido do seu valor mdximo e por Gltimo o incremento de .
Sequéncia semelhante & apresentada para 6.

A figura 4.13 apresenta a distribuigdo da fungédo
corrente (¥Y) para namero de Grashof (Gr) igual a 104.
Observa-se nesta figura que existe um escoamento do fluido no
sentido anti-horério. Isto acontece devido a cavidade estar
submetida a diferentes temperaturas proporcionando assim uma
diferenca na densidade do fluido gque tende a se movimentar
dentro da cavidade.

Observa-se para 0sS casos com Hp = 1/3, gue existem
regides entre as superficies laterais e a partigcdo onde o
escoamento do fluido é muito fraco. Para o caso 1, o fluido
atinge o topo da particdo com uma temperatura baixa, tendendo a
se deslocar para baixo formando assim uma regiao de baixas
velocidades entre a particao e a superficie fria. Ja& para o
caso 3, existe uma regido entre a particdo e a superficie
quente onde o fluido com temperatura muito alta estd confinado.
O fluido que estd no sentido ascendente junto a superficie
guente tem baixa velocidade e ndo consegue penetrar nesta
regido de fluido altamente aquecido.

Para os casos com H_ = 2/3, a transferéncia de calor
por convecg¢do natural se deig principalmente a troca de calor
do fluido com a partigdo. No caso 4, a maioria do fluido com
velocidades mais altas nido chega a ter contato com a superficie
fria, mas atinge a superficie da partigdo que tem uma
temperatura maior do que a superficie fria Sl' No caso 6, a
maioria do fluido com velocidades mais altas ndo atinge a
superficie guente, mas tem contato com a superficie da partigao

gue tem uma temperatura menor do que a superficie quente Sz‘
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Conclui-se da figura 4.13 que o aumento da altura da
particdo tem um maior efeito no escoamento do fluido do que a

posigdo da particido e consequentemente no nimero de Nusselt.

A figura 4.14 apresenta a distribuicdo da temperatura
adimensional (6) para o nGmero de Grashof (Gr) igual a 6
Observa-se nesta figura que existe uma estratificacao da
temperatura adimensional, nas regides de baixa velocidade de
escoamento do fluido comentadas anteriormente, caracterizando
um regime predominantemente condutivo nestas regioces.

Nota-se, em geral, que o gradiente de temperatura &

maior na base da superficie guente S onde o fluido com

[\S]

temperatura baixa atinge primeiramente e & maior também no topo
da superficie fria S, onde o fluido com temperatura mais alta
atinge primeiramente. Observa-se gque no caso 1 o fluido quente
asperge na superficie fria na altura do topo da partigcdo onde
se pode notar um maior gradiente de temperatura.

O caso 3 apresenta o maior numero de Nusselt devido ao
fato de apresentar o maior gradiente de temperatura junto as
superficies laterais.

Nos casos onde Hp = 2/3, as isotermas sdo, em geral,
paralelas, o que significa um regime altamente condutivo.

Pode-se observar na figura 4.13 gue as linhas de mesma
temperatura sdo perpendiculares A&s superficies isoladas. Isto
se deve ao fato de que estas superficies apresentam como
condigdo de contorno uma variagao de temperatura com relacao ao
eixo Y igual a zero (3T/8Y = 0).

A figura 4.15 mostra a distribuig¢do da funcdo corrente
(Y) para o nimero de Grashof .igual a 105. Nota-se nesta figura
que a posicdo da particdo ndo afeta tanto a velocidade do
fluido quanto a altura da particdo. Os casos com Hp = 2/3
apresentam um maior espacamento entre as linhas de funcao
corrente o que significa velocidades mais baixas do fluido na
cavidade, uma vez que Ay & o mesmo para todos os casos.

As linhas de fungdo corrente, para cada caso, se
apresentam mais préximas umas das outras nas superficies que
possuem temperaturas especificadas. s EoMN S gnittaicall cruc A

velocidade relativa das camadas de fluido adjacentes & nmaior
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nestas regides, o que representa wuma camada limite de
velocidade mais espessa. Este comportamento se apresenta mais
intenso para os casos com namero de Grashof igual a 105 do que
para oOs casos com nGmero de Grashof igual a 104. Isto faz com
que o fluido penetre em regides nas quais anteriormente
existiam confinamento de fluido.

Nota-se no caso 4 que a maioria do fluido tende a
escoar na regido compreendida entre a particdo e a parede
quente. O mesmo acontece para o caso 6, onde a maioria do
fluido tende a escoar na regiio compreendida entre a partigido e
a parede fria. J& para o caso 5 existe uma porgao mais
equilibrada de fluido escoando nas duas regides separadas pela
particdo. Este comportamento mostra uma tendéncia de se formar
células separadas de escoamento do fluido devido a diminuicgio
da abertura entre o topo da particdo e a base da cavidade.
Observa-se nesta regido que o escoamento do fluido tem
velocidade mais alta devido & existéncia de uma menor area para

o fluido escoar.

A figura 4.16 apresenta a distribuicdo da temperatura
adimensional (8) para o numero de Grashof igual a 105. Pode-se
observar nesta figura para os casos onde Hp = A/, e ©
gradiente de temperatura junto &s superficies laterais é& maior
do que nos casos onde Hp = 2/3. Para os casos onde Hp tem o
mesmo valor, o gradiente de temperatura junto as superficies
laterais nd8o tem uma diferenca significativa entre um caso e
outro. Verifica-se, portanto, que a altura da particdo tem
maior efeito no nimero de Nusselt do que a posigao da particgio.

Nota-se que h& uma predominadncia na transferéncia de
calor no nicleo da cavidade na diregdo Y. Isto ocorre devido ao
fato de que nesta regido a troca de calor se da& principalmente
pela diferenca de temperatura das camadas de fluido quente e

frio que respectivamente deixam a superficie quente S, e a

2
superficie fria S, -

Analisando-se as figuras 4.16 e 4.14 verifica-se para
os casos de mesma geometria que o gradiente de temperatura
aumenta intensamente com o aumento do numero de Grashof junto
ds superficies de temperaturas especificadas resultando um

grande aumento no namero de Nusselt. Em geral, observa-se
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desta comparagdo uma maior troca de calor na direcdao Y no

nacleo da cavidade para oOs casos onde o nGmero de Grashof &

elevado (Gr = 105).

A figura 4.17 mostra as distribuig¢ées da funcéao

corrente (Y) e da temperatura adimensional (6) para o caso 5 da
5

figura 4.10 para nimeros de Grashof (Gr) iguais a 104 & e,

sendo o angulo de inclinacido (¢) igual a 30°. Nota-se na figura
4.17, dque o caso onde o nimero de Grashof é igual a 104
apresenta uma pequena diminuicdo na velocidade de escoamento do
fluido e praticamente nenhuma mudanga na distribuicdo de
temperatura en relagdo aos casos de mesma geometria, mesmo
namero de Grashof e &ngulo de inclinagdo igual a 0° mostrados
nas figuras 4.13 e 4.14. Por outro lado, observa-se na figura
4.17 uma diminuigcdo mais acentuada na velocidade de escoamento
do fluido e no gradiente de temperatura para o caso onde o
nimero de Grashof é igual a 105 em relagcdo aos casos de mesma
geometria, mesmo nimero de Grasof e dngulo de inclinagdo igual
a 0° mostrados nas figuras 4.15 e 4.16.

Nota-se uma diminuigdo no namero de Nusselt para os
casos apresentados na figura 4.17 em relacdo aos casos de mesma
geometria inclinados de 0°, sendo que esta diminuicdo é& mais

intensa para o caso onde o nimero de Grashof & igual a 105.

AR Eignra Nt IsE N O et N a s distribuig¢des da funcédo
corrente (Y) e da temperatura adimensional (8) para o caso 5 da
figura 4.10 com o angulo de inclinacio (¢) igual a =-30°, -60°,
-90° e o numero de Grashof (Gr) igual a 105.

Pode-se notar da figura 4.18 gque os casos (a) e (b)
apresentam, em geral, uma maior velocidade do fluido e um maior
nimeroc de Nusselt em relagdo aoc caso que possul a mesma geome-
tria, o mesmo nGmero de Grashof e dngulo de inclinacgdo igual a
zero na figura 4.15, sendo que a maior diferenca & apresentada
pelo caso onde o angulo de inclinacdo («) é igual a -30°.

Observa-se no caso (c) da figura 4.18 que existem trés
células de escoamento do fluido. A maior célula representa uma
circulacaoc do fluido na cavidade onde o valor minimo da
fungdo corrente é& igual a -10,623. O nimero de Nusselt neste

caso se apresenta menor em relagdo ao caso de mesma geometria,
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cr = 10° |cr=sx10®lcr=exi0t | CriEle>
H =173
caso L =1/3 1,545 2,387 3,260 4,130
)
H =1/3
caso p_1/2 1,531 2,563 3,522 4,370
p
=173
caso p_2/3 1,677 2,614 3,414 4,149
p
=273
caso p—1/3 1,228 160 1,959 2,366
p
H =273
caso p—l/z 1,128 1,504 25 0408 (S5
p
=2/3
caso p_2/3 16 06 101626 2,077 2,541
p
Tabela 4.5 - Resultados do namero de Nusselt médio para
cavidades quadradas sem paredes laterais e com
particdo onde Pr = 0,733; E, = E, =0; B
W,058 b = 1@ A = 1 @ ¢ = 09,



5.0

1.0 l r [ i) |
10% Gr 103

Figura 4.11 - Nimero de Nusselt médio em funcdo do nimero de
Grashof para cavidades quadradas sem paredes

laterais e com partigdo para Pr = O 73131 -ENN T =
a
E2 = 0; Ep = 0,05; RA = 1; D= 10 e o = Q°,
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Distribuigcdo da fungdo corrente e da temperatu-

ra adimensional para cavidade inclinada com
15}

=1 =302, =602, =90 NeNcrE="1l0="

Figura 4.18 -

partigcdo para o
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4.5 - Resultados do Presente Trabalho para Cavidades de

Geometria Quadrada com Paredes Laterais e com
Particao

A figura 4.19 apresenta seis casos com diferentes
geometrias a serem estudados para cavidades quadradas com

paredes laterais e com particdo. Consideram-se fixados os

seguintes paréametros: Pr = 0), 7835 El = E2 = (0,7 Ep = 0,05;
D =10; RA =1 e ¢ = 0°. As superficies laterais das cavidades
Sl e S2 sao mantidas externamente, respectivamente, nas

temperaturas fria e quente e as superficies horizontais S, sdo
mantidas isoladas termicamente.

As geometrias dos casos 7 até 12 sdo semelhantes,
respectivamente, &s geometrias dos casos 1 até 6, diferindo

apenas na presenga das paredes laterais.

A tabela 4.6 mostra os resultados do nimero de Nusselt
médio (Nu) para os seis casos apresentados na figura 4.19,

sendo que o numero de Grashof (Gr) assume os valores 104,

3 104, 6l 1ot e o Em todos os casos foram utilizados 81

elementos com malha 10 x 10.

A figura 4.20 mostra as curvas do numero de Nusselt
médio em fungdo do namero de Grashof para os valores
apresentados na tabela 4.6. Pode-se observar que o nlmero de
Nusselt médio cresce com o aumento do numerc de Grashof para
todos os casos estudados.

Observa-se da figura 4.20 que o aumento da altura da
particao (Hp) diminui o niGmero de Nusselt para todos os casos,
fixando-se o nlmero de Grashof (Gr) e mantendo-se Lp constante.
Este decréscimo é mais significativo a medida que se aumenta o
nimero de Grashof.

Verifica-se que a variagcdo da posig¢do da partigdo (Lp)
tem menor influéncia no nimero de Nusselt do que a variacdo da
altura da particdo (H_) mantendo-se fixo o nimero de Grashof.

Nota-se quep as verificagdes acima descrevem um
comportamento do nimeroc de Nusselt semelhante ao comportamento
descrito anteriormente para as cavidades gquadradas sem paredes

laterais e com particao.
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Analisando-se as figuras 4.11 e 4.20, pode-se observar,
Nos casos que apresentam semelhancga geométrica, que a colocagdo
das paredes laterais tem o efeito de diminuir o nGmero de
Nusselt, fixado o nGmero de Grashof. Este efeito é mais
significativo a medida gque se aumenta o namero de Grashof.
Portanto, a colocagdo de paredes laterais tem pouco efeito no
nimero de Nusselt gquando o regime for predominantemente
condutivo, isto &, gquando o nimero de Grashof for pequeno
(Gr = 104). Este efeito cresce a medida que o regime se torna
predominantemente convectivo, isto &, a medida gue se aumenta o
nimero de Grashof.

Foi observado das figuras 4.11 e 4.20 que a altura da
particao Hp tem maior influéncia no nimero de Nusselt que a
posigdo da particao Lp. Esta influéncia da altura da particdo é
mais significativa para os casos onde as cavidades tém
geometria quadrada sem paredes laterais e com particido
mostrados na figura 4.11 do que para os casos onde as cavidades
tém geometria quadrada com paredes laterais e com particao

mostrados na figura 4.20.

Pode ser notado, da figura 4.20, que a colocacao da
partig¢do diminui o ntmero de Nusselt, fixado o nmero de
Grashof. Este efeito pode ser medido através da diferenca entre
os numeros de Nusselt apresentados pelas curvas com Hp =0e
Hp # 0. O decréscimo do nimero de Nusselt devido & colocagdo da
partigdo & mais significativo a medida que se aumenta o ntGmero
de Grashof. Em termos proporcionais, a partigdo com H_ = 2/3
causa maior diminui¢do no nimero de Nusselt do que a particdo
com Hp = 1/3 em relagdo ao caso de geometria com paredes

laterais e sem particédo (Hp = 0 ) a medida que aumenta o namero
de Grashof.

Para nimero de Grashof igual a 104, a caso 8 e o caso
11 apresentam os menores numeros de Nusselt, respectivamente,
para as curvas onde Hp & igual a 1/3 e 2/3. Os casos 10 e 12
apresentam nimeros de Nusselt praticamente iguais.

Para numero de Grashof igual a 105, O caso 8 apresenta
o maior numero de Nusselt para o0s casos onde Hp = L/3, cue

valor est@ bem préximo ao valor de Nu para o caso 9. A
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diferenga do nimero de Nusselt entre esses dois Gltimos casos é
. = 4

malor para numero de Grashof 10 . Os casos 10 e 12 apresentam

uma grande diferenca no nimero de Nusselt, ao passo que o caso

11 continua apresentando o menor valor para Nu.

Pode-se verificar das dltimas observacdes que o caso 8

passa de um valor minimo quando Gr = 10k

quando Gr = 105.

, para um valor maximo

Existem situagdes, para as cavidades com paredes
laterais e com partigdo, onde dois casos com a mesma altura da
particdo que apresentam uma mesma taxa de transferéncia de
calor. Estas situagdes estdo representadas pelos pontos de

intersecgdo das curvas mostradas na figura 4.20.

As figuras 4.21 até 4.24 apresentam as distribuicdes da
fungdo corrente (Y) e da temperatura adimensional (6) para os

casos mostrados na figura 4.19.

A figura 4.21 mostra a distribuicdo da funcdo corrente
(Y) para nameros de Grashof iguais a 104 e 105. Pode-se
observar para numero de Grashof igual a 104 que a medida que se
diminui a altura da particiao (Hp), aumenta-se a velocidade de
escoamento do fluido. Isto caracteriza a passagem de um regime
predominantemente condutivo para um regime convectivo. No caso
em que Hp € igual a 2/3 e Gr igual a 10% ndo apareceram as
linhas de fungdo corrente devido a um fraco escoamento do
fluido dentro da cavidade.

Para numero de Grashof igual a 105, o escoamento do
fluido tem velocidades maiores a medida que se diminui a altura
da particao.

Analisando-se os casos onde a partigdo tem a mesma
altura, nota-se que a velocidade do fluido aumenta intensamente
a medida gue se aumenta o namero de Grashof.

Observa-se que no caso em gque Hp é igual a 1/3" e Gr
igual a 10* que o escoamento do fluido é fraco nas regides
compreendidas entre a partigcac e as superficies laterais da
cavidade, ao passoc que no caso em que Hp € igual a 1/3 e Gr

igual a 105, o fluido tem maiores velocidades e consegue
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penetrar nas regides onde existia confinamento de fluido.

A figura 4.22 mostra a distribuicdo para a temperatura
adimensional (6) para nimeros de Grashof iguais a 104 e 105.

Nota-se no caso em que Hp eligualfia 2/ e N C N UG
104, que ocorre uma estratificagdo térmica em quase toda a
cavidade, caracterizando uma transferéncia de calor
predominantemente condutiva. A medida que se diminui a altura
da particdo (Hp) nos casos onde o nimero de Grashof & igual a
104, as isotermas se tornam mais curvilineas e se aproximam
umas das outras junto &s superficies laterais aumentando o
namero de Nusselt e consequentemente a transferéncia de calor
por convecgao natural. Isto ocorre também para os casos com
namero de Grashof igual a 105, sd® gue de uma maneira mais
intensa.

Analisando-se os casos gue tém mesma geometria pode-se
notar que a medida que se aumenta o namero de Grashof, o
gradiente de temperatura aumenta juntoc &s superficies laterais,
caracterizando o aumento do namero de Nusselt.

Verifica-se que a colocagdo de paredes laterais na
cavidade diminui o nimero de Nusselt. Isto se deve ao fato de
que as paredes laterais oferecem uma resisténcia térmica
diminuindo o fluxo de calor através da cavidade.

Pode-se observar nos casos conm Hp igual a 1/3 e 2/3,
que existe uma maior troca de calor no nicleo da cavidade na
direcdo Y. Este comportamento & semelhante aos casos estudados
no item anterior com uma menor intensidade devido a colocacgao
das paredes laterais.

A figura 4.23 mostra as distribuicdes da funcao
corrente (¥) e da temperatura adimensional (8) para o caso 11
da figura 4.19 sendo o angulo de inclinacdo («) igual a 30° e o
nimero de Grashof igual a e & 10°.

Observa-se que o comportamento dos casos com angulo
de inclinag¢do igual a 30° na figura 4.23 é semelhante para os
casos inclinados de 30° apresentados na figura 4.17, porém com
uma menor intensidade devido a resisténcia térmica oferecida
pelas paredes laterais. Portanto, observa-se na figura 4.23,

uma diminui¢do no valor maximo da fungdo corrente e no valor do
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nimero de Nusselt para os casos onde o nimero de Grashof &
igual a 104 e 105 em relagcdo aos casos de mesma geometria e
mesmo nimero de Grashof, com &angulo de inclinagdo igual a 0°
apresentados na figura 4.21. Esta diminuigdo se apresenta mais

acentuada a medida que se aumenta o nimero de Grashof (Gr=105).

A figura 4.24 mostra as distribuigcdées da funcio
corrente (¥) e da temperatura adimensional (8) para o caso 11
da figura 4.19 com o &ngulo de inclinagdo (a) igual a -30°,
-60° e -90° e o nGmero de Grashof (Gr) igual a o

Pode-se notar da figura 4.24 que os casos (a) e (b)
tém, respectivamente, o mesmo comportamento dos casos (a) e (b)
da figura 4.18, ou seja, eles apresentam em geral uma maior
velocidade do fluido e um maior ndmero de Nusselt do gue no
caso que possul a mesma geometria, mesmo nimero de Grashof e
dngulo de inclinagdo igual a zero na figura 4.21.

Observa-se no caso (c) que o fluido tem velocidades
baixas na cavidade e que entre a particdo e as superficies de
temperatura especificada existe uma estratificacdo térmica do
fluido. O caso (c) apresenta um menor valor para o namero de
Nusselt em relagdo ao caso de mesma geometria, mesmo nGmero de

Grashof e angulo de inclinagdo igual a zero na f£ilgurairdisoie
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Figura 4.19 - Cavidades quadradas com paredes laterais e com particdo para Pr = 0,733;
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Gr = 104 Gr=3x104 Gr=6x104 Gr = 105
=1/3
caso 7 p_1/3 1274 1,628 1, 8747 2,068
p
=1/3
caso 8 p_l/2 1585 1,615 1,918 ), 3T
p
=1/3
caso 9 p_2/3 1,318 1 5217 1,964 2,128
p
H =2/3
caso 10 p—1/3 1,098 1,308 1,470 1,598
p
H =2/3
caso 11 p—1/2 1,036 1,148 1,359 1,566
D
=273
caso 12 p_2/3 1,091 1327 1,538 1,697
p

Tabela 4.6 - Resultados do numero de Nusselt médio para
cavidades quadradas com paredes laterais e com
particdo onde Pr = 0,733; El = E2 = 0,1; Ep =
©,088 B = 105 2 = il @ @ = ©%
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CAPITULO 5

CONCLUSCES E RECOMENDACCES

5.1 - Conclusodes

O presente trabalho tem como objetivo o estudo da
transferéncia de calor por convecgdo natural bidimensional em
cavidades retangulares com condugdo na partigcdo e nas paredes

laterais.

Sdo estudadas trés situagdes: (i) cavidades com paredes
laterais e sem partigdo, (ii) cavidades sem paredes laterais e
com particdo e (iii) cavidades com paredes laterais e com par-
ticdo. Estuda-se nas duas Gltimas situag¢des o efeito da posicgao
e da altura da partigao e o efeito do angulo de inclinagdo da

cavidade em relacdo a horizontal no nimero de Nusselt médio.

E utilizado o método de -elementos finitos com o
elemento isoparamétrico quadratico gquadrilateral com oito néds,
para se resolver as equagdes de conservagdo em regime nao
permanente, embora os resultados tenham sido apresentados para
o regime permanente. E desenvolvido um programa computacional
para solucionar estas equagdes em termos de fungdo corrente,
temperatura adimensional e vorticidade e para determinar o

namero de Nusselt médio.

Com o propdsito de testar o programa computacional
desenvolvido, sdo comparados os resultados obtidos no presente
trabalho com aqueles publicados na literatura para diferentes
geometrias e nimeros de Grashof.

As comparacdes de resultados sdo feitas para as
geometrias quadrada e retangular sem paredes laterais e sem
partigdo, conforme as tabelas 4.1, 4.2 e 4.3. Estas comparagdes
mostram desvios entre 0,33% a 12,335%, indicando no geral uma

boa concordidncia entre os resultados.
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Os resultados do presente trabalho para cavidades de
geometria quadrada e retangular com paredes laterais e sem
particdo estdo apresentados no item 4.3.

Primeiramente, estuda-se a variacdo do namero de
Nusselt em relagdo ao nimero de elementos para diversos nameros
de Grashof (figura 4.5) e os desvios em porcentagem versus o
nimero de elementos (figuras 4.6 e 4.7) para geometrias com
paredes laterais e com razdes de aspecto iguais a 1 e 2.
Verifica-se uma tendéncia a convergéncia dos resultados a
medida que se aumenta o niimero de elementos. Quanto maior for o
nimero de elementos utilizado nos calculos, maior & a tendéncia
a convergéncia dos resultados; entretanto o custo computacional
Ccresce bastante com o aumento do nimero de elementos (figura
4.8). Neste trabalho sdo utilizados 81 elementos(malha 10 x 10)
para os casos com razao de aspecto (RA = H/L) igual a 1 e 112
elementos (malha 9 x 15) para os casos com razdo de aspecto
igual a 2, procurando-se evitar altos desvios e altos custos
computacionais.

Observa-se o aumento do namero de Nusselt com o aumento
do nimero de Grashof para diversas razdes de difusividades (D =
as/af) (figura 4.9). Nota-se que este aumento possui um limite
superior onde o nimero de Nusselt ndo varia mails para valores
de D maiores que 103.

Os resultados do presente trabalho para cavidades de
geometria quadrada sem paredes laterais e com particdo estdo
apresentados no item 4.4.

Mantendo-se todos os paréametros fixados, verifica-se
que o numero de Nusselt diminui quando se coloca uma dada
particdo na cavidade.

Estuda-se o efeito da posigcdo e da altura da partigao
no namero de Nusselt médio para nimeros de Grashof entre Tlofe
105(figura 4.11), para os casos da figura 4.10. Verifica-se que
a altura da partigdo tem maior influéncia na transferéncia de
calor dentro da cavidade do que a posigcdo da partigao
mantendo-se fixado o ndmero de Grashof.

Mostra-se também as distribui¢des da fungao corrente e
da temperatura adimensional nos casos da figura 4.10 para

. 4 5
nimeros de Grashof iguais a 10 e 107, conforme
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figuras 4.13 a 4.18. Observa-se gue para namero de Grashof
igual a 104 existem regides adjacentes & particdo com
estratificagdo térmica onde o escoamento do fluido tem baixas
velocidades (figuras 4.13 e 4.14). O mesmo niao acontece para
nimero de Grashof igual a 10° onde o fluido tem maiores
velocidades, penetrando nas regides onde existia confinamento
do fluido para Gr igual a 104 (figura 4.15 e 4.16).
Apresenta-se as distribuigdes da funcdo corrente e da
temperatura adimensional para a cavidade com particdo de altura
igual a 2/3 e posicdo igual a 1/2, inclinada com relacdo a
horizontal para nimeros de Grashof iguais a 0 e B0 (figura
4.17 e 4.18). Observa-se que o nuimero de Nusselt diminui pouco
com o aumento do angulo de inclinagdo de 30° em relagcdo ao caso
de mesma geometria, mesmo namero de Grashof e a&angulo de
inclinagdo igual a 0°, aparecendo regides com temperatura
estratificada e com baixa velocidade do fluido para o caso com
namero de Grashof igual a 104(figura 4.17). Verifica-se na
figura 4.18 um aumento do nimero de Nusselt nos casos em que o
angulo de inclinagdo & igual a -30° e -60° em relagdo ao caso
de mesma geometria da figura 4.15. O caso gque possui &ngulo de
inclinagdo igual a -90° apresenta um valor para a funcado
corrente méxima igual a -10,623 e uma diminuigdo no namero de

Nusselt em relagdo ao caso de mesma geometria da figura 4.15.

Os resultados do presente trabalho para cavidades de
geometria gquadrada com paredes laterais e com particdo estédo
apresentados no item 4.5.

E estudado o efeito da posicdo e da altura da particéao
no namero de Nusselt médio para numeros de Grashof entre 104 e
105(figura 4.20), para os casos da figura 4.19. O comportamento
€ o mesmo do item anterior, ou seja, a variagdo da altura da
partigdo influéncia mais no numero de Nusselt do que a variagao
da posigdo da partigdo mantendo-se fixado o numero de Grashof.

Nota-se que a colocacdo de paredes laterais tem o
efeito de diminuir o ndGmero de Nusselt com relagaoc aos casos
onde se consideram os mesmos parametros geométricos e o mesmo
nimero de Grashof.

As figuras 4.21 e 4.22 mostram, respectivamente, as

distribuigdes da funcido corrente e da temperatura adimensional
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para os casos que tém particdo com diferentes alturas situada
no centro da cavidade. Estas distribuigdes sdo apresentadas

para numeros de Grashof iguais a 104 5 162,

Verifica-se um comportamento semelhante aos casos sem
paredes laterais, apresentando regides com baixas velocidades
do fluido e com temperatura estratificada junto & particido para
OsS casos em que o nUmero de Grashof & igual a 104.

As figuras 4.23 e 4.24 apresentam as distribuicdes da
funcdo corrente e da temperatura adimensional para naGmeros de
Grashof iguais a 105 e 105, referentes ao caso em que a
particdo estd situada no centro da cavidade e com altura igual
a 2/3 e cujo éangulo de inclinagdo com relagao a horizontal
varia de 30° a -90°.

No geral, observa-se que existe um comportamento
semelhante entre os casos estudados nos itens 4.4 e 4.5. A
diferenca bésica estd no valor do numero de Nusselt, uma vez
gque a colocacgdo das paredes laterais oferece uma resisténcia

térmica ao fluxo de calor.
5.2 - Contribuicdoes do Presente Trabalho

A principal contribuig¢do do presente trabalho foi
estudar a transferéncia de calor por convecgdo natural em
cavidades analisando-se o efeito da colocagcdo de paredes
laterais e de uma partigdo com diferentes alturas e posicgdes e
o efeito do angulo de inclinagdo da cavidade em relagdo a

horizontal.

Uma contribuicdo significante foi o estudo do
escoamento no interior da cavidade de geometria complexa,
visualizando as distribuigées de temperatura adimensional e

fungdo corrente.

Uma outra contribuicdo ndo menos importante foi o uso
do métecdo de elementos finitos utilizando-se o elemento
isoparamétrico gquadratico gquadrilateral com oite nés cuja
aplicabilidade em superficies complexas oferece resultados mais

precisos devido ao uso de um elemento de alta orden.
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5.3 - Sugestdes para Trabalhos Futuros

Com a realizagdo deste trabalho, pode-se levantar

algumas questdes que sugerem temas para futuros trabalhos:

a) Estudar a influéncia da razdo de difusividades

(D = as/af) para os casos estudados nos itens 4.4 e 4.5.

b) Estudar experimentalmente a transferéncia de calor

por convecgdo natural em cavidades dos itens 4.4 e 4.5.

c) Estudar a transferéncia de calor em cavidades com
paredes laterais com uma partigdo situada na superficie
inferior.

d) Estudar a transferéncia de calor em cavidades com
paredes laterais com duas partigdes, uma superior e outra

inferior.

e) Estudar a influéncia do numero de partigcdes na

transferéncia de calor em cavidades com paredes laterais.



APENDICE A1

AVALIACAO DAS FUNCCGES DE FORMA PARA O ELEMENTO
QUADRATICO QUADRILATERAL

Al.1 - Introdugao

Na referéncia [16], nas p&ginas 359 a 368, sdo avalia-
avaliadas as fungdoes de forma para elementos lineares,
triangulares e retangulares. Em cada caso, um sistema de
equacdes é solucionado para alguns coeficientes desconhecidos.
Estes coeficientes s3o, entdao, substitulidos em equagdes de
interpolacdo, que por sua vez sdo rearranjadas para se obter as
funcdes de forma. Este procedimento se torna mais dificil

quando o nimero de coeficientes desconhecidos aumenta.

Al.2 - Procedimento alternativo para avaliagdo das fun-

¢coes de forma

Um procedimento alternativo para se obter as fungdes de
forma é assumir que cada fungdo de forma & um produto de duas

funcgoes:

i =i (2ashy
onde Fi & uma funcdo que vale zero em noés especificados, e Gi é
obtida de tal forma que Ni tenha a mesma poténcia das variaveis
de coordenada na equagdo de interpolagao.

O método & baseado nas seguintes propriedades:

1. Cada funcdo de forma tem um valor igual a 1 em seu

proprio né e & igual a 0 nos outros noés.

2. As funcgdes de forma para os elementos bidimensionais

sdo nulas ao longo de cada lado, no gual o nd nao pertence.

3. Cada funcdo de forma & um polinémio com O mesSmo grau

da equagdo de interpolagado.
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As fungdes de forma sdo desenvolvidas neste trabalho
usando-se um sistema de coordenadas locais (= o W) o

A equacdo de interpolacido para o elemento quadratico
quadrilateral com oito nés mostrado na figura A1.1 é:

e _ 2 2 2 2,

(1] a,+ aZE + a,m + a4§n + asg + asn"+ a7§ n + aBEn 2 ((AL.2))
onde ¢e € uma grandeza dentro do elemento (e), a; sao
coeficientes e (£ , 711) sdo as coordenadas locais.

O procedimento & ilustrado avaliando-se a funcédo de
forma Nl' Desde que o ndé 1 ndo toca os lados 3-4-5 ou S5=6 =7

entao:
E e, m) =1 (1= ) () S = e e n i ey (Al1.3)

A funcgao Gl(g,n) deve conter 3 termos porque as

condigdes para N.nos nés 1, 2 e 8 ndo tém sido satisfeitas. A

1
equacgcao para Gl(g,n) é:

Gl(g,n) = C1 =+ C2§ + C3n; (Al.4)

a qual & linear em £ e 7, de tal maneira gque o produto de

Fl(g,n) e Gl(g,n) contém a poténcia correta de £ e 7m. As trés
condig¢des nodais sio:

N1 = LEgquandefie s =S=amE =S
Nl = 0 gquando € = 0, 1 = -1; (Al1.5)
N1 = 0L quandoe & == 1 =1 o

Substituindo (Al1.5) em (Al.4) e resolvendo o sistema de

equagdes resultante, os coeficientes sao:

= = — Al-6
Ca =65 = € 1/4. ( )

G,(&,m) = (3L = & 2 W) o (A1.7)

NI

Substituindo (A1.3) e (Al.7) em (Al.1l), resulta:



¢ |

A Y
1L S’MP 2ol
r——-‘
—)2
/ 6
. £=0
4
n=-] E
n=() c-=_1
n=1
Figura Al.l1 - Elemento quadratico quadrilateral com

oito nés e a fungdo de interpolacédo ¢e.

A3
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N, = - 2(1-€) (1-m) (1+E+7). (A1.8)

Fazendo o mesmo procedimento para os nés restantes,
pode-se obter que as fungdes de forma para o elemento quadrati-

Co quadrilateral com oito nés, como sendo:

N, = - 2(1-€) (1-m) (1+€+0), N, = 3(1-£2) (1-m);
Ny = - F(1+€) (1-m) (1-£+m), N, = 2(1-1°) (14€) ;
Ng = - F(1+€) (1+m) (1-€-m), N = 3(1-€°) (14m) ;

N, = - F(1-€) (1+m) (1+6-m), Ny = 2(1-7°) (1-6).  (a1.9)



APENDICE A2

METODO VARIACIONAL PARA A EQUACKO DIFERENCIAL INDEPENDENTE
DO TEMPO

A2.1 - Introducgiao

A equagdo diferencial bidimensional independente do
tempo a ser analisada é:

0% 8%
)
dX ay

_2+—2] +Q¢= 0; (A2.1a)

com as condigdes de contorno:

¢ = ¢ (XY ; (A2.1b)
9¢

q = —; (A2.1c)
an

onde ¢ & uma funcao escalar, ¢O(X,Y) uma fungdo especificada no
contorno, Q¢ € uma fungdo especificada no dominio, g & o fluxo
através da superficie S do contorno e & & um parametro que

assume um valor constante.

A2.2 - Método Variacional

O funcional equivalente das equagdes (A2.1) é& obtido

através do céalculo variacional e é dado pela seguinte

exXpressao:
al ag) 2 ag) 2
I = =B ll==ll 4 gll=| = 2Q4-¢|aAV + q¢ds. (A2.2)
W 2 aX ay S
Cabe, agora, achar uma fungdo ¢ gque minimiza o
funcional dado pela equacdo (A2.2). Esta fungdao ¢ & a solugao

das equagdes (A2.1).
Escrevendo a equagdo (A2.2) para o elemento fica:
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1 (8¢5 2 8¢ 2
1°= J o —|8|— b G |l— - 20°.¢5|av + q¢%as.
Vatiol BRI ay ¢ She

(A2.3)

A equagdo (A2.3) pode ser escrita da seguinte forma:

1
i = 5 [Ve = {35 ) iBSIEBS i avas J eQ; [N]{3S}av +
\
{Se qS[N71{8%1ds; (A2.4)
onde
¢S = [N1{2%}; (A2.5)
-aNl aN, 8N
ax ox | e ARy ax
[BS] = ; (A2.6)
8N, oN, ON_
2 —ereeecoan -

2 - : e, .
sendo que m & o nimero de pontos nodais do elemento e [B ] & a
matriz que contém as derivadas das fungcées de forma do

elemento.

O produto da matriz [Be] por {&%) & igual a matriz
{ge}, que contém as derivadas de ¢ com relacdo a X e Y.
Entao:

{9} = [B®)(8%); (A2.7)

onde



'a¢e\ I aN an_ | [2°)]

s 1 2 No |22
3 Jax aX ax gpe |1l S

{g5) = g = (s

8¢°< aN aN aN :

o 1 2 m ée

o | aY  aY oy || ™

\ L -

A minimizacgdo do funcional 1€ é dada por:

L=

= 0.
2{3%}

Substituindo a equagdo (A2.4) na equacdo

obtém-se para cada termo:

a 1
s J — {8%)"[(B%)7[B®%) {2%})av =
8{3%} Ve o

= J o 8[B%1 (B (8%} av;
Vv

a
e e T . €
N]{®"}dVv = N dv;
6{@6} JVEQ¢ [N]{2"} [Ve[ ] Q¢
2 e e T e
e {se q [N]{®~}ds = {Se [N] g ds.

Somando-se os membros da direita das equagdes

vem:

< SRS e J ToS av +
= S[B 1557 9) {0 hEl = [N]

T € 5 e
Jse [N] g ds =0

A7

(A2.8)

(A2.9)

(2.9,

(A2.10a)

(A2.10b)

(A2.10c)

(A2.10),

(AR o aLaLY)



A equagdo (A2.11) pode ser escrita na
condensada:

[K1{2%} + {R®} = o;

onde

=
]

J o 8[BS17[BS)av;
Vv

quds.

——

oy

[
I

5 JVQ[N]TQZ av + Jse (N]

A equacdo (A2.9) pode ser escrita como:

1 a Ee £
v Bepany
aemtan =, B

onde E & o numero de elementos.

A8

seguinte forma

(A2.12)

(A2.13)

(A2.14)

(A2.15)

Substituindo a equagdo (A2.12) em (A2.15) resulta:

E
= E: (ORSIHES 10+ SIRS P H=H0#

e=1

I

a{d}

(A2.16)

A equagao (A2.16) pode ser escrita na seguinte forma

matricial global:
SO (RS =05

onde

E
K] = }: J = B e
e=1 Y

E
{R}

">

e=1

(A2.17)

(A2.18)

TA€ g TaSas. A2.19
: {Ve[N} 05 av + ) [Se (v)"g%as (82.19)



APENDICE 3

METODO VARIACIONAL PARA A EQUACEO DIFERENCIAL DEPENDENTE
DO TEMPO

A3.1 - Introdugao

A equagdo bidimensional dependente do tempo a ser
analisada é:

P e 8¢
S|— + —| + 0, = A —; (A3.1a)
6X2 8Y2 2 atT
com as condigdes de contorno:
¢ =, (X , Y); (A3.1b)
8¢
q=—; (A3.1c)
an
onde ¢ & uma fungdo escalar, ¢O(X , Y) uma fung¢do especificada

no contorno, Q¢ € uma fungdo especificada no dominio, g é o
fluxo através da superficie S do contorno, A e 8§ sdo parametros

que assumem valores constantes e T &€ o tempo adimensional.
A3.2 - Método Variacional

A equagdo (A3.la) pode ser escrita na seguinte forma:

o e
| et
8x°  ay?

% NG o2
Q¢ -2 ——] = 0. (A3.2)

-

O funcional equivalente das equagdes (A3.1) é& obtido
através do calculo variacional e & dado pela seguinte

expressao:
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a¢
@ = ——]¢]dv + [ q¢ds .
S

1 ag) 2 ag) 2
I = — |8 |— + 8| — =
vV 2 X ay aT
(A3.3)
A funcdo ¢ gque minimiza o funcional & a solugcdo da
equagao (A3.1). (Q¢ - A3¢/8T) €& uma funcao especificada.

O funcional para o elemento (e) & dado por:

1 3¢ 2 8¢\ 2 a¢°<
i = J = [5[—— ] o a[—— ] - 2[Q§ =i = ]¢e]dv +
W2 ax aY 8T

(A3.4)
e.e
g ¢ ds.
Le
A equagao (A3.3) pode ser escrita na forma:
= é
= E: - [ (25 [B%17[B%1{2 % av +
2 )V
e=1
(A3.5a)
E
e e »
o J %[N (2%)ds + T;
S
e=1
onde ¢e = [N]{¢e}, E & o nimero de elementos, [Be} é definido
pela equagédo (A2.6) e IQ & dado por:
- e, e e 3{¢e}
It E: J o[NI{8 14 dv + { SMNI{ET}[N] avt.
= v v 8T
e=1
(A3.5Db)
A minimizagdo do termo I & dada por:
8T 2 ars
= ;i: =i (A3.6)
e
GRL =y BT

A minimizacdo do termo I, & dada por:

Q



All
E e
8{%"}
e T T
=9 [ e < E: A[N] [N]4QVv :
Jve ¢ [Jve 8T

e=1 e=1

(%)
==
LS
~ 0O
Il
[>T

(A3.7)

No apéndice A2, pode-se observar os termos da equagao

(A3.5a) ja& minimizados. Estes termos somados a equagao (A3.7),
produzem o resultado:

{%}
(C] oK) S SRR R = OF (A3.8a)
atT
onde
ER
[C] = E: eh[N]T[N]dV; (A3.8b)
A%
=1 ¢
E -
(K] = E: eS[Be]T[Be]dV; (A3.8c)
JV
e=1
E E
(R} = E: J e—Qz (N]Tav + E: J q°[N7'as. (A3.84)
(=
=ty S
e=1 e=1
Conforme referéncia ([16], nas paginas 180 a 183, a
matriz [Ce] para o elemento quadrilateral com oito nés pode

ser escrita como:

[ T

T 0L 0L 10005 D0 =40

0 1 0 O 0 O 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

e AAe 0 0 0 L 0 0 0 (0]

(&7 = : (A3.9)

8 0 0 0 0 1 0 0 (0]

0 0 0 0 0 1 0 (0]

0 0 0 0 0 0] 1 0

0 0 0 0 0 0] 0 1J

e = =
onde A & a area de cada elemento.

A3.4 - Aproximagdo do Termo d{®}/dT
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Os valores de @0 e @1 assumidos pela fung¢do ¢,

respectivamente, no tempo T e T + AT, sdo mostrados na figura

A3.1.

Aplicando-se o esquema de diferenga finita central, o

termo d¢/dt pode ser escrito na seguinte forma:

dominio

| o

S e , (A3.10)
oT AT

A derivada da grandeza ¢ para os pontos nodais no

do tempo pode ser calculada pela equagio:

8{%} a{e} il

= = (1231 = (o= (A3.11)
atT dt AT

As matrizes {%} e {R} devem ser analisadas como:

1l

{0} = = ({8}, + {8},); (33.12)
2
% 1
R} = = ({R}), + {R},). (33.13)
2

Substituindo (A3.12) e (A3.13) em (A3.8a), vem:

1

(Cl{®}, - Z— [Cl{&}, +
T

1 *
(K]{®}, + — [K1{%}, + {R}-
2

(A3.14)

N | e

A equacdo (A3.14) pode ser escrita da seguinte forma:

2 2
(Gl e = [C]){@}1 = (— (€] = KRR 2{R}’f (A3.15)
AT AT

Das equagdes (A3.12) e (A3.15), resulta que:

2 2
([K] + — [C]){8)" = — [C)(B}, - {R}: (A3.16)
A'C A'L'

Finalmente, a eguacdo (A3.16) pode ser escrita como:
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2 2
([K]) + — LCIIIOT ey = = (e = R (A3.17)
AT AT
TT
Figura A3.1 - Esquema da diferenga finita central

para a derivada d¢/dt.
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APENDICE A4

DEMONSTRACAO DE

dxdy = |det[J]|d&dn

Seja a figura A4.1 abaixo:

|
Y )

dXdY

n

£= cte.

= CLE o

Figura A4

.1 - Coordenadas XY e &n.
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onde

(A4.1)
Pode-se escrever que:
ar or or  or
dXdY = |— df x — dn| = |— x —| dg&dn. (A4.2)
8€ an g an
O produto vetorial da equagao (A4.2) pode ser
calculado como sendo:
i 3 i
sr  or aX 8y 8X 8Y &Y 8X)
— P = = e — 0 = e — & == — =
8& am 9€ 8& 8& 9n 8& an
ax oY
TRaneNe A (A4.3)
an an *
= =i Ve
Assim:
ar  8r
dXdY = |— x —| d€dn = |det([J]| d€&dn; (Ad.4)
8E an
onde o mdédulo do determinante do Jacobiano & dado por:
X oY Y 38X
|det(J]| = |— — - — — ; (A4.5)
g€ an 8€ am



APENDICE A5

TECNICA DA QUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE

A5.1 - Introducgao

A referéncia [17] apresenta a gquadratura de
Gauss-Legendre gque é uma técnica de integragcdo numérica
associada com as coordenadas locais £ ou (£ , m) para se
avaliar as matrizes do elemento. Ela se baseia na localizacao
de pontos de integragdo dentro do elemento, bem comc em
coeficientes de peso. Isto feito & para se atingir uma maior

precisdo no calculo de integrais.
A5.2 - A técnica da quadratura de Gauss-Legendre

Considere a fungdo f(£) da figura A5.1 e a sua
integral:

INT = J £(£)AE . (A5.1)

£(E)

Figura A5.1 - Funcdo f(§).
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Escrevendo a integral da equacdo (A5.1) como sendo um
somatério de um produto, vem: :

1 m
INT = [ 1f(g)dg = E: WyE(E4) 7 (A5.2)
gl

onde m & o namero de pontos de integracdo, 2m & o ndmero de
incdégnitas (Wj e gj), wj & o fator de peso para o ponto j
relativo ao centro.

A equagdo (A5.2) pode ser escrita como:

INT = W, £(£,) + W, (&) + Wofl(€ )il (i P )

O integrando da equagdo (A5.1) pode ser expandido em

uma série de poténcia no intervalo -1 = £ =1. Assim:
E(E) = o + o€ + o B2 B Lo 7 (A5.4)

Substituindo (A5.4) em (A5.1), vem:

il 1 3
INT = J o dE + J Gl [ a_crac. (A5.5)
0 1 r
-1 -1 -1
Integrando, obtém-se:
2 2 (o4
INT = 20 + o, + —, +....+ —T B, (5.6)
3 5 Dl )

Aplicando a equacdo (A5.4) em cada ponto de integragao

gl, 52, 53,....,§m, vem:

£ 2 ic

B(E NS g e B B GLEs Foooac 68

2 r.,

f(§2) =Gk e algz T azﬁz o o000 + argz,
2 .

f(gm) @y * algm + azgm 156 06 6 o i argm. (A5.7)
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Substituindo (A5.7) em (A5.3), vem:

TINIRN= W, + v
ao( 1 W2 +....% Wm) + al(wlgl + wzgz S P
2 2 2
+ e st L S
ngm) az(wlgl + wzgz + + ngm + +
r r 1
a (W8] + W&, +o...+ W £ ). (A5.8)

Para que a fungdo f(£) seja integrada exatamente, os
termos das equagdes (A5.6) e (A5.8) devem ser iguais. Logo:

W1 + w2 +.. + Wm = 2
ngl e W2§2 P oo o ngm = 0;
2 2 25 .
ngl + W2§2 S A ngm = 2/3;
Y I r . r+l1
ngl + w2§2 o6 6 onr ngm = o [1-(-1) 1o (A5.9)

Nota-se que, no sistema de equagdes (A5.9) aparecem (r
+ 1) equagdes com 2m incégnitas (wj e gj). Fntao, a solugao soé
serda possivel gquando o numero de equagdes for igual ao numero

de incbégnitas, isto é:

s = Somitou
1;

I
[\S)
3

|

onde

r & igual ao grau do polinémio;

3
()]

igual ao nimero de pontos de integragao.

Até agora, foi analisada a integragao numerica

unidimensional. Para o caso bidimensional, a integral INT fica:
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1 [
INT = J [ lf(g ,m)dndE. (A5.10)

Analisa-se as integrais interna e externa,

consecutivamente, de uma maneira similar &aquela para o caso
unidimensional.

Entdo, pode-se escrever que:

m n

INT = E: }Z T(E0 T NS (A5.11)

Sl =

onde

m & igual ao numero de pontos de integragcd@o na diregao
B

n & igual ao numero de pontos de integragcao na direcgéao
s

Abaixo sd3o mostrados alguns valores para m, n, £, 7 ,
e W com as respectivas figuras mostrando a disposigdo dos

pontos de integragdo dentro de alguns elementos:

Para m = n = 1

Figura A5.2 - Elemento com um ponto de integragao.



Para m = n = 2
fn
1 ] I
I | |
L— .+_ __..t. ___'r___
e oo
e Sr=—ae = =
I T i £
[ l [
_.__*.__ ___+___
=
! : ]
Figura A5.3 - Elemento com guatro pontos de integracéo.
Para m = n = 3
1n
| i |
- — 4 —
| | |
| ! !
=R S SR Reea e
| | |
| | |
e et S e
| |
| i !
Figura A5.4 - Elemento com nove pontos de integragéao.
Para m = n = 4

| I

e e B = e
I
R
| l | | |
e

Figura A5.5 - Elemento com dezesseis pontos de integracao.
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