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“Muitos fracassam , ndo por supervalorizarem
suas capacidades , mas por subestimd-las”.

(Dorothea Brande)

“Um quilo de determinagdo vale mais que uma
tonelada de sorte”.

(James A. Garfield)

Se vocé hesita no caminho a seguir , nem
prossiga .

A fé se avalia pela perseveranga e fidelidade . A
acdo baseada na certeza do que se pretende
transforma as coisas , os fatos e as relagdes .

Se vocé deseja a felicidade—conquiste-a .

Se deseja a paz—enxergue-a dentro de vocé .

Desvie seu pensamento quando sentir a
negatividade ao seu redor .

Pense em coisas sauddveis e diga em voz alta
palavras como : paz , amor , calma , perddo ,
felicidade , harmonia efc.

Isole o que for ruim .

Absorva somente o bem .

Dialogue com Jesus .

(Maria Bulek)
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LISTA DE ABREVIATURAS , SIMBOLOS E CONSTANTES

A(r) v R e e Vetor complexo arbitrario utili-
zado para representar 0s cam-
pos EouH .

;10 (1) T Vetor constante arbitrario utili-
zado para representar £, ou
Hy-

A e Tensor arbitrario em coorde-
nadas retangulares (x,),z) .

A e s R R SR Tensor arbitrario em coorde-
nadas retangulares (/,r,p) .

A A, ([ =12) ot s Constantes arbitrarias .

R Coeficientes de espalhamento
ou constantes arbitrarias .

A Sttt L B OGN Vetor complexo arbitrario utili-
zado para representar 0s cam-
pos E, ou F[m , Na regido ex-
terna ao plasma .

Ay (P ) -wmmmemmeeemsesise s Vetor utilizado para represen-
tar os campos &, (p,p) ou
Koo (P>9) -

_/Za; e Componente transversal do ve-
tor A, (p,p) .

AL, 4 R Componente longitudinal do ve-
tor A, () -

A ) e Valor instantaneo de A(7) .

(6 -~ =nmmr et eeeieiaeeieieaeesaseseesseesisaesaaes Constante arbitraria e também &
utilizada como raio do plasma .

OO SN e S R Expressdo matematica .

Constante de atenuagdo .
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Lista de Abreviaturas , Simbolos e Constantes 15

B
B .................................................................................. Vetor densidade de fluxo mag-
nético complexo .
By = ByZ oo Componente continua da densi-
dade de fluxo magnético .
e Vetor densidade de fluxo mag-
nético complexo no interior do
plasma .
B, B, Vetores densidades de fluxo
magnético complexo totais nos
meios 1 e 2.
B @) s Componente alternada de B .
EJ. . Br : E’, ------------------------------------------------------------------ Vetores densidades de fluxo
magnético incidente (i) , refleti-
do (r) e transmitido (£) .
B, Bi(I =1,2) oo Constantes arbitrarias .
B ceeveeeeene e Valor instanténeo do vetor B .
R Componentes de b em coorde-
nadas retangulares(x, y,z) .
2v =
e £ e Expressdo matematica .
6()C
2
i) o
B=w_[—14/1+ (—) SR SRR e Constante de fase .
€ we
C
et Superficie de contorno .
C'—c -------------------------------------------------------------------------------- Abreviatura de constante .
1 ; :
B= = 35 0% (7 5) wooemremossiniemmie e Velocidade da luz no vacuo .
Koo
QU2 e Constantes arbitrarias .
1 o B
67 = ;mv2 -------------------------------------------------------------------- Energia cinética total .
P 1. S :
(e 0 ity R R Energia cinética devidoa v, .
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1 S L s :
6, = = MV, st ECL SN Energia cinética devido a v, .
Ve b e R Fungdo escalar arbitraria .
D
7 SR e Vetor densidade de fluxo elétri-

co complexo ou deslocamento
elétrico complexo .

ﬁ] : Dz ------------------------------------------------------------------------ Vetores densidades de fluxo
elétrico complexos nos meios 1
e

D,. 3 ﬁr : D, ----------------------------------------------------------------- Vetores densidade de fluxo
elétrico complexo incidente (i) ,
refletido (r) e transmitido (¢) .

Dp ................................................................................ Vetor densidade de fluxo elé-
trico complexo no plasma .

s e e Componentes de Dp €m Ccoor-
denadas retangulares (x,y,z) .

TR Valor instantdneo de D .

d.s, dy sutliontins R s e e S Componentes de d em coorde-
nadas retangulares (x, y,z) .

e e N S N SN RO Distancia entre a fonte e o eixo
longitudinal z .

o (0 3 OO Fun¢@o impulso unitdrio ou
fungio delta de Dirac .

E

Fs i N N Vetor campo elétrico comple-
O

TR - Vetor campo elétrico constante
arbitrario .

ESyEs o e . Vetores campo elétrico comple-
complexos nos meios 1 e 2 .

E‘_ . E'r 5 E‘t .................................................................. Vetores campo elétrico comple-

xos incidente (7) , refletido (r) e
transmitido (r) .
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o i(wt—y-F)
El e N TN s e s R

E.. il T e S

E

Lp 3 e 2 iz

Vetor campo elétrico complexo
espalhado .
Vetor campo elétrico complexo

no plasma .

Vetor campo elétrico constante
arbitrario incidente .

Vetor campo elétrico complexo
espalhado tangencial .
Conjugado do vetor E,, .

Vetor campo elétrico complexo
no meio externo .

Componente alternada de E .
Componentes de E, em coor-

denadas cilindricas circulares
(p,0,2) .
Componentes de E , €m coor-

denadas cilindricas circulares
(P,9,2) .

Componentes de E£. em coor-
denadas cilindricas circulares
(p,,2) .

Componentes de E , €I COOT-
denadas retangulares (x,y,z) .
Vetor campo elétrico represen-
tando a dependéncia de E, em
relagdoa p e .

Vetor campo elétrico represen-
tando a dependéncia de E , €m
relagdoaxey.

Vetor campo elétrico represen-
tando a dependéncia de E , €m
relacioape ¢.

Vetor campo elétrico represen-
tando a dependéncia de E_ em
relacioape .

Vetor campo elétrico represen-
tando a dependéncia de E,_, em
relagioape .

Cicero Luiz Alves Cunha



Lista de Abreviaturas , Simbolos ¢ Constantes

18

pi ey o i
8 s By Cs e
& B i e
é;;,L ................................................................................
E | o
R Ry O M
€y 5 € 5 €, ot
= -19
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n
F
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Componentes de é,’q(p,(p) em
coordenadas cilindricas circula-
res (p,Q,z) .

Componentes de éf;(p,(p) em
coordenadas cilindricas circula-
res (p,p,z) .

Componentes de & (p,p) em
coordenadas cilindricas circula-
res (p,9,z).

Componente transversal de

& (p,).

Componente transversal de

&(0,0) -
Valor instantaneo do vetor E .
Componentes de € em coorde-

nadas retangulares (x,y,z) .

Carga do elétron .

Permissividade elétrica do
meio .
Permissividade elétrica nos

meios 1 e2.
Permissividade elétrica no va-
cuo .

Tensor permissividade elétrica .

Elementos do tensor permissivi-
dade & do plasma.

Somatorio em 7 .

Forga total.
Forg¢a devida ao campo elétrico.
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Forga devida ao campo magné-
tico .
Forga devida as colisdes .

Vetor arbitrario .

Transformada de Fourier da
funcdo f(r) .

Fungdo matemadtica arbitraria .
Fungdo vetorial arbitraria repre-
sentando a fonte .

Funcdo de distribui¢do em coor-

denadas do espago e da veloci-
dade .

Fung¢@o de distribuicdo quando
0 plasma esta em equilibrio ter-
modindmico .

Transformada de Fourier de
T

Funcgdo arbitraria .

Parcela da fungdo de distribui-
¢do f(r,v,t) correspondente
as perturbagdes .

Freqiiéncia .

Varidvel matematica arbitraria .

Expressdo matematica .

Expressdo matematica .

Funcdo de Green .
Fung¢do paramétrica arbitraria .

Parametro do plasma .

Densidade do ar .

Densidade do ar ao nivel do
mar .
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VIS oo S S
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Y = JIOP(C +IWE) -rovv e,
Vw3 Vogunilflp ivean o Lo R R —
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TP
Vil s VadthodBl b e S
PR TR et L
F(x)= Te_ 5 dr (x=0) =
0
H
R e
F]O ................................................................................
0, e e
B Tt I il e et o N
[:'[P ................................................................................
j.js ................................................................................
ARSI
ﬁm ...............................................................................

Vetor constante de propaga-
¢ao .

Vetor unitdrio que define a dire-
¢do de propagagdo .

Constante de propagagdo .
Componentes de ¥ em coorde-
nadas retangulares (x,y,z) .
Mobdulo de y .

Vetor constante de propagagio
da onda incidente .
Componentes tranversal (L) e

longitudinal (z) do vetor 7, .
Expressao matematica .

Fungdes gamma .

Vetor campo magnético com-
plexo .

Vetor campo magnético cons-
tante arbitrario .

Vetores campo magnético com-
plexos nos meios 1 e 2 .
Vetores campo magnético com-
plexos incidente (i) , refletido ()
e transmitido (7) .

Vetor campo magnético com-
plexo no interior do plasma .
Vetor campo magnético com-
plexo espalhado .

Vetor campo magnético com-
plexo espalhado tangencial .
Vetor campo magnético com-

plexo total na regido externa ao
plasma .
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sm".

!

[ ]
h o 9

Conjugado do vetor H .

Conjugado do vetor H, .
Conjugado do vetor H, .
Conjugado do vetor Fls,, :

Componente transversal do ve-
tor
Componentes de A, em coor-

denadas cilindricas circulares
(p,0,z) .
Componentes de H, em coor-

denadas cilindricas circulares
(p,9,2) .

Componentes de H, em coor-
denadas cilindricas circulares
(p0,2) .

Componentes de A em coor-
denadas cilindricas circulares
(0,9,2) .

Vetor campo magnético cons-
tante arbitrario incidente .
Vetor campo magnético repre-
sentando a dependéncia de H.
emrelagioape ¢.

Vetor campo magnético repre-
sentando a dependéncia de H -
emrelagioaxey.

Vetor campo magnético repre-
sentando a dependéncia de H -
emrelagdoape ¢.

Vetor campo magnético repre-
sentando a dependéncia de A,
emrelagdoape .

Vetor campo magnético repre-
sentando a dependéncia de H_
emrelagio ape ¢.
Componentes de % (p,p) em

coordenadas cilindricas circula-
res (p,0,z) .
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T Tlors, T0 ot S O Componentes de %:',(p,(p) em
coordenadas cilindricas circula-
res(p,@,z)

VAR AR Componentes de IZ.(p,p) em
coordenadas cilindricas circula-
res (p,9,z) .

Jﬁi;,gl ............................................................................... Componente transversal de

52, (p>9) -
‘72.:,J_ ------------------------------------------------------------------------------ Componente transversal de
T,(p.0) .

HP (@)= J (&) — N (D) S S Fungdo de Bessel de terceira es-
pécie ou fungdo de Hankel de
segunda espécie , ordem n e ar-
gumento z .

H? (z

H'®(z) = Lﬁ# ----------------------------------------------------- Derivada da fungdo H”(z) .

B csiioiiai Tt Al S N Valor instantaneo do vetor H .

A By lm e T e A s S Componentes de 4 em coorde-
nadas retangulares (x, y,z) .

() e B e Fun¢do paramétrica arbitraria .

R +ormmmm e Fungdo arbitraria .

h = —KTEOhZ ........................................................ Raio de Debye '

(Z+Dn,e
= ICOH --------------------------------------------------------------- Impedéancia intrinseca do meio .
o +ing
I
1 0 O
T=[0 1 0 Matriz identidade .
@ @ 1
L, (2) coeeeeem s, Fung¢io de Bessel modificada
de primeira espécie , ordem # e
argumento z .
ol
I'(z) = _% ................................................................ Derivada da funggo I (2
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Corrente elétrica .

Constante imaginaria .

Vetor densidade de corrente
total complexa .

Vetor densidade de corrente de
condug¢do complexa .

Vetor densidade de corrente de
deslocamento complexa .
Vetor densidade de corrente

linear complexa .
Fung¢do de Bessel de primeira

espécie , ordem » e argumen-
to z.

Derivada da fungéo J_(z) .

Vetor densidade de corrente
instantanea .
Vetor densidade de corrente de

convecgdo instantinea .
Vetor densidade de corrente de
deslocamento instantanea .

Vetor densidade de corrente de

condugdo instantanea .
Fase total .

Potencial escalar .
Coordenada angular .
Coordenada angular da onda
incidente .

Valores discretos de ¢ .

Constantes arbitrarias .
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K =138x107(J/K)

L
= @80 _met
©, mo,
o I L o
P
l]mf(x) .......................................................................
f[f([)] ........................................................................
g En i i B
i
A __(y sz,:O2,l - iw3u(2)82)
1,2 _+ 4 2 2 4 ................................
((D Ho€; _71)
M
n.e’ coiso

T 2mo, @0V 20,207
e (@°poe, —iy 1,20 1202,1)T1,2
(@ uses —v1)
’ple,

1,2

M=—

SR g
m=9,11x107""(kg)
o = OB e, 77

Constante de Boltzmann .

Expressdo matematica .

Coordenada retangular .

Vetor unitario que define a di-
rec¢do do eixo / .

Limite de f(x) quando x tende
aar

Transformada de Laplace da

fungdo f(¢) .

Comprimento de onda .

Expressdao matematica .

Expressdo matematica .
Expressdo matematica .

Expressdo matematica .

Numero inteiro positivo .
Massa do elétron .

Constante de separagfo angu-
lar .

Permeabilidade magnética do
meio .

Permeabilidade magnética no
VACUO .
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R R Permeabilidade magnética nos
meios 1 e2 .
He H, K
I R T B Tensor permeabilidade magné-
e tica .
N

e Numero de particulas do siste-
ma .

- Fungédo de Besse/ de segunda
espécie , ordem n e argumen-
toz.

2 0 <7
® — i ()
N 1( 0] — ?0 ZZ LU Y Expressdo matematica .
(@ pogs ~7y)
2
0} :
N= —Tf”zy—'4 ........................ i e L Expressdo matematica .
O Ho€; — Y,

A st it e e IR Numero de colisdes no inter-
valo de tempo Af .

dN : ;

Nz, 0= 77 i g Densidade de particulas total .

B oeeessitc i e e R Densidade de particulas de es-
pécie a (e,i) .

R (e e Densidade de particulas quando
7%(x,y,2)=0 .

N =Rl A Indice dos somatérios .

P S MR e e MCH | 00000 e ORI N = MEE - SN Vetor unitario normal a super-
ficie S .

0
z T2 4T?2 T2 3
Q= (T”_z"’) llas lgrem e b Expressdo matematica .
: 2= (05 =162)
@.(p’z) = eir"=:Héz) (y i,lp) ........................................... Expressdo matematica .
2

O=V? - UE 6—2 ----------------------------------------------------------- Operador d’alembertiano .

ot
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s

vl

®
Yoy

}_")(I-.,t) ____________________________________________________________________________

[Q)Z‘uogzy . Hi(o 3."‘ogzzy —we Y 12)02,1 ]T1,z

Rt
@ uie—7D)
= 31415 e e S S
Q
O I e e
q .....................................................................................

Operador Nabla em coordena-
das retangulares (x,y,z) .

Operador Nabla em coordena-
das da fonte (x’,y",z") .

Operador Nabla no sistema de
coordenadas da velocidade .

Operador Laplaceano em coor-
denadas retangulares (x, y,z) .

Componente transversal de V2
em coordenadas cilindricas cir-
culares (p,(,z) .

Jacobiano (|| || € o determi-
nante ) .

Fun¢do matemadtica .
Vetor potencial auxiliar .
Poténcia espalhada em watts .

Coordenada retangular .
Vetor unitédrio que define a di-

regdo do eixo p .
.Expressdo matematica .

Constante pi .

Expressido matematica .
Carga elétrica .
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c—— +§ ¥ —
l
(712 _iw817'.',z02,1)7’i.:

Q,, =%t = calitiad DU
i (@*piel —y!)

Carga elétrica de espécie

a (e,i) .

Variavel matematica arbitraria .
Coordenada angular em relag¢do
ao eixo +z .

Vetor unitario que define a dire-
¢do em que O cresce .
Angulos de incidéncia .

Vetor unitario de referéncia .

Expressdo matematica .

Raio de Larmor .

Fun¢do matematica .

Vetor posi¢do em relagdo a
fonte .

Vetor unitario que define a dire-
¢do do vetor R .

Médulo do vetor R .

Regibes de integracio .

Parte real de z .

Vetores posi¢do .

Projecdo de 7 na direcdo do
vetor propagagdo y .
Coordenada cilindrica .

Vetor unitario que define a dire-
¢do do eixo p .

Densidade volumétrica de car-
gas .

Densidade superficial de car-
gas .
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S
S, ST i S L L RS Superficies .
QEIL -
= i)l () Expressdo matematica .
a (01 = 2 )
Slz = aQZ‘]n (Tla) + Asz" (Tza) .............................. Expressﬁo matematica .
a(ol - 02 )
sn+2 (2)
- H®es :
S LAl — Giua) o S Expressdo matematica .
Yi. 4
cn+1 r(2)
S e ! }/IT]H,, Wi~ e Expressdo matemadtica .
Y
e O d i) = - oot s Expressdo matematica .
(01 T Oz )
b = Ma_) ......................................................... Expressao matematica .
(01 i Oz )
8= THD W L S Expressd@o matematica .
Ssl = ap, I (T]a) i an']" (Tl CS ey Expressdo matematica .
a(0,-0,)
S = LR e ) Expressdo matematica .
a(ol G 02)
-+l Hl(z) :
S, = el 5o Expressdo matematica .
y r,.LT]
sn+2 (2)
S, = Sl Y Ij” W@l Expressdo matematica .
Yiin4a
= ek i Expressdo matematica .
(01 s Oz)
'y = _Jall@) L e R S Expressdo matematica .
(Ol i 02)
S =T HO (o (D)t Expressdo matematica .
KYED 1) T I o e e ot Numero imaginério .
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------------ Sec¢do de espalhamento trans-

versal .

............ Condutividade elétrica .

------------ Tensor condutividade do plas-

ma em coordenadas retangula-
e (05 0772)

Tensor condutividade do plas-
ma no sistema de coordenadas
retangulares (/,r, p) .

Temperatura absoluta do plas-
ma

Modo de propagag¢do com o
campo elétrico polarizado na
dire¢do transversal (E, #0) .
Modo de propagagdo com o
campo magnético polarizado na
diredo transversal (H, #0) .
Tempo .

Expressdo matematica .

Expressdo matematica .
Expressdo matematica .

Expressao matemética .

Constante de propaga¢do no
plasma .
Variavel matematica arbitraria .
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Matriz de transformaggo .

Conjugada da matriz U .

Transposta da matriz U .

Transposta da matriz U .

Energia potencial .
Variavel matematica arbitraria .

Expressdo matematica .
Expressdao matematica .

Expressdo matematica .

Freqiiéncia de colisdes .

Vetor arbitrario .

Velocidade média .
Velocidade média de espécie
a (e).

Velocidade média quadratica .
Volume arbitrario .
Velocidade instantanea .
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Componentes de v em coorde-
nadas retangulares (x, y,z) .

Velocidade térmica .

Velocidade de fase .

Fung¢ido matematica arbitraria .

Vetor de Poynting complexo .
Valor médio do vetor W .
Vetor de Poynting incidente .
Vetor de Poynting espalhado .

Componente radial de 7, .
Densidade de poténcia ou vetor
de Poynting instantaneo .
Freqliéncia angular .

Angulo sélido .

Expressdo matematica .

Coordenada retangular .
Vetor unitario que define a dire-
¢do do eixo x .

Expressdo matematica .

Fung¢do matematica arbitraria .
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Express3o matematica .

Expressdo matematica .

Expressdo matematica .

Expressdo matematica .

Expressao matematica .

Expressdo matematica .

Expressdao matematica .

Expressdo matematica .

Coordenada retangular .

Vetor unitario que define a dire-
¢do do eixo y .

Sessdo transversal de colisdo
média de Maxwell de espécie
a (e

Func¢do de campo arbitréria .
Fung¢des de campo difratado(d),
incidente(7) e espalhado(s) .
Solu¢do particular .

Solu¢ao homogénea .
Transformada de Fourier de
y(r,?) .

Combinagdo linear dos modos
TE e TM .
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RESUMO

Esta tese tem por objetivo descrever as caracteristicas eletromagnéticas
do plasma considerando o efeito da temperatura e analisar o espalhamento de ondas
eletromagnéticas por plasmas atmosféricos . No CAPITULO 1 é feita uma breve
introdug¢do histdrica e 0s objetivos sdo apresentados .

O CAPITULO 2 abarca os conceitos basicos do eletromagnetismo
uteis na compreensdo do plasma e na analise de suas caracteristicas de espalhamento .
Sdo apresentados a equagdo de Lorentz , as equagdes de Maxwell , tipos de meios ,
equacdo da continuidade , ondas em meios ilimitados , condi¢des de contorno ,
teorema de Poynting e energia eletromagnética , potenciais auxiliares , condi¢do de
irradiagdo de Sommerfeld e teoria do espalhamento .

No CAPITULO 3 é apresentada a teoria do plasma . O plasma ¢é
considerado como sendo constituido por um grande niimero de particulas idénticas
(monatomicas) . A fim de entender o comportamento das particulas e caracteristicas
eletromagnéticas do plasma sdo estudados a fungdo de distribui¢do , as oscilagdes
envolvidas (freqiiéncia do plasma , freqiiéncia do ciclotron e freqiiéncia de colisdo) ,
velocidade média , densidades de carga e corrente , raio de Debye , pardmetro g do
plasma , a equagdo do movimento e a equagdo de Boltzmann . Uma atengdo especial
¢ dedicada a descrigdo eletromagnética do plasma , considerando o efeito da
temperatura , onde o estudo da influéncia do plasma sobre a propaga¢do da onda
eletromagnética consiste da solugdo simultdnea das equagbes de Maxwell e da
equagdo de Boltzmann . Valores tipicos da densidade eletronica e freqiiéncia de
colisdo sdo mostrados para o ar a temperaturas elevadas.

No CAPITULO 4 é mostrada a solugdo para o problema do
espalhamento da onda eletromagnética por um plasma cilindrico de se¢do transversal
circular , envolvido pelo ar . Sdo analisados os casos de incidéncia obliqua , incidéncia
normal e os campos distantes . A onda incidente ¢ uma onda transversal magnética
(TM) ou transversal elétrica (TE) e o plasma apresenta uma anisotropia , do ponto de
vista elétrico , causada pelo campo magnético de polarizagdo . Foram determinados
os campos incidentes , espalhados e no interior do plasma . Com a aplicagdo das
condi¢des de contorno , os coeficientes de espalhamento também puderam ser
determinados .

No CAPITULO 5 , a segdio de espalhamento transversal é determinada
numericamente . Utilizando-se o software MATLAB 4.0/SIMULINK 1.2¢ , instalado
nos computadores da Escola Federal de Engenharia de Itajuba , desenvolveu-se um
programa de computador para obtengdo dos gréficos e resultados numéricos .

No CAPITULO 6 sdo apresentadas as conclusdes e as aplicagdes deste
trabalho .
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to describe electromagnetic
characteristics of the plasma considering the temperature effect and to analyse the
scattering of electromagnetic waves by atmospheric plasmas . A brief historical
introduction and the objectives are presented in CHAPTER 1 .

CHAPTER 2 covers basic electromagnetism concepts useful in the
understanding of the plasma and analysis of its scattering characteristics . The
Lorentz’s equation , Maxwell’s equations , media type , continuity equation , waves in
unlimited media , boundary condition , Poynting’s theorem and electromagnetic
energy , auxiliary potencials , Sommerfeld radiation condition and theory of scattering
are presented .

In CHAPTER 3 the theory of plasma is presented . The plasma is
considered as being formed by large amount of identical particles (monatomic) . In
order to know about the behavior of the particles and electromagnetic characteristics
of the plasma , the distribution function , the oscillations involved (plasma frequency ,
cyclotron frequency and collision frequency) , average speed , charge and current
densities , the Debye radius , the plasma parameter g , equation of motion and
Boltzmann’s equation are studied . A special attention is dedicated to electromagnetic
description of the plasma considering thermal effect , where the study of the influence
of the plasma upon the propagation of electromagnetic wave consists in the
simultaneous solution of Maxwell’s equations and Boltzmann’s equation . Typical
values in the electron density and collision frequency of air at high temperatures are
shown .

The solution to the scattering problem of the electromagnetic wave by
a cylindrical plasma as circular cross section , embedded in air is shown in CHAPTER
4 . The cases of skew incidence , normal incidence and the far fields are analysed .
The incident wave is a transverse magnetic (TM) or transverse electric (TE) wave and
the plasma presents an anisotropy , in the electric viewpoint , caused by magnetic field
of polarization . The incident , scattered and inside plasma fields were determined .
With the application in the boundary conditions , the coefficients of the scattering
were also determined .

In CHAPTER 5 , the scattering cross section is computed numerically .
By using the software MATLAB 4.0/SIMULINK 1.2¢ , installed in the Escola
Federal de Engenharia de Itajuba computers , a computer program for obtainment of
the graphs and numerical results was developed .

The conclusions and applications of this work are presented in
CHAPTER 6 .
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CAPITULO 1

INTRODUCAO HISTORICA E OBJETIVOS DO TRABALHO

1.1 INTRODUCAO HISTORICA!"I?

Durante milhares de anos o homem limitava-se a observar o sol , as
estrelas e fendmenos como as descargas de relampagos , a aurora boreal , sem saber
que estava presenciando fendmenos com plasma . Por volta de 1864 Maxwell
combinou as leis basicas do eletromagnetismo num grupo de equagdes coerentes ,
chamadas equagdes de Maxwell . Essas equagdes tém sido utilizadas na descri¢do dos
fendmenos eletromagnéticos , entre os quais fendmenos com plasma . A palavra
plasma foi utilizada pela primeira vez por Langmuir e Tonks em 1929 para denotar
um gas onde uma certa quantidade de moléculas s@o dissociadas em ions e elétrons ,
com o gas total permanecendo eletricamente neutro . Descobertas importantes sobre
o fendmeno de descargas em gases datam de 1800 . Esses estudos continuaram no
século XX e serviram de base para o desenvolvimento de muitos dispositivos
eletronicos praticos usados na geragdo , retificacdo e controle de energia elétrica .
Com o progresso na Astronomia e na Fisica compreenderam-se muitas coisas a
respeito do universo como , por exemplo , a existéncia de estrelas totalmente
ionizadas . Essa forma de plasma envolve um estudo concernente as substdncias
submetidas a pressdo e temperaturas elevadas . Muitos dos trabalhos no campo da
fisica do plasma se iniciaram com a Astrofisica .

Ultimamente tém-se estudado problemas que sdo mais referentes as
aplicagdes que envolveram o plasma na Fisica e na Engenharia . O advento da fusdo
nuclear tem criado muitas atividades relacionadas ao plasma com alta densidade e
elevada temperatura . Qutro grupo de investigadores com interesse na fisica do
plasma sdo os peritos em aerodindmica . Com a evolugdo cada vez mais rapida dos

veiculos aéreos , seus efeitos sobre o ambiente aumentaram . Uma das principais
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manifestagdes disso € o aumento da temperatura , provocando um estigio de
ionizacdo aprecidvel , tornando o ar mais condutivo . As equagdes para a dindmica
dos gases s@o modificadas por essa condutividade . Por conseguinte , a fisica do
plasma € uma importante area de estudo no campo da aviagdo e do controle de
misseis .

O campo das telecomunicagGes tem dado importantes contribuigdes
para a compreensdo do plasma e de sua interagdo com a radiagdo eletromagnética .
Porgdes da atmosfera terrestre que formam a ionosfera , sdo bastante ionizadas por
irradiagdes vindas do espago exterior , particularmente do sol . Da ocorréncia desse
fendmeno , compreendeu-se mais sobre a ionosfera e a influéncia do plasma nas ondas
eletromagnéticas . Comunicagdes a longas distancias ocorreram devidas as reflexdes

nas camadas ionosféricas .

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

O objetivo desse trabalho € descrever as caracteristicas
eletromagnéticas do plasma considerando o efeito da temperatura e analisar o
espalhamento de ondas eletromagnéticas por plasmas atmosféricos . Esse tipo de
plasma pode provocar interrupg@o!! na comunicagdo em enlace satélite-satélite ,
satélite-terra . A descricdo matematica da influéncia do plasma sobre as ondas
eletromagnéticas , considerando o efeito da temperatura , consiste da solugdo
simultidnea das equagdes de Maxwell e da equagdo de Boltzmann . Na anilise das
caracteristicas de espalhamento os campos espalhados devem ser obtidos a fim de

aplicar o conceito de se¢do de espalhamento transversal .
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CAPITULO 2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA TEORIA ELETROMAGNETICA

2.1 INTRODUCAO

Por volta de 1864 Maxwell combinou as leis basicas do
eletromagnetismo num grupo de equagdes coerentes . As equagdes de Maxwell sdo
utilizadas na descricdo de fendmenos eletromagnéticos , entre os quais fendmenos
com plasma . As equagdes basicas da teoria eletromagnética descrevem as
propriedades fisicas do campo e de particulas com cargas variaveis . Neste trabalho as

ondas sdo monocromadticas , ou seja , 0s campos possuem uma dependéncia no tempo

do tipo & .

2.2 A EQUACAO DE LORENTZ

Quando uma particula carregada € colocada na vizinhanga de outras

cargas e de correntes elétricas , uma for¢a € exercida sobre ela . Descreve-se essa

for¢a em termos do campo elétrico (E' ) € da densidade de fluxo magnético (E’) LA

lei da forga , chamada equagdo de Lorentz , é escrita como :*!

F=q(E+VxB) (2.2.1)
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onde g ¢ a carga da particula de teste , £ o campo elétrico na posi¢do da carga, Vv a
velocidade da particula e B a densidade de fluxo magnético .

A partir da equagio (2.2.1) , os campos £ e B podem ser definidos
em termos da forga exercida sobre a carga de teste ¢ . O campo elétrico £ é definido

como sendo a forga exercida numa carga de teste estacionaria dividida pelo valor da

carga g

E = lim (EJ . (2.2.2)

q—0

Esta equagdo s € valida para cargas pequenas , onde 0s campos
originados por elas ndo influenciam as fontes do campo E . A for¢ga em uma carga em

movimento , numa regido onde E = 0 , serve como defini¢do para o vetor densidade

de fluxo magnético e é obtida a partir da equagdo (2.2.1) :1*!

F=qVxB . (2.2.3)
2.3 AS EQUACOES DE MAXWELL

As equagdes de Maxwell que descrevem os fendmenos

eletromagnéticos , sdo escritas da forma :P1'*
= = 56_1‘
Vsl =i ¢ (2:3.1)
_ G
VxSt (2.3.2)
V=0 (2.3.3)
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—_

V-d=p,, (2.3.4)

onde a equagdo (2.3.1) representa a lei de Ampeére , (2.3.2) a lei de Faraday , (2.3.3) a
lei de Gauss para o campo magnético e (2.3.4) a lei de Gauss para o campo elétrico .

Estas equagdes aplicam-se a campos varidveis no tempo e a campos estacionarios . O
termo (357/51 é a densidade de corrente de deslocamento e ;j é a densidade de
corrente de condugdo (ou de convecgdo) . Na lei de Gauss , p, representa a

densidade volumétrica de cargas . S3o encontrados trés tipos de densidades de

corrente em problemas de campo :*

a) densidade de corrente de convecgdo , j = p, V ;

b) densidade de corrente de deslocamento , j, =

2

ol
ot
c) densidade de corrente de condugdo, j. =cé .

As equagdes de Maxwell sdo complementadas pelas relagdes entre b e

h;deé:; J. e € que introduzem parametros do meio ocupado pelos campos .
Estes parametros sao a permeabilidade magnética u , a permissividade elétrica € e a

condutividade o, que estabelecem as relagdes constitutivas :*!

b=ph, d=sce, Jj—o0é. (2.3.5)

2.4 TIPOS DE MEIO

Do ponto de vista eletromagnético , os meios podem ser classificados

em ferromagnéticos , ndo-ferromagnéticos , homogéneo , heterogéneo , isotropico ,

anisotrépico , linear e ndo-linear . Os meios ndo-ferromagnéticos apresentam uma
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permeabilidade magnética p aproximadamente igual a permeabilidade magnética no
vacuo p, . Os ferromagnéticos possuem uma permeabilidade magnética geralmente
muito maior que a do vacuo e dependentes do campo magnético aplicado .

Um meio € dito homogéneo se suas caracteristicas fisicas (massa ,
estrutura molecular , etc.) ndo variam de ponto a ponto . O meio sera linear se
¢, u e o independem dos campos @ e 4 . Neste caso , & , 4 € ¢ s3o0 constantes de

proporcionalidade nas relagées constitutivas . E possivel o meio ser /inear do ponto
de vista elétrico e ndo-linear do ponto de vista magnético e vice-versa .

Define-se o meio como isofrépico quando suas caracteristicas
eletromagnéticas independem das dire¢Ges dos campos deé .Ou seja , d e & sdo
vetores paralelos , 0 mesmo ocorrendo com b e h . Sera anisotrépico quando cada

componente de d depende de todas as componentes de ¢ e cada componente de b

depende das varias componentes de 4 . Do ponto de vista elétrico , o meio

anisotropico € descrito por

d.=¢.e . +€ e +e_¢e
= D
d,=¢,e +&,e +¢ ¢ (2.4.1)

Wy

d,=¢c.e te e +ée e

Na forma matricial ,

d.t g.vx xy g.r.' e\'
dy 1€ &y &6 (2.4 2)
d, = 8. 6 |IIl&
onde
(R e
E=lEn & & (2.4.3)
SralaiCin N
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€ o tensor permissividade elétrica do meio . O meio apresentara uma anisotropia do

ponto de vista magnético se

bx = Au.x;xhx ar nlixyhy + Au.xzhz
b, =ph +p b +u h (2.4.4)

by=ph tp btk

ou na forma matricial ,

b= e e e (2.4.5)

onde

Hee Hy He
Aa': ny luyy uy_v (2'4'6)
(o

€ o tensor permeabilidade magnética do meio .

O plasma polarizado magneticamente , que € o assunto abordado neste
trabalho , € um meio que apresenta anisotropia do ponto de vista elétrico . Um meio
anisotropico do ponto de vista magnético € a ferrita , quando polarizada por um

campo magnetostatico .

2.5 A EQUACAO DA CONTINUIDADE

O principio da continuidade™ estabelece que a quantidade de cargas

em um sistema fechado é constante . Ou seja , a todo acréscimo ou decréscimo de
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cargas em uma regido ¥/ , limitada por uma superficie S , estd associada uma
corrente que entra ou sai da regido ¢’ . Matematicamente , este principio descreve a

corrente atraves da superficie S como
=il (2.5.1)

A quantidade de cargas existente em um volume e a corrente que

atravessa a superficie que envolve este volume s3o dadas por

0= [p,ar (2.52)

14

i= cj]’-ﬁdS : (2.5.3)

(j.]'-ﬁdS:—J.(%L] de . (2.5.4)

Aplicando o teorema do divergente ao primeiro membro da equagédo

(2.5.4) , obtém-se a equagdo da continuidade na forma diferencial :

o,

A
IS

(2.5.5)

onde j e p, foram definidos na secgdo 2.3 .
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2.6 ONDAS EM MEIOS ILIMITADOS

A equacdo de onda para um meio homogéneo , linear , isotropico e
sem cargas , onde €, u e o sdo constantes escalares e p, € nula , € obtida partindo-se

das equagdes de Maxwell®™ . Aplicando-se o rotacional a equagdo (2.3.2) e

manipulando , algebricamente , resulta :

oe o’e
VxVxe=—-uo—-—pe ;
e

(2.6.1)

Desenvolvendo-se o lado esquerdo da equagdo (2.6.1), VxV xé =V(V-é)—V?¢ e

considerando-se no meio homogéneo sem cargas V-¢ =0 , tem-se

2
[VZ - ,usgz—— iTe; gt—]é — (), (2.6.2)

Analogamente , obtém-se para 0 campo magnético :

2
(Vz E p€~a——- ‘ucéjl; =0.. (2.6.3)

As equagdes (2.6.2) e (2.6.3) sdo chamadas equag¢des de onda ou
equagdes de Helmholtz') . Como se impds que as ondas sdo monocromdticas , os

campos possuem uma dependéncia no tempo do tipo e . Assim , podem ser

colocados na forma complexa e as equagdes de Maxwell serdo reescritas na forma :

VxE =~iouf , (2.6.4)
Vx H = (o +ios)E , (2.6.5)
V-D=0, (2.6.6)
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V-B=0. (2.6.7)

As equagdes de onda serdo dadas por

[V* —iop(o +iwa)]E =0, (2.6.8)

[vl —iopu(c +iwa)]iir =0 . (2.6.9)
e podem ser representadas numa forma mais genérica ,
(V2 —y?)A(F)=0 . (2.6.10)

A grandeza A(F) representa o fasor vetorial campo elétrico (E) ou magnético (H)

e a quantidade

y = yiop(o + i) (2.6.11)

é a constante de propagagdo™ .

Resolvendo-se a equag@o (2.6.10) em coordenadas retangulares pelo
método de separagdo de varidveis e admitindo que ndo existem reflexdes , obtém-se o

fasor :

A(F) = A, e*” (2.6.12)

1)

onde 4, = A(0) , y =y Xty J+y,ZeF=xk+y+zzZ .
A constante de propaga¢do é uma quantidade complexa e pode ser

representada na forma
Y =17 = (@ +iB)y (2.6.13)

onde a constante de atenuagdo é
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2
e o 12 1+[i) 51 (2.6.14)
2 WE
e a constante de fase
£ )’
p=o B () 1l (2.6.15)
2 we

Conseqlientemente , a equagdo (2.6.12) torna-se
A(F) = 4, e P (2.6.16)

O valor instantdneo @(F,f) , correspondente ao fasor A(¥) no

dominio do tempo , é obtido extraindo-se a parte real de A(7)e'™ . Portanto ,
a(F,0) = R, {?10 iy e"<“"“"'F} =4, e cos(wt £B-F)  (2.6.17)

7

representando uma onda monocromatica com amplitude A, e**” e uma fase total

$(F . H=wt tB-F . (2.6.18)

Num instante qualquer , /=1 , considerando os pontos de mesma

fase , 9(7,t) constante , tem-se :

f,yz)=y-F=r=C*, (2.6.19)

Vf (x,3,2) =7 . (2.6.20)

Cicero Luiz Alves Cunha



Conceitos Fundamentais da Teoria Eletromagnética 47

A equagdo (2.6.19) define um conjunto de pontos no espago em que a proje¢do dos
respectivos vetores posi¢do (7 ) na dire¢do de propaga¢do ¢ constante . Essa equagdo
representa uma superficie de fase constante , denominada frente de onda™ . A
equagdo (2.6.20) nos diz que o vetor propagagdo (y ) € normal a superficie
f(x,y,z). Se y =F , a equagdo (2.6.19) define uma superficie esférica , dai a
denominagdo de onda esférica . No caso de uma onda plana , ¥y é um vetor

constante , a equagdo (2.6.19) define uma superficie plana .

Para uma mesma frente de onda ,

dar.
£lgza)iﬁ—YZO.
dt dt

Conseqiientemente , a velocidade de fase , que representa a rapidez de deslocamento

da frente de onda no meio , é definida como™!*

d
Rl R (2.6.21)
ECXdlRp

Partindo das equagdes (2.6.4) e (2.6.5) , utilizando a solugdo da
equagdo de onda e a identidade vetorial V x (xV) = (V) xV + x(V xV) , obtém-se

as equagoes :

Vx(E,e’") = —iopH =y xE | (2.6.23)

Vx(H,e?")=(o+iwe)E =5 xH . (2.6.24)

Analisando as equagdes (2.6.23) e (2.6.24) , conclui-se que os vetores ¥ , E e H sio

perpendiculares entre si . Uma onda desse tipo € chamada onda eletromagnética
transversal (onda TEM) .

A impeddncia de onda , Z, , € definida de modo que satisfaca a

condi¢do
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x E
A

A=r

(2.6.25)

Comparando a equagdo (2.6.23) com a equagdo (2.6.25) obtém-se uma expressio

para a impeddncia de onda no meio ilimitado®"*! |

7. =‘/ R (2.6.26)
O +IWE

que € igual a impeddncia intrinseca do meio , representada pela letra grega 7 .

O comprimento de onda A "' ¢ definido como sendo o deslocamento

correspondente a uma varia¢do da fase total igual a 2, BAr, = 27 . Logo,

2.7 CONDICOES DE CONTORNO

2.7.1 Analise das Componentes Normais

Sera utilizada a FIGURA 2.7.1 no célculo do fluxo total dos campos
sobre um elemento de volume cilindrico de se¢do transversal As e altura Ak . Os

campos nos meios 1 e 2 s3o :
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D =B 4 /D) (27150)
B =B +B_, (2.7.1.2)
B), = 1D} (2.7.1.3)
BB (2.7.1.4)
D,, B,
Meio2: g, , U,
As aj
'.‘.'.‘.:éAAIZ _
BB i
4’ Meio1: &, 4, 25 3

FIGURA 2.7.1 : Geometria para analise das componentes normais

dos campos .

Os fluxos resultantes do deslocamento elétrico e da densidade de fluxo

magnético , através da superficie que envolve o volume cilindrico infinitesimal e

considerando AA muito pequeno , serd :CI¥
A-(D,=D) = p. » (2.7.1.5)
7-(B,~B)=0, (2.7.1.6)

onde p, é a densidade superficial de cargas e 7 € o vetor unitdrio normal a superficie

de separagao .
Das equagdes (2.7.1.5) e (2.7.1.6) , conclui-se que :

7 a¢ Engy
/ e 'i‘ﬂ\%
I R/
!’I';'. { t\‘d\"»‘)ﬂ'c‘
Cicero Luiz Alves Cunha FEEET
\.‘,:l ﬁ\“‘
\ .



Conceitos Fundamentais da Teoria Eletromagnética 50

a) a componente normal do deslocamento elétrico é descontinua na
superficie de separagao ;

b) a componente normal da indugdo magnética € continua na
superficie de separagdo , porém , a componente normal do campo

magnético € descontinua ,
a-H, = [i] a-H ; @Fi1)

c) se o meio € livre de cargas , p, =0 , a componente normal do

deslocamento elétrico torna-se continua , contudo , a componente

normal do campo elétrico é descontinua ,

hi- = (—J h-E, . (2.7.1.8)

2.7.2 Analise das Componentes Tangenciais

Nesta analise sera utilizada a FIGURA 2.7.2 no calculo da circulagéo
dos campos sobre um circuito retangular de comprimento A/ e altura Ak . Os

campos nos meios 1 e 2 s3o :

E =E+E, , (2.7.2.1)
Zh= T A 1AL (2.7.2.2)
2 =17 (2.7.2.3)
H,=H, . (2.7.2.4)
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FIGURA 2.7.2 : Geometria para analise das componentes tangenciais

dos campos .

Da FIGURA 2.7.2 , a circulagdo dos campos elétrico e magnético

através do circuito ABCD e considerando A4 muito pequeno sera LI

o5l

=)

,—E)=0, (2.7.2.5)

|

x (
(H,-H)=17J,, (2.7.2.6)

A X

onde J, é a densidade linear de corrente . Analisando as equagdes (2.7.2.5) e

(2.7.2.6) , obtém-se as seguintes conclusoes :

a) acomponente tangencial do campo elétrico € continua na superficie
de separagdo e a componente tangencial do deslocamento elétrico é

descontinua ,

N
nxDz-—-(;l]nxDl; (21.2:%)
1

b) a componente tangencial do campo magnético é descontinua na

superficie de separagéo ;
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¢) quando na superficie de separagdo ndo existirem correntes ,J, =0,
a componente tangencial do campo magnética torna-se continua na
superficie de separagdo , porém a componente tangencial da

inducdo magnética é descontinua ,

AxB, = (ﬁj ixB, . (2.7.2.8)

2.8 TEOREMA DE POYNTING E ENERGIA ELETROMAGNETICA

A forga que o campo eletromagnético exerce sobre uma particula
carregada € justificada pela lei de Lorentz , equagdo (2.2.1) . Com isso , conclui-se
que o campo eletromagnético ¢ dotado de energia . As equagdes de Faraday e

Ampere s3o :

Multiplicando escalarmente a equagdo (2.8.1) por h ea equagao

(2.8.2) por € , obtém-se :

]

=)
SYESY

(Vxe)=—ph- (2.8.3)

(Vxh)=j-e+e-— . (2.8.4)

(18

Q
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Substituindo as equagdes (2.8.3) e (2.8.4) na identidade vetorial

V-(éxh)=h-(Vx&)—¢-(Vxh), (2.8.5)
resulta

V-('e‘x/?):—uﬁ-—-j-é—gé-gi. (2.8.6)

Mas

g(&.a):a-gw-%:zw% (2.8.7)
€

2_(5‘5):5.%}5%:2“@%‘. (2.8.8)
Conseqiientemente , a equagdo (2.8.6) torna-se

—v.(axﬁ):g(%ﬁ“}rj-mg(af} : (2.8.9)

Integrando a equagdo (2.8.9) sobre um volume % ,

L

- o ((b-h o8 3 ((d-e),
- J.V-(e x h)d¥ = EJ.[T]dW+ J‘(_] -e)d? +—at— J.(——i—)dﬂ (2.8.10)
[ 4 14 v F4

e aplicando o feorema do divergente ao primeiro membro da equag¢do (2.8.10) ,

obtém-se :
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| S o ((b-h 3 o ((d-e
—Q(e xh)-ndS =— —d‘ﬂ+j'-—°d‘ﬂ+— —|d? . 2.8.11
é[(x)n &ﬂzJ q}ue) aﬂzJ 2.8.11)

A equagdo (2.8.11) é conhecida como Teorema de Poynting™™ .
Nesta equagdo sio identificados os termos :
a) o vetor de Poynting ou densidade de poténcia
Ww=éxh ; (2.8.12)
b) a poténcia total que penetra no volume ¢’
—(j('e‘xﬁ)-ﬁdS; (2.8.13)
s
c) a poténcia dissipada sob a forma de calor ou o efeito Joule
j (j-&)d? ; (2.8.14)
v

d) a energia armazenada pelo campo magnético

b-h

14

e) a energia armazenada pelo campo elétrico

J-(d—z'g)dw . (2.8.16)

v
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Os campos elétrico e magnético instantaneos podem ser representados

da seguinte forma

e=R{Ee™}, (2.8.17)

h=R{He] . (2.8.18)

R,{z} = - - (2.8.19)

onde z € um nimero complexo arbitrario. Logo , o vefor de Poynting instantdneo

torna-se :

donde ,
w:%me{(éxﬁ')Jr(Ex j2p e'“"}. (2.8.20)

Define-se o valor médio de w como

il -] i

W, :E‘RE{EXH} (2.8.21)
e o vefor de Poynting complexo por

| [l

W=_(ExH). (2.8.22)
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2.9 POTENCIAIS AUXILIARES

As fungdes potenciais aqui consideradas sdo as fungdes p e ¢ . A

indugdo magnética é sempre solenoidal , V-b = 0 , tornando possivel sua obtengido a

partir do rotacional de uma fung@o potencial vetorial p ,

Di=Vba D

Sabe-se que

Assim , das equagdes (2.9.1) e (2.9.2) , obtém-se :

Vx(é’+%):0 :

Como
Vx(-Vgp)=0,
conclui-se da equagdo (2.9.3) que

é=—V¢>—@ 3

178

onde @ ¢ uma fungdo escalar de posigdo chamada potencial escalar .

(2.9.1)

(2.9.2)

(2.9.3)

(2.9.4)

(2.9.5)

Cicero Luiz Alves Cunha



Conceitos Fundamentais da Teoria Eletromagnética 57

As equagdes (2.9.1) e (2.9.5) fornecem os campos em termos das
novas fungdes potencial vetorial e escalar , respectivamente . Observa-se que duas
equagdes de Maxwell ja foram satisfeitas , donde os campos € e b puderam ser

definidos em fungdo de p e ¢ . As duas equagdes de Maxwell restantes s3o :

Ve e (2.9.6)
&
Vxb = uj+p8§ : (2.9.7)

Partindo das equagdes (2.9.1) , (2.9.5) , (2.9.7) e usando a identidade

vetorial
Vxfo)zV(V‘ﬁ)—Vz“ !

obtém-se a equagdo de onda para o potencial vetorial p , dada por

Dﬁ:~pf—V[V-ﬁ+y8%‘?} : (2.9.8)

Enquanto que partindo-se das equagdes (2.9.5) e (2.9.6) , obtém-se a equagdo de

onda para o potencial escalar ¢,

P, 5( = 390)
M= — S i st | B 2.9.9
@ e O ( )

O simbolo O € o operador d’alembertiano definido como
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Para variagGes no tempo do tipo €'™ , o operador d’alembertiano é
2 2
O=V? +Jy|

2
onde |y|" = w?ue .
Observa-se que as equagdes de onda para p e ¢ estdo acopladas , isto
€ , @ aparece na equacdo diferencial de p e vice-versa . Como as fungdes p e ¢ sdo

arbitrarias tem-se a liberdade de escolher uma relag@o entre elas , a fim de que , as
equacdes de onda (2.9.8) e (2.9.9) possam ser desacopladas . Assim , é imposta a

condigdo
V-p’+psa&—q}:0 ; (2.9.10)

a qual € conhecida como condi¢do de Lorentz . As equagdes de onda (2.9.8) e (2.9.9)

reduzem-se a

O0p=—p (2.9.11)
Og=—P» (2.9.12)
&

que sdo duas equagdes diferenciais ordinarias e ndo-homogéneas . Por inspecio ,

essas equagdes podem ser colocadas numa forma mais genérica ,

Oy (F,0)=f(7,1) , (2.9.13)

cuja solugéo geral é

y (7,0 =y, (F.0)+y,(7,1) (2.9.14)
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onde y ,(F,f) € a solugdo particular devido & fonte f(F,) e y,(¥,f) é a solugdo
homogénea que independe da fonte f(F,f) . A ilustragdo para resolugio da equagdo

de onda é mostrada na FIGURA 2.9.1 . A solugdo particular v, (F,1) é,

+a0

w,(Fyf) = j jG(F,t,F’,l’)f(F’,t’)di/’dt’ (2.9.15)

- '

onde G(7,t,7',t") é a fun¢do de Green para o operador d’alembertiano , definida

COmo
OGEF,4,7',') = 8(F~F)8(t—1) . 2-9419)

As variaveis de integra¢@o na equagdo (2.9.15) sdo as originadas pelas
coordenadas no espago e no tempo da fonte . A integragdo € realizada sobre o volume
¢’ , que envolve todas as correntes e cargas (fontes locais) . Conseqiientemente , os

campos sdo devidos unicamente as fontes locais ,

y(r,0) =y, (F.1) . (2.9.17)

Ponto Local

FIGURA 2.9.1 : Ilustragdo para resolu¢do da equag@o de onda .
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Deve-se encontrar a fungdo de Green para uma dependéncia no tempo
arbitraria . E conveniente expressar uma dependéncia no dominio do tempo arbitraria
em termos de uma dependéncia no dominio da freqiiéncia . As transformadas de

Fourier para as fungdes de campo e da fonte sdo :*

D)= Tf (F,0)e "™ dl (2.9.18)
Y, (F) = f].w(?',f)e"“"dt ' (2.9.19)

onde
A= Elgyjfm (F)e”dw (2.9.20)
y(F,b) = %:’Iwm(i’)e’“”dw . (2.9.21)

A equagdo (2.9.13) , torna-se

i j[]lpm(i')e“‘”da) :i:{f“’ (F)e“do . (2.9.22)
A equagdo (2.9.22) é verdadeira se os integrandos forem iguais . Considerando uma

unica componente de freqiiéncia ,

Oy, (F)=£,@) . (2.9.23)

Conseqiientemente ,

Cicero Luiz Alves Cunha



Conceitos Fundamentais da Teoria Eletromagnética 61

V)= [0 (2.9.24)

onde
OGF,F)=06(F-r") . (2.9.25)

A equagdo (2.9.25) diz que a fung@o de Green € , simplesmente , a fungdo de onda
gerada por uma fonte pontual unitaria . A fun¢do de onda vy ,(7) € sintetizada na
equagdo (2.9.24) , por superposi¢do das solugcGes ponderadas da fonte pontual sobre
o volume fonte . Se o sistema coordenado estd localizado com sua origem em

R= ’F —7'| =0, a fungdo de Green para uma fonte pontual unitdria sera simétrica e

varia somente com R (onda esférica) . Se o ponto R =0 € excluido , a equagdo

(2.9.25) torna-se

V2G(F, ) +ly| G(F,F) =0 (2.9.26)

onde ly|” =’ pe .

Colocando o operador laplaceano em coordenadas esféricas ,

VZG:'—Z
R® OR

1 E[Rz 5G) _1 & e (2.9.27)

R} ROR

Substituindo (2.9.27) em (2.9.26) e resolvendo a equagdo diferencial , obtém-se como

solugédo ,
Kien
G(F,F") = Ee’“‘"“ (2.9.28)

onde K € a constante de integragao .
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Considerando a regido na vizinhanga de R = 0 e integrando a equag@o
(2.9.25) sobre uma regido esférica muito pequena , obtém-se como resultado as

equacgdoes :

lim J'(v2 +ly[)Gd¥ = lim J-S(ﬁ)dY/ =1. (2.9.29)
14 v

Para um R muito pequeno , a fungao de Green torna-se aproximadamente igual a

lim G = L "
R0 R

Portanto , a equagdo (2.9.29) resultard em

K lim jvz(inW+[y[2 I(i)dw =i
R0 R R

174 b4
Donde
1 i (e A
Klim J.VZ(—)dﬁVJr— I(V-R)dq/ =1l . (2.9.30)
R0 R 2
4 v

Aplicando o teorema do divergente a equag@o (2.9.30) e resolvendo as

integrais de superficie , resulta

1
K=—. (2.9.31)
4mr

Portanto , a fungdo de Green completa sera

etr‘iy1R

4nR

G(r,r')=— (2.9.32)

Cicero Luiz Alves Cunha



Conceitos Fundamentais da Teoria Eletromagnética 63

E a fungdo de campo y ,(7) é obtida usando a equagdo (2.9.24) ,

+ily|R
ufm(r”)=—$ J.[e R ]fm(F’)dV/’ : (2.9.33)

Substituindo (2.9.33) em (2.9.21) , obtém-se a fungdo de campo

W (F,t) ,
i(otty|R)
w(F, D)=~ r' & d¥do . (2.9.34)
-0 '
Mas ,
fulF) = [rE e =ar
Logo ,

1 T T io(t—1"+ (0]
W(F,’):——S 2 _[ _‘. J.f(F’,t')e (ko) dde . (2.9.35)
T

-0 ¥' -

Resolvendo em primeiro lugar a integral sobre @ , utilizando a expressdo
+0
je"‘”a’co =218(1) ,

a equagdo (2.9.35) resultara em

+0 6 ' +ly|R
R J' J' ; ly' fo) S lGROY L (2.9.36)
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Comparando (2.9.36) com (2.9.15) , conclui-se que a fun¢do de Green

para o caso geral variando no tempo €

L
G(F,t,F',z')z—‘S(' ’4"1|:|R/w). (2.9.37)
TT.

A fungdo geral de Green , dada pela equagdo (2.9.37) , descreve um impulso num
instante ¢ do ponto de campo , o qual estd adiantado ou atrasado , em relagdo ao

impulso da fonte , pelo fator |y|R /w . Se escolhermos um adiantamento do impulso
no ponto de campo , [ =1{'— |y|R /cu , a fung¢do potencial obtida representa uma onda

propagando-se na diregdo da fonte ,

y(F,0)=— J‘f(F”’;;J;'R/ ) v’ . (2.9.38)

O potencial adiantado é uma solugdo matematica aceita . Contudo , ele entra em
conflito com o principio da causalidade . Agora , se as ondas propagam-se em
dire¢dio contraria a fonte , entdo , o impulso num instante do ponto de campo estd
atrasado do impulso da fonte de 7 = 1" +|y|R/o . A fungdo do potencial obtida é dita

potencial retardado"

F't—ly|R/
(7, f) = —If(r S (2.9.39)
47R

Qo

Se a onda é monocromdtica , a fungdo fonte f(7',t") possui uma

variagdo no tempo do tipo
M= 7 EHE™ < (2.9.40)

Entao ,
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S(7t=lr|Rjw) = £ (') @110 (2.9.41)

MGOHES J‘——f; (;R) ¢! SR Ay (2.9.42)
o

Os potenciais escalar e vetorial , @(r,7) e p(r,t) , sdo obtidos

aplicando-se a equagdo (2.9.42) para cada componente retangular e somando-as :'*

B(F,1) = —Miy(:;e ) g@in g1 (2.9.43)
P

Q(F,t) = ZVT(;}e“‘"' AR A0 (2.9.44)
>

As equagdes (2.9.43) e (2.9.44) sdo conhecidas como integrais de Helmholtz e

representam a onda irradiada pela fonte local #' .

2.10 CONDICAO DE [RRADIACAO DE SOMMERFELD

Sommerfeld*! obteve uma condigdo que deve ser satisfeita pela fungdo
de campo y (7,f) , a fim de que a fungdo y (7,f) represente somente a onda irradiada
por uma fonte local . A FIGURA 2.10.1 sera utilizada na demonstragdo da condigdo
de irradiagdo de Sommerfeld . O volume %' € interno ao volume ¢’ e as superficies

Se S' sdo seus contornos , respectivamente . O vetor & pertence ao espago vetorial

existente no volume % e i é o vetor unitario normal a superficie S'.
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Ponto

/: Ponto Local

FIGURA 2.10.1 : Tlustragdo para demonstragao da condigao

de irradiagdo de Sommerfeld .

Aplicando o teorema do divergente ,

J.V-g"dwzcj'ﬁ-ﬁds : (2.10.1)
S

v

Se F for substituido por G , onde G é a fun¢do de Green e y ¢é a fungdo de campo

escalar , a equag@o (2.10.1) torna-se

J.V-(GVw)d(V - cj-(va) -AdS . (2.10.2)

v

O integrando na integral de volume da equacdo (2.10.2) pode ser

expandido originando a primeira identidade de Green ,

J‘(GVZW +VG-Vy)d? = cj‘(Gqu)-ﬁdS ; (2.10.3)

v
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Permutando G e y , obtém-se a segunda identidade de Green
j(u/VZG +Vy -VGY? = 4(!]/VG) -ndS . (2.10.4)
4 S

Subtraindo (2.10.4) de (2.10.3) , resulta no teorema de Green

I(GVZW —yVGYY = (j.(GVW —ywVG)-ndS . (2.10.5)
& S

Especificando ¥ como sendo o ponto de campo e 7' a varidvel de

integragdo , o teorema de Green é reescrito na forma

[e@w e -veveepe -

4[G(F’)V’w(7")—w(F’)V’G(F’)]-ﬁdS ; (2.10.6)

S

onde é admitida uma dependéncia no tempo do tipo € .

A fung¢do de Green €

e-iiriR

=

Z 4nR

VG =V-(-V'G)=V"?G =8(R)-7°G .

Conseqiientemente , da equagdo (2.10.6) , obtém-se
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1y;R

dv' - jw(F')E(F—F’MW' =

v

3 e-rmR e—r'irlR 3 ;
w(F)V' T RS
S

= _[[V’Zw(F’)HZw( e

Portanto ,
z .7 re e-ilrﬁﬁ
W) == (V@) e -
4R
r{/
[e-wR] o lIrIR
r v’ - Vv (F") |-ndS’ . 2.10.7
w (") TR o v (r') ( )
S
Mas ,
fFE)=VW(FE) +y W (F') .
Logo ,

zy;R e—'])’ﬁR e'iinR
— = 0 r V! = V'w(r)|-ndS' . (2.10.8
W) = jf( VW |- v s 2108)
S

Observa-se , na equagdo (2.10.8) , que a integral de volume pode ser

decomposta em duas integrais de volume . Assim ,

e R g IR -ily|R
[re )ed = [£)—d+ ff(r')—dwv

v

e como a fonte f(7") fora do volume %’ € nula, tem-se
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-rlrIR

[rene a - _ff( Ve

Com isso , a equagdo (2.10.8) resulta em

—; 7R o e e—I}r|R e -i|y|R - o Ad
y(F) = f(r ) -Qly(r") ) v (") [-ndS" . (2.10.9)
S

a integral de volume representa a parcela de

Na equagdo (2.10.9) ,
y () devida as fontes internas ao volume %'’ e a integral de superficie corresponde a

parcela de y(7) que s6 pode ser origindria de fontes externas ao volume %’

Comparando as equagdes (2.9.42) e (2.10.9) , conclui-se que a fun¢do de onda y (¥)

representara somente ondas sendo irradiadas pelo volume %’

-ily|R e—:iy|R
\% - V'y(r') |-ndS' =0 . 2.10.10
C_ﬂw(r) [MJ - w(z)Jn 0.  (10.10)
S

SIS

Admitindo que a superficie S seja esférica de raio R infinito ,

pode-se fazer
iV = =R (6RJ _6_ 3
OR OR
dS = R*dQ
onde dQ é o elemento de dngulo sélido . Portanto , a equagdo (2.10.10) torna-se

—ilyy|R —ily|R —
4lim —W(F)-a—[e J L NG e B
R OR\ 4nR 4R R

S
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Donde ,

lim RF"’( )+1|y|q/(r)]+hm R";(’) =10 (2.10.11)

originando duas novas condigdes :
‘lim Ry (F)=C*, (2.10.12)
lim [ G )+z|y|w(r)} (2.10.13)

A condigdo (2.10.12) é a condigdo de existéncia natural de wy(r) .
Isto é , w(F) deve possuir a propriedade de que Ry (F) ndo torna-se infinito quando
R —> o . A condigdo (2.10.13) € conhecida como condigdo de irradiagdo de
Sommerfeld . Quando essa condigdo é satisfeita , todas as fontes sdo envolvidas pela
superficie esférica S e a fungdo de onda representa somente ondas propagando-se para

fora do volume %/ .

2.11 TEORIA DO ESPALHAMENTO

As ondas eletromagnéticas sdo espalhadas por objetos localizados na
dire¢do de propaga¢do da onda incidente . Nesse objeto sdo induzidas correntes que
produzem os campos espalhados . A geometria para o problema do espalhamento é
mostrada na FIGURA 2.11.1 . A permissividade do objeto é o tensor ¢ e a

permeabilidade magnética é pn, . O objeto € envolvido pelo ar , cujas caracteristicas

eletromagnéticas sdo u, € g, .
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Os campos devem satisfazer as condi¢des de contorno na superficie de

separagdo e a condi¢do de irradia¢do de Sommerfeld :

WV, =V, ty, Gane (€ 25E1a)
Y=V, para p —> o, (2.11.2)

onde C ¢ a superficie de contorno e v, , y, e v, so as fungdes de onda difratada ,

incidente e espalhada , respectivamente .

Ho 5 €

v

FIGURA 2.11.1 : Geometria para determinagdo da segdo de espalhamento

transversal , o (@) .
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A se¢@o de espalhamento transversal , denominada secdo transversal

do radar biestdtico ( bistatic radar cross-section ) , () , é definida por :*!

o(p) = lim ”Is(“l’) (2.11.3)

=i

onde p, (¢) ¢ a potencia espalhada em watts e W, é o vetor de Poynting incidente .

Tomando como referéncia a area de um cilindro de raio p e comprimento unitario ,
tem-se :

p.(p) =2mpW_

(2.11.4)
onde Ww € o vetor de Poynting na dire¢do radial . Portanto , a equagdo (2.10.3)

torna-se

o(p) =lim 27 lWipl : 251155
(¢) = lim 27p 7] (2.11.5)

O vetor de Poynting na dire¢do radial , :‘p , pode ser obtido se for resolvida a

equagdo de onda em coordenadas cilindricas . Conhecidos os campos , obtém-se a

se¢do de espalhamento transversal . Assim , o vetor de Poynting espalhado é

1
> (2.11.6)
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Conseqiientemente , a densidade de poténcia espalhada torna-se
7, = (B~ B, Yo (B, — B )
+(E, H,, - E, H; )] . (2.11.7)
Logo , da equagdo (2.11.7) , conclui-se que a componente radial de W; é
7= %(EW H,-E_H. )p . (2.11.8)

O vetor de Poynting complexo incidente , ¥, , € dado por

W = %(Ei ) (2.12.9)
Substituindo (2.11.8) e (2.11.9) em (2.11.5) , resulta
: ISl =I5 e
o(p) = ‘Ijl_rg) 2np |Ei H (2.11.10)
A densidade de poténcia radial é
W, =~(E,, x i.,) 2.11.11)
2
onde
EL =B o
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e o indice ¢ denota componente tangencial . Mas ,

5 _ PXE,
H, = ’ (2.11.12)
n

E

E, =-n(pxH,) . (2.11.13)
Portanto , a densidade de poténcia radial pode ser reescrita como

e 2.11.14

Gf) T _2_7; s\t P ("" z )

ou

i 2

W, :g| ook (2.11.15)

Finalmente , a se¢do de espalhamento transversal pode ser escrita da

seguinte forma :

e | s.1|2 e IﬁsJ‘z
o(p) = }l)l_lll) 27tp—-T— lim 27p——H-

Eoa lﬁr (2.11.16)
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CAPITULO 3

TEORIA DO PLASMA

3.1 INTRODUCAO

O plasma € constituido por um grande niimero de particulas carregadas
e neutras que interagem umas com as outras . E conveniente adotar uma aproximag¢ao
estatistica , a fim de definir o comportamento mais provavel dessas particulas . Para
uma maior compreensdo do plasma e de suas caracteristicas eletromagnéticas é
necessario que sejam estudadas a fungdo de distribuigdo , as oscilagdes envolvidas ,
velocidade média , densidades de carga e corrente , equagdo do movimento e a
equagdo de Boltzmann . O plasma sera considerado como sendo um sistema

constituido por um grande niimero de particulas idénticas ( monatomicas ) .

3.2 FUNCAO DE DISTRIBUICAO

A cada ponto no interior do plasma é associado um elemento de
volume d¥%’ , no interior do qual existem dN particulas (FIGURA 3200 LA

quantidade de particulas no interior do volume infinitesimal é
dN = n(x,y,z,t) d¥ , (3.2.1)

onde n(x,y,z,t) é a densidade de particulas e d¥’ = dxdydz .
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xy.z)

Plasma

N

FIGURA 3.2.1 : Geometria para analise da fun¢do de distribuigao .

A densidade de particulas local® pode ser definida como sendo ,

40 +0 +0

nez) = [ [ [y, v ddv,av. (3.2.2)

—00 — —dD

onde f(x,y,z,v,,v,,v.,t) € a fungdo de distribuicdo das particulas e

dv. , dv, , dv. as velocidades elementares segundo as coordenadas x , y e z .

XD y 2
Baseado nas equagdes (3.2.1) e (3.2.2) , conclui-se que f(x,y,z,v.,v,,v_,[)
representa o provavel numero de particulas encontradas no volume d¥%’ , com

velocidade compreendida entre os limites v, +dv, , v, +dv, , v +dv, , num

instante 7 . Ou seja ,

dN
dxdydzdv, dv,dv,

f(x,y,z,v,,vy,vz,t) =
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Se a densidade de particulas independe do tempo , ou seja , ndo existem forgas
externas variaveis com o tempo provocando perturbagdes no plasma , a fungdo de
distribui¢do dependera somente da energia cinética e energia potencial das particulas .

Essa fungao de distribuigdo serd a de Maxwell-Boltzmann :

m(vfn';n-:) %(x,y.2)
'
2xT xT

S (x,p,x,v,,v,.v,)= Ae (3.2.4)
onde k € a constante de Boltzmann , 7 € a temperatura absoluta do plasma , m é a
massa da particula e 7(x,y,z) € a energia potencial da particula .

Das equagdes (3.2.2) e (3.2.4) , tem-se :

_ %(xy2) m(\ +VIEVD)
n(x,y,z)=Ae = IIJ = dv dv, dv, . (3.2.5)

-0 —0 —a0

A integragdo envolvida em (3.2.5) pode ser facilmente efetuada e resultara :

" 5/ %(x,y,2)
n(x,y,z) = A(-chJ e { 3 } : (3.2.6)
m

Definindo #, como sendo a densidade de particulas quando a energia potencial €

nula , entdo , a constante A sera :

=4 32
A=n, : (3.2.7)

2nxT

Finalmente , a fun¢do de distribuicdo para um plasma estavel ( fungéo

de distribuigdo de Maxwell-Boltzmann ) e a densidade de particulas tornam-se :*!
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3 _{’"(":'V;*Vi)bfl(-t.y.z)}
m 2 2xT kT
f(xgy,Z,anVy,Vz) =n, (;{K—f) e y (3.2.8)

?l(x,y.:)}

n(x,y,z) =n, e—{ o2 (3.2.9)

3.3 VELOCIDADE MEDIA E DENSIDADES DE CARGA E CORRENTE

Se a fungdo de distribuigdo das particulas € f(x,y,z,v,.,v,,v.,f) ,

entdo , a velocidade média e a velocidade média quadratica podem ser determinadas

por :P!

+a0 a0 -fa0

IIIVf(x,y,z,v_r,vJ,,vz,t) dv, dv, dv,
W (3.3.1)

+a0 a0 a0

jJ-If(x,y,z,Vx,vJ,,v:,t) dv dv, dv,

) A L

G0 00 40

II.“vzf(x,y,z,v_,,vy,vz,t) dv, dv,adv,
V= 2w ; (3.3.2)

0 0 -+0

j f jf(x,y,z,vx,vy,vz,t) dv, dv, dv.

—u0 —00 —<0

No caso de um sistema estavel , a agitagdo das particulas é devida
somente ao efeito térmico e a fung¢do de distribuig¢do sera a de Maxwell-Boltzmann .

Como a fungéo de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann € simétrica em relagdo ao eixo
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v=0 , a velocidade média sera nula (V =0) . Calculando a velocidade média

quadratica pela equagdo (3.3.2) , tem-se :

3 4w o [ o 2 [(to
5 ;mv_, _& _ﬂ
V? :3[ z ] J.e 28] Ie 3 J‘vi e 2dvi i dvi IRV (3.3.3)
2T % 5

Integrando por partes , a equagdo (3.3.3) resultara em

V2= ey (3.3.4)
m

que € a velocidade média quadrdtica cujo valor é diretamente proporcional a

temperatura absoluta do sistema . Na equacdo (3.3.3) observa-se que

V2 =V Vi ival— = (3.3.5)

onde v’ € o valor médio quadrdtico da velocidade térmica , cujo valor eficaz é

obtido extraindo sua raiz quadrada ,

TS L O (3.3.6)

A densidade de carga resultante € a somatéria entre a densidade de
carga idnica e a densidade de carga eletronica . Cada ion carrega uma carga igual a

Zle| (Z é o numero atdmico) e cada elétron transporta uma carga igual a —|¢| . A

densidade de corrente resultante € a somatoria da densidade de corrente idnica e a
densidade de corrente eletronica . O sentido da densidade de corrente iOnica é
contrario ao da densidade de corrente eletronica , devida a velocidade média
eletronica ser oposta a velocidade média i6nica . Conseqiientemente , a densidade de

carga e a densidade de corrente serdo dadas por :*!
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0. (x,y,2,1) = an n, =le| (Zn, —n,) (3.3.7)
P an =|d (ZnV, - n,V.) (3.3.8)
onde
TTTf (X,¥,2,V,,V,,V,,0)dv.dv dv, , (3.3.9)
vV, —nij:.jj'\?afa (X,,2,V,,V,,V,,t)dv dv dv, . (3.3.10)

3.4 RAIO DE DEBYE E PARAMETRO DO PLASMA

Uma das caracteristicas mais importantes do plasma € sua habilidade
em manter a neutralidade das cargas internas . Sera considerada a nuvem elétron-ion
na vizinhanga de um ion arbitrario do plasma a fim de que se possa calcular o
potencial eletrostdtico no interior da nuvem . Na FIGURA 3.4.1 esta representada a

nuvem eletron-ion na vizinhanga de um ion de carga Zle] , onde Z € o numero

atomico . Quando r, <r <r , as densidades devem satisfazer a condi¢do de

neutralidade ;"

Znﬂqu =Zn,—n,=0. (3.4.1)
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O campo elétrico gerado pelo ion sera :

E(F) = -Vo(F) . (3.4.2)

onde @(7) é o potencial eletrostatico .

nuvem TR
elétron-ion e

FIGURA 3.4.1 : Nuvem elétron-ion na vizinhanga de um ion .

A lei de Gauss para o campo elétrico € escrita da forma :

Vel = 22 iznaqa : (3.4.3)

€y €y

O potencial deve satisfazer as equagdes (3.4.2) e (3.4.3) , 0 que dé origem a equagdo

de Poisson ,

e
V2p(F) = —S—Znaqa (3.4.4)
0

a=e,i

onde n, € a densidade das particulas de indice o , com carga ¢, , na nuvem . Se o

plasma estiver num estado de equilibrio termodindmico , as particulas descreverdo um
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movimento organizado e a densidade das particulas n, sera determinada pela formula

de Boltzmann ,

%(x,y,z
nyE=inm e_{%} 5 (3.4.5)

Como a energia potencial da particula é

%w=q,0 , (3.4.6)
a densidade eletrdnica sera
ﬂ
n,=n,ex (3.4.7)
e a densidade iOnica
2= e W (3.4.8)

(13]

A condigdo de ionizag@o' - , também conhecida como condi¢do de

plasma ou pardmetro g do plasma , é definida pela relagdo entre a energia potencial e
a energia cinética média ( mv?/2 ) . A importancia do parimetro g consiste em
possibilitar uma definicdo mais completa para o plasma . Da defini¢do anterior , o

parametro do plasma g é escrito na forma

_2Z)elp
g=—-—¢<

<1. 3.4,
T (3.4.9)

Colocando a equagdo de Poisson , equagdo (3.4.4) , em coordenadas

esféricas , tem-se :
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2 3 Z& '_e_:f
l—‘27(rqo)=—ﬂ(-2'n.- —n,,)=—H Zny, e [ o ] -ng,e< » . (3.4.10)
r or G £,

Da condigdo de neutralidade e como Z|e[(p <<k

{5F)_ B (@ Dnafde

T ~
Zn, e =yl G =
K1

Conseqiientemente , a equagdo (3.4.10) torna-se igual a

(Z +1)n,e’

— (rp) =0 (3.4.11)

62
?;r—z("@) =

que € uma equagdo diferencial ordinaria , homogénea , de segunda ordem . A solug@o

da equacdo (3.4.11) é

o="e" (3.4.12)

(510131

onde 4 é a constante de integragdo e / € o raio de Debye cujo valor € dado por

o < e (3.4.13)
(Z+1)n,e’

No ponto médio , r =7 , 0 campo eletrostatico €

T
E = =-V
7y 4rg 2 2

(3.4.14)

)
r=r

Entretanto , como
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gzl A
~Vo| . :3(1+Lje (”)r (3.4.15)
e h
e admitindo que 7 << A , a equagdo (3.3.15) pode ser aproximadamente igual a
V| . = :f—i—r” : (3.4.16)
-

A constante 4 é facilmente obtida igualando-se as equagdes (3.4.14) e
(3.4.16) . Assim ,

A (3.4.17)
4re,

Conseqiientemente , o potencial a uma distancia r sera

7 i
o(r) = ?J:l;e (0 (3.4.18)

e a uma distancia r ,

Zle

4ng 1

o(r) = onde F<<h. (3.4.19)

A probabilidade de uma particula carregada ser encontrada na regido

esférica de raio r, é Z/2Z e na regido esférica de raio r, é 2Z/2Z . Portanto , a

distancia média r sera

g o
S (3.4.20)

F

Como o nimero de particulas , com carga igual a |¢| , encontradas na regido esférica
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deraio 1, € Z e na regido esférica de raio r, é 2Z , tem-se :

87
5= 5 ) (3.4.21)
4nn,,
3Z
rZ = z] 5 (3.4.22)
27mn,,
€ a equacao (3.4.20) torna-se :
= ZMenEes, (3.4.23)

Assim , o pardmetro do plasma pode ser escrito da seguinte forma

( Ze j
2mE  F 7532 13

e

<< 1

g= (3.4.24)

2

kT 2ne kT

o qual nos diz que o plasma deve ser suficientemente quente e suficientemente
rarefeito para que a condigdo dada pela equagdo (3.4.9) seja satisfeita . Usando o raio

de Debye , h , pode-se escrever a condigdo de ionizagdo na forma equivalente ,

o} o)
I s SO (3.4.25)
3 3\ n(Z+1)

significando que o nimero de particulas do plasma num volume de Debye , que é uma
esfera de raio 4 , deve ser suficientemente grande .

Conclui-se que o plasma poderd manter a neutralidade das cargas
somente se o raio de Debye h for pequeno comparado com as dimensdes fisicas do
plasma . Assim , o plasma pode ser melhor definido como sendo uma cole¢io de
particulas de cargas positivas e negativas aproximadamente iguais , em que o

parametro / , definido por (3.4.13) , € muito menor que as dimensdes do plasma .
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3.5 FREQUENCIA DO PLASMA E FREQUENCIA DO CICLOTRON

Sera analisado o movimento das particulas carregadas na presenga dos
campos elétrico e magnético . Os indices // e | serdo utilizados para denotar as
componentes de uma quantidade paralela e perpendicular a dire¢do do campo

magnético , respectivamente . Em uma particula de massa m e carga —|¢ ,

movimentando-se na presenga de um campo magnético constante B, , atuard uma

forca de origem magnética , dada por :
F, =-|¢ vx B, (85551))

onde v é a velocidade da particula . E importante observar que essa forga ndo realiza
trabalho sobre as particulas , pois ndo possui componente na dire¢do do campo

magnético . Se ¢ € a energia cinética da particula , entdo :
6 =L m(v? ++? 3.5.2
G =06+ l-;m(v,,-kvl) - (3.5.2)

E 6bvio que v, permanece constante durante o movimento da particula . Num

sistema coordenado movendo com velocidade v,, , a drbita da particula é um circulo .

[13]

O raio de giro , também chamado raio de Larmor" , € obtido igualando-se a forca

centrifuga a forga magnética ,

mv
Riime sl
=B, (3.5.3)

Portanto , a velocidade angular , chamada freqiiéncia de Larmor ou freqiiéncia do

; . .[5013
ciclotron , sera B3
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— s 0t (3.5.4)

E evidente que , da equagdo (3.5.1) , as cargas de sinais opostos deslocam-se
realizando orbitas em sentidos opostos . O centro do raio de curvatura da trajetéria
dos elétrons move-se ao longo das linhas de forga do campo magnético com uma
velocidade igual a v,, . Portanto , a 6rbita de uma particula forma uma hélice .

O efeito do campo elétrico sobre 0 movimento das particulas € mais
significativo sobre os elétrons . A FIGURA (3.5.1) mostra o deslocamento x da
camada de elétrons em relagdio a camada de ions , d é a espessura da camada
eletronica .

A lei de Gauss para o campo elétrico é

VB = o (3.5.5)

Portanto , o campo elétrico serd

X

E J'B“— e’ = Pr g (3.5.6)
80 80

Il

e a forga elétrica

= lap_ . _dhe
F.=———xxX=m—x . SESN
& €y dt? ( )

ot

No caso de ondas monocromadticas , x(x,t)=x(x)e"* . Portanto , da equagéo

(3.5.7) , obtém-se a fregiiéncia do plasma °'"!

|e pV neez
D= et s (3.5.8)
me me,,
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Camada

——  Eletronica

Camada
Ionica

FIGURA 3.5.1 : Efeito do campo elétrico sobre o movimento das particulas .

3.6 A EQUACAO DO MOVIMENTO E A EQUACAO DE BOLTZMANN

Num sistema de particulas em movimento , na presen¢a de uma onda
eletromagnética , podem ocorrer colisdes . Contudo , se o efeito da temperatura é
desprezivel o plasma estara em equilibrio termodindmico € o movimento das

particulas pode ser completamente descrito pela equagdo do movimento :

F=F,+F,+F.=m (3.6.1)

= av

dt

onde F, é a forga devida ao campo elétrico , F, é a forga devida ao campo
magnético , F. é a forga devida as colisdes , m é a massa da particula e v & sua

velocidade .
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(15]

Sabe-se do célculo diferencial' *' e das equagdes (2.2.2) e (2.2.3) que

av o o dr N . A
= (VA v
dd o o d ot
= Gi7 .

F,=q( xB),

onde g € a carga elétrica da particula , £ € o campo elétrico e B € a indugdo
magnética . Se durante um intervalo de tempo Af ocorrem " colisdes , o choque é
inelastico e as particulas possuem a mesma velocidade , a for¢a devida as colisdes €

aproximadamente

I = N —(ijmv = —omv , (3.6.2)

onde v é a freqiiéncia de colisdo . A equagdo do movimento torna-se :
Gl ey = 25 (3.6.3)
ot m m

Quando for considerado o efeito da temperatura , a densidade de
particulas é puramente estatistico . Portanto , as particulas possuem uma fun¢do de

distribui¢do f(x,y,z,v,,v,,V.,!) , definida pela equagdo (3.2.3) . A taxa de varia¢do

da fun¢do de distribuigdo , em relagdo ao tempo , € dada por :

d & F d&F F & (&
R E (&) (Ei)

(4

onde o indice ¢ denota colisdes . Portanto , a equagdo de Boltzmann pode ser escrita

na forma :
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ISIENY

St s e = |
+V V,f+m(E+v B)-V. f (&) (3.6.5)

[

a qual serd utilizada juntamente com as equagdes de Maxwell na descricio das

caracteristicas eletromagnéticas do plasma quente .
3.7 DESCRICAO ELETROMAGNETICA DO PLASMA

Na descrigdo eletromagnética do plasma sera considerado o efeito da
temperatura . O tratamento matematico € mais complexo , comparado com o
necessario ao estudo de um plasma frio (temperatura absoluta do plasma é
desprezivel) . Vérios trabalhos foram desenvolvidos , dentre os quais os de J.E.
Drummond (1958)""!, Ira B. Bernstein (1958)"* ¢ Lyman Mower (1959)® . O plasma
€ constituido por elétrons , ions positivos e particulas neutras . Na auséncia de
perturbagdes , o plasma possui densidade uniforme e é eletricamente neutro . Dentre
as particulas existentes no plasma , 0 movimento dos elétrons é mais significativo ,
uma vez que , sua energia cinética € muito superior a dos ions .

O estudo da influéncia do plasma sobre a propagacdo da onda
eletromagnética consiste da solugdo simultdnea das equagdes de Maxwell e da
equagdo de Boltzmann . A fungdo de distribui¢do /', deve satisfazer a equagdo de

Boltzmann :

+\7.V,f—‘e|(E+\7x1§)-va2(%) ; G-Z1)

m

2|

c

As quantidades —|e] , V. € m sdo a carga , a velocidade e a massa de um elétron :

respectivamente . Conforme o modelo de Kook, o termo representando as colisges

pode ser aproximadamente igual a
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(i) =-o(f—-£,) , (3.7.2)

em que v € a freqiiéncia de colisdo e f, € a fungdo de distribui¢do para o plasma em
equilibrio termodindmico .

Baseado no trabalho de William P. Allis , Solomon J. Buchsbaum e

Abraham Bers!” , as condi¢des de linearizacdo da equagdo de Boltzmann sdo :

E(F’t) & El eSSl
B(F,t) ~ BO§+B1 ei(m{—f.;) ] (3.7.3)
f(’_:,v,t) ~ fO .+.f‘1 ei(wr-f.;) :

onde B, >>'1§,’ , fo >> f, e ¥ éo vetor propagagdo .

A fungido de distribuigdo f; é a de Maxwell-Boltzmann ,

; (3.7.4)

i ‘[W‘]
fo = ,10( J e 2xT
2nkT.
onde k € a constante de Boltzmann e 7 € a temperatura absoluta . Portanto, a

densidade local de particulas sera :

00 0 o0

-0 —a) =0

Substituindo as equagdes (3.7.2) e (3.7.3) na equagdo de Boltzmann |,

resulta :

-

%+%+V-V,fo+v-v,f,—%E,-vao—lggl.vvfl_
efi s el St elon s
—%(VXB)'VV-/—O_l;;I(VXBO)‘VVfl_J'—nI_(VXBl)'VVf; =—uf, .
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a equagao (3.7.6) torna-se :

ﬁ+'\7-V,f,—HEI-V,,A—H(VXEo)'Vvﬂ=—Uf1 3 (X577
74 m m

Na FIGURA 2.7.1 é mostrada a orientagdo da velocidade da particula

v , do vetor propagagdo y e do campo magnetostatico Eo em relagdo ao eixo

coordenado . Assim, tem-se :

y=%Xy, +zy,, (3.7.8)
V=Xv,cosp+yv, senp+zv, , (3.7.9)
(3.7.10)

vy =Y,V tY V,C08¢Q .
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Manipulando separadamente cada termo da equagédo (3.7.7) , obtém-se

os seguintes resultados :

5]’ :
=L _l((‘)—v }')fl I(CO—Y//V//—YJ_VL COS(P)f1 ’

v.vr.](l = _'i(:‘}")_;)fl = _i(y Y YRV COS(P)fl )

ql @‘-1 _dj_ ( fl) -:--vl sen(pﬁ--b-VlCOS(P d P

dp & do do o, v,
o 5 7, 2|0 2

0l B).V = = ——" 4
m(vx e N I DV, 6Vy ov, Qe op

Entdo , a equagdo diferencial (3.7.7) torna-se :

—in—2 —2 i
%H_(a) iv =2y ,v, —Y_LVLCOS‘P]}Q:_I‘L(EI.VJO) (3.7.11)

20 ®, mo .,

que é uma equagdo diferencial linear , ndo-homogénea e de primeira ordem .

A equagdo (3.7.11) pode ser reescrita como

‘?f' + P(@)f, = R(0) (3.7.12)

onde

= =i(a—bcosep) (3.7.13)

(-

0= 02V s e cosq))

P(p) = i(

(<
R(p) = =+ )i (3.7.19)
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A solugdo da equagdo (3.7.12) é do tipo
Ji =¢(@)s(e) . (3.7.15)

Portanto , sua derivada em relagdo a ¢ é

IS £3§+ é’_g (3.7.16)
op op op

Substituindo as equagdes (3.7.15) e (3.7.16) em (3.7.12) , resulta

5‘9—‘5 i g[ﬁ—é + P(q;)g] = R(®) . (3.7.15)
op op

Uma solugdo particular da equagdo (3.7.15) é dada pelas equagdes :

Z—g + P(@)E =0, (3.7.18)
P
G o) (3.7.19)
o

Resolvendo as equagdes (3.7.18) e (3.7.19) , obtém-se como solugdo

as equagdes abaixo :

e-[ P(p)dyp

&) = K , (3.7.20)

@
I v C
S(0) == j A S (3.6.21)
1
@,

Substituindo as equagdes (3.7.20) e (3.7.21) na equag@o (3.7.15) , obtém-se a solugdo

completa da equagdo (3.7.12) :
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A fungdo de distribuigdo f, € limitada em ¢’ , onde vlﬂle;:

Conclui-se que @, = — e a area de integragdo € mostrada na FIGURA 3.7.2 . Logo ,

a equagdo (3.7.22) torna-se :

(4

fl = |€l E] ; Vv'fo(V') e—i{a(?—qt')_b(smm—smy')]d(p, (3-7.23)
mao

c

-

onde

= R (3.7.24)
wc
e 2 (3.7.25)
w

c
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A densidade de corrente total (.7,) € a soma da densidade de corrente

de condugdo (jc) mais a densidade de corrente de deslocamento (jd) . Portanto ,

tem-se :

J, = e S (3.7.26)

onde

+90 490 +0

J. = cE eSS siel j I I Ve T dv dv dv, , (3.7.27)

—on —a0 —0

J, =ioe B Sis (3.7.28)

A condutividade do plasma ¢ é obtida substituindo a equagdo (3.7.24) na equagado
(3.7.27) . Observa-se que essa condutividade possui uma caracteristica tensorial

justificada pelo tensor VV . f,(v') . Representando a condutividade pelo tensor ¢ ,

tem-se :

FD 40 O @
2
mo,

—0 —00 —0 —0

Considerando o plasma um dielétrico , a densidade de corrente total
deve ser igual a uma densidade de corrente de deslocamento equivalente . A

densidade de corrente de deslocamento equivalente €

Sy S ot o
J =1a{801+-_—:|-E, =iwe-E
i®

i (3.7.30)
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onde
&‘mr 8_\,y Sx_, A
F=lG. & e [= ol +— B.7:3h)
140
& E &

€ a permissividade equivalente do plasma e [ é a matriz identidade .

Como

V=XV, cosQ+ yv, sene +zv,,

%o

seng’+z

cos@'+ p
1t

%o
v

17

o produto VV_. f,(v') resulta num tensor em coordenadas retangulares , dado por :

YW - o vi=
-

v 0

cospcosp’ v

L At

dL

%o

IL

Il

=

Vv

e

\ sen@cosQ’

<

L
L

0 r
V,, —COSQ
L

Ssen@’cos@ Vv, Z" cos@
L 1/
*sengseng’ v, g‘) sen @
L 1

v, —>sen¢@’ v, Jo
ov, v,

-

>

7. 3132

A fim de facilitar nos célculos € necessario fazer a transformagdo do

tensor dado pela equagdo (3.7.32) , de coordenadas retangulares (x,),z) para

coordenadas retangulares (/,r,p) . Para o tipo de plasma considerado neste trabalho :

os eixos / e r correspondem aos eixos x e y girados de quarenta e cinco graus no

sentido horario e o eixo p € coincidente com o eixo

FIGURA (3.7.3) . Com isso , tem-se :

.

, conforme mostrado na

Cicero Luiz Alves Cunha



Teoria do Plasma 98

] i O %
rl=—|1 i 0 ||y 37133
|~ ; s
p 0 0 2z
Donde , a matriz de transformagédo é definida como
: 7 (0
U=—|1 ¢ 0 (3.7.34)
§ 4 B

FIGURA 3.7.3 : Sistema de coordenadas retangulares (x,y,z) e (/,r,p) .

A transformagdo de um tensor A , em coordenadas retangulares

(x,y,z) , para um tensor A’ , em coordenadas retangulares (/,r, p) , € realizada da

seguinte maneira :

% ]
(£ 5 24 p|=[ 7 pla|r
Z p

Cicero Luiz Alves Cunha
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Portanto ,

0=
>
st
N
!

Conseqiientemente ,

= UAUT (3.7.35)

e a transformag&o inversa ,

A=UTA4'U , (3.7.36)

onde as matrizes de transformagdo sdo :

1 =i+ 0] : & )
1 : 7 AT
U=—|1 l 0 > Of =—=l|=i 1 0 >
‘E_o W 2] 206 0 v
(3.7.37)
By 0] ; i@
=l . — R i
U=—|1 —-i 0 , U'=—f4|i —-i 0|. =
2 e
‘/5_0 0 2] 200 0 V3

A equagdo (3.7.29) é escrita , em coordenadas cilindricas esféricas , dar
seguinte forma : :
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Fazendo a transformagdo da equagdo (3.7.38) , de coordenadas

retangulares (x, y,z) para coordenadas retangulares (/,r, p) , tem-se :

O_II O-lr O',

p
- T T T
c'=UclU =|o; o, o,|=
O pi Gpr GPP
> +0 40 2n @
SR e v 2:e—i[a(w-fp’%b(scw—scnw')ld 'd(pdV dv
= e L P (AL
10 0 —o
onde
Ar = NTTT _
A'=UvV _ f,(vHU " =
VJ_ @_0 el((prq)') V_L @{0 ei(q:—cp’) ‘J,EVVL WO eicp )
ov, 7 Ny, []
o . e e i ; o ~
:[1 7 p]; vlﬁe io-9") vl%e @) oy, Fo 0| 2
Z L it 1 ﬁ
V2v, % e o) Jo ep 2 2v,, g |
L 8V,L 5V,L aVI/ ]

A fun¢do de distribuigdo f, €,

s ¥z my 1 32 _(vi 'Y’:’)

_— Xd — 2v,

5= n0(7 J e 20 =g =y |RE £
2k T, 2mv,

Assim , suas derivadas parciais em relagdo a v, € v, serdo :

PERrRTL
_(wln,,]
2v;

Gy, o MENG
= 2
vy @er)?v;
_["i +vf,)
d, T UGN R
Ny, (275)3/2 Vf

(3.7.39)

. (3.7.40)

(3.7.41)

(3.7.42)

(3.7.43)

3% Bagos,
<

Cicero Luiz Alves Cunha
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Das equagdes (3.7.39)-(3.7.43) resultam :
b0 2 0l vi 2n ?
Cpn=M e ¥av, |Vie ™adv, |dp |eeFXo-e)blemp-scag)l goyr (3.7.44)
= 0 ol
HI). vy “D- Vi & ". Q’ ]
Cum =M |e Mdv, |Vie Mdy, |dp |eeTro-taDe-ttme—smelyyr (3 7 45)
= 0 0 =
+0 ‘3 a0 "’i Zn. 0’.
@ o = NDM J- v,e Mdv, I vie Mdv, |dp |e ooV bCmesmenl gy, (3.7 46)
—0 0 (; —:o
a0 \,‘:“ +a0 ‘.21 211-'. 07.
Cpm =V2M J‘ v,e Mdv, |vie Mdv, |dp |ele@o Febemesmell gy (3.7 47)
—0 0 5 —:o
0 \ +a0 “ 2r ]
c,,=2M J‘vf,e Sidvy J.v L€ 2 dv, quo Ie"l"(""q")_b(s"""_“"')'d(p' . (3.7.48)
—® 0 0 =0
onde
2 2
n,e W €
== 97 e 7" °3/2 ; (3.7.49)
"mwc("‘n)/ Vl "‘wc("’n) vl
No caso de uma integral dupla
J S (x,y)dxdy (3.7.50)
74
pode-se introduzir novas varidveis de integra¢do fazendo x = g(u,v) e y = h(u,v) ,

onde as fungdes g(u,v) e h(u,v) sdo continuas e possuem derivadas parciais

continuas de primeira ordem em uma dada regido 9% do plano uv , de sorte que cada

ponto em 9% corresponde a um ponto em % e vice-versa , além disso o Jacobiano

Cicero Luiz Alves Cunha
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G (o
059 | o =
) | ¥ ¥ e
ou ov
€ positivo ou negativo em & . Entdo ,
5 3
j j £ (x,y)dxdy = ij[g(u,v),h(u,v)]a((:l—,f))'dudv : (3.7.52)
7 R

assim , o integrando € expresso em termos de u e v e dxdy é substituido pelo produto
do valor absoluto do Jacobiano por dudy "' . Fazendo a mudanca de varidveis , nas

equagdes (3.7.44)-(3.7.48) , conforme a transformacdo

{2 :LZ', Z ’“;f;? , (3.7.53)
tem-se :

{:;’, z(z fé (3.7.54)
€

=Y, +0'
seng —sen@’ = 2sen® cos¢ = 25en(£7—(p) cos(q) ?(P ) (352:55)

“ v

onde a nova area de integragdo € mostrada na FIGURA (3.7.4) e o Jacobiano é

% G

o(e,@") _|6® Sp)f (1 W

3(0,) = ?ﬂ E = ’_1 1’ =2 . (3.7.56)
o o
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FIGURA 3.7.4 : Area de integragdo referente a equagdo (3.7.54) .

Portanto , as equagdes (3.7.44)-(3.7.48) tornam-se :

[ o—iv
1

O i =2IM j‘eh = )wa@ e 2% —m_‘—]dvu'
(]

-0
L vi 2
FEUS _ _
- Ve 2dvy (|20 =2do R (B SIS )
0 0
koo _l_(m-lu_]ze 707 (_v_,’,“w,,y,,e)
i , 2v; a,
'I Cur=2M |e d@j'e av,

vi 2x
e 2v; va. Ie?Fﬂi el'zheneemj» d@
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i ila| e=iE e Vi, AYi¥ 1©
Gy = 22 M Je [2( o, ) I]Od(-) J‘V“e[ 2 a,y, Ja‘v,,-
0 —m

o o

2x
-J‘sze Mdv, Ieme'”""em"dd) ,  (3.7.60)
0

+0 'Z(a:iu]e +0 . (‘%”“wy 0)
o,,=4M |e do jv,,e ¢ dv,
0 -
+n vi 2x
-J‘vle‘_"fafvl je’Zb“°°“¢d¢ : (3.7.61)
0 0

Da teoria de fungées de Bessel ""I'?) a representagdo na forma integral

da fun¢@o de Bessel de primeira espécie de ordem » e argumento z € dada por

2n

V)= Ie':°“’e'“dr (3.7.62)
2r
0
e das formulas de recorréncia ,
J_(z) = (G A=) para » inteiro . (3.7.63)

Ainda , das fungoes de Bessel , tem-se

a0

- n W
jxn rlJn (PX)e‘h'dx = (’)i)’”l e 4k = 0,1,2’3,. e (3764)
. 2
e da teoria de transformada de Fourier ™,
—kt? ~kt* i T -2
.9""[3 ket ]: J.e e dt = J;e * (3.7,65)

—0
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7l ro]= o2

Na equagdo (3.7.57) , a integral sobre v, pode ser substituida por

I vie Mdy, . (3.7.67)
0

Utilizando (3.7.62)-(3.7.67) na resolugdo das equagdes (3.7.57)-(3.7.61) , resultam :

il Za)iso 3 A °’ "’:1 26—2u,,0’—u1+uxoos29}

Ty = — MEES e do , (3.7.68)

o, ER

0
2wie i B [0 29—2u,,9’—u,_+u1c0529}
Oppr = m" u, af e{ [ = ] do |, (3.7.69)
c i

4(0 801,21,{1.1[” {-—i[ [ )il]@ 2u,0% ~u, +u, cosze}
O prpr = I@ sen® e 2 do , (3.7.70)

43¢ ./Zu u i {—i 2 "’:"’ F1|0-21,0% -u, +u, eosze}
s "w —— I@sen@e [( ) ] de , (3.7.71)

PP

O pp = 262}80 (1 + 21, aui”) J‘e{_{ 2 J29-2u,,e=_.,ﬁ.,l mze} do , (3.7.72)

c
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Neste trabalho serdo consideradas as condigdes u, <<1 e u,, <<1 .

Portanto , como u =u, +u,, , basta fazer u < 0,1 . Assim, tem-se

2
sty L = (3.7.75)
mam

c

onde y2=y2 +y?% k=138 x 102(J/K),m=9,11x 10—31(kg),|el —1,6x107°(C) .
A velocidade de fase (v b= /) sera sempre maior ou igual a velocidade da luz no

vacuo (v, = c) se for imposta a condigdo :

y <w/c (3.7.76)
onde ¢ =3x10%(m/s) . Das equagdes (3.7.75) e (3.7.76) é obtida a relagdo

0 <12187w T (3.7.77)

que define a faixa de freqiiéncias baixas necessaria para que u, <<1 e v, <<1 .

Fazendo a mudanga de variaveis

{ ¥ 320 (3.7.78)

s | (O3 0 —""":—uﬁulcos-
Ghe w &, [1‘*‘“_._ Eua_) J.e{ [ l]"’ 2 V}dw , (3.7.79)
c 45 0
i iy et '_u,,v‘_ul +u, cos
O ttr :w—i_g_oui (?Lall -[e{ ( 3 Jw ; V}dly 3 (3.7.80)
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\/M—MHJ'

v

sen( J {}[[%)%}W_u‘g’:_ulwlmv}dw g (3.7.81)

p!,pr =

o lp,rp =

o-v)_1 ? ) cos
\lzu Uy J“V sen( ) [( m,) 2]!#- o V}dly ; (3.7.82)

dy . (3.7.83)

2 oo ,[M—IUJ’ u,
wpeo a = o Y= 2
Ot =———8lIcE2up e :
oL
0

rP
@ c 1//

Colocando e““*Y na forma complexa de Fourier ' e expandindo

(15]

e ? numa série de Taylor "' , tem-se :
o E (_l)n ["(ul)e”"w : (37.84)
u,yp’ 2
e U

2

e

para u, <<1, (3.7.85)

onde /,(u,) é a fungdo de Bessel modificada de primeira espécie 2l - ge fossem
consideradas fregiiéncias elevadas , na equagdo (3.7.85) deveriam aparecer os outros
termos de ordem superior , entretanto , neste trabalho sao consideradas frequéncias
baixas como definidas na equagdo (3.7.77) . Portanto , as equagdes (3.7.79)-(3.7.83)

tornam-se :

) Z( D" I (u,) j[ ”"’ J &Yy | (3.7.86)
] 3, (ul)j[

n=-—a

O—Ir.rl = L[l +uJ_

(e = L[

G prpr =~ L2, 16" Z( D", (u,) j[l—“”"’

i
)e—lgzv dw A (3,7_87)

2
> J"’S’“‘“(%“)e*":‘“’dv, (3.7.8)
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+00 +0 ”
n=-o 0

(o] - L[1+2u,, J Z( YL@ J( /b4 J eYdy e (3.7.90)

onde
2 2
[ = —2r2o SR (3.7.91)
o, mao .,
EN—E RIS (3.7.92)
g, SR (3.7.93)
wc
|
&G i; 3 (3.7.94)
|
&5 +5 4 (3.7.95)
Resolvendo a integral das equagdes (3.7.86) , (3.7.87) e (3.7.90)
obtém-se

.[(l—u”;’fzje‘iwdllf (l+%%]j & gy = 2(14-5 ) . (3.7.96)

0 0

Como da feoria de transformadas de Laplace "*!

F)= 2001 [f0ea  onde s=iv ,

d" F(s)

AErEAo)E—

>
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Jf{i sen(at)j[ ot (3.7.99)
2a

2 2
(32 +a2)

“

a solucdo das integrais das equagdes (3.7.88) e (3.7.89) sera :

e s | : 4E% +1
J'[l—ijsen(gje"‘wdw :LZ 1+24uHL—-——)T : (3.7.100)
: 2 2 (~a&? +1) (-4£2 +1)

Portanto , as equagdes (3.7.86)-(3.7.90) sdo reescritas como :

L +<0 1 u
O Teﬂn Z(_])H[I"(ul) —ui]"(uL)+ul1,:(ul)]§—[1+€—’2’) ; (3.7.101)
e 1 1
L oo l u
. =L, B e _(HAJ : 3.7.102
i, rr l e ”_Zw( ) [ ul, n(uL) l_l_ n( J.)]é2 5; ( )
i £ (4§§ + 1)
G 1 = —iQe™ Z(—l)”lﬂ(ul)—% 114245, — =220 G Nk 08)
(-4&3 +1) (—4&3 +1)
tea 4E2 +1
Oy = —iQ™ Z(—u" 1,,(uL)—5“i2 1+24u, —( 4 )4 d (3.7.104)
= (—4&% +1) (—4&2 +1)
L 12 L = = 1 u
o-pp :7(1_*_2”// BT)e LZ(—-I) ]”(H_L)EZ—(1+E£§L'] 5 (3.7.105)
/1 ===
onde
0=16L\2u u, . (3.7.106)

Da teoria de fungdes de Bessel "2
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I1(2)=21,(2) + 1,,,(2) (3.7.107)
z
e a fungdo e ™ expandida numa série de Taylor '*' é
O = il= 1 para u, <<1. (3.7.108)

Norteado pelas equagdes (3.7.107) e (3.7.108) , as equagdes (3.7.101)-(3.7.105)

tornam-se :

&y =2 Z( D= )[(U+n—1 ), () + 0, Ty (i )] [ - J (3.7.109)
_£ % _ 1\ = A _1_
Oy =~ ,,Z.;( D" (1 —u,)(n ul)]n(ul)+ul]n”(ul)]§z( J (3.7.110)

o= zQZ( D"(1—u, ), (ul)——é—— 1+24u,,((4(§3 ; s (SALIND)

— (~4g2 +1) 482 +1
4E2 +1
Gy = 102( ) — 1+24u,,—(——:—)4 L (B
(42 +1) (-4&% +1)
+0 3
c,, =£_Z(—1)"(1—uL)1n(u_L)i[1+ ";’) : (3.7.113)
& n=—w éi! 52
Das fungdes de Bessel "' |
I,(2)=ED"1,(2) (3.7.114)
e a aproximagio para pequenos argumentos (z <<1) é
=] Z) =0,1,2
(@="03 para n=0,123,..- . B7.115)
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Utilizando as equagdes (3.7.114) e (3.7.115) no desdobramento dos
somatorios das equagdes (3.7.109)-(3.7.113) e considerando apenas os efeitos da

temperatura de primeira ordem (u, <<1 e u, <<1) , obtém-se das equagdes

(3.7.109)-(3.7.113) os seguintes resultados :

g { 2u, (w0 —ivFw,) _(l—ul)(m—iu$wc)2+u,,wf], (3.7.116)

Now-ivFo,) -0’ (0-ivFo,)’
2w —iv)+
Oy = I0,E,U, 2@ .wz)"w; ; (3.7.117)
| (w—iv) -
2(w—iv)to,
O 1 = —i802€0+[2u, u,, [ ) : ] ~, (3.7.118)
{[Z(w—iu)imt] —mi}
2(w —iv)Fo,
Oy = —i8W 20 ~2u 1, [2€ : ] =, (3.7.119)
{[Z(w—iu)iwc] —a)f}
2
v U w 1 3u,0,
o, =iw & - - -, +—— - (3.7.120)
= # 0{(w—iu)2—w§ (w—iu){ 2 (co—zu)z:”

Das equagdes (3.7.36) , (3.7.37) e (3.7.31) sdo obtidos os tensores

o e & em coordenadas cartesianas :

(o) (o)

O Xy xz
a= G Oy Ol
Oy (GO
| (0, +0, +20,) —i(c, —0,) ﬁ(o-pr-!-o-pl)
=—| ic.-0,) (6,%0,-20,) -iN20,=0,)|, (3.7.121)
g «/’E(cp,+0'p,) iﬁ(cp,—op,) 20,
L 2
SEllEE G G =
87_‘ 8-. 2z
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(0,+0, +20,)
20
(Grl —O-lr

&y +

2w
\/-Z_(O'p, =op)

2m

_(Grl —Gip) ‘/E(o-pr +GP1)
2w 20
g +(Gr[+0',r“20—”) _ﬁ(apr—-o-pf)
e 20 20
‘/‘_Iz_(apr _Gpl) O
X
2w io

(3.7.122)

Se a onda eletromagnética propaga-se no interior do plasma

paralelamente a indugdo magnética B,z , tem-se :

equagdes (3.7.116)-(3.7.120) e o tensor permissividade £ resultardo em :

2
COPE,‘O ua)i
O = = e 1= T
[U +i(w ‘HUC)] [U+1(co Fo,.)
Gll.ﬂ :O_pf.pr :G’p,lp :O ]
e, 3uw?
Cpp = . - RV
(L+iw) (v +iw)
(Grl +Glr) _(Gri _o-{r
£ e 0 : i20 20
o g o,—O c,t+o
£ = _182 gl 0 = ( rl’)a) Ir) 4 ( rii’)w Ir)
0 S0 el > 5
0 0

Apds algumas operagdes algébricas , finalmente obtém-se :

2 -
a)p(u+za))

i

" ucoi[(u+im)2 —3a)ﬁ]

€y

iw[(u +io)’ + wi]

2
0,0,

[0 +iw) +02]

: um§[3(0+ia))2 —a)z]

[+

£n co[(u +iw)? +a):]

3uw

c

2
wP
io(v+iv)

_(u+ico)2} 2

[(u +iw)? +oo§]2

3

u, =0 e u=wu, . Assim, as

(3.7.123)
(3.7.124)

(3.7.125)

(3.7.126)

(3.7.127)

(3.7.128)

(3.7.129)
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onde

2
L] (3.7.130)

¥ =7 . (3.7.131)

Quando for considerado um plasma frio , 7 = 300(K) , a constante u
sera aproximadamente nula e v <<® . Neste caso as equagdes (3.7.127)-(3.7.129)

tornam-se :

w

S e (3.7.132)
£, w0, -

e, oo,

RO e (3.7.133)
&, a)(a)c - )

& w’
e B (3.7.134)
€, W

3.8 DENSIDADE ELETRONICA E FREQUENCIA DE COLISAO
PARA O AR A TEMPERATURAS ELEVADAS

No equilibrio quimico , a temperatura de um gas quente estabiliza-se
de modo que todos os constituintes do plasma tenham sido levados a essa
temperatura de equilibrio . Além disso , a influéncia dos ions positivos em altas
temperaturas € mais significativa que a das espécies neutras cuja influéncia é de
pouquissima importéancia .

A densidade eletronica do ar a temperaturas elevadas em equilibrio
térmico e a densidade especifica , de acordo com M.P. Bachynski , T.W. Johnston e
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I.P. Shkarofsky"'® | s@o mostrados na FIGURA 3.8.1 . Em temperaturas abaixo de
3000(K) ocorre um rapido crescimento do niimero de elétrons com o aumento da
temperatura . Essa taxa de crescimento gradual estabiliza-se para temperaturas
elevadas quando todos os constituintes tornam-se ionizados e o nimero de elétrons
nao cresce substancialmente com a temperatura .

Adotando o método da trajetdria livre média e admitindo que a fungao
de distribui¢cdo das particulas seja a de Maxwell-Booltzmann , a freqgiiéncia de colisdo

para freqiiéncias de RF altas ¢ dada por'"®

Uzglena‘Pa : (3.8.1)

onde n, € a densidade de particulas de a-ésima espécie , ¥, € a sessdo transversal
de colisdo eletronica total média de Maxwell para uma dada espécie , v, € a
velocidade eletrénica ou térmica dada pela equagdo (3.3.4) . A variagdo da
freqliéncia de colisdo e da densidade com a temperatura foi estimada usando a
equagdo (3.8.1) e utilizando-se o software MATLAB 4.0/SIMULINK 1.2¢ , instalado
nos computadores da Escola Federal de Engenharia de Itajuba . Essas variagdes estdo

mostradas na FIGURA 3.8.1 para temperaturas variando de 3000(K) a 12000(K) e

densidades de 10™ a 10 vezes a densidade ao nivel do mar . Posteriormente , os
dados da FIGURA 3.8.1 serdo utilizados nos célculos do tensor permissividade
elétrica do plasma , equagdes (3.7.127)-(3.7.129) .
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FIGURA 3.8.1 : Variagdo da densidade eletronica (n,) e freqiiéncia de
colisdo (v ) com a temperatura (7) para o ar com diferentes

densidades (,#) . A densidade ao nivel do mar ¢é

g0 =1,28823(kg/m*) .
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CAPITULO 4

ESPALHAMENTO DE ONDA ELETROMAGNETICA
POR UM PLASMA CILINDRICO CIRCULAR

4.1 INTRODUCAO

Sera apresentada a solug¢do para o problema do espalhamento da onda
eletromagnética por um plasma cilindrico de se¢do transversal circular , envolvido
pelo ar """l A onda incidente é uma onda transversal magnética (TM) ou
transversal elétrica (TE) . Serdo analisados os casos de incidéncia obliqua e incidéncia
normal onde a geometria do problema € mostrada na FIGURA 4.1.1 . O plasma
apresenta uma anisotropia do ponto de vista elétrico , causada pelo campo magnético

de polarizagdo , B,Z .

"‘: Ei ] Fll
o ;
] /// . 18,

oy -

  \\\\\\

Plasma

FIGURA 4.1.1 : Geometria para andlise do espalhamento de ondas

eletromagnéticas por um cilindro circular .
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O plasma apresenta uma caracteristica eletromagnética representada

pelo tensor permissividade £ e uma permeabilidade magnética p , dados por :

Gy B, O

&= =ic e 0N (4.1.1)
0 0 &

1=l . (4.1.2)

Onde ¢, , &, e &, sdo dados pelas equagdes (3.7.127)-(3.7.129) e pu, € a

10

permeabilidade magnética do vacuo .

42 INCIDENCIA OBLIQUA

4.2.1 Campos Incidentes

Da FIGURA 4.1.1 , o vetor propagagdo ¢ dado por

Y =—y, CoSQ,X—y,, senQ,y—y,.z (4.2.1.1)

onde y,, =ly|senB, , v,. =|r|cosh; e [r|= oK., -

No caso de uma onda plana , os campos incidentes so :

E.‘ = Ei.pra 25 Ei,tpé +E,. 2= Eioe—iﬁ = (!’f(p)‘P)eir“: ) (4.2.1.2)
H =H, p+H,¢+H.i=He ™ =H(ppe™ .  (4213)
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onde ¥ = pcospx+ psen@p+zz com p=>a e 0<¢@ <27 . Esses campos devem

satisfazer as equagdes de Maxwell :

VX E =—-iou,H, , (4.2.1.4)

(4.2.1.5)

1 4
—— iy, &, =—iou,%, , , 4.2.1.6
p a(P yt 1,0 l‘lO i,p ( )
24, : :
—5—”" &, =iop I, (4.2.1.7)
o0& o0&
p 170 o s (4.2.1.8)
oo p dp p
e da equagdo (4.2.1.5)
O, .
i 1,2 “'i}’,';%;‘p = iwgoé;)_p 5 (4219)
p op
E
2 —iy . ., =10 &, , (4.2.1.10)
0, 0,
w19 L e 42.1.11)

ap p a(p p P 1,z

Manipulando as equagdes (4.2.1.6) , (4.2.1.7) , (4.2.1.9) e (4.2.1.10)

obtém-se 0s campos transversais em fungédo dos campos longitudinais :

i 8. ou 55’?’}
& = e 42.1.12
¥ Yf_l{ A G DD ( )
i YF’ aé' a‘%;.v}
oo £ 998 | ;
» y'g.l{ - o (4.2.1.13)
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- o8& GRA
T, =— {“’80 s } ; (4.2.1.14)
Yl P Op ap
j 88, y,, 05
S = ——lz—{weo o Vs "z} : (4.2.1.15)
Yid g p

onde y; =w?uy,e,—7y2, . Os campos longitudinais num ponto (p,p,z) sio os
mesmos que no ponto (p,,9,,z,) . Na FIGURA (4.2.1) é mostrada a frente de onda

correspondente a onda eletromagnética incidente da FIGURA (4.1.1) . Portanto ,

E, = B e 70 =n(Hb)es (4.2.1.16)

H =H,e" = H,(sen(p, +cost0,)e ™, (4.2.1.17)

-~ A~

onde n é a impeddncia intrinseca do meio . Entretanto , como ¢, xy =-0, e

6. x7 =@, ,aequagdo (4.2.1.16) torna-se :

E. = nH (cos¢p, — sen(@)e 77 (4.2.1.18)

FIGURA 4.2.1 : Onda eletromagnética incidente .
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Como 7 -F=-y, pcos(p—9,)~Y..Z2 , §,2=0 e 0,-Z2=—senb,

os campos longitudinais serdo dados por :

E ,=&.e"* =E, -2=nH,sent senf, e TP ®0) (4.2.1.19)
H,, = 9 e"* = H, -7 — —Hy costisenO e leliamtas i (4.2.1.20)
Nas equagdes (4.2.1.19) e (4.2.1.20) , a segunda exponencial é uma

fungdo periodica de periodo 27 , portanto , sua série trigonométrica de Fourier ' é

definida como uma continuagdo analitica da série

e:y,_chos(tpﬂP.) i ZF;. ein(q:—ep,) : (4212])
2x
1 I cO! = n(p—
E :; J.e Yi1Poos(9-9,) ,in(p-9,) d((P_(Pi) k (4_2_]_2_’2)

0

Os coeficientes de Fourier , F, , sdo fungdes de Bessel de primeira

o 2 ~ . . \ ~ 12
espécie """ Das fungGes geratrizes , relativas as funges de Bessel '?! | tem-se :

+@0

ei(t_l’/r) 3 ZT"J,,(Z) (4.2.1.23)

n=—w

onde J, (z) é uma fungdo de Bessel de primeira espécie , ordem n e argumento z .

Fazendo z=7y,,p e © =ie'®®’  asequagdes (4.2.1.21) e (4.2.1.22) tornam-se :

+@0

ALY — Zin‘]n (Y i'Lp)einw—tp.) X (4.2.].24)
17
F=o I glriae e o ereRl d (i o) S (N (4.2.1.25)

0
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Logo , as equagdes (4.2.1.19) e (4.2.1.20) podem ser escritas na forma matricial :

o0

E., 4. | 5.  |nsené ot N in(p-9,)
1z 1,2 iy,.Z o H Sene e’fu.l an" ; pk P9, & (4.2.1.26)
B e L YT

n=-w

Utilizando as equagdes (4.2.1.12)-(4.2.1.15) e (4.2.1.26) , as componentes

transversais resultardo em :

B et LH,.O sen@, e y,‘:nsenCZi”J,j(y,.lp)e"”("’"*") +
YI.,L =
|7|77 cosCZm Tp)ea ‘”} A (4.2.1.27)
pyll
Y.z i i,z z"y J ( )ern(w -P)
E,,=4,e""" =——H,send, e T]senC ni YiLP
i,L p},r_L
—r[ncos¢ Zi"J,,' (Y,-.lp)e’"("’%)} : (4.2.1.28)
H =% e"" = H.senB, e” { 4 senéjZm T aap)esSati=
}/l Al p},rl. Tt
~¥ .2 COSG Zi"J; (Y,-,ip)e"”(""”-’} = (4.2.1.29)
= %-wei)’.f = 4 H:O Senei e')’.;{hlsenCZl-nJ’: (Y,-_l p)ein(q;qp.) i
. o et .
et cosCZm S, (¥ 11 P)E™ ™ } ; (4.2.1.30)
p},:L pr—t
onde
al,(yiupP) _ 1
St i1P) = "?a((—yl_j— ;{ w1 (Y 5.0P) = 1(7.,19)} (4.2.1.31)
i,_L -
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representa a derivada da fungdo de Bessel de primeira espécie .

4.2.2 Campos no Interior do Plasma

Parte da onda incidente penetra no plasma e € guiada por ele através de
multiplas reflexGes . A onda incidente possui uma dependéncia sobre z caracterizada
pela exponencial e”** . Como na fronteira entre 0 meio externo e o plasma as

componentes tangenciais de £ e H sdo continuas , implicando numa confinuidade

de fase , pode-se expandir os campos no interior do plasma da seguinte forma :

E, =& (x,y)e", (4.2.2.1)
H, = . (x,p)e™* , (4.2.2.2)

onde ~a<x<ae —+va’—-x’ <y<va’-x* .Oscampos & e %, sdo vetores

tridimensionais representados por uma componente transversal (L) e uma

longitudinal (2) :

& =G G o (4.2.2.3)
Ty = Fp1 + 50,22 (4.2.2.4)

Considerando o plasma como um dielétrico , os campos devem

satisfazer as equagdes de Maxwell :

Vx E, = —iop, A, , (4.2.2.3)
VxH, =ioD, , (4.2.2.4)
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D, [=|=iez e R OAESs (4.2.2.7) |
D 0 O lE

ou
D,=¢,(E, . +E, y)—ic,(B,.y— E, X)+&,E, 2 . (42:2:8)
Como

Ex(E, X +E, )=E, p-E, %, |

~ Al = ir,_,z
Ep.xx gl E.u»yy o é.)u.le

a equagdo (4.2.2.8) resultara em

13,, = (sléf,. 5 ; e SE)eE 4.2.2.9)
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Das equagées (4.2.2.3) e (4.2.2.6) obtém-se :

VX8, +iy, 2xE  +V, x& 5 =—iop, (T, +5E,.2) , (42:2.12)

V. -9 = i (4.2.2.13)

Calculando o divergente das equagdes (4.2.2.10) e (4.2.2.12) obtém-se

como resultado as seguintes equagdes :

Y.V -ExT, ) -0V, -8 +ioe,V, (x8,,)=0, (4.2.2.14)
¥V ExE ) +ouV, -5, =0. (4.2.2.15)
Multiplicando vetorialmente as equagdes (4.2.2.10) e (4.2.2.12) por Z , obtém-se :
V., —iy, K, —ioeixé, +we,8,, =0, (4.2.2.16)
V.8, —iy, &, +ioptxI,, =0. (4.2.2.17)

= 1 ik
V,:6, =—(ope,%,, +iy,.e.6,,) . (4.2.2.19)

1

torna-se :
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O divergente das equagdes (4.2.2.16) e (4.2.2.17) resultarda nas

seguintes equagoes :

Vi, iy, .V, -F,, —ioeV, -(ExE, ) +0e,V,-&, =0, (42221)

ViE, —iy,,V, -&, +iouV, -Ex%;,)=0 . (4.2.2.22)
Das equagdes (4.2.2.13) , (4.2.2.18) , (4.2.2.19) e (4.2.2.20) , as equagdes (4.2.2.21)

(V2 +T3)%, . +Tid,. =0, (4.2.2.23)
(Vi+T2)6,, +Ten,. =0, (4.2.2.24)
onde
2 2
T2 =y? Q2R (4.2.2.25)
H 1 81
T2 =y222, (4.2.2.26)
81
7 = 1y (4.2.2.27)
81
T2, = i e (4.2.2.28)
81
Yi =0 1eE Vi, - (4.2.2.29)
Como pode ser visto , nas equagdes (4.2.2.23) e (4.2.2.24) , ndo

existem modos puros TE nem TM propagando-se no plasma . Pois , ambos os modos
TE e TM estdo acoplados . O acoplamento desaparece se T;,, e Tj,s forem nulos ,

isso acontece quando :
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a) ¢, =0, significando que o plasma é isotrdpico , ou seja , 0 campo
magnético estatico responsavel pelo confinamento do plasma é
nulo ou infinito ;

b) y,.=0ou 0, =n/2 , significando que a onda ndo se propaga na

diregdo z e essa € a condigdo de corte .

Os modos naturais no plasma contém ambos &,. e 5,. . Portanto ,

sdo chamados modos hibridos . As equagdes de onda , para os modos hibridos |,
podem ser obtidas pela conversdo das equagdes (4.2.2.23) e (4.2.2.24) na forma

desacoplada . Assim , tem-se :

v, =&, +0,%,, , (4.2.2.30)
v, =&, +0,%,_ , (4.2.2.31)

onde y,, sdo combinagdes lineares dos modos TE e TM representando os modos

hibridos e O,, sdo constantes a serem determinadas .

Das equagdes (4.2.2.30) e (4.2.2.31) obtém-se
PR = O (4.2.2.32)
= Ol = Oz
- V=Y
VAN = 4.2.2.33
@ee(0) (0 ( )
Com isso , as equagoes (4.2.2.23) e (4.2.2.24) tornam-se :
Viv, +(T7 —0,Tiw, =Vay, S (= OIS0 (4.2.2.34)

_Ozv.zLV/1 = (OZTEZ' = T;fl)ll/l + Oxvi‘l’z +(01T52- = T;H)‘Vz =0. (4.2.235)

Cicero Luiz Alves Cunha
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(Viv, + Ty )= (Viv, F v ) =08 (4.2.2.36)
—0,(Viy, +T?y )+0,(Viy, +T2y,) =0, (4.2.2.37)

onde

k= =0, T2 . (4.2.2.38)
O (0) 1= =TIz (4.2.2.39)
T = ONIE (4.2.2.40)
0,T; =0z =" (4.2.2.41)

Se O, #0, , o sistema formado pelas equagées (4.2.2.36) e (4.2.2.37)

admitird a seguinte solugéo :

Vi, +Tly, =0, (4.2.2.42)

Vi, +Ty, =0. (4.2.2.43)

Onde T, e T, sdo as constantes de propagagdo no plasma . Utilizando-se as equagGes

T2 =T =02, Tz (4.2.2.44)
2 2 2 m2

0,, = L=ty ‘ﬁ v alen L (45545
2T (1 =102)

O operador laplaceano V} em coordenadas cilindricas é dado por :

TR [T ) L G
= +—'——+—2' 2 -
pdp p° ¢

Conseqiientemente , as equacdes de onda (4.2.2.42) e (4.2.2.43) tornam-se :
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52W1+ 1 Wl 16‘#’1
a0’ p’ o’ p op

+Ty, =0 onde =12 . (4.2.2.47)

variaveis . Portanto , fazendo y, = f(p)h(¢) e substituindo na equagdo (4.2.2.47) ,

resulta ;

2
L0 i 125h A +T; =0 . (4.2.2.48)
f o’ hp op®  fp dp

Donde obtém-se duas novas equagdes diferenciais :

2
1% &8 (4.2.2.49)
h o
2 2
g Lar + (Tf —TJf = - (4.2.2.50)
ap” pap P

onde n € a constante responsavel pela separagdo das varidveis . A equagdo (4.2.2.49)

€ uma equagdo diferencial homogénea de segunda ordem , cuja solugdo € do tipo :

h(@) = Ae™®® | (4.2.2.51)

Ja a equagdo (4.2.2.50) é a equacdo diferencial de Bessel de ordem n "' | cuja
solugdo leva as fungdes de Bessel de primeira espécie e ordem n , J (T,p) , e
segunda espécie e ordem n , N,(T,p) . Mas , quando p—>0 a fungdo
N, (T,p) - —oo . Portanto , como p = 0 representa o eixo longitudinal da coluna de

plasma e o campo € finito neste ponto , a solug@o nao pode conter N, (T,p) . Com

isso , a solugdo possivel para a equagdo (4.2.2.50) €

f(p)=B,J,(T,p) . (4.2.2.52)
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Como a solugdo geral é a soma de todas as solugdes possiveis , a solugdo das
equacdes de onda (4.2.2.42) e (4.2.2.43) sera :

= ZC,J,, (T, p)e" @ | (4.2.2.53)

onde/éigualalou2,0<p<ae 0<@p<2m .

Os campos longitudinais sdo obtidos das equagées (4.2.2.32) ,

v 2 +0
Y,.:%

B e B giinh = n(@-9.) 4.2.2.54

=% =150 nEg_m{Olch,,(sz) 0,C,J,(T,p)}e" ™, ( )
l’}’“: a0

H -9 "= T E = (o) 42.2.55

pz =70p:€ ©0.-0,) {C\J,(T,p) = C,J, (T, p)le ( )

n=—x

1

TR 3 22 > 2 2
(’p.L —_((L)4,Ll§8§ _"y:){vl(m ”082%,;.: +lY:.:y lé:;.:)_
~2xV (07 po8,7 .6, —iopy 19, .)} (4.2.2.56)
== 1 4 5 -
‘%p,L = {YJ_:VL (a)gzy i.:é:z,: leI‘%p,:)-'-

(0" pogs —71)

+Z X Vl[a)z,uoszy,':%,’,.: —i(w’p,e —wey f)é;,]} L (4129557

A atuagdo do operador V, em coordenadas cilindricas ,

Cicero Luiz Alves Cunha
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nas equagoes (4.2.2.56) e (4.2.2.57) resultara em :

(gfl = I (wsuzg O, tiy, 2 28, +a)2#082yi.z 94, .
= (ofge ) S LD p o
_iwluo?’12 a%.r;-:J = +(w3“c2)£z 0T, . +iyuyl2 94, B
p op P op p O
2 08 o 2 9% |
—0 1,E,Y i +iop,y Qr (4.2.2.58)
op
~ &, oI, . 2 i AT
Frs = oy e e
(0 po€; —71) " op o g p 20
@ poe; —wey]) 95, }EH 022y i: 0 1Y i Oy
P op p o p
2 a‘%ﬁ;J : 3 2 2 56;; A
+ DS ESY 2 — (0 1 &, —WEY ) 2 Qp . (4.2.2.59)
Como
o8, . | - :
DoZae e ’ s ’ in(e-9,) 29
ap ©, _Oz)g{olcszJn(sz) OZClTiJn(Tlp)}e , (4.2.2. 60)
o4&, . i — _
22 = ALORE I ((Ey2) =0, € L (1], AP LU 4.2.2.61
P (01_02); { G U, (T, p) 2C 0 ( IP)}e ( )
a‘%-~ 1 0 -
2E - C L J4 (@ p) =G (D) e aes 4.2.2.62
= (ol—oz);{ TJ5(T,p) — G T, (T, p)} . (@20lco)
O, i - _
2 i C, T (I p)= G (D) RSt 29
= (01_02); {CJ,(T,p)— G, (T, p)Je" 0 (4.2.2.63)
as componentes transversais E,, , E,, , H,, e H,, serdio dadas pelas
equagdes :
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1Y, ,2 er‘r.‘,z < r n
Ep.p = ’P.pey’ :m’;{MI‘In(TIP)Cl +N1 ';Jn(Tlp)Cl A5

+M,J!(T,p)C, + N, = J. (sz)Cz}ei"("’“‘") . (4.2.2.64)
fo}

+o

Pl el)’,.,:' : n
E & el :(T)l__02_)n:Z;{Q,Jn(T]p)C1 +A, ;Jﬂ(T,p)C’l +
+Q, J!(T,p)C, + A, L (T)C }e""‘”’r’ (4.2.2.65)
P
. iy, .2 e S i n
H =9 &= m;{zi@(np)q + @, ;Jn (T,p)C, +
+2,J!(T,p)C, + D, %Jn (T,p)C, }e""“’"’" (4.2.2.66)
Vel LB Ci I r n
H =T e e m;{P,Jn(Tlp)Cl +Q, ;JH(T, p)C, +
+P,J(T,p)C, +Q, e 1 ()T }e’"“’"“’" (4.2.2.67)
onde
al (T
Ji(T,,p) = —5"(;‘—‘”;)) ; (4.2.2.68)
12P

(w3“§gz =1y, 1202,1)T1,2
(0*poe; —v1)

M,=+ , (4.2.2.69)

_ (CO.uOYlZ —ia)zluogzy i.zOZ,l)

N 4227
= (@*poes —71) ( )
o u,e,y..0, +iou,y )T
Q1,z :$( Hq z'}’i; 22.12 :'1071) 1.2 : (4'2.2.71)
(0" po&; —7,1)
(e 2'}’ 12021 +ia)3.“§52)
Ay, =5 : AP ’ 4.2.2.72)

(0" o8, —7’:)
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L (297,590 = 0y 3)7 l,le.Z
4 2.2

(0" pot; "'Y:)

[1]

1,2 >

(@7l —wey1)0,, —iv’p,e £
=i-[ Ho€, 71002, Ho z‘y"’] (4.2.2.74)

D :
5 (@*pges ~71)
wznoﬁz}’n+i(603u08§-0>8:73)021 12 -
P,= i[ - e E . ]T s (4.2.2.75)
(0" pye; —71)
2 5
Ql,z Z (y; —ioey i.zoz,l)}' £ (4.2.2.76)

(' pges —v1)

4.2.3 Campos Espalhados

Na regifio externa (p>a e 0<¢ <2m) os campos podem ser ‘

representados por

=& (p,0)e™ (4.23.1)

E.,
H., = S (p @)™ . (4232)

Esses campos devem satisfazer as equagdes de Maxwell :

oI = —icopoﬁm 5

—

S IEL =032
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VL e AL, =0, (4.2.3.7)

onde 4,, = .4 (p,p)e” representa os campos E,, ou H,, .

ext

Colocando o operador laplaceano V? na forma

a equagdo de onda torna-se

20 A2 A 2
V.L"/‘.:I.L +':’V.L‘/[tz;\'l,: —""yl.."/(l

c. ext,z

+ 0 W8y ( My +5A,.)=0 . (42.3.8)
Da equagdo (4.2.3.8) obtém-se duas novas equagoes :

Vi A, 0T e 0% (4.2.3.9)

ext, |

V2 A, v, =0 . (4.2.3.10)

Colocando a equagdo (4.2.3.10) em coordenadas cilindricas e

resolvendo-a pelo método de separagdo de varidveis , obtém-se a seguinte solugao :

Ais = Zi"Zn(yi_lp)e‘"‘¢"¢" 3 (4.2.3.11)
Z,(yip)=4,(v, .p)+BN,(r..P) , (4.2.3.12)

onde A e B sdo constantes , J,(y,,p) € N,(y,,p) sdo as fungdes de Bessel de

(12 A equagdo (4.2.3.11) é a soma da onda

incidente com uma onda espalhada . Para que exista somente onda propagando-se

primeira e segunda espécie de ordem »

para fora , onda espalhada , é necessario que Z,(y,,p) satisfaga a condi¢do de

irradiagdo de Sommerfeld :

Cicero Luiz Alves Cunha
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lim p

p—rm

oZ (v .
(B0 2 =0 423.13)
/o)

Como

L, (Y:.P) _ nZ,(y,.p)
— =Y e
500 YI._LP

Z, (r,,lp)} (4.2.3.14)
a equagdo (4.2.3.13) torna-se

im{Z, ,(y,,p)+iZ,(y,,p)} =0 . (4.2.3.15)
p—rw

Utilizando as aproximagdes das fun¢des de Bessel para grandes argumentos !''Il"?] |

lim J, (7, ,p) = / cos( p———ﬂ] ; (4.2.3.16)

lim N, (y, . p)= sen( Yl & E) (4.2.3.17)
prw % o ’ A,
a equagdo (4.2.3.15) resultara em
A= iB)e'("""TT) —@ . (4.2.3.18)

Da equagao (4.2.3.18) , conclui-se que a condi¢do de irradiagdo de Sommerfeld sera

satisfeita se B = —id . Implicando em
Z,@v,.P) = A{J, (. P)—iN, (. P)} = AHP (¥, p) ,  (423.19)

onde H®(y,, p) ¢ a fungdo de Bessel de terceira espécie ou fun¢do de Hankel de

segunda espécie """ | de ordem n e argumento v, , p .
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Das equages (4.2.3.11) e (4.2.3.19) obtém-se as componentes

longitudinais da onda espalhada :

E, =&.e" = e""-=ZZi"HjZ> (v, ,p)e"® )47 (4.2.3.20)
= e = e”'-’zZi"H,fz)(y LP)e"®®) 47 (4.2.3.21)

onde A e A, sdo constantes ou coeficientes de espalhamento . Enquanto que as

componentes transversais podem ser obtidas das equagdes (4.2.1.12)-(4.2.1.15) ,

bastando trocar o indice i por s . Logo ,

+0
E e s rz n_inte-9)) Viz rri@ s
Es.p _éjv.pe = ie e { Hr: (Y i.Lp)AI =

I i

n=—w

_inly[n
l | H2 (v 1) 4; } (4.2.3.22)

:.i

+@ .
_ ‘ : iny , .
—h L SRR N H (p- .) LT (2) S
E,,=¢6,e —ie E iGe i { 1207 A A

et il
Lrln H'® @y, p)A: } (4.2.3.23)
Yi.,L
H,, =7 el —ie Z(){ W oy, oy +
n=—c0 r_l.np
Viz ’ s
+—=H'®(y, D)4, } . (4.2.3.24)
i,
H _() Zl" m(q: qp){ IYI Hr(2)(y )As
@ 75-‘»" o :_Lp
my,,
HP(y,,p)4; (4.2.3.25)
yl _I_p
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onde

OH,”(y,.p) n

HED (iD=
= Oy . P)  Y..P

H’('z) (YiiP)— Hr(:i (0711 P) (4.2.3.26)

¢ a derivada da fungdo de Hankel de segunda espécie .

4.2.4 Condicdes de Contorno

Aplicando as condi¢gdes de contorno € possivel encontrarmos as
constantes C, e C, e os coeficientes de espalhamento 4; e A, . Na fronteira entre
o plasma e o espaco livre (p =a) as componentes tangenciais dos campos devem

satisfazer as seguintes condigdes :

E ,(a,9,2)+E  (a,p,2) = E, (a,p,2) , (4.2.4.1)
E (a,0,2)+E,_ (a,0,2) = E, (a,0,2) , (4.2.4.2)
H (a,0,2)+ H,,(a,0,2) = H,,(a,0,2) , (4.2.4.3)
H,.(a,9,z)+ H,.(a,9,2) = H,.(a,p,2) . (4.2.4.4)

Das equagdes (4.2.4.1)-(4.2.4.4) obtém-se um sistema de equagdes lineares que na

forma matricial € representado por :

Sh S S Su |G V6,
S’-’-l S-Z S23 0 Cz et Yz
Sav SiySaat Sl P SN IRvA (4.2.4.5)
WS @ Sy 148 Yo

onde

Cicero Luiz Alves Cunha
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_aQ,J:(T,a) + AnJ, (T,a)

S b
# a(0, -0,)
o _ A JL(T,a) + Aynd, (Tya)
% a(0, - 0,) ’
i”z”'}’:.zHrsZ) (yi.La)
S13 S 7 >
Yi @a
i"'lyInH,® (v, ,a)
SM BT s
Yid
OZJn(Tla)
SZI e
(01 —02)
S = Q,J.(a)
22 (Ol _02) s

Sy = _i"H,(zZ)(Y i,.l_a) >
aPJ1(T,@) + QunJ, (T,a)

S = a(0,-0,) :
5., = P2 Li (T + Q) (L)
a(©, —0n)
S i"™'W|H, (. ,9) ’
gkl
5, o LA E)
Yinga
S J,(T,a) ,
0,-0,)
. Sl JE((a) ,
h (0,-0,)
]

Su = _inHy(.Z) (r 1,_1.0) >

snt iny i,z senC | VOs 5
NG =1 1Hionsen6i{——y—z—;—.fn(yi'la)— y

il

Y, = i"nsen¢H,, sen,J, (v ) >

Cicero Luiz Alves

(4.2.4.7)

(4.2.4.8)

(4.2.4.9)

(4.2.4.10)

(4.2.4.11)

(4.2.4.12)

(4.2.4.13)

(4.2.4.14)

(4.2.4.15)

(4.2.4.16)

(4.2.4.17)

(42.4.18)




Espalhamento de Onda Eletromagnética por um Plasma Cilindrico Circular 138

Y, =—i"™'H,s e{lyls Ty, a)+ —wJ (y,la)} (4.2.4.22)
I it

I_L

Y, =—i" cos¢H,, senB.J,(y, a) (4.2.4.23)

sdo os coeficientes do sistemae C, , C, , A] e A; sdo as incégnitas . De acordo
com a regra de Cramer , se o determinante do sistema ndo for nulo (A#0) , o

sistema possui unicamente uma solugdo C, , C, , 4 , A4, dada pelas formulas :

G = o , (4.2.4.24)
A

C, = % : (4.2.4.25)

AS = % : (4.2.4.26)

A= %‘ ) (4.2.4.27)

Onde A é o determinante da matriz S em (4.2.4.5) e A, (/ =1,2,.3,4) € o determinante

obtido de S substituindo em S a coluna / pela coluna com os elementos Y, , ---, Y, .

4.2.5 Relacdes de Simetria

Se o angulo de incidéncia for 6] =n -6, , as componentes da

constante de propagagdo serdo y, (#—0,)=y,,(0,) e Yi:(®=0)=—y,.(0,) .

Portanto , das equagdes (4.2.2.25)-(4.2.2.29) , (4.2.2.44) e (4.2.2.45) , obtém-se as
relagdes :

i’ \-;l\
Cicero Luiz Alves Cunha i
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T (v =0)I=TZ ()%
Tz (m—0,)=T7(6,),

1 (=0 ==17.)
IEEECRIEE ()
T, (@ -8,)=T50,) ,
0., (w—60)=-05,ED%

ri(@-0,)=7:6,).

Utilizando as relagSes anteriores nas equagdes (4.2.2.69)-(4.2.2.76) e fazendo a
mudanca da polarizagdo para ('=m-{ , as equagdes (4.2.4.6)-(4.2.4.23)

fornecerdo as seguintes relagoes :

Su(m=6,)=-5,0)) ,
S, (m—6,)==-5,0,) ,
Si;(m=0,)==5,,0,) ,
Sia(m=0,)=5,00)) ,
Su(m=6,)=5,0,)
§(7—0,)=5,0,) ,
Sy(m=0,) =550, ,
Sy =0,)=5,,0,)
Su(m=0,)=5,00,) ,
S5 (7 —0,)=5,(0) ,
Sy(m=0,)=55(0,) ,
Ss(m—0,)=-5:,(8,),
Su(m—0,)=-5,,) ,
Se@—0,)=-5,0))
Salm—0,)=5,6,)=0,
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Su(m=0,)=1S0D8

Y, (r-0,,m -6) =-Y,(8,,0) ,
Y,(n-0,,7-0)=Y,(0,,¢) ,

Y,(m~0,,m-8) =Y,(8,,6) ,

Y, (r—0,,m-¢)=-Y,(0,,0) .

Finalmente , das equagdes (4.2.4.24)-(4.2.4.32) , as relagdes de simetria para

C,, C,, A’ e A; serdo dadas por :

C(n—0,,m-,)=Cy(0,,5) , (4.2.5.1)
C,(n—-0,t—-8)=C,(6,,0) , (4.2.5.2)
A (m—0,,m—8) = A:0,,0) , (4.2.5.3)
A(m—0,,m—C)=—A:0,,0) . (4.2.5.4)

para os campos no interior do plasma ser@o :

%:(p:9,0,,0) =4 .(p,p,w ~6,,m () , (4.2.5.5)
T, (p9,0,,0) =, . (P9, u—0,,t~C) ,  (42.5.6)
%.1(0,0,0,,0) =8, (p,p,c—0,,m &) , (4.2.5.7)
Ty (P>9,0,,0) = T, (P9, ~6,,w=C) . (4.2.5.8)

Das equagdes (4.2.3.20)-(4.2.3.25) , obtém-se as relagGes de simetria para os campos

espalhados :

(7;_:2 (p>(P:9i 3C) = 6:;([),(]),7!1 —ei!n —C) 3 (425.9)
,.(p:9,0,,6) =, .(p,@,m —6,,~C) , (4.2.5.10)
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é; (p,go,G,,Q) = "‘é:_,l (P,‘P,ﬂ & 9;’7‘ ‘C) ) (4.2.5.1 1)

I, (P,9,0,,8) = F., (pspsm—6,,m~C) . (4.2.5.12)

43 INCIDENCIA NORMAL

4.3.1 Campos Incidentes e Campos Espalhados

Na analise anterior os campos incidentes , espalhados e no interior do
plasma foram obtidos considerando um angulo de incidéncia arbitrario . Nesta se¢do

sera considerada uma incidéncia normal , 6, = /2 , o que implica em utilizar as
mesmas equagdes da analise anterior . E importante observar que quando 6, = /2 ,
o médulo da constante de propagagao ly| torna-se iguala y,, € y,. torna-se nulo .

Os campos incidentes reduzem-se as equagoes :

E, =&, __Hancost ni"J, ([y|p)e™®* (4.3.1.1)
rlp &

B =G ) cosCii"J,j(ly]p)e""“”‘”') : (4.3.1.2)

E,=8,.= HonsenCii"Jn(hIp)ef"“’""" ; (4.3.1.3)

H,, =5, = —i’—lysl%‘: m niJ, (r|p)ee-e> 43.1.4)
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H,, =%, =—iH, senCZi"J,:(ylp)e"”“”*“’-’ : (4.3.1.5)
H,, =%, =—H,cosg Zi”Jn(ylp)e""“”“’-’ : (4.3.1.6)
onde
U, (rlp) _ 1
)= —— =—1J,.(r|P) = .. (r|P) (4.3.1.7)
representa a derivada da fun¢do de Bessel de primeira espécie . Os campos
espalhados tornam-se :
Es.p = ([);.p = _n__zninem(tp‘%)HrEZ) (h,lp)A; . (4.3.1.8)
=
E.,=4, =inzi"e‘"“’”"")Hn’“’(l:vlp)A; , (4.3.1.9)
7= = Zi e™@ ) HO (|y|p)4; (4.3.1.10)
> [ < =n _in(p— 12 s
H, =%,= pr i"en@ ‘P,)H"(Z)(I},lp)Al ’ (4.3.1.11)
Il =& :—iZi"e"’“""""H,:‘”(Iylp)Af : (4.3.1.12)
H,, — %, — D iteaE R Gl (4.3.1.13)
onde
oH? (rlp) _ n
(1) = rle) _ H? (r|p) - H (y|p) (4.3.1.14)

alrle)  Irle
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€ a derivada da fung¢do de Hankel de segunda espécie .

4.3.2 Campos no Interior do Plasma

No caso de incidéncia normal y,, =0 e as equagdes de onda

(4.2.2.23) e (4.2.2.24) tornam-se desacopladas

(Vi +Tp%,. =0, (43.2.1)
(V2 +T2)8,, =0, (4.3.2.2)
onde
2 2
T2 —yrs R (432.3)
81
2 2 Ea_ )
T =y 2, (4.3.2.4)
8]
Yi =0 HE, - (4.3.2.5)

As solugdes das equagdes (4.3.2.1) e (4.3.2.2) , em coordenadas cilindricas esféricas ,

sdo dadas por :

E,:=6,= che"'“"""’J,, (Tzp) , (4.3.2.6)
Hp_z = ‘%1;,2 = C2ein(w—w')‘]n (THP) : (4.3.2.7)
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Fazendo y,, = 0 nas equagdes (4.2.2.53) e (4.2.2.54) obtém-se :

E 1 :(ra;L = — 1 ((1)3[.128 a‘%ﬁ’z _ICO[J,O’}’IZ 6%‘02)[54_
» » 0*™2
=T (@) dp p e
SO
Hiop,y ~lpr, (4.3.2.8)
dp
1 i (w3, g2 — % X~ GREL - .
H,,‘L :%.;J’ 4 i(w .‘joiz _ COS;Y]){l Pz b 1 QD} 3 (4.3.2.9)
(07 poe; —yy) (P 0 P
Assim , as componentes transversais £,, , E,, , H, e H, serdo dadas por :
E = ot S in(9-9,) ’ Nn 2)
pp ~ Spp T Ze MTH‘]n(THP)—*_?Jn(THp) G (4.3.2.10)
Ep-co =&, = >Zem(qﬂ -w,)NTHJ,:(THp)CZ : (43.2.11)
— A < in(p-9,) ®n
H, =9 = Ze DI D) G (4.3.2.12)
n=—w 2
H,, =%, = iZe‘”(m"q“')CIDTEJ,:(TEp)C, ; (43.2.13)
onde
aJ,(T;p)
A= ———— . 43.2.
n( H'p) 5(THp) ( 14)
aJ,(Tzp)
J(T,p)=—"—E== 43.2.15
s ) ( )

3,.2
(ONTIe -
Y T R 7. £ 2
R (4.3.2.16)
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oY |
N :—'fozl—“ s (4.3.2.17)
O Ho&; — Y,
2 3 2
e —W Y,E
e T Y (4.3.2.18)

s 2 2 4
O Ho&y; =Y,

4.3.3 Condicdes de Contorno

Na fronteira entre o plasma e o espago livre (p = a ) as componentes

tangenciais dos campos devem satisfazer as condigdes dadas pelas equagdes (4.2.4.1)

a(4.2.4.4) , resultando num sistema de equagdes lineares :

NT,, J:(T,a)C, —ifnTEs (‘yla)A; = —i" H,jncosC/, (

rla) ,
J (Ta)C, —~i”H§”(|y|a)A1’ =i"H,0nsen§]"(|y|a) .
in

®T,J!(T,a)C, +— H! P (|y|a)4; =—i"H,y senéJ, (y|a) ,
n

I, (T,a)C, —i"HP (fy|a) 45 = ~i" H,, costT, (y|a) -

Das equagdes (4.3.3.2) e (4.3.3.3) obtém-se

H:® (yla)J,(r|a) — H? (r|a)J: (v |a) }

C :‘n
L ’OnSeng{TJ(DTEJ,:(TEa)H,EZ)(|Y|a)+J,.(Tsa)H.§(2)([?’|")

Af=—H,-o77$en§{ NPT, (Ts)J, (r|a) + J, (Tsa) T, (ir|a) }

n®T,J!(T,a)H® (fr|a) + J, (Tpa)H,® (fy |a)

e das equagdes (4.3.3.1) e (4.3.3.4)

(4.33.1)

(4.3.3.2)
(4.3.3.3)

(4.3.3.4)

(4.3.3.5)

(4.3.3.6)
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= H!(Z) J il H(Z) J!
G, —i"H ncosE { - (rl) (th/ )= H,2(r|a)J, (,lz;[,a) } : (4.3.3.7)
NT, J,(T,a)H, (b’ la) -nJ,(T,a)H, (IYla)
4 = Hy,cos¢ { AL i - i (T”a)J':,((k ) } . (4.3.3.8)
NTH Jn (THa) Hn (I}/ la) = T’Jn (Th'a) Hn (ly Ia)

4.3.4 Relacoes de Simetria

No caso de incidéncia normal , as relagdes de simetria para as
constantes C, , C, e para os coeficientes de espalhamento A; e 4; sdo obtidas
mudando-se o angulo de polarizagdo para {'=m—¢ nas equagdes (4.3 3.5) a

(4.3.3.8) . Portanto ,

Ci(z-8)=C({©) , (4.3.4.1)
C(x-86)=-C,() , (4.3.4.2)
Ai(m—C)=4;(C) , (4.3.4.3)
4;(r=86)=-4;(C) - (4.3.4.4)

Das equagdes (4.3.2.6) , (4.3.2.7) e (4.3.2.10)-(4.3.2.13) , as relagdes de simetria

para os campos no interior do plasma serdo

& .(p,0,6)=6,.(p,0,m =) , (4.3.4.5)
Iy . (0:0:) ==, . (P9, =) (4.3.4.6)
&1 (p:0:8) =8, . (P, —C) , (4.3.4.7)
7, (p,0.8) = %, , (p,@,m ) . (43.4.8)
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Das equagdes (4.3.1.8)-(4.3.1.13) , obtém-se as relagdes de simetria para os campos

espalhados

&.(0,0.8) =8.(p0,m =C) , (4.3.4.9)
T, .(p,9:8) =~ (p,9,m = () , (4.3.4.10)
4.(p:9.6)==4 . (p,0,m &) , (4.3.4.11)
Iy, (p,0:C) = T, (P, @, () - (4.3.4.12)

As relagdes de simetria dadas pelas equagdes (4.3.4.5)-(4.3.4.12) sao

idénticas as equagdes (4.2.5.5)-(4.2.5.12) , encontradas para o caso de incidéncia

obliqua .

44 CAMPOS DISTANTES

Nas equagdes (4.2.3.20)-(4.2.3.25) , quando ¥, , p —> « , pode-se usar

. ~ ~ - P L 2
as aproximagdes das fungdes de Bessel de terceira espécie :'''?

2 n —I —n/ -n
HE G 0)E O 3 2G7,09) (4.4.1)
Y i P

”H,EZ) (YiLP)

¥

H,®(y,.p)= = H ()RR LR (7 i1P) - (4.4.2)

As componentes dos campos espalhados , equagoes (4.2.3.20)-(4.2.3.25) , resultam

nas seguintes equagoes :
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n m ‘y’,a. 5
Z( YEGS ‘“( /Hé”(r P4 (4.4.3)
n=-wx l.L
o \
E = Y122 _1 n _in(p-@,) IYIT’ H(z) A, 4 4 4
5,9 € ( ) e 0 (},i,lp) 2 2 ( S )
— M 14
E,, =" ) (-Diea Tl (o (4.4.5)
Z( l)nem(q’ ‘P)( ]H(Z)(YILP)A (4.4.6)
73 (cayren “[ i ]Hé”(y.-m)A.’, (4.4.7)
n=—o J,,Ln
H,, = e"’"’:Z(ul)"e""“""’-)Hé”(y VL (4.4.8)

Finalmente , os campos totais ou campos distantes , E_ e H_ , serdo :

I Iyl ( ) ref s s
E O(p,z )Eef ka0 A; A 4.4.9
=G )E (-1 e" {0 () A; +fnd3 | , (4.4.9)

[ §%-4 n=-w

A } ,  (4.4.10)

= | =

Tl ;
H,=—0(p,z) ) (-1)"e"®** 0™ (p)4; —¢
y".: ":Z.;

onde

A oy ,. +Zzy, A
Bref ((P) — _&_‘F|_Y__l_ — —-6(9 =71 —-6‘. ,(p) ~ (44.1 1)
O(p,z) =" H® (¥ ;.P) - (4.4.12)

Os campos distantes podem ser simplificados na forma :
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E, = x[2 n0(p,){6" (@)8(0) + ¥ @)} » (4.4.13)
H, =\Jxf2 0(p.2){6" ()1 (@) - d8(p)} , (4.4.14)

onde

ro=22 Z( 7esirg (4:4.15)

j

2/ 'n' 0 §
2() = - Z(—l)"e'"@"wA;. (4.4.16)

n=-w

Deduz-se que os campos E, e H, sdo perpendiculares a diregdo de propagagdo ou
dire¢do de espalhamento dada por #(0 =& —6,,¢) e que esses campos propagam-se
formando um cone , cujo dngulo em relagdo ao vetor unitario Z é 6 =7 -6, .
Portanto , o retroespalhamento somente ocorre no caso de incidéncia normal .

Da FIGURA 4.2.1 observa-se que no caso em que { =0 , onda
incidente TE , a fun¢do f(¢) é a componente polarizada e g(¢) a despolarizada .
Quando { = /2 , onda incidente TM , a fungdo f(¢) ¢é a componente despolarizada

e g(¢) a polarizada .
Norteado pelas relagdes de simetria , pode-se provar que para um

angulo de incidéncia 0 = = — 6, a fungdo f (@) muda de sinal e g(p) permanece a
mesma .

Mudando o angulo de polarizagdo para {'=¢ 7 € equivalente a
multiplicar os campos por (-1) , pois , das equagdes (4.2.4.6)-(4.2.4.23) , (4.2.4.26)

e (4.2.4.27), A’ e A; mudam de sinal . Desta forma tem-se

f(@.8)=—f(p,C£tm) e g(®,0)=-8(@,C£m) . (4.4.17)

Todos os resultados e conclusGes obtidos nesta se¢io também sdo

validos para incidéncia normal . o
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CAPITULO 5

CARACTERISTICAS DE ESPALHAMENTO

5.1 SECAO DE ESPALHAMENTO TRANSVERSAL

Com base nos resultados obtidos no capitulo anterior sera determinada
a se¢do de espalhamento transversal , dada pela equagdo (2.11.16) , considerando os
casos de incidéncia obliqua (6, # 7/2) e incidéncia normal (0, = /2) . A segdo de

espalhamento transversal é calculada pela formula

[
o(p)= lin; 2np———— (GhllicIh)
P

A

2 2 2 TR . » .
onde |H,,| =|H,, +|H,.|" | |H|" = H2 e d é a distancia onde esta localizada a

fonte .

No caso de incidéncia obliqua a se¢do de espalhamento transversal é

obtida pela equagdo

+20 [ :
: : mny . .
E em(w—w,*mZ)I: |Y_l H'® @y DV = 3':(; H?(y ,',ld)A'.f:|

YidM il

+

n=-

2

+0

D e G

n=-wo

£ (5.1.2)

onde os coeficientes de espalhamento A7 e A; sdo dados pelas equagdes (4.2.4.26)

e (4.2.4.27) , respectivamente . Ja no caso de incidéncia normal tem-se
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) 2
27Id 1 in(o—o,+x/ s
o‘(q)) = H2 - Zemw ?, ,Z)H’:(Z)(.y i,_Ld)Al 1L
10 n=—a0
i Zem(«p—q:.m,a) H®(y, d)A; (5.1.3)

n=-—m

e os coeficientes de espalhamento A e A; devem ser calculados pelas equagdes
(4.3.3.6) e (4.3.3.8) . A equagdo (5.1.3) foi obtida fazendo-se y,, = ’y| e ¥,. =0 na

equacdo (5.1.2) .

52 IMPLEMENTACAO NUMERICA

A secdo de espalhamento transversal pode ser obtida numericamente

fazendo-se uma truncagem na equagio (5.1.2) de —N a + N e variando @ de 0 a

27 com um incremento de 27t/#4 . Assim , tem-se :

9

2\ - a
2nd in(p_—@,+n i/ ' o B e s
o(p,)= 7 Ze (@--9, /2)[—| | H'®(y, A ——= = H® (y r‘,Ld)A2:| +
0 =, YiaM U G

N &

HY errtER BN B S (52.1)
n=—N

o m 2T 5929
Q T (5.2.2)

Onde n e(—N,N) e = =0,1,23,---, 4 . Se a incidéncia for obliqua os coeficientes
de espalhamento A; e A; serdo calculados pelas equagdes (4.2.4.26) e (4.2.4.27) ,

caso contrario devem ser calculados pelas equages (4.3.3.6) e (4.3.3.8) .
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Partindo das equagdes (5.2.1) e (5.2.2) foi implementado um programa
de computador e alguns resultados serdo apresentados em coordenadas polares . Nos
exemplos , sera considerado um plasma cilindrico de segdo transversal circular com
raio a=10(m) , permeabilidade magnética igual a do espago livre
po =4nx107(H/m) , tensor permissividade elétrica (£) dada pelas equagdes
(3.7.127)-(3.7.129) e um campo magnetostatico B, = 1,0x 10™*(Wb/m”) . O campo
magnético incidente é H,, =1,0(4/m) e a coordenada angular da onda incidente €
@, =0 . Como a fonte estd localizada no interior do plasma e o maior interesse é

verificar como a onda eletromagnética € espalhada pelo plasma , a se¢cdo de

espalhamento transversal é estimada a uma distdncia d =1,5a . A onda incidente
pode ser decomposta em ondas TM e TE , portanto , os graficos serdo mostrados
para dois valores do angulo de polarizagdo & =7n/2(TM) e { =n(TE) . Esses
graficos sdo exibidos para um angulo de incidéncia 0, assumindo os valores 7/6 ,
n/5 , n/4 , /3 e w/2 . O valor ideal para N deveria ser um nimero grande ,

todavia , como o tempo de processamento tornar-se-ia muito elevado , escolheu-se o
valor N =18 . Apos varias tentativas encontrou-se o valor # =2880 , o que

possibilitou um melhor tragado das curvas .
Os primeiros graficos , FIGURA 5.2.1 a FIGURA 5.2.10 , sdo para um

plasma frio 7=300(K) , v=11284x10°(s™") , n, =4x10”(m™>) . Em cada
grafico sdo tracadas cinco curvas correspondentes aos valores de ® iguais a
4x10°(rd /s) , 150x10°(rd/s) , 100x10°(rd/s) , 30x10°(rd/s) e
1x10°(rd / s) .

Nos proximos graficos , FIGURA 5.2.11 a FIGURA 5.2.20 , a
freqiiéncia de RF é mantida constante @ =180x10°(rd /s) . Em cada gréfico sdo

tragadas cinco curvas correspondentes aos valores de temperatura de 300(K) |,
4x10°(K) , 6x10°(K) , 8x10°(K) , 10x10°(K) . Para o plasma frio
T =300(K) adotou-se v =1,1284x10°(s™") e n, =4x10”(m™) , enquanto que
para temperaturas elevadas a densidade eletrénica (#,) e a freqiiéncia de colisdo (v)

estdo disponiveis na TABELA 5.2.1 . A densidade eletrdnica (»2,) e a freqiiéncia de
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colisdo (v ) para temperaturas elevadas foram obtidas da curva b =10 e

FIGURA 3.8.1 .

I(K) 2.7 =10"

x107° n,(m™) u(s™)
4 8,00 x 10" 1,47 x 10"
6 512 x10" 226 x10"
8 497 x 10" 3,54 x 10"
10 3,23 x10' 595x10"

TABELA 5.2.1 : Densidade eletronica (n,) e freqiiéncia de colisdo (v ) para

os valores de temperatura utilizados nos exemplos .

Observa-se nos graficos que , em geral , as curvas apresentam
assimetria , isto € , para 0°<¢@ <180° as amplitudes de espalhamento obedecem a
relagdo o (@) # o(—¢) . Isto se verifica devido a anisotropia do plasma na condig¢do
®_# 0 . Também apresentam pontos de maximos e minimos , sendo necessario um
estudo de o (¢) durante todo o intervalo de varia¢do de ¢ .

Das FIGURAS 5.2.1 a 5.2.10 e para um mesmo grafico observa-se que
quando @ decresce os diagramas de espalhamento tendem a obedecer a condig¢do de
simetria o(¢) =oc(—¢) , ou seja , o plasma torna-se menos anisotropico . A
diminui¢do na assimetria torna-se mais evidente para valores de dngulo de incidéncia
maiores .

Das FIGURAS 5.2.11 a 5.2.20 observa-se que a curva continua
T =300(K) apresenta assimetria menor que as demais € o formato das curvas é
modificado quando a temperatura € variada . Conseqiientemente , as dire¢des de
maior fluxo de energia também mudam . Essas conclusdes sio validas para

polarizagdo £ =7 e { ==m/2 , pois, as alteragSes sdo apenas no formato das curvas .
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0, =xn/6
C=n/2
T = 300(K)

FIGURA 5.2.1 : Se¢do de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
obliqua 0, =n/6 , ¢, =0 , N =18 , { = /2 (polarizagdo
TM) e T=300(K) . Onde o, =17,59 x10°(rd /s)

v=11284x10°(s™") e n,=4x10%(m>) . As curvas
correspondem a valores de freqiiéncia de RF de

4x10°(rd/s) , 150x10%(rd/s) 100 x 10°(rd / s)

3

30x 10°(rd / s) e 1x10°(rd / s) .
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0,=m/6
==
T = 300(K)

120°
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—
(¥,
(=}
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180°
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///’ i 7/ /
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Al

30°

1 150 x 103(rd / s)
QA/ \ 0°
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" _/ ... 2// /
I A
o i WSS Gh 2N 330°
200 Ny N oAty T X
"\ $ T
BN T =5 :
~ s S s ’
¥ N - :

FIGURA 5.2.2 :

o 300°

Sec¢io de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
obliqua 8, =n/6 , ¢, =0 , N=18 , { =x (polarizagdo
TE) e T=300(K) . Onde w_=17,59x10°(rd/s) |,
v=11284x10°(s") e n,=4x10%(m>) . As curvas
correspondem a valores de freqiiéncia de RF de
4x10°(rd /s) , 150x10°(rd/s) , 100x10°%(rd/s)

30x10%(rd / s) e 1x10%(rd / s) .

Cicero Luiz Alves Cunha



Caracteristicas de Espalhamento

0,=n/5
C=nf2
7 =1300(K)

7T N\ easemeesmeneea.,
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210° W, B S=e o L ——>C = ."l ¢
% LS -7
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o= o 1,0 x 10°(rd75) oot

"t A

300°

FIGURA 5.2.3 : Se¢do de espalhamento transversal o(@) para incidéncia
obliqua 8, =xn/5, ¢, =0, N=18 , C=n/2 (P° acihos
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0,=n/5
C=n
T =300(K)

180°

30°

\ 5

FIGURA 5.2.4 :

\

Vo= 150 x10°(q /5
\! \

!

d / 5)

L @ #4x10%(

330°

Se¢do de espalhamento transversal o(@) para incidéncia
obliqua 6, =n/5 , ¢, =0, N=18 , { =n (polarizagdo
TE) e T=300(K). Onde w, =17,59x10°(rd/s)

v=11284x10°(s™") e n,=4x10%(m™>) . As curvas
correspondem a valores de freqiiéncia de RF de

4x10°(rd /s) , 150x10°(rd/s) , 100x10%(rd/s)

b

30x10°(rd /s) e 1x10°(rd /s) .
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0, =xnf4
C=n/2
7 =300(K)
90°
120° 60°
s aveae I e -
e o I - =13
7 55 b P
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,? {0 \ e
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f @ = 150 x 10°(rd /$)—- o
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I
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210° o 330°
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FIGURA 5.2.5 :

Secdo de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
=n/4 , @, 18 , { = /2 (polarizagdo

TM) e T=300(K). Onde w_=17,59x10°%(rd /s)

obliqua 0, =0, N=

3

v=11284x10°(s") e n,=4x10%(m>) . As curvas

correspondem a valores de freqiiéncia de RF de

4x10°(rd/s) , 150x10°(rd/s) , 100x10°(rd/s)

b

30x 10°(rd / s) e 1x10%(rd / s) .
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0,=n/4
C=m
7 =300(K)
120° =
-
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f—e —7

FIGURA 5.2.6 : Secdo de espalhamento transversal o(@) para incidéncia

Obh'qua 9':7[/4 s (pIZO A N =18 & Czﬂ' (pOIarizacﬁo

TE) e T=300(K). Onde _=17,59x10°(rd /s)

v=11284x10°(s") e n, =4x10%(m>)

correspondem a valores de

4x10°(rd /s) , 150x10°(rd/s) , 100x10°(rd /s)

b

As curvas

freqiéncia de RF de

30x10°(rd /s) e 1x10°(rd / 5) .

2
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0,=mn/3
C=mnf2
T =300(K)
90°
120°
i
_/.'-’A. 6
/o @ =150x10°(rd/s)
/a2
1500 f AR
/‘:?K N3
r’/ NS
/’ P - _""‘--.\
/.:/" = \i____/'
2 @ =4x10 N ~
(e X q’
: W :
180° T \ 0° l__
S : '
| v
o 2\ 0°
'1 \s o =\100"x 10° (riils) |
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FIGURA 5.2.7 :

270°

Se¢do de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
obliqua 6, =n/3 , ¢, =0, N =18 , { = /2 (polarizagdo
TM) e T=300(K) . Onde w_,=1759%x10°(rd/s) ,
v=11284x10°(s™") e n,=4x10%(m>) . As curvas
correspondem a valores de freqiiéncia de RF de
4x10°(rd/s) , 150x10°(rd/s) , 100x10°(rd /s)

-

30x10°(rd / 5) e 1x10°(rd / 5) .
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6,=mn/3
==
T =300(K) s
120°
7
/// -t -
150° / // = = . ’ -__-‘ . 30°
e /=8 i Nt : :
/.,' e ”~ ’/,.\ \\\ - ; / :
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FIGURA 5.2.8 : Se¢dao de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
obliqua 6, =7/3 , ¢, =0, N=18 , { =n (polarizagdo
TE) e T=300(K). Onde w, =17,59x10°(rd/s)
L=11284x10°(s") e n, =4x10%(m>)

correspondem a valores

3

. As curvas
de freqiéncia de RF de
4x10°(rd/s) , 150x10°(rd/s) , 100x10%(rd/s) ,
30x 10°(rd / s) e 1x10°(rd / 5) .
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0,=m[2
¢=n/2
T'=300(K)
90°
e g (@)
A8 o -
150° ./.;-"'...' w =} xlO‘(r /3) 06 30°
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Mo j 300°
270°
FIGURA 5.2.9 : Se¢do de espalhamento transversal o(@) para incidéncia
normal 6, =%/2 , ¢, =0, N =18 , { =n/2 (polarizagdo
T™) e 7=300(K) . Onde @,  =17,59 x 10’
v=1,1284x10°(s"') e n,
correspondem a valores
4x10°(rd/s) , 150x 10
30x10°
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0,=mn/2
C==n
7' = 300(K)

FIGURA 5.2.10 : Se¢do de espalhamento transversal o(¢) para incidéncia
normal 0, =7/2 , ¢, =0 , N=18 , { =n (polarizagdo
TE) e T=300(K) . Onde o, =17,59x10%(rd/s) |,
v=11284x10°(s") e n,=4x10%(m>) . As curvas
correspondem a valores de freqiiéncia de RF de

4x10°(rd/s) , 150x10°(rd/s) , 100x10%(rd/s)
30x10°(rd / s) e 1x10°(rd / s) .

H]
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FIGURA 5.2.11 :

300°

Se¢do de espalhamento transversal o (@) para incidéncia
obliqua 6, =n/6 , @, =0 , N =18 , { =n/2 (polarizagdo
TM) . Onde ® =180x10°(rd /s) ,@, =17,59 x 10°(rd / 5)
e as curvas correspondem a valores de temperatura de

300(K) , 4x10°(K) , 6x10°(K) , 8x10°(K) .
10x10°(K) .

Cicero Luiz Alves Cunha



Caracteristicas de Espalhamento 165
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FIGURA 5.2.12 : Secdo de espalhamento transversal o(@) para incidéncia
obliqua 6, =n/6 , @, =0 , N=18 , { =n (polarizagdo
TE) . Onde ® =180x10°(rd /s),w_, =17,59 x10°(rd / 5)
e as curvas correspondem a valores de temperatura de

300(K) , 4x10°(K) , 6x10°(K) , 8x10(K) ,

10x 10*(K) .
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0, =n/5
¢ =nf2

® =180 x10°(rd / s)
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FIGURA 5.2.13 : Se¢do de espalhamento transversal o (@) para incidéncia
obliqua 0, =n/5 , ¢, =0, N =18 , { =n/2 (polarizagio
TM) . Onde @ =180x10°(rd /s) ,@_ = 17,59 x10°(rd / 5)
e as curvas correspondem a valores de temperatura de

300(K) , 4x10°(K) , 6x10°(K) , 8x10°(K)
10x 10°(K) .
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