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RESUMO

O proposito deste trabalho € realizar estudos de problemas de transferéncia de calor por
convecgdo natural no interior de geometrias axissimétricas. O equacionamento € desenvolvido
para o regime permanente e nio permanente, considerando escoamento bidimensional.

Utiliza-se o método de elementos finitos para resolver as equagdes de conservagdo. Sdo
determinadas as distribuicdes da fun¢do corrente, temperatura adimensional, vorticidade e o
ntmero de Nusselt local e médio em fungio dos pardmetros térmicos € geometricos.

Com o objetivo de validagdo do programa computacional desenvolvido, sdo realizados
testes para a cavidade anular de dois cilindros verticais concéntricos. Em seguida sdo
apresentados os resultados para duas situagdes: cavidade semi-esférica denominada de caso 1;

cavidade anular de duas esferas concéntricas denominada de caso 2.

Palavras - chaves :  1- Transferéncia de Calor 2- Convecgao Natural

3- Geometria Axissimeétrica 4- Método de Elementos Finitos



ABSTRACT

The aim of this work deals with the study of heat transfer by natural convection within
cavities of axisymmetrical shapes. The analysis is performed for both the steady and the
unsteady state, by considering two-dimensional flow.

The finite element method is used for the solution of the conservation equations, in order
to find the local and average Nusselt number together with the distributions of the stream
function, dimensionless temperature and vorticity, as function of the thermal and geometrical
parameters.

For the validation of the computer program, various tests are carried out for an annular
cavity between two concentric vertical cylinders. Finally, the numerical model is applied for

both a hemispherical cavity (case one) and a cavity between two concentric spheres (case two).

Key Words: 1- Heat Transfer 2- Natural Convection
3- Numerical Methods 4- Finite Element Method
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Generalidades

A convecgdo natural em espagos confinados de geometrias axissimétricas tem sido
estudada tanto experimentalmente como numericamente por diversos pesquisadores. O estudo
deste fenomeno €é de grande interesse no campo da engenharia. A convecgdo natural
desempenha um importante papel em diversas aplicagdes, tais como: resfriamento, aquecimento
e armazenamento de alimentos, bebidas e combustiveis; aquecimento residencial e industrial;
resfriamento de emergéncia de reatores nucleares; sistemas de energia solar; sistemas de alarme
de incéndios; resfriamento de equipamentos eletronicos, etc. Em muitas dessas aplicagdes o
espago confinado se apresenta de uma maneira simétrica em relagdo a um eixo vertical.

O presente trabalho estuda a convecgdo natural no interior de cavidades arbitrarias de
geometrias axissimétricas com eixo vertical. Para mostrar a potencialidade do método utilizado
neste trabalho, foram escolhidas duas geometrias mostradas a seguir.

As figuras 1.1 e 1.2 mostram as geometrias que serdo analisadas no presente trabalho, as
quais serdo chamadas de caso | e caso 2, respectivamente.

A figura 1.1 representa a geometria de um radidmetro utilizado para a medida da
radiagd@o solar. Neste tipo de instrumento ha interesse em conhecer a transferéncia de calor por
convecgdo natural no interior da cavidade na forma semi-esférica.

A figura 1.2 pode representar um reservatério formado por duas esferas concéntricas,
onde se armazena um fluido aquecido na superficie interna e resfriado na superficie externa.
Neste caso também existe interesse em conhecer a transferéncia de calor por convecgdo natural
no interior da cavidade.

As figuras 1.3 e 1.4 representam, respectivamente, as se¢des transversais das figuras 1.1
e 1.2. A figura 1.3 mostra o dominio computacional £ no plano ( r, X ) na qual ser4 analisada a
convecgdo natural. A superficie S, € isotérmica mantida na temperatura quente T,. A superficie
S, é isotérmica mantida na temperatura fria T,. E as superficies S, sdo isoladas termicamente. A
figura 1.4 mostra o dominio computacional Q e apresenta a superficie S, isotérmica mantida na
temperatura quente Ty, a superficie S, mantida na temperatura fria T, e as superficies S, isoladas

termicamente.



\
X
( Superficie isotérmica fria S,)
/ Tt
( Superficie isotérmica
quente S, )
T, = cte
4
(A2 [ A2
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Figura 1.1 - Geometria axissimétrica analisada ( Caso 1)
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Figura 1.2 - Geometria axissimétrica analisada ( Caso 2 )
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‘Para a solugdo de problemas de convecgdo natural, bidimensional, laminar em
geometrias, como no caso do presente trabalho, € necessaria a resolugdo simultinea de um
sistema de equagdes diferenciais parciais ndo lineares e acopladas. A complexidade matematica
limita a possibilidade de se obterem solugdes analiticas para o sistema, o que torna conveniente
a utilizagdo de métodos numéricos.

Viérios métodos numeéricos sdo usados na solugdo de problemas de engenharia, tais
como: Método de Diferengas Finitas, Método de Volumes Finitos, Método de Elementos
Finitos e outros.

O método numérico utilizado neste trabalho € o Método de Elementos Finitos que tem
como vantagens:

i-) Adapta-se facilmente as linhas de fronteira do dominio em estudo, simplificando a aplicagao
das condig¢des de contorno;

ii-) Permite tomar decisdes quanto ao numero, tamanho, e forma dos elementos a modelar o
dominio em estudo, podendo concentrar maior numero de elementos nas regides de maiores
gradientes das grandezas envolvidas, melhorando a precisao dos resultados, sem o aumento das
dificuldades de aplicag@o do método.

O elemento adotado no presente trabalho € o elemento triangular linear, pois € o
elemento mais simples de ser implementado computacionalmente e diversos trabalhos mostram

que ele apresenta bons resultados.

1.2 - Revisao da Literatura

A literatura na area de transferéncia de calor por convec¢do natural em geometrias
axissimétricas apresenta trabalhos tanto experimentais como numeéricos, como sera Vvisto
brevemente. A maioria de trabalhos encontrados tratam de convec¢do natural em espago anular
de dois cilindros concéntricos verticais. Portanto, uma investigagdo neste tipo de geometria €
basica para o estudo do presente trabalho.

Vahl Davis e Thomas (1969) foram os primeiros a estudarem numericamente, de forma
extensiva, a convecg¢do natural em espago anular de cilindros verticais aquecidos
isotermicamente. Em seguida, os mesmos autores, Thomas e Vahl Davis (1970), estenderam o
estudo usando a técnica numeérica de diferengas finitas para resolver as equagdes que governam
o fendmeno, considerando uma ampla faixa de pardmetros. Foram analisadas as seguintes

faixas:



"Ra<2x10° , 05<Pr<10',1<A<33 e 15x <10,
onde: Ra = gB(T,-T,)D’/v a representa o numero de Rayleigh; Pr = v/a ¢ o nimero de
Prandtl; A = H/D € a razdo de aspecto; k = RE/RI ¢ a razdo de raios e D = RE - RI € a
dimensdo caracteristica.

A maioria dos resultados foram obtidos para Pr =1 e 1< x <4. Eles obtiveram a

seguinte equagdo de correlag@o para a convecg@o natural em regime laminar:

Nu — 0,286 Ra0,258 PrO,OU() A—0,238 KO““Z

Thomas e Vahl Davis (1970) testaram a equagdo acima com os resultados experimentais
de Emery e Chu (1965) e os resultados numéricos de Rubel e Landis (1968) para k =1. Os
resultados apresentaram uma boa concorddncia. Os resultados obtidos por Thomas e Vahl
Davis (1970) para A =5 e k¥ =2 a um numero de Rayleigh de valor médio, apresentou um
escoamento com uma simples célula, enquanto que para nimeros de Rayleigh de valores altos
foi observado escoamento multicelular. Seus resultados também indicaram que os campos de
temperatura e velocidade, e consequentemente as taxas de transferéncia de calor, ndo sdo
somente fun¢des do nimero de Rayleigh e razdo de aspecto, mas dependem fortemente da razdo
de raios. A dependéncia do nimero de Prandtl, apresentou-se muito fraca.

Torrance e Rockett (1969) realizaram estudo numérico de convecgdo natural, utilizando
o método de diferencas finitas, em um espago confinado de geometria cilindrica, apresentando
um pequeno trecho quente centralmente localizado na superficie inferior com a temperatura
adimensional constante igual a 1, e o restante do contorno com temperatura adimensional igual
a zero. O trabalho teve como objetivo simular a geometria de uma sala na qual ocorreria a
convecgdo natural transiente devido a um inicio de incéndio. O efeito convectivo, no caso, seria

essencial ao projeto de uma eficiente detec¢do do fogo. No trabalho o numero de Prandtl foi
mantido em Pr = 0,7 e o nimero de Grashof entre 4x10* < Gr < 4x10". A turbuléncia foi

observada experimentalmente para Gr > 1,2x10°.

Nagendra et al. (1970) desenvolveram uma analise aproximada para estudar a
convec¢io natural no espago anular aquecido isotermicamente estendendo o modelo de camada
limite usado por Emery e Chu (1965). Eles apresentaram tré€s correlagdes de transferéncia de
calor em regime laminar de convecgdo para pequenas e grandes razdes de aspecto.

Schwab e Dewitt (1970) forneceram resultados de transferéncia de calor, através de um
estudo numérico empregando o método de diferengas finitas, que foram limitados a 24

combinagdes de Ra , Pr e A com x =2. Em geral, os coeficientes de transferéncia de calor
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relatados por eles tiveram valores de 30 a 50 por cento acima daqueles apresentados pela
equagdo de correlagdo de Thomas e Vahl Davis (1970).

Pepper e Harris (1977) realizaram simulagdes numéricas de convec¢do natural em
espago anular de cilindros verticais aplicando o esquema SIP (Strongly Implicit Procedure). A
parede vertical do cilindro interno € mantida na temperatura adimensional igual a 1 e a
temperatura da parede vertical do cilindro externo € mantida igual a zero. As paredes
horizontais sdo mantidas isoladas. O nimero de Prandtl foi mantido constante igual a 1. A razdo
de aspecto variou de 1 a 15, o nimero de Rayleigh de 10* a 10° e a razdo de raios de 1 a 3. Foi
utilizado uma malha de 17x49 para a solugdo do método numeérico. Os resultados obtidos
apresentaram boa concordancia com os resultados de Thomas e Vahl Davis (1970).

Lee et al. (1982) estudaram numericamente a estrutura da convecg¢ao multicelular para
espagos anulares verticais, com altos valores de razdo de aspecto, com o nimero de Prandtl e
razdo de raios variando nas seguintes faixas: 0 <Pr<0,7 ,e | <k <5. Um nimero de Prandtl
igual a zero representa um fluido hipotético com difusividade térmica infinita.

Prasad e Kulacki (1985) desenvolveram trabalhos experimentais, usando agua, heptano e

etileno glicol, investigando o efeito da razdo de aspecto. Suas experiéncias foram conduzidas

para 8x10° < Ra <3x10", k =5338, A= 0,5, 1e 1,5, e 4<Pr<196. Foi notado que o
nimero de Nusselt aumenta com a razdo de raios. O numero de Prandtl apresenta pouca
influéncia. No regime laminar, o numero de Nusselt apresenta fraca dependéncia da razdo de
aspecto quando o nimero de Nusselt e o nimero de Rayleigh sdo considerados em termos da
altura anular H. A turbuléncia é iniciada quando o numero de Grashof local é Gr, = 4x10°. A
equagio de correlagdo de Thomas e Vahl Davis (1970) serviu para verificagdo dos resultados
obtidos nas experiéncias realizadas por Prasad e Kulacki (1985).

Kalam e Kumar (1987) obtiveram resultados numéricos de vérias combinagdes de razdo
de raios e razio de aspecto para o estudo de convecgdo natural no espago anular de cilindros
verticais. Verificaram que os numeros de Nusselt obtidos apresentaram boa concorddncia com
aqueles apresentados na equagdo de correlagdo de Thomas e Vahl Davis (1970) para alguns
casos especificos.

Kumar e Kalam (1991) realizaram investigagdes numéricas de convecc¢do natural de um
fluido no espago anular de cilindros verticais com a parede do cilindro interno mantida a uma
temperatura superior a da parede do cilindro externo. As paredes inferior e superior sdo
mantidas isoladas. O método numérico utilizado foi baseado nos métodos de falso

transiente e ADI (Alternating Direction Implicit). Os resultados foram obtidos para as
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seguintes faixas: 10<Ra<10°, 1<k<15 e 03<A<10. O trabalho apresenta boa
concordancia em seus resultados comparados com a equa¢do de correlagio de Thomas e Vahl
Davis (1970) e resultados experimentais de Prasad e Kulacki (1985).

Na literatura, aparecem alguns trabalhos de convec¢do natural em geometrias
axissimétricas com fluxo de calor constante especificado na parede vertical do cilindro interno e
temperatura constante especificada na parede vertical do cilindro externo. As paredes
horizontais sdo mantidas isoladas termicamente.  Sheriff (1966) foi um dos primeiros a
realizar trabalhos em geometrias axissimétricas com essas condi¢des de contorno. Ele

considerou , razdo de raios k = 1,23 ; 1,10 e 1,03 , razdo de aspecto A = 38, 76 e 228 e niimero

de Rayleigh na faixal0’ < Ra < 10°. Foi apresentada a seguinte equacdo de correlagio para o
numero de Nusselt :

Nui=025Ra% A2

Keyhani et al. (1983) realizaram experiéncias com as mesmas condi¢gdes de contorno

que Sheriff (1966). Eles desenvolveram a experiéncia para razdo de raios k = 4,33 , razdo de

aspecto A = 27,6 e numero de Rayleigh na faixa 10° < Ra < 2,3x10%. Eles apresentaram as
seguintes equagoes de correlagao para duas faixas:

Nu = 1,406Ra*"’  para 10’ < Ra < 6,6x10° , e

Nu = 0,163 Ra®***  para 6,6x10°> < Ra <2,3x10°.

Bhushan et al. (1983) estenderam o trabalho de Keyhani et al. (1983) para duas outras
combinagdes de razdo de aspecto e raios, A =52,82 , k=277 e A=38,38 ., k = 8,28.

Khan e Kumar (1989) também realizaram um estudo numérico de convec¢do natural no
espaco anular vertical com aquecimento a fluxo de calor constante na parede do cilindro interno
e resfriamento isotérmico na parede do cilindro externo. As paredes horizontais sdo isoladas

termicamente. Os resultados da taxa de transferéncia de calor, os campos de temperatura e

velocidade foram obtidos para as seguintes faixas: ISk <15,1<A <10, 100<Ra < 107 e
Pr = 0,7. As equagdes em termos da vorticidade e temperatura adimensional foram resolvidas
pelo método ADI (Alternating Direction Implicit), € a equagdo em termo da fung@o corrente foi
resolvida aplicando o método SOR (Successive Overrelaxation). Os resultados obtidos
numericamente foram comparados com os resultados experimentais de Keyhani et al. (1983)

apresentando boa concordancia.



1.3 - Objetivos do Presente Trabalho

O objetivo principal deste trabalho é realizar o estudo tedrico de convecg¢do natural,
bidimensional, laminar em regime permanente e ndo permanente, para geometrias
axissimétricas arbitrarias. E como aplicagdes sdo estudadas os casos 1 e 2, das figuras 1.3 e 1.4,
e desta forma poder estabelecer as relagGes entre os coeficientes de transferéncia de calor médio
e local em fungdo dos parametros térmicos e geométricos.

As equagdes de conservagdo, em coordenadas cilindricas, juntas formam um sistema de
equacdes diferenciais parciais ndo lineares e acopladas. Através da resolugdo simultdnea desse
sistema de equagdes utilizando o método de elementos finitos serd possivel determinar as
distribui¢cdes da fun¢do corrente , temperatura adimensional 0, vorticidade ®, € o numero de

Nusselt local Nu, e médio Nu em fungdo dos pardmetros geométricos e térmicos envolvidos.

1.4 - Delineamento do Presente Trabalho
Para atingir os objetivos descritos acima, este trabalho sera desenvolvido da seguinte

forma:

Capitulo 2 - Formulagdo Matematica

Neste capitulo, inicialmente serdo apresentadas as equagdes gerais de conservagao que
regem o fendmeno de convecgdo natural, em sua forma dimensional, respectivamente
acompanhadas de simplificagdes necessarias, bem como as condi¢des de contorno.

Em seguida, com a finalidade de generalizar a solu¢do numeérica do problema, as
equacdes de conservagio sdo adimensionalizadas juntamente com as definigdes da fungdo
corrente \p, vorticidade o, nimero de Grashof Gr e nimero de Prandtl Pr.

Finalmente, sdo desenvolvidas as expressdes para calcular os nimeros de Nusselt local

Nu, e médio Nu nas superficies da cavidade a ser estudada.

Capitulo 3 - Aplicagdo do Método de Elementos Finitos

Neste capitulo desenvolve-se o método de elementos finitos para geometria
axissimétrica, optando-se pela aplicagdo do elemento triangular de trés nés.

Em seguida, sdo desenvolvidas as equag¢bes da funcdo corrente \, temperatura
adimensional 0 e vorticidade ® na forma matricial para o elemento, seguindo-se de uma anélise

global considerando todo o dominio €.
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Finalmente, sera descrito o programa computacional desenvolvido e utilizado para
solucionar o sistema de equagdes globais acopladas em termos da fungdo corrente v,
temperatura adimensional 6 e vorticidade o, seguindo-se o célculo dos numeros de Nusselt

local Nu; e médio Nu.

Capitulo 4 - Resultados

Neste capitulo, inicialmente o programa computacional desenvolvido € testado para a
cavidade anular de dois cilindros concéntricos verticais, comparando-se os resultados com
aqueles encontrados na literatura.

Apés a validagdo do modelo, sdo obtidos os resultados para as duas geometrias do
presente trabalho variando-se os pardmetros geométricos, tais como, a razdo de aspecto
A=H/D, a razio de raios x=RE/RI; e parametros térmicos como o numero de Grashof
Gr=gB(T,-T,)D*/v* , mantendo-se o numero de Prandtl Pr=v/a igual a 0,70. A dimensdo
caracteristica D varia de acordo com o caso estudado. Para o caso dos cilindros concéntricos

verticais, D é definida como sendo D=RE - RI, ¢ para os casos | € 2 como sendo D=RE.

Capitulo 5 - Conclusdes e Recomendagdes

Neste capitulo, sdo apresentadas as principais conclusdes obtidas no presente trabalho.
Em seguida sdo comentadas as contribuigdes mais importantes deste trabalho.

No final, faz-se algumas recomendagdes para possiveis trabalhos futuros sobre analise

de conveccio natural em geometrias axissimétricas.

Apéndices

No apéndice A, encontram-se desenvolvidas as equagdes para o calculo da vorticidade
no contorno.

No Apéndice B, sdo desenvolvidas as equagdes para determinar o numero de Nusselt
médio Nu e o nimero de Nusselt local Nu, nas superficies quente e fria da cavidade em estudo.

No Apéndice C, faz-se o desenvolvimento da equagdo diferencial bidimensional em
regime nio permanente, aplicando o método de Galerkin, bem como o desenvolvimento da
matriz capacitancia [C]°.

No Apéndice D, mostram-se as comparagdes entre as duas equagdes para o calculo da
vorticidade no contorno.

Finalmente, sdo apresentadas as referéncias bibliogréficas consultadas para a elabora¢ao

do presente trabalho.



CAPITULO 2

FORMULACAO MATEMATICA

2.1- Analise Teorica da Convecg¢ao Natural

Para o estudo de convecg¢do natural em geometrias axissimétricas, utilizam-se as

equacoes de conservagdo, levando em consideragdo as seguintes hipoteses:

- escoamento bidimensional, laminar e incompressivel;

- regime nao permanente;

- as propriedades do fluido s@o constantes, exceto a densidade nos termos de empuxo que segue
a relacdo de Boussinesq;

- 0 termo de dissipagdo viscosa na equagdo da energia e os efeitos de compressibilidade sdo
desprezados;

- sem geracao interna de calor.

Portanto, as equagdes de conservag@o podem ser escritas como:

1-) continuidade:

L9 s 2o @)

r or 0X

ii-) quantidade de movimento:

du Odu Ou 1 6p° (alu 1 0u 82uJ
—+V—t+u— = T-T)-———+V —+——+—, 2
6t+v8r+u6x gh( :) p OX Ghé - i Ghe - @i (2:2)
Y e OV O +v(a_\: oL Qj 2.3)
ot or ox p Or GhE R EhR S @
1ii-) energia:
Qo ol Grl L@ G
—+v—+tu—=0a| —+—+—| 2.4)
ot or ox Ars SnIOn NOX
onde:
K
o= :
pC,

Uma geometria axissimétrica arbitraria encontra-se ilustrada na figura 2.1, juntamente

com as condi¢ées de contorno que serdo consideradas na analise tedrica. A superficie S, sera
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estabelecida como sendo uma superficie isotérmica quente com temperatura T, , enquanto que a
superficie S, representara uma superficie isotérmica fria com temperatura T,. As superficies S,
estardo isoladas termicamente, ndo havendo fluxo de calor através delas, e as componentes de
velocidades do fluido na parede (em S,, S, e S; ) sdo todas nulas.

Portanto pode-se escrever as seguintes condigdes iniciais e de contorno:

i-) condigdes iniciais:

parat=0:
u=v=0 (em Q), (2.52)
T ;Th (em Q), (2.5b)

onde Q representa o dominio, conforme mostra a figura 2.1b.

1i-) condig¢des de contorno :

parat>0:

T=T, (emS,), (2.5¢)

Ti=T, (em3S,), (2.5d)

q= o =0 (emS;), (2.5¢)
on

u, =v, =0 (em S, +S, +53 ), (2.51)

onde S, , S, e S, sdo as superficies mostradas na figura 2.1b.

2.2 - Adimensionalizacio das Equacoes

Para adimensionalizar as equag¢bes de conservagdo, sdo introduzidas as seguintes
variaveis adimensionais:

- tempo:
T=—, (2.6a)

- coordenadas vertical e radial :
X=— e R=—, (2.6b)
D D

- componentes da velocidade vertical e radial :

U=2u e V=2v, (2.6¢c)
Y \Y
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L

Figura 2.1b - Dominio computacional e condi¢des de contorno
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- temperatura :
0= 1IL=1r
TR (2.6d)
- pressao :
D*p”
P= = VZ : (2.68)
Substituindo as equagdes (2.6) em (2.1), resulta :
1 o ou
——(RV)+—=0. 2:
R 6R( ) o0X @D
Define-se a fungdo corrente y da seguinte forma :
P s s L OV 2.8)
R oR R oX
De (2.7) e (2.8), vem :
o oy 1, i oy 2.9)

"RORAX  RORGX

Pode ser notado pela equagdo (2.9), que com a defini¢do da fungdo corrente dada pela
equacio (2.8), a equagio da continuidade fica satisfeita automaticamente.

Define-se a vorticidade » da seguinte forma :

AT OV SHOUS (2.10)
oX ©OR
Das equagdes (2.8) e (2.10), tem-se :
drony, +i[iﬂj i @.11)
R dX* OR\R IR

Substituindo as equagdes (2.6) em (2.2), e definindo o nimero de Grashof (Gr)eo

numero de Prandtl ( Pr ) como sendo :

D)
Gr 2P0, ,°) , 2.12)
=
Pr=—, 2.13)
(04
resulta:
oU . oU . 8u oP (azu 1 8U azu]
—+V—+U—=Gr0-—+ =+ —— 2.14
F e S Y SRS e | O @)
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- Substituindo as varidveis adimensionais (2.6) em (2.3), resulta :

N, Oyt Z VR A 2o
o ARE N X ORGSR RIGRE RENORE )
E finalmente, substituindo as equagdes (2.6) em (2.4), resulta :

00 00 00 (G L&D @6

R A () =—( e 2] (2.16)

ot R 0X0 "Pri\{ORSESRIGRIN XS

Derivando a equagdo (2.14) em relag@o a R, e a equagdo (2.15) em relagdo a X , em

seguida subtraindo uma em relagdo a outra, resulta :

(Vv ~ U -~ 2 2
do (Vo) & w)z_r§+5€j+ia_‘°+a°j_“’7 2.17)
ot oR oX ORFGRE " S REGREN XGRS
Resumindo, serdo reescritas as equagdes (2.11), (2.16) e (2.17) conforme segue :
La_‘l;+i(l@):_m , (2.18)
R oX OR \R OR

A -~ 2 ~ 2

i@+vﬁ+U£=L[a%+iL@+@?j, (2.19)
ot OR dX. Pr\dR: RIIRENIXE
§B+0(Vm)+o(Uco)=_Gr_o_8_+a'az +L8_co+8'a: ks mv _ (2.20)
ot oR oX dR " (ORs W REGRENGIXGEIR

As equacdes (2.18), (2.19) e (2.20) podem ser rearranjadas, respectivamente, na seguinte

forma compacta :

i-) %[%(R%ﬂ+%+() =(0) (2.21)
ii-) é[%[l{%&”*— 2;?2 +Q, = _‘;ﬂ 3 (2.23)
onde :

Q, = G)R—gﬂ ; (2.21a)
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1 (aw 0 oy d
: = — | —ar e | 222
P =g lox®R R e
1 [a\u on Oy 60)) o) (6\;} ) o0
o =" -=| =+1| -Gr—. 2.23

W =Rl ax R “@mox) Re\ax R e

Colocando as condigdes iniciais e de contorno na forma adimensional, resulta :
i-) condig¢des iniciais :

para t=0 :

y=0=0=0 (emQ). (2.24a)
i1-) condig¢des de contorno :

parat>0:

o= (em8S,), (2.24b)

= -1 (em3S,), (2.24¢)
0

Q= = =1 (emS,), (2.244d)

y,=0 ((em}S LSS SI)) (2.24e)

NS, (em S, +S, +8S, ), (2.241)

on

2\“0 2)

(6 = Sy (em S, +S,+S,; ), (paracasol) (2.24g)

ou, ©,= —%—‘—‘;& (em S, +S,+8S, ), (paracaso2) (2.24h)

onde:
S, € a superficie isotérmica quente com temperatura T}, ;
S, € a superficie isotérmica fria com temperatura T, ;
S, ¢ a superficie isolada com fluxo de calor nulo;

Q representa o0 dominio da geometria analisada.

A equagdo (2.24a) estabelece que para T =0, as condi¢des iniciais das grandezas y, 6
e ® sdo nulas em todo o dominio Q. As equagdes (2.24b) e (2.24c) indica que os valores da
temperatura adimensional para as superficies quente e fria sdo respectivamente 1 e -1. Enquanto
que a equagdo (2.24d) estabelece que o fluxo de calor é nulo através da superficie S, . A

equagdo (2.24e) indica as condigdes de impermeabilidade e a equacdo (2.24f) representa a
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aderéncia no contorno. As equagdes (2.24g) e (2.24h), encontram-se desenvolvidas no Apéndice
A, onde o, representa a vorticidade do fluido junto ao contorno, R,, € a coordenada radial de
um ponto sobre o contorno, \y, € ®, representam, respectivamente, valores da fungdo corrente

e vorticidade num ponto situado a uma pequena distancia 6 do contorno.

2.3 - Numero de Nusselt Local e Médio

As equagdes (2.21), (2.22) e (2.23) desenvolvidas no item anterior, juntas representam
um sistema de equagdes diferenciais parciais ndo lineares e acopladas. Este sistema de equagGes
sera resolvido empregando o método de elementos finitos obtendo-se as distribuigdes das
fungdes v, O e o. De posse da distribui¢do de 6, pode-se calcular o nimero de Nusselt local e
médio em fun¢do dos pardmetros geométricos e térmicos do problema.

As equagdes para determinagdo dos nimeros de Nusselt local e médio encontram-se
desenvolvidas no Apéndice B, e sdo as seguintes:

i-) Numero de Nusselt local na superficie S; (comi=1ou?2):

S.

Ny | = lﬂﬂ) - [@—) , (2.25)
S, 2 OR oX s,
ii-) Numero de Nusselt médio na superficie S; (comi=1ou2):
Ny, = - [Nu, | _as; - (2.26)
Siis

LT

Os nimeros de Nusselt local e médio podem ser escritos em fung¢ado de parametros
geométricos e térmicos do problema, respectivamente como :

Nu, = Nu, ( Pardmetros geométricos, Pr, Gr), (2.27)

Nu = Nu ( ParAmetros geométricos, Pr, Gr) . (2.28)

Os parametros térmicos, a saber, nimero de Grashof ( Gr ) € nimero de Prandt ( Pr ), sdo

dados respectivamente pelas equagdes (2.12) € (2.13).



CAPITULO 3

APLICACAO DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

3.1- Forma Geral para as Equac¢des de Conservagiao

As equagdes (2.21), (2.22) e (2.23) dadas no capitulo anterior podem ser escritas na

seguinte forma geral :
2

%[Dra%[R%)}—Dx%+Q¢ =l% 3 (3.1)
onde ¢ representa uma grandeza que pode ser y, 6 ou w; Q, € uma fungdo especificada que
pode ser Q, , Qg ou Q, , respectivamente dadas pelas equagdes (2.21a), (2.22a) e (2.23a); A
representa um parametro que assume o valor zero na equagdo (2.21) e o valor um nas
equagdes (2.22) e (2.23); D_ e D, sdo os parametros que assumem 0O valor um nas equagdes
(2.21) e (2.23) e o valor 1/Pr na equagdo (2.22).

Para maior clareza, foi montada a seguinte tabela que relaciona os pardmetros ¢, D, .,

D, , A e Q, que aparecem nas equagdes (2.21) a (2.23) :

Parametros
Equacao
[0} D, D, A Q,
(2.21) W 1 1 0 OF
(2.22) ¢) 1/Pr 1/Pr 1 Q,
(2.23) (0] 1 1 1 (0)-

Tabela 3.1 - Valores dos parametros nas equagoes de conservagao

As condi¢des de contorno para as equagdes (2.21) e (2.22) podem ser escritas na

seguinte forma :

o=¢ (R,X) emS, e S,, (3.1a)
%=0 em S; . (3.1b)

A condigdo de contorno dada pela equagdo (2.24g) ou (2.24h) deve ser tratada

separadamente.
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3.2 - Método de Elementos Finitos para Geometria Axissimétrica

Sera usado o método de elementos finitos para resolver a equagdo (3.1), juntamente com
as condigdes de contorno (3.1a) e (3.1b).

O método de elementos finitos € um procedimento numérico para resolver as equagdes
diferenciais da fisica e da engenharia. O método surgiu na industria aeroespacial na década de
50. Hoje € muito usado em diversas areas da engenharia. Possui vantagens como a facilidade de
adaptagdo a fronteira do dominio de solu¢do, simplificando a aplicagdo das condi¢des de
contorno e também de possibilitar que se efetue discretizagdes seletivas, concentrando maior
numero de elementos nas regides onde se esperam maiores variagdes das incognitas.

A discretizagdo do dominio em sub-regides € o primeiro de uma série de passos que deve
ser feito quando se resolve um problema. A discretizagdo do dominio computacional envolve a
decis@o quanto ao numero, o tamanho e a forma das sub-regides usadas para modelar a regido
de estudo.

No presente trabalho, a figura 3.1 ilustra o dominio no plano ( R , X ) para a solugdo da
equacgdo (3.1). O dominio € dividido em elementos triangulares. Cada tridngulo representa um
elemento do dominio, e em cada vértice do tridngulo tem-se um ponto nodal ou né. Para cada
no associa-se um valor da grandeza ¢ . E conforme mostra a figura 3.2, os valores nodais da

quantidade escalar ¢ sdo denotados por @;,®;ed, , respectivamente possuindo as coordenadas
(R, X)L (R (RES B

Admite-se que a grandeza ¢° varia linearmente em cada elemento de modo aproximado
através da interpolagdo polinomial, como segue:

¢ =a,+a,R+a,X . 3.2)

Para os pontos nodais i , j , k tem-se o seguinte sistema de equagdes:

D, = o, +o,R; +a,X; , (3.2a)
D, =, +o,R; +a,X; , (3.2b)
D, =, + R Hon X . (3.2¢)

Resolvendo o sistema de equagdes, resulta:

1 .
o, = EK[(RJXR = kaj)(bi + (RkXi = RiXk )CDJ AT (Rin = R_:Xl)(Dk] 5 '\338.)

o, = EIAP[(X; =Xy )@, + Xy —X)®; + (X, - X))D, | , (3.3b)

Uy = 51/-3-[(11k -R)®, +(R; —R,)D; + (R, - Ri)cbk] , (-39

-
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S,

temperatura
especificada

S
(a) (b)
Figura 3.1 - ( a ) Geometria axissimétrica, (b) Dominio dividido em elementos
triangulares axissimétricos
¢ A
Py

? ¢ =a, +o,R+a,X

AT ;

: ‘ bt A

R

Figura 3.2 - Elemento triangular axissimétrico no plano R - X ; fungfo de
interpolagéo linear
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‘onde A € a area do elemento triangular dado pelo seguinte determinante :

I RS
1

A=l 17 REEXGHI (3.4)
|11 R, X,

Substituindo as equagdes de o, o, e o, na equagdo (3.2), e rearranjando, tem-se a

equagdo do elemento:

¢° =N, +N,D, + N, D, , 3.5)
onde N;, N, e N sdo as fungdes de forma dadas pelas seguintes equagdes:
N, = L(ai + bR +ch) ; (3.6a)
2A
com a; =RX, -RX, , bj=X,-X, , ¢=R -R, , (3.6b)
N, :%(aj»rbjRJrcjx), (3.6¢)
com a; =R X;-RX, ,b;=X, -X;, ¢;=R,-R; , (3.6d)
N, =ﬁ(ak +b,R+¢,X), (3.6e)
com a, =R X;-RX; , b=X;-X;, , ¢, =R;-R; . (3.66)
A equagdo (3.5) pode ser escrita na seguinte forma matricial :
(DE
b°(R.X) = [N°]{@}° =[ N, N, N, ] o | G.7)
@,
A representa¢do completa do campo da grandeza ¢ € dada por :
E E
P IRX)= DR = ;[N"]{cb}‘ ; (3.8)

onde E representa o numero total de elementos do dominio.
As fungdes de forma N; , N; e N, sdo fungdes lineares em relagio a R e X. Portanto, os
gradientes em ambas as dire¢des, R e X, serdo constantes em cada elemento.

Os gradientes nas diregdes R e X sdo respectivamente :

op ON, oN, N,
—=——0.+ D+ @, 5
AR.* ORGSO RE R 22

: ON . ON,
ot AR H Y, aXJ D, + 6Xk @) (3.9b)
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Das equagdes (3.6), pode-se escrever que :

Gl B Bt (3.10a)
OR 2A i
*aNﬂzi com B=1i,j,k . (3.10b)
XSO/

Portanto das equagdes (3.9) e (3.10) , tem-se :

o 1
2 (b b+, (3.11)
2l
gi:ﬂ(ciq)i +Cj(D_]+Ck(Dk) : (311b)

Nos itens seguintes serdo desenvolvidas as equagdes de conservagdo nas suas formas
matriciais, usando o método de elementos finitos para posterior desenvolvimento do programa

computacional.

3.3 - Equaciao da Fung¢ao Corrente na Forma Matricial
Da equagdo geral (3.1) e dos valores apresentados na tabela (3.1), tem-se a seguinte

equacao da fungdo corrente :

1| 0 [ &p] o’y
i RIZAHANBIF @), =0 . 3.12
R[@R oR ] oxX? 2 L)

onde Q,, ¢ apresentado na equagio (2.21a) como sendo :

2 oy
R R 0R Giiga)

No Apéndice C usando o método de Galerkin ( Sergeling, 1984 ) foi desenvolvida a

equacdo geral (C.42) na forma matricial, resultando para a fung¢do corrente no elemento, a

seguinte equagdo:

e 2 e e 2 e e © -
{[KW] (e ]{w}m =R (3.13)
Mas como A = 0, tem-se o caso particular, conforme equagado (C.43). Logo, a equagio

(3.13) pode ser escrita na seguinte forma matricial:

(&, ] {w} =={E.} (3.14)

e de acordo com as equagées (C.32) e (C.33), tem-se :
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< (4 T (-]
' [Kw] = _f[B ] [B ] av (3.142)
v!
= c T c e T €
{F,} == [N qda - [[N]Q, av . (3.14b)
A* ve
3.3.1 - Desenvolvimento da matriz [KW}c
Das equagdes (C.21) e (C.22) pode-se escrever que :
N, ON, 0N,
[Bc] e [FRORE oR oR (.15)
aNi aNJ aNk
L oX oX oX |
Substituindo (3.10) em (3.15), resulta :
= o 1o
[Bl=osl s (3.16)
2A o Aol
. T
A matriz transposta [B°] , Sera :
bl CI
SEhal
[B] = x| B e (3.17)
b G
Logo, o produto das equagdes (3.17) e (3.16), sera
bIC]
By, by
[BC]T[BC] i 12 b; ¢ L=
4A C; € C
oy, G
b;b, +¢;c; bb;+cic;  bb, +cic,
1
= b;b; +cic; bb;+cie; b +cic (3.18)
I bb, +¢ic, bb, +e;e, bbb+
A equagdo (3.14a) pode ser escrita como :
(3.19)

. =[] fov
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mas, dV =2nRdA | (3.20)

onde, R=(R;+R;+R, )/3 . (3.21)
Substituindo (3.20) em (3.19), tem-se :

X, ] =[B°]T[B°] 27R [dA (3.22)

mas, fdA = /A (3.23)

A€

Substituindo (3.18) e (3.23) em (3.22), resulta

bb; +cic; bb;+cic;  bb, +cicp

[X,] = bb,+cc, bb +cc, bby, +ee | (3.24)

b;b, +c;c, b;b, +cic,  bb, +cc,

onde R ¢ dado pela equagio (3.21).

3.3.2 - Desenvolvimento da matriz {Ru}c

Para o presente trabalho, a superficie S, € isolada termicamente, portanto q° = 0 , logo a

equacgdo (3.14b) reduz-se a seguinte equagao :

(£} =- N Quav. (3.25)

'sendo Qy, dado pela equagio (3.12a) e dV = 2nRdA, a equagéo (3.25) torna-se :

{F,} =~ j(wR—:i‘ﬂ)[ "]TZZanA:

2 e T a\P e T -
- ~2‘n{ [mR [N°] dA + \[-251;[1\1 da |. (3.26)
As duas integrais na equagao (3.26), serdo desenvolvidas separadamente, sendo :
= J-(DRZ[NC]TC{A 5 (3.27)
At
s O rgel” e
I, = —zAIEE[N ] da . (3.28)

A equagdo (3.26) pode ser escrita da seguinte forma :
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AR} =-2n{1, +1,] . (3.29)

i-) Calculo de I,

FazendoR’= R? e o = [N‘]{m‘} , a equagdo (3.27) pode ser escrita como sendo:
L= [ R[N [NJ{wc]dA . (3.30)
AE
Resolvendo os produtos das matrizes da equagdo (3.30), e utilizando a equagdo (7.34) da
referéncia de Zienkiewicz (1971), que € dada por :

al b! c!

(a+b+c+2)!

[N N® N; dA = 2A , (3.31)
AC

chega-se ao seguinte resultado:

)
[, =R 2 2l ©; s 8-32)
12
11 T2 W,
onde R ¢ dado pela equagio (3.21).
ii-) Calculo de I,
De acordo com a equagdo (3.11a), pode-se escrever que :
oy 1 o
ﬁ= E_A_(b|Wi+bj\pj+kak) : (3.33)
Portanto a equagdo ( 3.28 ), pode ser escrita como sendo :
—7 T A
I = E(bi\pi +byy; +boy,) [[N] dA (3.34)
2 2
Ni
mas, [[N°]'dA= [{ N; { dA. (3.35)
A€ A€ Nk

Integrando a equag@o (3.35) de acordo com a equagdo (3.31), e substituindo na

equagdo (3.34), resulta:
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2 "(bi\l’i ar bj‘Vj it bk\uk)

I
3

T8 (3.36)
1

Portanto, os resultados obtidos para as equagdes (3.12) e (3.12a) da fung¢do corrente na

forma matricial do elemento, sdo resumidamente os seguintes :

[K\P]C{W}c T _{F\y}e ) (3.37)
onde:
[ bb +ce  bb+cc, bbtee, |

e 2mR

[K‘V] BTN bbj+cic; bbj+cie; b teie, |, (3.38)
bb, +cc, bb, +cc, bbb +cc

Vi
Wi =3 v, ;e (3.39)

Vi
{F,}"=-2n[1,+1,], (3.40)

sendo os valores de I, e I, calculados, respectivamente, pelas equagdes (3.32) e (3.36).

3.4 - Equag¢io da Temperatura Adimensional na Forma Matricial
Da equagdo na forma geral (3.1) e dos valores apresentados na tabela 3.1, tem-se a

seguinte equagdo da temperatura adimensional :

11 i(Ro_G) +_1___a-9) +Q, = ® : (3.41)
Pr R| OR\ OJR Pr 0X~° ot
onde Q, ¢ apresentado na equagdo (2.22a), como sendo :
Q = .l_(gw_ﬁ__ai_og. . (3.41a)
R\JX O6R OJR O

No Apéndice C usando o método de Galerkin foi desenvolvida a equagédo geral (C.42) na

forma matricial, resultando para a temperatura adimensional no elemento a seguinte expressao:

K + 2T [(0)50n = T (0} - (R G.42)
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. 1 :
A equagdo (3.42) com A=1 e D, =D, = ST tem as matrizes dos elementos dadas
r

pelas equagdes (C.46), (C.32) e (C.33) :

(6R; +2R;+2R,) (2R;+2R;+R,) (2R;+R;+2R,)

(Cl == (2R, +2R;+R,) (2R, +6R;+2R,) (R;+2R;+2R,) |, (3.43)

(2R, +R;+2R,) (R;+2R;+2R,) (2R;+2R;+6R,)

[ =5 [ B av. (3.44)

() = - ﬂNe]Tq°dA 3 j[N*]TQ; dv . (3.45)

3.4.1 - Desenvolvimento da matriz [K,]|

A equagdo (3.44) é semelhante a equagdo (3.14a), com a diferenga nos valores de D,

e D, portanto o resultado sofrerda uma pequena alteragdo em relagdo a equagdo (3.24). Logo

. ) . c
tem-se a seguinte expressao para a matriz [KB] :

bb; +c,c; bb;+cic; bbb +cicy
[ ]e - _I_.?.TCR
. Pr 4A

bjb; +cic; bjb;+cic;  biby +cie . (3.46)

b;b, +¢c, bb, +cie,  byb, +cc

onde R é dado pela equagio (3.21).

3.4.2 - Desenvolvimento da matriz {F,}"

Como para o presente trabalho tem-se q° = 0 na superficie S, , a equagéo (3.45) reduz-

se na seguinte equagao :

¢ e Ae Ax
(R} =- HN] Qs dv , (3.47)
vﬁ
sendo Qg dado pela equagdo (3.41a) e dV = 2nRdA , a equagao (3.47) pode ser escrita como:

m) = G S a) [N Taa (49

AC
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.Fazendo ¢
oy B oy 69) 5
(ax R Rox) st

e de acordo com as equagdes (3.11a) e (3.11b), pode-se escrever que :

1
Q= [(cow, + o, + ey )(b6; + 6,8, + 5,8, ) = (b +bjw; + by, )(c6; + ¢, +¢,0,)]-
(3.49b)
Substituindo (3.49a) em (3.48), vem :
Ni
{F}* =-2nQ, [[N*]'dA = —2nQ, [{ N; 1dA . (3.50)
A€ A*
Nk
Integrando a equagdo (3.50), usando a equagdo (3.31), resulta :
1
{F} =—_2TiAQ' I8 (3.51)

J

1

onde Q, ¢ uma constante em cada elemento, dada pela equagdo (3.49b).

Portanto, os resultados obtidos para as equagdes (3.41) e (3.4la) da temperatura
adimensional na forma matricial do elemento, sdo apresentados resumidamente na seguinte

forma:

At

1K + 2T J{6)in = LT {6}~ (B} 652
onde :

bb, +cc; bb;+cic; bb, +cic

o L 2R
&)=~

z Pr 4A bibj i Cicj bjbj * Cjcj b.ibk + CjCk 5 (353)

b;b, +c,c, bb, +cic,  bb, +c.c

(6R, +2R; +2R,) (2R;+2R;+R,) (2R;+R; +2R,)

" 2TA

[c] = (2R, +2R; +R,) (2R, +6R; +2R, ) (Ri+2Rj+2Rk) (@54

(2R, +R;+2R,) (R, +2R;+2R,) (2R, +2R, +6Rk)J

1

{R} = -——_ZT;A R (3.55)

1
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sendo o valor de Q, calculado pela equag&o (3.49b).

3.5 - Equacio da Vorticidade na Forma Matricial

Da equagdo na forma geral (3.1) e dos valores apresentados na tabela (3.1), tem-se a

seguinte equagdo da vorticidade :

HEG. (-G i
A _[R_‘D_j N 5“; Ot (3.56)
R|{J6R\ OR oX ot
onde Q, ¢ dado pela equagao (2.23a), como sendo :
Q, :L(@@_Q‘P_E’_‘DJ_%(G_WH)_GFQ : (3.562)
R\GX OR OR X/ R \0X oR

No Apéndice C usando o método de Galerkin foi desenvolvido a equagdo geral (C.42) na

forma matricial, resultando para a vorticidade no elemento a seguinte equagao:

€ 2 c e 2 € ¢ €
l:[K“’] +X.;[C] jl{m}novo = E[C] {w}vclho o {F“’} ; (357)
A equagdo (3.57) com A =D, =D_=1 , tem as matrizes dos elementos dadas pelas

equagdes (C.46), (C.32) e (C.33) :

| (6R, +2R; +2R,) (2R +2R;+R,) (2R, +R; +2R,) |
[c]°=26L0A (2R, +2R;+R,) (2R, +6R;+2R,) (R;+2R;+2R,) |, (3.58)
(2R, +R;+2R,) (R;+2R;+2R,) (2R;+2R;+6R,)
[k, = [[B][B]av , (3.59)
&
(£} =~ [[Nada - [[N]Qsdv . (3.60)
I ve

3.5.1 - Desenvolvimento da matriz [K, |

A resolugdo da equagdo (3.59) € obtida de modo semelhante aquele da equagdo (3.24),

resultando :
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bb, +cic; bb;+cic; bb, +cic,
e 2TIR
[K, ] = | Pyt bptee b tee, |, (3.61)

b.b, +c:c, bjbk +ccy b, b, +c,c,

onde R é dado pela equagdo (3.21).

3.5.2 - Desenvolvimento da matriz {F }°

(0]

Para o presente trabalho, tem-se que q° = 0 na superficie S, , portanto a equagdo (3.60)

reduz-se a :

(£} =-[[NTQav, (3.62)

sendo Q¢ dado pela equagdo (3.56a) e dV = 2nRdA , a equagdo (3.62) pode ser escrita como:

. oy w Oy o 2 5] . 00 e
(F,} :-27{ j(g}"za—;’—%%}[N | da —Aj%(éﬂj[bl | da —A_[GrREE[N ]TdA}

AS

(3.63)
As trés integrais da equagdo (3.63) serdo calculadas separadamente, fazendo :
0X 0R &R X/ .
_1(oy S
I, = T(ﬁﬂ) A_[o)[N ] da, (3.64b)
=Gt [N°]'R dA . (3.64¢)
IRIP:
Logo a equag¢do (3.63) pode ser escrita como sendo :
{E, & ==—2x[[=TEIa (3.65)
i-) Calculo de I;
Fazendo :
(ﬂ?_"i_ﬂi“l) @, . (3.66a)
0X 0R OR X

e de acordo com as equagdes (3.11a) e (3.11b), pode-se escrever que :

Q, = Z;—z[(ciw" +CV; +Cka)(bi(Di i bj(l)j + bkmk)_(biW; + bj‘Vj + bk\pk)(cio)i +C,0; +ck°)k)]
(3.66b)



‘Das equagdes (3.64a ) e (3.66a), vem :
T
L=Q, [[N]dA=0Q, [{ N; {dA.
At

Integrando a equagédo (3.67) usando a equagdo (3.31), resulta :

1
P

3
1

onde Q, ¢ uma constante em cada elemento, dado pela equagdo (3.66).

ii-) Calculo de I,

Fazendo :

onde R:(Ri+Rj+RL_)/3 :

De (3.69) e (3.11b), pode-se escrever que :

1| 1
Q, = _I:T)X(Ci‘lfi TCW; '*'cka)'*' 1:'

“

Como o = {N“]{a)"} , a integral da equagdo (3.64b), torna-se :

N; o,
I = Q [[NJNJfor}da = @, [N, [Ni N, Nk]m)j dA =
A€ A€ Nk o,

(NN, NN, NN,
=Q3J' NN, NN, NN, (o, dA .

AS

Integrando a equagdo (3.71) usando a equagdo (3.31), resulta :

2l il ®,
Q, A
[[=—— DR ©, b,
) J
ik 2 ®,

onde Q, ¢ uma constante em cada elemento, dado pela equagéo (3.70).

30

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.69a)

(3.70)

@70)

(3.72)
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iii-) Calculo de I

Fazendo :
00
=Gr— . 357,
Q, —= (3.73)
Das equagdes (3.73) e (3.11a), vem que :
Gr
Q, = E(b,.ei +b0,+b,0,). (3.73a)
E de forma anéloga a equagdo (3.71), pode-se escrever que :
T 1T [ e
[,=Q, [[N]RdA=qQ, [[N][N]{Re}dA . (3.74)
A€ A€

Integrando (3.74) usando a equagdo (3.31), resulta :

20k Tt N8R
I, = Ryt (3.75)
12
1 12 SR

onde Q, é uma constante em cada elemento, dado pela equagéo (3.73).

Os resultados obtidos para as equagdes (3.56) e (3.56a) da vorticidade na forma matricial

do elemento, sio apresentados resumidamente na seguinte forma :

e 2 e e 2 rAteqe e ,,
li[K"J] +E[C] j]{o)}nom = E C] {w}vclho 5 {F‘D} 2 (')76)
onde :
[ b,b, +c,c; bb;+ce; bbb, +cicp 1
~ T 27CR
[K.] = = | bibyteies bibigecicbib Sacic i (3.77)
b;b, +cic, bjb, +cic,  byb, +cicy

-

(6R; +2R; +2R,) (2R;+2R;+R,) (2R, +R;+2R,)

[c]°=2iA- (2R, +2R;+R,) (2R, +6R;+2R,) (R;+2R;+2R,) [, (3.78)

(2R, +R;+2R,) (R, +2R;+2R,) (2R, +2R;+6R,)

(B} =2l =T = T]% (3.79)
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Sendo os valores de I, , I, e I5 calculados, respectivamente pelas equagdes (3.68), (3.72)

el(B575)!

3.6 - Algoritmo do Programa Computacional
O Apéndice C mostra como as matrizes globais podem ser formadas a partir das
equagdes dos elementos (3.14), (3.42) e (3.57), das quais podem ser escritas, respectivamente,

as seguintes matrizes globais:

(K, ] {w} =-{E} . (3.80)
(K] +21C] |0hu = 1C] oo =B} 331
[.] +21€] [0} = [€] {0}~ () - a8

As equagdes (3.80), (3.81) e (3.82) podem ser escritas de forma compacta,

respectivamente, ficam:

{Kil{\p}rz F“,(mt_AT,\yT—AT) : (3.80a)

|:I€ } {6}7 = i(w‘,e“mj ; (3.81a)

{ﬁ}{m}f = ;“,(WT.GT.COT_AT) : (3.82a)

As equagdes (3.80a), (3.81a) e (3.82a) formam um sistema de equagdes lineares
acopladas. Para resolver estas equagdes foi desenvolvido um programa computacional com o
objetivo de obter as distribuigdes das fungdes y, 0, ® e calcular o numero de Nusselt local e
médio em fungdo dos pardmetros geométricos e térmicos discutidos no item 2.3.

As equagdes (3.80a), (3.81a) e (3.82a) serdo resolvidas individualmente numa seqiiéncia

que sera comentada brevemente.
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(0]

- As matrizes [KW] 5 [KO} e [K } tem seus coeficientes mantidos constantes, porque o

intervalo de tempo At serd um pardmetro de entrada de dados, e assume um valor fixo para cada
corrida. Essas matrizes sdo simétricas e de banda.

Os coeficientes de cada matriz que compdem a diagonal principal e as diagonais
superiores ndo nulas, sdo armazenadas na forma de uma matriz coluna. Com este artificio €

possivel reduzir a drea de armazenamento e o tempo de calculo computacional.

: T T T b o
As matrizes {\u} ,{9} € {co} sdo as incognitas e devem ser calculadas para cada

tempo T.

t_AT, possui coeficientes que sdo dependentes da vorticidade

W‘L’—A‘C)

A matriz Fw(w
o e fungdo corrente y, sendo essas avaliadas para o tempo T - At.

J4 a matriz Fe(\yt,GT_AT) possui seus coeficientes dependentes da fungdo corrente

W e temperatura adimensional 0, sendo essas avaliadas, respectivamente, para 0s tempos t

T_AT) tem as mesmas interpretagdes que as anteriores e

e T - At. A matriz Fm(\pr,er,m
indicam a dependéncia das variaveis y, 6 e ® com tempo para a qual elas devem ser avaliadas.

Na figura 3.3 tem-se o fluxograma do programa computacional. A seguir sera descrito
todos os passos e alguns detalhes de cada bloco do fluxograma.
1-) Leitura de dados ( bloco 1)
Os dados lidos inicialmente no programa computacional sdo:
a-) razdo de aspecto;
b-) razéo de raios;

; g L Bibliotecg
c-) numero de pontos na diregdo R; MAUs

Biv

d-) nimero de pontos na diregdo X;

e-) numero de Prandtl;

f-) nimero de Grashof;
g-) intervalo de tempo;

h-) nimero maximo de iteragoes.
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Figura 3.3 - Fluxograma do programa computacional
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2-) Geragdo de malha ( bloco 2)

A geragdo de malha € realizada numa subrotina desenvolvida especialmente para cada
tipo de geometria. Esta subrotina calcula o nimero de pontos nodais, o nimero de elementos, as
coordenadas dos pontos nodais ( R, X ) dos elementos triangulares, a topologia dos elementos e
largura de banda.

E necessario fornecer como dados de entrada para esta subrotina:

a-) numero de pontos na diregéo R e X;

b-) razdo de aspecto;

c-) razdo de raios.

Com a mudanga desses dados de entrada, torna-se possivel modificar a distribuigdo dos
elementos do dominio. De modo geral, observa-se melhor estabilidade na solugdo numérica
quando as seguintes regras sdo seguidas:

i-) os elementos triangulares devem aproximar o maximo possivel de tridngulos
equiléteros, evitando tridngulos com lados muito diferentes;

ii-) os elementos devem ser menores ou em maior nimero nas regides onde existem

maiores gradientes das grandezas analisadas.

3-) Leitura das condigdes iniciais ( bloco 3 )
Inicialmente, a fungdio corrente , a temperatura adimensional 6, e a vorticidade @

assumem o valor zero em todo o dominio, conforme descrito na equagdo (2.24a).

4-) Leitura das condig¢des de contorno ( bloco 4 )

Os dados impostos para as condi¢des de contorno sao:

a-) numeragio dos pontos nodais com temperaturas especificadas;

b-) valores das temperaturas especificadas para os pontos nodais correspondentes as
superficies fria e quente;

c-) numero de pontos nodais com temperaturas especificadas;

d-) numeragdo dos pontos nodais sobre o contorno;

e-) nimero de pontos nodais sobre o contorno;

f-) valores da fungdo corrente \ e vorticidade @ para os pontos nodais correspondentes
do contorno. Para o tempo T = 0, as distribui¢des de y € ® assumem o valor zero no contorno. A
fungdo corrente mantém-se inalterada ao longo de todo o tempo. J4 a vorticidade no contorno,
para os tempos seguintes, ¢ calculada segundo a equagdo (2.24g) ou (2.24h). Este célculo

encontra-se descrito no bloco 10.
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5-) Formagdo das matrizes dos elementos ( bloco 5 )
As matrizes dos elementos sdo formadas pelas equagdes: (3.38), (3.39), (3.40), (3.53),
(3.54), (3.55), (3.77), (3.78) e (3.79).

6-) Formagdo das matrizes globais ( bloco 6 )
As matrizes globais sdo formadas pelas equagdes: (3.80), (3.81) e (3.82) ou na sua forma

compacta (3.80a), (3.81a) e (3.82a).

7-) Calculo da distribuigdo da fun¢éo corrente ( bloco 7 )

Resolvendo-se o sistema de equagdes lineares dado pela equagdo (3.80a), obtém-se a

(a)T_AT : tem seus

T—A‘L’)

distribuigdo da fungdo corrente , para o tempo t. A matriz { Fy W

coeficientes que sdo dependentes da vorticidade o e fungdo corrente \, as quais devem ser
avaliadas, para o tempo 1 - At.

Na solugdo da equagdo (3.80a) é imposta a condi¢io de contorno dada pela
equagio (3.1a), isto é, a fungdo corrente assume o valor nulo junto ao contorno. A condigéo de

contorno expressa pela equagdo (3.1b), sendo natural, ndo precisa ser aplicada.

8-) Calculo da distribui¢do da temperatura adimensional ( bloco 8 )

Resolvendo-se o sistema de equagdes lineares dado pela equagdo (3.81a), obtém-se a
distribuig¢do da temperatura adimensional 6, para o tempo t. A matriz Fe(\pt,et—m) tem

seus coeficientes que sdo dependentes da fungdo corrente y e temperatura adimensional 6, onde

v e 0 devem ser avaliadas, respectivamente, para 0s tempos T € T - At .

9-) Célculo da distribuig¢do da vorticidade no interior ( bloco 9)

Resolvendo-se o sistema de equagdes lineares dado pela equagdo (3.82a), obtém-se a
distribuigdo da vorticidade no interior, para o tempo t. A matriz {Fe (\pf,e’,mf‘m) tem

seus coeficientes que sdo dependentes de y, 0 e ®, onde ¢y e O devem ser avaliadas para o

tempo Tt € ® para o tempo T - At.
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‘Na solugdo da equagdo (3.82a) consideram-se conhecidas as vorticidades nos pontos

nodais do contorno.

10-) Calculo da vorticidade no contorno ( bloco 10)
Da equagdo (2.24g) ou (2.24h) obtém-se a vorticidade do fluido nos pontos nodais do
contorno. Onde y, e o, representam, respectivamente, valores da funcdo corrente e

vorticidade num ponto situado a pequena distancia & do contorno, sendo avaliadas para o tempo

10

11-) Calculo do numero de Nusselt local e médio ( bloco 11 )

Aplicando a equagéo (2.25) € possivel determinar os nimeros de Nusselt locais para as
superficies S, e S,. Os numeros de Nusselt médios para as superficies S, e S, sdo calculados
através da equagdo (2.26).

Substituindo (3.11a) e (3.11b) em (2.25) resulta-se no seguinte nimero de Nusselt local

para as superficies S, e S, :

N, = ﬁ (b6, +b0, 56,0, +(c0,+¢, +c,0,) . (3.83)

O numero de Nusselt médio para as superficies S, e S, € calculado integrando a

equacgao (2.26) através da regra de Simpson.

12-) Imprimir resultados ( bloco 12 )
Os resultados para as distribuigGes de y, 6 € ®, bem como os numeros de Nusselt local e

médio podem ser impressos para cada iteragdo, ou seja, para cada tempo T.

13-) Verificagdo do limite maximo de iteragdes ( bloco 13 )
O programa computacional verifica se o numero de iteragdes atingiu 0 nimero maximo
de iteragdes, valor este fornecido na leitura de dados ( bloco 1 ). Quando a igualdade ¢ atingida

o processo de calculo € interrompido.

14- ) Verificagdo de convergéncia ( bloco 14 )

Conclui-se que houve convergéncia ou que se atingiu o regime permanente, quando o

seguinte critério € estabelecido:
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n

> [Nur —Nut™ A‘} Sl (3.84)
i= 1
onde a somatdria representa a soma dos n ultimos valores de iteragdo. Na maioria dos casos

estudados adotou-se 100 < n < 200.

15-) Incremento de tempo ( bloco 15 )
Se o critério dado na equagdo (3.84) for obedecido, o processo de cilculo é
interrompido. Caso contrario, o tempo € incrementado e o processo de célculo € iniciado a partir

de A ( Vide fluxograma figura 3.3 ).

Os calculos apresentados neste trabalho foram realizados num microcomputador
PENTIUM 166 MHz com 32 Mb de memoria RAM, usando o compilador FORTRAN Power
Station 1.0.

No capitulo seguinte serdo apresentados os testes de comparagdes do programa
computacional para a geometria anular entre dois cilindros concéntricos verticais. Os resultados
serdo comparados com os encontrados na literatura. Apds a avaliagdo do programa

computacional serdo obtidos os resultados para os casos 1 e 2 do presente trabalho.




CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 - Introduciao

Neste capitulo serdo apresentados os resultados referentes & convecgdo natural em
geometrias axissimétricas arbitrarias, utilizando o método de elementos finitos.

Serdo apresentadas as distribui¢des da fungdo corrente \y e temperatura adimensional 6,
bem como os valores do nimero de Nusselt local Nu; e dos numeros de Nusselt médio da
superficie fria Nu. e da superficie quente Nuy,, em fun¢do dos pardmetros térmicos e
geométricos, para os dois casos estudados.

Inicialmente, o programa computacional desenvolvido sera testado para a cavidade
anular de dois cilindros concéntricos verticais, comparando-se os resultados com aqueles
encontrados na literatura. A comparagdo serd feita com o nimero de Nusselt médio da
superficie quente Nuy, em fungdo dos diversos pardmetros. Apds a validagdo do modelo serdo

obtidos os resultados para os casos 1 e 2 do presente trabalho.

4.2 - Comparacao de Resultados para a Cavidade de Cilindros Concéntricos

A figura 4.1 mostra a forma tridimensional dos dois cilindros concéntricos verticais.

A figura 4.2 mostra o dominio computacional da cavidade anular e as condig¢Ges de
contorno utilizadas no teste do programa computacional. A superficie isotérmica S, localizada a
uma distincia RI do centro da geometria, € mantida a uma temperatura quente T,; a superficie
isotérmica S,, situada a uma distancia RE do centro da geometria, € mantida a uma temperatura
fria T,; e as superficie horizontais S, encontram-se isoladas termicamente, ndo havendo fluxo de
calor através delas.

A figura 4.3 mostra a malha (MR x MX ) gerada na subrotina do programa
computacional para obter os resultados da cavidade anular. Onde MR € o nimero de intervalos
na diregdo R e MX representa o nimero de intervalos na diregdo X.

As figuras 4.4a e 4.4b mostram a influéncia do nimero de elementos (de 72 a 1058

elementos) para o calculo do numero de Nusselt médio na superficie quente Nu,,. Estudo este,
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(b)

(a)

MX

MR MR

Figura 4.3 - Malha (MR x MX) utilizada para a cavidade anular; (a) malha (23 x 23); (b) malha (23x46)
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feito para a cavidade e condigdes de contorno dadas pela figura 4.2. A figura 4.4a apresenta
as curvas para razio de raios de x = 2; 5 e 10, nimero de Rayleigh Ra = 10* , niimero de
Prandtl Pr = 0,70, e razdo de aspecto A = 1,0. Verifica-se que existe uma convergéncia dos
valores do numero de Nusselt da superficie quente Nuy a medida que o numero de elementos
aumenta. Com poucos elementos, isto €, com uma malha ndo muito refinada ja se consegue uma
convergéncia dos resultados do nimero de Nusselt. Entretanto, para nimero de Rayleigh mais
altos, conforme mostra a figura 4.4.b, ha necessidade de se usar malhas mais refinadas para
obter convergéncia dos resultados. E nota-se ainda, que é necessario um maior numero de
elementos a medida que se aumenta a razéo de raios.

Logo, para o cilculo do nimero de Nusselt médio da superficie quente pode-se concluir
que:
i-) aumentando o nimero de Rayleigh é necessario maior nimero de elementos;
ii-) aumentando a razdo de raios também é necessario um maior numero de elementos;
iii-) para cada combinagio de pardmetros hd necessidade de verificar a convergéncia dos
resultados do Nuy,.

E importante notar que, quantc maior o nimero de elementos utilizados nos célculos, a
convergéncia dos resultados ¢ alcangada, porém o custo computacional € a drea de memoria
requerida crescem bastante com o aumento do nimero de elementos, como pode ser visto na
figura 4.5.

As tabelas 4.1 e 4.2 mostram comparagdes de resultados do nimero de Nusselt médio da
superficie quente Nu, , com os publicados na literatura. A vorticidade no contorno € calculada
utilizando a equagdo (2.24g).

A tabela 4.1 mostra a comparagdo de resultados do numero de Nusselt médio da
superficie quente Nuy do presente trabalho, com o de Pepper e Harris (1977) e de Thomas e
Vahl Davis (1970). Foi considerado niimero de Prandtl Pr = 1,0; razdo de aspecto A = 5,0 e
razdo de raios k = 2,0. Os valores de Nuy apresentados na tabela para o presente trabalho foram
obtidos usando o método de elementos finitos com uma malha de 12 x 60. O maior desvio
encontrado € de -4,32 % daquele obtido por Pepper e Harris (1977) que utilizaram o esquema
SIP ( Strongly Implicit Procedure ) com uma malha de 17 x 49 para a solugio do método
numeérico. Os valores Nuy, de Pepper ¢ Harris (1977) apresentados na tabela, foram tirados de
graficos. Em outra comparagdo apresentada na tabela 4.1 tem-se um maior desvio no Nuy de
-4,53% daquele valor dado pela equagdo de correlagdo de Thomas e Vahl Davis (1970). A
tabela 4.2 mostra a comparagdo de resultados do nimero de Nusselt médio da superficie

quente Nuy do presente trabalho com os valores obtidos por Kumar ¢ Kalam (1991). As
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Referéncia Pepper e Presente trabalho Thomas e Presente trabalho
Harris Vahl Davis

Ra Nuy Nu, | Desvio[%]  Nuy Nuy ~ |Desvio [ %]
10 2,8 2,862 -2,21 2,7994 2,862 -2,24
2x10* 3,4 3,479 -2,32 3,3429 3,479 -4,07
3x10* 3,8 3,876 -2,00 3,7086 3,876 -4,51
4x10* 4,0 4,173 -4,32 3,992 4,173 -4,53
5x10* 4,3 4,413 -2,63 4,2267 4,413 -4.,41
8x10* 5,0 4,957 0,86 4,7671 4,957 -3,98
10° 53 5,237 1,19 5,04738 SRy -3,76

Tabela 4.1 - Comparagio de resultados para a cavidade anular da figura 4.1,
Pr=1,0;A=5,0ex=2,0

* Esquema SIP ( Strongly Implicit Procedure ); malha 17x49
** Método de elementos finitos; malha 12 x 60
*** Equacio de Correlagdo : Nuy = 0,286 Ria223eipraeSiARAth i

Referéncia Kumar e Kalam Presente trabalho Desvio [ % ]
NumE= U0
Ra A K Nuy, Nuy, Nuy,
2,0 4,1 3,901 4,85
1,0 5,0 5.4 5,399 0,018
10* 10,0 711 6,898 2,84
5,0 34 3,428 -0,82
2,0
10,0 2,8 2,870 -2,50
2,0 7,9 7,853 0,59
1,0 5,0 10,0 10,029 -0,29
10° 10,0 1252 11,773 3,50
2 -
SIEE 6.1 6,152 0,85
10,0 5,3 5,238 1,17

Tabela 4.2 - Comparagéo de resultados para a cavidade anular da figura 4.1; Pr=0,70
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comparagdes foram feitas usando niimero de Prandtl Pr = 0,70 , nimero de Rayleigh de 10* e
10°, e uma série de combinagdes envolvendo a razdo de aspecto e a razdo de raios. As malhas
usadas para o presente trabalho variam de acordo com a razdo de aspecto. Para A =1,0 foi usada
uma malha 23 x 23; para A = 5,0 uma malha de 12 x 60 e para A = 10,0 foi usada uma malha de
9 x 90. O método numérico empregado por Kumar e Kalam (1991) foi baseado no falso
transiente e no ADI ( Alternating Direction Implicit ), e foram utilizadas diversas malhas:
21x21, 26 x 26, 27 x 41, 41 x 41 e 27 x 97. O maior desvio encontrado € de 4,85%.

Apesar de alguns desvios apresentados na tabela 4.1 serem maiores que os desvios da
tabela 4.2, no geral os resultados podem ser considerados bons. Desta forma, os testes
realizados no programa computacional sao satisfatorios.

A seguir, serdo apresentados os resultados obtidos com o programa computacional para

as geometrias dos casos | e 2.

4.3 - Resultados do Presente Trabalho para a Cavidade Semi - Esférica

Neste item é estudada a transferéncia de calor por convecgdo natural no interior de uma
cavidade semi - esférica, denominada, de Caso 1. Considera-se o regime ndo permanente €
permanente e o escoamento como sendo bidimensional. Serdo analisadas as seguintes faixas:
2 <k <4 ;10" <Ra< 10’ e o nlimero de Prandtl Pr serd fixado em 0,70.

A figura 4.6 mostra a cavidade semi-esférica, onde S, representa a superficie isotérmica
quente mantida na temperatura = 1, S, representa a superficie isotérmica fria mantida na
temperatura 0 = -1, e S, sdo as superficies mantidas isoladas termicamente, ndo havendo fluxo
de calor através delas.

A figura 4.7 mostra as malhas de elementos finitos com 450 elementos para a razdo de
raios k = 2,0 e malhas com 378 elementos para a razdo de raios k = 3,0 e 4,0.

As figuras 4.8a a 4.8c mostram o numero de Nusselt médio na superficie quente Nuy
versus o numero de elementos para diferentes razdo de raios. As curvas apresentadas sdo para
nimero de Rayleigh Ra=10"e 10°. Foram utilizados as malhas com 342, 378, 414 e 450
elementos para k = 2,0; e as malhas com 294, 322, 350 ¢ 378 elementos para k = 3,0 e 4,0. Nas
figuras 4.8a a 4.8c nota-se a convergéncia dos valores do nimero de Nusselt médio na

superficie quente a medida que o numero de elementos aumenta.
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~Para numero de Rayleigh Ra = 10%, com poucos elementos, isto é, com uma malha

pouco refinada, ja se consegue a convergéncia dos resultados do Nu,. Entretanto, para nimero

de Rayleigh igual a 10°, hd necessidade de se usar malhas mais refinadas para se obter a
convergéncia dos resultados.

As figuras 4.9 a 4.11 mostram o nimero de Nusselt médio e local na superficie quente S,
e na superficie fria S, para nimero de Rayleigh 10 e 10°. Para a razdo de raios k = 2,0 é
utilizada a malha com 450 elementos, e para as razdo de raios k = 3,0 e 4,0 utiliza-se a malha
com 378 elementos. As retas horizontais representam o nimero de Nusselt médio.

As figuras 4.9a, 4.10a e 4.11a mostram que o numero de Nusselt local na superficie
quente, para Ra = 10 e 10° cresce a medida que se aumenta a coordenada R. Nota-se que os
nimeros de Nusselt médio e local para Ra = 10" sdo sempre menores que os numeros de Nusselt
médio e local para Ra = 10°, considerando sempre os mesmos pardmetros. E atinge valores
mais altos a medida que aumenta-se a razdo de raios k, ou seja, diminui-se o raio interno RI ou
ainda, a superficie quente S,.

As figuras 4.9b, 4.10b e 4.11b mostram que o nimero de Nusselt local na superficie fria
para Ra = 10* e 10’ cresce 2 medida que se aumenta o dngulo c. Entretanto, os valores maximos
do niimero de Nusselt local diminuem conforme se aumenta a razdo de raios.

As figuras 4.12 a 4.14 mostram os niumeros de Nusselt médios na superficie quente Nuy
e na superficie fria Nu,. , em fungéo do tempo adimensional. Nessas figuras pode-se notar uma
grande variagio dos valores do Nuy, e Nug nos instantes iniciais, tendendo a um comportamento
de regime permanente nos instantes finais. Sdo feitas andlises para numeros de Rayleigh
Ra = 10* e 10° e razio de raios k = 2,0 ; 3,0 e 4,0. Observa-se que os numeros de Nusselt médio
na superficie fria Nu, sdo sempre menores que os nimeros de Nusselt médio na superficie
quente Nu,, considerando 0s mesmos pardmetros.

A figura 4.15 mostra o numero de Nusselt médio na superficie quente Nuy versus o
numero de Rayleigh Ra. Os valores de Nu,, foram obtidos para razio de raios x = 2,0 ; 3,0 € 4,0,
e numero de Rayleigh Ra = 10*, 2x10°, 5x10* e 10°. Para razéo de raios k = 2, foram utilizados
450 elementos ( malha 9x8 ), e para k = 3,0 e 4,0 foram utilizados 378 elementos (malha 7x10).

Pode ser observado na figura 4.15 que o Nuy cresce com o aumento do numero de
Rayleigh. Observa-se também que Nu, aumenta a medida que se aumenta a razdo de raios.

Nas figuras 4.16 a 4.18, devido a simetria do escoamento com relagdo ao eixo vertical X,
as distribuigdes da fungdo corrente ( \ ) e da temperatura adimensional ( © ) sdo simétricas com
relagdo a este eixo. Para melhor visualizagdo do escoamento as distribui¢des da temperatura

adimensional serdo apresentadas a esquerda das figuras e a fun¢do corrente a direita. Sdo
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analisadas as distribui¢ées para razdo de raios k = 2,0 ; 3,0 e 4,0, nimero de Rayleigh Ra =10*
e 10°, e com o niimero de Prandt Pr fixado em 0,70.

As distribui¢des da fungdo corrente () nas figuras 4.16 a 4.18, apresentam as linhas de
corrente variando com um incremento de Ay = 1 e lembrando que a fung¢do corrente € nula nas
superficies de contorno. Pode-se notar a existéncia de um escoamento do fluido no sentido
horério no lado direito da figura. Embora néo se mostre na figura, devido a simetria, existe um
escoamento anti-horédrio no lado esquerdo da figura. Isto acontece devido a cavidade estar
submetida a diferentes temperaturas (0 = 1,0 a -1,0 ) proporcionando assim uma diferen¢a na
densidade do fluido que tende a se movimentar dentro da cavidade. O fluido préximo a
superficie quente € aquecido e sobe. O fluido proximo a superficie fria € resfriado e desce.
Assim, forma-se um escoamento convectivo, fazendo com que ocorra a transferéncia de calor
por convecg¢do natural da superficie quente para a superficie fria. Observa-se que a convecgéo €
mais acentuada quando aumenta o nimero de Rayleigh Ra. Para numero de Rayleigh Ra = 10*
tem-se velocidades baixas, consequentemente pequena vazao volumeétrica do fluido. Porém para
Ra = 10’ notam-se velocidades altas do fluido, principalmente nas proximidades da superficie
fria, onde as linhas de corrente encontram-se mais préximas uma das outras, indicando alta
vazdo volumétrica do fluido neste local. Nota-se ainda que, aumentando a razdo de raios,
diminui-se a superficie quente e, consequentemente, diminuem-se os valores da fun¢io corrente,
ou seja, 0 escoamento no interior da cavidade.

As figuras 4.16 a 4.18 mostram as linhas de temperatura adimensional ( © ) constantes
para numero de Ra = 10* e 10°. Lembrando que a superficie quente ¢ mantida numa temperatura
0 = 1,0 e a superficie fria numa temperatura 6 = -1,0. Nas figuras, as linhas estdo apresentadas
com um incremento de temperatura de AO = 0,2. Pode-se notar que a medida que se aumenta a
razdo de raios, aumenta-se cada vez mais a area fria localizada a esquerda da cavidade, e
consequentemente, tem-se uma reduzida drea quente localizada junto ao eixo de simetria da

cavidade.




Figura 4.16 - Distribuigdes da temperatura adimensional () e da fungdo
corrente (), para x = 2,0. (a) Ra = 10%; (b) Ra = 10°
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Figura 4.18 - Distribui¢Ges da temperatura adimensional () e da fungao
corrente (), para k = 4,0. (a) Ra = 10*; (b) Ra= 10°
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4.4 - Resultados do Presente Trabalho para a Cavidade Anular Esférica

Os resultados teéricos de transferéncia de calor por convecgdo natural no interior de uma
cavidade anular esférica, denominada de Caso 2, sdo tratados neste item. Serdo analisadas as
seguintes faixas: 1,5 <k <3,0; 10* <Ra < 10° e o nimero de Prandtl sera fixado em 0,70.

A figura 4.19 mostra a cavidade anular esférica juntamente com as condi¢des de
contorno, onde S, representa a superficie isotérmica quente mantida na temperatura© =1, S, é a
superficie isotérmica fria mantida na temperatura 0 = -1, e S, representa as superficies mantidas
1soladas termicamente.

A figura 4.20 mostra as malhas de elementos finitos com 2208 elementos triangulares
para as razdo de raiosk = 1,5 ;2,0 ; 2,5 e 3,0.

As figuras 4.21a a 4.21d mostram o nimero de Nusselt médio na superficie quente Nuy
versus o numero de elementos para diferentes razdo de raios. As curvas apresentadas sdo para
nimero de Rayleigh Ra=10*e 10°.

Nestas figuras para obter os resultados do nimero de Nusselt médio na superficie quente
Nu,, foram utilizados as malhas com 224, 360, 528, 728, 960, 1224, 1520, 1848 e 2208
elementos para as razdo de raios k = 1,5 ; 2,0 ; 2,5 e 3,0.

A medida que o numero de elementos aumenta € possivel notar a convergéncia dos
valores do Nuy,.

As figuras 4.22 a 4.25 mostram o numero de Nusselt médio e local na superficie quente
S, e na superficie fria S, para numero de Rayleigh 10* e 10°. Para as razdo de raios k = 1,5 ; 2,0 ;
2.5 e 3,0 utiliza-se a malha com 2208 elementos. As retas horizontais representam o nimero de
Nusselt médio.

As figuras 4.22a, 4.23a, 4.24a e 4.25a mostram que o numero de Nusselt local na
superficie quente, para Ra = 10* e 10° diminui a medida que aumenta-se o angulo o. Nota-se
que os numeros de Nusselt médio e local para Ra = 10* sdo sempre menores que os nimeros de
Nusselt médio e local para Ra = 10°, considerando sempre os mesmos pardmetros. E atinge
valores mais altos a medida que aumenta-se a razdo de raios, ou seja, diminui-se o raio interno
RI ou ainda, a superficie quente S,.

As figuras 4.22b, 4.23b, 4.24b ¢ 4.25b mostram que o numero de Nusselt local na
superficie fria para Ra = 10* e 10° crescem a medida que aumenta-se o dngulo o. Nota-se,
também que para a superficie fria os nimeros de Nusselt médio e local para Ra = 10* sdo
sempre menores que os numeros de Nusselt médio e local para Ra = 10°, considerando sempre

os mesmos parametros. E atinge valores mais altos a medida que aumenta-se a razdo de raios.
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Figura 4.25 - (a) Numero de Nusselt local e médio na superficie quente; (b) Numero

de Nusselt local e médio na superficie fria; para Ra=10*e 10%; k = 3,0
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~As figuras 4.26 a 4.29 mostram os nimeros de Nusselt médios na superficie quente Nuy

e na superficie fria Nu. , em fungdo do tempo adimensional. Nota-se uma grande variagdo dos

valores do Nuy e Nu. nos instantes iniciais, tendendo a um comportamento de regime

permanente nos instantes finais. S&o analisados os numeros de Rayleigh Ra = 10* e 10°, para as

razdo de raios k = 1,5 ; 2,0 ; 2,5 e 3,0. Observa-se que os Nu. sdo sempre menores que os Nuy,
considerando os mesmos parametros.

A figura 4.30 mostra o numero de Nusselt médio na superficie quente Nu, versus o
numero de Rayleigh. Os valores de Nuy, foram obtidos para x = 1,5 ;2,0 ;2,5 e 3,0, e Ra= 10%,
2x10%, 5x10% e 10°.

Foi utilizado a malha com 2208 elementos para as quatro razdo de raios. Nota-se da
figura 4.30 que o Nuy cresce com o aumento do nimero de Rayleigh. E apresenta valores mais
altos do Nu,; a medida que se aumenta a razdo de raios.

As figuras 4.31 a 4.34 mostram as distribui¢des da fun¢do corrente (), lado direito da
cavidade, e da temperatura adimensional ( 6 ), lado esquerdo da cavidade, para o Caso 2
mostrado na figura 4.19. Sdo analisadas as distribui¢des para razdo de raiosx = 1,5;2,0; 2,5 e
3,0, nimero de Rayleigh Ra = 10* e 10°, e nimero de Prandtl fixo em 0,70.

Nas figuras 4.31 a 4.34 as distribuigdes da fungdo corrente mostradas possuem um
incremento de Ay = 0,5 para Ra = 10*e Ay = 1,0 para Ra = 10°. A exemplo do caso anterior
analisado, o fluido préximo a superficie quente aquece, sua densidade diminui, € entdo ele sobe
e quando atinge a superficie fria, o fluido € resfriado, sua densidade aumenta fazendo com que
ele desca. Deste modo forma-se o escoamento convectivo no sentido horério. Observa-se que a
convecgio é mais acentuada a medida que aumenta-se o nimero de Rayleigh. Pode-se notar que
para Ra = 10 tem-se velocidades baixas no interior da cavidade. Entretanto, para Ra = 10’ nota-
se velocidades altas do fluido, principalmente na regido central da cavidade junto as superficies,
onde as linhas encontram-se mais proximas uma das outras. A medida que aumenta-se a razio
de raios nota-se que as linhas encontram-se mais afastadas uma das outras indicando uma
diminui¢do da velocidade ou da vazdo volumétrica.

Nas figuras 4.31 a 4.34 encontram-se também ilustradas as distribuigées da temperatura
adimensional ( 0 ). As linhas de temperatura adimensional constantes estdo apresentadas para
Ra = 10" e 10°, com um incremento de A® = 0,2. Observa-se que a medida que é aumentada a

razdo de raios aumenta-se cada vez mais a drea fria localizada na regido inferior da cavidade, e
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Figura 4.27 - Numero de Nusselt médio na superficie quente e fria versus tempo
adimensional, para x = 2,0; (a) Ra = 10*; (b) Ra = 10°
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Figura 4.28 - Numero de Nusselt médio na superficie quente e fria versus tempo
adimensional, para k = 2,5; (a) Ra = 10*; (b) Ra = 10°
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Figura 4.29 - Nuimero de Nusselt médio na superficie quente e fria versus tempo
adimensional, para k = 3,0; (a) Ra = 10%; (b) Ra = 10°
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Figura 4.30 - Numero de Nusselt médio na superficie quente versus
o numero de Rayleigh para o Caso 2 :
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Figura 4.31 - Distribuigdes da temperatura adimensional (0) e da fungéo corrente (),
para k = 1,5; (a) Ra= 10% (b) Ra = 10°
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a)

=10’

2,0; (a) Ra=10% (b) Ra

Figura 4.32 - Distribui¢des da temperatura adimensional (0) e da fung¢do corrente (),
para x
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Figura 4.33 - Distribui¢des da temperatura adimensional () e da fun¢éo corrente (y),
para k = 2,5; (a) Ra = 10*; (b) Ra= 10’
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Figura 4.34 - Distribui¢des da temperatura adimensional (0) e da fung@o corrente (),
para x = 3,0 ; (a) Ra = 10*; (b) Ra= 10°
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por conseqiiéncia forma-se uma

simetria na parte superior da cavidade.




CAPITULO 5

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

3.1- Conclusdes

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de transferéncia de calor por convecgio
natural, laminar, bidimensional, em regime permanente € ndao permanente em cavidades
axissimétricas mostradas nas figuras 1.3 e 1.4.

Utiliza-se o método de elementos finitos com o elemento triangular de trés nds, para
resolver as equagdes de conservagdo em regime ndo permanente, embora os resultados tenham
sido apresentados para o regime permanente. Um programa computacional em FORTRAN foi
desenvolvido para solucionar essas equag¢des em termos de fungdo corrente, temperatura
adimensional e vorticidade e para determinar o numero de Nusselt médio e local nas superficies
quente e fria da cavidade axissimétrica.

Com o proposito de validar o programa computacional desenvolvido no presente
trabalho, utilizaram-se para comparagéo os resultados publicados na literatura para cavidade de
dois cilindros verticais concéntricos com diversas combinagdes de parametros térmicos e
geomeétricos.

As comparagdes de resultados realizadas para a cavidade de dois cilindros verticais
concéntricos revelam desvios entre 0,80% a -4,53% na tabela 4.1 e 0,018% a 4,85% na tabela
4.2, indicando no geral uma boa concordancia entre os resultados comparados.

Os resultados de transferéncia de calor por convecg¢do natural no interior da cavidade
semi-esférica estdo apresentados no item 4.3.

Primeiramente, estuda-se a variagdo do numero de Nusselt médio na superficie quente
Nu,;, versus o numero de elementos para Ra = 10* e 10°, conforme mostram as figuras 4.8a a
4 .8c, para as razdo de raios k = 2,0 ; 3,0 e 4,0. Nota-se a convergéncia dos valores do nimero de
Nusselt médio na superficie quente Nu,, a medida que o numero de elementos aumenta. Quanto
maior for o nimero de elementos utilizados nos calculos, maior é a tendéncia a convergéncia
dos resultados; entretanto o custo computacional cresce bastante com o aumento do nimero de

elementos, conforme mostra a figura 4.5.
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A figura 4.8a mostra que para a raziio de raios k = 2,0, a malha com 450 elementos

apresenta o valor de Nuy praticamente convergido. O mesmo ocorre nas figuras 4.8b e 4.8c,
respectivamente para a razio de raios k = 3,0 e 4,0 usando uma malha com 378 elementos.

Os numeros de Nusselt local e médio nas superficies quente e fria para a cavidade semi -
esférica estdo mostrados nas figuras 4.9; 4.10 e 4.11, respectivamente para as razdo de
raios k = 2,0; 3,0 e 4,0. Sdo apresentados os resultados para nimeros de Rayleigh Ra = 10* e
10°.

Para a superficie quente, o numero de Nusselt local Nu; cresce com o aumento da
coordenada R, e possui o maximo valor para R igual ao raio interno RI. E, a medida que a razéo
de raios k aumenta, os valores de Nu, atinge valores mais altos.

Para a superficie fria os nimeros de Nusselt local crescem a medida que aumenta-se o
dngulo a, sendo mais alto para o dngulo igual a 90°. Porém, neste caso, aumentando-se a razédo
de raios x, os numeros de Nusselt local na superficie fria diminuem.

Os numeros de Nusselt médios na superficie quente Nuy e na superficie fria Nu; , em
fungdo do tempo adimensional estdo mostrados nas figuras 4.12 a 4.14. Nota-se uma grande
variagdo dos valores do Nuy e Nu. nos instantes iniciais, tendendo a um comportamento de
regime permanente nos instantes finais. Observa-se que a medida que aumenta-se a razdo de
raios x, o Nuy, tende a valores mais altos e o Nu, tende a diminuir.

A figura 4.15 mostra que o numero de Nusselt na superficie quente Nuy cresce com o
aumento do numero de Rayleigh Ra, e apresenta valores mais altos com o aumento da razdo de
raios K.

As figuras 4.16 a 4.18 mostram as distribui¢des da fungdo corrente e as linhas de
temperatura adimensional constante no interior da cavidade semi-esférica. Estas figuras revelam
que o escoamento ¢ formado por uma célula convectiva e pelo fato da existéncia de simetria em
relacdo ao eixo X, existe uma outra célula convectiva, apresentando escoamento no sentido
contrario. Observa-se que a medida que aumenta-se a razdo de raios Kk o escoamento torna-se
menos intenso e forma-se uma pequena regiao quente junto ao eixo de simetria X.

Os resultados de transferéncia de calor por convec¢do natural no interior da cavidade
anular esférica estao apresentados no item 4.4.

A exemplo do item anterior 4.3, realiza-se o estudo da variagdo do numero de Nusselt
médio na superficie quente Nuy, versus o nimero de elementos para Ra = 10* e 10°, conforme
mostra as figuras 4.21a a 4.21d, respectivamente, para as razdo de raios k = 1,5 ; 2,0 ; 25 e
3,0. E observado que usando a malha com 2208 elementos o valor de Nuy encontra-se

praticamente convergido.
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Nas figuras 4.22 a 4.25 nota-se que o nimero de Nusselt local na superficie quente Nu, , para
Ra = 10* e 10° diminuem a medida que aumenta-se o angulo o, enquanto que na superficie fria
os valores de Nu; crescem. E ambos apresentam valores mais altos a medida que aumenta-se a
razdo de raios. Porém € importante notar que conforme aumenta-se a razdo de raios o numero de
Nusselt médio na superficie quente aumenta, enquanto que o nimero de Nusselt médio na
superficie fria diminui.

Nas figuras 4.26 a 4.29 pode-se notar a variagdo dos numeros de Nusselt médios na
superficie quente Nu,, e na superficie fria Nuc , em fun¢do do tempo adimensional, observando
uma grande variagio dos valores do Nuy e Nu. nos instantes iniciais, tendendo a um
comportamento de regime permanente nos instantes finais. Aqui também € possivel notar que
conforme aumenta-se a razio de raios, o Nu, tende a valores mais altos e o Nu. tende a
diminuir.

Da figura 4.30 observa-se que o Nu, cresce com o aumento do nimero de Rayleigh, e
apresenta valores mais altos a medida que aumenta-se a razio de raios.

As figuras 4.31 a 4.34 mostram as distribui¢ées da fun¢do corrente e as linhas de
temperatura adimensional constante no interior da cavidade anular esférica. Nas figuras nota-se
que o escoamento ¢ formado por uma célula convectiva, e por simetria ao eixo X, existe uma
outra célula convectiva, porém com o escoamento em sentido contrario. Nota-se que a medida
que aumenta-se a razdo de raios, o escoamento torna-se mais fraco e forma-se uma érea fria
localizada na regido inferior da cavidade, e uma pequena regido quente junto a superficie quente
e ao eixo de simetria na parte superior da cavidade.

No geral, nota-se que existe um comportamento semelhante entre os dois casos
estudados nos itens 4.3 e 4.4. E embora os resultados teéricos de convecg¢do natural aqui
apresentados ndo tenham sido comparados com outros resultados tedricos ou experimentais,
devido a indisponibilidade de dados, acredita-se ter conseguido algum avango no estudo de

convec¢io natural em geometrias axissimétricas.

5.2- Contribuicoes do Presente Trabalho
Uma importante contribui¢do do presente trabalho foi estudar a transferéncia de calor
por convecgdo natural em cavidades axissimétricas arbitrdrias, analisando o efeito de tal

fendmeno quando se alteram os pardmetros geométricos e térmicos.
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| Também, através deste trabalho, é possivel visualizar as distribui¢des da temperatura
adimensional e o escoamento do fluido no interior da cavidade axissimétrica.

Uma outra contribuigdo que pode ser considerada foi o desenvolvimento das equagées

de conservagdo em coordenadas cilindricas com a aplicagdo do método de elementos finitos, € a

obtengdo, como produto final, de um programa computacional que possibilita o estudo de

convecg¢do natural laminar em cavidades axissimétricas arbitrarias.

5.3- Recomendacgdes para Trabalhos Futuros
Com a realizagdo deste trabalho, pode-se levantar algumas sugestdes para trabalhos a

serem desenvolvidos futuramente:

a-) Estudar a convecgdo natural em outras geometrias de cavidades axissimétricas.

b-) Estudar uma nova malha mais refinada para o Caso 1 e comparar os resultados com

o presente trabalho.
c-) Realizar o estudo empregando outros tipos de elementos.

d-) Estudar os casos 1 e 2 empregando novos valores para o nimero de Prandtl, razdo de

raios e numero de Grashof.

e-) Desenvolver equagdes de correlagdes do nimero de Nusselt em fungdo dos diversos

pardmetros geométricos e térmicos para os casos 1 e 2.

f-) Estudar com mais detalhes a geometria de dois cilindros concéntricos verticais,
obtendo-se as distribui¢des de e 0, tanto para o regime ndo permanente quanto para

0 permanente.



APENDICE A

DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES PARA O CALCULO DA
VORTICIDADE NO CONTORNO

A.1- Vorticidade no Contorno Considerando Aproximac¢ao de Segunda

Ordem

Seja o desenvolvimento da fungdo corrente em Série de Taylor na direcdo X, dada por:

10 1 &
yo=y 4=t +—’—“;‘ (B2 (A.1)
o w U IGK| s ol5ya|

Onde y ¢ a fungdo corrente no ponto distante de & do contorno e v _ representa a
0

fun¢do corrente no contorno, conforme mostra a figura A.1.

¢ 2 .
Desprezando os termos de ordem maiores que (AX)~ e considerando que y =0 e
V

AX = 8, a equagdo (A.1), torna-se:

= gy O] (A2)
oX 2 0X°

Como N = 0, a equagdo (A.2) fica:

b ]
X|x=0

& 2
GRTINE 2y (A.3)

G [ 082
Da equagdo (2.11) tem-se:

1.0V, +i(ia—"’) N (A.4)
R aX>  OR\R 6R

Da equagdo (A.4) considerando a variagdo de  na diregdo X, resulta que:

1 oy
R 8X2

— . (A.5)

X=0 W

Onde ® ¢ a vorticidade num ponto do contorno com coordenada R = R .
w

Substituindo a equagdo (A.3) em (A.5), resulta:

2y,
= —-8? 5 (A6)




Figura A.1 - Anélise axissimé
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‘Desenvolvendo a fungdo corrente na Série de Taylor na dire¢do R, de modo analogo

a dire¢do X, tem-se:

o'y | _ 2y,
aRZ = 62 ' (A.7)
R=R,

Na diregdo R, a equagdo (A.4), torna-se:

1 Ay
Bl — = . A.8
R, ORE B uzs)

Da equacdo (A.7) e (A.8), resulta:

2y
0, = ——2 _ A9
w 62R\v ( )

Como as equagdes para o calculo da vorticidade no contorno sdo idénticas na diregdo X

e R, conclui-se que numa dire¢do normal a superficie a vorticidade no contorno pode ser

calculada pela equagdo (A.6) ou (A.9).

A.2- Vorticidade no Contorno Considerando Aproximac¢ao de Terceira

Ordem

Desenvolvendo a fungdo corrente em Série de Taylor na diregdo X desprezando os

. 3
termos de ordem maiores que (AX)", resulta:

1o 1 & 16°
T e AX+ S (RP = (g (A.10)
v ! .aXZ

Resolvendo a equagdo diferencial (A.4) na dire¢cdo X, vem:

o
Q
>

o’y
= —(wR)_, A.ll
ax2 ( )w ( )
Derivando a equagido (A.11) em relagao a X, tem-se:
)wR), 2y
N = — A C 2
oX ox? ;s Ble)
=0

Substituindo (A.11) e (A.12) em (A.10), resulta:

0 R d(wR
b @ -1&@9()3 ; (A.13)




89

o(oR =
- Sendo: uu =R, 0 B Rw(m" m“’) ) (A.149)
oX X AX
De (A.13) e (A.14), vem :
ey o S > e AX)?

- + — —‘"‘”AX——‘l(oa—co) . A.l15
wO l‘lljw aX 2 ( ) 6 0 W ( ) ( )
Como y.,=0 e O = 0, resulta:

X=0
m\\l R\V R
v, = -—(aX)’ —“"’6 v (AX)? : (A.16)
Da equagio (A.16), resulta na seguinte equagdo para o cdlculo da vorticidade no
contorno:
i 3y, @k (A.17)
R,(AX)" 2

sendo AX =3, a equagdo (A.17) resulta:

_ N Sol (A.18)

@, 2
Rt § SR

W

Desenvolvendo a funcdo corrente em Série de Taylor e resolvendo a equagéo diferencial
na dire¢do R, de modo andlogo a dire¢do X, tem-se:

oy (eR) 1 9@R),

= Y WA RIS VR (AR SR AR)’ A.19)
v, =, - (4R~ g (4R) (
J(oR R -
Sendo: @:RW?&:M‘“—), v, =0, W =0 e AR =09, resulta na
oR OR AR JdR S
seguinte equag¢do para o calculo da vorticidade no contorno:
e SHIRHOER B (A.20)
RO

As equagdes (A.18) e (A.20) desenvolvidas respectivamente para as dire¢des X e R s@o

idénticas, podendo desta forma, ser utilizadas para o calculo da vorticidade no contorno numa

direg¢do normal a superficie.




APENDICE B

NUMERO DE NUSSELT LOCAL E MEDIO

B.1- Introducao

Os pardmetros adimensionais de maior interesse no presente estudo sdo os nimeros de

Nusselt local (Nu,) e médio (Nu). Em homenagem a Wilhelm Nusselt que contribuiu de modo

significativo para a teoria da transferéncia de calor por convecgdo, esses parametros sao

definidos respectivamente da seguinte forma:

onde:

h,D
Nu, ==t (B.1)
h D
Nu =y (B’z)
K

h. é o coeficiente local de transferéncia de calor por convecgao,

X
h ¢ o coeficiente médio de transferéncia de calor por convecgdo,

K ¢ a condutibilidade térmica do fluido,

D ¢ a dimensdo caracteristica ( vide Figura B.1 ).

Os coeficientes local e médio de transferéncia de calor por convecgdo sdo

respectivamente definidos como segue:

onde:

sendo:

h 4 (B.3)

i [hds, , (B.4)

1S,

q, € o fluxo de calor normal a superficie;

T, € atemperatura da superficie quente S, ;

T, € atemperatura da superficie fria S, ;

S, € a superficie isotérmica quente mantida na temperatura T, ;

dS, ¢ a 4rea elementar sobre a superficie S, ,

dS, =27 rdl



&

<l

SRS B
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B.2- Nimero de Nusselt Local e Médio

—
O vetor fluxo de calor q, normal a superficie quente S,, pode ser decomposto nas

diregdes r e x nas suas componentes q, e q, , conforme mostra a figura B.1. Aplicando a lei

de Fourier nas diregdes r, x e numa dire¢do normal ( n ) a superficie, resulta:

oT
qr =53 a_ ) (B'S)
r Sl
q, = —KéI ; (B.6)
6x S]
g, = 2 (B.7)
on |g
1

e =

Somando vetorialmente q_e q, , resulta o fluxo de calor normal a superficie:

4, =+ 9+ d - (B.8)

Substituindo as equacdes (B.5), (B.6) e (B.7) em (B.3), tem-se :
2 2
K [BTJ [ aTJ
hy =———.| | —| +| =
* (L =T)\8\er ox

Substituindo (B.9) em (B.1), resulta :

D e (G
N”Lzm\ﬂﬁj+(§J ‘ | s

Si

(B.9)

S,

Adimensionalizando a equagio (B.10), com os pardmetros adimensionais definidos pelas
equagdes (2.6b) e (2.6d) , tem-se a seguinte equagdo para o nimero de Nusselt local na

superficie S, :

] -+ @@ |
S, S
Para o nimero de Nusselt médio na superficie S, , tem-se a seguinte relagao :
1
Nu == [Nu, | s, . (B.12)
1s



,,,,,

ds (comi=1lou2).

.
1

Nuy, =Si INuL

iS

S.

O calor trocado por convecgio natural na superficie quente S, , ¢ dado por :

Nu, K

Q,=hS,(T,-T,) = S(T,-T.) .




APENDICE C

METODO DE GALERKIN PARA A EQUACAO DIFERENCIAL
BIDIMENSIONAL EM REGIME NAO PERMANENTE

C.1- Introducio

Seja a equacdo diferencial bidimensional em regime ndo permanente ( Sergeling, 1984 ):

1 9% o' 2 50
—| D, ( RJ +D,—+ : C.1
R{ "OR\ J M I e
com as seguintes condi¢des de contorno :
4) = q)O(R’X) 9 (C.z)
q=D,cosd+D, gy = &2 5 (C.3)
OR i), on

onde ¢ representa uma fungdo escalar; ¢,(R,X) representa uma fungdo especificada no
contorno; q ¢ fluxo de calor normal n a superficie S do contorno; A € um pardmetro de valor

constante, e t € o tempo adimensional.

C.2 - Método de Galerkin

A equagdo (C.1) pode ser escrita da seguinte forma :

o 2620} 22 -fo3) o

A integral residual para um problema axissimétrico € a integral de volume apresentada

na seguinte forma:

=] 0T R (g e oo

VC

A equagdo (C.5) pode ser escrita como sendo :

)= -J T o ()| - T
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| [N‘]T [Q; —xa;’:) dv . (C.6)

As derivadas devem ser transformadas para as formas de menor ordem, usando o

produto por diferenciagdo e teorema de Gauss.

Usa-se o seguinte produto por diferenciagao :

B (1) | rardies | AN o
ax([N] ax) = [N] X X oK% 2

Rearranjando a equagdo (C.7), resulta :

[NC]T GRE . ([NC]T@:) RCLN DS

X X oX o D

(C.8)

Para substituir o primeiro termo da equagao (C.6), pode-se usar o seguinte produto por

diferenciagao :

= e a¢c . 1 aNcT ad)c i c]'_@_( a¢c) o
EG—R([N] R_al?) X E[ R RBR] ¥ R[N] R\R) (&)

Rearranjando a equagdo (C.9), resulta :

[N“]T{li(Ra‘bcn - i{MR@iJ Bl el (C.10)

ROR\ &R R| R 4R R R

Substituindo as equagdes (C.8) e (C.10) em (C.6), resulta :

: FD 5, AT, O0° 5NCT5¢°
== ?a?([N]RgiJ_D’ R R |

[P i([N"]Ta—"’i)—D AN & dv

= * oX oX c @K @K
AT o0°
— | IN€ C—A dV . C.11

Rearranjando a equagdo (C.11), resulta :

(R} = I[Dr T o ANT o]

oR OR 2 OXGE X

VG

- [2 2o o 2 2 e
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- [N°]T (Q; —x‘:":) v . (C.12)

A segunda integral de volume da equagdo (C.12) pode ser transformada em uma integral

de superficie usando o teorema de Gauss ( Olmstead, 1961 ), resultando :

A.[ [%([N"]TR%%C—J cosO + Dx[N°]T Zd;; senGJ dA . (C.13)

A equagdo (C.13) pode ser reduzida para a seguinte forma :

[ [~] (D, GO e, senGJ dA . (C.14)
R X

AC

Substituindo a equagédo (C.3) em (C.14), vem :

: AL : i
,\[ [Ne] (Dr%cose+Dx%sen9J dA = A[ [N] a° da . (C.15)

Portanto, a integral residual completa fica na seguinte forma :

ere o e, o AN & T
(&= | |P e e dv_A[[N] Tt

- [ [~] (Qg_x‘?’t) dv . (C.16)

Ve

A funcio escalar ¢¢ ¢ definida na seguinte forma matricial :

o =[N=]{(Dc} : (C.1%)

. oh° ¥y ;.1 ey
As derivadas o e 6d))( na primeira integral da equagdo (C.16) podem ser substituidas

por :

o9 dN“|{(Dc} e _@__M{qf}_ (C.18)

3R 6R axX  oX

Portanto, rearranjando as equagdes (C.17) e (C.18) em (C.16), resulta :

: ne] gNe] o] Nt
S Dfiauail”’ %ua?] vl foth - (IR

X
A€

- V[ [N Qs av + V[ x[N=]T[N°]i{gjdv . (C.19)

Da equagdo (C.17), ¢° € definida por :
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¢ =[Ne[ac} (C.20)

com isto, define-se a matriz { g°} como sendo :

04° ON®  ON GNE | [
2 S ,
A R oR R R
Ei=g = , (C.21)
¢ ON;  ON; ONE, o
oX B o x| B

ou na seguinte forma condensada :
(o} <[} ©22)
onde m € o numero de pontos nodais do elemento, € [B’] representa as derivadas das fungdes

de forma do elemento.

Logo, rearranjando a equagdo (C.22) na primeira integral da equagao (C.19), tem-se :

{ [ (o AT A, p AN AN dV} (o) = | [T10] [3Jav {o}

oR

s
(C28))
onde:
DX (0
D] { } : (C.24)
0f D2
A tltima integral da equagdo (C.19) pode ser escrita como :
T IS e DR
V[ AN [N ]Tdv el (C.25)
onde :
[€] = [ A[N][Ne] av . (C.26)
g6
Substituindo as equagdes (C.23) e (C.25) em (C.19), resulta :
r)= | [Tl ev | o) - [T oa
v
— [N"]TQE dv +[c]°i—a ;c} : (C.27)
e

Fazendo a minimizag¢do de {R‘} , tem-se :




98

{R} = i{W} =0 (C.28)

e=1

Logo, substituindo (C.27) em (C.28), resulta :

E

-3 ([Tl ev|{o) o 5] (HTa o)

c= c A‘

+ ZE:[I-[N“]TQZ dV} - f[[cra{%c}} =0 . (C.29)

e=1 Ve e=|

A equagdo (C.29) pode ser escrita na seguinte forma condensada :

{R} = [C]—= +[K|{@SBEIOR (C.30)

onde :

- Sier -3 [T ev). 31
K] = S[K] :ZE:{ [ [B°] [o]5°] dv} : (C.32)

(F} = i{?}“ S i[ [N q dAZ' + g{v_[—[Ne]TQ; dv} . (C.33)

o )

C.3 - Aproximac¢iao do Termo

Na figura C.1 tem-se os valores de @, e @, assumidos pela fungdo ¢, respectivamente

para os tempos, T, € T,.

ol _
Para a aproximag¢do do termos {6r } , usa-se um esquema de diferencga finita central ,

d . -
e 0 termo d—d) pode ser escrito na seguinte forma :
G

Qt_ (DI_(DO
ot At :

A derivada da grandeza ¢ para os pontos nodais no dominio do tempo pode ser calculada

(C.34)

pela equagdo :



BRI R R R R R )

i

Figura C.1 - Esquema de diferen¢a
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: a{CD } d{(D 1

bl el €35

As matrizes {®©} e {F} devem ser avaliadas como :
) '

(@} = 5({(1) b{o],) e (C.36)
(B} = %({F}[ +{F},) . (C:37)
Substituindo (C.35) e (C.36) em (C.30), resulta :

1 1 1 1 -
A—T[C]{CD b _E[C]{CD 2 +§[K]{CD b +§[K]{(D } +{F}" =0. (C.38)
Multiplicando a equagdo (C.38) por 2 e rearranjando, vem :

2 -
[[K]+é[c]} (o} = {E[C]—[K]} {o ] —2{F}". (C.39)
Da equagdo (C.36), tem-se :
2o} (o), = (o}, 40
Substituindo (C.40) em (C.39), tem-se :
. 2 .
|:[K]+-A2—‘C[C]:I (o} = E[C]{Cb o= (C.41)
ou ainda :
2 2 «

K]+ 2c] {0 )., ~=CHe } 42

No caso particular de A = 0, o regime é permanente. Assim, da equagd@o (C.42), resulta

neste caso que:

lfieny, == (C.43)

C.4 - Desenvolvimento da Matriz Capacitancia [C[

Da equagdo (C.26) a matriz capacitdncia € dada como sendo :

[C] = [ & [N][Ne] av, (C.44)

VE

onde :

[N°]=[ N; N; N, ] (C.44a)

R



equagdo (3.31), resulta :

| R={R°}[N=] : ,

Logo, a equagdo (C.43) pode ser esc:

N,
[Cl'= [2na{N, [Ni N,
A€ Nk

;ﬁi&‘j’. -

Resolvendo os produtos das matrizes e em seguida integrando de acor

= (6R, +2R;+2R,) (2R, +2R, +R,) (2R, +R;+2R,)

[€] === (2R, +2R;+R,) (2R, +6R;+2R,) (R;+2R;+2R,)

(2R, +R;+2R,) (R, +2R;+ 2R,) (2R, +2R;+6R,)




APENDICE D

ESTUDO DO EFEITO DA VORTICIDADE NO CONTORNO SOBRE O
NUMERO DE NUSSELT

D.1- Introducgio
Nesse apéndice sdo feitas as comparagdes dos resultados do niimero de Nusselt médio na
superficie quente Nuy , quando se usam as equagdes para o célculo da vorticidade no contorno

(2.24g) e (2.24h), dadas respectivamente por:

2y
0, == 2 D.1
“=TFR. (D.1D)
T SO (D.2)

(D w 2
R OF 2
Nos resultados deste trabalho foi usada a equagao (D.1) para cilindros verticais e para a

geometria semi-esférica (caso 1), e a equagdo (D.2) para a geometria esférica (caso 2).

D.2- Comparacio Entre as Duas Equacdes da Vorticidade no Contorno

As tabelas D.1, D.2 e D.3 mostram as comparagdes entre os Nuy, respectivamente, para

A K Ra Pr Equagao (D.1) Equagao (D.2) Desvio
Nuy Nuy [%]
1 2 10* 0,7 3,851 3,901 -1,30
1 2 10° 0,7 7,620 7,853 -3,06
1 5 10* 0,7 5,337 5,399 -1,16
1 5 10° 0,7 9,764 10,029 2,71
1 10 10* 0,7 6,829 6,898 -1,01
1 10 10° 0,7 11,500 11,773 2,37
5 2 10t 0,7 3,451 3,361 2,61
5 2 10 1,0 3,477 3,414 1,81
5 2 2x10* 1,0 4,172 4,077 2,28
5 2 3x10* 1,0 4,618 4,498 2,60

Tabela D.1 - Comparagdo do Nuy para a cavidade anular de dois cilindros concéntricos verticais
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L3 Ra Pr Equagdo (D.1) Equagdo (D.2) Desvio
Nugy Nuy [%]
2 10* 0,70 5,378 5,261 2017]
2 10° 0,70 8,839 8,489 3,96
3 10* 0,70 5,897 5,785 1,90
3 10° 0,70 9,628 9,278 3,63
4 10* 0,70 6,249 6,165 1,34
4 10° 0,70 10,187 9,898 2,84

Tabela D.2 - Compara¢do do Nuy para a cavidade semi-esférica, caso 1

K Ra Pr Equagao (D.1) Equagdo (D.2) Desvio

Nuy Nuy [%]
155 10° 0,70 4,543 4,539 0,09
1,5 10° 0,70 7,282 7,222 0,82
2,0 10* 0,70 5,245 5,215 0,57
2,0 10° 0,70 9,622 9,487 1,40
2,5 10* 0,70 6,430 6,384 0,71
2,5 10’ 0,70 11,056 10,870 1,68
3,0 10 0,70 7,329 TR 0,71
3,0 10° 0,70 12,109 11,893 1,78

Tabela D.3 - Comparagdo do Nuy para a cavidade esférica, caso 2

as geometrias de dois cilindros concéntricos verticais, semi-esfera e esfera, utilizando as
equacgdes (D.1) e (D.2). Nas tabelas D.1, D.2 e D.3 os maiores desvios do Nuy encontrados,

foram respectivamente de -3,06 % ; 3,96 % e 1,78 %.

As equagdes (D.1) e (D.2), no geral, apresentam boa concordancia, sendo que 0s maiores

desvios ocorrem para nimero de Rayleigh mais altos.
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