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SUMARIO

Apresenta-se uma metodologia para a analise do escoamento ideal, bidimensional e
permanente em grades representativas das Maquinas de Fluxo Regenerativas (MFR).

Primeiramente , os efeitos nao inerciais inerentes as MFR sdo desprezados, fazendo-
se uma analise do escoamento absoluto e permanente no plano. Nessa situagdo, € feita a
carateriza¢do do conceito de grades regenerativas. Em seguida, o conceito € aplicado para o
caso dé escoamento ideal. Com base no método das singularidades, uma modelagem ¢
desenvolvida para o escoamento ideal em grades lineares com um campo de vorticidade
uniforme, sendo a situa¢@io regenerativa obtida como caso particular. Limites assimptoticos
para nimero infinito de pas e pa isolada sio determinados analiticamente. As situagOes
intermediérias sdo tratadas numericamente, através de uma técnica de vortices concentrados.

Posteriormente, a metodologia € estendida para o caso das grades regenerativas
toroidais, representativas das superficies de escoamento nas MFR. Os efeitos ndo inerciais
sdo entdo introduzidos de maneira natural. Uma transformagdo de coordenadas € aplicada
para mapear a superficie da grade toroidal no plano de uma grade linear, o que permite
estender a metodologia de maneira mais simples.

Finalmente, alguns resultados para a vorticidade e para a vazdo meridional efetiva sdo

apresentados, em comparagio com resultados experimentais disponiveis na literatura.
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ABSTRACT

A methodology for steady, two-dimensional ideal flows in cascades. concerning
Regenerative Turbomachines (RT), is presented.

Firstly, the non inertial effects that are present in the RT are disregarded, and an
analysis is made for the absolute steady flow on the plane. In this situation. the
characterization of the regenerative cascades concept is made. The concept is then applied
in the case of ideal flow.

By means of the singularity method, a model is developed for the ideal flow trough
straight cascades, with an uniform vorticity field. The regenerative situation is obtained as a
particular case. Asymptotic limits are obtained for an infinite number of blades and for the
isolated blade. The intermediate situations are treated numerically, by emploving a method
of discrete vortices.

Further, the methodology is extended for the case of toroidal regenerative cascades,
representing the stream surfaces of the RT. The non-inertial effect are introduced in a
natural manner. A coordinate transformation is applied in mapping the toroidal cascades
surface on a straight cascades plane. In this way, the methodology extension becomes more
simple.

Finally, some results for the vorticity and the effective circulation flow rate are

presented in comparison with available experiment result.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

As maquinas de fluxo regenerativas (MFR) sdo destinadas a aplicagdes envolvendo
altas pressdoes e baixas vazdes. Elas operam com baixas velocidades especificas e
apresentam rendimentos relativamente baixos (cerca de 50%). Entretanto, esses
rendimentos podem ndo ser tdo baixos, como parecem a primeira vista. As bombas
centrifugas, por exemplo, necessitam de varios estagios para alcangar as mesmas pressoes
que as bombas regenerativas, o que acarreta maiores perdas no escoamento. Tratando-se de
maquinas de pequeno porte, os rendimentos resultantes podem se tornar igualmente baixos.

Dentre as vantagens comparativas das MFR em relagdo as maquinas de fluxo
convencionais, operando nas mesmas condi¢oes, destacam-se: menores dimensdes (devido
as altas concenﬁacées de torque e poténcia, tipicas das MFR), maior simplicidade e
menores custos de fabricagdo, auséncia de problemas de lubrificagdo e operagio livre de
contaminag¢do de 6leo (no caso de bombas).

Por outro lado, as MFR sofrem a desvantagem de uma baixa efici€ncia, provocada,
principalmente, pelas perdas na regido do separador de fluxo (“stripper’”) e nos bocais de
entrada e saida. Para tentar eliminar esta desvantagem, trabalhos como os de Brown (1970)
oferecem algumas sugestdes para melhorar o desempenho.

As maquinas regenerativas comegaram a ser utilizadas industrialmente na década de
50, inicialmente em sistemas de bombeamento e, posteriormente, como sopradores e
compressores. Devido as suas carateristicas de altas pressoes e baixas de vazdes, as MFR
vém sendo utilizadas em sistemas criogénicos para compressio de gas hélio, em

dispositivos de separagdo de substdncias e na industria nuclear. Além disso, por sua



carateristica de concentrar torque e poténcia, ocupando espagos reduzidos, as MFR tem
sido utilizadas, também, em ciclos de sistemas secundarios de aeronaves. Recentemente,
Grabow e Suong (1994) realizou diversas analises e ensaios com uma MFR operando na
modalidade turbina, obtendo resultados promissores. Neste momento, trabalhos vem sendo
realizados na EFEI, com o objetivo de avaliar a potencialidade de uma MFR, inicialmente
projetada como bomba, para operar como turbina hidraulica.

No presente trabalho, pretende-se dar uma contribuigdo ao estudo das MFR, atraveés
de uma caracterizagdo e analise do escoamento ideal em grades regenerativas. Uma vez
que as MFR sdo relativamente pouco conhecidas, mesmo por aqueles que trabalham no
campo das maquinas de fluxo, sera conveniente apresentar alguns topicos preliminares,

antes de enfocar os objetivos especificos deste trabalho.

1.1 Classifica¢do das Maquinas de Fluxo Regenerativas.

A caracteristica mais importante do escoamento nas maquinas regenerativas, que as
distingue das maquinas de fluxo convencionais, s3o as trajetorias helicoidais percorridas
pelas particulas de fluido, com varias passagens pelo rotor. E possivel, entretanto, classificar
as MFR em dois tipos principais, segundo a localizagio e a geometria da sua segdo

transversal (meridional): MFR foroidais e MER periféricas.

separador TAMRA Sanal A
Siipper - | lateral
T

entrada

ROTOR

N
S
S

NN

4\
I
NN
T oy

SECAO B-B

SECAO A-A

Figura 1.1. - MFR tipo toroidal
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1.1.1 MFR Toroidal .

A maquina regenerativa toroidal assemelha-se bastante ao acoplamento hidro-
dindmico. Nesse caso, o rotor é construido com um canal de segdo semi-circular, como
mostra a Fig. 1.1. Em geral, as pas sdo fixadas radialmente neste canal, com intervalos
angulares iguais, de maneira que cada pequeno canal formado por duas pas consecutivas
ndo tenha comunica¢do com os adjacentes. Da mesma maneira, um canal lateral, ou anular,
também de se¢do semi-circular, é construido na carcaga fixa. Eventualmente, aletas
direcionadoras podem ser montadas no canal lateral, embora isso ndo seja o mais usual. Na
montagem, o rotor e o canal lateral ficam dispostos de tal forma que os dois semi-circulos
se completam, formando um toro de revolugdo, e dai o nome desde tipo de maquina.

As caracteristicas tedricas e experimentais das MFR toroidais foram amplamente

estudadas por Varella (1981).
1.1.2 MFR Periférica.

A MFR tipo periférica possui pas radiais, que se estendem de um didmetro mais
externo do rotor (disco) até um didmetro mais interno. Entre uma pa e outra, existe um
canal de escoamento, com perfil semi-circular, como se pode ver na Fig. 1.2.

Em geral, esse tipo de MFR apresenta dois canais laterais simétricos, o que resulta
num melhor equilibrio de forgas axiais. Diferentemente das MFR toroidais, esses canais
compreendem, também, trechos periféricos entre o rotor € a carcaga, e dai a denominagdo
empregada.

Além da facilidade de fabricagdo, a principal vantagem das MFR periféricas é a
possibilidade de um mesmo rotor operar com carcagas de formatos e tamanhos diversos.
Isso possibilita a sua especificagdo numa faixa relativamente ampla de parametros de
funcionamento, de acordo com as necessidades das aplicagdes. As MFR periféricas de
construgdo simples, como na Fig. 1.2, exibem rendimentos menores que as toroidais,
principalmente em razao das perdas do escoamento nos cantos vivos das paredes do canal.
Naturalmente, esse efeito pode ser atenuado através de uma construgdo mais apurada.

Em qualquer tipo de MFR, o fluido entra e sal da maquina através de bocais

montados na carcaga. E desejavel que as segdes transversais desses bocais adaptem-se o



melhor possivel a sec¢do transversal do canal lateral, a fim de se reduzir as perturbagoes e as
perdas no escoamento. Entre as regides do bocal de entrada (baixa pressdo, em MFR
geradoras) e do bocal de saida (alta pressdo), € fixada uma pega denominada separador de
Sfluxo, ou “stripper” (Figs.1.1 e 1.2). O separador deve ocupar toda a se¢do do canal lateral,
ter um comprimento circunferencial suficiente e a menor folga possivel em relagao ao rotor.
Sua fun¢do € vedar ao maximo a fuga de fluido do lado de alta pressdo para o de baixa
pressdo. Grande parte das perdas hidraulicas e das caracteristicas tipicas das MFR devem-
se a atuagdo do separador de fluxo. Um projeto adequado deste dispositivo pode contribuir

para a redugdo das perdas na maquina (Varella, 1981).

N . —F T

= stripper = g =

¥ 4 . i ~2 7 % entrada
/| saida PR | 4 ——

l=pa
rotor
| roto

" tampa

Figura 1.2. - MRF tipo periférica

Diversos tipos de projeto tem sido concebidos para as MFR, a maioria deles
constituindo-se em variantes dos tipos toroidal e periférico. Na Fig.1.3, estdo mostrados
alguns modelos de MFR usados atualmente em diferentes aplicagdes. Destacam-se, aqui, as
MFR com pas em formato aerodindmico, que atingem rendimentos em torno de 60% e

cujo limite de aperfeigoamento ainda esta longe de ter sido alcancado.



1.2. Aspectos Gerais Sobre as Teorias de Escoamento nas MFR.

Existe um universo relativamente amplo de pesquisas publicadas envolvendo as
MFR, a maioria delas baseadas em modelos de escoamento unidimensional. Com
freqiiéncia, esses estudos tem sido orientados para o desenvolvimento de ferramentas de
projeto visando, principalmente, aumentar o baixo rendimento dessas maquinas. Ao longo
do desenvolvimento das MFR, houve uma controvérsia historica a respeito de qual seria o
seu mecanismo basico do funcionamento. Nesse sentido, varias teorias foram propostas e, a
partir de um dado momento, duas delas acabaram se constituindo em concorrentes
principais: a teoria da turbuléncia e a teoria circulatoria.

Uma breve revisdo dos trabalhos mais representativos dessas teorias sera

inicialmente apresentada. Maiores detalhes a este respeito, bem como uma revisdo

~
s

pas de formato
aerodinamico

Figura 1.3. - Modelos de Maquinas de Fluxo Regenerativas.



bibliografica mais completa (até 1980), podem ser encontrados no trabalho de Varella
(1981). Diferentes hipoteses foram assumidas no desenvolvimento dos modelos baseados
nas teorias da furbuléncia e circulatoria, como, por exemplo, escoamento permanente,
incompressivel e adiabatico, ou ainda, a desconsidera¢do dos efeitos de entrada e saida do
escoamento, etc. Em geral, essas e muitas outras hipéteses ndo sdo essenciais para a
compreensao dos mecanismos basicos de funcionamento.

Em seguida, algumas expressdes basicas da teoria circulatoria unidimensional serdo
apresentadas, incluindo algumas convengdes geométricas e de nomenclatura. Aspectos
sobre a determinagdo da linha média efetiva do escoamento também serdo considerados.

Finalmente, sera feita uma discussdao sobre o trabalho de Andrew (1989), em virtude
da sua relevancia no estudo tedrico das MFR e, também, tendo em vista a sua motivagao no

desenvolvimento da presente dissertagao.
1.2.1. Teoria da turbuléncia.

Esta teoria estabelece basicamente que o torque do rotor € transferido para o fluido
de trabalho no canal lateral por meio de um mecanismo de turbuléncia . Esse mecanismo
derivaria da acdo de forgas de cisalhamento entre o rotor e o fluido de trabalho no canal.
Por isso, essa teoria também € conhecida como teoria do arrasto (“drag theory”). Esse
mecanismo foi sugerido, primeiramente, na década de 30, por uma equipe de pesquisadores
japoneses liderados por Senoo (1954).

Um dos primeiros modelos teoricos do escoamento em MFR, empregando a teoria
da turbuléncia, foi concebido por Miyadzu (1952), visando a aplicagio em bombas.
Inicialmente, o estudo foi realizado considerando o escoamento em regime laminar.
Posteriormente, o estudo foi estendido para a analise do escoamento turbulento,
concluindo-se que, em geral, a turbuléncia melhorava o desempenho da MFR. Esse modelo
foi logo descartado, por ndo fornecer uma representacao teodrica consistente do
escoamento nas MFR. Além disso, sua implementagdo dependia fortemente de dados
empiricos.

Iversen et al. (1955) desenvolveram um modelo baseado na teoria da turbuléncia
para aplicagio em MFR periféricas. Esses autores sugeriram a hipétese de que o fluido é

arrastado para dentro do canal anular pela agao global das tensSes de cisalhamento das pas



do rotor. Estas tensdes foram consideradas proporcionais ao quadrado da velocidade do
fluido no canal, relativa ao rotor. Por outro lado, as paredes do canal exercem tensdes de
cisalhamento em sentido contrario ao movimento absoluto do fluido. Através de um balango
entre es forgas de pressdo e de cisalhamento, Irversen ef al. obtiveram uma expressdo para
o coeficiente de pressdo da maquina. A aplicagdo pratica dessa formulagdo, todavia, exige
o conhecimento de certos coeficientes empiricos a serem determinados por ensaios.

Weinig ( Csanady, 1964) obteve uma expressdo para o coeficiente de pressdo,
similar a de Iversen es al.(1955). Sugeriu, no entanto, que a causa da turbuléncia seria
originaria de um tipo de vortice criado pela diferenga de pressdes entre os lados da pa,
possibilitando o intercambio de fluido entre as pas e o canal lateral. Essa mesma hipotese foi
levantada por Crewdson (1956), que concluiu que as forgas de pressdo das pas seriam
substancialmente maiores que as forgas centrifugas. Modelos matematicos tratando as
forgas de press@o nas pas nao foram propostos no contexto da teoria da turbuléncia.

Apesar dos esforgos realizados, a teoria da turbuléncia nao foi capaz de estabelecer
conceitos fisicamente consistentes, capazes de conduzir a formulagdes matematicas mais
gerais. Os pioneiros da teoria da turbuléncia tiveram pouco eéxito na tentativa de
demonstrar que a transferéncia de quantidade de movimento do rotor para o fluido de
trabalho se originava de um mecanismo de turbuléncia, ou arrasto, entre as pas e o canal

lateral.

1.2.2. Teoria circulatoria

As tentativas infrutiferas de se desenvolver modelos de escoamento nas MFR a
partir da teoria da furbuléncia conduziram a proposta da teoria circulatoria. Pesquisadores
alemaes, tais como Engels (1940) e Pfaff (1961) , foram pioneiros no estabelecimento dessa
teoria. Ela serve de base para a maioria dos modelos de escoamento empregados atualmente
na analise e projeto das MFR.

A teoria circulatoria parte do principio de que as particulas de fluido seguem
trajetorias helicoidais, com um escoamento circulatério entre o rotor e o canal lateral (Fig.
1.4). O fluido passa sucessivas vezes no rotor € no canal lateral, num movimento em

espiral, desde o bocal de entrada até o bocal de saida. Esse movimento ¢ gerado pela acdo



das forgas aerodinamicas das pas e das forgas ndo-inerciais. Tal enfoque esta firmemente
fundamentado em diversos trabalhos experimentais (p. ex., em Varella, 1981).
O mecanismo de transferéncia de torque e energia do rotor para o fluido de trabalho

(MFR geradora) pode ser assim explicado: numa certa passagem pelo rotor, as particulas

r% recirculacao
Y
\l rotor 7
pa canal
lateral

Figura 1.4 - Esquema de uma MFR, ilustrando a Teoria Circulatona.

do fluido ganham energia cinética e quantidade de movimento angular, em virtude da ac@o
das pas. Em seguida, na passagem pelo canal lateral, as particulas perdem toda a quantidade
de movimento angular recebida no rotor, enquanto a energia cinética € transformada em
energia de pressdo. A velocidade das particulas €, entdo, regenerada e uma nova passagem
pelo rotor podera ter inicio. Dessa forma, a pressdo sobre uma particula aumenta
gradativamente ao longo de sua trajetoria helicoidal. Como resultado liquido desse
processo, surge um gradiente de pressdo na diregao angular da maquina. Excetuando-se os
trechos préoximos aos bocais de entrada e saida, as experiéncias mostram que esse gradiente
é aproximadamente constante (Varella, 1981). A Fig. 1.5 mostra um esquema simplificado
das varia¢oes das pressdes dindmica, estatica e total sofridas por uma particula de fluido nas
suas passagens entre rotor e canal lateral da MFR.

Note-se que cada passagem pelo rotor € pelo canal lateral pode ser considerada
equivalente a um estagio de compressao. Dai, a capacidade tipica das MFR em obter
aumentos de pressdo equivalentes ao de muitos estagios de uma maquina de fluxo

convencional.
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Fig. 1.5 Esquema ilustrativo das variagdes de pressdo de uma particula na MFR.

O primeiro modelo matematico da teoria circulatoria foi proposto por Engels
(1940). Trata-se de um modelo unidimensional, baseado em resultados preliminares de
outros pesquisadores alemdes e em resultados de ensaios realizados pelo proprio autor

(Engels, 1940). As seguintes hipoteses foram admitidas no modelo:

a) existe um gradiente de pressdo constante na regido do canal lateral, entre os
bocais de entrada e saida (com base em resultados experimentais);
b) o gradiente de pressdo ao longo do canal € independente do raio;.
c) os efeitos das forgas de cisalhamento nas paredes do canal sdo considerados
desprezivelis;
d) na regido de gradiente de pressdo constante, todas as irreversibilidades sao
atribuidas as perdas no escoamento circulatorio;
e) ndo existe mistura do escoamento no canal lateral;.
f) infinito namero de pas;
g) na regido de gradiente de pressao constante , o vetor velocidade € idéntico em
cada segdo meridional (com base em resultados experimentais);
Como se vera posteriormente, apenas as hipoteses, () e (g) serdo essenciais para o

desenvolvimento da modelagem teorica do presente trabalho. As hipéteses (), (¢), (d) e (e)
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ndo terdo sentido, pois o escoamento sera considerado ideal. A hipotese (f), todavia, sera
relaxada, permitido-se o tratamento de qualquer nimero de pas (ja que o escoamento sera

considerado bidimensional).
1.2.3. Elementos da teoria circulatéria unidimensional

Para os objetivos deste trabalho, n3o sera interessante entrar em detalhes sobre as
formulagdes da teoria unidimensional. E conveniente, todavia, apresentar algumas
expressoes gerais aplicaveis as MFR, além de introduzir convengdes, nomenclaturas e
definicdes a serem aqui empregadas. Nesse sentido, a Fig. 1.6, mostra os triangulos de
velocidade de uma MFR com pas retas puramente radiais, isto €, com superficies contidas

em planos radiais (5 = 90°).

e Cm

Figura 1.6. - Triangulos de velocidade na entrada e saida do rotor da MFR

A representagdo dos triangulos na figura acima servira como esquema basico para a

obtencdo dos resultados posteriores deste trabalho. Salienta-se, entretanto, que existem
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MFR cujas pas formam angulos com a direg@o axial, inclusive diferentes na entrada e na
saida (pas torcidas). Nessa linha, estudos analiticos e experimentais foram realizados por

Grabow (1965, 1972, 1975) e Crewdsom e Jackson (1956), mostrando a influéncia desses
angulos sobre o desempenho das MFR. Verificou-se que, para angulos de saida 4> menores
que 90°, a eficiéncia cai notavelmente, mas uma condi¢do 6tima ocorre para £, em torno
de 130° (na saida) e " em torno de 50° (na entrada). A modelagem a ser desenvolvida

neste trabalho ndo tratara dessas situacoes.
Algumas expressoes basicas aplicaveis as MFR sdo apresentadas a seguir:
e Momento angular teorico do rotor (Equagdo de Euler):

My =p Ox(nChrsnGns (11 1))

onde O,, é a vazio meridional de recirculagdo:

0

“m = C Am > (12)

mc

e A, =1L 2b, , (b =r, - r.) representa a area lateral de recirculagao, sendo L = 27r(1-

0,/360) o comprimento do canal lateral sem levar em com ta a espessura das pas e Oy o
7 0 ~ . .

setor (angulo) no canal lateral onde a maquina ndo cede energia para o fluido de trabalho

(setor do striper) (Ver Fig 1.7 ).

e Vazao da maquina:

()

= Cpy A (13)

C.= g’i2_+_C”L
Ilc 2

2

A. ' area da segdo transversal do canal lateral;
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Q2 : velocidade angular do rotor.

e Incremento de pressdo estatica ao longo do canal lateral:

i =R
Ap = p0,, = - A‘ g s (1.4)
nt C

A Eq. (1.4) € obtida com a hipotese de que o momento das forgas das pas, dado na
Eq. (1.1), se iguala ao momento das forgas de pressdao no canal lateral, calculado com base

no raio medio. Note-se que a determina¢do do incremento de pressao da maquina depende
do conhecimento da velocidade meridional de recirculagdo, C,. A determinagdo dessa

grandeza € uma das maiores dificuldades no estudo das MFR. Os modelos unidimensionais

empregados no seu calculo partem do relacionamento entre as perdas hidraulicas da

maquina e a pressdo dindmica baseada em C,,, através de coeficientes empiricos (Varella,
1981). No presente trabalho, por se tratar de escoamento ideal, o valor de Cp,, ndo podera

ser determinado teoricamente.

Alguns coeficientes adimensionais de desempenho sido definidos:

e Coeficiente de vazao:

0 &,
Q) = o (1.5)

e Coeficiente de Pressao:

_24p
- pU,

¥, (1.6)

onde U,, = Q- r, ¢a velocidade tangencial calculada no raio médio do toro, r,,.



1.2.4. Determinacido da linha média efetiva.

Para a aplicagdo das equagdes da teoria unidimensional, € necessario estabelecer os
raios representativos da linha média efetiva do escoamento, a saber, os raios de entrada, 7,

na saida, r., e no centro de recirculagdo, r. (Fig. 1.7).

0 0
D /
od ‘B/ J 7
vy
A4
rm =D/2

Figura.- 1.7 Dimensdes carateristicas da pa e do canal lateral

Alguns autores desenvolveram relagdes simples para a determinacdo desses raios.
Como exemplo, serdo apresentadas a seguir as relagoes propostas por Sivalingam (1977) e
Walace (1978), admitindo a existéncia de um vortice forgado centrado em 7., com

velocidades circulatorias linearmente crescentes desde um valor nulo no centro, até um

valor maximo na parede do canal lateral:

3 3
2 (ro3 — K o2, 2 —r; - _2(r —r2) (1.5abc)
I = 2 & :
S B2 = 3(rd —r; 3(rg -1
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Conforme sera visto posteriormente, o conhecimento desses raios também sera
necessario em aplicagdes especificas da teoria de grade, a ser desenvolvida no presente

trabalho (Capitulo III). Nesse caso, as equagdes (1.5) poderdo ser uteis.
1.2.5. Contribui¢do de Andrew (1989) no estudo teoérico das MFR.

Um dos poucos trabalhos sobre modelos de escoamento bidimensional, aplicaveis as
MFR, foi realizado por Andrew (1989). A contribui¢do mais importante desse autor foi
identificar a existéncia de uma componente de vorticidade uniforme, @, normal as
superficies toroidais do escoamento absoluto entre as pas (Fig.1.8). Tal vorticidade provoca
um aumento no carregamento aerodinamico sobre as pas em relagdo ao caso potencial, nas

mesmas condi¢des de incidéncia.

7 L
A
/ " » 7 | - ~ o \~‘

Figura 1.8 - Esquema mostrando a componente de vorticidade @ nas MFR.

Andrew (1989) modificou a definicdo do diversos fatores de carregamento
aerodinamico, empregados em grades lineares, para levar em conta os efeitos da
vorticidade. Além disso, analisou esse efeito na distribui¢do de pressGes sobre as pas da
grade. Para tanto, aplicou o método dos painéis de Hess e Smith (1966), adaptada para o
caso de um campo de vorticidade uniforme no escoamento. Verificou que, para certos
valores arbitrarios de vorticidade (@ > 0), o carregamento aerodindmico local aumentava

em relagdo ao caso potencial (@ = 0).
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Um aspecto importante da formulagdo basica de Andrew € que a vorticidade faz
surgir um gradiente de pressdo paralelo a grade, que € diretamente proporcional a
velocidade meridional e a propria vorticidade. Essa relagao € fundamental no sentido de
simular o efeito correspondente que ocorre nas MFR.

Com relag@o aos objetivos da presente dissertagdo, uma conclus@o importante pode
ser tirada do trabalho de Andrew (1989): qualquer modelagem bidimensional do
escoamento em MFR deve considerar o escoamento absoluto como intrinsecamente
rotacional. Os modelos classicos de escoamento potencial em grades lineares ndo podem
ser aplicados diretamente no estudo das MFR. Por outro lado, apesar da importante
contribuigdo de Andrew, certos aspectos de suas analises devem ser discutidos:

- a vorticidade foi tratada como um parametro arbitrario, independente da incidéncia
do escoamento em relagdo 4s pas;

- em particular, no caso das grades de pas retas com incidéncia nula, as analises de
Andrew (1989) admitem um valor ndo nulo para a vorticidade; isso ndo podera ocorrer se a
grade for regenmerativa (a caracterizagdo das grades regenerativas sera estabelecida no
Capitulo II):;

- a regido do escoamento, onde se especificou a vorticidade, ndo foi definida
claramente; uma delimitagdo adequada dessa regido € necessaria em analises do escoamento
em MFR.

- os efeitos ndo-inerciais que ocorrem nas MFR, ndo foram considerados.

1.3. Objetivos do Presente Trabalho

Pelas consideragdes anteriores, verifica-se a necessidade de se estabelecer uma
teoria de grade que possa ser aplicada as MFR de maneira consistente. Nesse sentido, os

seguintes objetivos principais foram estabelecidos nesta dissertagao:

1) Apresentar uma caracterizagdo precisa do que viria a ser uma grade
regenerativa, coerente com as caracteristicas tipicas das MFR.
2) Apresentar uma formulagdo basica para o escoamento ideal e permanente em

grades regenerativas, que permita relacionar a vorticidade com a incidéncia.
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3) Desenvolver uma modelagem para analise do escoamento ideal em grades
regenerativas lineares com pas retas e infinitamente finas (inicialmente sem
considerar os efeitos nao-inerciais das MFR).

4) Estender essa modelagem para tratar o caso de grades regenerativas toroidais,

incluindo os efeitos ndo-inerciais.

Os trés primeiros objetivos serdo cumpridos no Capitulo II, enquanto o ultimo no
Capitulo III. No Capitulo IV, apesar de ndo se tratar de um objetivo principal do trabalho,
sera discutida a aplicagio da modelagem teorica em situagdes concretas de MFR. Alguns
resultados obtidos serdo comparados com dados experimentais disponiveis na literatura. A
seqiiéncia metodoldgica dos capitulos esta descrita no inicio de cada um deles. Finalmente,

conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros serdo apresentadas.
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CAPITULO II

ESCOAMENTO EM GRADES REGENERATIVAS
LINEARES
(SEM EFEITOS NAO INERCIAIS)

Neste capitulo, sera apresentada uma caracterizagdo do conceito de grades
regenerativas lineares, de maneira coerente com as situagdes tipicas das Maquinas de Fluxo
Regenerativas (MFR). Por questdes de simplicidade, os efeitos ndo inerciais do escoamento
nas MFR serdo desconsiderados. Posteriormente, no Capitulo III, essa limitagdo sera
superada. Com base nessa caracterizagdo e nas equagdes de conservagdo da massa e da
quantidade de movimento (Euler), sera desenvolvida uma formulagdo basica para o
escoamento ideal e permanente em grades regenerativas. Os Teoremas de Helmholtz e de
Stokes também servirdo de base. Ficara demonstrado que o escoamento ideal em uma grade
regenerativa é, necessariamente, rotacional. Além disso, o campo de vorticidade do
escoamento devera ser uniforme.

Em seguida, sera apresentada uma modelagem do escoamento ideal em grades
lineares com pas retas e infinitamente finas, com vorticidade constante. A lei de Biot-Savart
sera empregada na representagdo dos efeitos da vorticidade e da perturbag@o das pas. Os
resultados gerais da modelagem serdo particularizados para o caso regenerativo. Os limites
assimptoticos para niamero infinito de pas e pa isolada serdo determinados analiticamente.
Os casos intermediarios serdo tratados por meio de uma técnica numeérica de vortices
concentrados. A técnica sera criteriosamente validada, através da comparagio com
resultados analiticos disponiveis na literatura para o caso potencial.

Finalmente, diversos resultados serdao apresentados mostrando a variagao da
vorticidade e da circulagdo das pas em fungdo dos parametros geométricos da grade e do

angulo de incidéncia do escoamento.
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2.1 Caraterizagio das Grades Regenerativas.

Foi mencionado na introdug¢do, que as hipoteses mais importante utilizadas em
modelos unidimensionais da teoria circulatéria dizem respeito aos gradientes
circunferenciais de velocidades e pressdes no canal lateral, a saber: (i) gradiente nulo de
velocidades; (ii) gradiente constante de pressdes. Medigoes efetuadas no canal lateral das
MFR, mostram que essas hipoteses se aplicam num amplo setor, relativamente distante dos
bocais (Varella, 1981). Tais hipoteses serdo mantidas no decorrer do presente trabalho, e
permitirdo o desenvolvimento de uma teoria de grade coerente com o0 escoamento nas
MFR. Em principio, seria possivel considerar hipoteses mais complicadas, que pudessem
dar conta, inclusive, das regides proximas aos bocais. Todavia, isso traria complexidades
muito grandes para as formulagdes e modelagens a serem desenvolvidas.

Antes de caracterizar o escoamento numa grade linear infinita do tipo regenerativa, €
conveniente apresentar motivagdo geométrica. Considere-se na Fig 2.1, um esquema
ilustrando algumas operagdes hipotéticas, conducentes a geometria de grade linear para
uma MFR do tipo toroidal: (a) primeiramente, retira-se o separador de fluxo (“stripper”)
separando-se as extremidades a e b de uma superficie toroidal do escoamento; (b) em
seguida, “‘esticam-se” essas extremidades, até que o toro deformado atinja a forma de um
cilindro; (c) finalmente, o cilindro € desenvolvido longitudinalmente ao longo das retas x; e
X,, que sdo inicialmente coincidentes, mas vao sendo afastadas até que a superficie
“cilindrica” acabe por situar-se inteiramente num plano. Chega-se, por fim, a configuragio
mostrada na Fig. 2.2, com a grade linear resultante situada no plano (x,y); por convengio,
os eixos x € y estdo nas diregdes normal e paralela a grade, respectivamente. Note-se que
os perfis das pas estdo representados como segmentos de reta nessa figura, embora isso nao
seja geral desde que se considere pas de perfil aerodinamico. E importante destacar que,
apesar das operagdes ilustradas serem ficticias, podem-se considerar factiveis se o raio ». do
eixo do toro for suficientemente grande quando comparado com o raio R, da segio
transversal do toro.

Os bordos de ataque e de fuga dos perfis sao colocados nas retas (x.,y) e (x; )

respectivamente. Também sdo definidas as outras grandezas geométricas na grade (Fig.2.2):

- Espagamento entre os perfis (passo), f



D separador

ap iS5

— T\ N —

(c)

X1 X2

Figura 2.1. - Operagdes hipotéticas para a geragdo da grade linear
de uma MFR do tipo toroidal.

A1A T A=¢ cos f A2A T
X 1 Xa X7 X2

Figura 2.2.- Grade regenerativa composta de placas planas
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- Angulo de montagem, S

X (x5 =5
- Comprimento da corda, ¢= —a—fz A

cosf3

Admite-se, agora, que um escoamento bidimensional, incompressivel e permanente,

esteja ocorrendo através da grade. As componentes de velocidade nas diregdes x € y, e a
pressdo, sdo dadas pelos campos Wi(x,y), W,(x.y) e p(x,y), respectivamente. A grade sera

dita regenerativa, se existirem duas retas paralelas a grade (x,,y) e (x2 ,y) (chamadas aqui

retas limites), de tal maneira que as seguintes condigdes se verificam:

a) as velocidades nas retas limites sdo uniformes e iguais;

W\“('\’hy) = Wr(x?.:y) = chx’
n/_v(xl?.y) = WV(XQ;,V): WI‘_V‘

sendo W ¢ W4, constantes limitadas,

b) as variacdes de pressdo nas retas limites sdo uniformes e iguais:

?;(XI.y)=%(x2,y)=k,

sendo k uma constante limitada;

c) o campo de velocidades € periodico de periodo ¢ (passo) no dominio do

escoamento, isto é , na regido externa aos perfis da grade, entre as retas limites:

W.(x,y+1)=W.(x,y),
W, (x,y+0)=W,(x).
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com x; Sx<x, -0 <y<to e(x,y)# (x,,5,), onde (x,,y,) representa um ponto
pertencente a regido ocupada pelos perfis.

Observa-se que a primeira parte da condigdo (a), referente a componente W, €
compativel com a continuidade do escoamento. Ela também é valida para as grades
convencionais. A segunda parte da condigdo (a), referente a componente W, € obrigatoria

apenas nas grades regenerativas. Na Fig. (2.3 a,b) mostra-se uma comparagdo entre 0s
diagramas de velocidades na entrada e na saida de uma grade convencional e de uma grade

regenerativa, respectivamente.

S

g

=

Wiy

W,y =( Wi+ W) /2

a) Grade Convencional

W1= W2=W~1‘
W1y= Wzy =Wx,y

(R RS . |

b) Grade tipo regenerativa

Figura 2.3.- Comparagdo entre os diagramas de velocidade da
grade convencional e da grade regenerativa.

A condigio (b), por sua vez, aplica-se as grades convencionais somente no caso de

k=0 . A situagdo & # 0 ¢ tipica das grades regenerativas, e obriga que o campo de pressdes,
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seja ilimitado: Ip(x,,ioo)l = ip(x:,im)' =00 . Como se trata de escoamento incompressivel,
tal situag@o ndo € restritiva, em principio. Naturalmente, solugdes do escoamento em grades
regenerativas somente serao aplicaveis naquele setor das MFR onde reinam as condig¢Ges
adequadas ( longe do separador ou “striper”). Por fim, a condi¢do (c) também se verifica
nas grades convencionais. Para estas, todavia, € possivel considerar as situagées em que

X, —>—0 e x, - +o. Para as grades regenerativas, com k#0, os valores de x; € x> sdo

sempre /imitados. A necessidade dessa restri¢do sera evidenciada no proximo item.
2.2 Escoamento Ideal em Grades Regenerativas.

As seguintes hipoteses serdo consideradas neste item:
- escoamento bidimensional e permanente;

- escoamento ideal ( incompressivel e ndo viscoso).

A caracteriza¢do de grade regenerativa apresentada no item anterior sera aplicada

nessas condigoes.

Nesse caso, o movimento do fluido deve satisfazer as equagdes da continuidade e da

quantidade de movimento (Euler):

W.
. W, ! (2.1)
&y
4 W, 1 &
W X W. Ao A 22
X & i v éy pé\' 2 ( a)
W, w, 1 &
W, —L W, —L = ——— ; 22b
0"}( y @ p@ ( )

onde p é a massa especifica do fluido; a pressao p representa a soma da pressao estatica
com a pressdo hidrostatica pgh, sendo s a altura em relagdo a um nivel horizontal de

referéncia (arbitrario), e g a aceleragdo da gravidade.
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Aplicando a condigdo (a) do item anterior, na equagdo da continuidade referida as

retas limites da grade x; e x, , tem-se:

é{x (x1,y)+—éy'—(xl,y)= 0 (2.3a)
W W, 2
)+ (0,0 =0 (2.3b)

donde se obtém as seguintes relagdes:

S

t(xwy):%(xzvy)_o- (2.4)

&

Aplicando a equagdo x da quantidade de movimento, Eq (2,2 a), nas retas limites x; e x;

simultaneamente, obtém-se:

W.-(-\’ny)oa" (x, )+ W, (x,y) CZ (x, )= —%%(X.,y% (2.52)
W.(x, ,y)%yi(xz,y) + W‘.(xz,y)%jV'—‘(xz,y) = —%%(xz,y). (2.5b)

Substituindo a Eq. (2.4) nas Eqgs. (2.5a) e (2.5b), e considerando nulas todas as derivadas

da velocidade na diregdo "y ", em virtude da condig@o (a), resulta:

L )= 2 (r,)=0 26)

Analogamente, aplicando a equagdo y da quantidade de movimento, Eq. (2.2b), nas

retas limites x, e X3, simultaneamente, obtém-se:
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CW“ ﬁPVv 1
Wx(xp}’)—aT(x;»}’)"' W}.(X‘.,y)g'(x,,y): —;%(xl,y) (2.7a)
oW, 17,/ 4 [ &
W, (7)== (%, ) + W, (%, )2 (x5, ) = ==L (x,, ) (2.7b)
& - & P&y
W,
Sera importante, ainda, considerar a expressao da vorticidade, @ = a’ir} - ég" , aplicada as

retas limites:

W

@ (x,,y)= Ca’" (x,¥)— ﬂ;‘ o E)s (2.8a)
W

@ (x,,y)= (1 (x5, ¥) - FZ (x5, ) - (2.8b)

Levando as condicdes (a) e (b) nas Egs. (2.7ab), mais as equagdes (2.8ab), resulta:

W‘,(xl,y)a)(x],y):—ik, (2.92)

Wx(xz,y)(u(xl,y):—_;_k , (2.9b)

ou ainda, introduzindo a notagdo expressa na condi¢ao (a):

W0 (.9)= W o@,y)=-% (2.10)
yo,

No caso de Wape# 0, a Eq. (2.10) mostra que as vorticidades nas retas limites sao

uniformes e iguais. A equa¢do de Helmholtz, aplicada aos escoamentos permanentes

bidimensionais prevé a constancia da vorticidade numa certa linha de corrente (Karamcheti
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1966). Considerando que as linhas de corrente preenchem todo o dominio do escoamento,
entre as retas limites, conclui-se que a vorticidade devera ser uniforme em todo o campo de

escoamento ideal e permanente através das grades regenerativas. Resumindo, o campo de

vorticidades fica sendo @ (x, y)=w, com w constante. Para W #0, resulta de (2.10):

P e - 2.11)

A Eq. (2.11) exprime um resultado importante: para um dado gradiente
circunferencial de pressdes, &, e uma dada velocidade de recirculagdo, W, a vorticidade do

escoamento fica univocamente determinada. O raciocinio inverso € mais util no contexto do
presente trabalho: conhecida a vorticidade para uma dada recirculagdo (solu¢do do
problema cinematico), o calculo do gradiente de pressdes da grade (problema dinamico) €
imediato. A solu¢do do problema cinematico devera ser, portanto, a preocupagdo central
desta dissertagao.

E conveniente salientar que o resultado da Eq. (2.11) vale para qualquer escoamento
ideal em grade com um campo de vorticidade uniforme, mesmo que a grade ndo seja
regenerativa. Muitas das consideracdes feitas a seguir serdo validas para qualquer grade,
sendo particularizadas em seguida para o caso regenerativo (que €, aparentemente, 0 Unico
caso de interesse aplicado, tendo em vista as MFR). Se a grade for regenerativa, tanto a
vorticidade como a correspondente circulagio em torno da pa ficardao determinadas de
maneira univoca em fun¢do do angulo de incidéncia do escoamento nao perturbado. Isso

sera tratado nos itens seguintes.

Nota: O Teorema de Helmholtz no plano pode ser facilmente derivado da equagdo da
vorticidade, no caso de forgas conservativas. Essa equagao € obtida tomando o rotacional

da Equagdo de Euler:

&zé-graa’lff/

5 (2.12)
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No caso de escoamento bidimensional, a vorticidade € sempre perpendicular ao

plano de escoamento, e o termo @ - gradW € nulo. Nesse caso, a Eq. (2.12) fica:

Do _ (2.13)

0 que mostra que a vorticidade de uma particula de fluido se conserva ao longo de sua
trajetoria. No caso de escoamento permanente, as trajetorias coincidem com as linhas de

corrente, e as consideragdes feitas para derivar a Eq. (2.11) sdo realmente validas.

2.3 Determinaciao da Circula¢io da pa.

Para a analise do escoamento ideal com vorticidade uniforme numa dada grade, em
particular para a determinagao da circulagd@o em torno de uma pa, os seguintes parametros
devem ser fornecidos: (1) a velocidade uniforme do escoamento ndo perturbado de modulo
W e angulo B,=f ~«a em relagdo ao eixo x, sendo « o angulo de incidéncia em relagao as
pas (Fig. 2.2); (ii)) o valor do campo de vorticidade uniforme, @, prescrito numa regido
limitada pelas duas refas limites paralelas a grade, x, a montante € x; a jusante, com
x1=A1 £cosf e xa=2; ¢cosf, onde A, e A, sdo fatores de espagamento lateral. A unicidade
da solugdo do problema devera ser garantida pela aplicagido da condi¢do de Kutta no bordo
de fuga das pas. Para o caso particular das grades regenerativas, deve se impor a condigdo
adicional de que as velocidades resultantes nas retas limites sejam iguais. Nesse caso, a
vorticidade ndo podera ser fixada de forma independe da incidéncia.

As componentes x e y da velocidade ndao perturbada relacionam-se as
correspondentes componentes em x; € x,, da maneira convencional, como ja foi mostrado

na Fig 2.3:

W =W, =W, (2.14)
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W I/Vl v r WZ_\'

= : (2.15)

Aplicando-se o Teorema de Stokes (Karamcheti, 1966) ao campo de escoamento
limitado pelo circuito fechado a-b-c-d-e-f-g-h-i-j-k-I-a da Fig 2.2, obtém-se a seguinte

expressdo para a circulagdo I',, em torno de uma pa de formato arbitrario.
I, =W, =W,,)+ ol[[Go ="t =VA5]" (2.16)

onde 4, representa a area da segdo transversal da pa, no caso de pas infinitamente finas

(placas), essa area é nula, e a Eq. (2.16) fica:

I, =W, —W,,)+w(x, =x)L. (2.17)

Nota: Daqui por diante, as analises serdo feitas para o caso de pas infinitamente finas, mais
particularmente placas planas. Salienta-se que o estudo de grades com pas de formato
aerodinamico também poderia ser realizado, com as devidas adapta¢des na metodologia.
Todavia, tendo em vista o fato de que a maioria das MFR sao construidas com pas retas, os

presentes estudos serdo uteis de imediato.

Das Egs. (2.15) e (2.17), resultam as seguintes:

I (x, =x;)
L2 IR AN D SR v
W, =W, + 5y i (2.18)
r S
W, =W,,.——”+a)(~~—x‘). (2.19)

Aplicando condigdo de grade regenerativa, onde Wy, = W>, , obtém-se a seguinte

expressao a partir da Eq.(2.17):
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I', =w(x, —x,)t, grade regenerativa com placas. (2.20)

Note-se que para W, # 0 e k#0, as Equagdes. (2.11) e (2.20) mostram que os
valores de x; e x; devem ser limitados para que a circulagio também o seja; para grades
convencionais (k=0), € possivel obter uma circulag¢io limitada com x;—>- c e x,—»>+ 2 pois,
nesse caso, w = 0. Com relagdo as MFR, a delimitagdo do dominio do escoamento nas
grades regenerativas associa-se ao fato 6bvio de que da projegdo meridional das linhas de
corrente € fechada.

As solugdes de escoamento ideal sdo obtidas de maneira a satisfazer a condigdo de
impermeabilidade no contorno dos perfis. Para isso, em principio, o valor de @ pode ser

adotado arbitrariamente, resultando I'), ou vice-versa (Eq.2.20). Mesmo para grades

convencionais (@ = 0), € sabido que o valor de I', €, em principio, arbitrario. Nos caso de
perfis com bordo de fuga afiado, € comum o emprego da condi¢ao de Kutta para especificar
a circulagio (Karamcheti, 1966). E conveniente agregar essa condi¢gio a formulagio do
escoamento ideal em grades com vorticidade uniforme. No caso regenerativo, o valor de
circulag@o resultante estara associado a valores unicos de @ ¢ & (Eqs. 2.11 e 2.20), para um
dado angulo de incidéncia. Note-se que, no trabalho de Andrew (1989), a vorticidade foi
tratada como um parametro arbitrario em todas as situagdes analisadas. O conceito de

grades regenerativas e a consideragao do Teorema de Stokes nao constam daquele trabalho.

2.4 Grades Compostas de Pas Retas e Finas.

Neste item, sera apresentada uma modelagem para o escoamento ideal com
vorticidade uniforme através de grades lineares compostas de pas retas e infinitamente finas

(placas planas).
Inicialmente, o campo global de velocidades do escoamento € representado pela

superposi¢do (soma) adequada de trés campos de velocidades parciais:

(I) campo uniforme de velocidades, W ;
(IT) campo de velocidades induzidas por uma distribui¢do uniforme de vorticidade,

@ (“vortex layer”), entre as retas limites da grade x; e x, ( Apéndice A);
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(IIT) campo de velocidades induzidas por distribui¢des continuas de vortices sobre
as pas (“vortex sheets”), com densidade y (&), no intervalo 0 < &< ¢ Fig. 2.2

(Apéndice B).

Os campos (II) e (III) podem ser expressos aplicando-se a Lei de Biot-Savart. Em
particular, o campo (III) pode ser obtido também por meio de fungdes complexas analiticas
(Karamcheti, 1966 e Lewis, 1991). A determinagdo analitica das velocidades induzidas pelo
campo (II), de vorticidade, encontra-se no Apéndice A.

Estes campos de velocidade podem ser determinados a partir de formulagdes
matematicas mais rigorosas. Na solu¢do da equagdo de Poisson para a fungdo corrente €
possivel encontrar os trés campos de velocidades nas grades lineares. A solu¢do desta
equagao encontra-se no Apéndice C .

As equagdes para as velocidades de cada um desses campos sdo dadas a seguir:

(I Wi, =W, =Wgocos(@+f), (2.21a)
Wy =We =Wysen(a+p) . (2.21b)
(D™ Wy, =0 (2.22a)
W, =0 (r = ;xl) , (2.22b)
(4
() Wy = _f 7(EIREEYE (2.23a)
0
{
Wiy = _[ y(E)(EE)dE . (2.23b)
0

onde:
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1 sen{sz(é - £')sen ﬂ}

2 coshF—lz(é‘ — £')cos ,B:|—cos[27”(§ _ £')sen /3}

R(G.¢") = (2.24a)

2

1 senh[-zfi(é— £")sen }B}
&)=t

(2.24b)
coshF[E (E-£&Y cosﬂ}—cos{gtf(ﬁ —&l)sen ,BJ

Os nucleos R e [ eqiiivalem as componentes da velocidade induzida no ponto (x.y) #
(xy, yn) por uma fileira de vortices de circulagdo unitaria localizados sobre a pa em (x,y)=
(Xun) =(Ecos B, Esen f+nt), n=12,.. (Lewis 1991). Considerou-se x,= 0 (bordo de
ataque) e xy= ¢ cos 3 (bordo de fuga). O obtengdo das Eqs (2.24a) e (2.24b) encontra-se no
Apéndice B.

Pode-se verificar que, para x— * <, as velocidades do campo (IIT) s@o uniformes
emy: lim x40 (Wpie , Wigy) = (0, £ T/2 1), Nas retas limites, apesar de nao uniformes,
as velocidades médias do campo (III) serdo iguais as produzidas para x— +oo. Logo,
superpondo os trés campos de velocidades paralelas a grade, W, =W, + Wy, +Wm},, e

fazendo x = x; e x = x,, as velocidades médias globais resultarao compativeis com as Egs.
(2.18) e (2.19). Verifica-se, desta forma, que o modelo proposto € capaz de reproduzir os

efeitos necessarios.

2.4.1 Condicoes do escoamento.

Fazendo a superposi¢do dos trés campos de escoamento (I), (II) e (III), e aplicando

a condi¢do de impermeabilidade, isto é, considerando que a componente da velocidade

global normal as pas deve ser nula ( W, = W, cosf3 - W.senf= 0 ), resulta:
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[ X| + X, o
W, sena+a| x - > ‘:lcosﬁ+ J--([cosﬂ—Rsenﬂ)y(f hé =0.  (2.27)

-

(I) i ~ 2
(IT) ()

Levando na Eq (2.27) as seguintes relagdes: x,= -4 A, x2=A+LA, com A=¢cospf, e
x =¢ cosf (Fig.2.2), chega-se a seguinte equagdo integral de Fredholm de 1° espécie,

singular, para a densidade de vortices, (&):

¢

jy(c;")K(f,g')d(,":—Wn sena—m[g—(_li;i’;_ﬁ}coszﬁ (2.28)
: 2

onde o nucleo K(& &) € dado por:
K(&, &) =cos B 1(&, &) —sen B R(E, &), (2.29)

Determinada uma solugdo x{(¢&) da Eq. (2.28), para a densidade de vortices ao longo

¢
da pa, a circulagdo I, correspondente € calculada por integracao: Fp = jy(f)dﬁ.
0

A integral da Eq. (2.28) deve ser considerada no sentido do valor principal de
Cauchy, excluindo convenientemente o ponto &= & (Karamcheti, 1966). As solugdes 1 &)

satisfazendo a condi¢do de Kutta devem ter carregamento nulo no bordo de fuga: x{¢) = 0.

Nota: Para se resolver a Eq. (2.28), os fatores de espagamento lateral 4; e A, devem ser
definidos. Como motivagdo geométrica, convém considerar a proje¢do meridional de uma
MEFR toroidal, Fig. 2.4. As magnitudes de A4, e 4, dependem da relagdo entre os espagos
ocupados pelo canal lateral e pela pa e do posicionamento das retas limites (originadas na

linha tracejada). Para um posicionamento simétrico, deve-se ter A4, = 2.
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A,
pa
2
A=A, =1

Figura 2.4 - Exemplos do uso dos fatores de espagamento lateral .

2.4.2 Composicio de solugdes basicas.

Uma maneira conveniente de resolver a equagdo (2.28) consiste em se obter,

previamente, um conjunto de solugdes particulares (basicas) e escrever a solugdo geral

como uma combinagdo linear das mesmas, Sera admitido que essas solugdes satisfazem a

condigdo de Kutta , y()=0. As solugdes basicas consideradas sdo as seguintes:

(1) solugdo y, puramente potencial, referente a W=1, sen a =1, @ =0,

(i1) solugdo y, puramente rotacional, referente a W= 0, 1+4,- 4=0, @ ¢ cos’A=1.

Desta forma, as equagdes integrais para y € y; ficam:

¢
[ro@xeeraz=1
0

f

[rerxeenas—-

0

s
¢

(2.30a)

(2.30b)

A solugdo geral, y,, € dada pelaa combinagdo linear das duas solugdes basicas:
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7p=l:Woosena—a)(’cosz,Bg+—%2ﬁ}yo +(a)€coszﬂ) 71 (2.31)
Definem-se as seguintes circulagdes adimensionais basicas:
¢ 14
Ly =] re(&)ds . Ti=5In@de. (2.322b)
0 “
A circulagd@o I',, correspondente a solugdo geral v, escreve-se na forma:

P

(1+4 - 4)
2

[Es [Ww(’sena —wt? cos? B }ro +(of?cos? pr ., (233)

ou entdo, reagrupando os termos proporcionais a Wye a @,

1+4 -4
[, =Wytsena Iy +at’ cos’ B {r, —(—%—Qﬂ)} (2.34)

A seguinte expressdo para [, ¢ fisicamente sugestiva:

[, =T, +®*cos’ B T,, (2.35)

onde, em virtude de (2.34), I'por € 'y, sdo dadas por:

[ o =W lsena Iy, (2.36)

A=A
0 .

2.37)
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Note-se que I',,, € a circulagdo do escoamento potencial classico (w = 0) e [
representa um fator adimensional para o efeito da vorticidade do escoamento. Os valores
das circulagdes adimensionais basicas, I'y e I'1, dependem apenas da geometria da grade (S e

1/6). A técnica para o calculo desses valores sera discutida posteriormente.

2.4.3 Caso das grades regenerativas.

Considerando-se o caso regenerativo, Wj, = W, nas Egs. (2.20), (2.35), (2.36) e
(2.37), resultam as seguintes expressdes para a vorticidade @ e para a relagdo entre as

circulagdes regenerativa e potencial, I'y / Ty :

W,senal _ =
= 2 ; (2.38)
cos B [(1+ 4 +2p)t = leos BT, |
IE ¢ T
_P:{] 4 cosf-T (2.39)
F (I1+ A +A)t—LlcosfT,

As Eqgs. (2.38), (2.39) e (2.36) mostram que a vorticidade e a circula¢do, na situagdo
regenerativa, ficam determinadas de maneira univoca pelo angulo de incidéncia, . Além
disso, nos casos usuais em que A, e A, sdo positivos, pode-se mostrar que o 2° termo entre
colchetes na Eq. (2.39) é positivo. Logo, a circulagdo da grade regenerativa e, portanto, o
carregamento aerodindmico correspondente, serdo maiores que na situagao potencial, para a
mesma incidéncia do escoamento ndo perturbado. Uma explanagdo fisica simplificada
desses resultados pode ser dada: na situagdo potencial, a circulagdo das pas sempre deflete
0 escoamento entre as retas limites x; e x,. Dai, para que a deflexdo se anule e o escoamento
seja regenerado, torna-se necessaria uma vorticidade adequada entre x; € x, e um

conseqiiente aumento na circulagéo das pas, compativel com o Teorema de Stokes.



2.4.4 Analise assimptdtica para o caso de namero infinito de pas.

Para espagamentos suficientemente pequenos, /—0, é possivel obter uma solug¢do
assintotica do modelo proposto. Neste sentido, as seguintes aproximagdes sdo validas em

(2.24ab) e (2.29):

R(EE)=0, l(é‘,é”)z—%, K(& E)=- (2.40abc)

Nota: Observe-se nas Eqs. (2.24ab) que /im o f R(E,E™) =0 e lim 0 1 I(E,€7)= -1; dai, as

aproximagdes assimptoticas das Egs. (2.40ab) .

Levando em conta a singularidade das equagdes integrais e a presenca da condi¢do
de Kutta, é conveniente aplicar (2.40c) em (2.30a) e (2.30b), fazendo &= ¢. Considerando,
ainda, as Eqs. (2.32a) e (2.32b), resultam as seguintes aproximagdes de 1* ordem para as

circulagdes basicas (validas para f pequeno):

(2.41)

Nas Egs. (2.37), (2.38) e (2.39), obtém-se os limites para a vorticidade e a

circulagdo da grade regenerativa com niimero infinito de pas.

lim @ = M ; (2.42)
(=AY LA, cos” fB

” I, 1+4+4 sin
1m = 5

-0 Iy 24, (2.43)

Verifica-se na Eq. (2.42) que se o espagamento lateral posterior crescer indefinida-

mente (A,—>o0), a vorticidade tendera para um valor nule. A explicagdo fisica € que a
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vorticidade deve diminuir a medida que A, aumenta para que o desvio do escoamento apos
o bordo de fuga seja aquele limitado pelo efeito regenerativo desejado.

Salienta-se que o tratamento do limite /0 pode ser feito de maneira alternativa e
independente das equagdes integrais. Por exemplo, € possivel estender para o escoamento
rotacional a abordagem fisica dada por Wislicenus (1964) ao escoamento potencial em
grades com nimero infinito de pas. Com isso, as aproximagdes e os limites para /-0,
expressos nas Eqs. (2.41), (2.42) e (2.43), seriam recuperados, corroborando a

consisténcia fisica da presente modelagem.

2.4.5 Analise assimptética para o caso da pa isolada.

No caso de grandes espagamentos, /—o, 0s seguintes limites sio obtidos nas Egs.

(2.24 ab) e (2.29):

sen 3 cos
R(EE) = ——, I(¢£,E)z ———, 2.44ab
(8= O s (2 442b)
1
s d ol e 244

Recupera-se, entdo, a formulagdo classica do escoamento ideal em torno de uma
placa plana isolada. E possivel obter solugdes analiticas nas Egs. (2.30.ab) e (2.32.ab), com

o nucleo K(&,&) dado em (2.44c¢), que ficam:

¢

_1_670(5') £ e o
- 5[ el e j———df_ . (2.45ab)

(¢ - (¢-¢"

0

As equagdes integrais (2.45ab) podem ser resolvidas empregando-se a teoria dos

perfis delgados descrita por Karamcheti (1966). As integrais singulares sdo transformadas

em integrais de Poisson por uma troca de variaveis, & £ =(1-cos€)/2. Em seguida, aplicam-

se certas relagdes classicas entre essas integrais e séries trigonométricas, considerando ainda



37

a condigdo de Kutta, {d=n) = 0. As equagdes transformadas, suas respectivas solugdes e

as circulagdes resultantes s3o as seguintes:

b/
1 (79(8")sen8'd6’ 1+ cosd
TR =-=1 =2 2.46ab
27 J cos@ —cos@ > 70(6) sen @ G )
0
1 17,(6")sen0'd0 9
71(6")sen 0'd0’ 1+ cos
vt =k 71(0) = +sen6 2.47ab
27 .[ cos@' —cos @ s L@ sen @ e ( o)
0
] T g
sen
Lo = [r000 d)= [r00) 5 a0=1, (.45)
0 G
1 T 9 -
3 sen T
[ Iyl(ﬁ) d(%): _[;q(ﬁ) T (2.48b)
0 e
As expressdes para j e 7 em termos da abcissa & s3o as seguintes:
{=¢ s\ (f=¢
Yo =2 EREL 71 = [l +2z] —‘f— (2.49ab)

Para a situagdo de grade regenerativa, os limites de pa isolada sdo obtidos fazendo

t— nas Eqs (2.38) e (2.39):

L
lim =0 , lim =1 . 2.50ab)

[—o 1> ® rpol
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O resultado acima era fisicamente previsivel, uma vez que a circulagdo potencial na
pa isolada ndo pode defletir o escoamento, sendo naturalmente regenerativa. Nesse caso, a
presenga de uma vorticidade tornaria o escoamento ndo regenerativo.

Os resultados analiticos encontrados nos casos de numero infinito de pas e de pa

isolada serdo usados como apoio na validagdo da solugdo numérica do problema.

2.5 Soluc¢io Numérica.

Para espagamentos e dngulos de montagem arbitrarios da grade, a solu¢do das Egs.
(2.30ab) deve se obtida de modo diferente do empregado para a determinag@o dos limites
assimptoticos.

Em principio, diversas abordagens podem ser indicadas para a solugdo das equagdes
integrais (2.30ab). A propria teoria dos perfis delgados utilizada no caso da pa isolada
poderia ser estendida para se tratar o caso de grade, empregando-se séries trigonométricas
infinitas. Nesse caso, os coeficientes das séries deveriam ser calculados em fungdo dos

parametros geométricos da grade, através de técnicas de quadratura apropriadas.
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Figura 2.5. Localizagdo dos vortices e pontos de controle.
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Neste trabalho, optou-se pelo emprego de uma técnica numérica baseada na
colocagio de vortices discretos sobre as pas. As pas sdo divididas em N segmentos (painéis)
de mesmo comprimento. Em cada painel, sdo colocados um vértice e um ponto de
controle, nas posigdes 1/4 e 3/4 do comprimento, respectivamente (Fig 2.5). As Egs.
(2.30ab) sdo discretizadas adequadamente e aplicadas nos pontos de controle. Para cada
equagao integral discretizada, resulta um sistema de equagdes algébricas lineares N x N,
tendo como incognitas as intensidades dos vortices. Neste trabalho, os sistemas lineares
foram resolvidos pelo método de eliminagdo de Gauss, com pivotamento parcial. A parti;
dai, os valores das circulagdes basicas para cada sistema, I'g e I'j, sdo calculados, somando-
se as respectivas intensidades dos vortices.

Alguns aspectos da técnica devem ser destacados. E necessario, primeiramente, que
a localizagdo de um ponto de controle seja posterior a fespectiva posi¢do do vortice. Dessa
forma, a condi¢do de Kutta é automaticamente satisfeita na medida em que o numero de
painéis aumenta. Nesse sentido, ha também razoes relacionadas a convergéncia da técnica,
segundo estudos apresentados por Belotserkovsky e Lifanov (1993). Por outro lado, a
escolha das efetivas posi¢des do vortice e do ponto de controle seguiu um critério
heuristico. Para justificar este critério, utilizou-se o caso de uma placa plana isolada: nesse
caso, as posigdes de um unico vortice e um unico ponto de controle conducentes aos
valores exatos, I'g=m =3.14159265....e I'|=34/4=2.35619449..., sao 1/4 e 3/4 do
comprimento da placa, respectivamente. Verificou-se que o emprego de um numero
relativamente grande de painéis tem influéncia desprezivel nos resultados da placa isolada.
Por exemplo, para N=80, obtém-se [7=3.14159263 e I'1=2.35619447. A partir dai, decidiu-
se empregar 0 mesmo critério para todos os casos e deixar apenas o numero de painéis com
parametro de validagdo. Salienta-se que todos os resultados numéricos obtidos e
apresentados nesta dissertagdo foram calculados em microcomputadores do tipo IBM-PC,
rodando programas escritos em FORTRAN PowerStation 1.0, com precisao dupla.

As Figs. 2.6 €2.7 mostram os resultados numéricos obtidos para Iy e I';, em funcgio
dos pardmetros geométricos da grade, ¢ e £, como também as assintotas para §= 80° e
= 0°, correspondentes a um nimero infinito de pas (t—0 ), como foi determinado na se¢ao
2.4.3. Os resultados foram obtidos com 80 painéis. Note-se que as varia¢des de [ e I’y sdo

semelhantes e que I'o > T'y (exceto para =0, quando I';=I"1=0). Interessa observar que,
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pelas Eqs. (2.36) e (2.48a), I'//7 € igual a relagdo entre as circulagdes potenciais da pa em
grade e da pa isolada. O diagrama I'y/7 versus /¢, tendo f como parametro, foi apresentado
inicialmente por Weinig (1964), que obteve uma solu¢do analitica para o escoamento
potencial em grades de placas planas, empregando o método da transformagdo conforme.
Por outro lado, solugdes analiticas para ['; ndo se encontram reportadas, aparentemente.

No sentido de validar a técnica proposta, diversas comparagdes foram feitas entre a
solugdo numérica para I, e a solu¢do analitica de Weinig (1964). A tabela 2.1 mostra
algumas dessas comparagdes, empregando N=80. Observa-se que & técnica numérica
produz excelentes resultados numa ampla faixa de parimetros geométricos. Salienta-se que
para angulos de montagem e circulagdes relativamente altos (por exemplo, para > 70° e
0.5 < 1/¢ <1.5), a qualidade numérica dos resultados tende a cair . A tabela 2.2 apresenta
uma dessas situagdes, para a qual se vario o nimero de paneis entre 40 e 500. Verifica-se,
nesse caso, uma taxa de convergéncia bastante lenta com o aumento de N. Contudo, para
N=80, obtém-se uma presigdo de 4 algarismos significativos, o que se considera satisfatorio.
Lembre-se que, nas aplicagdes finais dos presentes estudos em projetos de maquinas de
fluxo regenerativas (MFR), angulos de montagem altos nunca s3o utilizados. Alias, é mais
comum empregar-se f=0° Sendo assim, pode-se considerar que a técnica numeérica esta

satisfatoriamente validada.

Tabela 2.1 - Comparagdo entre a solugdo numeérica e a solugao analitica de Weinig (1964),

para diversas grades (numero de painéis, N=80).

B t/ ¢ Lo Lo
solugdo numeérica | solugao analitica
80° | 0.35759313 4.11859353 4.11859348
60° | 1.06073357 3.62346623 3.62340114
40° | 2.73054988 3.06738972 3.06738846
20° | 3.48821350 2.98621864 2.98621849
0° | 4.27166235 3.00725069 3.00725073
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Tabela 2.2 - Comparagio entre a solugdo numérica e a solu¢do analitica de Weinig (1964),

para diversos numeros de painéis (Grade com: (=80°e ¢/¢= 1.3154707).

N I I'o
solugdo numérica solu¢do analitica
40 5.828769
80 5.828465
150 5.828392 5.828363
250 5.828373
500 5.828366

2.6 Alguns Resultados para Grades Regenerativas.

Uma vez determinadas as circulagoes basicas, I'g e ['}, as Eqs. (2.35), (2.36) e (2.37)
podem ser aplicadas diretamente no calculo da circulagdao de uma certa grade, dados os
valores da vorticidade, do angulo de incidéncia e dos fatores de espagamento lateral. No
caso das grades regenerativas, a vorticidade e a circulagio podem ser determinadas
diretamente em fung¢io do dngulo de incidéncia, pelas Eqs. (2.38) e (2.39). Com relagdo as
aplicagcoes em MFR, é sempre possivel e conveniente escolher as retas limites com 4, = 4,
nao havendo perda de generalidade nessa escolha. Observe-se, contudo, que a diminuigdao
dos espagos laterais provocam aumentos na vorticidade e na circulagdio da grade
regenerativa. Isso pode ser facilmente verificado no caso de numero infinito de pas, Eqs.
(2.42) e (2.43).

Nas Figs. 2.8 e 2.9, estdo apresentados resultados para grades regenerativas com
pas planas e 4, = A4;=1. A Fig. 2.8 mostra a variagdo da relagdo entre as circulagdes
regenerativa e potencial da grade, para uma mesma incidéncia. O efeito mais notavel é o
aumento do carregamento aerodinamico da grade regenerativa em relagdo a situagdo

potencial (I'p/I'po>1). Note-se a tendéncia para o limite /—0 expresso na Eq (2.43),

[p/Tpor=1.5. efeito regenerativo diminui a medida que #¢ aumenta, observando-se
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Figura 2.8.- Relagao entre circulagdes regenerativa e potencial, (4,=42=1).

o limite com t—o0, [/I,.=1. O efeito também diminui com o aumento de S, para uma

mesmo /. A Fig. 2.9 mostra a variagdo da vorticidade adimensional, ", definida por:

. ot cos> S

w (2.51)

W, sena

A variagio de @ com a geometria da grade exibe um comportamento semelhante ao
de ['/T,.. Notem-se os limites com /—x, @=0, e /—0, @ =1, conforme as Eqs. (250a) e
(2.42). Note-se que, para um dado espagamento a vorticidade dimensional torna-se
ilimitada & medida que B#—>90°. Isso pode ser facilmente verificado no caso de numero
infinito de pas, Eq. (2.42). Observe-se que a area entre as pas tende a zero com
B—90°independentemente do espagamento. Logo, a vorticidade devera crescer

indefinidamente para produzir uma certa circulagdo, de acordo com o Teorema de Stokes.
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A Fig. 2.10 mostra a variagdo senoidal da vorticidade regenerativa, Eq. (2.38), em
fun¢do do angulo de incidéncia para diferentes espagamentos, no caso Ai=4=1, [=0°, &1,
W.=1. Observa-se, novamente, o aumento da vorticidade com a diminui¢gdo do
espagcamento da grade, tendendo ao limite w=1 para +—0, ¢ $=90° conforme a Eq. (2.42).

Seria possivel explorar mais a metodologia do presente capitulo, realizando analises
paramétricas as mais diversas. Todavia, pode se considerar que os resultados mostrados
representam satisfatoriamente os efeitos mais relevantes. Além disso, € mais importante
agora incluir os efeitos nio inerciais inerentes ao escoamento em MFR, tornando a

metodologia mais aplicavel em situagdes reais .



46

CAPITULO 111

ESCOAMENTO EM GRADES REGENERATIVAS
TOROIDAIS
(COM EFEITOS NAO INERCIAIS)

No capitulo anterior, foi apresentada uma modelagem para estudar o escoamento
ideal em grades regenerativas lineares com pas retas e infinitamente finas. Os efeitos nao
inerciais, decorrentes da rotagdo da maquina, foram desconsiderados, e o escoamento
absoluto foi representado como permanente no plano.

Nas situagdes concretas de MFR, a posi¢do radial das particulas de fluido variam
periodicamente no movimento entre rotor e canal lateral, sendo inerentes os efeitos nao
inerciais. Além disso, o escoamento absoluto € nio permanente, em virtude da passagem
periodica das pas.

Nas situagdes em que o raio entre o centro de rotagdo e o centro do toro, 7. for
grande em comparagdao com o raio do toro Ry, (Ro/re—>0) os efeitos ndo inerciais podem ser
tratados de maneira simples. Nesse limite, a modelagem feita no Capitulo II torna-se
fisicamente valida, desde que se trabalhe com as velocidades relativas no lugar das
absolutas. Todavia, nas situagdes gerais em que a relagdo Ro/r. € maior (entre 0 e 1), a
modelagem devera ser modificada para tratar os efeitos nao inerciais adequadamente.

Neste capitulo, a modelagem desenvolvida no Capitulo II sera estendida para tratar
o escoamento em grades regenerativas toroidais, incluindo os efeitos ndao inerciais. Com
isso, pretende-se obter uma metodologia mais realista do ponto de vista das aplicagdes as
MEFR.

Inicialmente, serdo feitas consideragdes sobre as componentes de vorticidade do
escoamento sobre uma superficie de revolugao toroidal e suas relagdes com as variagoes da

energia especifica relativa. Em seguida, uma transformag¢do de coordenadas, ja classica em
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maquinas de fluxo convencionais, sera empregada para transformar a geometria fisica do
toro numa geometria plana de grade linear (plano transformado). As equagdes da
continuidade e da vorticidade também serdo transformadas. A modelagem do Capitulo II
sera entdo estendida de maneira natural, obtendo-se equagdes integrais para as densidades
de vortices sobre as pas, no plano transformado. Na solugdo das equagdes, sera empregada
a mesma técnica numérica de vortices concentrados validada no Capitulo II. Finalmente,

alguns resultados para grades toroidais regenerativas serdo apresentados e discutidos.
3.1 Componentes da Vorticidade Sobre a Superficie Toroidal.

Na formulagio do escoamento em grades de maquinas de fluxo, é conveniente
trabalhar com sistemas de coordenadas associados as superficies de corrente. E comum,
também, considerar que essas superficies sejam de revolugdo. Essa hipotese serd feita no
presente trabalho, considerando que o escoamento ocorra em superficies toroidais de
revolugdo. Um ponto qualquer do escoamento € localizado pelas coordenadas (o, n, 1),
Fig. (3.1), sendo o a coordenada ao longo da projegdo da linha de corrente no plano
meridional (coordenada meridional), » a coordenada normal a linha de corrente € ¢ a
coordenada angular em relagdo ao eixo de rotagdo da maquina; r € o raio do ponto com
referéncia ao eixo de rotagdo. Note-se que, fixada uma superficie de corrente, o raio sera
fungdo da coordenada meridional, » = r(o), o mesmo ocorrendo com o angulo entre a

velocidade e a diregdo axial, y=y(o0). Com base nesse sistema, o vetor velocidade absoluta €

escrito como (Cy, 0, Cy), sendo Cy a componente meridional e C, a componente
tangencial. As componentes radial e axial da velocidade sdo dadas por C,= Cgseny e C; =

Cy cosy. As componentes da vorticidade absoluta, @ =V x C =(@ ¢, Wy , @), s30

(Eremeef, 1974):

oC. 2C,
Wy = 2. & (G.1)

o, =l é(rC¢)+l§(TG
N ERNG o T

(3.2)
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(3.3)

Do

Note-se que, na Eq. (3.3), o ultimo termo permite levar em conta as variagdes
angulares das proje¢des meridionais. Sendo as superficies do escoamento de revolugao, esse
termo devera ser nulo.

E importante destacar que, para os objetivos do presente trabalho, a componente de
vorticidade @,, normal & superficie toroidal, sera a unica relevante. Esse aspecto sera

tratado oportunamente.
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Figura.- 3.1 Direg¢des das trés componentes de vorticidade e velocidades no plano
meridional.

3.2 Relacoes Entre a Vorticidade e as Variacoes de Energia Especifica.

Nas maquinas de fluxo, ocorrem variagoes de velocidade, acelerag@o e vorticidade
que dependem do referencial escolhido. Na regido do rotor, o escoamento absoluto (i.e,

visto de um referencial inercial) nunca € permanente, em virtude das flutuagdes causadas



49

pela passagem das pas. E conveniente, nesse caso, trabalhar num referencial n3o inercial,
rigidamente ligado ao eixo de rotag@o. Sendo assim, torna-se possivel considerar o campo
de velocidades relativas como permanente, pelo menos como hipotese. Em se tratando de
maquinas de fluxo regenerativas, essa hipotese € aceitavel desde que se considere um
intervalo de tempo suficientemente pequeno e uma regido relativamente distante dos bocais
de entrada e saida. Um observador ligado ao rotor verificara, entdo, um campo permanente
de velocidades, em virtude das condi¢des regenerativas. Por outro lado, como o campo de
pressdes no canal lateral possui um gradiente tangencial, ele sera visto como nao
permanente. Mas, por hipotese, esse gradiente € constante, ndo introduzindo termos
temporais na equagdes de quantidade de movimento relativa. Nessas condigoes, entende-se

que a hipotese de escoamento relativo permanente € aplicavel as MFR.

Considere-se que o rotor gira com velocidade angular constante, Q= (0,0,9). A
aceleragdo absoluta de uma particula de fluido (vista do referencial inercial) € denotada por
DC/ Dt enquanto a aceleragio relativa (vista do referencial n3o inercial) € denotada por

DW /| Dt . Elas representam as derivadas substanciais da velocidade absoluta e relativa,
calculadas nos respectivos referenciais. As relagdo entre elas pode ser determinada e escrita

como segue (Vavra, 1974):

DC DRy S
E‘ZF%—QX(QXI_‘-)%—zQXW (34)
onde o 2° e o 3° termos do lado direito representam as aceleragdes centrifuga e de Coriolis,

respectivamente. A seguintes identidades sdo validas:

= = 1 2 2)

QAx(QxF)= —EV(Q“r“) : (3.5)
DW 2 - oW /20 - AW

N e e M) \V =4 3
= (W - VW + [ V(ZJ W x(V xW)+ = (3.6)

Substituindo as Egs. (3.5) e (3.6) em (3.4), resulta:




DC A . a1 BE
7| e R 7)0)
Y ( 2] x(VxW)+ =7 2V(Q r )+2QxW (3.7)

Considerando o fluido ideal (incompressivel e ndo viscoso), vale a equagdo de Euler

na seguinte forma:

DCyinifep
= _uv(p] ; (3.8)

Substituindo (3.7) em (3.8), e considerando o escoamento relativo permanente,

AW /&8t =0, obtém-se:

P o [F
VT —WX(VXW)—EV(QI' )+2(QXW)=—V; 5 (3.9)
ou ainda, reagrupando os termos conservativos:
2
V{£+WT—%(Q2}‘2{|—WX(VXW)—FZ(QXW):O . (3.10a)
yo)

Os termos entre colchetes na Eq. (3.10a) fornecem a energia especifica relativa Y,

das maquinas de fluxo:

rel = ;+———~*(Q“r“) : (3.10b)

Aplicando o rotacional na relagao W=C-QxF (tridngulo de velocidades), obtém-

se a relagao:
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VxW=VxC-20Q (3.11)

que mostra que a vorticidade relativa tem uma componente absoluta, @ =V x C‘, e uma
componente inerente aos efeitos ndo inerciais, —2€). Para as maquinas de fluxo
convencionais, € possivel conceber modelos de escoamento potencial, em que @ =0. Isso
niao € possivel no caso das MFR, pois o termo de vorticidade absoluta desempenha um

papel essencial na produgao do gradiente de pressao.

Substituindo a Eq (3.11) em (3.10a), resulta a expressdo para a variagao de energia

especifica relativa:

VY, =W x(Vx0), (3.12)
ou entdo, considerando a notagio @ =V x C:

VY, =W xd . (3.13)

A Eq. (3.13) mostra que: (i) a energia relativa ndo varia ao longo das linhas de
corrente relativas; (ii) no caso de escoamento potencial, a energia relativa € a mesma em
todo o campo de escoamento. No caso das MFR, em que o escoamento € necessariamente
rotacional, apenas a primeira afirmativa é valida. Nesse caso, havera variagdo da energia
relativa de uma linhas de corrente para outra. Por exemplo, no canal lateral, as velocidades
ndo variam tangencialmente, e o gradiente tangencial de pressdo iguala-se ao gradiente da
energia relativa.

O produto vetorial W x@ pode ser escrito em termos das componentes nas

diregdes dos versores €., é,, é,, da seguinte forma:
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ea’ n
Wxo=|\W, 0

Oy O

(3.14)

s& 15 ‘em

n



Considerando (3.14) na Eq. (3.13), juntamente com o operador nabla:

iz oz @
V(e
co’ én’r dp

resultam as componentes da variagdo da energia relativa:

aYrel
Zrel — W @, (.15)
éo
&)Yrcl -
BTt ST (3.16)
A
l‘ﬁ_ref: W0, (3.17)
r ép

Pelas Eqs (3.15) € (3.17), é evidente que existirdo variagdes de energia relativa nas
dire¢des o e ¢, desde que @,#0. No caso de uma grade regenerativa toroidal, essas
varia¢des irdo ocorrer, devido ao gradiente de pressao tangencial. Logo, o escoamento sera
necessariamente rotacional: existira uma componente de vorticidade @, normal a superficie
toroidal da grade. Note-se que se trata de uma superficie S1, segundo a nomenclatura
classica introduzida por Wu (1952). Para o desenvolvimento de uma teoria pura de grade,
as demais componentes de vorticidade ndo irdo desempenhar nenhum papel, sendo
supérflua a Eq. (3.16). Por outro lado, essa equagdo € importante na determinagdo da
projegdo das linhas de corrente no plano meridional (superficie S2), que depende da
distribui¢gao normal de energia. Deve-se mencionar que o calculo em S2 pode alterar o
calculo em S1 (superficie entre pa e pa), e vice-versa. Por exemplo, pelo calculo em S2, €
possivel quantificar as larguras dos canais elementares, 5(o), e modificar a equagdo da
continuidade para um novo calculo em S1. Como neste trabalho as superficies S2 ndo serdo
estudadas, sera feita a hipotese de que 5(o) é constante, ficando inalterada a equagido da
continuidade.

Pela Eq.(3.17), obtém-se a expressdo da vorticidade @), necessaria para produzir um

certo gradiente tangencial de energia (pressio), tipico das MFR:



in 1 Y,
"_rWU Cp

(3.18)
Note-se que o aumento da energia especifica na diregdo tangencial é proporcional

tanto a vorticidade como a componente meridional da velocidade, W,.. A determinagdo de

Ws € um dos problemas mais dificeis nas teorias de MFR. Numa teoria ideal de grade,
como a do presente trabalho, o valor médio dessa grandeza é um parametro a ser adotado
arbitrariamente. No Capitulo IV, essa questio sera discutida.

Finalmente, deve-se ressaltar que a vorticidade @, sera considerada constante em
toda a superficie toroidal do escoamento. Deve-se reconhecer que, ao contrario da situagdo
do Capitulo II, em que a constancia da vorticidade ficava demonstrada a partir do Teorema
de Helmholtz, isso ndo € tdo simples para uma superficie de escoamento ndo plana, como é
o caso da superficie toroidal. Uma argumentag@o fisica, que torna aceitavel a hipotese de ,
constante, € a seguinte: considere um circuito fechado na superficie toroidal, formado por
um conjunto de particulas. Sendo conservativas todas as forgas atuantes sobre o fluido, o
Teorema de Kelvin garante que a circulagdo do circuito ndo varia a medida que as particulas
se deslocam. Considerando um circuito elementar, o Teorema de Stokes dira que a
circulagio € igual ao produto do elemento de area, envolvido pelo circuito, pela

componente normal da vorticidade, @,. Como a area devera permanecer constante ao longo

do movimento, devido a incompressibilidade do fluido, @, devera se conservar ao longo da
trajetoria das particulas. Mas, pelas hipoteses regenerativas, as velocidades e o gradiente de
pressdes nao irdo variar tangencialmente na parte da superficie toroidal correspondente ao
canal lateral. Assim, pela Eq. (3.18), a vorticidade também ndo variara na diregdo tangencial
no canal lateral. Como todas as trajetorias deverdo passar pelo canal lateral, a vorticidade

devera ser constante em toda superficie toroidal do escoamento.
3.3 Transformacio da Grade Toroidal em Grade Linear.

A determinagdo do campo de escoamento pode ser feita resolvendo-se as equagdes

da continuidade e da vorticidade diretamente sobre a superficie toroidal (S1). Neste
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trabalho, todavia, julgou-se conveniente aplicar a transformagdo de coordenadas descrita
por Nyiri (1970) e Eremeff (1974). Através dessa transformagdo, € possivel mapear
qualquer superficie de revolugdo S1 suave (superficie fisica), numa superficie plana (plano
transformado). Dessa forma, a grade real da superficie fisica se transforma numa grade
linear no plano transformado. As Eqs. da continuidade e da vorticidade sdo também
transformadas, e o problema cinematico pode ser formulado e resolvido no plano
transformado. A solugio fisica é entdo obtida pela aplicagao da transformagdo inversa (que
deve existir, nesse caso).

Considere-se que a superficie fisica de revolugdo (toroidal, neste trabalho) seja dada
pela fungdo r(o) (raio versus coordenada meridional). Um ponto da superficie ficara
definido pelas suas coordenadas meridional e angular (o;¢ ). Esse mesmo ponto, no plano
transformado, tera coordenadas cartesianas (x,y). A transformagao da superficie fisica S1
para o plano transformado da grade linear, é definida pelas seguintes fungdes x(o) e y(@),

Eremeftf (1974):

a

xzﬁcosﬂi I £9] » (3.192)
a; Jr(oc')
ag
= licos (3.19b)
dp
onde as seguintes relagdes geométricas devem ainda ser consideradas:
ay, w 5
o 2r
arr === e 3.20ab
L i ?r 7 ( )
a0
e (.21)

ol =
a;, shiojy
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(3.22)

Nas equagdes (3.19) até (3.22), valem as seguintes convengaes:

1 - valor do passo da grade linear (plano transformado)

¢ - comprimento da corda do perfil na grade linear
B - angulo entre a corda e a dire¢do x

¢ cos 3 - profundidade da grade na diregao x

Zr - namero de pas do rotor

oy - coordenada meridional do bordo de ataque da pa

o1, - coordenada meridional do bordo de fuga da pa

Por sua vez , as componentes meridional e tangencial da velocidade absoluta na
superficie fisica, Cqe C,, transformam-se nas componentes normal e paralela a grade linear

do plano transformado, C, e C,, segundo as seguintes relagdes:

2

@ Z—”’rc;,, (3.23)
R
2

C, = M (3.24)
7

A transformacio aqui empregada € um tipo de fransformacgdo conforme, no sentido
de que o angulo entre duas linhas quaisquer na superficie fisica é mantido nas linhas
transformadas. As circulagdes do campo de velocidade também sdo preservadas pela
transformagdo, o que permitira aplicar as técnicas do Capitulo II de maneira quase direta.

E interessante observar que essa transformagdo é de uso frequiente no campo das
maquinas de fluxo convencionais do tipo misto (rotores tipo Francis). Aparentemente,

todavia, ela nunca foi aplicada no caso de superficies toroidais representativas das MFR.
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Sob esse aspecto, a unica diferenga a destacar é que a geratriz da superficie toroidal é uma

linha fechada, ao contrario das linhas abertas convencionais.

3.3.1 Relag¢des geométricas de transformacio no caso de toro circular.

Com base nas relagdes geométricas apresentadas na se¢do anterior, € possivel
realizar a transformagio de uma grade toroidal genérica em uma grade linear plana.

A fungdo geratriz, (o), define a geometria da superficie toroidal. Do ponto de vista
de uma representagdo quasi-tridimensional do escoamento, o conhecimento de r(o)
depende do tratamento adequado das superficies S2. Como isso ndo € objetivo do presente
trabalho, sera necessario adotar a fungdo (o). Em se tratando de uma primeira abordagem,
€ conveniente adotar uma geratriz circular, que € representativa do caso das MFR do tipo
toroidal. Trabalhos experimentais indicam que as linhas de corrente efetivas se desviam

pouco em relagdo ao formato circular (Varella, 1981).

canal lateral o= 32

/”' bordo de pa
‘ —fuga (bf) > <
’,/\
q o=2m , o s | RS
./ bordo de

— ataque (ba)

I

eixo de rotagao

Figura.- 3.2 Superficie S; de uma MFR.

Considere-se a proje¢do meridional de uma linha de corrente, como mostrado na

Fig.(3.2). Para definir uma superficie toroidal de escoamento, basta fornecer o raio do
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centro do toro, 7., e 0 raio do préprio toro, Ry, considerando que 7. > Ry.
E facil ver na Fig. (3.2), que a relagdo entre a coordenada meridional o e o angulo

polarg, referente ao centro do toro, pode ser escrita como:
oc=Ro¢ . (3.25)
O inicio e final de um percurso completo podem ser fixados por:

¢=0 = o0=0;

¢=2r = o=2nR,

correspondendo a um ponto eqiiidistante entre os bordos de ataque (¢ =72) e de fuga

(F=3m2).
Pela Eq. (3.25), a fun¢do r(o) pode determinada em termos do angulo ¢, ie.,

r(a)=r(o(¢))=r(¢). A partir da Fig. (3.2), obtém-se diretamente a fungdo r(¢):

r=r(¢) =r.- Rysen ¢ ; (3.26)

Considerando as Eqs. (3.25) € (3.26) na (3.19a), vem:

¢
o fcos B J‘ R,d¢ (3.27)
ap r. — Ry sen¢'
/2

ou entdo, usando a relagido da Eq (3.22):

¢
7z dg’
x==R Rodp (3.28)

27 J r, — Ryseng’
wf2

A integral na Eq. (3.28) pode ser resolvida analiticamente (Spiegel, 1968). O

resultado é escrito da seguinte maneira:
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x=f()-f (%) 3 (3.29)

onde:

f(9)= ZR! Ry arctan : (3.30)
27 : 2

¢ = 2arctan{— — tan - (x+f(£) __f_o_ +m. (3.31)

Pela Eq. (3.20a), o valor de a, é determinado calculando a integral entre os bordos

de ataque e de fuga da pa, i. e., entre os limites ¢=7/2 e p=37/2:

37/2 Red
a; = I—OL— : (3.32)
r. — Rysen¢
zl2

resultando, apos integrac¢ao:

Gl = RO—T:Z*—R—S— arctan{%}—arctm{%} : (3.33)
r2 — rl— r? -

(~

Note-se que o valor de a, depende apenas do pardmetro Ry/r.. Nos limites Ry/r.=0

e Ry'r.=1, tem-se a;=0 e a;=o0, respectivamente.



3.4 Equacgoes da Continuidade e da Vorticidade.

A equagdo da continuidade para o escoamento sobre uma superficie S1 de revolugdo
pode ser determinada fazendo-se o balango de massa num volume de controle elementar de
lados do, rdg, b, onde b é a largura na diregdo normal, representativa da distancia entre
superficies de corrente adjacentes (Eremeff, 1974). No presente trabalho, sendo o

escoamento incompressivel e » constante, a equagdo da continuidade fica:

1 &C arC
. qa+l~( ¢)=O
r o r Jdp

(3.342)

Por outro lado, é possivel aplicar o Teorema de Stokes numa area elementar de
lados do, rdg, para obter a equagdo da vorticidade normal a superficie, @,. O resultado sera

idéntico ao encontrado na Eq. (3.2):

12C; 1A Co)Nae (3.34b)

12

r é&p r do

As componentes fisicas da velocidade absoluta, Cqs , Cp transformam-se nas

componentes Cy, C,, por meio das Egs. (3.23) e (3.24). Levando essas relagdes nas Eqs.
(3.34ab), mais as Eqs. (3.19ab) resultam as equagdes da continuidade e da vorticidade no

plano transformado:




60

Observa-se nas Eqs. (3.35) e (3.36) que o escoamento no plano transformado sera
também incompressivel e rotacional. A vorticidade no plano transformado, ou vorticidade

transformada, wr, é dada por:
2
2
wr = [—’ij r2ao,. (3.37)

Uma vez que a vorticidade fisica, a),, € constante, verifica-se que a vorticidade
transformada sera variavel, segundo a Eq. (3.37). Esse fato, todavia, ndo trara maiores
dificuldades na modelagem.

A partir de agora, sera possivel aplicar quase diretamente a metodologia do Capitulo
[I, exprimindo o campo global de velocidades absolutas no plano transformado atraves da
superposi¢do adequada de campos parciais. As diferengas estardo na representagdo das

velocidades induzidas pelo campo de vorticidade e na aplicagdo da condig¢do de contorno.

3.4.1 Velocidades induzidas pela vorticidade transformada.

De maneira semelhante ao que foi feito no Capitulo II, o campo de velocidades
induzidas pela vorticidade @ pode ser calculado aplicando-se a lei de Biot-Savart

diretamente no plano transformado.
No Apéndice (A), foram obtidas as componentes x e y da velocidade induzida por
uma camada de vortices situada entre x, € x;, variando apenas na diregao x. Pelas condigdes

das Egs. (3.37), (3.25) e (3.28), a vorticidade transformada se enquadra nesse caso, pois

w=wr), r=r(o), o=o(p) e ¢=¢x). Aplicando a Eq. (A14) essas componentes ficam

C,. =@ : . (3.38)

X .t‘z
~ 1 ’ '
Cop=5 jwr dx’ — J.wraﬁr (3.39)

X1
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Note-se que a camada de vortices fisica ocupa toda a superficie toroidal.
Naturalmente, basta considerar uma volta completa do circulo meridional do toro, fazendo
#x1)=0 e Hx;)=2r.

E conveniente aplicar as relagdes x'(c”’) e o'(¢’) para substituir as variaveis na Eq.

(3.39):

¢ 27
G =1 "‘a) ﬂ d_6d¢ o dx Eiid¢ (3.40)
2 do' dg do' df
0 ¢

Considerando as Eq (3.37), (3.25), (3.26) e (3.28) na Eq (3.40), obtém-se:

@ 27
Can =50 Ro() [z = Ry sen g [(r. = Rosengdg'.  (34)
2) R : :

Finalmente, resolvendo-se as integrais da Eq (3.41), determina-se a velocidade

induzida pela camada de vorticidade no plano transformado:

Cwy :a),,Ro(;—;){RO cosg +r.¢— Ry —I‘Cil'}. (3.42)

Pode-se verificar que a Eq. (3.42) produzira velocidades de mesmo modulo, porém
opostas nas retas limites x; e x> (¢ = 0° e ¢ = 27, respectivamente). Esse efeito ¢ semelhante
ao considerado na Capitulo II, Eq (2.22b). A diferenga € que, naquela ocasido, a velocidade
induzida variava linearmente com a abcissa x. Como a vorticidade transformada é agora
variavel, resulta uma relagdo ndo linear entre a velocidade induzida e a abcissa x, conforme
se vé diretamente nas Eqs. (3.42) e (3.31). Isso, todavia, nio acarretara maiores

dificuldades na aplicagdo da metodologia do Capitulo II nesse caso mais geral.
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Note-se que a fungdo C,(¢) depende dos parametros geométricos da grade
toroidal: raios do toro, Ry e r.; nimero e angulo das pas Zz € 5. O espagamento / da grade
linear transformada fica determinado pelas Eqgs. (3.22) e (3.33).

A Fig. (3.3) mostra o comportamento da fungdo Cy(¢) para diferentes relagdes
Ry/re (considerando 27w, r.>/ Zg t =1). A medida que o raio do toro diminui em relagio ao
raio do centro, as velocidades induzidas pela vorticidade tornam-se cada vez menores, ja
que a area da superficie toroidal diminui. Para Re/r,.—0, Cay—>0, com uma vorticidade
fixada no toro. Observa-se, também, que a o grafico da fun¢do Cqy(¢) vai tendendo a uma

reta, recuperando-se o caso de vorticidade uniforme do Capitulo IL.

3.00
. Rolrc=0.7
00—
05
1.00° = 0.3
//.
( @y / 0.1
0.00 = — 0.01
/f, /'(‘ g
T ///’
/;/ ///
00 F e
_///
2000 <
-3.00 :
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00
¢ (rad)

Figura 3.3 - Influéncia da relagdo Ro/rc sobre a fungdo Cgy.

3.5 Campo Global de Velocidades e Condi¢ao de Contorno nas Pis.

E possivel, agora, desenvolver uma modelagem para analise do escoamento ideal em

grades toroidais, de maneira similar aquela do Capitulo II. As pas serdo consideradas
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infinitamente finas e retas no plano transformado. O caso $=0° é o mais comum nos
projetos de MFR. Para #0°, as pas na superficie toroidal deveriam ser curvadas com
angulo constante em relagdo a dire¢do meridional. Apesar de ndo serem usuais, casos com
p=0° também serdo permitidos nas analises seguintes.

Da mesma forma que no Capitulo 1I, o campo global de velocidades absolutas no

plano transformado sera representado pela superposigdo de trés campos parciais:

(I) campo uniforme de velocidade, C.;

(1) campo de velocidades induzidas pela distribui¢do da vorticidade transformada, Cy;
(I1T) campo de velocidades induzidas por distribuigdes continuas de vortices sobre as pas da
grade linear no plano transformado, C,. .
O campo (II) ja foi determinado e discutido no item 3.4.1. A expressdao para o
campo (I11) é a mesma utilizada no Capitulo II, segdo 2.4, ja que as pas serdo consideradas
retas e finas no plano transformado. Note-se que a circulagdo em torno da pa transformada

resultara igual a circulagio fisica.

pa

eixo de rotagao

Figura 3 4.- Grade Toroidal.

As componentes de velocidade do campo (I), Cox € Cq, estdo associadas as
componentes meridional e tangencial da velocidade absoluta no plano fisico, Cpue & Cye

determinadas numa posi¢ao do canal lateral de raio 7., sobre a geratriz do toro (ponto P na
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Fig. 3.4). A utilizagdo dessa posi¢do é conveniente, devido a eqiidistincia em relagdo aos
bordos de ataque (1) e de fuga (2) das pas. Pelas relagdes de transformagdo dadas nas Eqs

(3.23) e (3.24), tem-se que (ver também Fig. 3.5):

27
COC,\’ = ZR: C‘ngc (34.))
= 2
oy = ZR:‘ (_Cuc) (.).44)
Y
B\ Cxry COSS
Coy ¢
P I
1
\ Coxiseng
CG:X &-,
n o
U, \| Y
B >
Cuy COSS 5| Coy

Figura 3.5.- Componentes de velocidades normais a pa

O campo global de velocidades absolutas na direcdo normal a superficie da pa

(diregdo 77 na Fig 3.5) € obtido fazendo-se a superposi¢do dos campos parciais:

Cq = C'/ﬂ -f-Cmr] +Coor] (3.452)

com



Sendo Q a velocidade angular do rotor, a velocidade tangencial fisica da pa tem
magnitude Q r. Aplicando-se a transformagio de velocidades da Eq. (3.24) e considerando

a convengdo da Fig. (3.5), resulta a velocidade tangencial da pa no plano transformado, U

272Q 1>
ppios St (3.46a)
ou, ainda, com r =r, -R, seng:
2
U, =——=2Q(z, - Rysenp)2 (3.46b)

Pela condi¢do de impenetrabilidade, a componente da velocidade relativa normal a

pa deve se anular, W,=0. Logo, as componentes normais da velocidade absoluta do fluido

e da pa devem ser iguais: Cp, = U),. Pela Eq. (3.45 a), tem-se que

onde

Uy = U, cosp. (3.47b)

A componente normal das velocidades induzidas pela distribuigao de vortices sobre
as pas, C,,, ¢ dada pela expressdo integral do pnmeiro membro da Eq. (2.28), Capitulo II.
Levando essa expressdo na Eq. (3.47a), juntamente com as Egs.(3.42), (3.43), (3.44),
(3.45Db), (3.46b) e (3.47b), resulta a seguinte equacado integral de Fredholm de 1* espécie,

singular, para a densidade de vortices /(&) sobre a corda das pas no plano transformado:
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£

J'}’('f')K(é'f')df' = —a),,Roz(r—C)(zﬂ—)[iﬁ(cc)Sgb —1)+¢-— il':ICOSﬂ'*'

Ry Zpt
0 R e
27 2 r R :
G 0
e T ), C \2 =
Tt 7. C e SENF=CIRCOSI) Znt QRy“( 3 ) l:l - sen ¢] cos f3

(3.48)
3.6 Solucdes Basicas.

Adotando o mesmo procedimento do Capitulo II, € conveniente determinar a
solu¢do geral da Eq. (3.48) através da combinagdo linear de solugGes mais simples. As
solugdes basicas empregadas agora, bem como suas respectivas circulagdes, sio as

seguintes:

1) Solugdo yy, puramente potencial, sem levar em consideragdo os efeitos da vorticidade e

da rotag@o da maquina (idéntica a do Capitulo II):

[ro@xEende=-1, (3.492)
0

I = Hyo(@di (3.49b)

it) Solugdo y,, , puramente rotacional, sem levar em conta a rotagao das pas:

(4

R
j Yo, (ENK(E ENdE= —[r—" (cosg— 1)+~ n]—:; (3.500)

0

(4
)}
b !m (S)ds: (3.50b)



67

ii) Solugdo yo, considerando unicamente os efeitos ndo inerciais de rotagio da grade:

¢ 2
[m(ﬁ')K(f,f:')dé:{l—%sew] , (3.51a)
0 <
] 4
o= [ra®de (3.51b)
0

A solugdo geral y, e a circulagdo correspondente s@o obtidas pela combinagdo linear

das trés solugdes basicas:

ZR’

c (& rC

27 2 C C ) RO
Yp =(—)r.” ¢ — (== cos f— < sen +—(—)rwcos By, +cosfr
=) { (G, Ol ) cos By g, ﬁ/g}

(3.52)

27l Cuc Cmc‘ @y, RO
= (Z;?) Qr,2 { (E.c- cos 3 — Esen By + H(’—.c-)zrcosﬂrmn + cosﬂTQ}

3.7 Circulac¢ao, Vorticidade e Gradiente de Pressdes.

A circulagdo em torno de uma pa pode ser determinada aplicando-se o teorema de
Stokes diretamente na superficie toroidal. Como a vorticidade fisica ¢ constante, ¢ a area do

toro circular entre duas pas consecutivas ¢ dada por Ay =27 Ry(2x [ Z r) I, Fig 3.6, vem:
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Figura. 3.6.- Area do toro, entre duas pas consecutivas

4x2R
”a) P (3.54)
R

Igualando-se os valores da circulagdo das Egs (3.53) e (3.54), obtém-se a seguinte

formula para o calculo da vorticidade fisica:

@y _ I

D R

COSﬂ rQ —((D” COSﬂ— q)m Senﬁ)ro :

(3.55)
2r % —mcosf Iy,

onde @, e ®, sdo os coeficientes de vazdo tangencial e meridional, respectivamente,

definidos como:

wc Uc > m ()‘rc Uc (3 o 56ab)

Na situacdo mais comum em que 3= 0°, a Eq. (3.55) fica:
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@, = Yo lﬂQ — 9, : (3.57)

Uma vez determinada a vorticidade, o gradiente tangencial de pressdes da grade

toroidal pode ser calculado pelas equagdes (3.17) e (3.10b), considerando que a
componente meridional relativa ¢ igual & absoluta e referindo-se a r=r.. Note-se que os

gradientes tangenciais da energia relativa e da pressdo sdo iguais no canal lateral. Resulta:

2/ g Mol (3.58)

Introduzindo a seguinte pressdo adimensional y na Eq. (3.58):

i, (3.59)
,oU2
C
vem.
S =29 (3.60)

3.8 Determinacio das Circulagdes Adimensionais Basicas.

Para o calculo da vorticidade pela Eq (3.55) € preciso conhecer os valores das

circulagdes adimensionais basicas I'y, I';, e I'g. Nesse sentido, aplica-se a técnica numérica

de vortices discretos, validada satisfatoriamente na se¢do 2.5 do Capitulo II. A aplicagio é
feita diretamente na grade linear do plano transformado. Note-se que os valores de Iy ja

foram determinados, e estdo mostrados na Fig. (2.6).
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Ao contrario de I'y, as circulagdes 'y e I"wn dependem da razio de aspecto do toro,

Rofre. A seguir, estdo apresentados alguns resultados para essas circulagdes. Em todos os
calculos, foram empregados 80 painéis.

Nas Figs. (3.7) e (3.8), mostram-se os diagramas das circulagdes I'q e I, versus

1lt, para varios angulos f, fixando-se Ro/r~1/2; nas Figs. (3.9) e (3.10), é mostrada a

influéncia de Ry/r., fixando-se # = 0°

1.00

0.00

r(l)n

-1.00 —

/ﬂ.:goo

-2.00 —

_3_00 NN I e I I O ek ™ l I g ) —y J

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
tle

Figura 3.7 - Circulagdo adimensional basica 'y, para Ro/rc=1/2.

Na Fig. (3.7), observa-se que a circulagao puramente rotacional I w,> tem um
comportamento peculiar em relagdo a I'q e I'p: para um mesmo angulo de montagem,
existe um certo espagamento #/¢>0 para o qual o valor de I », sera nulo. Esse

comportamento, todavia, deixa de existir para valores suficientemente pequenos da razio de

aspecto do toro: Ro/r., conforme se verifica na Fig. (3.9).
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Figura 3.8.-

Circulagdo adimensional basica 'y para Ro/ro=1/2.
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Figura 3.9- Influéncia da razdo de aspecto do toro Ro/re sobre Ty, ; B =0°.
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Figura 3.10 - Influéncia da razdo de aspecto do toro Ro/r. sobrel'q; B =0

Nota-se na Fig (3.8) que os valores da circulagdo I'g sdo substancialmente maiores

que os de I'y (Fig. 2.6). Isso indica que a rotagdo da grade pode provocar um forte efeito no
carregamento das pas. Esse efeito é relativamente menor a medida que a razdo de aspecto

do toro diminui, conforme se observa na Fig. (3.10).

3.8.1 Alguns resultados para a vorticidade.

A Eq. (3.55) prevé uma variagdo linear entre que a vorticidade adimensional e os
coeficientes de vazdo. No caso de (/=0°, basta conhecer a vorticidade para dois valores
distintos do coeficiente de vazdo tangencial para definir completamente a variagdo. Sera
conveniente trabalhar com duas situagdes: vazao nula (®, = 0) e vazdo maxima (®, =1). O
termo “vazdo maxima” se explica: no caso de MFR geradoras € impossivel operar com

velocidades tangenciais médias superiores a velocidade média da prépria pa: sendo assim, é
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necessario que d, < 1. As situagdes com @, > 1 corresponderiam a operagdo como turbina,
€ ndo serdo tratadas neste trabalho.

A variagio da vorticidade adimensional com o espagamento da grade transformada,
para diversas razdes de aspecto do toro, estdo mostradas nas Figs. (3.11) e (3.12). Foi

fixado o angulo de montagem em f=0°.

8.00
6.00 —
:
W, i Ro/rc = 0.1
Q L
400 =
5 0.2
L \\\
2.00 04 '\
- ~.0.6
N \;
™ \\\\
[ 028
OOO iy 1 1 l 1 1 ' 1 l ey 1 1 l 1 L 1 i l 1 Ly ;_I
0.00 1.00 2.00 3.00 4 .00 5.00

t/¢

Figura 3.11 - Vorticidade adimensional para vazao nula, ®, = 0 (3=0°).

Observa-se o esperado decréscimo da vorticidade com o aumento do espagamento.
Salienta-se que para um dado toro, a diminui¢do do espagamento da grade linear
corresponde a uma diminuigao do numero de pas. Na situag@o de pa isolada, a vorticidade
deve se anular. Observa-se também que, para um dado espagamento, a vorticidade aumenta
a medida que o tamanho do toro diminui pois o nimero de pas, agora, deve aumentar. E
interessante observar que esse efeito € muito mais forte na vazdo nula que na vazio

maxima.
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Um outro aspecto deve ser destacado: para vazdo maxima (@, = 1 = C,.=U,) €
A=0°, o angulo de incidéncia da velocidade relativa ¥, sera nulo, i. €., @=0° (pois W;c=Cjc-
U.=0). Nesse caso, a formulagio do Capitulo II, que desconsidera os efeitos ndo inerciais,

conduziria a uma vorticidade nula, Eq.(2.38). Com os efeitos ndo inerciais considerados, a

vorticidade na vazdo maxima ¢é diferente de zero, exceto para /—oc, Fig.3.12.

1.60

1.20 ks

0.80 | \\\\\
A\
F N \\Q\ Ro/rc = 0.01

0.40

[y e | S, e (s | SRS o v |

000 b Lo
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

t/re

Figura 3.12 - Vorticidade adimensional para vazao maxima, ®, = 1 (4=0°).

A variagdo da vorticidade em fungdo do coeficiente de vazdo tangencial, com um
numero de pas fixo (Zg=24), esta mostrada na Fig. (3.13), para diversas razoes de aspecto
do toro. Para vazdes relativamente baixas, a vorticidade aumenta a medida que a razdo de
aspecto diminui. Com isso, as grades com toros relativamente distantes do eixo de rotagdo
possibilitam maiores gradientes tangenciais de pressdes, no caso de baixas vazdes. Note-se,
contudo, que esse comportamento se inverte para vazdes mais proximas da maxima (ver

Fig. 3.13).
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Figura 3.13 - Variagdo da vorticidade com a vazdo, Zz =24, (ﬁ=0°).

3.8.2 Limite para numero infinito de pas.

Os limites assimptoticos para #/¢—0, podem ser obtidos do mesmo modo como foi
feito na se¢do (2.4.4) do Capitulo (II). Nesse sentido, basta considerar o limite do nucleo
K(&,E7), dado na Eq. (2.40c), nas Egs. (3.49ab), (3.50ab), e (3.51ab), fazendo ¢=3m/2

(condigdo de Kutta). Resultam as seguintes expressoes:

1 2
o = [ro@e= 2. (:59)
0
b 1z Ry 2
r —— d = — £—_. [ 3
o) Eij"(é)é ”[2 rc}ﬂcosﬂ (3.59)

P ——
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£ )
=i || Ko A
I[q= 2 J}/Q (f)d{—{l + p ] fcos f . (3.60)

C

Nas Figs. (3.7) e (3.8), estio mostrados, em linhas tracejadas, os limites
assimptéticos correspondentes a valores de 3 iguais a 0° e 80°.
Com os resultados obtidos das analises assimptoticas, € possivel obter uma

expressdo para a vorticidade na situagdo de numero infinito de pas. Para isso, os valores

limites das circulagdes Iy, [y, > I'e, dados nas Egs. (3.58), (3.59) e (3.60), sdo substituidos

2

na Eq.(3.55), resultando:

E possivel obter o resultado da Eq. (3.61) de maneira alternativa,
independentemente da analise assimptotica efetuada sobre as equagdes integrais: basta
considerar que, para numero infinito de pas, o escoamento no bordo de fuga € perfeitamente

guiado pelas pas, seguindo a diregdo definida pelo dngulo construtivo.

3.8.3 Fator de escorregamento (“slip factor”).

Em geral, a quantificagdo do efeito do nimero de pas das maquinas de fluxo em
relacio a situagdo de numero infinito de pas € feita através de coeficientes de
escorregamento (“‘slip factors™).

Existem diversas definicdes de fatores de escorregamento na literatura. Neste

trabalho, sera empregada a seguinte definicao (Lewis, 1996):

B CuZ
(Cu?. ) s 4

£ (3.62)
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onde Cy representa a componente tangencial da velocidade absoluta no bordo de fuga das

pas e (Cy2)x € a mesma grandeza no caso de nimero infinito de pas.

No contexto do presente trabalho, € possivel relacionar o coeficiente de
escorregamento com a vorticidade. Para isso, considera-se o circuito a-b-c-d-a da Fig.
(3.14). A circulagdo do circuito ¢ dada em termos das velocidades tangenciais em 7z e 7. €

também em termos da vorticidade (através do Teorema de Stokes), com a area envolvida

pelo circuito igual a RyA¢pr. [% 3 59) :
,‘C

r"de E AQD[CHQI'Q = Cucrc‘] = wnROA(D Te [% 2 ROJ >
re

sendo Ap =27 Zg o angulo compreendido entre duas pas consecutivas.

Figura 3.14 - Calculo do fator de escorregamento.

Considerando as Egs. (3.61) e (3.63) em (3.62), resulta a seguinte expressio para o

fator de escorregamento em termos da vorticidade:
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e g c : (3.64)

Na aplicacdo da Eq. (3.64), a vorticidade para nimero finito de pas € obtida na Eq.
(3.55). Obviamente, no caso de numero infinito de pas, Eq. (3.61), resultara & = 1.

De maneira inversa, conhecendo-se o fator de escorregamento da grade para uma
dada condi¢do de vazido (®, e ®,, prescritos), a vorticidade é calculada diretamente na Eq.
(3.64). Isso é util, quando se dispde de dados experimentais do fator de escorregamento e

se deseja calcular a vorticidade efetiva correspondente.
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Figura 3.15 - Fator de escorregamento para vazao nula, ®, = 0 (5=0°).

Nas Figs. (3.15) e (3.16), mostram-se as variagdes do fator de escorregamento em

fungdo do espagamento /%, para diversas razdes de aspecto do toro, nas situagdes de vazio
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nula (®, = 0) e vazdo maxima (®, = 1) respectivamente. O angulo de montagem foi fixado
em (3=0°.
1.00 N
AR Ro/rc = 0.01
1\ R
0.80 — 01
: RS 0.2
" L
0.60 —
L. N
L 0.4
I 0.6
0.40 — \
1 0.8
020 l 1 1 1 L I 1 1 1 1 [ 1 1 I 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 J
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
t/e

Figura 3.16- Fator de escorregamento para vazao maxima, ®, = 1 (4=0°).

Observa-se o esperado decréscimo de £ com o espagamento da grade. Note-se que &
aumenta com a diminuigdo de Ry/r., para #¢ fixo. Isso ocorre porque o numero de pas tem
que aumentar & medida que o toro diminui, para manter o espagamento no plano
transformado. Note-se também que a influéncia do tamanho do toro € bem mais forte na
vazdo maxima que na vazdo nula. Esse fato tera implicagdes na escolha do toro mais

representativo do escoamento em uma dada MFR.
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CAPITULO 1V

CONSIDERACOES SOBRE A APLICACAO DA
METODOLOGIA EM SITUACOES REAIS.

A capacidade aplicativa da modelagem desenvolvida neste trabalho em situagdes
concretas de Maquinas de Fluxo Regenerativas (MFR) esta limitada por diversos fatores.
Um deles, sem duvida, esta associada as proprias aproximagdes empregadas, principalmente
a desconsideragdo dos efeitos viscosos que, neste tipo de maquina, sdo substanciais. Torna-
se necessario, portanto, adotar critérios corretivos, a serem controlados, em Gltima analise,
por dados experimentais. Sob esse aspecto, aparece uma outra limitagdo: os dados
experimentais disponiveis na literatura a respeito de MFR sdo bastante escassos. Mesmo os
poucos dados disponiveis ndo se encontram numa forma que possa servir de base empirica
para os ajustes necessarios, objetivando uma metodologia eficaz para analise e projeto de
MFR.

Uma outra limitagdo da modelagem de escoamento ideal para as MFR, esta na
impossibilidade de se prever as velocidades meridionais. No caso de pas com g =0°, o
conhecimento da velocidade de recirculagio € desnecessario no calculo da vorticidade:
basta conhecer a velocidade tangencial, Eq. (3.57). Por outro lado, para o calculo do
gradiente tangencial de pressdes, ¢ indispensavel conhecer C, em qualquer situagio, Eq.
(3.58).

Apesar dessas dificuldades, procurou-se extrair da literatura alguns dados de ensaio
com MFR que possibilitassem efetuar certas analises comparativas e aferir qualitativa:ﬁlente
a potencialidade da modelagem tedrica. Os dados experimentais utilizados foram extraidos

do trabalho de Varella (1981).
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4.1 Anilises Comparativas Para o Fator de Escorregamento.

Varella (1981) realizou diversos ensaios com maquinas de fluxo regenerativas do
tipo toroidal operando com ar (sopradores). O interesse maior estava no estudo da
influéncia de alguns parametros construtivos, como o formato dos bocais e do separador de
fluxo (“stripper <) e o formato da regido do bordo de ataque das pas (através de chanfro). A
maior parte dos pardmetros construtivos, porém, foi mantida inalterada em todos os
experimentos: raio externo rp=130 mm, raio interno ;=45 mm, nimero de pas Zre24%°
espessura das pas 1.6 mm, dngulo entre os bocais 90°. Na Fig. 4.1 estdo mostradas vistas da

MFR pesquisada por Varella (1981).

Figura 4.1 - Vistas da MFR ensaiada por Varella (1981)

Num dos ensaios realizados, Varella mediu o coeficiente de escorregamento para
diferentes vazdes, utilizando uma sonda de pressdao movel paralela ao bordo de fuga da pas.
Variando a profundidade da sonda, foi possivel medir a componente de velocidade
tangencial na saida das pas para diferentes posigdes radiais, ou seja, para diferentes razdes
de aspecto Ro/rc. Esses dados sdo os que podem ser comparados de maneira mais direta

com os resultados teoricos desenvolvidos no Capitulo III.
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Na Tabela 4.1 estdo mostrados os resultados experimentais obtidos para o fator de
escorregamento & em fung¢d@o do coeficiente de vazdo tangencial ®,, para diversas

profundidades da sonda.

Tabela 4.1 - Resultados experimentais para o fator de escorregamento (Varella, 1981) e

para a vorticidade efetiva correspondente (3=0°) .

3% Do 11y
D, ("1)9_[ (’2)€f € ra & Rore v Q
mm mm mm mm

5 125 0.51 0.3305 1.437

0.0 70.9 117.0 10 120 0.52 () 22717133 1.687
15 115 0.50 0.2241 1.863

5 125 0.53 0.3383 1.145

0.21 7105 1153 10 120 0.57 0.2848 1.383
15 115 0.58 0.2313 1.606

5) 125 0.60 0.3513 0.734

0.60 722 112.8 10 120 0.66 0.2973 0.919
15 115 0.68 0.2432 1.022

5 125 0.61 0.3564 0.513

077 7125 112.0 10 120 0.62 0.3022 0.497
15 115 0.63 0.2480 0.468

5 125 0.60 0.3564 0.268

0.92 725 112.0 10 120 0.72 0.3022 0.532
15 115 0.77 0.2480 0.274

Estdo mostrados também os valores da vorticidade efetiva calculados pela equagao
(3.64), utilizando-se os dados experimentais para & com £=0°. Note-se que foi necessario
estimar o valor de Rgr.. A estimativa desse valor foi feita com base em valores
apresentados por Varella para os raios efetivos, interno e externo, da superficie torofdal de
escoamento, (71)er € (¥2)ef; respectivamente. Esses valores dependem apenas da vazdo. O raio do
centro de recirculagdo € calculado pela média aritmética dos valores. Por outro lado, o raio R,

correspondente a cada profundidade da sonda, ¢, é calculado pela diferenga entre r>e re.
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Resultados tedricos foram obtidos para a vorticidade e para o fator de
escorregamento de grades toroidais com Zz=24, /=0°, variando-se Ry/r. entre 0,22 e 0,36,
de maneira a cobrir a faixa experimental.

A comparagdo entre resultados tedricos e experimentais para o fator de
escorregamento esta apresentada na Fig. 4.2. Observa-se que os valores previstos
teoricamente sdo bem maiores que os experimentais. A diferenga pode ser atribuida,
provavelmente, aos efeitos viscosos. Contudo, a tendéncia de variagdo média do fator de
escorregamento com a vazao € prevista satisfatoriamente pelo modelo teérico. Verifica-se
também que os resultados tedricos sdo pouco influenciados pela razdo de aspecto do toro,
na faixa considerada. O mesmo ocorre com os resultados experimentais, embora as

variagdes sejam maiores, principalmente nas vazdes mais altas.

11240}
. e =
® e=10mm A = e
A e=15mm b )
L y
R
B /0.36
// =
- _,__/______,.’T:——’——’_"_M
—————
ﬁ_\
0.80 L R \ -

1 1 o — I_ 1 1 1 1 I 1 1 ] L l L L L1 I L | L

0.00 0.20 . 0.40 0.60 0.80 1.00
Dy

Fig. 4.2 - Variagdo teorica e experimental do fator de escorregamento.

Na Fig. 4.3, é feita a comparagdo no caso da vorticidade. Naturalmente, os valores
tedricos sd3o bem maiores que os calculados com os dados experimentais, em virtude dos
efeitos viscosos. A tendéncia de variag@o , todavia, esta bem representada pela teoria. Note-
se que o efeito da razdo de aspecto do toro € bem maior na vorticidade que no fator de

escorregamento. Esse efeito também € previsto pela teoria. Para coeficientes de vazio
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proximos de 0,8 o feixe de curvas experimentais tendem a se cruzar. Isso também se reflete
nos resultados tedricos, embora para coeficientes de vaziao mais altos (em torno de 0,9).
Observa-se também a curva para numero infinito de pas para razio de aspecto 0,22. O

efeito ideal do niimero finito de pas é substancial.
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Figura 4.3 - Variagdo teorica e experimental da vorticidade.

4.2 Coeficiente de Vazao Meridional Efetivo.

Conhecida a vorticidade efetiva, o calculo do gradiente tangencial de pressdes pode

ser feito, desde que se conhega o valor da velocidade de recirculagio, C,y,.
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Uma maneira sugestiva de tornar aplicavel a teoria deste trabalho, sem se preocupar
com modelos para a previsdo de C,,, é fazer o raciocinio inverso: determinar o valor de Cp,

que, na teoria, produz o gradiente de pressdo real de uma dada MFR.
Com base na equagdo (3.60), define-se o seguinte coeficiente de vazao meridional

efetivo, (@)

Vg

((Dm)ef i > (4'1)

wrl
“=Reo)

onde g representa o coeficiente de pressdo global da MFR, Ag, é o dngulo geométrico

entre os centros dos bocais de entrada e saida e ®,/€2 é a vorticidade adimensional
calculada teoricamente para uma certa razao de aspecto do toro (representativa da linha de

corrente efetiva da MFR).

1.00
L Ro/rc=0.22

e teorico (Varella)
* efetivo

0.80 .
A experimental

(C0

0.60

0.40

0'20.,lll.,..l....lL‘..l...,
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

@,

Figura 4.4 - Variagdo do coeficiente de vazdo meridional efetivo.
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O coeficiente (®,,),s foi calculado para o mesmo ensaio em que Varella (1981)
mediu o fator de escorregamento. Os dados do coeficiente de pressio em fung¢do do
coeficiente de vazdo tangencial foram extraidos das curvas reportadas pelo autor. O 4ngulo
geométrico entre os bocais € de 270°. Utilizou-se a razdo de aspecto 0,22 para o calculo da
vorticidade utilizada na Eq, (4.1).

Os resultados obtidos estdo apresentados na Fig. 4.3, juntamente com os dados
experimentais de C,/U,,, medidos em Ryr~0,22. Apresentam-se, também, os resultados
obtidos teoricamente por Varella (1981), através de uma modelagem unidimensional semi-
empirica. Observa-se que o comportamento do coeficiente de vazdo meridional efetivo é
semelhante ao experimental, inclusive com uma aproximagdo razoavel. Apesar de
preliminar, esse resultado é motivador no sentido de se buscar uma aferigdo empirica mais

precisa da modelagem desenvolvida nesta dissertagdo.

-t i N W
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CAPITULO V

CONCLUSOES E SUGESTOES

Nesta dissertagdo, foi apresentada uma metodologia tedrica e numeérica para a
andlise do escoamento ideal em grades representativas das superficies de corrente de
Maquinas de Fluxo Regenerativas (MFR).

Numa primeira abordagem, os efeitos ndo inerciais foram desconsiderados e
tratou-se do escoamento absoluto permanente no plano. Nesse contexto, o conceito de
grade regenerativa foi introduzido, evidenciando-se a necessidade de um campo de
vorticidade para provocar os efeitos regenerativos. Desenvolveu-se uma modelagem para
analise do escoamento ideal em grades lineares, com pas retas e finas, admitindo-se um
campo de vorticidade uniforme. Analises assimptoticas foram realizadas para as
situagdes limites de numero infinito de pas e de pa isolada. Os casos intermediarios
foram tratados numericamente, através de uma técnica numeérica de vortices
concentrados sobre as pas. Essa técnica foi validada de maneira satisfatoria na
compara¢do com resultados analiticos disponiveis. Além do caso potencial classico,
determinou-se também um diagrama analogo ao de Weinig para o caso de escoamento
rotacional, situagdo que aparentemente nao havia sido reportada até entdo.

Posteriormente, a metodologia foi estendida para o caso das grades regenerativas
toroidais, incluindo-se os efeitos ndo inerciais. Usando-se uma transformagdo conforme,
em geral aplicada nas maquinas de fluxo convencionais, foi possivel transformar a grade
toroidal numa grade linear plana. Foram obtidas expressdes mais realisticas para o
calculo da vorticidade e da circulagdo em torno das pas, que poderdo servir como

elemento de orientag¢do no projeto das MFR.
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Algumas comparagdes foram feitas entre resultados tedricos da modelagem e
dados experimentais. Apesar de suas limitagGes naturais, a modelagem foi capaz de
reproduzir qualitativamente os resultados experimentais.

Para estabelecer uma teoria de grade capaz de prever quantitativamente as
carateristicas de funcionamento das MFR, serdo necessarios estudos adicionais, mais
elaborados, tratando os efeitos viscosos e o escoamento na superficie meridional
(superficie S2). Além disso, sera interessante analisar o caso de pas com formato
aerodindmico, tendo em vista o aprimoramento do projeto das MFR.

Neste trabalho, optou-se por ndo apresentar resultados para as distribui¢des de
velocidades e pressdes sobre as pas, apesar de ndo haver nenhuma dificuldade nesse
sentido. No caso de pas infinitamente finas e retas, a velocidade do escoamento ideal
torna-se ilimitada no bordo de ataque, em todas as situagdes de interesse,. salvo na
situagdo particular, sem choque. Com isso, aparece uma depressdo infinita no bordo de
ataque, que ndo representa as situagdes reais, em virtude da desconsideragdo dos efeitos
viscosos. Decidiu-se, portanto, concentrar os esfor¢os na determinagdo das grandezas
globais: vorticidade, circulag@o e gradiente tangencial de pressoes.

Nio se poderia deixar de sugerir a realizagdo de estudos experimentais
sistematicos sobre as distribuides de velocidades e de vorticidade nas MFR. E
necessario conhecer melhor as peculiaridades do escoamento nas MFR, para que se
possam corrigir os modelos teodricos e desenvolver uma solida base metodologica de

analise e projeto dessa modalidade de maquina de fluxo.
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APENDICE A

DETERMINACAO DAS VELOCIDADES INDUZIDAS
POR UM CAMPO DE VORTICIDADE

A.l1 A Lei de Biot-Savart.

Considere-se um elemento de volume dV'=dx’dy’dz’, de um fluido incompressivel .

Seja w :a')'(rp,), o valor de um campo vorticidade definido no ponto (P’) associado ao

volume d}J”. O vetor distdncia entre o ponto P'(x",y,z") e um ponto P(x,y,z) de calculo €&

representado por F:Fp —Fp.. Pela Lei de Biot-Savart (Karamcheti, 1966), o campo de

velocidades W = W(Fp) induzidas pela vorticidade no ponto P, ¢ dada por:

IU ey (A1)
F=Fp—Fp =(x~x’)f+(y—y’)]+(z—z’)l; (A2)

A.2 A Lei de Biot-Savart no Plano.

Dada a problematica deste trabalho , interessa determinar as velocidades induzidas

por um campo de vorticidade @’ = w'k , normal ao plano (x,y) (escoamento bidimensional).

Nesse caso a integral em A.1 € integrada em z’ no intervalo (-c0, +c0):

‘:__ [(y—y')f—(x—x’)_?]w o 3
“ J!I[(x x)? +(y = y)“+("—")]3 S i
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Calculando separadamente a integral em z " :

= j & o (A4)
A [CEE NS DR ROl |

resulta:

2
e AS
(x-x)V +(y-y) S

Substituindo (A .5) em (A.3):

1 rlo-y - -x)jlw
=_—— dx'dy’ A6
¢ j;(r—wf+wy—yf i "

ou na forma vetorial:

W:_Lj
2,
A

dA’ ; (A7)

A.3 Caso de Uma Camada de Vorticidade (“Vortex Layer”).

Considere-se uma camada de vorticidade confinada no intervalo x; < x <x, e -x<

y<too, com @ independente de y, i.e, @ = @(x). A Eq. (A .6) pode ser escrita como:

- 1= -
e Iw([ll——lzj)dx (A.8)
27

X1



onde:

w0

—o0 —0

Resolvendo a integral /;, tem-se:

o o]
>
—a0

h=—tnfee= ) +(y = y7?]

ou seja:
b () et
= lim - Lip &= X SO
hoe 2 (x—x") +(y+h)
resultando:

Resolvendo agora a integral /3:

’ R
[2:—(x—x)tan“1y Vil

! !
(x—x%) 2 =2 |

Deve-se considerar duas situagdes na Eq ( A.13):

a)x>x’ 5 sroer 2(0) = I =nr;

b) x <x’ 5 eose = (D), = L =-m

Considerando as Egs. (A.12) e (A.13ab) na Eq. (A.8), resulta:

7 y—y o >1=J. x—x'
' j(x—x')2+@—y')2 4 : (x—x')2+@—y')2dy

(A.9ab)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.13a)
(A.13b)

91
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Note-se que a camada de vorticidade aqui tratada induz velocidades

diregdo y, paralela a camada, Eqs (A .14) ou (A .15).
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APENDICE B

VELOCIDADES INDUZIDAS POR DISTRIBUICOES DE
VORTICES EM GRADES LINEARES

Considere-se na Fig. (B.1), uma grade linear constituida por pas retas e infinita-
mente finas. O problema consiste na determinagdo do campo de velocidades induzidas por

distribuigdes de vortices de intensidade v(E,) sobre as pas (n =0, £1, £2,.....).

Figura B.1.- Esquema de uma grade linear.

: o _ési a é dada
A velocidade complexa conjugada induzida pela distribui¢ao da n-ésima p

por:
£
apll IM (B.1)

< (5
0
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onde : ¢’=¢'+int, e cl=ci=Etin(NE0SEINEEIS.)

¢

77 :_LI y(5:)dS, (B.2)

W 2 —¢'—int :
0

Adicionando-se a contribuigdo de todos os elementos de singularidade, pode-se

escrever a velocidade complexa conjugada induzida por toda a grade:

f 4

i i < 1 , .
W 7(@[2:;:_,7}’5 - E2)

0 n=-o

O somatdrio entre colchetes na equagdo (B.3), relaciona-se a fungdo coth:

x0

1
E A e :%mh[ﬁ(z —g’)} (B.4)
z—g,—int 1 {

n=—x

onde por defini¢ao:

o senh(2x) — isen(2y) (B.5)
cosh(2x) — cos(2y)

Aplicando a formula da Eq (B.5), com z=x+iy e ¢'=¢&'cosf+i&'senf (pa

retas):

senh[zTﬂr (x—&'cos ﬁ):l - isen[zT]r (y —&'sen ,B)]
} (B.6)

coth{%(: -¢) |= o o
cosh[T(x - & cos[)‘)} — cosliﬁ—l— (y—¢&'sen ,B:I

Considerando (B.4) e (B.6) em (B.3):
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4 5 sen[?—;—r(y—é’)senﬂ}+isenh[?(r—5')005»5]

3 5 dg' (B.7)
cosh[~tE (x — &' cos ﬁ)] - cosI:Tjr (y—&")sen ,B):!

Fazendo o ponto de calculo (x,y) tender a um ponto (&,7) da pa em (B.7),

x=£&cosB e y=CEsen B, e separando as partes real e imaginaria, resulta:

W, = [roreeas, (B.8a)
0
¢
w, = [rone e (B 8b)
0
onde:
27 ;
| Sen{T(e‘—é )Senﬂ)] -
IR(EENS — = B.9a)
2 cosh[zTﬂ (== §')cosﬂ} - cos[—ztz(f - 5’)senﬁ}
e
2 :
] senh[—j—(g— & )cos[)’jl
oS === : - (B.9b)

2 cosh[zT”(g— g')cosﬁ] £ cos[%’f(g— £'sen ﬂ)]

Nota: As integrais em (B.7ab), devem, ser consideradas no sentido do valor principal de

Cauchy, excluindo convenientemente o ponto &'= & (Karamcheti, 1966).
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APENDICE C

COMPOSICAO DOS CAMPOS DE VELOCIDADES A
PARTIR DA EQUACAO DE POISSON PARA A FUNCAO
CORRENTE

C.1 Determinacio dos Campos de Escoamento na Grade Linear.

A partir de uma analise conceptual, haviam sido definidos na se¢do 2.4, trés
campos basicos de escoamento para compor o escoamento global numa grade
regenerativa. Neste apéndice, a validade daquela composigdo de velocidades sera
determinada através de uma formulagdo mais rigorosa. Esta formulagdo baseia-se nas
analises de Eremeef (1974), na determinagdo do campo de velocidades num ponto z,
modificada desta vez para tratar o escoamento rotacional, partindo-se da equagdo de
Poisson para a fungdo corrente em lugar do potencial de velocidades.

Considere-se primeiramente uma grade linear infinita representada no plano
z=x+iy com espagamento / entre os perfis aerodindmicos de corda ¢ dispostos com um
angulo £ em relag@o ao eixo x, bem como as velocidades do escoamento. Figura C.2.a

O campo de velocidades rotacional para grades lineares pode ser determinado a
partir da solugdo da equag@o de Poisson, para a fungio corrente ¥, com @ representando
o campo de vorticidade do escoamento e ¢, e ¢, as componentes de velocidades nas

diregdes x e y respectivamente:
AY =V*¥ = —w(x, y) (C.1)

¥ ¥
Cy =l e (C.2ab)

O
|
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Aplicando-se a segunda identidade de Green no plano as fungdes ¥ e log d (d, distancia
entre os pontos PM), no dominio (D-Dg), onde D é o dominio definido pelo circulo Ci de
centro em P e raio R, ¢ P ¢ um ponto pertencente ao dominio D do escoamento, limitado

pelo contorno C, como mostra a Fig C.1, resulta:

fronteira C
//'/\

-

Fig. C.1.- Representagdo dos dominios D e Dg

7 07
.”. IogdA'{’dx'dy’:CﬂA‘P—(logd)——logd ,(A‘z”):la's'+
D-DR) an’ oh
074 7
Cj‘[zl'f’—(log R)—log R—(4 ﬁV)j|dsR (C.3)
R oR

CR

Onde —— , representa a derivada normal interior 2o longo da curva C, d a distancia entre
cn

um ponto qualquer M(x’,y’) pertencente ao dominio D e o ponto P(x,y) de centro do

dominio Dg , isto é&: MP=d = \/(x —x')2 + (y—y’)2 . Por outro lado a fungdo (log d) €
harménica e regular em M diferente de P, sendo assim que V*(/og d) = 0.

Fazendo o limite de R0 no circulo Cg, na segunda integral do segundo membro

da Eq (C.3), de tal forma a que ¥=¥ (P):

lim
R-0

F’iﬁ? — log R%:-}ZHR =27¥(P). (C4)
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sendo assim a Eq (C.3) pode ser agora rescrita da seguinte forma:

27r'1/(p):” 1ogdA*1/dx'dy'+q‘logdg_l"ds'—(j'wai(logd)ds'. (C.5)
D) i’ 1’

(¢)

de forma similar, porem considerando-se o ponto P ndo pertencente ao dominio D:

0= ” logd AY dx'dy’ + gjlogdﬁids' i 4Wi(logd)ds". (C.6)
D) '’ '’
(¢) (c)
Go
/’/‘
- =
7
’7 - " P ,:.'I/:; -
7 4’”;"" / 4 &
L M) g
P ;/\/ v \C"
Ty i

Fig.- C 2. Circuito em torno da pa no
dominio Ty

Fig.- C 3. Grade linear com infinidade

de dominios T,.

Esta configuragdo matematica da Eq (C.6), pode ser aplicada para o caso de

grades, onde o dominio D, limitado pela curva Cy, sera representado pelos dominios Ty
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(exterior ao perfil) e To (interior ao perfil) ambos limitados por C,. Por outro lado a

periodicidade do escoamento permite dividir o plano (x,y) em uma infinidade de dominios
(Ty), =0, =1, £2_.._ (Figura C.3).
O dominio (T,) é aquele que contem o ponto P, onde serdo determinadas as

velocidades. As equagdes (C.5) e (C.6) representam duas situagoes nas quais o ponto P €

interior ou exterior ao perfil.

G,
o
~ AE.
//://V A |
~ ! n
/Z/ "/ 1Fu \
i o
P S
Du ~ I:" Yy 1/\\\\
1
y >
(M)~ Al Ke
~
o
Ap ° 2/
p

x \Y

Fig.- C.4. Dominio T ,.

Para os outros dominios T,, (Figura C.4) o ponto P € exterior, neste caso a
formula (C.6) é valida, finalmente fazendo o somatorio em g, resultara na determinagdo de

¥ no ponto P, tem-se:

Pely: 27¥(P) N oY 8
= E ie’dy’ logr, ——ds'— Q¥ —(l ds' ;.
P } J‘J; logrﬂA Wdx'dy' + Cjogi” Y s Cj‘ arl(ogry) Ay

[ C (©

M H

(C)

P, =G —x,) + -y ) (C.8)

r, é a distancia entre um ponto P(x,y), pertencente ou nao ao dominio Tys, € 0 ponto de

integragdo P (x;,,y;,).
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Considerando-se as derivadas de ¥ (P) em (C.7) e as relagdes (C.2ab) (C.8),

resultam as componentes de velocidades ¢, € ¢y:

2mca (B 2
; ( )} _”; W= y”A!{’d dy’ +(j‘y )’,,_ (j'y, Y }’p)d,
£ 7
(©9)
27c (P —X, 0 =
P S ] 2 a2 ],
0 rz M G 7,
T Cu H Cu £
(C.10)

Por outro lado ¢ possivel introduzir uma velocidade complexa conjugada ic(z)=—c, —ic,

,compactando as Eqgs. (C.9) (C.10):

dx'dy’ o¥ ds'
_i27rE(Z)— “;A';/ —y + Yar = a'( é,)dc
Cu

onde: (C.11)

z=x+iy
z;’, = x;, +J'y;,

&, = &, +in , representa o ponto sobre a fronteira (C,), lembrando que a normal
a (C,) é sempre dirigida para o interior do dominio.

Considerando-se a Fig C.2.c, no contorno C,, , a normal € voltada para o interior

da regido e para uma fungdo complexa analitica diferenciavel vale:
R (C.13)

e com isto,
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e | ] dc¢;
—=j— — = 5 C{’ (C.14)
Z=6y Az-g, (2-¢,) ds

Desta forma na Eq (C.11) a segunda integral fechada resulta em:

Y dg, oY ds
CJA = J_(j. A= ] —ICJ'
on' "z (z=C )i ds z—

(C.15)

onde L é o comprimento da curva C, . Define-se a curva fechada C, como sendo o
contorno de uma regido simplesmente conexa (T), sendo assim o primeiro termo do

membro direito da Eq (C.15) € nulo, resultando:

= de'dy! S ¥\ ds'
_i27E(z) = E Arp (0 +1”A,) o (C.162)
L z—2z an’ &' )z

i

H=—0

ou:

I ) d'
) = H dy 4@’:’ :00:,/):_2,. (C.16b)

H

p

Analisando somente a integral de superficie da Eq (C.16 b) e a Fig. C.2 a, tem-se:

>l

dxdy HAW el e (C.17)
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Por outro lado verifica-se que o somatério da direita da equagdo acima

1 P . /3 . ;
corresponde ao desenvolvimento em série da fungao cothT(z —z(), ou seja,

>, f[ el
msv A¥coth— (g— 2" )dx'dy’. (C.18)

p=—o

onde (Ty) e relativo a =0.

Em seguida analisando-se a integral curvilinea da Eq (C.16b ), verifica-se que
resultam duas integrais curvilineas, uma dada pelo contorno sobre o perfil (k) e outras

pelos trechos D, A4, e B,G, ,como € mostrado na Figura C.2.c, sendo assim:

3 o -5'f’) dsite (0"‘[’ .0’"1’) Vs
: = =g (Ce
Z(j(al' &)z tq‘ A e t( ¢')ds (C.19)

H
LS () (K)

Os trechos 4,B, e C,D, se anulam, respectivamente, com as integrais sobre os
trechos G, H, e E,F, Resta calcular as integrais sobre os trechos D, 4, e B, Gy, que
serdo determinados considerando-se as condi¢gdes de contorno e o circuito fechado da

Figura (C.2.¢):
- antes da grade:

NG ¥ ¥
v = e T u s i T (C.202b)

- apos a grade:

T . OL ¥ _o¥

o’ &' 2000 3 ‘%, @), =%

(C21ab)



usando desta vez a relagdo (C.16b), tem-se:

o"'{’ d.
j( }, = g (C.22a)
2.(D,4,)
O oINSk
— = 7. @226
Iaz' e ( )
2.(B.G.)

Desta forma somando-se a integral de area Eq (C.18) mais as duas integrais

curvilineas dadas pelas Eqs (C.19) e (C.22 ab), na Eq(C.16b) resulta:

7(c, +¢, )+1— J‘J‘A Wcog!h (z—-z)ax'dy' +— (i"[ﬁw iachogth?(z —¢{")ds' =

an’ ey’
(K)
27t (z ) e,
0 e,
(C.23)
considerando-se as seguintes expressdes da teoria de grades:
c, = GG, (C.24)
o 2 ) .
T /2
K2z = TCOthT z-2), (C.25)
T /s
IG5 = TCothT(é" —z), (C.26)
~ O
c(¢) = (— +r——) 22 (C.27)

d¢ =dse'* . (C.28)
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(x e o dngulo formado entre um ponto do contorno no perfil e a dire¢do horizontal, como
¢ mostrado na Fig C.2 a), e a Eq (C.23), obtém-se a expressdo para a velocidade complexa

conjugada Z(z), na condi¢do de z € T:
1 :
2(z) =2, +—A (K, 2)de +— | |V2¥ K(z,2")dx'dy’ (C.29)
2 J 2r JJr
por outro lado lembrando-se que: A¥ = V*¥ = —-w(x, y), na Eq (C.29), resulta:

c(z)=c, +—l—-(5{ c(§K((',2)dd" —L J.J(u K(z,z")dx'dy’ (C.30)
27 e 2 )

A Eq. (C.30) representa a solugdo da Eq. (C.1) em sua forma integral. Nessa
equagdo, a integral de superficie mostra o campo de velocidades complexas conjugadas
provocadas pelo campo de vorticidade, a integral curvilinea ao redor da pa leva em conta

as velocidades ¢(¢")sobre o contorno do perfil € ¢, o campo de velocidades ndo

perturbadas.

Na Eq (C.30) pode-se verificar os trés campos basicos de escoamento como foram
definidos na se¢do 2.4. No primeiro membro da equagdo representa o campo de
velocidades uniformes n3o perturbadas, denominado de campo (I), seguido do Campo (II),
de velocidades provocadas pela perturbagdo das pas, e finalmente o terceiro membro
destaca o campo (IIT) de velocidades induzidas pela vorticidade uniformemente distribuida

no plano da grade linear ou transformada.

C.2. Determina¢io das Velocidades Induzidas por um Campo de

Vorticidade.

Verifica-se, que a integral do ultimo termo da Eq (C.30) representa as
componentes de velocidades induzidas pela vorticidade. Pode-se mostrar que a solugdo
desta integral de superficie € idéntica aquela mostrada no capitulo II e deduzida no

Apéndice (A) empregando-se a Lei de Biot Savart
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Para este proposito, somente sera considerada a integral de superficie da Eq (C.30)

. l

()= '..J.a) K(z,z")dx'dy’ (C.31)
2 JJ

considerando-se as seguintes relagdes, e separando-se parte real e parte imaginaria resulta:

1
K(z,2") = Ecoth%(: _2) = R(z,2') +il(z,2") (C.32)
onde:
2
1 senh ~r£ (x—x')
Ri(z z0)I= 5 T = : : (C.33)
cosh T(X —xd) = cosT(x —x")
2r ;
1 sen == -y
) = -~ o 7% , (C.34)
coshT(y -y —COST(}’—)’ )
fazendo, ¢, (z) = ¢, —iCy, , tem-se:
M @ ~
= =5 IiR(z,z’)a’x'dy’ (C.395)
g, = ftﬂ I '[I(z,z’)dx’dy’ (C.36)
Resolvendo-se primeiramente a integral da Eq(C.35), definida como:
i 2
2 x | f(x")+t(x") Sen__:ﬁ(y___yr)
5 :“E.[ I dy" pdkx’ (C.37)

2 2r
x] y=f(x") COShT(x—x')—COST(y_y’)
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Na determinagio dos limites de integragdo da Eq(C.37) na direcdo “y”, deve-se
considerar o caso de grades compostas de pas retas e infinitamente finas, sendo valida a
aproximagio de f(x’) = ¢ (passo), desde que & fungdo f(x) seja idéntica tanto no lado
inferior como superior do perfil da pa. Resolvendo e chamando de “J” a integral entre

colchetes da Eq (C.37), resulta:

a

c. =-2 Ide' =0 (C.38)
21

1

De maneira similar, porem considerando-se a integral da Eq (C.36):

x2 | f(x)+i(x") senh 2% (x—x")
=i L dy’ Y’ (C.39)

o =7 2z 27
a | »=fe) cosh T(x -x")— COS-I—(}’ %)

chamando de “I”’ o termo entre colchetes:

X

c. =2 |y (C.40)
DT

X1
Onde neste caso a integral “I”’, atende a duas situagdes:

I=¢ para £E>x'

I=—t: para &<Xx’

sendo assim a integral da Eq (C.39), fica:

§ *a S x2
C. = 2( IIafx’ + Jux’).=9—( jtdx’ + I—- tdx"). (€3%)
: 21 21
Xy (5 x1

£
&

integrando a Eq(C.37), resulta:
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¢, = a)[g - (x—”ziz)} (C.38)
rescrevendo as duas componentes de velocidades induzidas pela vorticidade:
Cox =0 (C.39)
[

Note-se que o resultado das Egs.(C.39),(C.40), sdo idénticas aquelas encontradas a
partir da Lei de Biot Savart, nas Eqs (2.22a) e (2.22b) as quais foram apresentadas
oportunamente.

Importante notar que neste caso as velocidades aparecem absolutas, o que é
correto, porem podem-se considerar as velocidades relativas como absolutas nas
formulagdes do Capitulo II, ja que nessa situa¢@o ainda ndo tinham sido tratados os efeitos

nao inerciais.
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