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Resumo

Este trabalho apresenta resultados de existéncia de solugdes fortes para
d
o problema de Cauchy com inclusdo de evolucédo d—btt(t) + 00! (u(t)) —

00> (u(t)) > f(t),t €]0,T[, onde d@' e dp? sdo operadores do tipo sub-
diferencial de um espago de Banach reflexivo V no seu dual V*. No
ultimo capitulo, apresentamos resultados de existéncia de solucao para
o problema de Cauchy envolvendo o operador p-Laplaciano perturbado.

Palavras-chave: existéncia de solucao, subdiferencial, p-Laplaciano.

v



Abstract

This work shows results on existence of strong solutions for Cauchy
d
problem with evolution inclusion d_? (t)+00" (u(t)) — 09> (u(t)) > f(t),

t €]0,T[, where @' and d¢? are subdifferential operators from a real
reflexive Banach space V into its dual V*. In the last chapter, we show
results on existence of solutions for the Cauchy problem involving a
pertubation of the p-Laplacian operator.

Keywords: existence of solutions, subdifferential, p-Laplacian.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de operadores maximais mondtonos € uma ferramenta essencial no tratamento de
problemas lineares e nao-lineares em equagdes diferenciais parciais.

Neste trabalho estudamos resultados de existéncia de solugdes fortes de uma inclusao de
evolucdo governada pela diferenga de operadores do tipo subdiferencial em V*, com V um
espaco de Banach reflexivo, sendo o artigo [1] a parte central e [2, 3, 4, 5] as complementagdes.
Sao resultados que garantem a existéncia de solu¢des para o seguinte problema de evolucao

{ %(’)”‘Pl(”@))—a@z(u(i))af(t) emV*,0<t<T :
M(O) =u, , uy € D((pl)

onde as fungdes @, Q% : V — (—oo, +-00] sdo semicontinuas inferiormente, convexas e proprias,
d¢! e d¢? sio operadores subdiferenciais de @' e @2, respectivamente, e f € Wl’p/(O,T;V*).
Observe que sob essas condi¢des tem-se que 9@ e 0> sdo operadores maximais monétonos.
A técnica estudada consiste em argumentos de aproximagcao em um espago de Hilbert H tal que
V C H C V* com inclusdes continuas e densas.

Inicialmente, no Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢des e resultados importantes da
teoria de Anélise Funcional, Medida e Integracdo e, principalmente, sobre espacos de Sobolev
e operadores do tipo subdiferencial.

No Capitulo 3, consideramos a tripla de evolugdo V C H C V* e exigimos as seguintes
condigoes:

(A1) Existe p € (1,0) tal que ||ul|}) — Ci||u||}, — C2 < C3¢'(u),Vu € D(¢'), onde Cy, C; e C;
s@0 constantes ndo-negativas;

(A2) D(¢") C D(9¢?). Além disso, se u, é uma sequéncia tal que

du
sup { @' (un (1)) + ||ua(?) dualf)
t€[0,T]

é limitado, entdo para toda sequéncia g,(-) € 99> (u(-)), {g,} forma um subconjunto
precompacto em C([0,T];V*);

(A3) Existe uma extensio ¢> : H — (—oo, 4-00] de ¢ que é semicontinua inferiormente, convexa
e propria em H, tal que



@' (Srte) < L (9 (u) + bo(|ful|)),

VA € (0,1], Vu € D(@'), onde 11,15 : [0,+00) — [0,+o0) sdo fungdes ndo-decrescentes e
1

J, denota o resolvente de g @2, isto é, J; = (I + Aoy ¢>)~L;
(Ad) ©*(u) < k@' (u) + Cyl|u||} +Cs, Yu € D(¢') para algum 0 < k < 1, onde Cy e Cs sdo
constantes nﬁo—negativas,

para garantir a existéncia de solucdo forte para a inclusio de evolu¢do acima. Para a existéncia
de solucao local, no tempo, nao € preciso exigir a condicao (A4), que pode ser bastante restritiva
em aplicagdes. Mais precisamente, se as condi¢des (A1), (A2) e (A3) sdo vdélidas, entdo para
quaisquer ug € D(@') e f € WhY'(0,T;V*), existe um nimero Ty € (0,T] tal que o problema
acima tem uma solugdo forte u em [0, 7p]. Finalizando este capitulo, introduzimos a condigdo

(AS) O“Pl(”) S <&_n7”>v*,v +13((p2<u>) : (Pl(u)7 v(uaa) € a(p17 v(”?ﬂ) € a(pz’ Onde o> O €
I3 :]0,4+o0) — R é uma funca@o continua nao-decrescente satisfazendo /3(0) =0

e supondo vdlidas as condicdes (A1), (A2), (A3) e (AS) veremos que para ug e f adequados o
problema de evolucgao citado anteriormente tem solugdo forte global.

Por fim, no Capitulo 4 a aplicabilidade dos resultados estudados no Capitulo 3 serd exem-
plificada discutindo a existéncia de solug¢do para o seguinte problema

%(x,t) — Apu(x,t) — |[u|92u(x,t) = f(x,1) ,(x,1) € Q% (0,T)
u(x,t) =0 ,(x,t) €9Q % (0,7) '
u(x,0) =up(x) x€Q

onde p,q € (1,+o0), Q denota um dominio limitado em RY e A, := div (|Vu(x)|P~*Vu(x))
denota o operador p-Laplaciano. Em particular, a existéncia de solu¢do serd mostrada sob a
condi¢ao

Np_ se N >
l<g<p‘=4 NP’ p e —— < p< +oo
1=r {+00, seN <p N—i—2_p

para dados iniciais ug € W, ” (Q).



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢des e resultados utilizados ao longo deste traba-
lho.

2.1 Uma coletanea de resultados

As defini¢des e resultados dessa secdo podem ser encontrados em [6, 7, 8].

Definicao 2.1.1 Uma norma num espago vetorial V sobre o corpo F (real ou complexo) é uma
aplicacdo ||-|| : V — R que satisfaz

() |[E|]| > 0 paratodo & €V, e ||E|| =0 se, e somente se, & = 0.
(i) [[ag|| = |af||E
(i) [[E+mn]| <[[&]|+ ||| para todos En € V.

, para todo § €V e qualquer o € F, (F =R ou F = C).

Neste caso dizemos que (V,||-||) é um espagco normado.

Definicao 2.1.2 Um espaco métrico (V,d) é completo se toda sequéncia de Cauchy converge a
um elemento do espaco.

Definicao 2.1.3 Um espaco normado (V.|| -||) que é completo com a métrica induzida pela
norma é chamado de espaco de Banach.

Definicao 2.1.4 Um operador linear entre os espacos vetoriais V e W é uma aplicacdo T :
domT CV — W em que seu dominio dom T é um subespaco vetorial e

T(&+om) =T(&)+ar(n)
para todos & € dom T e todo escalar o € F (F =R ouF = C).

Observacao 2.1.1 Se W = F entdo temos que T : dom T CV — W é chamado de funcional
linear.

Teorema 2.1.1 Seja T : V — W um operador linear entre espacos normados. Entdo as seguin-
tes proposigoes sdo equivalentes:

(i) sup [||TE|| < oo, ou seja, a imagem da bola unitdria é limitada;
IglI<1



(ii) Existe C > 0 de modo que ||TE|| < C||&

,paratodo & € V;
(iii) 7 ¢ uniformemente continuo,

(iv) T é continuo;

(v) T é continuoem 0 €V.

Definicao 2.1.5 Um operador linear continuo é também chamado de limitado, e o conjunto dos
operadores lineares limitados de V. em W serd denotado por B(V,W ).

Defini¢ao 2.1.6 Se V é um espaco normado, entdo o espago de Banach B(V,F) serd denotado
por V* e chamado de espaco dual de V. Cada elemento de V* é chamado de funcional linear
continuo em V. A norma em V* serd dada por

[|f1lv+ = sup{[f(x)[;x € V,[Ix]| < 1}

Definicao 2.1.7 O espaco bidual, V** de V é o espaco dual de V*, isto é, V** = (V*)*. A norma
em V** serd dada por

[y = sup{[f(g)l:g € V", llgllv+ < 1}.

Observacgao 2.1.2 Como V* é um espaco de Banach, estd definido V** = (V*)*. Hd uma forma
natural de identificar elementos de V com elementos do seu bidual: a cada E € V associa-se
EeV*™ por

A

§(f) = f(&), para f e V™.

Definicao 2.1.8 Sejam V e W espacos normados. Uma aplicagcdo [ :V — W é uma imersdo
isométrica quando ||f(x) — f(y)||lw = ||x —y||v para todo x,y € V.

Definicao 2.1.9 Uma isometria é uma imersdo isométrica sobrejetora.

Observacao 2.1.3 A aplicacdo “:'V — V**, mencionada na Observagdo 2.1.2, é uma imersdo
isométrica linear e, consequentemente, injetora.

Definicao 2.1.10 Se a aplicacdo ~ é sobrejetora, entdo o espaco normado V é chamado de
espago reflexivo. Em outras palavras, V é reflexivo se ele é isomorfo a V** e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicacdo.

Definicao 2.1.11 Um produto interno no espago vetorial V é um funcdo de V xV — [F que para
cada (&,m) € V XV associa-se o elemento (€M) € F e que satisfaz as seguintes condi¢des:

B (€+n,8) =(&C)+(n,) paratodo &, L€V
(ii) (a&,m) =ouE,M) paratodo & eV ea €l

(i) (§,m) = (n,§) paratodo&meV;
(iv) (§,&) >0 paratodo & eV e (€,E) =0 se, e somente se & =0.



Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V- um espaco com produto interno.
Entdo para §,m €V vale:

(&) < [IEllv |Im]

Vs
onde |[G|lv = \/(§,5); paraG € V.

Definicao 2.1.12 Um espaco de Hilbert H é um espaco com produto interno que é um espaco
de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 2.1.2 (Teorema da Representacdo de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert. Dado
f € H* existe um tinico 'y € H tal que

fx) = (x.y)

para todo x € H. Além disso

[ e = Iyl

Em particular, H* = H no sentido que esses espacos sdo isomorfos.

Definicao 2.1.13 Sejam V| e V; espacos normados. Dizemos que Vi C V, com imersdo continua
se existe ¢ > 0 tal que

[xllv, < ¢llxllv, YxeW,

. ~ P 5V
e a inclusdo Vi C V, é densa se Vi * = V.

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Young) Sejam 0,6/ > 1 expoentes conjugados, ou seja

1
8 + 9= 1. Entdo para quaisquer niimeros reais ndo-negativos a,b temos que

1 |
ab < —a®+ —bY.

— 0 0
Defini¢ao 2.1.14 Uma fungdo f : [a,b] C R — C é absolutamente continua se para cada € > 0

existir algum & > 0, tal que se {(x;,yi) }i=12,. n € uma familia de intervalos disjuntos contidos
n n

em |a,b] com Z(yi —x;) < 9§, entdo Z lfvi) — fx)] < e

i=1 i=1

Definicdo 2.1.15 Seja V um espaco normado. Uma sequéncia (&,)nen C V converge fraca-
mente a § €V se |f(&,) — f(§)| — 0, quando n — oo, para todo f € V*. Iremos denotar essa
convergéncia por &, — &,

Definicao 2.1.16 Uma sequéncia (&,)neny C (V.|| - ||v) converge a & €V se ||€, —&|lv — 0
quando n — . Iremos denotar essa convergéncia por &, — &.

Lema 2.1.2 Sejam V um espaco métrico e {&,} uma sequéncia em V. Entdo, &, — & se, e
somente se, para toda subsequéncia {&,} de {&,} possui uma subsequéncia {&,} tal que

‘t:n” — &

Proposicao 2.1.2 Sejam V um espago de Banach e (&,) uma sequéncia em V. Temos:

() Se&, — & entao &, —E&,



(ii) Se &, — &, entdo ||&,|| € limitada e ||§|| < liminf||E,||,

(iii) Se &, —Eese fu — fem V™ entdo f,(&,) — f(E).

Teorema 2.1.3 Seja V um espaco de Banach reflexivo e seja (x,)nen uma sequéncia limitada
em V. Entdo podemos extrair de (x,),cn uma subsequéncia que converge fracamente.

Lema 2.1.3 (Desigualdade de Gronwall) Sejam m € L'(0,T;R) tal que m > 0 q.t.p em (0,T)
ea > 0. Se ¢ é uma fungdo continua de [0,T]| em R tal que

—¢2 a—I—/m

para todo t € [0,T], entdo

0(r)| < a+ /0 "m(s)ds

para todot € [0,T).

Lema 2.1.4 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Sejam m € L'(0,T;R) tal que m > 0 q.t.p
em (0,T) e a > 0. Se ¢ é uma fun¢do continua de [0,T] em R verificando

O(r) <a+ Otm(s)(b(s)ds, t€0,T],

entdo

paratodot € [0,T).

Definicao 2.1.17 A topologia fraca em V é a topologia ©(V,V*) gerada pelos funcionais linea-
res em V*, ou seja, é a topologia menos fina em 'V na qual todos os elementos de V* permanecem
continuos. Uma sub-base (aberta) de ©(V,V*) é a colegdo

V(& fir)=f'Br(f(€)ir) ={neV:|f(&)—rfm)<r}
onde§ eV, r>0e feV*

Definicao 2.1.18 Dizemos que @ : [0,T] — V € uma fungdo fracamente continua se para cada
aberto A de V na topologia fraca, entdo ¢~ ' (A) é aberto em [0,T].

Teorema 2.1.4 (Convergéncia Dominada) Seja (X,X,u) um espaco de medida e considere
(fn)nen uma sequéncia de fungdes complexas mensurdveis em X tal que

f(x) = lim f,(x)

n—soo
exista para cada x € X. Suponha também que exista g € L}l (X) satisfazendo
[fn(x)] < g(x)

para todo x € X en € N. Entdo f € L}J(X) e vale:



Q) fim [ £~ fldu=0:

G lim [ fudu= [ fdu

Definicao 2.1.19 Seja V um espaco vetorial normado. Dizemos que V é uniformemente con-
vexo se para todo € > 0 existe & > 0 tal que para todo x,y € V satisfazendo ||x||v,||y|ly < 1 e
||x—y||v > € entdo

X+y

<1-4.
2

14

Teorema 2.1.5 Se V é um espaco de Banach uniformemente convexo e {x,},eny CV é uma
sequéncia tal que x, — x e ||x||y > limsup||x,||v entdo x,, — x em V.
n—oo

Observacao 2.1.4 Em particular, uma sequéncia que converge fracamente e converge na norma,
converge forte.

Definicao 2.1.20 Um subconjunto K em um espago topologico é:
(i) compacto, se toda cobertura por abertos possui uma subcobertura finita;

(ii) relativamente sequencialmente compacto, se toda sequéncia generalizada em K tem pelo
menos uma subsequéncia generalizada que converge para algum elemento de K;

(iii) relativamente compacto, se seu fecho é compacto.
Denotamos por Fin(V) a classe de todos os subconjuntos finitos em V.

Definicao 2.1.21 Um subconjunto K em um espago de Banach real V é precompacto se dado
€ > 0, existe K¢ € Fin(V), ou equivalentemente K¢ € Fin(K), tal que K estd incluido na unido
de todas as bolas fechadas com raio € e cujos centros pertencem a K.

Teorema 2.1.6 Um subconjunto em um espaco de Banach real é relativamente compacto se, e
somente se, ele é precompacto.

Definicao 2.1.22 Um subconjunto K em C([a,b];V) é equicontinuo em ty € |a,b| se dada uma
vizinhanga U da origem em V existe §(U) > 0 tal que f(t) — f(t9) € U, para cada t € [a,b],
[t —to| <O(U), e uniformemente para f € K. Um subconjunto K é equicontinuo em |a,b] se ele
é equicontinuo em cada t € |a,b).

Teorema 2.1.7 (Ascoli-Arzeld) Um subconjunto K em C([a,b];V) é relativamente sequencial-
mente compacto se, e somente se, K é equicontinuo em [a,b] e para cada t € |a,b] K(t) =
{f(t): f € K} é relativamente compacto em V.



2.2 Espacos de Sobolev

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [3, 5, 8, 10].

2.2.1 O espacgo LP(Q)

Dada f € V* e u € V usaremos a seguinte notagao: (f,u)y+y = f(u). Dado Q um aberto do
R”, 1 < p < oo, denotamos por LP(Q) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensurdveis a
Lebesgue u : Q — R tais que x — |u(x)|? é integravel em Q, no sentido de Lebesgue. A norma

de u € LP(Q) é dada por
1
p
ol = lolras )"

No caso p = oo, denotamos por L*(Q), o espago vetorial das (classes de) fungoes u : Q — R,
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Q, isto é, existe C > 0 tal que |u(x)| < C
para q.t. x € Q. Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de
u € L*(Q) é definida por

|u||=(q) = Inf{C; |u(x)| < C, g.t. x € Q} = supess |ul.

O espaco LP(Q), 1 < p < oo, munido de sua respectiva norma torna-se um espacgo de Banach.

Definicao 2.2.1 Seja Q C R". O espaco de Sobolev WP (Q) é definido por

whr(Q) = {u € LP(Q)\% cLP(Q),i= ln}

ou
onde a derivada — ¢ definida pela expressdo

ax,-
ou a_(p

— PR — u
Q axz'(p Q ox;
para toda ¢ € Cy (Q), e Co (Q) designa o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis
com suporte compacto. O espago WP (Q) é Banach com a norma

du
axl'

n

ullwioi) = o) + Y
i=1

Q)

Proposiciio 2.2.1 Os espacos WP (Q) e LP(Q) sdo reflexivos para 1 < p < oo e separdveis
paral < p < oo,

Proposicao 2.2.2 Seja Q C R" um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja p € R
com 1 < p < oo, Temos

. U , 1 1 1

(i) Se 1 < p<nentdoW" P(Q) C LI(Q), para todo q € [1,p) onde — = — — —;

p p n
(ii) Se p = n entdo W'"P(Q) C L1(Q) para todo q € [p,);

(iii) Se p > n entdo WP (Q) C L*(Q)



com imersées continuas. Além disso, se p > n temos para todo u € W1-»(Q)
u(x) —u(y)| < cllullwrp(o)lle—yII*

n
para quase todo x,y € Q, com o0 = 1 — — e ¢ dependendo somente de Q,p,n. Em particular,
p

WP (Q) C C(Q).

Teorema 2.2.1 (Rellich-Kondrachov) Suponha Q limitado de classe C'. Temos

1 I 1
(i) se 1 < p<n, entdo W' (Q) C L1(Q), para todo q € [1,p') onde — = — — —;
p p n

(i) se p=n, entdo WIP(Q) C L4(Q), para todo q € [1,0);
(iii) se p > n, entdo WP (Q) C C(Q)

com imersdes compactas. Em particular WP (Q) C LP(Q) com imersées compactas para todo
p=>1l

Definicdo 2.2.2 Seja 1 < p < oo, Wol’p(Q) designa o fecho de C}(Q) em WhP(Q).

Corolario 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que € é um aberto limitado. Entdo,
existe uma constante C, dependendo de p e da medida de Q, tal que

||ul|r < C[[Vul|r

para todo u € WO1 P(Q), com 1 < p < . Em particular, a expressdo ||Vul|r» é uma norma sobre

W()LP(Q) que é equivalente a norma ||u|y1.p(q)-

O espago WO1 ?(Q) munido da norma induzida por W!”(Q) é um espaco de Banach se-
paravel para 1 < p < oo e éreflexivose 1 < p < oo.

Denotamos por W17 (Q) o espaco dual de Wol’p(Q), 1 < p < oo,

Se Q ¢ limitado, temos Wol’p(Q) CLA(Q) c WP (Q), se nz% < p < oo com imersoes
densas e continuas.

Se Q ndo ¢ limitado, temos W, 7 (Q) C L2(Q) c W17 (Q), se 2L <p<2.

Observacao 2.2.1 Segue do Teorema de Rellich-Kondrachov que WO1 P(Q) estd compactamente
imerso em L*(Q).

Lema 2.2.1 Se u € LP(Q), para todo p > 1, entdo lgll |l |2 (@) = Iul|r=(0)-
p (o<}
Lema 2.2.2 (Desigualdade de Interpolacdo) Seja 1 < p < r <g, % = %—l— 177“ e acl0,1]

Entdo,
el i@y < 11l oy 1] -
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2.2.2 Oespago LP(0,T;V)
Definicao 2.2.3 Seja V um espaco de Banach e 0 < T < oo.

(@) O espaco C™([0,T];V) comm=1,2,... consiste de todas as funcées u: [0,T] — V que sdo
m vezes diferencidveis e cujas derivadas sdo continuas em [0,T]. A norma neste espago é
dada por

m

= . 2.1
=X s 0l e

Aqui, apenas as derivadas a esquerda e as derivadas a direita precisam existir nos pontos
t =0et =T respectivamente. Na expressdo acima, u® =y

(b) O espaco LP(0,T;V) com 1 < p < o consiste de todas as fung¢oes mensurdveis u :]0,T[—V

cuja norma
lulloran = () I \”dt) <o 22

Quando p = oo, denotamos por L*(0,T;V) o espaco vetorial das classes de fungdes u :
10,T[— V mensurdveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em ]JO,T[, isto é, existe
C > 0 tal que

l|lu(®)|ly <C, q.t.t€]0,T]
e anormade u € L*(0,T;V) é definida por
||l | 1= 0,7y = Inf{C: [|u(r)[lv < C, g.t.1 €]0,T[} = sup ess [[u(t)]]v.
Proposicao 2.2.3 Sejam =0,1...e1 < p < oo, V| e V; espacos de Banach sobre F. Entdo:
(@) C"([0,T];V1) com a norma (2.1) é um espaco de Banach sobre F.
(b) LP(0,T;V}) com a norma (2.2) é um espaco de Banach sobre F.
(¢) C([0,T], V) é denso em LP(0,T; V1) e a imersdao C([0,T],Vy) C LP(0,T;V)) é continua.
(d) O conjunto de todos os polindmios w : [0,T] — Vy, isto é
w(t)=ag+ait+...+apt"

coma; € Vyparatodoi=0,1,....nen=0,1,... édenso em C(|0,T];Vy) e LP(0,T;V}).

(e) Se Vi é um espago de Hilbert com produto interno (-,-)y,, entdo L?*(0,T; V) é também um
espaco de Hilbert com produto interno

) = [ W)

(f) LP(0,T;V)) é separdvel caso V| seja separdvel e 1 < p < oo,
(g) Se 1 < p < ooeV) éuniformemente convexo entdo LP(0,T;V)) € uniformemente convexo .

(h) Se Vi CV, com imersdo continua, e 1 < g < r < oo entdo
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L’(O,T;Vl) C Lq(O,T;Vz)
com imersdo continua.

Lema 2.2.3 (Lema 4.4 de [2]) Seja f(-) € L'(0,T) e seja j(-) uma fung¢do nédo negativa abso-
lutamente continua em [0, T] tal que

jt]( )+ o P () < k|f(t)|para q.t.t € (0,T), (2.3)

onde o> 0, k>0 e p > 1. Suponha que j(0) <se||fl|, < sP~1 (s> 0), onde

t
sup [ 1 (@)l se1 <T,
||f||17T = 16[;,T] -1

/0 |f(T)|dt se0< T < 1.

Entdo, existe uma fungdo ndo-decrescente Moy o(-) dependendo de o, k, p tal que j(t) <
Mok p(s)s, para todot € [0,T).

Teorema 2.2.2 Seja V um espaco de Banach e seja u € LP(a,b;V), 1 < p < e« e denote por
AP ([a,b];V) o espaco de todas as fungées v : [a,b] — V absolutamente continuas, diferencid-

d
veis g.t.p em (a,b) e que d_‘t} € LP(a,b;V). Sdo equivalentes:

(i) uec W ([a,b};V);

du®

dt

(ii) Existe u® € AVP([a,b];V) tal que u(t) = u°(t) para q.tpt € (a,b). Além disso, u' =
g.t.p em (a,b).

2.2.3 O espaco dualde L”(0,T;V) e a tripla de evolugao

Vamos introduzir primeiramente a desigualdade de Holder que € basica para muitas aplicacoes:

/| V*v|dt<</ [v(e Hq*dt);(/OTHu(t)H‘I;dt);. (2.4)

Proposicao 2.2.4 Seja V um espagco de Banach. Entdo a desigualdade de Holder (2.4) vale
para todo u € LP(0,T;V) ev € L1(0,T;V*) com 1 <p <oo, p- 1 +g 1 =1.

Proposicao 2.2.5 Seja V um espaco de Banach reflexivo e separdvel e seja 1 < p < oo, p_1 +
-1 ~
q ' = 1. Entdo:

(@) Para cada funcdo v € L1(0,T;V*) existe um tinico funcional v € X*, onde X = LP(0,T;V),
com

G = [ 00,0y

para todo u € X.
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(b) Reciprocamente, para cada v € X*, onde X = LP(0,T;V), corresponde um tnico v €
T
L1(0,T;V*) satisfazendo (v,u)x+x = / (v(t),u(t))y=ydt. Ambos os casos |[v||x+ =
0
||V||L4(O7T;V*)-

(¢) O espaco de Banach LP(0,T;V) é reflexivo e separdvel.

Proposicao 2.2.6 Seja V um espaco de Banach reflexivo e separdvel e 1 < p,q < oo tais que
p ' 4g7'=1,e0<t<T <. Sdo verdadeiros:

(@) Seu e LP(0,T;V), entdo parav* € V*

<V*’/ot”(s)ds>v*y = /OZ<V*»M(S)>V*,vds.

(b) Seuc LP(0,T;V*), entdo parav €V

< / tu(S)ds’v>v*7v -/ (u(s),V)yevids.

(c) Seu, —uemLP(0,T;V) quando n — oo, entdo

/Otun(s)ds — /Otu(s)ds em V

quando n — oo,

(d) Seu, —uemLP(0,T;V)ev,—vemLi(0,T;V*) quando n — oo, entdo

/0 on(5) st (5) ey s — /O (0(s),u(s))v- v ds

quando n — o
As afirmacgées (a), (b) e (c) sdo vdlidas para qualquer espago de Banach'V .
Definicao 2.2.4 Diremos que V. C H C V* é uma tripla de evolucdo (ou tripla de Gelfand) se
(@) V é um espaco de Banach real, reflexivo e separdvel;
(b) H é um espaco de Hilbert real separdvel;

(¢) AimersdoV C H é continua eV é denso em H.

Proposicao 2.2.7 SejaV C H C V* uma tripla de evolucdo. Entdo sdo verdadeiras:

(@) Para cada h € H existe um correspondente funcional linear continuo h:V — R satisfazendo
(h,v)y+y = (h,v)u para todov € V.

(b) A aplicagdo h v+ h de H em V* é linear, injetiva e continua.

Proposiciio 2.2.8 Seja V C H C V* uma tripla de evolucdo e seja 1 < p < oo tal que p~' +
g ' =1e0<T < oo Entdo:
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(@) O espaco W'P(0,T;V,H) que é o conjunto de todas as fungdes u € LP(0,T;V) com u' €
L(0,T;V*) é um espago de Banach com a norma ||ullwipo vy = [[ullLrory) +

||”,||L‘1(O,T;V*)-

(b) A imersdo WP (0,T;V,H) C C([0,T];H) é continua e vale

%HM(I)HI%I—%Hu(s)leq:/s’<;l_:(r),u(r)>w7vdr

para todo s,t € [0,T] com s <t.

(¢) O conjunto de todos os polinomios w: [0,T| — V, isto é, w(t) = aot +ait + ...+ ant" com
ai€Vparai=1,2....nédensoem WP (0,T;V,H).

d) C([0,T);H) é denso em W' (0,T;V*).

2.3 Funcoes convexas e subdiferenciais
Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [3, 4, 9].

Definicao 2.3.1 Seja V um espaco de Banach com dual V*. Uma funcdo propria e convexa
emV é uma fungdo @ 1V — (—oo,+oo| para o qual existe u, € V com @(ug) < oo e satisfaz a
desigualdade

(1 =nu+1v) < (1 =1)9(u) +19(v)
para todou,v €V et € [0,1].
Definicao 2.3.2 A fungdo @ : V — (—oo, 40| é dita ser semicontinua inferiormente (s.c.i) se
9(u) < liminfo(u,)
para toda sequéncia (up)peN com u, — uemV.

Defini¢ao 2.3.3 A fungdo ¢ : V — (—oo,+o0| € dita ser fracamente semicontinua inferiormente

(f-s.c.i) se
¢(u) <liminf@(u,)

n—co

para toda sequéncia (up)peN com u, — uemV.

Lema 2.3.1 Seja ¢ uma funcdo convexa. Entdo ¢ é fracamente semicontinua inferiormente se,
e somente se, Q¢ é semicontinua inferiormente.

Denotaremos por ®(V) o conjunto de todas as fungdes @ : V — (—oo, +o0| que sdo propria,
s.c.i e convexa. Dada uma fungdo @ € (V) denotamos por D(¢), o dominio de ¢, o conjunto

D(@) ={u eV :q(u) <o}
Vamos agora descrever algumas propriedades elementares das fungdes s.c.i e convexas.

Proposicao 2.3.1 Seja ¢ € ®(V). Entdo existem f € V* e B € R tais que
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o(u) > (f,u)y~y +P

paratodou V.
Defini¢do 2.3.4 Dada uma fung¢do ¢ € ®(V), a aplicagdo d¢ : V. — V* dada por

IO(u) ={f €V :9(v) =) = (f,v—u)v-v,¥v e D(@)}
é chamada a subdiferencial de . Denotamos D(09) = {u € V : dp(u) # 0}.

Vamos utilizar a seguinte notacdo (u,v) € d¢ para expressar que u € D(d9) e v € d@(u).
Em particular, quando V = H, H um espago de Hilbert e ¢ € ®(H), denotaremos a subdi-
ferencial de ¢ por

Ia@(u) ={f € H:9(v) = ¢(u) > (f,v—u)u,¥v e D(¢)}

onde (-,-)y denota o produto interno em H.

Em geral, d¢ é um operador multivoco de V em V* que pode ser visto como um subconjunto
deV xV*,

Proposicao 2.3.2 Seja ¢ € ®(V). Entdo D(99) é um subconjunto denso de D(@).

Proposicao 2.3.3 (Proposicdo 1.1 em [11]) Considere a funcdo J € LP(ty,t1;V) dada por

sy | [ se ) € L)

o0, caso contrdrio.

Assuma que para cadat € (to,t1) e cadaz €V com j(t,7) < oo, exista uma fungdo v € LP (ty,11;V)

tal que v(t) =z, j(-,v(-)) € L' (to,t1) e limsup j(s,v(s)) < j(t,z). Seja u € LP(to,t1;V) tal que
s—tT

ju()) € L' (to,11) e f € LP (t,11:V*). Entdo, f € 0J(u) se, e somente se, f(t) € j(,u(t))

para q.t. t € (ty,17).

Se X e Y sdo dois espacos lineares, denotaremos por X x ¥ o produto cartesiano entre eles. Os
elementos de X x Y serdo representados por [x,y] ondex e X ey €Y.

Se A € um operador multivoco de X em Y, podemos identificar ele com o seu grafico em
X x Y que é dado por:

G(A) ={[x,y] € X xY 1y € Ax}.
Reciprocamente, se A C X x Y, definimos
(@) Ax={yeY :[x,y]€A};
(b) D(A) ={x€ X :Ax #0};

(© RA) = |J Ax;

xeD(A)

@ A~ ={[ya]: [x,)] €A}.
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Desta maneira, podemos identificar os operadores de X em Y com seus graficosem X XY e
assim estaremos tratando dos subconjuntos de X x Y em vez de operadores de X em Y.

Como exemplo de uma aplicagdo subdiferencial, considere H um espaco de Hilbert real
(identificado com seu dual) com produto interno (-,-) e norma |- | e seja A um operador linear
auto-adjunto positivo em H. Entdo A = d¢@ onde

! (A% ’ € D(A?)
—|A2x| ,se x

®(x) :{ 2 -
o0, caso contrario,

onde A? ¢ a raiz quadrada do operador A.

Definicao 2.3.5 SejaV um espaco de Banach real, um operador A : V — V* é dito ser mondtono
se para todo u,v € D(A)

<Au —Av,u— V>V*,V > 0.

Um operador mondtono A -V — V* é dito ser maximal mondtono se ele ndo estd propriamente
contido em qualquer outro operador mondtono de V em V*.

Proposicao 2.3.4 Seja A CV x V* um operador maximal mondtono e seja (u,,v,) € A tal que
Uy — u, vy — v e limsup (v, u,) < (v,u). Entdo, (u,v) € A e (vy,un) — (v,u).

Teorema 2.3.1 Seja V um espaco de Banach real e ¢ € ®(V). Entdo 09 : V — V* é um opera-
dor maximal mondtono.

Além disso, d@ tem vdrias propriedades interessantes. Antes porém, vejamos a seguinte
definicdo.

Definicao 2.3.6 Seja H um espago de Hilbert e seja ¢ € ®(H). Denotamos por
Jh=I+Mpe)"!

o resolvente de dy@ e por
CRONES ISy

a aproximagdo de Yosida de oy @, onde I é o operador identidade e A > 0.

Proposicao 2.3.5 Seja H um espaco de Hilbert identificado com seu dual via Teorema da
Representacdo de Riesz, entdo:

@) [[Su—hv|| < ||lu—v||, Vu,v € D(Og@), L >0,
(i) [|(0n9)(u) — Q@I <A~ —v
(iii) (dn¢)s(u) € In@(Jru) Vu € D(Iu9).

, Yu,v € D(dg¢), L >0,

Definicao 2.3.7 Seja ¢ € ®(H). Defina, para todo u € H,

0 (u) = infye{ 5] lu—vI[F +9(v)}.

A fungdo @) é chamada de regularizagdo de Moreau-Yosida de .



16

Proposicao 2.3.6 Seja ¢ € ®(H). Entdo, @) é convexa, continua, Fréchet-diferencidvel e é
caracterizada por

O () = o |l = Jael |y + 0(Jae) = 5110 @)a ()7 + @(r).

Além disso, Op(9)) = (0u®)y, onde oy (@) denota a subdiferencial (Fréchet-diferencidvel) de
0, e vale a seguinte desigualdade

Q(Sau) < @p(u) < 0(u),
para todo \ > 0, ¢y (u) — @(u), quando A — 0, Vu € H.

Proposicao 2.3.7 Seja H um espaco de Hilbert. Entdo, para quaisquer u € D(dg®) e L > 0,
1(0r @) ()| < [0n@(u)| = inf{[[v]| : v € I p(u)}.

Lema 2.3.2 Seja H um espago de Hilbert e ¢ € ®(H) e seja u € W'2(0,T;H) tal que u(t) €

D(95©) para q.t. t €]0,T|. Suponha que exista g € L*(0,T;H) tal que g(t) € dg@(u(t)) para
g.t. t €]0,T|. Entdo a fungdo t — @(u(t)) é absolutamente continua em [0,T] e vale a igualdade

d du
o) = (0. 50
para q.t. t €]0,T] e para toda h(-) € og@(u(-)).

Definicao 2.3.8 Seja H um espaco de Hilbert e @ € ®(H). Considere o seguinte problema de

Cauchy com dado inicial u, € D(Q)

du
{ %()t)— +39(u(1)) 3 f(1) ,0<t<T (2.5)

Uma fungdo u € C([|0,T];H) é uma solugdo forte do problema (2.5) em [0,T| se as seguintes
condicoes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] — H é uma fungdo absolutamente continua em [0,T];
(i) u(0) = uy;
(iii) u(r) € D(09) para q.t. t €]0,T| e existe uma fungdo g(t) € 0Q(u(t)) satisfazendo:

le_;l(t) +g(t) = f(t) em H para q.t. t €]0,T].

Proposicao 2.3.8 Seja H um espaco de Hilbert e ¢ € ®(H). Entdo, para cada u, € D(9) e
f € L*(0,T;H) existe uma tinica solugdo forte u do problema de Cauchy (2.5) satisfazendo:

(i) u(t) € D(9Q) para g.t. t €]0,T|;
(i) u € W'2(0,T;H), u(0) = u,;

(iii) 7 — @(u(t)) € absolutamente continua em [0,T].

Proposicao 2.3.9 Seja ¢ € ®(H) e seja B: [0,T] x D((p)H — H satisfazendo:
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(a) existe w > 0 tal que ||B(t,x1) — B(t,x2)||z < w||x1 —x2||g para todo t € [0,T] e x1,x; €
—H
D(g) ;

(b) para todo x € ((p)H, a aplicacdo t — B(t,x) € L*(0,T;H).

H . .. ~ ~
Entdo, para todo u, € D(Q)  existe uma unica solugcdo da equagdo

{ %0) + D0(ul1) + Bu(1) 30 em H,0 <1 < T
u(0) = u,

d
tal que t%d—;{(l) c L*(0,T;H).



Capitulo 3

Existencia das solucoes das inclusoes
diferenciais

Neste capitulo, tendo como base o artigo [1], apresentamos primeiramente, sob determinadas
hipdteses, a existéncia de solugdes fortes para uma inclusdo diferencial governada pela diferenca
de operadores do tipo subdiferencial em V* com V um espago de Banach reflexivo. Posterior-
mente, veremos que com menos hipdteses podemos garantir a existéncia local de solucdes fortes
para o problema em questao.

3.1 Existéncia de solu¢oes para o problema de Cauchy

Seja V um espaco de Banach real reflexivo e V* seu espago dual. Iremos assumir que existe um
espaco de Hilbert real H identificado com seu dual via o Teorema de Riesz tal que

VCH=H*CV*

emque V C He H* C V* sdao imersdes densas e continuas.
Lembremos que dada f € V* e u € V usaremos a seguinte notagao: (f,u)y+y = f(u).

Observacao 3.1.1 Note que (u,v)y+v = (u,v)y para todo u € H e ve 'V, onde (-,-)y € o
produto interno em H.

Nesta sec@o estudamos a existéncia de solucdes fortes do seguinte problema de Cauchy:

du *
{ %()t)_-l—a(pl(u(t))—a(pz(u(t)) S f(t)emV*, 0<i<T G

onde 9¢',0¢% : V — 2V sido operadores subdiferenciais de ¢! e @2, respectivamente, em que
¢', 9> € ®(V). Lembrando que 2V~ denota o conjunto das partes de V* exceto {0}.

Definicao 3.1.1 Uma fungdo u € C([0,T];V*) é uma solugdo forte do problema (3.1) em [0,T|
se as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] — V* é uma fungcdo absolutamente continua em [0,T|;

(ii) u(t) — uo em H quandot — 0 ;

18
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(i) u(t) € D(09')ND(3¢?) para q.t. t € (0,T) e existem g'(t) € 09 (u(t)) (i = 1,2) satisfa-

zendo:
du

dt( )+g'(t) —g*(t) = f(t) em V* para q.t. t€ (0,T). (3.2)

Ao longo deste trabalho, para cada i € N, vamos denotar por C ou C; constantes nao ne-
gativas (C; > 0, i = 1,2,...) que ndo dependem dos elementos do conjunto ou espago corres-
pondente. Além disso, denotaremos por L o conjunto das fungdes monédtonas nao-decrescentes
definidas em [0, +o0) com contradominio [0, +c0). Ainda, para p € (1,0), p’ denotard o expo-
ente conjugado de p,isto é, 1/p+1/p' = 1.

Lema 3.1.1 Seja p’ o expoente conjugado de p €]1,e[. Entdo paratodoa>0,b>0ef >0
temos

ab < Ba? + M,(B)b?

onde M,(B) = {p' (pB) 7}~

Demonstracao: Sejama >0,b>0e 3 > 0. Pelo Desigualdade de Young (Lema 2.1.1) temos

| 1 ve 1] b |
= (pB)rab - < —|(pB)ral +—; 1]
(pB)” p [ ] P L(pB)»
= 1 Bal’_|_1 bpp/
P 4 (pB) 7
= Ba”+ M, ()b

|
Para assegurar a existéncia de solugdes fortes para (3.1) vamos introduzir as seguintes
condicoes:

(A1) Existe p € (1,+0) tal que ||u||}) — C1||ul|3; — C2 < C3¢ (u),Yu € D(¢!);

(A2) D(¢') C D(9¢?). Além disso, se {u,} é uma sequéncia tal que

d
duy(t) dt

H

sup {94 (0) + @)l + |45

t€[0,T]

é limitado, entdo para toda sequéncia g,(-) € 9¢*(u,(-)), {g,} forma um subconjunto
precompacto em C([0, T];V*);

(A3) Existe uma extensdo ¢> € ®(H) de ¢?, isto &, ¢?(u) = ¢?(u), para todo u € V, tal que

@' () < 11(@" () + Lo (Ifulln)),

VA€ (0,1], Vu € D((pl), onde [; € L (i =1,2) e J; denota o resolvente de dy§?, isto &,
Jy = (I+7LBH62)_1;

(Ad) ©*(u) < ko' (u) +Cy||u||} +Cs, Vu € D(¢') para algum 0 < k < 1.
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Lema 3.1.2 Seja ¢' € ®(V). Entdo a fung¢do ¢}, : H — (—oo, +0] dada por

1
1 | 9 (u), seucVv
(pH<u)_{+°°, seuc H-V "’

é propria, convexa e semicontinua inferiormente em H.

Demonstracao: Claramente (p}q € propria e convexa em H. Mostremos que (p}q € semicontinua
inferiormente em H. Com efeito, seja (un)nen C H tal que u, — u em H quando n — +oo e
considere o = liminf@};(u,). Se o € finito, entdo existe subsequéncia {u,, } de {u,} tal que
¢, (tn,) — o0 quando ny — +oo. Por (A1), segue que

||u”k||€' < C1||”nk||12'—1 +C +C3(P111(unk)

e como (uy, ) € @} (up, ) sdo convergentes temos que ||uy, ||v é limitada. Sendo V reflexivo, segue

do Teorema 2.1.3 que existe uma subsequéncia (u,, ) C V de {u,,} tal que {unk} converge
J J
fracamente para v € V quando j — +oo. Como u,, — uem H quando j — oo temos que u,, —
J J

u. Pela unicidade do limite fraco, u = v. Como ¢! é semicontinua inferiormente concluimos
que

O (1) = @' (u) < liminf@' (uy, ) = liminf @y (un, ) = .

Para o caso em que o = +oo segue trivialmente que (p}q(u) < a.. Isto nos da que (p}q € s.c.i e,
portanto, ¢}, € ®(H). |

Observacio 3.1.2 Note que se para quaisquer u € D(@},) e A € (0,1] tem-se
Op () < @py () +C,

entdo a condicdo (A3) é satisfeita para (p,'{.
De fato, tomando | := 1+ C e l, a mesma que aparece em (A3) para O obtemos

Oy (Jatt) < 11 (@p (u)) < 11 (@p (u) +La(|ul| 1))

e, portanto, (A3) é satisfeita para (p}q.

O préximo resultado nos informa que a condicdio (A2) assegura a continuidade de @> no
seguinte sentido:

Proposicio 3.1.1 Assuma que (A2) seja verdadeira. Seja {u,} uma sequéncia em D(@') tal
que u, — u em 'V e suponha que ¢' (uy,) seja limitado. Entdo, ©*(u,) — @*(u).

Demonstracio: Seja {u,} uma sequéncia em D(¢') tal que u, — u em V quando n — +oo e
seja @' (u,) limitado. Tome uma subsequéncia qualquer de {u,} e a chame da mesma forma.

Como u, — uem V e @> € ®(V), pelo Lema 2.3.1 temos que ¢> uma funcio fracamente
semicontinua inferiormente em V. Assim,

0% (u) < liminf @ (uy,). (3.3)

n—r—+-oo

Por outro lado, para cada n € N, seja g, € 00*(u,) e considere v,(t) = u, e h,(t) = g, para
todo ¢ € [0, T]. Entdo, vemos que
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sup { @' (va()) + [[va(®)l[} = sup {@" (a) + |lutallrr} = @' () + [Jtn] 1
1€[0,7] t€[0,7]

é limitado, pois {@'(u,)} € limitado e ||u,||y < Cl|un|lv < +oo, uma vez que {u,} ¢ limitada
em V, ja que u, — u. Além disso, dv,/dt =0 e h,(-) € 90*(v,(+)).

Logo, por (A2), {h,} forma um subconjunto precompacto em C([0,7];V*). Assim, pode-
mos extrair uma subsequéncia {n’'} de {n} tal que h,y — h em C([0,T];V*), o que implica que
{ gn/} torna-se convergente em V*.

Como, para cada n’ € N, g,y € 0¢*(u,), temos

O (1) = @* () > (gt —thy)y- y
= @ (ty) < @ (1) = (8wt — )y y
= Q%) < Q (1) + (g Uty — )y,  Vu € D(9?).
Passando o limsup em ambos os lados da tltima desigualdade resulta que

limsup @* (i) < @*(u)+ 1M (gt — )y y = @7 (). (3.4)

n'—+oo n'—roo
De (3.3) e (3.4), vem que

limsup @ (1) < 0 (u) < liminf @ (uyy ).
nl_>+0° }’l/%_“‘x’

Donde, ¢ (u,) — @*(u) e, portanto, pelo Lema 2.1.2, temos que ¢*(u,) — @ (u). |

O préximo teorema € o principal resultado desta dissertacdo. Ele garante a existéncia de
solug@o forte para o problema (3.1) em [0, T].

Teorema 3.1.1 Assuma que (A1) — (A4) sejam satisfeitas. Entdo, para quaisquer ug € D(@') e
feWYP(0,T;V*) o problema (3.1) tem uma solugdo forte u em [0,T) satisfazendo:

ueCy([0,T;V)NWL2(0,T; H),
u(t) € D(9")ND(39?) para q.t. t € (0,T),

gle?(0,1;v*), g*<cC(0,T];V*), (3.5)
S;pﬂwl(u(t)) <o, @7(u(-) €C((0,T]),
t€|0,

onde g' sdo subconjuntos de 3¢’ (i = 1,2) satisfazendo (3.2) e C,,([0,T];V) denota o conjunto
de todas as fungées u : [0,T] — V que sdo fracamente continuas em [0,T].
Além disso, temos a seguinte estimativa

2

/0, ) Hdr+<p1(u<r))+<pz(uo) < @' (uo) + @ (u(t)) + (F (1), ult))y-y
- <f(0),uo>v*,v—/ot<%(r),u(r)>wvdr(3.6)

paratodot € [0,T).
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Demonstracao: O primeiro passo da prova € introduzir o problema de aproximacido em H
para o problema (3.1) da seguinte forma: considere a funcao (p}i : H — (—o0,+o0| dada por

1
1 | 9 (), seucVv
(PH(M)—{ +°o’ SEMGH—V 9

em que @' € ®(V). Pelo Lema 3.1.2, temos que @}, € P(H).
Agora nosso problema de aproximagao para o problema (3.1) é dado por

{ L (1) + Aoy (un,(1)) — s (1)) > fu(t) emH, 0 <t <T 37
u)»<0) = Uuo )

onde f; € C'([0,T];H) tal que f — f em W' (0,T;V*) quando A — 0", @ ¢ a extensdo
de ¢*> em H dada em (A3) e aH$§ denota a aproximacio de Yosida de 9y ¢>. Note que, pela
Proposigdo 2.3.6, temos que dy®; = 0y (93). Além disso, pela Proposi¢do 2.3.5, 95 @3 € lips-
chitziana continua em H. Logo, pelas Proposicoes 2.3.8 e 2.3.9, existe uma unica solucdo forte
uy, de (3.7) em [0, T'] satisfazendo:

uy, € WH2(0,T;H), uy(t) € DOxOL) para q.t. t € (0,T);
t — @1, (uy (1)) é absolutamente continua em [0,T].

Além disso, por (A2), temos D(¢') C D(d@*) C D(¢?). Assim, D(¢};) C D(¢3). Logo, pela
Proposicao 2.3.8, segue que

t— @i(”k(f)) ¢ absolutamente continua em [0,T].

Aqui podemos assumir, sem perda de generalidade, que @' > 0. Realmente, como (p}i €
®(H), pela Proposicdo 2.3.1, existem vo € H e ug € R tais que @}, (1) > (vo,u) + o, para todo
u € H. Sendo assim, escolhemos a funcfio ndo-negativa ¢' (1) := @' (u) — (vo,u)s — tp. Como
¢} (1) — (vo,u)y — o > 0 e para todo u € V, ¢! (u) = ¢}, (u) segue que @' (1) > 0, para todo
uecV.

Além disso, a funcio ndo-negativa @' satisfaz:

(a) D(¢') =D(o');
(b) 96" (1) = 99" (u) — v, Vuu € D(3");
(¢) D(09') =D(d9").

Com efeito, sejax € D(¢'), entdo temos que @' (x) < 0. Logo ¢! (x) < oo, e portanto x € D(¢").
Por outro lado seja x € D(¢'). Entdo ¢'(x) < oo, logo cada componente de ¢! deve ser finita, e
assim @' (x) < o0; 0 que implica x € D(9'), e isto finaliza a prova da letra (a).

Para provar a letra (b), seja f € 3¢ (u). Neste caso, f € He ¢'(v) — @' (u) > (f,v—u)g,
para todo v € D(¢"). Da letra (a) temos que v € D(@'). Assim, para todo v € D(¢') vem que

(fy=wn < (V) =9 (u)

(pl (V) - (V07V>H — Mo — (Pl (l/t) + (V07M)H —|—,Ll0
= ¢'(v) = 9'(u) = (vo,v —u).
(f+V0,V—M)H.

v

= ¢'(v) — ' (u)
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Considerando g = f + v temos que g € H e 0'(v) — @' (u) > (g,v —u)y. Logo 00! (u) C
00! () — vo. Seja agora f € 99! (u) —vp, logo f =g — vy sendo que g € H e ¢'(v) — @' (u) >
(g,v—u)y paratodo v € D(@'). Note que
'(M-9'w = ¢'(v)—(vo,v)u —uo— (@' (u) — (vo,u)n — o)
= (Pl (V) - (Pl(u> - (V(),V)H + (V(), M)H
> (gv—wn—(vo,v—u)n
= (g—vo,v—u)y
= (f? u)
e, portanto, 0¢! (1) — vy C 99" (u).
E a letra (c) segue diretamente das letras (a) e (b). Assim, o problema (3.1) € equivalente a
seguinte equacao de evolugdo com condig@o inicial u(0) = ug
4 () + 09" (u(t)) — 99> (u(t)) > f(t) —voem V*, 0 <t < T.
Além disso, note que as condi¢des de (A1) até (A4) ainda continuam vélidas substituindo
¢! por ¢'. De fato, suponha que (A1) — (A4) sejam verdadeiros para ¢!. Segue que

(A1) Sejau < D(¢'). Temos
C59' () Cs [@' (u) — (vo,u) — o]

= 39" (u) = C3[(vo, ) + o]

> [l = Cil[u][F = C2 = C3 [(vo,u) + po]

> lully — C1l|ul|fy — C2 = C3][vol|u|[ul | — C3u0.

Pela Desigualdade de Young, obtemos
C39" (u) = |[ullf) — Cul ullf — C2— Cslvol | (3 + 3/[ull7) — Cano-
Assim,
C59!(u) = [[ull) — (C1+ G volli ) [1ullf = (€2 + S Ivol ) — Cauto

Se up < 0, entao —C3up > 0. Logo, da tltima desigualdade vem que

C56' () = [lull§ = (C1+ Glvolla ) [ullf = (Ca+ G1voll ). Agora, se o > 0, entdo
C56!(u) > [[ul[{; — Cilull3; — Co, onde €y = (C1+ Glvollu) > 0

C, = (C2 + %||vo| g+ C3,uo> > 0 e, portanto, (A1) segue com ¢'.

(A2) Como D(¢') = D(9'), temos D(¢') C D(99?). Além disso, se {u,} é uma sequéncia tal

d
que sup {@' (un(t)) + ||un(t)| |} + / ‘ Un (t)|| dt é limitado, entdo
1€[0,T) H
1 Tldu, ||
sup {9 (un(t))—(vo,un(t))H—,uo—i—Hun(t)HH}—i—/ ‘ (t)|| dt é limitado, donde
t€[0,T] 0 d H

du,

(1) dt é limitado. Usando (A2) paraa ¢' se-

sup {01 un(6) + a0} |G

t€[0,T]
gue que para toda sequéncia g, (-) € 99> (u,(+)) {gn} forma um subconjunto precompacto
em C([0,T];V*). Logo, (A2) é valido com ¢' no lugar de ¢'.
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(A3) Sejam u € D(¢),) e L € (0,1]. Temos ¢L (Su) = ¢! (Su) = @' (Jyu) — (vo,Jhu)m — uo.
Pela Proposigio 2.3.6, @' (J,u) < @' (u). Assim,
O (hu) < 0'(w) = (vo, Jau)r —po = 0 () — (vo, u)mr — po+ (vo,u)rr — (vo, )
= ¢' () + (vo,u— D) < 6" (w) + [[vol || = Jnul [
= ¢ (u) +Mvol |l | Q@) () |1

Agora pela Proposicio 2.3.7, || (g ¢*)y(u)||a < |(0n®?)(u)|. Donde, segue que

Q1 (Jau) < @' (u) +Mlvol[11](919%) (u)]

Em particular, tomando wo € dy®*(u) e usando o fato de que |(dy¢?) ()|
=inf{||v|[s : v € 9 @*(u) }, temos que | (9 ®?)(u)| < ||wo||x. Dai,

Qh(hu) < @' (w)+M|vollml|wol|m
= @y (u)+\|vol|m||wol|n
= ¢y(u)+CA,

onde C = ||vo||z||wol||lz > 0. Logo, pela Observacio 3.1.2, (A3) é vilida com @' subs-
tituido por @!.

(A4) Sejam u € D(¢'). Temos
k" (u) = k[@" (u) — (vo,u)rr — po) = k@' () — K[ (vo, u) 1 + o]

Pela condicdo (A4) com @' e usando as desigualdades de Cauchy-Scwharz e de Young

segue que
() = 03 (u) —Callul s — Cs —K(vo, ) — kit
> ¢2() — Callully — Cs — Kllvollal I — ko
1 1
> 600 Callulfy ~ G5~ Kvul (5 + 31l ) ~4mo

2

k k
)~ (oo 3lbolla ) 1y~ (Cs-+ 5 ool +
= ¢°(u) — Cyllulf; — Cs,
onde C, :C4—l—§|]vo|\H >0eCs=Cs —l—%HvoHH + kuo > 0, donde segue (A4) com §'.

Agora vamos estabelecer trés lemas técnicos que serao utilizados no decorrer da demonstragao
deste teorema. Eles fornecem estimativas na solugdo de (3.7).

Lema 3.1.3 Existe uma constante M1, independente de \, que satisfaz as seguintes estimativas:

sup ||up (t)||m < M, (3.8)
t€[0,T]
sup @' (,(1)) < M, (3.9)
1€[0,T]
T Cll/t;b 2
/ —2(0)|| dr <My, (3.10)
0 dt H
sup ||, (1)||v < M. (3.11)

1€[0,T]
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Demonstragdo: Sendo u, solugdo forte do problema (3.7), existem g} (1) € 0x @} (uy (1)) e
:gvi(t) € aHﬁﬁ(u;L(t)) tais que

duy

- (1) + a1 (t) —&3(t) = folt) emH, 0<t<T. (3.12)

Multiplicando (3.12) por d”gt(t) , obtemos
2
dux ~2 dl/t;b dux
o0 520) - (30.520) = (0. 50) . e
‘ g \CMar ), \M ar Y ), e )

du ~ d
Pelo Lema 2.3.2, temos (g;(t),d—}(z))H = Lol (1)) e (gi(t),%(t))H = LG (uy(1)).
Substituindo em (3.13), vem que

a’u;L

W(I)

i o P o ) L2000 — ) 4

|20 + oo G0 = (A0, 520) . e
Integrando (3.14) de 0 até t, obtemos

Hldu,, |I? td td o duy,
[[520| e [ fobmenac [ f@mme = [ (0. 520) o

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, resulta que

duy,

duy,
1 ()

2
HdTJr(Pl(ux(t))_(PI(MO)_&%»(W(I))Jr@i(MO) / <f7“(> dt s )>V*th.
(3.15)

Como,

! duy, t/dfy(t) _[td
[ (0w, o [(BPm@)  d= [ Lm0y
= (AOBO-y — (AO wy-y

entao

[ (A0.520) d = ROy~ ROy

/Ot<%it),u;h(r)>vwdr.

Substituindo a dltima igualdade em (3.15), obtemos

[

dux

2
@ AT () + @ (u0) = @' (u0) + G (1) + () 1w(O)y- y

H
t/dfi(7)
_ <fx(0),uo)v*7v—/o< . ,uk(r)>V*7vdt. (3.16)
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Da Proposi¢do 2.3.6 tiramos que @3 (uy, (1)) < ¢ (uy (). Assim,

du
d%)

dT+<P(ux( 1)+ 03 (u0) < @' (uo) + @ (un (1)) + (fult),n(1))y-y

t/df(7)
— (Ol - | <7,W<r)>vwd¢
< 0! (o) + 0 (0) + A0 lv- ()] v

+ [[/(0) . ||uy ()| v d.

=2 (1)

Por (A1) e (A4) vem que

2
dt+¢' (up (1)) + @3 (uo) <

t du;b
— (1)
dt H

( 0)
+ A O)]v+]

+ko' (u ())+C4||ux()HH+C5+||fx )Ive {C39* (1)) +Cillun ()1 +C2} 7

—- (0 Ve {CS(P (up (7)) +C1||ux(t)]|H +Cz}1/pd1:

Assim,

2

J1IG2@|| s+ (1-00!w.0) < 0 0) - Fluo) + Callir Ol +C
0 T H

+ A {C30" (up (1) + C1[Jun (1) ||H+C2}1/p+||fx(0)HV*Hu0HV

+ /Ot 623() *{C3(P1(u7‘<1‘-))+C1H”7&(T)HH+C2}1/pd1:

<0 (M0)+|<Px(uo)|+C4Hu ()] +Cs + 110l lv- {Cs (wr(0) + Cillin ()|} + G2}

+ 1A(0) {e0! @) +Cillim @)+ ) e

d_>v

Pelo Lema 3.1.1, tomando a = {C39' (uy (1)) -+ C1||uy (1) ||, +C2}1/p >0,b=||fa(t)|lv->0e
B= 12;C;‘ > 0, obtemos

t du;b

— (1)

2
2@ dv (1= 09! (1) <

H

0" (10) + B3 (u0)| + Cal|ur (1) [3 + Cs + MBI ()11 +

(lzc]%“ MOl + “zck)mum 0)]Jy+|[uollv

dfy
e —=(7)

(1-k)

2Cs C39' (up (1))

_|_

1
e @)+l @I+ 6) " i
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Dai,

(1=

i o' (1 (1)) <

prl)

2
dt+
H 2

I
0" (110) + @3 (u0)| + Cal [ur (1) [3 + Cs + M (B[ ()11 +

(1—k)
2Cs

(1—k)
2C;

1
150" (13,(1)) + Cilun (D)3 + C} /P .

Ci||ur (1)1

td
+ Sale a0l + || P

Vv

>

Novamente pelo Lema 3.1.1 com a = {C3¢" (uy (¢)) + C1 ||up () |3 —|—C2}l/p >0,b= ‘ 2

d
20

OeP; = é resulta que

[

2 _
dec+(lTk)(Pl(ux(f)) < 0! (o) + [ (o) | + Calin (1) [} +C

duy,

ey

(1 — k)C1
2C;

+ ROl + 3660 [ ||

(1-k)
2G;

+ M BIAO)G. + [un (D113 + C

p/
f7ko
V*

t t C t C
+ [ @' [ Hm@fdcr [ Can
0 0 G3 0 G3
Agora, pela Desigualdade de Young, obtemos

2
dr+ UM 1) < ! (w0) + @ o) |+ Callin O] B+ Cs

H 2
(1—k)C ,  (1—k)
~ = t
2G5 [y ()| + 2C;

duy

)

[

+ MBI A0 + o

p/
drt
V*

t C [ tC,
+ [ e+ & [ oG [ Za
0 3J0 0 3

1 - "
+ 17||fx(0)||€*+;||u0||lv’+Mp(Bl)/0 H%w

rC C C
Como / Zar= 24 < C—,ZT existe uma constante C > 0 tal que
0

3 Gs 3
1
/

~ / / t d
- C{HMO“‘I;MPI(MO)+|(pi(”°)|+C2+C5+||fx(t)||€*+fo(O)llp*Jr/o (%

duk
dr

2
@l v+ T8 o)

H 2

pl
dt
V*

# et B0 I ¢ [ (0 00+l o)) o
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Dai,

iy (7) 2 dt+
dt H 2

U8 0t (1)

~ / "l df
< C{Huo||€+<Pl(uo)+!(Pi(uo)\+C2+C5+ sup |!fx(“~')||€*+/0 ‘ (T

1€[0,7]

p/
d
lied
(1—k)C

+ et B0 I ¢ [ {0t @) + ol as a1

Note agora que % ||uy (2)] =2 (1) ‘ ‘H De fato,

d

@l = L0 H = 3 ()} 5 0,00

= 30w (Gu0mo) +(n0.5uo) |
1 1 d
- S (a0 m0),
1 dux o dux
< o | 0| lmolla=|| 20|

Usando o fato anterior, para qualquer u > 0, vem que

du;h

d s d
- — - <
w11 = 2ullun Ol lua (@l < 20l ()] 1 || =

()

Pela Desigualdade de Young, resulta

d 1 duy , ||?
a 2 Iy
bl < z[zunumnH 3| % H]
duy, 2
= a0l +||G20]| . o G189
H

Assim,

)~ olf) = [ lunolfts <42 [ @l [ %]

2
)| dr.
H

t
2 2 2 2
= pllin(0) | =l = 2 1 ()| e <

De (3.17) temos

bl 11wl — 2 [ (ol + ) 1)
1 du 2 —
[ |G| a5 )

IA

_ C | r
{ lualf +0' )+ @) + €2+ €5+ sup AN+ [ || Lo
t€[0,1] 0 || dt 14
1—k !
v e Gala] lm@h e [ (o' tm@)+ i) as
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= e Slal lmoik+ e o

t
< wluolfy+47 [ Nl (0)

~ df;L
4-C®MW+¢WwHﬁWM+Q+Q+aka|ﬂ+/H

1€[0,7]

[

t
+ € [ 0! (@) + @)} v
Escolhendo = C4 + %C 1 + 1, da expressdo anterior segue que

la@l+ U520 ) < € [ {0 o) + a0l ) ds

+ G{HMOH%PL\’”0\\€+(P1(M0)+@%(”0)!+C2+C5
2 1 2 S 2 2 ~ 2 p
(Ol + (P(ux(f))ﬁmc/o {o (ux(f))+\|ux(t)|fﬂ}df+mc ol |7+ [|uol [y
2 ~ -
|ur (0)||7r + 0" (up (1)) < EC{IluollﬁJr|!M0||€+<P1(uo)+!¢i(uo)\+C2+C5
4 ZC
d’l: exp /—d’t
v } < 1—k )
2 ~ -
EC{HMOH%NL||M0||€+<P1(M0)+|(Pi(uo)|+C2+C5
2C
dtpexp| —T
v } (1—k >
C{||M0||12L1+||M0||€+(P](Mo)+|5i(uo)|+C2+C5

, T||d P
+ s IAEI+ [ || m}

1€(0,7]

fx
LG

1€(0,7]

Como %Huﬂt) 13, < ||uy(2)||3 segue da desigualdade acima que

SRR e T [t

1€(0,¢

para todo ¢ € [0, T]. Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman, obtemos que

v s A+ [

1€[0,1]

IN

d
v s @I+ |||

1€[0,7]

IN

em que C depende de k, p, C1, C3, C3,Cs e T.
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Uma vez que f;, € limitada em W' (0 T:V*) e que || fillyy 0.T:7%) Hf?»”u’(o,T;V*) +
‘ ‘ 4 TV , segue que / dfx (t)|| dttambém é limitada. Ainda temos, pela Proposi¢do

2.3.6, que (pl(uo) ¢ limitada. Logo, da ultima desigualdade, concluimos que

sup ||up(t)||g < Ki e sup (pl(ux(t)) <K>. (3.19)
1€[0,7] t€[0,T]

T||d 2
Além disso, (3.19) e (3.17) implicam que / H%(i) dt < K3. Por (A1), vem que
0 H

up ()1ID < Crllup,(0)][3 + C2 + C39! (uy, (). Novamente, por (3.19), segue sup ||uy(t)||v <
1€[0,T]
Ky. Tomando M| = max {K|, K>, K3,K4}, concluimos (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) e, portanto, o

lema esta demonstrado. [ |

Lema 3.1.4 Existe uma constante My, independente de \. que satisfaz as seguintes estimativas:

sup || (t)||a < Mo, (3.20)
t€[0,T]
sup @' (up (1)) < My, (3.21)
1€[0,T]
sup Hh%(ﬂHV < My, (3.22)
t€[0,T]
T\ 4 2
/ — Dy (H)|| dt <My, (3.23)
o |ldt H

sendo J), = (I+7»8H$2)71

Demonstracio: Tome wy € H tal que (I +Adx@>)0 > wy. Dai, Jwy = 0. Pela Proposi¢io
2.3.5, temos que Jj, € uma contracdo de H em H. Logo,

[ (1) = Ol = [T () = Drwollr < [[ua (£) = wol [ = [[un. (1) + (=wo) |1 < |[ur ()]s + | wol |

= [ (Ol < (0] |m + lwol|a-

Por (3.8), vem que ||uy (t)||g < sup ||lup(2)||m < M. Assim, sup |[Jyuy(2)||n < Ks.
t€[0,7) t€[0,T]
Novamente, usando o fato de que ||uy (t)||g < My, tem-se L (||up(¢)||z) < L(M;). Além

t
disso, por (3.9), @' (u(r)) < sup @' (i (1)) < M1. Logo, @' (up () + Lo ([[un(1)]|rr) < M1 +
t€[0,T]

l,(M). De (A3), temos
0" (an (1)) < L (0" (wn(0) + L2 (|lun (1)) < L (M1 + 1 (M)

= sup (pl(unx<t)) < ll(Ml +12(M1)) = Kg.
1€[0,T]

De (A1), vem que

1B, (Ol < {C1 [ B ()| +Co + C39* (i (1)) 17 (3.24)
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Observando que ||Jyuy (1)||g < sup ||y ()|l < Ks, implica que ||Jun (1)]|3; < K2 e usando
t€[0,T]
o fato de que @' (,uy (1)) < Ke; de (3.24) segue que sup |[Jyuy (1)||v < K7.
t€[0,T]
Como ||Jyuy (1 +h) — Ty ()| < [|up (£ +h) —up (2)]], [0,T] (isso devido
ao fato de que J; € uma contracdo de H em H). Dividindo a ultima desigualdade por h e tomando
o limite, em ambos 0os membros, quando 2 — 0O resulta

2

d d d > |4
—Nuy (1 — — Ly (1 —
Hdt aiy (1) ‘ S i(t) ; Hdt Aty (1) ‘ 5 () ;
T|| 4 2 T|| 4 2
—Jhu (t dt < —uy (t dt < M;.
/0 (1) ; _/0 5i(t) s
Para concluir a prova deste lema basta tomar M, = max {M|,Ks, K¢, K7}. |

Lema 3.1.5 Existe uma constante M3, independente de )\, que satisfaz as seguintes estimativas:

sup |0 @3 (. (1))|],. < Ms, (3.25)
t€[0,7]
T )
/O g (@) [ dr < M5, (3.26)

onde g, (t) = fo(t) —duy (1) /dt + @3 (up(t)) € Oy (up(1)).

Demonstracio: Como J;u; (t) denota o resolvente de 9y §?, temos que Jyuy (1) € D(9®?) N
V, para todo ¢ € [0, T]. Neste caso, dg¢>(Jyuy (1)) # 0. Note que se f € dg@*(Jruy (1)), entdo

O*(v) — @*(han (1)) = 9°(v) = @*(Junn(1)) > (fv—Dan(t))y
= (fiv—hum(®))y-y,

para todo v € D(¢?). O que implica
0> () = Q> (haur (1)) = (f,v =T () y-y »
para todo v € D(¢?) e f € dg®*(Jouy (t)). Portanto,

Or®* (S (t)) C o9 (Jun (1)), (3.27)

para todo ¢ € [0,T]. Além disso, pelo item (iii) da Proposi¢do 2.3.5, temos

%3 (1)) € I (Jun (). (3.28)
De (3.20), (3.21) e (3.23) segue que

2
sup {@' (S (1)) + [ (¢) unx t)|| dt
1€[0,T] H
< sup 0 (a0 + sup [y ()l + / H— oo a
1€[0,T] t€[0,T]

< Mr)+M>+M,=3M>.
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Logo, por (A2), (3.27) e (3.28), {8mp7L uy (- } forma um subconjunto precompacto em
C([0,T];V*). Portanto, existe uma subsequéncia de {95 @3 (up(-)) } convergente. Sem perda de
generalidade, podemos tomar a propria sequéncia original como sendo a subsequéncia conver-
gente. Assim, {05¢3 (u(-))} € limitada; donde sup ||9u@y(ur(1))||,. < K.

1€[0,T]

Como g3 (1) = fu(t) — duy (1) /dt +0u @3 (. (1)), temos ||g3 ()5 = || fa(¢) — duy (1) /dt +
OHP3 (13, (1))][3+. Integrando de 0 até T, ambos os membros da igualdade, e usando a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz obtemos

[l = [0 - S0+ 0a00)

< [H{1A00. +]|Fn0

. < sup |[9m @3 (ur(t))
t€[0,T]

2

dt
V*

2
V.

ve < CllGEm 0],

] T {|9u R 0))]
.

Como |[0x®; (up(1))|],, v < Kge || SLup(1)]

uma vez que a imersdo H C V* é continua, resulta da dltima desigualdade que

T r d ’
[ioia < [0l +c||fuo| +x)
0 0 t u

T T
= [TA@IR-a+ [ c

T
+ [ 2cln Ol

2 T
dt + / KZdr
H 0

d
(1
dtm“( )

d
(1
dtux( )

T
dr+ [ 2K/ (0)ly- de
H 0

dt.

T d
2K3C || —uy (t
" /0 ’ Hdtux“ H

Pela Desigualdade de Young, temos

T
[k < [inoRacc [ duo] o
2 2
||y« dt +C —uy (t dt
b [ AW+ /oHdt”W
T ) 5
+ [ IR de+ KT
T|| 4 2
+ CZ/ —u(t)|| dt+K3T.
o |ldt H
;»/0 ||gk(t)|]V*dt§3/() ka(t)||v*dt+3C/O S| ar+3K3T. (329)
H

Agora, pelo fato de que a imersdo W' (0,T;V*) c C([0,T];V*) é continua, existe uma
constante C tal que s[up] A v = [lAlleqo,mve < C||f;\||W1,,,/(07T;V*). Como a sequéncia
relo,T
£, 6 limitada em W1 (0,73V*) e [|4(1)llv+ < sup [L£3(1)]lv- segue que [|f3(¢)] v+ € limitado,
t€[0,T]
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T
para todo 7 € [0,T]. Dai, / I fx(t)\\‘z,* dt também ¢ limitada. Por (3.10) resulta de (3.29) que
0

T
| 83 0)1f3-dr < Ko.
Portanto, tomando M3 = max {Kg, Ko}, conclui-se a prova do lema em questao. [ |

Dos Lemas 3.1.3, 3.1.4 e 3.1.5 veremos que podemos extrair uma subsequéncia {A,} de
{A} tal que A, — 0 e de forma que valem as afirmacdes dos trés lemas que seguem.

Lema 3.1.6 Existe uma funcédo u € C,,([0,T];V)NW12(0,T; H) tal que

wy,, —u em L*(0,T;V)NW"2(0,T;H), (3.30)
uy, (t) = u(t) em H ¥Vt €[0,T], (3.31)
Dy, —u em L*(0,T;V)NW(0,T;H), (3.32)

para todo \ > 0. Além disso, u(t) — ug em H quando t — 0.

Demonstracao: Primeiramente, note que, sdo validas as seguintes assercoes:

(i) uy é limitada em LP(0,T;V),

(i) uy, é limitadaem W'2(0,T;H),

(iii) f5, — fem LV (0,T;V*).

De fato, como a imersdo C([0,T];V) C LP(0,T;V) é continua, existe C > 0 tal que

a1 2r0,7:v) < Cllua()lcqo, vy = Czes[ltl)?ﬂ [lup(¢)||lv < M (adltima desigualdade segue de

(3.11) do Lema 3.1.3). Assim, fica provado (i).
Por (3.10) e (3.11) do Lema 3.1.3, segue que

du;L
||”7»HW172(0,T;H) = HMKHLZ(O,T;H)‘L‘W
L2(0,T;:H)
T 1/2 T'l|ldu 2 i
iy
— (/ H”k(f)H%rdf) +</ d() dt>
0 0 U \ln
T

1/2
< (/ Mfdr) + M < oo
0
donde conclui-se o item (ii).

Para mostrar (iii) observe que

df,  df
1= Fullwrr o 1) = W= fullwr .y + H% —

L7 (0,T;v*) = ||fk_f““U”(O,T;V*)'

Dai, || fy, —f,,||L,,/(O7T;V*) < |Ifa —fy||W1,px(O7T;V*). Logo, pelo fato de f; ser convergente em
whr'(o,T; V*), resulta que f; é uma sequéncia de Cauchy em L” (0,T;V*). Como este espago
é completo, temos que f; — f em LP (0,T;V*).

Agora, como u)_ € limitada em LZ(O, T;V)e W172(O, T;V) e esses espacos sdo reflexivos,
pelo Teorema 2.1.3, podemos extrair uma subsequéncia {A, } de {A} tal que

wy, —uemL*(0,T;V)
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wy, —uem WH2(0,T;H).

Portanto, uy, — u em LZ(O, T;V)N W1’2(0, T;H), o que mostra (3.30).

Além disso, seja g € [1,4o0) fixado. Como a imersdo C([0,T];H) C L(0,T;H) é continua
segue de (3.8) que uy,, ¢ limitada em L9(0,T;H). Logo, pelo Teorema 2.1.3, podemos extrair
uma subsequéncia {A}} de {A,} dependendo de q tal que upg —up — u—up em L9(0,¢; H), para
cadat € [0,T]. Pela Proposicdo 2.1.2 e como uy¢(0) = up, temos

[l =wol | Logo.zry < Viminf[juyy = uollzs(o.m)

n

1/q

= hr;ugf(/”u;ﬂ —MOHHdT)

1/q
dr)
H

q 1/q
ds) d’t} .
H

limi f( t fd )d
= 1min —Uyq(S)ds
M0 0 x”(

t
< liminf{/(
M—-0 0

Pela desigualdade de Holder, vem que

d

pretie)

- 1

t T 4 2 9/2 T, q/2 fa
u—1u ) < liminf / / —u ds (/ 1 ds) dr
= wllsorn < imint e [ [ Saato)| 0

] 1

el g ) q/2 X /4

= liminf / / —upa(s)|| ds| 19dn
A—o | Jo \Jo ||ds " ||y

De (3.10) do Lema 3.1.3 temos

t 1/q 2 1/q
.. 2 _g/2 2 441
|l —uol|za0m) < h?f%l—%f (/0 Mf/ 14/ d’c) = {Mi’/ (m) 3+ )}

1
_ M (L) /qt(l/zﬂ/q)
1 q+2 :

Pelo Lema 2.2.1, segue que

|u(t) —uollz < sup [|u(t) —uol|ln = [|u—uol|z=(0.s.r) = 1im || —uo||1a(0,1:1)
1€[0,1] q—re

1/
< limm,"? (L) qt<1/2+1/q)§M;/zt1/z’

para todo 7 € [0,T], o que implica que u(t) — up em H quando t — 0.
Agora, sejat € [0,7]. Como uy (0) = u(0) = up, temos para ¢ € H que

(i, (t) — u(t),0),, = ( 0’%(%(1) —u(r))dt,q,)H _ ( /Of (d;t;n (1) — fl:( )) d q))H.
(3.33)
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duy,,
dt

Como [luy, [lw120,7:) = llun, |2 0,7:) + ‘ e uy, € WH(0,T;H), entdo

|

12(0,T:H)
< oo, donde dzﬁ € Lz(O, T;H). Assim, por (b) da Proposi¢do 2.2.6, temos

t

duy,,
dt

12(0.T:H)

(/ot (%(ﬁ - Z_:(T)) dT’¢)H = /O[ (d%@) - Z_Z(T)"")de’ (3.34)

Vo e H,Vt €[0,T].
Agora, parat € [0,T] fixado, defina

0:  [0,f] > H
T 0(1) = 0.

Entdo, temos que a aplicacao

fo: WI’Z(O,I;H) — R

dv ~
v fo(v) = (Z’q)) L2(0,:H)

¢ linear e limitada. Logo, fi € (W172(0,t;H))* e como, por (3.30), uy, —u — 0 em W172(O,t;H)
temos que fo(uy, —u) — 0, ou seja,

4 dukn du
/()(dT (r)—%(t),q))[{dt—m, Vo€ H, Vi € [0,T). (3.35)

Logo, de (3.33), (3.34) e (3.35), obtemos

(ux,l(t)—u(t),tb)H:/Ot(dsz” (r)—Z—Z(t),¢>Hdt%0, Yo € H, Yt €10,T],

o que fornece (3.31) pelo Teorema da Representacao de Riesz.

Por (3.11) do Lema 3.1.3 vem que ||uy (¢)|lv < sup [luy, (t)||lv < My, logo a sequéncia
t€[0,T]

{”7»,, (t)} ¢ limitada em V. Sejar € [0, 7], sendo V reflexivo, podemos extrair uma subsequéncia
{M,} de {A,} dependendo de t tal que

uy (t) — u(t) em V (3.36)

(o fato de uy; (1) — u(t) vem de (3.31)).
Pela Proposi¢do 2.1.2, temos ||u(t)||y < li}bmiréf||u;hz (t)|lv < M, sendo a dltima desigual-
14) n

n

dade obtida de (3.11) do Lema 3.1.3. Como M| ndo depende de t, concluimos que u(t) € V,
Vi €10,T],e sup ||lu(t)|ly < M) < oo. Portanto, para todo ¢ € [0,T] e {t,} com 1, — t, quando
t€[0,T]
n — oo, existe uma subsequéncia {z,, } de {r,} e w € V tal que u(z,,) = w em V, quando ny — oo.
Como H* C V*, segue que u(t,,) — w em H.
Por outro lado, u(t,, ) — u(t) em H, quando ny — oo, visto que u € C([0,T];H). Assim,
u(ty, ) — u(t) em H, quando ny — co. Pela unicidade do limite fraco, u(t) = w. Logo,

u(ty,) —u(t) emV, quando ny — oo (3.37)

e, portanto, u € C,,([0,T]; V).
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Pelo mesmo argumento dos itens (i) e (ii) mostrado no comeco da demonstracao desse lema,
mas agora usando (3.20), (3.22) e (3.23) do Lema 3.1.4, podemos verificar que J) u) € limitada
em L?(0,T;V) e em W2(0,T;H). Como esses espagos sio reflexivos, podemos extrair uma
subsequéncia {A,} de {A} tal que J, up, — v em L*(0,T;V)NW'2(0,T;H). Por (3.25) do
Lema 3.1.5, temos

||, () = T, ()]s = W0 ®5 (1, (1)) |lv+ < MM,

para todo ¢ € [0,T]; o que implica que (uy, —Jy,up,) — 0 em C([0,T];V*) quando A, — 0.
Portanto, segue de (3.30) e da unicidade do limite fraco que u = v e, assim, temos (3.32). Desta
forma, o lema esta demonstrado. [ |

Lema 3.1.7 Existe g> € C([0,T];V*) tal que

@y (i, () = g em C([0,T];V*),
g () e 8(p2(u(t)) para q.t. t € (0,T). (3.38)

Além disso, ©*(u(-)) € C([0,T)).

Demonstracao: Na demonstra¢io do Lema 3.1.5 mostramos que {agﬁ}%(uk())} forma um
subconjunto precompacto em C([0,7];V*). Logo, existe uma subsequéncia {A,} de {A} e
g?> € C([0,T);V*) tal que aH@m(u;m(-)) — g2 em C([0,T];V*).

Na demonstracdo do mesmo lema citado anteriormente, também mostramos que
P> (I, up, (1)) C 0Q*(Jy, up, (1)) (veja 3.27). Pelo item (iii) da Proposigdo 2.3.5, temos que
ay6in (”k,, ([)) c 8H62(J;mu;m (l‘)), paratodot € [0, T]. Assim, ayﬁin (”k,, (t)) c 8&2(&”@” (l‘)),
vVt €[0,T].

Além disso, como 8H$%n (up,, () — g% em C([0,T];V*) e a imersdo C([0,T];V*)
C L*(0,T;V*) é continua, segue que aH@in(”kn(')) — g% em L*(0,T;V*) = (L*>(0,T;V))*.
Pela Proposi¢io 2.1.2, temos <BH$72% (”xn(')),hn”%> — <g2,u>, uma vez que Jp uy, — u em
L?*(0,T;V). Logo
lim sup <8H$i (uy, (+)),Jn, up, > = <g2,u>. Pela Proposicdo 2.3.4, (u,g?) € 0¢>. Isto &, u €

-0 n n n- Mn

D(OF?) € ¢ € 042 (u).

Usaremso a Proposicio 2.3.3 para concluir que g*(¢) € 0¢*(u(t)) para q.t. t € (0,T). Defina
j(s,u(s)) = @*(u(s)). Por (Ad) e usando (3.8) e (3.9) do Lema 3.1.3 segue que @*(u(t)) < oo.
Assim, [J @?(u(t))dt < oo. Logo, @*(u(-)) € L'(0,T).

Agora, seja t € [0, T] arbitrdrio, porém fixado. De (3.36) temos uy; (t) — u(t) em V. Como
¢! € ®(V) segue que

o' (u(r)) < x1imoinf<p1 (upe (1)). (3.39)
e "

Por (3.9) do Lema 3.1.3 , vem que (pl(uxil(t)) < sup (pl(u;h;l(t)) < M;. Logo, de (3.39),
t€[0,T]
@' (u(t)) < My, onde M| nio depende de t. Assim, paratodo t € [0,T], u(t) € D(¢') e
sup @' (u(r)) < M.
t€[0,T]
Seja {f,} uma sequéncia em [0, T| tal que #, — ¢. Como u € C,,([0,T];V), temos
zl,,iinn(b(u(t”)) = ¢(u(t)), Yo € V*, para cadat € (0,T). Logo, u(t,) — u(t) em V. Agora, como
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o' (u(ty)) < sup @' (u(r)) <My, segue que @' (u(t,)) é limitada. Assim, pela Proposigdo 3.1.1,
t€[0,T]

©*(u(ta)) — @*(u(t)) e, portanto,
¢ (u(-)) € C([0,T)).

Além disso, também, temos que limsup ¢ (u(z,)) = @*(u(t)) e, portanto, pela Proposicdo
ty—>
2.3.3, conclui-se a prova do lema. [ |

Lema 3.1.8 Existe g, € L>(0,T;V*) tal que
g — g emL*(0,T:V"),

&)= F0)+80)

7 (1) € 8({)1 (u(t)) paragq.t.t € (0,T). (3.40)

1/2
Demonstracao: De (3.26) do Lema 3.1.5, temos que <f0T\\gi(t)\|%,*dt> < M31/2 < oo,
Logo, gi é limitada em L?(0,T;V*). Como este espago é reflexivo, podemos extrair uma sub-

sequéncia {A,} de {A} tal que g}m —glem L?(0,T;V*).
Além disso, pelo Lema 3.1.5, temos

duy, ~
83, (1) = fo, (1) = —2(0) + 9u @y, (u, (1)). (3.41)
Por (3.30) do Lema 3.1.6, vem que uy , — uem L?*(0,T; V). Isto é, paratodo g € (L*(0,T; V)=
L?*(0,T;V*), tem-se th g(up,) = g(u), o que equivale a
—>00

n

fim /0 " h(e), i, (1)) di = /O " (o), u(e)) i,

n—o

para todo h € L*(0,T;V*).
Assim, para h € L>(0,T;V) C L*(0,T;V*) temos

. T duy,, . T .y, (1+h) —uy, (1)
nh_r>r°1° A <h(t), % (t)>dt = r}l_I)IOIO A <h(t),%1g(1) . dt
r t+h)—u (t
- / <h(t ,lim lim (1 H) ~ 1, ( )>dt
0 h—0n—eo h

Logo, d'g" — ‘fl—’t‘ em LZ(O, T;V*).

Note, também, que como W7 (0,T;V*) < C([0,T];V*) < L2(0,T;V*) e fa, — [ em
WLr' (0,T;V*), entdo fo, = fem L?(0,T;V*). Além disso, aHﬁﬁn (uy,, () — g*em L*(0,T;V*),
uma vez que 81.@%’[ (uy,,(2)) = g> em C([0,T);V*) e C([0,T];V*) — L*(0,T;V*).

du
-

Portanto, das observagdes anteriores, de (3.41) temos g' = f+ g% —
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Agora, mostraremos que f(¢) + g2(t) — %(I) € 09! (u(t)) para q.t. 1 € (0,T). Para tanto,
multiplicaremos (3.41) por u, . Assim, obtemos

(8,0060,0)), = (5@, 0y + (06, 0.00,0)),
- (e0m0)

Integrando, a expressdo anterior, de 0 até T, e usando a letra (b) da Proposicao 2.2.8, obtemos

[ b @), = [ (0, Oyt [ (00 0, 0)), e

1 1
— Sl (T + 5 ol

Tomando o limsup em ambos os membros da igualdade anterior, vem que

T
lim sup 5 <gin(t),u;m(t)> dt—hmsup/ (fa, () n(t)>v*,vdt

A—0 VeV

Ty . - . 1
+ limsup <8H@in(t)7“ln(t)>v* dt—hm1nf—||u;Ln(T)||12q+11msup§||u0||%1

A—0 J0 4 An—0

_ hm/ (016, (1)) dt+hm/ O, (1)1, (1)) dr

An—0 VeV

~ lixmi%fiHuxn(T)HH + §||uo||H-

n

#, uma vez que uy, (T) —

1 1
Pela Proposicdo 2.1.2 temos que — liminf = ||uy_(T)||% < —=||u(T)|
A—0 2 " 2
u(T). Assim,

T T
li <1t, t> dt<1im/ 1), uy, (1)), o, dt
imsup | &, (1), (1)), di < lim | (Fra @)1, () y

Ty =
+ lim <3H(Pxn (1),uy, (t)>V* y dt

An—0J0
1 2 1 2
— §\|M(T)HH+§|!M0HH- (3.42)

Como, f — fem whe'(0,T;v*) e Wh'(0,T;V*) — C([0,T];V*), temos fr, = fem
C([0,T];V*). Logo, f, ¢é limitado em C([0,T];V*). i, @®)[lv < sup || fi, (@)]|lv: =

t€[0,T]

A lleqo,rzve) < oo
Por (3.11) do Lema 3.1.3, temos que ||uy, (¢)||v < oo, paratodo ¢ € [0,7]. Donde, segue que
| <f;bn (t),u,, (t)>v*,v | <[, @] lv+||ua, ()||lv < o € R. Claramente, o, € L'(0,T). Logo, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada, resulta que

T T
tim [ (00,0t = [ 0).0))

M—0J0

De forma anéloga, lembrando que 8;@%}1 (t) — g% em C([0,T];V*), mostra-se que

lim ' <8H6;%H (1), u, (t)>v*,V dt = /OT (g*(1),u(t))dt.

A—0J0
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Substituindo as informagdes anteriores em (3.42), obtemos

lim sup 0T<gin(t),ukn(t)> dr < /OT(f(t),u(t))dt—i—/OT<g2(z),u(t)>dt

Ay —0 VeV

= Sl + ol 7

_ / (1), u(t) dt+/ CRORTON
- (G >
b (o

T du
FO+80) - GO0

S

o que implica que limsup <gin,ukn>w7v < <g1 , u>v*’v

Observe que (u;m,g;lhn) € 09!, uma vez que uy (-) € D(9¢') e gin € 09! (uy, (-)). Além
disso, por (3.30) do Lema 3.1.6, temos que u), — uem L*(0,T; V), g}m —~glem L?(0,T;V*) =
(L?*(0,T;V))*. Logo, pela Proposicio 2.3.4, (u,g') € 9¢!. Isto é, u € D(3¢') e g' € 90! (u).
Assim, podemos proceder de forma andloga a demonstracdo de lema anterior para usar a
Proposicio 2.3.3 e concluir que g' (¢) € 99! (u(t)) para q.t. £ € (0,T). [ |

Para concluir a prova do teorema, resta mostrar a estimativa. Para tanto, mostraremos que
(pz(u;% (1)) — @*(u(t)), para todo 7 € [0,T]. De fato, seja ¢ € [0,T] fixado. Por (3.9) do Lema
3.1.3 temos que ¢! (up (£)) < sup (pl(uxgl(t)) <My . Assim, uy (t) € D(¢"). Além disso,

t€[0,T]
por (3.36) tem-se uy, (t) — u(t) em V. Logo, pela Proposi¢do 3.1.1, resulta que (pz(um (1)) —
¢*(u(t)), paratodo ¢ € [0, T].

Portanto, colocando A = A/, em (3.16) e observando que @3 (up (1)) < §*(up(¢)) e @3, (ug) —

¢?(up) quando A/, — 0 (veja Proposicio 2.3.6), obtemos

[

2
Hd’5+ Q' (u(r)) + 0% (o) < @' (o) + ¢ (u(r)) + <f(f)v“(t)>v*,v

du
%(T)

e, assim, terminamos a prova do teorema. [ |
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3.2 Algumas observacoes e extensoes do teorema de existéncia
para o problema de Cauchy

Nesta secdo veremos que algumas hipoteses do teorema de existéncia visto anteriormente po-
dem ser enfraquecidas.

O teorema que segue garante a existéncia de solucao local para o problema (3.1) sem preci-
sar assumir a condi¢do (A4).

Teorema 3.2.1 Suponha que as condigoes de (Al) até (A3) sejam verdadeiras. Entdo, para
quaisquer uy € D(@') e f € WhI'(0,T;V*), existe um niimero Ty € (0,T] tal que o problema
(3.1) tem uma solugdo forte u em [0, Ty| satisfazendo (3.5) com T substituido por Tp.

Demonstracao: Para provar o teorema, vamos considerar o seguinte problema auxiliar:

{ 50+ 28u0) 20D 2 SOV, 0<e<T (343

onde € R é tal que r > @*(ug) e @' denota a fungio truncada de @' dada por
1 2
Ly — ] @ (), se07(u) <r
()= { doo, se@*(u)>r
O seguinte lema nos informa que, sob dadas condi¢des, o problema (3.43) tem uma solugdo
forte em [0, 7.
Lema 3.2.1 Assuma que (Al), (A2) e (A3) sejam satisfeitas. Entdo, para quaisquer ug € D(@"),

FeWh (0,T;V*), r € R com r > @*(up), o problema (3.43) tem uma solugdo forte u em [0,T]
satisfazendo (3.5), com @' substituido por @', Além disso, é vilida a seguinte desigualdade

[

2
de+<P1’r(u(t)) + @ (uo) < @' (uo) + ¢ (u()) + (1), u(t))y-

du
%(T)

_ <f(0)aM0>v*,v—/Ol<%(7)7”(1)> dt, (3.44)

ViV
paratodot € [0,T).

Demonstracio: Primeiramente, observe que @' € ®(V). De fato, como uy € D(¢') e
0 (ug) < r, tem-se @' (up) = @' (uy) < 0. Logo, ¢! é prépria em V.

Para mostrar que @' é convexa em V, sejam u,v € V e t € [0,1]. Se ¢*(u) > r entio
(p"’(u) = +oo e, assim,

O (L—tu+1v) < (1—1)0" (u) + 19" (v) = +oo. (3.45)
Se @*(v) > rentdo @' (v) = +oo e (3.45) também vale. Agora, se 9*(u) < re ¢*(v) < r, usando

a convexidade de @2, temos @ ((1 —t)u+1v) < (1 —1)@*(u) +1@*(v) < (1 —t)r+tr =r. Assim
o' (1 —=t)u+1v) = @' ((1 —t)u+1tv). Agora, usando convexidade de ¢', temos

(1=0)9" () +19"(v) = (1-1)9'(u) +10'(v) > @' (1 —1)u+1v)
= o' ((1=0)u+1v).
De forma similar a como foi mostrado que (p}i ¢ s.c.iem H no Lema 3.1.2 se mostra que
o' és.ciem V. Logo, ¢! € ®(V).
Note que, por defini¢do de !, temos D(@"") = D(¢') N {u € V : @*(u) < r}. Além disso,
as condicdes (A1), (A2) e (A3) continuam vélidas substituindo (pl por (p]”. Realmente, como
(A1), (A2) e (A3) sdo verdadeiros com (pl, segue que:



41

(A1) Sejau € D(¢'"). Neste caso, @' (u) < oo, donde @' (u) = @' (u). Assim, temos
G301 (u) = C39! (u) > |[u]|} — C1||ul|3; — Ca. Logo, (A1) é verdadeira com ¢!

(A2) Como D(¢') C D(9¢?), segue que

D(o")=D(o") N{uecV:¢*(u) <r} CD(@P*)N{ucV :¢*(u) <r} C D(dg?).

2

Além disso, tomando {u, } C V, paratodon € N, tal que sup {@"" (u(t)) + ||un(t)||ts } +
duy, Jt seia limi Lr
t seja limitado, temos que @ (u, (7)) < oo, donde

t€[0,T]
T
/0 ar
O (un (1)) = @' (uy(t)) < 4-o0. Assim,

sup {94 (0) + a0} + |20

t€[0,T]
T
)
(A3) Sejau € D(¢'), por (A3) com ¢!, temos que Ju € D(¢'). Logo, ;,D(9') C D(¢'). As-
sim, pela Proposi¢do 2.3.6, temos @ (J;u) = ¢*(Su) < ¢*(u) = ¢*(u) < r, para todo u €
D(¢'"). O que implica que Jou € D(¢'") e @' (Ju) = @' (Jyu). Assim a condigio (A3)

é satisfeita com @' no lugar de @', pois @' (Jyu) = @' (hu) <11 (¢'(u) + L(||ul|)) =
I (@ (u) + L (||ul|m)), para todo u € D(@!").

dun

dt = sup {@" (un(t)) + lun(t)| |1 } +
t€[0,T]

2
dt também € limitado. Logo, de (A2) com (pl, segue (A2) com (p“
H

du,
t
5 )

Por fim, como ¢?(u) < r, para todo u € D(¢'"), a condicdo (A4) é satisfeita com k = 0,
Cy=0,Cs =re @' =¢!". Note, também, que @' (1) = @' (up) < o0, uma vez que @*(ug) < r
euy < D((pl) e, portanto, uy € D((pl”). Logo, pelo Teorema 3.1.1, o problema (3.43) tem uma
solugdo forte u em [0, T] satisfazendo (3.5), com (p1 substituido por (p” ,e (3.44). [ |

Para completar a prova do Teorema 3.2.1, vamos mostrar que u(¢) torna-se uma solucao
forte para o problema (3.1) em [0, Tp|, para algum Ty > 0. Para isto, € suficiente provar que
existe um nimero Ty € (0,7T] tal que 9¢"" (u(t)) = @' (u(t)) para q.t. ¢ € (0,Tp). Para esta
finalidade, usaremos os préximos lemas:

Lema 3.2.2 Se u € D(3¢"") e ¢*(u) < r, entdo u € D(3¢') e 99" () = 3¢ ().

Demonstracdo: Seja (1,&) € 99! tal que ¢*(u) < r e tome v € D(¢!) fixo e arbitrario. Para
s € [0,1] defina u; := (1 —s)u+ sv. Claramente, u; — u em V quando s — 0. Note que,
Us E D(¢'). De fato, usando a convexidade de @', temos ¢! (1) = @' ((1 —s)u+sv) < (1 —

5)Q' (1) + 50! (v) < 400, s € [0,1], uma vez que u,v € D(¢'). Além disso, como s € [0, 1],
temos (1 —s) < 1. Assim,

—5)0' () +5¢' (v)|

O (1) < (1—=5)9' (u) +s5¢'(v) <|
< Hw)l+1e' ),

(1
(1=9)[¢" (u)| +s]o' ()] < |

¢
para todo s € [0,1]. Logo, pela Proposicio 3.1.1, ¢?(u, ) — @*(u), quando s — 0. Isto &,
lin(l)(pz(us) = @*(u) < r. Assim, existe 5o € (0,1) tal que ¢(uy,) < r, 0 que resulta que uy, €
s—

D(¢""). Agora, como & € 9¢'" (u), segue que

(pl(uso) - (pl (u) = (pl’r(uso) - (phr(”) > <§7 Usy — ”>V*7V'
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Pela convexidade de @', temos ¢! (uy,) = ¢! ((l—so)u+sov) (1—s50)9' (1) +509' (v). Donde,
@ (ug0) — @' (1) < (1—150)9" (u) + 509 (v) — @' () = 50(¢' (v) — @' (u)). Entéio,

s0(@ (V) =0 () = @' (ug) =@ (1) = (& 15y — )y y

&, (1= so)u+s0v— )y y = (& —sou+50v— )y y
& s0(v—u))y+y

& s0(v “)>v*,v

Dividindo, ambos os membros da desigualdade acima, por sy > 0, obtemos @' (v) — @' (u)
(§,v—u)y«y,paratodov € D(¢"), o que mostra que u € D(3¢"') e & € 99! (). Logo, 09" " (u)
00! (u).

Agora, seja (1,E) € 99! tal que ©?(u) < r. Neste caso, @' (u) = ¢'(u). Logo, para todo
veD(@'), temos ¢ (v) — @' (u) = @' (v) — @' (u) > (€,v—u)y- . donde ' (u) C 99" (u)
e, portanto, 99" (1) = 9! (u). |

=
=
= 50(9' (V) —0' () = {

>
C

Lema 3.2.3 Existe um niimero Ty € (0,T] tal que ¢*(u(t)) < r, para todo t € [0, Tp).

Demonstracao: Para o caso onde nfax] @*(u(r)) < r, basta tomar Ty = T. Agora, para o caso
te€l0,T

onde rr[lgx](pz(u(t)) > r. Observemos que como ¢?(u(-)) € C([0,T]) e ®*(up) < r, existe um
te[0,T

nimero Ty € (0, 7] tal que @?(u(t)) atinge r em ¢ = Ty pela primeira vez. |

Assim, pelo Lema 3.2.3, existe um nimero Ty € (0,T] tal que u(t) € D(¢"") para todo
t €[0,Ty). Logo, pelo Lema 3.2.2, temos que u(t) € D(3¢') e 00" (u(t)) = 9@ (u(t)) para q.t.
t € (0,Tp). Portanto, u torna-se uma solugdo forte para o problema (3.1) em [0, Ty] e, assim, o
Teorema 3.2.1 estd demonstrado. [ ]

O Teorema 3.2.1 nos afirma que ndo precisamos assumir a condi¢do (A4) do Teorema 3.1.1,
porém perdemos a existéncia de solucdes fortes globais. Veremos no préoximo teorema que
supondo a condi¢do (AS) a seguir ao invés de (A4) € possivel garantir a existéncia de solucao
forte global para o problema (3.1) com algumas restri¢des em ug € f.

(AS) O“pl(u) < <§—Tl7u>v*,v +l3((p2(u)) ’ (Pl (u)v V(u,ﬁ) S a(p17 v(”?ﬂ) S a(pZ, onde a>0e
I3 :]0,4+00) — R é uma funcao continua nao-decrescente satisfazendo /3(0) = 0.

Teorema 3.2.2 Supondo que (Al) até (A3) com C; = C, =0 em (Al), (p2 >0 e (A5) sejam
satisfeitos. Seja 8y > 0 tal que I3(8y) < o Entdo, para todo R > 0, existe um niimero positivo
Or tal que para todo T > 0 e (ug, f) pertencente ao conjunto

Xap.R = {(uo,f) e D(e") x W' (0,T;v") :
! (uo +/ £ @IID- d— d'ch,
©*(uo) < 8o,

o+ a1 )Wf .

1/p
} < 8R )
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onde
/ / | f(7) ||p*d’c seT <1
FOR|. ,
H e ) sup ||f( )b.dt, seT > 1
te[1,T) V1

o problema (3.1) tem uma solugdo forte u em |0, T satisfazendo (3.5).

Demonstragio: Por hipétese temos que C3¢! () > ||u||}, > 0, donde C3¢' (1) > 0 e, assim,
o! (u) > 0, para todo u € D((pl), uma vez que C3 > 0. Como, também por hipétese, ¢> > 0,
segue que @' >0 (i=1,2).

Além disso, como /3 : [0,+00) — R é uma fung¢do continua ndo-decrescente tal que /3(0) =
0, podemos tomar um nimero 8; > 8o tal que max,c(o 5, /3(x) < (0+at)/2 € (0, ), onde
Qo := MaXye[0,5)] I(x) < o

Defina, Dy := {u € D(9?): 9*(u) <81 }. Assim, para todo u € Dj , temos I5(¢*(u)) <
13(81) < max,c(5,]3(x) < (0o + @) /2. Por (AS), vem que

0'(0) < (&~ Mty + 50%0) 0" (1) < €ty + D gl
= a9 ()~ XY gl < gy
= 22N ) < (G- (340

para quaisquer (u,§) € 9¢', (u,m) € 0@* e u € D%].
Neste momento, usaremos o problema (3.43) com r substituido por 8;, Além disso, defina

Xipi= {(uo,f> & D(@!) x W' (0,737

o)+ [ I o

¥ (o) <o, |ruo\|H+{max( )H|f |, }”’ka}

paratodo d, R, T > 0, onde

d'ch,

/ 1£(7) Hp*dt seT <1

) sup Hf( D)||ldr, seT > 1
te[1,T] 71

[Irey

e denote por S% , o conjunto de todos u € C,,([0,T];V) NW!2(0,T;H) tal que u é uma solugdo
forte do probler7na (3.43) em [0, T| satisfazendo (3.44) e ¢ (u(-)) € C([0,T]) com (uo, f) € X{ p.

Pelo Lema 3.2.1, temos que S{ , # 0 quando X{ , # 0. Para todo u € S} ,, vamos definir
T, (u) :=sup {Ty € (0,T] : @*(u(t)) < r, Vt €10,Tp) } Para completar a prova, /pelo Lema3.2.2,
¢ suficiente mostrar que para todo R > 0 existe Og > 0 tal que paratodo 7 >0eu € ng  tem-se
T,(u) = T, onde notamos que dg independe de T.



44

Suponha que a asser¢do anterior seja falsa. Isto é, existe Ry > 0 tal que para todo & > 0
existe um 75 > 0 e um ug € S?R tal que 7,(ug) < Ts. Logo, por defini¢do de 7,(u), para todo

t < Tp(us) vem que ¢°(up(1)) < re @*(us(T;(us))) =r. .
Em particular, fazendo 8 = 1/n, para cada n € N, e definindo v, := 1 /n € S 11/,: Ry € Ty =
T(uy /n), temos que v, torna-se uma solucdo forte em [0,7;,] para o seguinte problema de

Cauchy

D (1) + 99! (va (1)) — 09> (va()) D fult) em V*, 0 <1 < T, 3.47)
Vn(O) =ugp ’ )
Tl/n

onde (ug », fn) € Xl/n,Ro'
Neste caso, para (v,,&) € 09! e (v,,1) € 9¢?, temos

dv,
dt

() +&—n=fu(t) (3.48)

Multiplicando (3.48) por v,(t) obtemos

<%(I),vn(t)> +(Evn())yey — Mva(t))yey = (Fult), V() y -
vy

Note que £ [[v,(1)][2, = L (va(t),valt)) 4 2(an( ), vn(t)>H. Entfio,
3 5l vaOIF + € =nva())yy = (fa(1),va(1))y- - Por (3.46), temos

1d — 1d
S a0+ 5220 (1)) < 5 M)+ €=M, va(0)) -y = L) vy
donde
1d —
S0+ 22001 (1) < (alt),va(0))ye y paraatp 1€ (0.Tr),  (3.49)

visto que v, (1) € D%l paratodo 7 € [0,T;.,).
Por (A1) temos |[v, ()|, < C39! (v4()). Como a imersdo V C H é continua, existe K > 0
tal que |[va()[[}; < K|va(0)[[§ < KC39' (valr )) donde g [[va (NIl < @' (va(r)), uma vez que

KC3 > 0. Como o — 0g/2 > 0 temos 20“) % vl < %5 €%l (vy(r)). Logo, de (3.49) e
usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 3.1.1, vem que

1d y  o—0g 1 1d 5 OL—0Olp
g MO+ g @Il < ol +

(fa(0):va())y v
(O lv|[va ()] lv

o — O / o— o
2ty (L ol + S -

@' (va(1))

IA A

IN

Donde,

ld oc—(xo o — Ol

o — o
O, — N|E <

) O
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Logo,

1d 5 . O0L—0g 1d o — O o — 0
> g MO+ e @Il = 2dt||n<>||b{+2,«: MOy = e, IO

ld o — O o — Qo p
t — t

M, (“ °‘°) Ut >||P*.

IN

IA

Assim,

[STaS]

d ~
a1 +28 (b)) " < 2C1 (O] para gt 1 € (0.T5),

onde .= (0t — 0)/4KC3 > 0e C =M, (0‘ 0‘0) > 0 ndo dependem de n.

Queremos aplicar o Lema 2.2.3. Para isto, considere j(r) = ||v,()|[7; > 0. Temos que j(-)
¢ uma fun¢do nao negativa absolutamente continua, uma vez que v, é solugcdo de (3.47). Tome

2/p
s—||u0n\|,,+H|fn [

strnn
2/p o

= 5. Além disso,
laTr,n

. Como ||ug ||, < 1/n <1, temos j(0) = Hbto,n||,%1 < ||uonlly <

= (o ff;)”zg

p/2
) = sP/2 = sP~1_ Observe que estamos considerando p = (p/2) +

O]},

ol + || L )15

(][

1 > 1, uma vez que p — 1 = p/2. Logo, pelo Lema 2.2.3, existe uma fun¢do ndo-decrescente
M(-) que ndo depende de n e tal que
1/p >
- S.
LTn

2
om0 < (Tl + |11
T ) 172, Agora, tomando

L nn

2/p
LT

).ng(||uon\|H+H\fn~)’v’
Seja () = V0T D (0l < (ol + L5

I(x) = [(x)x'/2, vem que lim,_,o/(x) = 0. Como [(-) é composta de fun¢des ndo-decrescentes,
temos /(-) também é uma func¢@o ndo-decrescente. Assim,
1
n)=1G)
1T, n

Vn(T}.n) — 0 em H quando n — +-co. (3.50)

n(Ta)lly < sup an<>HH<z(r|u0nuH+H|fn r.

1€[0,T;.1]

Portanto, pelo Teorema do Confronto,

Por outro lado, integrando (3.49) de 0 até T,.,,, obtemos

L S e B+ 5% [ @ e < [ 00y

Como ||v,(0)

1 1 o — O

2 2 Tin 1 Trn
STl =3 loal i+ 2522 [ @ e < [0 val0)) ey s
Tin
L ROl o) v

IN
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Tomando a = ||v,(t)||lv > 0e b =||fu(t)||y+ > 0, pelo Lema 3.1.1 e por (A1), obtemos

1
2

o—oag [T
@l + =52 [0t mn(0)ar <

1 2 o — (X'O Tr,n / o — (XO Tr,n
SllaonlB 98, (%222 ) [T O+ 42 [ ol
1 2 o — (X() T’”s" / o — (xO Tr,n 1

< Sl a6 (“e) [T U0l 2% [T gt e

T,
Pela definigdo de X /12 ”RO, vem que

1 2 a—ao Tr,n] 1 2 Tr.ﬁ pl
ST+ 222 [ e e < Sl +C [ IR0

1
< —+4+CRy < 1+4+CRy,
2n?

onde C = M, (Oif—c(:") Como {|va(T;.n)||% > 0 segue que

Tr.n
/ @' (v, (1))dt < My, (3.51)
0

onde My = % nao depende de n.

Vamos mostrar agora que

sup || fu(0)[I)+ < Ms, (3.52)
te [0>Tl/n]

onde M5 € uma constante independe de n.
. . / /

De fato, primeiramente notemos que, como f, € W17 (0,71 /,;V") e whp (0,71 /,;V") C
C([0,T; /n];V*) temos que a sequéncia f, pertence ao espaco das funcdes continuas e esta de-
finida no compacto [0, 77 ,], logo existe #, € 0,77 ,] tal que ||f,(t,)||v+ = min _|[f(2)|[v=.

te O,T]/n
Assim,

4 Tl/n 4 Tl/n 4
Tl = [ I IFede < [ 1f@I-ds.

Donde,
1

()| <
Il < 7

Tl/n /
/0 FAGI (3.53)

Para o caso em que 77/, > 1, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

1

/ / t d /
LI = @I+ | FREhds -

1/n

Tl/n p/ I d pl
L s [ 2l

dfn
drt

(T)

1

Ti/n o , t -1
= o [ Ih@Ids+ [ @I
1/nJ0 In

Tl/n p/ ’ Tl/n p/_l
L s+ [ I

(v)|| dr

V*
dfy
dr

IN

dar

V*
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(a dltima desigualdade segue do fato de que(1/7; /) < 1elty,t] C[0,T /n]) Agora, pela Desi-
gualdade de Holder e notando que p(p’ — 1) = p/, temos
o 1/p
dt
V*

/ Tl/n / Tl/n /_ l/p Tl/n
1O < [ InEa ([ eI ) (/O
Ty , Ty NP (T A
= [ ([ in@ia) ([ o
0 0 0 drt v

< Ro+p'(Ro)"/P(Ro)'/7,

df,
drt

A\

(7)

Tl / / l—i_il
uma vez que (4o, fn) EXI/ZRO. Assim, || ()|~ < Ro+ p'(Ro)"/?(Ro)\/? = Ro+ 'Ry ¥ =
Ro+ p'Ro = Ro(1+ p’). Logo, an(t)Hp/* < Ms, onde Ms = CRy, com C = 1+ p/, ndo depende
de n. Portanto, sup || f.(¢)||0. < Ms.

ZE[O,Tl/n]

Para o caso em que T}/, < 1, temos por defini¢do que ’ ‘ If() |€;

Tl/n p/
= [T Ir@Il.ae

17Tl/n
’ Tl/n 1/n

o ) U 1/p
{Tl/n/() Hf(’c)Hv*dT} = {max( T/ﬂ)H’f 1,T1/,,}

1/p
< Huo.,n||H+{maX< )H'f 'pr./n}

1
< -
n

Além disso, max <1 L) = TL, uma vez que (1/T1/n) > 1. Assim,

/n / 1 P /
De (3.53) resulta que ||fn(tn)||p* < T1 / [ fu(D)|FdT < (—> e, portanto, sup || f,(2)|[}-
I n t€[0,71 ]
< Ms.

Por (3.44), vem que
2
dt+ (Pl (vn(Tron)) + (pz(u07n) < (P1 (u0,n) + (Pz(vn(Tnn))

Tin
b &l
rnn dfn
b T Ty~ GO0y~ [ (GO M®) e 65
Trn 2
Como / ’ dt >0, 0*(ug,) > 0e @*(vy(Tpn)) < 1, temos
0 H

(Pl (Vn<Tr,n)) < (Pl (”0 n) +r+ <fn(Tr,n)7Vn(Tr,n)>v*7v - <fn(0)a”0,n>v*_‘v

- /0”’<ZJ?( ),vn(’C)>V*7vd'c

< (Pl(uo,n) +r+ |’fn(Tr,an*an<Tr,n)||V + ||fn(0)HV*H”0,nHV

Tr,n
+ [T5E@)| @i

dv,
daz

(7)

dv,
dt

(7)

V*
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Pelo Lema 3.1.1 e por (A1), obtemos

(Pl(vn(Tr,n)) < (Pl(MO,n> —I—r—}—f?\/[p (%C}) ||fn(Tr,n)||pl* ( rn)||p

1 /
+ 36 (&) RO+ 5

+a6(5) )7L

dt
o (o) 47436, (5 ) T + 50 0(T3)

263 ”v”

’C—I—C/ a()l10ds

IA

1
+ 26 (&) IAOI.+9' ()

1\ [T ||df,
o9, (0_3)/0

Tin

p/
di+ | @'(va(7))dr.
V* O

el

Assim,

1 1 / 1 /
20 0uT) < 20041+ 36 (5 ) 1T+ 36 (& ) 1O
3 3

2
(B

E(T)
Tomando C = max {2, M, (&) M, (%) }, resulta

Trn

d*c+ [0) (Vn( ))dr.
v 0

(Pl(Vn(Trn))

< C{(P (on) b7+ [ 9 Ga@)as O+ LTI+ [ *dr}

< C{Ro+r+Ms+Ms} (3.55)

dfn

em que a dltima desigualdade segue de (3.51), (3.52) e da defini¢ao de X1 InRo’

Novamente por (A1), temos |[vu(Tp.n)||h < C30'(va(Tn)) < C3C{Ro+7+Ms+Ms} <
+oo. Logo, {vn(T;.»)} € limitado em V. Sendo V reflexivo, podemos extrair uma subsequéncia
{n'} de {n} tal que v,y (7},,y) = vem V. Como H* C V*, segue que v,y (7,.,») — v em H. Por outro
lado, por (3.50), v,y (7,.,y) — 0 em H. Pela unicidade do limite fraco, v = 0. Assim, v,y (T,.,;) — 0
em V.

Como a imersdo V C H ¢ continua e pelo fato de {v,(7}.,)} ser limitado em V, segue que
2

Tr,n d
{vn(T;.n)} é limitado em H. Além disso, segue de (3.54) e (3.55) que / %(’C) dt é
0 H
d
limitado. Assim, sup {@'(va(T:n)) + |[va(T |\H}+/ V" (t)|| dz é limitado. Logo,
t€[0,T5.) H

por (A2), podemos extrair uma subsequéncia {n"} de {n'} tal que g2, — g*> em V*, quando
n” — +oo, onde g%,, € 8(p2 (Vn”(Tr,n”))-

Temos, também, que ug,» — 0 em V. Como g2, — g* em V* quando n” — oo, pela
Proposicao 2.1.2, tem-se (g2, g u ).y, — (€%,0),. , = 0. De forma andloga, mostramos que

<gi,,,vn// (Tm”>>v* v — 0. Dai, <g%,,,vn//(T,7n//) - ”Oyn”>v* v — 0, quando n"" — 40, Entdo, existe



49

Ny € N tal que

<g12V07VN0(TV7N0) - M07N0>V* V' < 81 — 8. Agora, como gi € 99*(vivy(Trn, )

temos

O (1t0.5y) — O (v (Trz)) = (&R H0.Np — VN (Tezo) )y y

= (pz(VNo(ThNo)) < (PZ(MO,NO) + <812\707 —Uo,N, + VNO(TV,N0)>V*7V
< 09+0; -8 =0 =r.

Assim, 0 (v, (T;(vw,))) < 7, 0 que é uma contradi¢do com o fato de @ (v, (7,(vw,))) = 7. E
isto conclui a prova do Teorema 3.2.2. [ |

Observacao 3.2.1 De forma andloga as demonstragées dos Teoremas 3.1.1, 3.2.1 e 3.2.2 mos-
tramos que continuam vdlidos os mesmos teoremas se sup {(p1 (un (1)) + [|un(t)|| } em (A2)
t€[0,T]
e ¢! (Jou) em (A3) forem substituidos por sup ||u,(t)||v e ||Jnu
1€[0,T]

v, respectivamente.



Capitulo 4

Aplicacoes envolvendo o operador
p-Laplaciano perturbado

Neste capitulo daremos um exemplo onde esta teoria pode ser aplicada para o operador p-

Laplaciano perturbado.

4.1 O Operador p-Laplaciano Perturbado

Definiciio 4.1.1 Seja p,q € (1,+o0). Denotamos por A, o operador p-Laplaciano dado por
Ap(u) := div(|Vu|P 2 Vu)

e denominamos div(|Vu|P~>Vu) + |u|9~?u o operador p-Laplaciano perturbado.

Seja Q um dominio limitado em RY, isto é, um conjunto aberto e conexo com fronteira
. . . 1
suave Q. Vamos considerar o espaco de Banach reflexivo e separdvel V = W,"(Q) com
norma |[ully := [|Vul|r(q) €

Np N > 2N
1<q<p*:{i\:§’ SS:N<;’ e Ny Sp<te @.1)

para p,q € (1,+e0).
Considere, também, as fungdes @), : V — (—oo, 4-00] e Y, : V — (—o0, 4-00] dadas por

1
=— [ |Vu(x)|Pdx, ueVv
opla) = [ 1Vuo)dx.

1
= - Idx, ueVv.
wo) = [ o).

Seja H = L*(Q), entdo H é um espaco de Hilbert e como Q é limitado, segue que V C H C
V* com imersdes densas e continuas.
Além disso, devido a condigdo (4.1), V estd compactamente contido em L7 ().

Lema4.1.1 y, € ®(V) e D(y,) =V.

50
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Demonstracdo: Como V estd compactamente contido em L7(Q) segue que D(y,) =V ey,
¢ propria em V.
Sendo a fungdo f(A) = A9, A > 0, convexa, entdo entdo parau,v € V e 0 <t < | obtemos

Voltu+(1—1)y) = é /Q () + (1 — £)v(x) [9dx
< 2 [ bl + (1 =0l
< 2 [ )+ (1= olds

_ té/g|u(x)|qu+(1—t)é/g]v(x)\qu
= 1Y,(u)+ (1 =1)yy(v).

Donde, segue que, , € convexa. Agora resta mostrar que , € semicontinua inferiormente em
V. Para isto, seja u, — u em V. Queremos mostrar que ,(«) < liminf\y,(u,). Realmente, se
n—oo
liminfy, (u,) = +oo, entdo Y, (u) < +oo = liminfy, (u,). Agora, se liminfy,(u,) =a < +o,
n—yoo n—o0 n—o0

entdo existe uma subsequéncia {u,,} CV de {u,} tal que

1 1
. _ . _ . q _
lim g (u,;) = lim — . |t (x)|?dx = }g&ZIHM”UHU(Q) =a.

J—reo j=eq
Assim,
1 .1 o
Wy (u) = aHquq(Q) = }g§°5|lun,\lzq(g) = 11,{gg}f\lfq(un)
e, portanto, |, é semicontinua inferiormente. Dai, y, € ®(V). [ |

De forma andloga mostra-se o lema a seguir
Lema4.1.2 ¢, c ®(V) e D(¢,) =V.

Logo, pelo Teorema 2.3.1, temos que d@,, ¢ 0y, sdo operadores maximais monétonos em
V.

Lema 4.1.3 0y, (u) coincide com |u|?>u e D(dy,) = V.

Demonstrag¢io: Como 0y, (u) é maximal monétono, € suficiente mostrar que |u|?~2u C oy, (u),
para todo u € V. Sejau € V e v = |u|?"u. Entdo, para cada & € V = D(y,), temos

wE—upyy = (uluE—uyy

= [ 1) (6(0) — ()
= [ el P~ [ ()2
< [ el el = [ ueoja
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1 1
Considerando agora ¢’ de forma que — + — = 1 e usando a Desigualdade de Young, obtemos
q9 4

(&=uyey+ [[uolrar < [ ol axe o [ s
| |
= o | Wl [ o)

Logo,

<v,é—u>v»«,v+(1—$) [t [ jgeopax

ou equivalentemente

1 1
(& —uyey+ [ uolidx < - [ [g()ax.
q/Q qJ/aQ
Assim,

W& =y v +We(u) S Wy(8) & Wy(8) —Wy(u) = (v, —ujv-y,
para todo & € V, o que implica que v € oy, e, portanto, Oy, (u) = [u|? >u. Além disso, temos
que D(dy,) =V. |

De forma andloga mostra se o lema a seguir

Lema 4.1.4 09,(u) coincide com —Apu e D(0¢,) =V.

4.2 Existéncia das solucoes para o problema de Cauchy en-
volvendo o operador p-Laplaciano perturbado

Seja Q um dominio limitado em RV, isto é, um conjunto aberto e conexo com fronteira suave
0Q e seja p,q € (1,+0). Considere o seguinte problema

%(x,t) — Apu(x,t) — |9 2u(x,t) = f(x,1) ,(x,t) € Qx (0,T)

u(x,t) =0 ,(x,t) €9Q x (0,T) : (4.2)
u(x,0) = up(x), x€Q

em que A, denota o operador p-Laplaciano definido na se¢do anterior.

Na defini¢io que segue W' (Q) denota o espago dual de WO1 7 (Q) em que p’ é o expoente
conjugado de p.

Definiciio 4.2.1 Uma funcdo u € C([0,T); WP (Q)) é uma solucdo fraca de (4.2) em [0,T]
se as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

(i) u:[0,T] =W (Q) é uma funcdo absolutamente continua em [0,T);
(i) u(t) — up em L*(Q) quando t — 0%,

(i) —A,u(r), [u|?2u(t) e W=(Q) para q.t. t € (0,T).
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Além disso, vale a seguinte igualdade

Q%( ), 0(x dx+/|wv’ 2Vu(x,1) - Vo (x)dx /\uxz 1920 (x, )0 (x)dx

:/Qfx,t,q)xdx

para q.t. t € (0,T) e para todo ¢ € WO] P(Q).

A existéncia de solugdo local ou global para o problema (4.2) j4 foi estudado por Tsut-
sumi [12] para o caso em que f(x,r) =0 e por Otani ([13], [14]) para o caso em que f €
L?(0,T;L*(Q)). O argumento em [12] é baseado no método Faedo-Galerkin e requer a condigo
de que ¢ < 2p/(N + p) para a existéncia local de solugdo e a condi¢do de que ¢ < p* para a
existéncia global de solugdo; onde p* = Np/(N — p),se p <N e p* = +oo, se p > N. Por outro
lado, o método em [13] e [14] € baseado na teoria de pertubacdes nao-mondtonos para opera-
dores do tipo subdiferenciais em um espago de Hilbert. Além disso, [13] requer a condicao de
que g < (p*/2) + 1 para e existéncia local global de solucdo. Para o caso p = 2, entretanto, é
mostrado em [14] que o problema (4.2) admite solucao local e solucao global sobre a condi¢ao
de que g < 2*.

Contudo, nem [13] nem [14] asseguram uma existéncia local de solucdo de (4.2) em um
espaco maior que L2 (Q) sob a condigdo de que g < p*. Esta se¢do nos fornece uma resposta
afirmativa para o problema em questdo. Para tal, a fim de transformar o problema (4.2) em
(3.1), consideramos V = Wol’p (Q), H=L*(Q), ¢, € W, como na se¢o anterior.

Entiio, o problema (4.2) é reduzido ao problema (3.1) com ¢! = ¢Qpe ¢ = Yy. No proximo
lema mostraremos que as condi¢des (A1), (A2) e (A3) sdo satisfeitas para esse problema.

Lema 4.2.1 Assuma que (4.1) seja satisfeita. Entdo, (Al), (A2) e (A3) sdo verdadeiras com
o' =9, *=y,eCi=C,=0.

Demonstragdo: Como ¢,(u) = 1/p||u||},, entdo ||u|l, = po,(u), para todo u € V = D(¢,)
e (A1) é verdadeira com C; = C; =0 e C3 = p. Para verificar (A2), seja {u,} uma sequéncia

2
)|| dt <C.Em particular, @,(u,(t)) <C,
H

T
tal que sup {(Pp un +Hun(t)HH}+/
t€[0,T] 0

para todo ¢ € [0,T]. Donde {u,(¢)} € limitado em V, para todo ¢ € [0,T], ja que 1/p||u,(¢)||}, =
¢p(un(t)) < C. Sendo V compactamente imerso em L7(Q) segue que {u,(¢)} forma um con-
junto precompacto em L9(Q), para todo 7 € [0,T].

Seja K = {uy(t) : t € [0,T]}. Temos que K € um conjunto equicontinuo em C([0,7]; H). De
fato, sejam U uma vizinhanca da origem em H e € > 0. Tome 8(U) = €2/C > 0. Observe que

tdu, du,,
d
/s dt (T)dr

2 (0

i (t) = t0n(5) 11 = ‘ i

H
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Pela desigualdade de Holder, obtemos

||un(t) - un(s)HH <

2 2, 1/2
‘Z‘T” (1) dt) ( / |1|2d1:)
H S

- (1) dT) t—s|'/?

T~

I
T

dt H
, 5 1/2
< (] i ) dr) £ —s]"/2
0 drt H
e
dt |112(0.7:1)

Assim, para todo ¢ € [0,T] com |t —s| < d(U), tem-se

_ 1/2 12 _~12 €&
[lun(0) = un(s)l|ar < CHZ[BU)]7 =7 s =&
Portanto, K é um conjunto equicontinuo em C([0,T];H). Além disso, pela Desigualdade de
~ 8 1-8 0 (1,111-8
Interpolagdo (Lema 2.2.2) e (4.1), temos ||ul|zq(q) < HuHU(Q)HuHU*(Q) < Cul[g[ull,, @
para todo 6 € (0, 1). Agora, pela Proposi¢io 2.2.2, segue que

[ul| Lo <C||u||H||u||‘1, O Ve (0,1)evVueV. (4.3)
Por (A1), tem-se ||u, (1) (1) = ttn(5)l|0() < Cllun(t) —un(s)|[f < Ce® <
Ce. Logo, K é um conjunto equicontinuo em C([0,77]; Lq(Q)) Assml pelo Teorema de Ascoli-
Arzeld (Teorema 2.1.7), existe uma subsequéncia {n’} de {n} tal que u,y — uem C([0,T];LI(Q)).
Disto resulta que [u,y|9 2uy (-) — |u|9"2u(-) em C([0,T];LY (Q)) e, portanto, oW, (uy(+)) —
O, () em C((0,T]:L (@),

Agora, por (4.3) e usando o fato de que a imersdo V C H é continua, segue que V C L(Q)
continuamente, o que implica que L7 (Q) = (L4(Q))* C V* continuamente. Assim, quando

n' — +oo, tem-se

sup [0y (up (1)) — Wy (u(t))|lv= < C sup [|oyy (uy (1)) — g (u(t))] 14 () = 0.
t€[0,T] t€[0,T]

Portanto, oy, (i, (-)) — oW, (u(-)) em C([0,T];V*). Isto verifica a condigao (A2).
Para verificar (A3), defina

2
~9 . (p(u), MEV
(”)_{+oo, ueH-V.

Claramente ¢°

,= @>. Da mesma forma que mostramos que ¢}, € ®(H ), mostra-se que ¢> €

®(H). Além disso, pela Proposi¢do 2.3.5, a aplicagdo r € R — Jyr = (I+A0p@*) r, L > 0, é
ndo-expansiva em R. Logo, |VJ/,u(x)| < |[Vu(x)| para q.t. x € Q. De fato, note que

oJyu(x) Dau(x+ he;j) — Jyu(x)
‘ Xj i h jim |h|| a(x +hej) = Ju(x)|
he ) —
< hmm|u(x+he’) u(x)| = }g%u(er e;l) u(x)

Ju(x)

Xj

, paracada j € {1,2,--- ,n}.
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Assim,
aJyu(x)

Xj

ou)

Xj

< max

vJ =
|Vu(x)| = max nax

1<j<n

= |Vu(x)]
Logo,
0! i) = 0, 0a) = [ (V)P < [ [9u(x) P = 0y(a) = ()

Tomando /1 (x) = x e L (y) =y, segue que @' (Ju) < @' (u) < @' (u) + [Jul[r = @' () + L2 (||| |17
=11 (0" (u) +L(||u||z)) e (A3) segue. [ ]

Os proximos resultados nos fornece a existéncia de solug@o local para o caso onde p < g e
a existéncia de solucao global para o casoonde p < ge p > gq.

Teorema 4.2.1 (Existéncia local) Assuma a condi¢do (4.1) e seja p < q. Entdo, para quaisquer
up € Wol’p(Q) e f e WP ([0,T); W1 (Q)) existe um niimero Ty € (0,T)] tal que o problema
(4.2) tem uma solugdo fraca u em [0, Tp| satisfazendo:

u e Cy([0, Tol; W, () NC([0, To]; L1()) NW2(0, To; L2 (). (4.4)
Demonstracao: Pelo Lema4.2.1, temos que (A1), (A2) e (A3) sdo verdadeiras com (p1 = Qp,
¢’ = Y, e C; = G, = 0. Logo, pelo Teorema 3.2.1, existe Tp € (0,7 tal que o problema
(4.2) tem uma solugdo u em [0,Tp] e u € CW([O,T()];WOI’p(Q)) NW12(0,Ty; L*(Q)), para todo
ueD(g,) = Wol’p(Q) e para todo f € Whe' (0, T, W1 (Q)).

Ainda, pelo Teorema 3.2.1, temos que W, (u(-)) € C([0,Tp]). Por (4.1), temos que g > 1.
Logo, L1(Q) é uniformemente convexo. Assim, u € C([0,Tp];L?(Q)). De fato, sejam € > 0
e 1 € [0,Tp). Considere a sequéncia {t,} tal que #, — fo. Como y,(u(-)) € C([0,Tp]), temos
W, (u(ty)) = Wy(u(ty)). Logo, quando n — oo, temos

1 1
—/ |u(tn,x)|qu—>—/ |u(to,x)|qu:>‘/ |u(tn,x)|qu—/ lu(to, x)|“dx
qJQ q./Q Q Q

= 1) — 10 2| < = N sy = N sy

<E€

Em particular, limsup ||u(t,)||14(q) = [|4(0)||14(q)- Usando o fato de que u € C,,([0, To]; WO1 P(Q)),

n—r+oo
segue que u(t,) — u(fp) em W0 ?(Q) = V. Donde u(t,) — u(ty) em LI(Q), j& que a imersdo
V C L1(Q) é continua. Como L9(Q2) é uniformemente convexo, segue do Teorema 2.1.5 que
u e C([0,Ty);LI(Q)). n

Teorema 4.2.2 (Existéncia global) Assuma a condi¢do (4.1) e p < q. Seja R um niimero posi-
tivo arbltrarlo e sejad>0 tal que 8 < C P/a=P) onde C denota a melhor constante possivel
) < Cl|u||ly. Entdo, existe g > 0, indepen-

dente de T, tal que se u, e f satisfazem

Haallp+ [l [ drgR,

1/p
loolloay <8, lhollzg + {max (1.2 ) s, b <3

entdo o problema (4.2) tem uma solugdo fraca u em [0, T| satisfazendo (4.4) com Ty substituido
por T.

f
;Z— T

1T
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Demonstragdo: Pela Desigualdade de Poincaré, temos ||ul|zq(q) < C||ul|v, para todo u € V.
Assim,

<a(Pp(”) - a‘l’q(”)v”>v*,\/ - <_AP(”> - |”|q_2”7”>v*,v
= <_Ap<”>7”>v*,v - <’“‘q72“7”>v*,v

= /—div(|Vu|p_2Vu)dx—/ |u|9 2P dx
Q Q

— /|W|P—2|vu|2dx—/ |72 |uf?dx
Q Q

= /|Vu|pdx—/|u|qu
Q Q

£~ e

= ]2 g 1 2,

= €7 £,
= poyu) [1=CPlullf 5 |
= p9p(u) [1-C” {quy(w)} 1]
(g—p)/

Y]

Logo, p (1) < (99, (1) — g (u),u),. , + pCP {qyy(u) } 90, (u), paratodou € V.

Considere a fungdo 3 : [0, +e0) — R dada por I3(r) = pCP(qr)4~P)/4. Note que I3 é uma
fun¢do continua ndo-decrescente tal que /3(0) = 0. Portanto, (A5) é verdadeira com o= pel3
como definida anteriormente.

Tome & = 89/q < C~P4/\4=P) /g, Claramente, &y > 0. Além disso, /3(8y) < o.. De fato,
como /3 é ndo-decrescente, temos que

gC—Pa/(a=p)

(a—p)/a s
) =pCPCP=p=aq.
q

13(80) <13 (5_’"’/("_”)/Q> = pC? (

Neste caso, o Teorema 3.2.2 assegura a existéncia de uma solugd@o global fraca em [0, 7]
para o problema (4.2). [ |

Teorema 4.2.3 (Existéncia global) Assuma a condicdo (4.1) e seja p > q. Entdo, para quais-
querug €V e f € WP (0, T; W17 (Q)), o problema (4.2) tem uma solugdo fraca u em [0, T]
satisfazendo (4.4) com Ty substituido por T.

Demonstracao: Primeiramente, note que as condi¢des (Al), (A2) e (A3) sdo verdadeiras
pelo Lema 4.2.1. Além disso, pela Desigualdade de Poincaré, temos W, (1) = (1/q)||ul|], @ <
(1/¢)C%|ul|?. Agora, tomando B=1/(2p), a = ||u||?, e b= (1/¢)C? e usando o Lema 3.1.1,
resulta que

q 1 ~ 11 q /4 1 ~ (P/‘])/ 1
V() < lul[§=C7 < = (Jlull))” "+ 94,8) (-C7) = S@pw+C.  VueV.
q 2p q 2
Logo, a condicao (A4) € verdadeira com (p1 = Qp, (p2 =V, k= 1/2,C4 =0e Cs =C. Portanto,

pelo Teorema 3.1.1, o problema (4.2) tem uma solug¢do fraca global em [0, 7. [ |

Observacao 4.2.1 Quando p = q em (4.2) temos que Apu+ \u|P=2 é um operador do tipo sub-
diferencial (Veja [15]).
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