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Resumo

No presente trabalho estudaremos a radiação de 
orpo negro do 
ampo es
alar 
om

massa em dimensões arbitrárias, onde ini
ialmente desenvolveremos toda a dinâmi
a re-

la
ionada a este 
ampo mediante um prin
ípio de mínima ação, obtendo a equação de

movimento, o tensor energia-momento, e ainda, apresentando uma possível gravitação

relativísti
a des
rita em termos do 
ampo es
alar. Em seguida 
onsideraremos o 
ampo


on�nado a uma 
avidade em um espaço (N−1)-dimensional, o que nos permitirá quantizá-

lo. Cal
ularemos, pela apli
ação do ensemble 
an�ni
o, as quantidades termodinâmi
as

rela
ionadas ao sistema em questão para massa e dimensões arbitrárias, sendo esta nossa

prin
ipal 
ontribuição. As referidas quantidades termodinâmi
as serão 
omparadas, no

limite de massa nula, 
om os resultados 
orrespondentes no eletromagnetismo.

Visando explorar de forma mais detalhada os efeitos da massa na radiação de 
avidade

do 
ampo es
alar, tomaremos o 
aso parti
ular quadridimensional, apresentando as pri-

meiras 
orreções de massa nas quantidades termodinâmi
as. Assim, o 
omportamento de

nosso sistema pode ser fa
ilmente 
omparado 
om o previsto por Plan
k para a radiação

de 
orpo negro do 
ampo de Maxwell. Finalmente, investigaremos a distribuição espe
tral

da densidade de energia no interior da 
avidade, obtendo as leis de Plan
k, Rayleigh-Jeans

e Wien para o 
aso 
om massa. In
lusive, apresentamos o 
omportamento espe
tral da

intensidade de energia emitida através de um furo em uma das paredes da 
avidade, assim


omo a lei de Stefan-Boltzmann para massa não nula.

Palavras�
have: Campo es
alar, radiação de 
orpo negro, bóson, eletromagnetismo.
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Abstra
t

In the present work we study the bla
k-body radiation of a massive s
alar �eld in

arbitrary number of dimensions. Initially we develop the whole dynami
s related to this

�eld through the prin
iple of least a
tion, obtaining its equation of motion, its energy-

momentum tensor, and further, presenting a possible relativisti
 theory for gravity des-


ribed in terms of the s
alar �eld. Then we 
onsider the s
alar �eld 
on�ned in a 
avity

of volume V , in a (N − 1)-dimensional spa
e, whi
h allows us to quantize the �eld. We


al
ulate using the 
anoni
al ensemble the thermodynami
 quantities related to the sys-

tem, whi
h is our main 
ontribution. Su
h thermodynami
 quantities are 
ompared, in

the limit of zero mass, with the 
orresponding results for the ele
tromagneti
 �eld.

Aiming to investigate in more detail the e�e
ts of an arbitrary mass to the s
alar

radiation in the 
avity, we take the parti
ular 
ase of N = 4, presenting the �rst mass


orre
tions to the thermodynami
 quantities. Thus, the behavior of our system 
an be

easily 
ompared with that predi
ted by Plan
k to the bla
k-body radiation of the Maxwell

�eld. Finally, we investigate the spe
tral distribution of energy density in the interior of

the 
avity, obtaining the Plan
k, the Rayleigh-Jeans and the Wien laws for the 
ase with

mass. We also present the spe
tral behavior of the radian
e, as well as Stefan-Boltzmann's

law for small masses.

Keywords: S
alar �eld, bla
k-body radiation, bosons, ele
tromagnetism.
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Capítulo 1

Introdução

O 
ampo es
alar foi en
arado durante muito tempo 
omo um modelo, matemati
a-

mente mais simples, 
onveniente à introdução de formalismos teóri
os 
ara
terísti
os das

teorias de 
ampo da físi
a relativísti
a, sejam estas, teorias quânti
as ou 
lássi
as. Essa

restrição do 
ampo es
alar a �toy model� foi justi�
ada, até pou
o tempo, pela sua au-

sên
ia de manifestação na natureza. Assim, até então, os fen�menos observados e seus


orrespondentes modelos teóri
os se limitavam a outros 
ampos, em parti
ular o 
ampo

vetorial des
revendo o eletromagnetismo e o 
ampo tensorial des
revendo a gravitação [1℄.

No entanto, dados re
entes apontam para um imediato abandono do 
ampo es
alar ape-

nas 
omo re
urso didáti
o, resultando sua direta in
lusão na lista de 
ampos �si
amente

observados [2, 3℄.

A primeira evidên
ia experimental que 
omprova uma teoria baseada no 
ampo es
alar

o
orreu em meados do ano de 2012, quando experimentos realizados no LHC (Large Ha-

dron Collider) dete
taram uma partí
ula 
om 
ara
terísti
as similares às esperadas para

um bóson de Higgs [2℄. As expe
tativas foram 
omprovadas, e em 2013, François Englert

e Peter W. Higgs re
eberam o Nobel de Físi
a por seus modelos teóri
os que previam o

bóson.

O bóson de Higgs é uma partí
ula elementar de spin zero asso
iada a um 
ampo

es
alar, o 
ampo de Higgs [4℄. Este 
ampo foi proposto ini
ialmente para dar 
onsistên
ia

ao modelo eletrofra
o, no qual as partí
ulas mediadoras das interações eletromagnéti
a e

fra
a deveriam ter massa nula. No entanto, 
omo a interação fra
a é de 
urto al
an
e, os

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O

bósons vetoriais, que a mediam, deveriam possuir uma massa diferente de zero adquirida

por meio da interação 
om o 
ampo de Higgs. Neste 
ontexto, a 
omprovação experimental

do bóson de Higgs se tornou importante por sua in
orporação ao modelo padrão da físi
a de

partí
ulas elementares. Neste modelo, o 
ampo de Higgs que permeia todo o universo seria

responsável por 
onferir massa a todas as partí
ulas elementares, em espe
ial, aos bósons

vetoriais da interação fra
a, sendo que o valor da massa de uma partí
ula é determinado

pela intensidade da sua interação 
om o 
ampo de Higgs [4℄.

O anún
io mais re
ente de resultados experimentais, que podem 
omprovar outro mo-

delo teóri
o que leva em 
onta o 
ampo es
alar, foi feito em março deste ano pela equipe

de pesquisadores do experimento BICEP2. No artigo que relata o experimento, é 
on�r-

mada a dete
ção dos modos B de polarização da radiação 
ósmi
a de fundo em mi
roondas

(CMB) [3℄. Esse tipo de radiação eletromagnéti
a é proveniente do big bang e 
hega até

nós trazendo 
onsigo informações dos instantes ini
iais do nosso universo.

Na 
osmologia atual a
redita-se que o universo, em um instante ini
ial logo após o big

bang, tenha passado por um período, 
onhe
ido na literatura 
omo período de in�ação, no

qual ele se expandiu exponen
ialmente. A 
osmologia que se atém ao estudo deste período

é 
onhe
ida 
omo 
osmologia in�a
ionária, e foi proposta ini
ialmente por Alan Harvey

Guth para sanar algumas de�
iên
ias da velha 
osmologia [5℄. Nos modelos in�a
ionários

propostos, em espe
ial o de in�ação 
aóti
a por Andrei Linde, o rápido 
res
imento do

universo é asso
iado a um 
ampo es
alar 
om massa, o in�aton. É o estado ini
ial deste


ampo que determina o quanto, e 
omo, o universo primordial se expandiu. Em parti
ular,

se o in�aton foi ini
ialmente muito grande, o modelo de Linde prevê um 
res
imento

exponen
ial do universo logo após o big bang [6℄.

O modelo in�a
ionário também sugere uma geração de ondas gravita
ionais durante

o 
res
imento exponen
ial do universo. A presença dessas ondas produziria um padrão

úni
o na polarização da radiação 
ósmi
a de fundo, sendo o modo B, uma das polarizações

a exibir tal padrão. Portanto, além de validarem o modelo 
osmológi
o in�a
ionário,

os dados do BICEP2, representam a primeira imagem do que podemos 
hamar de uma

assinatura das ondas gravita
ionais na história do universo.

Levando em 
onta os resultados apresentados a
ima, é de se esperar que as espe
ulações

sobre teorias que levem em 
onta o 
ampo es
alar atraiam os olhares da 
omunidade



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3


ientí�
a 
omo um todo, bus
ando não apenas a 
omprovação dos modelos existentes, mas

o avanço e melhoramento dos dados já obtidos, 
omo também, novos modelos teóri
os de


ampos es
alares. Por exemplo, uma 
one
ção entre o higgs e o in�aton, o que poderia levar

a um 
ampo de essen
ial importân
ia, ou talvez fundamental, para o universo observável

de hoje.

Neste trabalho, motivados pelo novo horizonte que se abre à físi
a do 
ampo es
alar,

estenderemos a este último alguns estudos já realizados para outros 
ampos. Em espe
ial,

estudaremos a radiação de 
orpo negro, 
omumente tratada para o 
ampo eletromagné-

ti
o. Consideraremos um 
ampo es
alar 
om massa em dimensões arbitrárias, e a todo

momento estaremos interessados em 
onfrontar nossos resultados 
om os já existentes para

o eletromagnetismo, mostrando assim, 
omo os trabalhos de Plan
k para a radiação ele-

tromagnéti
a podem ser desenvolvidos em nosso 
ontexto, e 
omo o 
aráter es
alar e a

massa afetam os resultados obtidos. Neste intuito, generalizaremos em primeira 
orreção

de massa e em quatro dimensões, as quantidades termodinâmi
as asso
iadas ao sistema,

assim 
omo obteremos as leis de Wien, Rayleigh-Jeans e a própria lei da radiação de

Plan
k.

Para esse objetivo, no Capítulo 2 deste trabalho, apresentaremos uma abordagem geral

do 
ampo es
alar no 
ontexto relativísti
o que in
lui o 
omportamento frente às transfor-

mações de Lorentz, um prin
ípio de mínima ação que leve à equação dinâmi
a satisfeita

pelo 
ampo (equação de Klein-Gondon), assim 
omo o tensor energia-momento e as quan-

tidades rela
ionadas a este tensor. Veremos que a partir da sua dinâmi
a somos levados,

à primeira vista, a indi
ar o 
ampo es
alar 
omo o mais evidente para a inserção da gra-

vitação universal no 
ontexto relativísti
o. No entanto, mostraremos que tal expe
tativa

não é 
on�rmada.

De posse do formalismo a
er
a do 
ampo es
alar, no Capítulo 3 nos ateremos à me-


âni
a estatísti
a da radiação es
alar 
on�nada em uma 
avidade (N − 1)-dimensional

de volume V , onde primeiramente quantizaremos o 
ampo e em seguida apli
aremos o

formalismo do ensemble 
an�ni
o ao sistema. Tal formalismo nos permitirá 
al
ular todas

as quantidades termodinâmi
as de uma forma geral, para massa e dimensões arbitrárias,

in
lusive a identi�
ar o que 
hamaremos de bóson asso
iado ao 
ampo. Essas quantida-

des serão sempre dis
utidas em paralelo 
om suas análogas para o 
aso eletromagnéti
o
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desenvolvido por Plan
k, 
omo também, 
om resultados da termodinâmi
a da radiação de-

senvolvida por Boltzmann anteriormente aos trabalhos plan
kianos. Cal
ularemos, ainda,

a pressão nas paredes da 
avidade por 
onsiderações puramente 
inéti
as.

No quarto 
apítulo apresentaremos a termodinâmi
a da radiação es
alar, agora, em

quatro dimensões e primeira 
orreção de massa. Para isso, adequaremos a estas 
ondições

as quantidades termodinâmi
as 
omo energia interna, pressão, 
apa
idade térmi
a, a pró-

pria equação de estado, entre outras, já 
al
uladas no 
apítulo anterior. Partindo desse

ponto, exploraremos o 
omportamento de tais quantidades, assim 
omo, as transformações

termodinâmi
as, fo
ando em espe
ial nas modi�
ações impostas pela massa. Apresenta-

remos, sempre que possível, um esboço grá�
o do que está sendo analisado, 
omo também

o 
onfronto 
om os resultados para o eletromagnetismo.

Com os estudos desenvolvidos anteriormente, no Capítulo 5, que é o fo
o deste tra-

balho, estaremos interessados no espe
tro de 
orpo negro da radiação es
alar 
om massa.

Esboçaremos a densidade de energia na 
avidade, número total de bósons e a intensidade

de energia irradiada, em função da frequên
ia, da temperatura e da massa. Generaliza-

remos assim as leis da radiação de 
orpo negro de Plan
k, Wien, Rayleigh-Jean e Stefan-

Boltzmann, in
lusive a lei de deslo
amento de Wien. Como em todo o trabalho, essas

leis generalizadas serão dis
utidas em paralelo 
om as originais para a radiação eletromag-

néti
a. Em espe
ial, estaremos preo
upados em extrair novas interpretações do espe
tro

de 
orpo negro devido à massa, o que fazemos 
omparando nossos resultados para a ra-

diação de 
orpo negro do 
ampo es
alar 
om massa (bósons de spin zero e massa não

nula) aos resultados 
onhe
idos na literatura para a radiação de 
orpo negro do 
ampo

eletromagnéti
o (bósons de spin um e massa nula).

Por �m, no último 
apítulo, apresentaremos as 
on
lusões gerais de todo o estudo

desenvolvido, juntamente à perspe
tiva de trabalhos futuros e possíveis apli
ações práti
as

dos resultados aqui dispostos.

Con
luindo esta introdução, gostaríamos de salientar que nossa 
ontribuição ao estudo

da me
âni
a estatísti
a do 
ampo es
alar reside essen
ialmente em 
onsiderarmos massa

arbitráriaM e um espaço-tempo 
om número arbitrário de dimensõesN . Nossos resultados

serão oportunamente submetidos à publi
ação.



Capítulo 2

O 
ampo es
alar

O prin
ípio da relatividade espe
ial de Einstein a�rma que as leis da natureza são as

mesmas em todos os sistemas de referên
ia iner
iais, e que a velo
idade de propagação

das interações é uma 
onstante universal igual à velo
idade da luz no espaço vazio: c [7℄.

Este prin
ípio está em pleno desa
ordo 
om o prin
ípio da relatividade de Galileu, que

assume uma velo
idade de propagação das interações in�nita, e sobre o qual repousa toda

a me
âni
a newtoniana. Em virtude desta 
ontradição, a me
âni
a relativísti
a traz um

novo 
onteúdo de interpretações físi
as antes omitidas na me
âni
a 
lássi
a. Em espe
ial,

na relatividade de Einstein o tempo não apresenta um 
aráter absoluto 
omo para Newton

e Galileu, e sim, tempo e espaço apare
em mes
lados dentro de uma estrutura mais geral:

o espaço-tempo. A simetria que governa esta estrutura é a simetria do grupo de Lorentz,

ou de forma mais ampla, o grupo de Poin
aré, e a 
onexão entre os sistemas de referên
ia

iner
iais é dada pelas transformações de Lorentz.

Se as leis da natureza são regidas por outra simetria, que não a de Galileo, um 
ampo

es
alar não transmite mais a ideia de uma grandeza físi
a que a 
ada instante de tempo t,

asso
ia a todo ponto no espaço dado por

1 x = (x, y, z), uma quantidade φ(x, t) invariante

sob transformações de Galileo. Mas agora, uma quantidade similar, porém invariante por

transformações de Lorentz. Assim, φ se 
omporta da seguinte maneira

2

[8, 9, 10℄,

φ′(x′µ) = φ(xµ), (2.1)

1

As quantidades em negrito representam vetores.

2

Adotamos em todo este trabalho o espaço quadridimensional de Minkowski e sua notação de quadri-

vetores.

5
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onde xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) é um ponto no referen
ial iner
ial K e x′µ =

(x′0, x′1, x′2, x′3) = (ct′, x′, y′, z′) um ponto no referen
ial iner
ial K ′
, sendo x′µ

dado pela

transformação de Lorentz,

3

x′µ = Λµ
νx

ν , (2.2)


om ηµν = ηαβΛ
α
µΛ

β
ν , onde ηµν = (1,−1,−1,−1) é a métri
a de Minkowski.

Na físi
a 
lássi
a, os 
ampos es
alares mais 
onhe
idos apare
em na teoria da gravita-

ção universal newtoniana e na teoria eletrostáti
a de Coulomb. Em ambos os 
ontextos

φ(x) é um 
ampo invariante de Galileo que representa, respe
tivamente, os poten
iais

gravita
ional e elétri
o, 
ujo o gradiente leva à expressão para a força nos dois 
asos. A

equação satisfeita por φ(x) na ausên
ia de fontes, tanto na eletrostáti
a 
omo na gravita-

ção, é a equação de Lapla
e [7, 11, 12℄

∇2φ(x) = 0, (2.3)

onde ∇2
é o operador de Lapla
e dando o �divergente do gradiente�.

No 
ontexto da relatividade espe
ial, a equação satisfeita por um 
ampo es
alar será

uma generalização da equação (2.3) para um 
ampo que satisfaz (2.1). A forma mais

simples dessa equação é dada por

4

∂µ∂
µφ(x) = �φ(x) = 0, (2.4)

em que

∂µ :=
∂

∂xµ
=

(

1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

=

(

∂

∂x0
,∇

)

, (2.5)

sendo ∂µ = ηµν∂ν e � é o operador de d'Alembert de�nido 
omo

� =
∂2

c2∂t2
−∇2. (2.6)

Pela regra de transformação (2.2), vemos que o operador (2.6) é invariante por transfor-

mações de Lorentz, e que tomando φ(x) no limite newtoniano de 
ampo estáti
o e baixas

velo
idades (c → ∞), a equação (2.4) re
upera (2.3).

3

Estamos 
onsiderando aqui a 
onvenção da soma de Einstein.

4

Daqui por diante omitiremos, por simpli
idade, o índi
e em xµ
nas expressões para φ, expli
itando-o

quando ne
essário.
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Como dito a
ima, a forma mais simples de generalizar a equação (2.3) para a relativi-

dade espe
ial é através de (2.4). Podemos adi
ionar qualquer outra quantidade es
alar ao

lado esquerdo desta equação, tal que, sob transformações de Lorentz, a 
ovariân
ia seja

preservada. Podemos, por exemplo, tomar

(�+ α2)φ(x) = 0, (2.7)

onde α é uma 
onstante. A equação a
ima é 
onhe
ida na literatura 
omo equação de

Klein-Gordon. No entanto, a proposta original dos trabalhos de Klein, Gordon e outros

físi
os da épo
a era formular uma versão relativísti
a da equação de S
hrödinger [10℄.

Na teoria quânti
a de 
ampos (2.7) des
reve partí
ulas de spin nulo (bósons) e massa

M , 
omo por exemplo, o bóson de Higgs e os mésons es
alares [8, 13℄. A informação

sobre a massa do bóson está presente na 
onstante α, que a identi�
amos 
omo sendo

α = Mc
~
, ~ a 
onstate de Plan
k dividida por 2π. φ(x) neste 
ontexto é um 
ampo es
alar

(real) geralmente nomeado segundo a partí
ula asso
iada. Assim, nos exemplos anteriores,

φ(x) é o 
ampo de Higgs e de mésons, respe
tivamente. Nos 
apítulos posteriores deste

trabalho, estaremos interessados em des
rever a radiação de 
orpo negro do 
ampo es
alar,

tendo 
omo ponto de partida a equação (2.7).

2.1 A ação e o tensor energia-momento do 
ampo es
a-

lar

A equação (2.7) pode ser obtida a partir do prin
ípio de mínima ação de Hamilton,

por uma ação da forma

5

Sfield =

∫

L(φ, φ,µ)d
4x =

1

2

∫

(ηµνφ,µφ,ν − α2φ2)d4x, (2.8)

onde d4x = cdtdxdydz e L(φ, φ,µ) é a densidade lagrangiana que depende de φ e sua

derivada em relação a xµ
. Variando (2.8) 
om respeito a φ e seguindo passos semelhantes

aos que nos levam às equações de Euler-Lagrange na me
âni
a 
lássi
a, obtemos a equação

satisfeita por φ [1, 8℄,

∂µ
∂L
∂φ,µ

− ∂L
∂φ

= 0. (2.9)

5

Para simpli�
ar a notação adotamos ∂µφ = φ,µ.
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Também podemos de�nir uma densidade hamiltoniana, des
revendo a densidade de energia

do 
ampo, da forma

H =
∂L
∂φ,0

φ,0 − L = π0φ,0 − L, (2.10)

sendo

πµ =
∂L
∂φ,µ

(2.11)

uma quantidade similar ao momento 
an�ni
o na me
âni
a.

Da segunda igualdade de (2.8) temos que

L(φ, φ,µ) =
1

2
(ηµνφ,µφ,ν − α2φ2). (2.12)

Considerando este valor de L em (2.9) e usando o resultado de

∂L
∂φ,µ

= ηµνφ,ν , (2.13)

somos levados a

ηµν∂µ∂νφ+ α2φ = 0, (2.14)

que é exatamente (2.7).

Seguimos agora, 
om um pro
esso similar ao de derivação da 
onservação da energia

na me
âni
a 
lássi
a. Primeiramente, derivando L 
om respeito a xµ
, temos

∂L
∂xµ

=
∂L
∂φ

φ,µ +
∂L
∂φ,ν

∂φ,ν

∂xµ
. (2.15)

Rees
revendo o primeiro termo no lado direito desta igualdade 
om a ajuda de (2.9) e

fazendo uso de φ,νµ = φ,µν , somos levados a

∂L
∂xµ

=
∂

∂xν

(

∂L
∂φ,ν

)

φ,µ +

(

∂L
∂φ,ν

)

∂φ,µ

∂xν
=

∂

∂xν

(

∂L
∂φ,ν

φ,µ

)

. (2.16)

Podemos es
rever portanto,

∂

∂xν

(

−δνµL+
∂L
∂φ,ν

φ,µ

)

= 0. (2.17)

De�nimos o tensor energia-momento 
omo [1, 7, 8℄

T ν
µ = −δνµL+

∂L
∂φ,ν

φ,µ, (2.18)

que em virtude de (2.17), atende a

T ν
µ,ν = 0. (2.19)
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Esta última igualdade nos diz que a integral de T µν
na hipersuperfí
ie que 
ontém o

volume V do espaço tridimensional é um quadrivetor 
onservado [7℄, o qual de�nimos


omo o quadrimomento do sistema

pµ = A

∫

S

T µνdSν = A

∫

V

T µ0d3x, (2.20)

onde A é uma 
onstante e T µν = ηµσT ν
σ.

Em parti
ular, T 00
é identi�
ado 
omo sendo a densidade de energia (2.10), o que é

fa
ilmente visto a partir de (2.18). Assim, P 0
é a energia total vezes a 
onstante A, que

é re
onhe
ida 
omo o inverso de c por 
omparação 
om o quadrimomento de�nido na

relatividade espe
ial [7℄.

Para nosso 
aso em estudo, observando a densidade lagrangiana dada por (2.12) e

usando (2.13), T ν
µ é dado por

T ν
µ =

(

ηνσδρµ −
ησρ

2
δνµ

)

φ,σφ,ρ +
α2φ2

2
δνµ, (2.21)

ou de forma mais usual,

T µν =

(

ηµρηνσ − ησρηµν

2

)

φ,σφ,ρ +
ηµν

2
α2φ2. (2.22)

Em espe
ial, a densidade hamiltoniana do 
ampo es
alar será [1, 8℄

H := T 00 =
1

2

[

(φ,0)
2 + (∇φ)2 + α2φ2

]

, (2.23)

de onde vemos que H é positiva de�nida.

2.2 Uma gravitação es
alar

Se (2.4) é uma imediata generalização da equação de 
ampo no 
aso newtoniano,

podemos 
onsiderar φ(x) 
omo um forte 
andidato a des
rever a gravitação dentro do

ar
abouço da relatividade espe
ial [1, 13℄. A referida equação de 
ampo para φ é obtida por

meio do prin
ípio de mínima ação para uma densidade lagrangiana (2.12) 
om α = 0. Isso

impli
a que, se a gravitação for bem des
rita por um 
ampo es
alar, os bósons asso
iados

a este 
ampo es
alar terão massa nula e velo
idade igual a da luz.
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A dinâmi
a de uma partí
ula livre relativísti
a é dada por uma ação da forma [1, 7, 13℄

S = −mc

∫ τ2

τ1

ds, (2.24)


omm a massa da partí
ula e ds =
√

ηµνdxµdxν = cdτ , sendo τ o tempo próprio. Variando

esta ação em relação a xµ
, somos levados às equações de movimento

duµ

dτ
= 0, (2.25)

onde uµ = dxµ

dτ
= (c,v) é a quadrivelo
idade da partí
ula.

Podemos ainda tomar a variação da ação S 
omo uma função das 
oordenadas xµ
para

uma trajetória que satisfaz (2.25). Assim, pelo formalismo de Hamilton, 
hegamos a uma

expressão para o quadrimomento do sistema [1, 7℄

pµ := − ∂S

∂xµ

= muµ. (2.26)

Como pode ser mostrado uµuµ = c2, tal que

pµpµ =

(

− ∂S

∂xµ

)(

− ∂S

∂xµ

)

= m2c2, (2.27)

ou de forma mais usual,

ηµνS,µS,ν = m2c2. (2.28)

Sendo esta última, a equação de Hamilton-Ja
obi neste 
ontexto.

Consideremos agora a ação que des
reve o movimento de uma partí
ula relativísti
a

na presença de um 
ampo es
alar φ(xµ). Tal ação é da forma

S = −
∫ τ2

τ1

(

mc+
λ

c
φ

)

ds, (2.29)

em que λ é uma 
onstante que 
ontém informação sobre a �
arga� da partí
ula. Variando

esta nova ação 
om respeito a xµ
, temos as equações de movimento no 
aso de partí
ula

no 
ampo:

d

dτ

(

m+
λφ

c2

)

uµ − λφ,νη
µν = 0, (2.30)

que no limite de 
ampo estáti
o e baixas velo
idades dado por φ,0 ≪ φ,j, reduzem-se a

m
dv

dt
= −λ∇φ. (2.31)
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Vemos que neste limite a dinâmi
a torna-se semelhante à de Newton, levando, in
lusive,

a uma interação atrativa para o 
aso de λ > 0.

A 
ompleta ação para uma gravitação es
alar, é então

S = −mc

∫ τ2

τ1

ds− λ

c

∫ τ2

τ1

φds+
1

2

∫

ηµνφ,µφ,νd
4x. (2.32)

Onde o primeiro termo des
reve apenas a partí
ula, o segundo des
reve o a
oplamento

entre a partí
ula e o 
ampo, e o ter
eiro somente o 
ampo. O último termo é uma integral

em toda uma região do espaço quadridimensional, enquanto os dois primeiros são integrais

em um intervalo de tempo próprio.

A partir de uma função delta de Dira
 em quatro dimensões, podemos es
rever o

segundo termo de (2.32) 
omo uma integral em d4x, o que pode ser feito levando-se em


onta que a �densidade de partí
ula� para uma partí
ula pontual seguindo a trajetória

z = zµ(τ) é dada por:

ρ =

∫ ∞

−∞

δ(4)[xµ − zµ(τ)]ds, (2.33)

onde δ(4)[xµ − zµ(τ)] = δ[x0 − z0]δ[x− z] é a função delta de Dira
 em quatro dimensões.

Variando a ação 
ompleta 
om respeito a φ e lembrando que o primeiro termo é nulo para

essa variação, somos levados à equação de 
ampo na presença de fonte,

�φ = −λ

c
ρ, (2.34)

que no limite newtoniano de φ,0 ≪ φ,j torna-se

∇2φ =
λ

c
ρ. (2.35)

Como φ des
reve o 
ampo gravita
ional no 
ontexto da relatividade espe
ial, no limite

de baixas velo
idades e 
ampo estáti
o, que representa o limite newtoniano, (2.34) deve

re
uperar a equação de Poisson para a gravitação de Newton [11℄

∇2φN = 4πGρm, (2.36)

onde ρm é a densidade de massa, G a 
onstante gravita
ional e φN o poten
ial newtoniano.

Uma vez que o 
ampo φ interage 
om a matéria onde �
arga� é a massa, a 
onstante

λ deve ser propor
ional à massa m da partí
ula. Então, vamos de�nir novas variáveis de

estudo, γm = λ e Φ = γφ, tal que em termos destas, a ação (2.29) toma a forma

S = −mc2
∫ τ2

τ1

(

1 +
Φ

c2

)

dτ. (2.37)



12 CAPÍTULO 2. O CAMPO ESCALAR

A ação anterior apresenta algumas 
ara
terísti
as que são de suma importân
ia para

a des
rição da gravitação por um 
ampo es
alar:

• é um invariante de Lorentz;

• levará sempre a uma força atrativa [1℄;

• 
omo a ação tem dimensão de energia vezes tempo, Φ deve ter dimensão de velo
idade

quadrada, exatamente 
omo o poten
ial gravita
ional de Newton φN ;

• a massa apare
e 
omo uma 
onstante multipli
ativa, levando a equações de movi-

mento que não dependem expli
itamente da mesma, respeitando, portanto, o prin-


ípio da equivalên
ia.

Além do mais, multipli
ando ambos os lados de (2.35) por γ, e de�nindo

ρm = m

∫ τ2

τ1

δ4(x− z)dτ = m
ρ

c
, (2.38)

somos levados a

∇2Φ = γ2ρm, (2.39)

que 
omparada 
om (2.36) impli
a em γ =
√
4πG, garantindo que a equação de Poisson

para o 
aso newtoniano é re
uperada no devido limite.

Rees
revendo a equação (2.34) em termos das novas variáveis temos

�Φ = −γ2ρm, (2.40)

onde substituindo o valor de γ 
hegamos a

�Φ = −4πGρm. (2.41)

Esta é a �Equação de Einstein� para a gravitação des
rita por um 
ampo es
alar.

Até aqui, nossa des
rição re
upera os resultados newtonianos, tendo a densidade de

massa ρm 
omo úni
a e ex
lusiva fonte do 
ampo. No entanto, desde que na relatividade

espe
ial massa e energia se equivalem, ne
essitamos de uma generalização que leve qualquer

sistema físi
o, 
om 
onteúdo de energia, a ser fonte do 
ampo gravita
ional.

Tal generalização, deve ser feita por meio de uma quantidade que 
ontenha as infor-

mações sobre a energia do sistema e seja um es
alar de Lorentz. Em nosso 
aso, isso é
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possível a partir do traço do tensor energia-momento T µν
. É sabido que todo sistema

físi
o tem um tensor energia-momento asso
iado e que em parti
ular, para um sistema de

partí
ulas pontuais à pressão nula, o traço de T µν
é dado por [1, 7, 14℄

T = ρmc
2, (2.42)

onde ρm é a densidade de massa, que já apare
eu em todo nosso estudo anterior. Assim,

podemos rees
rever nossos 
ál
ulos fazendo T 
omo a fonte do 
ampo gravita
ional no


ontexto relativísti
o.

A ação 
ompleta para o 
ampo (2.32) em termos de T �
a na forma

S = −mc

∫ τ2

τ1

ds−
∫

(

ΦT

c2
− 1

8πG
ηµνΦ,νΦ,µ

)

d4x, (2.43)

na qual dividindo os dois últimos termos por c para 
an
elar 
om o c em d4x = cdtdxdydz

re
uperamos o resultado apresentado em [1℄, sendo que aqui adotamos ηµν = (1,−1,−1,−1).

Temos também a partir de (2.41) a equação de 
ampo

�Φ = −4πG

c2
T. (2.44)

Depois de generalizada a fonte, é possível apontar dois problemas existentes em nossa

tentativa de des
rever a gravitação 
om um 
ampo es
alar. Em primeiro lugar, já que o


ampo eletromagnéti
o possui um tensor energia-momento 
om traço nulo, nossa teoria

não prevê um a
oplamento deste 
ampo 
om o gravita
ional. Este fato viola a 
omprovada


urvatura dos raios de luz (radiação eletromagnéti
a) ao se propagarem em uma região de


ampo gravita
ional [1, 13, 14℄. Em segundo, uma falha de âmbito 
on
eitual em nossa

des
rição, é que o traço do tensor energia-momento em (2.42) não leva em 
onta o próprio


ampo gravita
ional, que possui um T µν

om traço não nulo, a 
ontribuir para a fonte.

Embora isso possa ser sanado introduzindo a 
ontribuição do próprio 
ampo 
omo fonte

nas equações, o traço do tensor energia-momento total �
aria dividido em duas partes, uma

devido ao 
ampo gravita
ional e outra que levaria em 
onta todos os 
ampos ex
etuando

a gravitação, o que não é 
on
eitualmente oportuno, pois essas partes seriam tratadas

diferentemente [1℄.

Apesar dos problemas apresentados, a teoria até aqui desenvolvida nos dá um ensaio

de 
omo a in
lusão da gravitação no 
ontexto relativísti
o pode estar intimamente ligada
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à geometria do espaço-tempo. A ação (2.37) pode ser vista 
omo uma generalização da

ação para a partí
ula livre, onde substituímos o intervalo de linha ds2 = ηµνdx
µdxν

por

ds2Φ = gµνdx
µdxν

, sendo

gµν =

(

1 +
Φ

c2

)2

ηµν . (2.45)

Neste modelo, o 
ampo Φ é visto 
omo o responsável por uma modi�
ação na geometria

do espaço-tempo, levando ηµν ao novo tensor métri
o gµν . A ação para uma partí
ula na

presença do 
ampo Φ torna-se:

S = −mc

∫ τ2

τ1

dsΦ = −mc

∫ τ2

τ1

√

gµνdxµdxν , (2.46)


om a equação de Hamilton-Ja
obi (2.28) dada agora por [1, 7℄

gµνS,µS,ν = m2c2, (2.47)

onde gµν é a inversa de (2.45),

gµν =

(

1 +
Φ

c2

)−2

ηµν . (2.48)

É interessante notarmos que a substituição de ηµν por gµν só é possível porque a massa

apare
e 
omo um fator multipli
ativo na ação. Este fato resultou de impormos que o

prin
ípio de equivalên
ia newtoniano seja ainda válido.

Estudando a nova equação de Hamilton-Ja
obi (2.47) no limite newtoniano de 
ampo

estáti
o e baixas velo
idades, podemos submeter nossa teoria a outro teste de veri�
ação

(vide exer
í
io 3.1 na Ref. [1℄). Para isso 
onsideremos ρm devido a uma partí
ula de

massa M �xa na origem do sistema de 
oordenadas. Assim, no limite 
onsiderado, temos

a equação de Poisson para o 
ampo,

∇2Φ = 4πGMδ(r), (2.49)


om r = (x, y, z). A solução desta equação nos leva a

Φ(r) = −GM

r
, (2.50)

em que r = ‖r‖.
Es
revendo (2.47) expli
itamente, teremos

(

1 +
Φ

c2

)−2
[

1

c2

(

∂S

∂t

)2

− (∇S)2

]

−m2c2 = 0. (2.51)
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Passando para 
oordenadas esféri
as (r, θ, ϕ), podemos restringir o movimento ao plano

θ = π
2
, tal que a última equação torna-se:

(

1 +
Φ

c2

)−2
[

1

c2

(

∂S

∂t

)2

−
(

∂S

∂r

)2

− 1

r2

(

∂S

∂ϕ

)2
]

−m2c2 = 0. (2.52)

Como o sistema 
onserva energia e momento angular, supomos uma solução para (2.52)

da forma

S = St + Sϕ + Sr = −Et + Lϕ+ Sr, (2.53)


om E e L, energia e momento angular, respe
tivamente, e Sr a parte da solução que

depende da trajetória. Substituindo esta solução em (2.52) �
amos 
om

(

dSr

dr

)2

=
E2

c2
− L2

r2
−m2c2

(

1 +
2Φ

c2
+

Φ2

c4

)

. (2.54)

Que rees
rita na forma integral, 
om Φ dado por (2.50), nos leva a

Sr =

∫

dr

[

E2

c2
−m2c2 +

2GMm2

r
− 1

r2

(

L2 +
G2M2m2

c2

)]
1

2

. (2.55)

Interessados em estudar a trajetória r 
omo função do ângulo ϕ, tomamos

∂S

∂L
= ϕ0 = constante. (2.56)

Mas pela solução proposta (2.53), juntamente 
om a 
ondição anterior, temos

∂S

∂L
= ϕ+

∂Sr

∂L
= ϕ0. (2.57)

Cal
ulando a derivada de Sr 
om respeito a L somos levados pela última igualdade a

ϕ− ϕ0 =

∫

dr

[

E2

c2
−m2c2 +

2GMm2

r
− 1

r2

(

L2 +
G2M2m2

c2

)]− 1

2 L

r2
, (2.58)

derivando este resultado 
om respeito a r temos

dϕ

dr
=

[

E2

c2
−m2c2 +

2GMm2

r
− 1

r2

(

L2 +
G2M2m2

c2

)]− 1

2 L

r2
, (2.59)

de onde somos levados à equação que determina a trajetória r = r(ϕ), dada por

(

dr

dϕ

)2

=
r4

L2

[

E2

c2
−m2c2 +

2GMm2

r
− 1

r2

(

L2 +
G2M2m2

c2

)]

. (2.60)
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Para estudar esta última equação, de�nimos uma nova variável u = 1
r
, tal que

du

dϕ
=

du

dr

dr

dϕ
= − 1

r2
dr

dϕ
=⇒ dr

dϕ
= −r2

du

dϕ
. (2.61)

Es
revendo (2.60) em termos da nova variável, 
om a ajuda da última igualdade, e deri-

vando o resultado em relação a ϕ, �
amos 
om

(

du

dϕ

)

d2u

dϕ2
=

1

L2

(

du

dϕ

)[

GMm2 − u

(

L2 +
G2M2m2

c2

)]

. (2.62)

Que para u′ 6= 0, nos dá

u′′ + u

(

1 +
G2M2m2

L2c2

)

=
GMm2

L2
, (2.63)

onde a linha representa derivada 
om respeito a ϕ.

A equação diferen
ial (2.63) traz uma 
orreção em relação a sua análoga no 
aso pu-

ramente newtoniano, que seria [15℄

u′′ + u =
GMm2

L2
, (2.64)


uja a solução é uma elipse de ex
entri
idade e, dada em 
oordenadas polares por [13, 14,

15℄

u =
GMm2

L2

(

1 + e cos(ϕ)
)

. (2.65)

Em nosso 
aso, podemos es
rever (2.63) 
omo

u′′ + ω2u =
GMm2

L2
, onde ω2 :=

(

1 +
G2M2m2

L2c2

)

, (2.66)

e a solução desta equação é

u =
GMm2

L2

(

1 + e′ cos(ωϕ)
)

, (2.67)

que também é uma elipse, mas 
om ex
entri
idade e′, a qual no limite de c → ∞ re
upera

(2.65).

O que muda em nosso 
ontexto é o fato de ω 6= 1. Isso signi�
a que ϕ = 0 e ϕ = 2π

não 
orrespondem ao mesmo ponto; a elipse não tem �m no mesmo ponto onde se ini
iou.

Em parti
ular, 
omo ω > 1, o ponto equivalente a ϕ = 0 é atingido antes mesmo de se ter

ϕ = 2π. Dizemos, então, que a trajetória sofre um retro
esso. O qual pode ser 
al
ulado

impondo

(2π +△ϕ)ω = 2π, (2.68)
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que leva a

△ϕ = 2π(ω−1 − 1). (2.69)

Expandindo ω−1
em termos de

G2M2m2

L2c2
≪ 1 , 
hegamos ao resultado

△ϕ ≃ −G2M2m2

L2c2
π. (2.70)

Uma vez que ϕ = 0, nos padrões das soluções newtonianas, é o ponto da órbita 
om

maior proximidade entre as massas [15℄, nossa teoria prevê um retro
esso do periélio. Tal

previsão, revela outra in
oerên
ia entre a gravitação des
rita por um 
ampo es
alar e os

dados experimentais. O que realmente o
orre é um avanço do periélio, que a relatividade

geral de Einstein 
al
ula em grande pre
isão 
omo sendo [1, 13℄

△ϕ = 6π
G2M2m2

L2c2
. (2.71)

Note a Fig. (2.1).

(a) (b)

Figura 2.1: Em (a) 
omparamos as predições das órbitas planetárias feitas por Newton e pela gravitação

es
alar desenvolvida neste 
apítulo, mostrando o retro
esso do periélio (ϕ = 0) previsto por esta última.

Já em (b), mostramos o real 
omportamento do periélio em relação ao resultado de Newton, sendo um

avanço, 
omo previsto 
orretamente pela relatividade geral. Confe

ionamos as �guras (a) e (b) a partir

de (2.67) e do resultado einsteniano na literatura [1, 13℄, respe
tivamente.



Capítulo 3

Me
âni
a estatísti
a da radiação es
alar

Neste 
apítulo apli
amos o formalismo do ensemble 
an�ni
o da me
âni
a estatísti
a

quânti
a ao 
ampo es
alar 
om massa, 
on�nado a uma 
avidade e emN dimensões espaço-

temporais. Para este �m, pro
edemos 
om uma quantização do 
ampo nessas 
ondições

de forma similar ao que é feito no 
omplemento Kv de [16℄, a qual nos permitirá a adoção

do referido formalismo.

Consideremos φ = φ(x, t), onde x = (x1, x2, · · · , xN−1), satisfazendo (2.7) para um

espaço-tempo N-dimensional, em que agora expli
itamos o valor da 
onstante α:
(

�+
M2c2

~2

)

φ(x, t) = 0, (3.1)

onde

� =
∂2

c2∂t2
− ∂2

∂x2
1

− ∂2

∂x2
2

− · · · − ∂2

∂x2
N−1

(3.2)

é o operador de d'Alambert em N dimensões. Seja φ 
on�nado a uma 
avidade 
úbi
a,

tal que φ seja nulo em todas as paredes da 
avidade (N − 1)-dimensional, de volume

V e vérti
e na origem do sistema de 
oordenadas. Enfatizamos aqui, que não se faz

ne
essário espe
i�
ar as dimensões da 
avidade, pois não estamos interessados em estudar

o 
omportamento do 
ampo 
omo função destas dimensões.

As 
onsiderações anteriores nos levam às seguintes 
ondições de 
ontorno espa
iais (de

Diri
hlet)

φ(x1 = 0, x2, x3, ..., xN−1, t) = φ(x1 = V
1

N−1 , x2, x3, ..., xN−1, t) = φ(x1, x2 = 0, x3, ..., xN−1, t) =

φ(x1, x2 = V
1

N−1 , x3, ..., xN−1, t) = · · · = φ(x1, x2, · · · , xN−1 = V
1

N−1 , t) = 0.

(3.3)

18
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Sob tais 
ondições, apli
ando o método da separação de variáveis em (3.1) 
hegamos à

solução para φ independente de t, dada pelo produto das soluções para 
ada uma das

N − 1 dimensões espa
iais, na forma

fk(x) =

N−1
∏

i=1

√

2

V
1

N−1

sin

(

kiπxi

V
1

N−1

)

=

(

2

V
1

N−1

)
N−1

2
N−1
∏

i=1

sin

(

kiπxi

V
1

N−1

)

, (3.4)

onde k = (k1, k2, · · · , kN−1), sendo k1, k2, · · · , kN−1 = 1, 2, 3, . . .. Esta solução satisfaz às

mesmas 
ondições de 
ontorno (3.3) para φ. Temos também a relação de ortonormalização

das fk(x)
∫ V

1

N−1

0

dx1

∫ V
1

N−1

0

dx2 · · ·
∫ V

1

N−1

0

dxN−1fk(x)fk′(x) = δkk′ , (3.5)


om δkk′ = δk1k′1δk2k′2 · · · δkN−1k
′

N−1
a delta de Krone
ker em N − 1 dimensões, e a equação

satisfeita por elas

(

∇2 +
k2π2

V
2

N−1

)

fk(x) = 0, (3.6)

sendo k2 = k · k.
Em termos das fk(x), propomos uma solução para φ na forma de uma expansão, dada

por

φ(x, t) =
∞
∑

k1=1

∞
∑

k2=1

· · ·
∞
∑

kN−1=1

qk(t)fk(x) =
∑

k

qk(t)fk(x), (3.7)

onde o somatório sobre o vetor representa a soma sobre todas as 
omponentes de k, que


orrem de 1 a ∞. A ortonormalidade das soluções espa
iais expressa em (3.5), supondo

ainda que fk(x) é um 
onjunto 
ompleto, garante que a expansão nos qk(t) é úni
a e que

estes podem ser determinados a partir de φ 
omo

qk(t) =

∫ V
1

N−1

0

dx1

∫ V
1

N−1

0

dx2 · · ·
∫ V

1

N−1

0

dxN−1φ(x, t)fk(x). (3.8)

Substituindo a solução (3.7) na equação (3.1) satisfeita por φ, vem1

(

�+
M2c2

~2

)

∑

k

qk(t)fk(x) =

∑

k

(

1

c2
q̈k(t)− qk(t)∇2fk(x) +

M2c2

~2
qk(t)fk(x)

)

= 0.

(3.9)

1

O ponto sobre a letra indi
a derivada no tempo.
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O segundo termo do lado direito da primeira igualdade pode ser rees
rito a partir de (3.6)

e �
amos 
om

2

∑

k

(

1

c2
q̈k +

k2π2

V
2

N−1

qk +
M2c2

~2
qk

)

fk = 0. (3.10)

Pela ortogonalidade das fk(x), vemos que (3.10) só é satisfeita se a expressão entre 
ol-


hetes for nula para todo k. Somos assim levados à equação satisfeita pelos qk(t), dada

por

q̈k + ω2
k
qk = 0, (3.11)

onde

ω2
k
=

(

k2π2

V
2

N−1

+
M2c2

~2

)

c2 (3.12)

tem dimensão de frequên
ia ao quadrado.

O que (3.11) nos diz é que os qk(t) são 
oordenadas desa
opladas satisfazendo à equação

de um os
ilador harm�ni
o 
om frequên
ia ωk, tendo por solução

qk(t) = Ak cos
(

ωkt− ϕk

)

, (3.13)

sendo Ak uma amplitude e ϕk uma fase ini
ial. Comumente essas 
oordenadas são refe-

ridas 
omo 
oordenadas normais. Esta nomen
latura é advinda do fato que 
ada termo

na expansão (3.7) representa um modo normal de vibração do 
ampo, ou mais espe
i�
a-

mente, uma onda esta
ionária para 
ada parti
ular 
onjunto de valores das 
omponentes

do vetor k, isto é, para 
ada os
ilador harm�ni
o.

Podemos agora nos perguntar 
omo �
a a energia na 
avidade expressa por essas


oordenadas. Para responder a isso devemos re
orrer a (2.23) generalizada para um espaço-

tempo de N dimensões. Substituindo φ dado por (3.7) na densidade hamiltoniana H e

integrando em todo o espaço, somos levados 
om a ajuda de (3.5) a

H =

∫ V
1

N−1

0

dx1

∫ V
1

N−1

0

dx2 · · ·
∫ V

1

N−1

0

dxN−1H =
1

2

∑

k

1

c2

(

q̇2
k
+ ω2

k
q2
k

)

, (3.14)

onde H é a energia total do sistema.

Es
revendo a densidade lagrangiana (2.12) para um espaço-temporal N-dimensional

em termos de (3.7), similarmente a H , podemos obter a lagrangiana L:

L =

∫ V
1

N−1

0

dx1

∫ V
1

N−1

0

dx2 · · ·
∫ V

1

N−1

0

dxN−1L =
1

2

∑

k

1

c2

(

q̇2
k
− ω2

k
q2
k

)

. (3.15)

2

Doravante omitiremos x e t, quando se �zer oportuno, ao expressarmos fk(x) e qk(t) nas equações.
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A partir desta lagrangiana obtemos o momento 
onjugado [8℄

pk =
∂L

∂q̇k
=

1

c2
q̇k, (3.16)

em termos do qual H é es
rita na forma

H =
∑

k

1

2

[

c2p2
k
+

1

c2
ω2
k
q2
k

]

:=
∑

k

hk. (3.17)

A hamiltoniana hk de�nida a
ima, se levada nas equações de Hamilton [8℄

ṗk = −∂hk

∂qk
e q̇k =

∂hk

∂pk
, (3.18)

re
upera exatamente (3.11), 
omo esperado.

De (3.17) e da re
uperação de (3.11), somos levados à 
on
lusão de que a 
ada parti
u-

lar k está asso
iada uma hamiltoniana hk e, 
onsequentemente, um os
ilador harm�ni
o de

frequên
ia ωk. E o mais importante, a hamiltoniana total do 
ampo é dada pela soma de

todas as hk. Ou seja, para todo k, dado pela espe
i�
ação do 
onjunto {k1, k2, . . . , kN−1},
fazemos 
orresponder um os
ilador harm�ni
o de frequên
ia ωk e energia hk, sendo que

a energia do 
ampo �
a determinada pela soma das energias dos in�nitos os
iladores

presentes na 
avidade. Logo, quantizado 
ada um desses os
iladores, o 
ampo φ é 
onse-

quentemente quantizado.

O pro
esso de quantização do os
ilador harm�ni
o é muito 
onhe
ido na literatura

(veja, por exemplo, [16, 17℄). Partindo da hamiltoniana hk para o k-ésimo os
ilador,

somos levados por sua quantização ao espe
tro de energia do referido os
ilador, dado por

Enk
= ~ωk

(

1

2
+ nk

)

, (3.19)

onde nk = 0, 1, 2, 3, . . . . Assim, de (3.17), vemos que a energia total do sistema �
a na

forma

E =
∑

k

Enk
=

∑

k

~ωk

(

1

2
+ nk

)

. (3.20)

É 
onveniente fazermos uma renormalização em (3.20) tomando a origem da es
ala de

energia 
omo sendo o valor da �energia do vá
uo�,

Evácuo =
∑

k

1

2
~ωk. (3.21)
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A energia total torna-se então,

E =
∑

k

nk~ωk. (3.22)

Interpretamos os nk 
omo o número de bósons 
om frequên
ia ωk e energia ~ωk, 
or-

respondendo ao estado de energia do k-ésimo os
ilador. De forma que (3.22) é a energia

de um úni
o estado do sistema, que é dado pelo produto tensorial dos estados de energia

de 
ada um dos k os
iladores. Sendo assim, a 
ada estado do sistema está asso
iado um


onjunto {nk}, 
uja a energia é

E = E{nk} =
∑

k

nk~ωk, (3.23)

lembrando que ωk depende da massa M do bóson 
omo estabele
e (3.12). A interpretação

de nk 
omo número de bósons �
ará mais evidente adiante.

Quantizado o sistema, estamos agora em 
ondições de analisá-lo segundo o formalismo

de um ensemble 
an�ni
o quânti
o. Lembremo-nos que na me
âni
a estatísti
a quânti
a

um sistema físi
o, des
rito por este ensemble, é 
ara
terizado por uma função partição

Q(T, V ) dada pelo traço do operador densidade, ρ = exp(−βH) [18, 19, 20℄, onde H é o

operador hamiltoniano, T a temperatura, V o volume, β = (kBT )
−1

e kB a 
onstante de

Boltzmann.

Apliquemos este formalismo ao 
ampo es
alar anteriormente quantizado, 
om a energia

total de 
ada 
onjunto {nk} dada por (3.23). Desde que um úni
o estado do sistema é

inteiramente espe
i�
ado 
ontabilizando o número nk asso
iado a 
ada k-ésimo os
ilador,

ou se quisermos, o número de bósons em 
ada frequên
ia; a soma sobre todos os estados

do sistema (isto é, o traço) é, na verdade, dada por uma soma sobre todos os possíveis


onjuntos {nk}. Como não existe restrição sobre os valores de nk (
ada nk 
orre de 0 a

∞), a função partição será então, dada por

Q(T, V ) =
∑

{nk}

exp
[

−βE{nk}
]

=
∑

{nk}

e−β
∑

k
nk~ωk. (3.24)

Abrindo a soma na exponen
ial, esta poderá ser es
rita 
omo um produto de exponen
iais,

e lembrando que a soma sobre {nk} é uma soma sobre {n1, n2, . . . , nk}, podemos mostrar

que

∑

{nk}

∏

k

e−βnk~ωk =
∏

k

∞
∑

nk=0

e−βnk~ωk. (3.25)
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Como o somatório pode ser avaliado 
om a ajuda de uma série geométri
a, 
hegamos ao

resultado para a função partição

Q(T, V ) =
∏

k

1

1− e−β~ωk

. (3.26)

As quantidades termodinâmi
as podem ser derivadas a partir do log Q(T, V ), que de

(3.26) nos dá

logQ(T, V ) = log
∏

k

1

1− e−β~ωk

= −
∑

k

log
(

1− e−β~ωk

)

. (3.27)

3.1 Quantidades termodinâmi
as

Partindo de (3.27) podemos derivar todas as quantidades termodinâmi
as rela
ionadas

ao nosso sistema, nos moldes do ensemble 
an�ni
o [18, 19, 20℄. Ini
iemos, pois, 
om a

energia total do sistema dada por

U = − ∂

∂β
log Q(T, V ), (3.28)

que de (3.27) nos leva a

U =
∑

k

~ωk

eβ~ωk − 1
:=

∑

k

n̄k~ωk. (3.29)

Esta expressão é similar à expressão para a energia total de um gás ideal de Bose-Einstein


om fuga
idade igual a 1, ou poten
ial quími
o nulo [18, 19, 20℄, onde

n̄k =
1

eβ~ωk − 1
, (3.30)

analogamente ao sistema Bose-Einstein, é interpretado 
omo o número médio de bósons


om energia ~ωk. De fato, não há diferença entre falarmos de um 
ampo 
on�nado a uma


avidade de volume V à temperatura T ou de um gás de bósons 
om poten
ial quími
o

nulo, nas mesmas 
ondições.

É 
onveniente agora, de�nirmos o momento p asso
iado a 
ada k 
omo

p =
~πk

V
1

N−1

, tal que p2 = p · p =
~
2π2k2

V
2

N−1

. (3.31)

Substituindo p2 em (3.12), 
hegamos a uma expressão para a energia do bóson de momento

p asso
iado ao os
ilador harm�ni
o de frequên
ia ωk, 
omo sendo

~ωk =
√

p2c2 +M2c4. (3.32)
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Identi�
amos (3.32) 
omo a expressão da energia relativísti
a para uma partí
ula de mo-

mento p e massa M (vide Ref. [7℄). Este fato justi�
a assumirmos α = M2c2

~2
na equação

(3.1), e fortale
e nossa interpretação da radiação es
alar 
omo sendo um gás de bósons


om massa M e poten
ial quími
o nulo.

Para 
al
ularmos a energia total do sistema, em (3.29) tomamos o limite de V → ∞,

o que é feito no sentido de 
onsiderarmos V grande o su�
iente para que a seguinte

substituição seja válida:

3

∑

k

−→
∫ ∞

0

dkN−1. (3.33)

Es
revendo (3.29) em termos do momento 
om a ajuda de (3.31) e (3.32), 
hegamos a

U =
V

(~π)N−1

∫ ∞

0

dpN−1

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (3.34)

onde dpN−1 = dp1dp2 . . . dpN−1. Esta integral pode ser avaliada 
om a ajuda das funções

modi�
adas de Bessel Kν(z), 
omo feito no apêndi
e (A). E 
hegamos assim à expressão

da energia total do sistema para N dimensões e massa M , arbitrária:

U =
V (N − 1)MNcN+1

~N−1π
N
2 2

N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[

Γ
(

N+1
2

)

(βnMc2)
N
2

KN
2

(βnMc2)+

Γ
(

N−1
2

)

2(βnMc2)
N
2
−1

KN
2
−1(βnMc2)

]

,

(3.35)

onde Γ(z) é a função gamma de Euler [21℄.

Na equação a
ima, se tomarmos N = 4 e �zermos c = ~ = kB = 1, 
hegamos a uma

expressão para a densidade de energia em quatro dimensões, 
omo sendo

U

V
=

M3T

2π2

∞
∑

n=1

1

n

[

K1(βnM) +
3

(βnM)
K2(βnM)

]

. (3.36)

Salientamos que este resultado não 
on
orda 
om a última expressão em (A1.39), dada no

apêndi
e (A1.4) em [22℄. Lá, tomado o 
aso de spin e poten
ial quími
o nulos, a segunda

função modi�
ada de Bessel em

U
V
tem índi
e 3, e não 2 
omo em nosso 
aso. Essa 
ontra-

dição, apesar de simples, impede que no limite de massa nula os 
orrespondentes resultados

para a radiação eletromagnéti
a sejam re
uperados a partir de [22℄, 
omo veremos mais

adiante.

3

Vale notar que dkN−1 = dk1dk2 . . . dkN−1.
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A partir da interpretação de (3.30), de�nimos o número total de bósons na 
avidade


omo sendo

N =
∑

k

n̄k =
∑

k

1

eβ~ωk − 1
. (3.37)

Passando para uma integração nos momentos no limite de V → ∞ obtemos, por 
ál
ulos

similares aos que nos levaram a energia U ,

N =
VM

N
2 c

~N−1π
N
2 2

N
2
−1

∞
∑

n=1

1

(βn)
N
2
−1

KN
2

(βnMc2). (3.38)

Que agora sim, para N = 4, re
upera a densidade N
V
dada em [22℄, no apêndi
e já referido

anteriormente e para o nosso 
aso em estudo.

A pressão P nas paredes da 
avidade à temperatura 
onstante é dada por

P =
1

β

∂

∂V
logQ(T, V ), (3.39)

lembrando que a dependên
ia em V está 
ontida em ωk, 
omo pode ser visto em (3.12).

Efetuando a derivada, �
amos 
om

PV =
1

(N − 1)

[

∑

k

~ωk

eβ~ωk − 1
−M2c4

∑

k

1

~ωk

1

eβ~ωk − 1

]

. (3.40)

O primeiro termo entre 
ol
hetes nesta igualdade é a energia U dada em (3.29), enquanto

o segundo pode ser rees
rito a partir de (B.8), nos levando à equação de estado do sistema

em termos do valor médio quadráti
o do 
ampo es
alar 〈φ2〉,

PV =
1

(N − 1)

[

U − VM2c2

~2
〈φ2〉

]

, (3.41)

onde 〈φ2〉 dá o quanto φ �utua em torno do seu valor médio 〈φ〉 = 0.

A partir de (B.7) vemos que o segundo termo de U em (3.35) é igual ao último na equa-

ção a
ima 
om sinal tro
ado. Logo, a pressão é dada por apenas uma função modi�
ada

de Bessel advinda do primeiro termo na energia total:

P =
M

N
2 c

~N−1π
N
2 2

N
2
−1

∞
∑

n=1

1

(βn)
N
2

KN
2

(βnMc2), (3.42)

que é uma generalização de (A1.38) do apêndi
e (A1.4) em [22℄, para N dimensões, 
om

poten
ial quími
o e spin nulos.
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Podemos também obter a energia livre de Helmholtz para o nosso sistema, de�nida

por

A(T, V ) = −kBT logQ(T, V ). (3.43)

Esta quantidade pode ser 
al
ulada a partir de (3.27), nos moldes do apêndi
e (A), resul-

tando em

A(T, V ) = − VM
N
2 c

~N−1π
N
2 2

N
2
−1

∞
∑

n=1

1

(βn)
N
2

KN
2

(βnMc2), (3.44)

que por (3.42), nos leva a

A(T, V ) = −PV. (3.45)

Outra quantidade importante para nós é a entropia S(T, V ), dada a partir da energia

livre de Helmholtz A(T, V ), na forma

S(T, V ) = −
(

∂A(T, V )

∂T

)

V

, (3.46)

onde o subíndi
e V indi
a que a derivada é tomada a volume 
onstante. Como é bem

sabido, partindo de (3.43) 
hegamos, antes mesmo de qualquer integração, a

S(T, V ) =
1

T
(U − A), (3.47)

que por (3.45), nos dá

S =
1

T
(U + PV ). (3.48)

Esta expressão é idênti
a a (14.62) em [19℄, para o gás de Bose-Einstein 
om poten
ial

quími
o nulo.

Dos resultados (3.35) e (3.42), podemos, �nalmente, es
rever a entropia em termos das

funções de Bessel,

S =
V (N − 1)MNcN+1

T~N−1π
N
2 2

N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[

N

(N − 1)

Γ
(

N+1
2

)

(βnMc2)
N
2

KN
2

(βnMc2)+

Γ
(

N−1
2

)

2(βnMc2)
N
2
−1

KN
2
−1(βnMc2)

]

,

(3.49)

em que o segundo termo entre 
ol
hetes pode ser rees
rito 
om a ajuda de (B.7), levando

a uma expressão para S envolvendo 〈φ2〉. Analogamente a U , tomamos as 
onstantes c, ~

e kB iguais a unidade e N = 4 em (3.49), para obtermos a densidade de entropia

S

V
=

M2T

π2

∞
∑

n=1

1

n2

[

2K2(βnM) +
βnM

2
K1(βnM)

]

. (3.50)
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Este resultado é 
ompletamente diferente da densidade de entropia em [22℄, para fuga-


idade igual a unidade e spin nulo, apresentada junto a

U
V
. A expressão forne
ida lá,

a segunda em (A1.39), não difere de (3.50) por um simples �erro de digitação�, 
omo é

possível no 
aso da densidade de energia

U
V
. Além do mais, ela não re
upera o resultado

esperado para o 
aso de massa nula, tão pou
o, a dimensão de entropia, o que nos leva a

duvidar de sua exatidão.

Como última quantidade termodinâmi
a, apresentamos a 
apa
idade térmi
a a volume


onstante, dada por

CV =

(

∂U

∂T

)

V

. (3.51)

Que obtemos a partir de (3.35) 
omo sendo

CV =
V (N − 1)MNcN+1

T~N−1π
N
2 2

N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[

Γ
(

N+1
2

)

(βnMc2)
N
2
−1

KN
2
+1(βnMc2)+

Γ
(

N−1
2

)

2(βnMc2)
N
2
−2

KN
2

(βnMc2)

]

,

(3.52)

onde �zemos uso das identidades para a derivada das funções modi�
adas de Bessel, dadas

em [21, 23℄.

É interessante notarmos que o argumento das funções modi�
adas de Bessel apare
endo

em todas as quantidades termodinâmi
as é uma razão entre a energia de repouso, devido

a massa, e a energia térmi
a:

nβMc2 = n
Mc2

kBT
. (3.53)

Isso nos permite investigar o 
omportamento termodinâmi
o do sistema quando kBT ≪
Mc2, 
omo também kBT ≫ Mc2, in
lusive o 
aso ultrarrelativísti
o de massa nula, 
omo

faremos adiante.

Em espe
ial para Mc2 ≫ kBT , o argumento das funções modi�
adas de Bessel pode

ser tomado in�nito. Neste limite, o 
omportamento de tais funções é dado por [23, 24℄

lim
z→∞

Kν(z) =

√

π

2z
exp (−z). (3.54)

Isso nos diz que as quantidades termodinâmi
as de
res
em exponen
ialmente para massas

progressivamente maiores. Dis
utiremos tal o
orrên
ia 
om mais detalhes no próximo


apítulo, para quatro dimensões.
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Outro ponto a ser investigado, o qual não abordaremos em detalhes neste trabalho,

são os efeitos da dimensão do espaço na termodinâmi
a do sistema. Veja, por exemplo,

[25, 26, 27℄.

3.2 Termodinâmi
a da radiação es
alar sem massa

De posse das quantidades termodinâmi
as 
al
uladas anteriormente, podemos analisar

o 
aso ultrarrelativísti
o de nosso sistema, obtendo assim a termodinâmi
a de uma radiação

es
alar sem massa em N dimensões. Nesse 
ontexto, as novas quantidades poderão ser


omparadas 
om os resultados existentes na literatura para a termodinâmi
a da radiação

eletromagnéti
a em dimensões arbitrárias. Devemos lembrar que esta radiação, apesar da

massa nula, é não es
alar, tal que nossos resultados re
uperarão os já obtidos para este


aso a menos de um fator, devido às possíveis polarizações dos bósons (fótons), que agora

possuem spin um.

No limite ultrarrelativísti
o, o argumento das funções modi�
adas de Bessel nas quan-

tidades termodinâmi
as da se
ção anterior vai a zero (vide equação (3.53)). Neste limite

tais funções se 
omportam, em primeira aproximação, na forma [24℄

Kν(z) ≃
2ν−1Γ(ν)

zν
, para ν ≥ 0. (3.55)

Usando esta aproximação em (3.35), somos levados a

U =
V (N − 1)MNcN+1

~N−1π
N
2 2

N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[

2
N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

Γ
(

N
2

)

(βnMc2)N
+

2
N
2
−3Γ

(

N−1
2

)

Γ
(

N
2
− 1

)

(βnMc2)N−2

]

,

(3.56)

onde vemos que apenas o segundo termo apare
erá multipli
ado por um fator de massa.

Assim, tomando M = 0 na última expressão, �
amos 
om

U =
V (N − 1)Γ

(

N
2

)

ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1

(kBT )
N , (3.57)

podendo ainda ser es
rita, pelas propriedades da função gamma [23, 24℄, 
omo

U =
V Γ

(

N
2

)

Γ(N)ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1Γ(N − 1)

(kBT )
N

(3.58)

sendo ζ(N) a função zeta de Riemman, dada por [24℄

ζ(N) =

∞
∑

n=1

1

nN
, para N > 1. (3.59)
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Nas quantidades dadas por apenas uma função modi�
ada de Bessel é ainda mais fá
il

obtermos o 
aso de massa nula, 
omo, por exemplo, o número total de bósons (3.38)

N =
V Γ

(

N
2

)

ζ(N − 1)

π
N
2 (~c)N−1

(kBT )
N−1, (3.60)

a pressão (3.42), que re
upera o resultado em [28℄,

P =
Γ
(

N
2

)

ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1

(kBT )
N , (3.61)

e a energia livre de Helmholtz (3.44)

A = −V Γ
(

N
2

)

ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1

(kBT )
N . (3.62)

Já a entropia e a 
apa
idade térmi
a podem ser en
ontradas similarmente a U , onde o

termo 
om a função modi�
ada de Bessel de menor índi
e �
a multipli
ado por um fator

de massa, que nesse 
aso vai a zero, nos levando a partir de (3.49) e (3.52) a

S =
V NΓ

(

N
2

)

ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1

kN
BT

N−1
(3.63)

e

CV =
V N(N − 1)Γ

(

N
2

)

ζ(N)

π
N
2 (~c)N−1

kN
B TN−1, (3.64)

respe
tivamente.

A partir de (3.57), a densidade de energia na 
avidade é dada por [28℄

U

V
=

Γ
(

N
2

)

Γ(N)ζ(N)

π
N
2 Γ(N − 1)

(kBT )
N

(~c)N−1
= aNT

N . (3.65)

Comparando o resultado (3.65) para a radiação es
alar 
om o análogo no eletromagnetismo

[25, 29℄, vemos que aN deve ser multipli
ado por N − 2, que é o fator de degeneres
ên
ia

de spin, dando as possíveis polarizações do fóton em N dimensões espaço-temporais [26,

27, 29℄.

Uma vez que re
uperamos o resultado eletromagnéti
o a partir da radiação es
alar 
om

massa, podemos nos questionar sobre a possibilidade de uma massa extremamente pequena

para o fóton. Essa questão pode ser abordada pelo fator de degeneres
ên
ia de spin. Se o

fóton possuísse uma massa, não importando o quão pequena fosse, ele ganharia um grau

de polarização longitudinal, tal que o fator 
orrigindo a nossa propor
ionalidade em (3.65)
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seria N − 1, em vez de N − 2. Sabemos, pelos experimentos para a radiação de 
avidade

eletromagnéti
a em quatro dimensões, que tal fator é de fato N − 2. No entanto, este

resultado experimental não é o su�
iente para postularmos uma massa nula para o fóton,

pois os fótons longitudinalmente polarizados podem possuir um a
oplamento tão fra
o


om a matéria, tal que sejam irrelevantes para o equilíbrio termodinâmi
o na 
avidade

e, 
onsequentemente, invisíveis aos nossos aparatos de medida. Para mais detalhes sobre

esta dis
ussão, veja [18, 29℄.

A partir de (3.57) e (3.61) a pressão pode ser dada em termos de

U
V

omo [28, 29℄

P =
1

(N − 1)

U

V
. (3.66)

Chamamos a atenção aqui, para o fato que (3.65) e (3.66) representam uma generalização

de dois resultados bem 
onhe
idos para radiação eletromagnéti
a de 
avidade em N = 4.

Nos referimos a propor
ionalidade

U
V
∝ T 4

e a relação entre pressão e densidade de energia,

P = 1
3
U
V
[18, 19, 20℄.

Para massa nula, energia e entropia podem ser rela
ionadas a partir de (3.57) e (3.63)

da seguinte forma

S =
N

N − 1

U

T
=

V NaNT
N−1

(N − 1)
, (3.67)


omo também de (3.57) e (3.64), obtemos

CV =
N

T
U. (3.68)

Usando essas relações, somos levados a

CV = (N − 1)S, (3.69)

que generaliza a relação entre essas quantidades em quatro dimensões, dada por CV = 3S

[20℄.

Em uma transformação adiabáti
a a entropia do sistema permane
e 
onstante, tal que

pela última igualdade em (3.67), temos

V TN−1 = constante. (3.70)

E es
revendo T em termos de P 
om a ajuda de (3.65) e (3.66), 
hegamos à segunda

equação no 
aso adiabáti
o

PV
N

N−1 = constante. (3.71)
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Essas duas últimas igualdades são também uma generalização dos resultados eletromag-

néti
os em quatro dimensões apresentados em [20℄.

3.3 A pressão por 
onsiderações 
inéti
as

Anteriormente fomos 
onduzidos à interpretação de que o 
ampo es
alar 
on�nado,

ini
ialmente des
rito por ondas esta
ionárias, após quantizado, se 
omporta identi
amente

a um gás de partí
ulas relativísti
as 
om poten
ial quími
o nulo no ensemble 
an�ni
o.

Então, esperamos que a pressão para este sistema possa ser 
al
ulada 
onsiderando-a


omo devida à 
olisão de tais partí
ulas 
om as paredes da 
avidade. Para este propósito,

partimos do número total de bósons na 
avidade (3.37), que para V → ∞ pode ser dado

em termos do momento 
omo

N =
V

(~π)N−1

∫ ∞

0

dpN−1 1

eβε − 1
, (3.72)

onde ε(p) =
√

p2c2 +M2c4, é a energia relativísti
a de 
ada bóson.

De�nimos agora

N
V

=

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1

1

eβε − 1
=

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1
f(p), (3.73)

sendo

f(p) =
1

eβε − 1
, (3.74)

interpretada 
omo uma função distribuição [18, 19℄.

A partir de f(p), podemos 
al
ular a média das quantidades rela
ionadas ao gás, em

parti
ular, a energia média de 
ada bóson será dada por

〈ε〉 :=
V
∫∞

−∞
dpN−1

hN−1 εf(p)

V
∫∞

−∞
dpN−1

hN−1 f(p)
=

V

N

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1
εf(p), (3.75)

onde o volume é advindo de uma integração em todo o espaço de fase. Multipli
ando

ambos os lados desta equação por

N
V

om f(p) e ε(p) dados expli
itamente, 
hegamos a

N
V
〈ε〉 =

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1
εf(p) =

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (3.76)

e pela equação (A.1) temos

N
V
〈ε〉 = U

V
. (3.77)
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Cal
ulemos a pressão exer
ida pelos bósons nas paredes da 
avidade, 
onsiderando

estas perfeitamente re�etoras. Assim, seja uma parede normal ao semi eixo x1 positivo,

tal que qualquer bóson 
om momento p1 > 0 e velo
idade v1 > 0 que 
olide 
om ela, sofre

uma variação de seu momento dada por △p1 = 2p1. A pressão na parede é então, dada

por

P = 2

∫ ∞

v1>0

dpN−1

hN−1
p1v1f(p). (3.78)

Pela relação entre momento, energia e velo
idade para um sistema relativísti
o [7℄,

p =
ε

c2
v, (3.79)

temos

P =

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1

p21c
2

ε
f(p). (3.80)

Como 
ada uma das integrações tem o mesmo valor, a pressão pode ser es
rita 
omo

P =
1

(N − 1)

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1

p2c2

ε
f(p). (3.81)

Rees
revendo (3.81) 
om a ajuda de p2c2 = ε2 −M2c4, �
amos 
om

P =
1

hN−1(N − 1)

[
∫ ∞

−∞

dpN−1εf(p)−
∫ ∞

−∞

dpN−1M
2c4

ε
f(p)

]

, (3.82)

onde expli
itando f(p) e ε somos levados a

P =
1

hN−1(N − 1)

[

∫ ∞

−∞

dpN−1

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
−

M2c4
∫ ∞

−∞

dpN−1 (
√

p2c2 +M2c4)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1

]

.

(3.83)

Multipli
ando ambos os lados desta equação por V , identi�
amos de (A.1) o primeiro

termo 
omo propor
ional à energia U , enquanto o segundo termo pode ser identi�
ado de

(B.3) 
omo envolvendo 〈φ2〉. Assim 
hegamos novamente a (3.41), 
omo devia a
onte
er.

O resultado anterior 
on�rma nossa expe
tativa de que a pressão 
al
ulada através

do ensemble 
an�ni
o para o 
ampo es
alar quantizado dentro da 
avidade é igualmente

obtida por 
onsiderando a 
avidade preen
hida 
om um gás de partí
ulas relativísti
as de

massa M .
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Podemos também a partir de (3.60) e (3.61), es
rever a equação de estado para massa

nula na forma

PV =
ζ(N)

ζ(N − 1)
N kBT. (3.84)

Desde que a razão entre as funções zetas tende à unidade quão maior for N , vemos que

(3.84) toma a mesma forma da equação de estado para o gás relativísti
o 
lássi
o 
om N̄

molé
ulas [13℄. Contudo, as semelhanças �
am apenas na forma, porque N aqui não é

uma quantidade �xa, mas dependente de T e V .



Capítulo 4

Termodinâmi
a da radiação es
alar em

N = 4

Cal
uladas as quantidades termodinâmi
as no 
apítulo anterior para massa e dimen-

sões arbitrárias, tomamos agora o 
aso parti
ular de N = 4 e primeiras 
orreções de

massa. O que se faz 
onveniente, porque em tais 
ondições nossos resultados podem ser

fa
ilmente 
omparados 
om os bem 
onhe
idos e 
omprovados para o eletromagnetismo,

devido aos trabalhos de Plan
k. E é tal 
omparação, que nos permitirá extrair o novo 
on-

teúdo de informações a
er
a do 
omportamento do sistema na presença de massa, mesmo


onsiderando esta muito pequena.

Tomando N = 4 nas expressões para as quantidades termodinâmi
as do Capítulo 3,

somos levados a partir de (3.35) a

U =
VM4c5

2π2~3

∞
∑

n=1

[

3

(βnMc2)2
K2(βnMc2) +

1

(βnMc2)
K1(βnMc2)

]

, (4.1)

enquanto o número de bósons em (3.38) e a pressão em (3.42), são dados respe
tivamente

por

N =
VM2c

2π2~3

∞
∑

n=1

1

(βn)
K2(βnMc2) (4.2)

e

P =
M2c

2π2~3

∞
∑

n=1

1

(βn)2
K2(βnMc2). (4.3)

34
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Do apêndi
e (B), podemos obter 〈φ2〉 em quatro dimensões através de (B.7),

〈φ2〉 = Mc

2π2~

∞
∑

n=1

1

(βn)
K1(βnMc2). (4.4)

Temos também a partir de (3.41) a equação de estado do sistema para quatro dimensões,

dada por

PV =
1

3

[

U − VM2c4

~2c2
〈φ2〉

]

. (4.5)

Um �grá�
o desta equação�, que é similar a (4.3), pode nos dar uma primeira perspe
tiva

de 
omo a massa afetará os resultados para nosso sistema.

Figura 4.1: Comportamento da pressão P 
omo função da temperatura T , em quatro dimensões e

valores diferentes para a massa dos bósons. As 
onstantes ~, c e kB foram feitas iguais a um.

Como podemos notar na Fig. (4.1), a existên
ia de massa provo
a uma diminuição no


res
imento da pressão em função da temperatura. Em parti
ular, para baixos valores de

T o argumento das funções modi�
adas de Bessel é grande e o 
omportamento da 
urva é

dado através de (3.54). Enquanto que, para valores de T 
ada vez maiores, a massa torna-

se desprezível e a pressão se 
omporta aproximadamente 
omo P ∝ T 4
, similarmente ao


aso sem massa. Isso nos diz que, em primeiras 
orreções de massa, devemos esperar por

um pequeno retardo no valor das quantidades termodinâmi
as. Exploraremos este fato em

mais detalhes na próxima se
ção, in
lusive, justi�
ando o porquê de tal 
omportamento.
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Retornando às quantidades termodinâmi
as em quatro dimensões, temos também de

(3.44) a energia livre de Helmholtz

A = −VM2c

2π2~3

∞
∑

n=1

1

(βn)2
K2(βnMc2), (4.6)

a entropia a partir de (3.49)

S =
VM4c5

Tπ2~3

∞
∑

n=1

[

2

(βnMc2)2
K2(βnMc2) +

1

2(βnMc2)
K1(βnMc2)

]

, (4.7)

e por (3.52) a 
apa
idade térmi
a

CV =
VM4c5

T2π2~3

∞
∑

n=1

[

3

(βnMc2)
K3(βnMc2) +K2(βnMc2)

]

. (4.8)

Estudamos a primeira 
orreção de massa nas quantidades anteriores tomando o limite

de kBT ≫ Mc2 e usando a seguinte aproximação para as funções modi�
adas de Bessel


om argumento pequeno [23℄,

Kν(z) ≃
2ν−1Γ(ν)

zν

(

1− z2

4ν − 4

)

para ν > 1 (4.9)

e

Kν(z) ≃
1

z
+

z

2
log

(z

2

)

para ν = 1. (4.10)

Com essas aproximações, em (4.1) teremos

U

V
=

(kBT )
4

2π2(~c)3

∞
∑

n=1

[

6

n4
− 6(βMc2)2

4n2
+

(βMc2)2

n2
+

(βMc2)4

2
log

(

βnMc2

2

)]

, (4.11)

onde 
onsiderando apenas os termos de ordem mais baixa em M , 
hegamos a

U

V
=

π2(kBT )
4

30(~c)3
− M2c(kBT )

2

24~3
. (4.12)

Pro
edendo da mesma forma para a pressão (4.3), que também pode ser obtida de

(4.5), somos levados a

P =
π2(kBT )

4

90(~c)3
− M2c(kBT )

2

24~3
, (4.13)

o qual é re
uperado no 
aso de poten
ial quími
o nulo pelo resultado para P em quatro

dimensões e primeira 
orreção de massa apresentado em [22, 30℄. Sendo que P obtida em

[30℄ difere de (4.13) por um fator 2 devido à degeneres
ên
ia de spin no espaço quadridi-

mensional, pois é 
al
ulada para bósons de spin 1 (fótons).
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De maneira similar para as demais quantidades, temos

N
V

=
ζ(3)(kBT )

3

π2(~c)3
− M2ckBT

24~3
, (4.14)

A

V
= −π2(kBT )

4

90(~c)3
+

M2c(kBT )
2

24~3
, (4.15)

CV

V
=

2π2k4
BT

3

15(~c)3
− M2ck2

BT

12~3
(4.16)

e �nalmente

S

V
=

2π2k4
BT

3

45(~c)3
− M2ck2

BT

12~3
, (4.17)

sendo este resultado re
uperado a partir do apresentado em [30℄ para poten
ial quími
o

nulo, a menos do fator 2 de degeneres
ên
ia de spin no espaço-tempo quadridimensional.

Agora é fá
il ver, que a menos do fator de degeneres
ên
ia de spin, tomado M = 0 nas

expressões de (4.12) a (4.17), re
uperamos imediatamente os resultados plan
kianos em

[18, 19, 20℄.

Outra análise interessante aqui pode ser feita 
al
ulando 〈φ2〉 para M = 0 através de

(4.4), nos levando a [31℄

〈φ2〉 = (kBT )
2

12~c
. (4.18)

Este resultado nos diz que as primeiras 
orreções de massa nas quantidades termodinâmi
as

em (4.12), (4.13) e (4.15) são propor
ionais ao produto do quadrado da energia de repouso

dos bósons (M2c4) pelo valor médio quadráti
o do 
ampo φ para massa nula.

4.1 Comportamento em primeiras 
orreções de massa

Como apresentado no iní
io deste 
apítulo, a 
onsideração de que os bósons na 
avidade

possuem uma massa, mesmo que muito pequena em relação à temperatura, leva a 
orreções

nas quantidades termodinâmi
as, em primeira ordem, propor
ionais a M2
. Este fato nos

leva a questionar sobre o novo 
omportamento do sistema frente a tais 
orreções, em relação

ao 
aso sem massa. In
lusive, nos leva a perguntar 
omo se desenvolvem as transformações

termodinâmi
as na presença da massa.

Em primeiro lugar, vemos de (4.12) que a densidade de energia na 
avidade é afetada

pela massa por um termo negativo. Isso impli
a que dada duas 
avidades idênti
as e
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à mesma temperatura, a densidade de energia será menor na que possui bósons 
om

massa. Este 
omportamento pode ser melhor entendido a partir da energia média para

uma parti
ular frequên
ia ωk, dada por

E(ωk) := n̄k~ωk =
~ωk

eβ~ωk − 1
. (4.19)

Como pode ser visto através de (3.12), 
onsiderar o sistema 
om massa leva a um au-

mento de ωk, tal que dada uma massa M o argumento da exponen
ial em (4.19), para uma

temperatura �xa, é maior que no 
aso de massa nula, o
asionando assim uma diminuição

da energia média para um parti
ular k espe
i�
ado e, 
onsequentemente, da energia total

na 
avidade, em relação ao sistema 
om massa nula à mesma temperatura.

De um outro ponto de vista, podemos dizer que a presença da massa aumenta a frequên-


ia do os
ilador e, portanto, seu quantum de energia. Assim, a temperatura ne
essária

para �ativá-lo� torna-se maior, quão maior for M . Mas, ativar um os
ilador nada mais

é do que lançar um bóson na 
avidade, tal que, pelo fato anterior, devemos esperar por

um de
res
imento do número N de bósons na 
avidade para valores 
res
entes da massa,

o que é 
on�rmado em (4.14). Da mesma forma, o aumento da frequên
ia de 
ada um

dos os
iladores em função do 
res
imento da massa leva a uma diminuição da 
apa
idade

térmi
a CV 
omo pode ser visto em (4.16). Isto é justi�
ado pelo fato que a �ativação�

de algum dos os
iladores o
orrerá em temperaturas 
ada vez maiores quão maior for a

elevação da frequên
ia devido ao aumento da massa. Assim, em temperaturas 
ada vez

maiores a maioria dos os
iladores ainda se en
ontrarão no seu estado fundamental, e a

energia na 
avidade não varia até que a temperatura seja aumentada su�
ientemente para

retirar alguns desses os
iladores do estado fundamental (�ativá-los�).

Uma questão que também podemos abordar 
om respeito à energia nas duas 
avidades,

uma de bósons 
om massa e outra 
om bósons de massa nula, é que em ambas a energia


res
e propor
ionalmente a V para uma temperatura �xa, 
omo é visto em (4.12). No

entanto, fazendo M = 0 nesta equação vemos que propor
ionalidade para o sistema 
om

bósons de massa nula é estabele
ida por

U =
π2(kBT )

4

30(~c)3
V, (4.20)
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enquanto para massa não nula temos

U =

[

π2(kBT )
4

30(~c)3
− M2c(kBT )

2

24~3

]

V, (4.21)

de onde vemos que a propor
ionalidade entre U e V no 
aso de massa não nula é menor.

Logo, tanto para volume �xo ou para temperatura �xa, o que a massa propor
iona é uma

diminuição da energia total na 
avidade em relação ao 
aso de massa nula. Contudo, para

o 
aso de temperatura 
onstante surge em ambos os sistemas uma questão interessante, o

aumento da energia em função do volume.

Se pensarmos em um gás relativísti
o 
lássi
o 
omposto por um número N̄ de molé
ulas

de massa M (0)
tomado �xo, temos que no limite de M (0)c2 ≪ kBT a energia total do gás

é dada por [13℄

U = 3N̄kBT, (4.22)

e vemos que mantida a temperatura 
onstante não há 
omo variar a energia interna do

gás. Por outro lado, a energia de um gás de bósons es
alares 
om massa nula es
rita a

partir de (3.57) e (3.60) 
omo

U =
(N − 1)ζ(N)

ζ(N − 1)
N kBT, (4.23)

que em quatro dimensões nos leva a

U =
ζ(4)

ζ(3)
3N kBT, (4.24)

varia 
om o volume. A razão para isso é que em nosso 
aso o número N de partí
ulas,

diferentemente de N̄ , não é �xo. Pelo 
ontrário, N varia propor
ionalmente a V , 
omo

pode ser visto em (4.14).

Outro ponto a ser dis
utido 
om respeito à 
omparação entre os bósons na 
avidade

e o gás relativísti
o 
lássi
o 
om número de molé
ulas �xo é a 
orreção de massa sofrida

pela energia total de ambos os sistemas. Como já apresentamos no iní
io desta seção em

(4.12), a 
onsideração de uma massa para os bósons, mesmo que muito pequena em relação

à temperatura, leva a uma diminuição da energia dentro da 
avidade, sendo que, no limite

de Mc2 → ∞, a energia vai a zero pelo 
omportamento das funções modi�
adas de Bessel

em (3.54), mantendo a temperatura �xa. Em 
ontradição a este fato, se 
onsiderada a
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massa M (0)
das molé
ulas de um gás relativísti
o 
lássi
o muito maior que a temperatura

(M (0) ≫ kBT ), a energia total se 
omporta da seguinte forma [13℄

U = N̄M (0) +
3

2
N̄kBT, (4.25)

que não tem nenhuma semelhança 
om o 
omportamento dos bósons de massa não nula na


avidade. A diferença 
ru
ial aqui, é que dar uma massa às partí
ulas no 
aso relativísti
o


lássi
o signi�
a que a energia ini
ial, devida apenas ao momento, ganha um termo aditivo

de energia de repouso, o que não o
orre no 
aso dos bósons, pois estes são advindos da

quantização de ondas esta
ionárias, e 
onsiderar uma massa não nula signi�
a aumentar

a frequên
ia de 
ada os
ilador quânti
o dentro da 
avidade.

Outros efeitos da massa na radiação es
alar em primeira 
orreção podem ser extraídos

a partir da equação de estado (4.13), a qual nos mostra imediatamente que a pressão nas

paredes da 
avidade é independente de V para qualquer valor de M , in
lusive, M = 0, e

que a 
orreção de massa na pressão é idênti
a à 
orreção para a densidade de energia (4.12).

Por esta 
orreção na equação de estado, podemos analisar o 
omportamento do sistema

frente às transformações termodinâmi
as em relação ao 
aso de massa nula. Em primeiro

lugar, para uma transformação isotérmi
a tomamos T = constante em (4.13) e vemos que

a pressão para o 
aso de bósons 
om massa é sempre menor que no 
aso de massa nula.

Assim, em uma representação grá�
a de P em função de V para os dois sistemas, o de

bósons 
om massa não nula assumirá valores de pressão sempre menores que aqueles do

sistema 
om bósons de massa nula para quaisquer valores de V . Da mesma forma, este


omportamento é similar para uma transformação isovolumétri
a (V = constante), na

qual em um grá�
o de P 
ontra T a partir de (4.13) a pressão para o sistema de bósons


om massa é sempre menor que aquela para o 
aso de massa nula independente do valor

de T .

Para estudarmos o 
omportamento do sistema por uma transformação isobári
a to-

mamos P = constante em (4.13), e vemos que no 
aso de bósons 
om massa não nula o

sistema ne
essita de uma temperatura superior àquela para o 
aso de bósons sem massa

para se manter à mesma pressão. Logo, em um grá�
o da variação de T 
om respeito a V ,

o sistema de bósons 
om massa possuirá valores de temperatura superiores aos do sistema

de bósons sem massa para qualquer valor de V .
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O 
omportamento do sistema sob transformações adiabáti
as é obtido es
revendo a

entropia em (4.17), na forma

S =
2π2k4

BV T 3
eff

45(~c)3
, (4.26)

onde

Teff := T

[

1− 15

8π2

(

Mc2

kBT

)2
]

1

3

. (4.27)

Para uma transformação adiabáti
a S = constante, e temos então a partir de (4.26) a

equação que rela
iona V e Teff , dada por

V T 3
eff = constante. (4.28)

Esta relação entre V e Teff , governando a transformação adiabáti
a, tem a mesma forma

fun
ional que no 
aso de massa nula, dado em (3.70) para N = 4. Como Teff < T ,

para um mesmo valor da 
onstante em (4.28) o sistema 
om bósons de massa não nula

possui valores maiores de volume em relação ao sistema de bósons sem massa à mesma

temperatura. Ou seja, �xado um mesmo valor de entropia para ambos os sistemas, na

representação grá�
a de V 
ontra T o sistema de bósons 
om massa terá valores de volume

superiores àqueles para o sistema de bósons sem massa, independente do valor de T .

Re
orrendo a (3.47) e usando as quantidades em primeira 
orreção de massa, podemos

expressar a pressão em termos de Teff , obtendo assim, a dependên
ia entre P e V que

governa uma transformação adiabáti
a,

PV 4/3

b2
= constante, (4.29)

onde

b2 =

[

1− 15

8π2

(

Mc2

kBT

)2
]

2

3

. (4.30)

Da expressão de�nindo b, vemos que o 
aso de massa nula em quatro dimensões, obtido

de (3.71), é re
uperado a partir de (4.29). Vemos também a partir de (4.30) que para uma

temperatura �xa b2 < 1, assim dado um mesmo valor da 
onstante em (4.29) para os dois

sistemas o produto PV 4/3
para o 
aso de bósons 
om massa é menor que aquele para o


aso de massa nula. Logo, em um grá�
o da variação de P 
om respeito a V para uma

temperatura �xa, os valores da pressão no sistema de bósons 
om massa são menores que
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os 
orrespondentes valores para P no 
aso de bósons sem massa, dado qualquer valor de

V .

Uma aspe
to interessante que a equação (4.29) nos permitiria abordar, juntamente


om a equação de estado (4.5), seria o 
i
lo de Carnot efetuado pela radiação es
alar 
om

massa. No entanto, este aspe
to não será abordado aqui.



Capítulo 5

Espe
tro de 
orpo negro da radiação

es
alar

O estudo desenvolvido no 
apítulo pre
edente nos permitiu explorar o 
omportamento

termodinâmi
o da 
avidade preen
hida 
om bósons de massa M e poten
ial quími
o nulo,

em relação ao sistema 
om massa nula. Isso foi feito partindo das quantidades termodinâ-

mi
as previamente 
al
uladas e tomando o 
aso parti
ular de quatro dimensões e primeiras


orreções de massa, o que nos levou a per
eber as modi�
ações na termodinâmi
a do sis-

tema impostas pela 
onsideração de bósons 
om massa.

Realizados os estudos anteriores, estamos agora interessados em re
onhe
er as 
orreções

de massa do ponto de vista espe
tral do sistema, o que pode ser feito a partir das expressões

para as quantidades termodinâmi
as antes mesmo de suas integrações, expressando-as


omo funções de ω, T e M . Isso nos permitirá obter, para o 
aso 
om massa e em

quatro dimensões, uma distribuição espe
tral similar à lei da radiação de Plan
k para

a radiação de 
avidade eletromagnéti
a [18, 19, 20℄, sendo esta re
uperada por nossos

resultados a menos do fator de degeneres
ên
ia de spin quando tomarmos o limite de

M = 0. Obteremos também, as leis de Wien e Rayleigh-Jeans para massas não nulas.

Consideremos em primeiro lugar a energia total na 
avidade dada em (3.29). No limite

de V → ∞ a soma nesta equação pode ser passada para uma integral, que a partir de

(3.31) e (3.32) nos permite expressar a densidade de energia na 
avidade em termos de

43
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uma integração no momento, da forma

U

V
=

4π

h3

∫ ∞

0

dp p2
√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (5.1)

onde usamos o sistema de 
oordenadas esféri
as.

Queremos agora expressar

U
V


omo uma integral em ω, obtendo assim, a densidade

de energia por unidade de frequên
ia das ondas esta
ionárias na 
avidade. Isso pode ser

al
ançado a partir de (3.32) onde, para um dado valor de M , temos

1

~
2ω2 = p2c2 +M2c4. (5.2)

Diferen
iando ambos os lados da última igualdade, somos levados a

dp =
~
2ω

c
√
~2ω2 −M2c4

dω. (5.3)

Logo, podemos es
rever a densidade de energia 
omo sendo

U

V
=

1

2π2c3

∫ ∞

Mc2

~

dωω2

√
~2ω2 −M2c4

eβ~ω − 1
, (5.4)

onde os limites de integração são dados através de (5.1) e (5.2).

Rees
revendo (5.4) de uma forma mais 
onveniente, temos

U

V
=

∫ ∞

Mc2

~

dω
~

2π2c3
ω3

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2

:=

∫ ∞

Mc2

~

dω u(ω, T,M), (5.5)

onde

u(ω, T,M) =
~

2π2c3
ω3

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2

. (5.6)

Esta é a generalização da lei da radiação de Plan
k do eletromagnetismo, para o 
aso de

bósons 
om massa M e spin zero. u(ω, T,M) é a distribuição espe
tral da densidade de

energia

U
V
no interior da 
avidade, dando a densidade de energia por unidade de frequên
ia,

para uma temperatura T e massa M , a qual, no limite de massa nula re
upera a menos do

fator de degeneres
ên
ia de spin a lei de Plan
k usual para o 
ampo de Maxwell [18, 19, 20℄.

Para analisarmos os efeitos da massa na distribuição espe
tral da radiação es
alar no

interior da 
avidade, é 
onveniente de�nirmos novas variáveis adimensionais,

x :=
~ω

kBT
e α :=

Mc2

kBT
, (5.7)

1

Omitimos aqui o sub índi
e k em ω, pois na forma integral isso não se faz ne
essário.
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em termos das quais u(ω, T,M) é es
rito na forma

2

u(ω, T,M) =
(kBT )

4

2π2(~c)3
x3

ex − 1

[

1−
(α

x

)2
]

1

2

. (5.8)

A partir desta expressão, �xado um valor de T , podemos de�nir para �ns de análise,

u′(ω, T,M) :=
2π2(~c)3

(kBT )4
u(ω, T,M) =

x3

ex − 1

[

1−
(α

x

)2
]

1

2

, (5.9)

de onde obtemos fa
ilmente a 
urva �plan
kiana� para diferentes valores da massa dos

bósons (vide Fig.(5.1)).

Figura 5.1: A distribuição espe
tral para a densidade de energia no interior da 
avidade, a temperatura


onstante e diferentes valores de massa para os bósons.

Como pode ser visto em (5.6), a 
orreção de massa ao 
aso pla
kiano (i.e., para M = 0)

é dada em termos da razão entre a energia de repouso (Mc2) e a energia total (~ω) dos

bósons, e o
asiona um de
rés
imo de u(ω, T,M) que, 
onsequentemente, provo
a uma

diminuição da densidade de energia dentro da 
avidade. Isto pode ser visto observando

que a área sob as 
urvas na Fig. (5.1) diminui para valores de M 
res
entes. Este fato já

foi notado nas primeiras 
orreções de massa do 
apítulo anterior, porém agora, podemos

explorá-lo 
om maiores detalhes e 
om valores de massa arbitrários. Devemos também

notar em (5.6) que o menor valor possível de frequên
ia é ω = Mc2

~
, o qual é obtido

fazendo p = 0 na equação (5.2), sendo que neste valor temos u(ω, T,M) = 0.

2

Notemos, na substituição das variáveis, que em (5.5) a integração é feita sobre ω.
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O número total de bósons na 
avidade por unidade de frequên
ia, à temperatura T e

massa M , pode ser 
al
ulado através de (3.37), de forma análoga ao que �zemos para a

densidade de energia. Primeiramente tomamos

N
V

=

∫ ∞

Mc2

~

dω
1

2π2c3
ω2

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2

:=

∫ ∞

Mc2

~

dω n(ω, T,M), (5.10)

e por esta de�nição 
hegamos a

n(ω, T,M) =
1

2π2c3
ω2

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2

. (5.11)

Este resultado nos possibilita es
rever (5.6) na forma

u(ω, T,M) = n(ω, T,M)~ω, (5.12)

a partir da qual, podemos interpretar o porquê da massa provo
ar uma diminuição da

densidade de energia. Vemos de (5.11) e (5.12) que �xado os valores de temperatura e

frequên
ia a energia dos bósons permane
e 
onstante e igual a ~ω para quaisquer valores

da massa M , enquanto o número desses bósons na parti
ular frequên
ia ω diminui para

valores 
res
entes de suas massas. Isso nos diz que o de
rés
imo de u(ω, T,M) em função

do aumento da massa dos bósons para ω e T �xos, é devido à diminuição do número de

bósons que se en
ontrarão 
om frequên
ia ω e energia ~ω para a temperatura T , o que é

fa
ilmente visto em (5.12).

5.1 As leis de Rayleigh-Jeans e Wien 
om massa

Para uma análise mais profunda de (5.6), 
omo também, uma melhor 
ompreensão das

novas 
ara
terísti
as do sistema estimuladas pela 
onsideração de uma massa não nula para

os bósons, se faz ne
essária a obtenção das leis de Rayleigh-Jeans e Wien, neste 
ontexto.

Essas leis nos darão informações sobre a forma de u(ω, T,M) no limite de baixas e altas

frequên
ias, respe
tivamente. Além do mais, neste último 
aso, poderemos derivar o que


hamaremos de uma lei de deslo
amento de Wien para o 
aso 
om massa, a qual nos dirá


omo a frequên
ia de máxima emissão do sistema se modi�
a perante bósons de massa

não nula.
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Ini
iemos a partir da distribuição espe
tral da densidade de energia na 
avidade para

uma temperatura 
onstante dada por (5.9), onde devemos lembrar que (vide (5.7))

α

x
=

Mc2

~ω
. (5.13)

Tomando o limite de baixas frequên
ias x ≪ 1 em (5.9), e notando que

α

x
=

Mc2

~ω
≤ 1, (5.14)

devemos ter, também, α ≪ 1. No entanto, a exponen
ial no denominador de (5.9) pode

ser expandida, e �
amos 
om

u′ ≃ x2
[

1−
(α

x

)2
]

1

2

. (5.15)

Esta é a lei da radiação de Rayleigh-Jeans para o 
aso 
om massa, na qual, fazendo M = 0

teremos u′ ≃ x2, que re
upera o resultado usual do eletromagnetismo (fótons) [20℄.

A raiz quadrada em (5.15) é uma 
orreção ao 
oe�
iente angular da 
urva u′ = x2, que


omo veremos a seguir, vai a 1 quando a razão entre α e x é muito pequena (M → 0),

fazendo 
om que u′
se 
omporte rapidamente 
omo uma função quadráti
a. Por outro

lado, quando esta razão tende à unidade, o radi
ando em (5.15) aproxima-se de zero e u′

demorará mais a exibir um 
omportamento quadráti
o.

Desde que o valor mínimo de x é x = α, podemos fazer x = α + ǫ 
om ǫ ≥ 0. Assim,

(5.15) torna-se

u′ = (α+ ǫ)(2αǫ+ ǫ2)
1

2 . (5.16)

Se α é tão pequeno tal que

α
ǫ
≪ 1, a última igualdade pode ser expandida em termos

desta razão, nos levando a

u′ ≃ ǫ2
(

1 + 2
α

ǫ
+

α2

ǫ2

)

, (5.17)

de onde podemos tomar, para α → 0,

u′ ≃ ǫ2. (5.18)

Logo, 
omo já havíamos 
omentado anteriormente, u′
se 
omportará 
omo uma função

quadráti
a de ǫ no limite em que a massa torna-se nula.
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No entanto, se α é tal que

ǫ
α
≪ 1, (5.16) pode ser agora expandida em termos desta

nova razão, nos dando

u′ ≃ α
√
2αǫ

(

1 +
5

4

ǫ

α
+

1

4

ǫ2

α2

)

, (5.19)

que em boa aproximação pode ser dada 
omo

u′ ≃ α
√
2αǫ. (5.20)

Vemos então que, para massas não nulas, a 
urva não exibirá forma quadráti
a, mas sim

uma raiz quadrada. Este 
omportamento pode ser observado na Fig. (5.2), que mostra


omo o grá�
o de u′
se desvia de uma 
urva quadráti
a em função da massa.

Figura 5.2: Comportamento da distribuição espe
tral da densidade de energia no interior da 
avidade a

baixas frequên
ias, temperatura 
onstante e diferentes valores para a massa dos bósons. As 
urvas sólidas

representam o 
omportamento exato previsto pela teoria, que nas frequên
ias 
onsideradas se aproximam

da lei de Raleigh-Jeans generalizada para massa não nula, dada pelas 
urvas de mesma 
or em pontilhado.

Tomemos agora, o limite de x ≫ 1 e

α
x

≪ 1, ou seja, altas frequên
ias e massas

pequenas. Neste limite a exponen
ial no denominador de (5.9) pode ser feita muito maior

que a unidade, enquanto os demais termos podem ser expandidos em ordens da razão entre

α e x, nos levando a

u′ ≃ x3
[

1− 1

2

(α

x

)2
]

e−x. (5.21)
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Esta é a lei da radiação de Wien para bósons 
om massa, que nos dá uma generalização

da fórmula proposta por Wien em 1896 des
revendo a radiação de 
avidade para o 
ampo

de Maxwell [20℄, a qual re
uperamos a partir de (5.21) fazendo M = 0, i.e., α = 0.

Figura 5.3: Limite de altas frequên
ias para a distribuição espe
tral da densidade de energia no interior

da 
avidade à temperatura 
onstante e diversos valores de massa para os bósons. As 
urvas sólidas são

as previsões exatas da teoria 
om massa e são bem des
ritas, no limite de frequên
ias 
onsiderado, pela

lei de Wien generalizada para massa não nula (
urvas pontilhadas 
om mesma 
or).

Como pode ser visto na Fig. (5.3), a lei de Wien (5.21) des
reve em boa aproximação

não apenas a distribuição espe
tral da radiação dentro da 
avidade para altas frequên
ias,

mas também os pontos em que esta distribuição atinge um máximo. Estes pontos são de

parti
ular importân
ia, porque eles indi
am para um dado valor de massa e temperatura, a

frequên
ia de máxima emissão do sistema (ωmax). Logo, 
onhe
endo 
omo esses pontos se


omportam, podemos determinar o que as mudanças na temperatura e na massa 
ausarão

na frequên
ia de máxima emissão, in
lusive obter qualquer uma dessas três quantidades a

partir da medida das outras duas.

Para obtermos a des
rição dos pontos de máximo a partir de lei de Wien, tomamos em

(5.21)

du′

dx
= 0. (5.22)
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Desta igualdade somos levados a

x3 − 3x2 +
1

2
α2x

(

1

x
− 1

)

= 0, (5.23)

mas desde que x ≫ 1, podemos fazer

x2 − 3x− 1

2
α2 = 0. (5.24)

Das duas soluções da última equação, apenas uma representa a lei de deslo
amento de

Wien para o 
aso de massa, a saber

x =
3 +

√
9 + 2α2

2
. (5.25)

Fazendo α = 0 nesta solução obtemos

x = 3, (5.26)

que re
upera a lei de deslo
amento de Wien para o eletromagnetismo [29, 32℄, o que não

o
orre para a outra solução.

Para uma melhor 
omparação entre os dois 
asos da lei de deslo
amento de Wien,

massa nula e massa não nula, rees
revemos (5.25) na forma

x =
3

2
+

3

2

√

1 +
2α2

9
, (5.27)

e tomamos M tão pequeno, tal que α2 ≪ 1. Assim, por uma expansão, temos

x = 3 +
α2

6
, (5.28)

que nos permite interpretar o 
omportamento de ωmax na presença de massa.

Como sabemos do eletromagnetismo, a lei de deslo
amento de Wien nos diz que a

frequên
ia de máxima emissão do sistema 
res
e propor
ionalmente à temperatura [32℄.

Isso pode ser visto substituindo x a partir de (5.7) em (5.26) para obtermos

~ω(0)
max = 3kBT, (5.29)

onde ω
(0)
max é assim nomeada para eviden
iar que esta é a frequên
ia de máxima emissão

para o sistema sem massa. O resultado similar a (5.29) para o 
aso 
om massa é obtido

es
revendo (5.28) em termos de x e α dados por (5.7), o que nos leva a

~ωmax =

[

3 +
1

6

(

Mc2

kBT

)2
]

kBT. (5.30)
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Vemos desta equação que a frequên
ia de máxima emissão do sistema 
om massa não nula


res
e mais rapidamente que no 
aso de massa nula, 
onsiderando um mesmo aumento

de temperatura. A razão para isto pode ser observada a partir de (5.11) e (5.12), onde

vemos pela primeira equação que �xado os valores de frequên
ia e temperatura o sistema


om massa não nula possuirá um número de bósons n(ω, T,M) inferior a n(ω, T ) para o

sistema 
om massa nula. No entanto, tomando o mesmo valor de u(ω, T,M) e de T para

ambos os sistemas, (5.12) nos diz que a frequên
ia ω dos bósons de massa M é superior à

frequên
ia dos bósons de massa nula, pois n(ω, T,M) é menor para o 
aso 
om massa.

As 
on
lusões anteriores podem ser fa
ilmente observadas na Fig. (5.3), onde vemos

que a 
urva des
revendo a distribuição espe
tral da radiação dentro da 
avidade deslo
a-

se, juntamente a seu ponto de máximo, no sentido positivo de x para valores 
res
entes da

massa. Assim, a frequên
ia de máxima emissão 
res
e, enquanto T é mantida 
onstante.

Por outro lado, ao se deslo
ar para a direita a 
urva reduz a área 
ompreendida entre ela

e o eixo x, levando à diminuição da densidade de energia. Exploraremos ainda mais esses


omportamentos na próxima seção, quando 
al
ularmos o �uxo de energia que emana da


avidade por um furo em sua superfí
ie.

5.2 Intensidade

Até aqui, desenvolvemos o estudo do 
ampo es
alar 
om massa 
on�nado a uma 
avi-

dade de volume V e temperatura T �nita. Sabemos que, dada esta temperatura, a 
avi-

dade é preen
hida 
om bósons de momento p, massa M e energia ε(p) =
√

p2c2 +M2c4,

os quais exer
em uma pressão P sobre as paredes da mesma, devido ao �uxo de energia

que transportam em todas as direções. Sabemos também des
rever toda a termodinâmi
a

dessa radiação es
alar dentro da 
avidade, in
lusive, 
omo se dá a distribuição espe
tral

de sua energia.

Conhe
ido o 
omportamento da radiação es
alar no interior da 
avidade, podemos

agora nos perguntar 
omo essa radiação es
aparia através de um furo em uma das para-

des. Este questionamento se faz de grande importân
ia, pois ao respondê-lo saberemos


omo uma medida experimental dete
taria nossas previsões para a radiação no interior da


avidade. Além do mais, por meio dessa resposta poderemos obter o que seria uma lei de
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Stefan-Boltzmann para o 
ampo es
alar 
om massa e 
ompará-la 
om sua similar, e bem


onhe
ida, para o 
ampo eletromagnéti
o [18, 19, 20℄.

Pelas mesmas 
onsiderações 
inéti
as feitas na última seção do Capítulo 3, as quais nos

permitiram 
al
ular a pressão nas paredes da 
avidade, podemos 
al
ular a intensidade da

radiação emitida através de um furo em uma delas. No 
ál
ulo da pressão, o que fazía-

mos era 
onsiderar as paredes perfeitamente re�etoras de forma que, ao se 
olidirem 
om

elas, os bósons viajando 
om momento p1 e velo
idade v1 perpendi
ulares a uma parede

retornavam e sofriam uma variação do momento p1 igual ao dobro do valor que possuíam

antes da 
olisão. Todavia, para o 
ál
ulo da intensidade, o que fazemos é 
onsiderar que os

bósons viajando 
om momento p e energia ε, atravessam uma área A da 
avidade trans-

portando energia para seu exterior. Este �uxo de energia tem uma distribuição angular,

de forma que integrando-o em um 
erto ângulo sólido, en
ontramos a intensidade total de

energia emitida através da área A na unidade de tempo.

Consideremos em primeiro lugar, uma parede perpendi
ular à direção z de forma que

apenas bósons 
om velo
idade vz > 0 
heguem até ela. Estamos interessados em saber

a quantidade de energia irradiada por segundo, e por unidade de área de um furo nesta

parede, o que pode ser visto 
omo sendo o número de bósons que atravessam a área A em

um intervalo de tempo △t, vezes a energia que 
ada bóson transporta, dividido por △t.A

para obtermos energia por unidade de tempo por unidade de área.

A densidade do número de bósons dentro da 
avidade é des
rita pela função distribuição

dada em (3.74), que vezes o volume 
ompreendido pelo prisma de área da base A e altura

vz.△t, nos dá o número de bósons que atravessarão a parede no intervalo de tempo △t.

Multipli
ando este resultado pela energia ε(p)=
√

p2c2 +M2c4 que 
ada bóson transporta,

somos levados a

dI =
dp3f(p)

h3

ε.vz△t.A

△t.A

om vz > 0, (5.31)

que dá a energia irradiada por unidade de tempo, na unidade de área do furo.

Pela relação relativísti
a (3.79), es
revemos

vz = v cos θ =
pc2 cos θ

ε
, (5.32)

lembrando que

vz > 0 ⇒ 0 ≤ θ ≤ π

2
. (5.33)
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Isso nos permite integrar (5.31) nos momentos,

I(T,M) =

∫ ∞

pz>0

dp3

h3
f(p)pc2 cos θ, (5.34)

que em 
oordenadas esféri
as nos leva a

I(T,M) =

∫ ∞

0

dp

h3
p3c2f(p)

∫ π
2

0

dθ cos θ sin θ

∫ 2π

0

dϕ, (5.35)

onde a variação de θ é dada segundo (5.33).

No 
aso de massa nula, a integral em p na expressão anterior, pode ser diretamente

es
rita em termos da densidade de energia [18℄, porém em nosso 
ontexto isso não se faz

possível. Para realizarmos tal integração de uma forma que possibilite sua 
omparação


om o 
aso sem massa, é interessante 
al
ularmos a quantidade 〈εv〉, nos moldes de (3.75).

Temos então

〈εv〉 = V

N

∫ ∞

−∞

dp3

h3
εvf(p) =

V

N

∫ ∞

−∞

dp3

h3
pc2f(p), (5.36)

onde usamos (3.79). Passando para 
oordenadas esféri
as e multipli
ando ambos os lados

da última equação por

N
V
, �
amos 
om

N
V
〈εv〉 =

∫ ∞

0

dp3

h3
p3c2f(p)

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕ. (5.37)

Comparando esta expressão 
om (5.35), vemos que

I(T,M) =
N
V
〈εv〉

∫ π
2

0
dθ cos θ sin θ

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dϕ

(5.38)

e, �nalmente, 
hegamos ao resultado

I(T,M) =
1

4

N
V
〈εv〉. (5.39)

Para veri�
armos a validade de (5.39), tomamos o regime de M = 0 e assim, v = c.

Logo, neste regime,

I(T,M) = I(T ) =
1

4

N
V
〈εc〉 = c

4

N
V
〈ε〉, (5.40)

que por (3.77) para quatro dimensões nos dá

I(T ) =
1

4

U

V
c, (5.41)

re
uperando o resultado de Plan
k para bósons de massa nula (fótons) [20℄.
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A partir de (5.36) es
revemos (5.39) na forma

I(T,M) =
c2

4

∫ ∞

−∞

dp3

h3

p

eβε − 1
. (5.42)

Passando esta integração para 
oordenas esféri
as, podemos resolvê-la nos moldes do apên-

di
e (A), es
revendo-a 
omo a derivada par
ial de uma integral identi�
ável 
om as funções

modi�
adas de Bessel e, então, usando as propriedades das derivadas da Kν(z) em [21, 23℄,


hegando a

I(T,M) =
M

5

2 c3

2
3

2π
5

2~3

∞
∑

n=1

1

(βn)
3

2

K 5

2

(βnMc2). (5.43)

O resultado a
ima pode ser veri�
ado no limite de massa nula por, primeiramente,

tomando a aproximação (4.9) em (5.43), o que nos leva à primeira 
orreção de massa na

intensidade, dada por

I(T,M) =
π2(kBT )

4

120~3c2
− M2c2(kBT )

2

48~3
. (5.44)

Esta é a generalização da lei de Stefan-Boltzmann em primeira 
orreção de massa, que


omo pode ser fa
ilmente visto re
upera, no 
aso de massa nula, a lei de Stefan-Boltzmann

para a intensidade da radiação eletromagnéti
a emitida através de um furo na 
avidade,

a menos do fator 2 devido ao spin

3

[18, 20℄.

Como vemos na expressão (5.44), a presença da massa diminui a intensidade da radi-

ação emitida pela 
avidade. Em termos de (4.12), esta expressão pode ser es
rita 
omo

I(T,M) =
c

4

[

U

V
− M2c(kBT )

2

24~3

]

, (5.45)

que é uma generalização ao 
aso de Plan
k (5.41), 
itado anteriormente. Este resultado

nos diz que, 
omo a densidade de energia de
res
e 
om a massa, I(T,M) de
res
e de forma

mais a
entuada. Isso se deve ao fato que a massa além de diminuir

U
V
também diminui

a velo
idade dos bósons, pois para massas diferentes de zero, estes não podem mais se

mover à velo
idade da luz, segundo a relatividade espe
ial. Exploraremos mais sobre isso

adiante, quando en
ontrarmos a distribuição espe
tral da intensidade.

Es
revendo (5.42) em 
oordenadas esféri
as, temos

I(T,M) =
πc2

h3

∫ ∞

0

dp
p3

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (5.46)

3

Na primeira referên
ia 
itada há um possível erro de digitação no resultado, pois c apare
e elevado

ao 
ubo no denominador.
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que a partir de (5.2) e (5.3) pode ser dada em termos de uma integração na frequên
ia ω

da forma

I(T,M) =

∫ ∞

Mc2

~

dω
~

8π2c2
ω3

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

:=

∫ ∞

Mc2

~

dωI(ω, T,M), (5.47)

onde de�nimos

I(ω, T,M) =
~

8π2c2
ω3

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

, (5.48)


omo a potên
ia irradiada por unidade de frequên
ia, na unidade de área do furo, para

bósons de massa M à temperatura T .

Podemos ainda, es
rever I(ω, T,M) na forma

I(ω, T,M) =
c

4







~

2π2c3
ω3

eβ~ω − 1

[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2







[

1−
(

Mc2

~ω

)2
]

1

2

, (5.49)

onde a partir de (5.6), identi�
amos a expressão entre 
haves 
omo sendo u(ω, T,M). Por

outro lado, fazendo uso de (5.2), podemos es
rever

v = c

(

1− M2c4

~2ω2

)
1

2

=
c

~ω
(~2ω2 −M2c4)

1

2 =
pc2

~ω
=

pc2

ε
, (5.50)

que de (3.79) nada mais é que a expressão da velo
idade v para o bóson de massa M

asso
iado à onda esta
ionária de frequên
ia ω. E 
hegamos assim a

I(ω, T,M) =
v

4
u, (5.51)

análoga à forma fun
ional de I(ω, T ) para o 
ampo eletromagnéti
o [18℄, porém aqui a

velo
idade não é c, mas v ≤ c.

Levantamos aqui uma dis
ussão a respeito da velo
idade v em (5.50), a qual pode ser

obtida a partir da solução da equação de Klein-Gordon (3.1) em termos de um pa
ote de

ondas, que é uma superposição de ondas planas na forma

φ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

g(κ)ei
(

κx−ω(κ)t
)

dκ, (5.52)

onde por simpli
idade 
onsideramos um espaço-tempo 2-dimensional. Por esta solução

temos que ω(κ) e κ satisfazem à seguinte equação,

ω2(κ) = κ2c2 +
M2c4

~2
, (5.53)
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da qual, 
onsiderando apenas os valores positivos de ω(κ) para exempli�
ar (sendo que

valores negativos de ω(κ) são também possíveis na solução da equação de Klein-Gordon

[10℄), deriva-se as expressões para a velo
idade de fase vf e de grupo vg rela
ionadas à

solução (5.52), dadas por [16℄

vf =
ω(κ)

κ
=

c
√

1− M2c4

~2ω2

(5.54)

e

vg =
dω(κ)

dκ
= c

√

1− M2c4

~2ω2
. (5.55)

Como vemos por esta última expressão, a velo
idade v em (5.50) é igual a vg em (5.55),

dando a velo
idade na qual o pa
ote de ondas (5.52) se move (vide Problema 8.13 da Ref.

[13℄). Por outro lado, vf des
reve a velo
idade na qual 
ada onda plana que 
ompõe o

pa
ote de ondas (5.52) se move, e 
omo podemos notar em (5.54) vf > c para massas

diferentes de zero. Enquanto no eletromagnetismo o fóton é o quantum do 
ampo que

viaja 
om velo
idade c, sendo esta a velo
idade das ondas eletromagnéti
as planas soluções

das equações de Maxwell [16℄, no 
ampo es
alar 
om massa o quantum do 
ampo é um

bóson que viaja 
om velo
idade vg, que é a velo
idade do pa
ote de ondas 
omposto pela

superposição de ondas planas (soluções da equação de Klein-Gordon), as quais viajam 
om

velo
idade vf 6= vg.

Como visto pela relação relativísti
a (5.50), os bósons 
om massa diferente de zero

possuem uma velo
idade menor que a velo
idade da luz. Diante deste fato, podemos nos

perguntar 
omo se 
omporta a velo
idade desses bósons no interior da 
avidade. Para

responder a isso, 
al
ulemos a partir da função distribuição de�nida em (3.74), a média do

módulo da velo
idade dos bósons, o que pode ser feito similarmente a (3.75), nos levando

a

〈v〉 =
V
∫∞

−∞
dpN−1

hN−1 vf(p)

V
∫∞

−∞
dpN−1

hN−1 f(p)
=

V

N

∫ ∞

−∞

dpN−1

hN−1
vf(p). (5.56)

De fato 〈v〉 é uma média sobre a velo
idade de grupo dos pa
otes de onda no interior da


avidade. Passando esta integração para 
oordenadas esféri
as 
om a ajuda de (3.79) e

expli
itando f(p) dada em (3.74), �
amos 
om a seguinte integral no 
aso parti
ular de

N = 4,

〈v〉 = 4πc2V

h3N

∫ ∞

0

dp p3

(

√

p2c2 +M2c4
)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (5.57)
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que pode ser resolvida nos moldes do apêndi
e (A), resultando em

〈v〉 = 2
7

2π
1

2M
3

2 cV

h3N
∞
∑

j=1

1

(βj)
3

2

K 3

2

(βjMc2). (5.58)

Em quatro dimensões, o valor de

N
V
é dado por (4.2) e , �nalmente, temos

〈v〉 = 2
3

2√
πβM

∞
∑

j=1

1

j
3

2

K 3

2

(βjMc2)

∞
∑

l=1

1

l
K2(βlMc2)

. (5.59)

A expressão (5.59), nos diz de forma geral 
omo se 
omporta, em módulo, a velo
idade

média dos bósons na 
avidade em função da temperatura e da massa. Antes mesmo

de analisarmos os limites assintóti
os desta expressão pelas aproximações das funções

modi�
adas de Bessel, podemos extrair parte de seu 
onteúdo físi
o por meio de sua

representação grá�
a, dada na Fig. (5.4). Vemos fa
ilmente nesta �gura, que para massas

grandes, os bósons atingirão uma velo
idade próxima de c apenas em altas temperaturas,

enquanto que para massa nula, à qualquer temperatura, eles se movem 
om a velo
idade

da luz. Isto pode ser per
ebido tomando a aproximação (3.55) em (5.59), que nos levará

a 〈v〉 = c no limite de massa nula.

Figura 5.4: Velo
idade dos bósons na 
avidade para massas diferentes de zero. As 
onstantes ~, kB e

c foram tomadas iguais a 1.
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Para observarmos as impli
ações impostas pelo fato da massa afetar a velo
idade dos

bósons, es
revemos (5.48) em termos das variáveis (5.7),

I(ω, T,M) =
(kBT )

4

8π2c2~3

x3

ex − 1

[

1−
(α

x

)2
]

, (5.60)

tal que para uma temperatura 
onstante, podemos de�nir

I ′ :=
x3

ex − 1

[

1−
(α

x

)2
]

. (5.61)

Sendo o 
omportamento grá�
o desta quantidade em relação a u′
de�nido em (5.9), dado

na Fig. (5.5) abaixo.

Figura 5.5: Distribuição espe
tral da densidade de energia na 
avidade e da intensidade de energia

emitida por unidade de área na unidade de tempo para seu exterior, a uma temperatura �xa, e para bósons

de massas diferentes. As 
urvas pontilhadas mostram a intensidade de energia emitida pela 
avidade em

relação à densidade de energia no seu interior, 
urvas sólidas de mesma 
or.

É importante observarmos na Fig. (5.5) que, enquanto no 
aso de massa nula os

grá�
os da distribuição espe
tral de I(ω, T ) e u(ω, T ) possuem a mesma forma, porque

essas quantidades diferem apenas por uma 
onstante 
omo pode ser visto fazendo v = c em

(5.51), no 
aso de massa não nula isso não o
orrerá. Pois para um valor �xo de frequên
ia e

temperatura I(ω, T,M) de
res
e mais rapidamente que u(ω, T,M) para valores 
res
entes

da massa em função da diminuição da velo
idade do bósons, que agora, 
omo pode ser visto

em (5.50), não é mais a velo
idade da luz. Isso nos diz que, em uma medida experimental
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da intensidade de energia emitida por um 
orpo negro de bósons 
om massa, a 
urva de

distribuição espe
tral obtida para a intensidade não será a mesma da distribuição espe
tral

da densidade de energia no interior da 
avidade a menos de uma 
onstante, 
omo é para

o eletromagnetismo.

Chamamos a atenção aqui, para um erro 
ometido na Ref. [33℄. No artigo intitu-

lado �Photon mass and bla
kbody radiation� o autor a�rma que a radiân
ia R, que aqui


hamamos de intensidade I, é dada por

R =
c

4
u, (5.62)

onde, para o autor, u é a densidade de energia u = U
V
. Em seguida, ele de�ne a distribuição

espe
tral a partir da radiân
ia de maneira similar à que de�nimos I(ω, T,M) em (5.47),

da forma

ρ(ν,m, T ) = ρP (ν, T )

[

1−
(

mc2

hν

)2
]

1

2

, (5.63)

que deve então 
orresponder a (5.49) 
om ρP (ν, T ) sendo a distribuição espe
tral da radi-

ân
ia no 
aso de Plan
k. O resultado dele (em [33℄) em termos das nossas variáveis nos

leva a

ρ(ν,m, T ) =
c

4

[

~

π2c3
ω3

eβ~ω − 1

]

[

1−
(

mc2

~ω

)2
]

1

2

, (5.64)

onde ω = 2πν e h = 2π~, sendo hν de�nido igualmente a ~ω em (3.12).

Como o resultado a
ima no referido artigo é 
al
ulado para o 
ampo eletromagnéti
o,

devemos re
uperá-lo multipli
ando o nosso em (5.49) por um fator 2, que 
omo já sabemos


orresponde à degeneres
ên
ia de spin. Fi
a então 
laro que ao multipli
armos (5.49) por

dois não re
uperamos ρ(ν,m, T ) dado em [33℄, o que é fa
ilmente visto por 
omparando

(5.49) e (5.64). A in
oerên
ia entre nosso resultado e o apresentado na equação (2) de [33℄

pelo autor, se deve à in
orreta 
onsideração deste em tomar a radiân
ia 
omo apresentada

em (5.62). Assim pro
edendo, o que o autor a�rma é que a velo
idade dos fótons, agora


om massa, ainda é c. Além de estar em desa
ordo 
om o nosso resultado (5.51), entra

em 
ontradição 
om a teoria da relatividade espe
ial, 
omo pode ser visto em (5.50).

Além do mais, de�nindo a radiân
ia na forma (5.62), o autor em [33℄ 
onsidera que os

fótons 
om massa transportarão energia à velo
idade da luz em todas as direções. Assim,

em um 
ál
ulo da pressão por 
onsiderações 
inéti
as, 
omo �zemos na seção �nal do
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Capítulo 3, deveríamos levar em 
onta uma velo
idade c para os bósons, e �
a então

evidente que o resultado que obteríamos para a pressão dessa forma não seria o mesmo

que obtemos 
al
ulando-a através de sua de�nição no ensemble 
an�ni
o. E ainda mais,

ao 
onsiderar a radiân
ia na forma (5.62), o autor está a a�rmar que, similarmente ao 
aso

de massa nula, a distribuição espe
tral da densidade de energia e da radiân
ia diferem-se

por uma 
onstante igual a

c
4
, 
omo visto em (5.62). Logo, pelas 
onsiderações do autor

em [33℄, as 
urvas para a distribuição espe
tral da densidade de energia e da radiân
ia

se 
omportariam de forma idênti
a a menos de uma 
onstante, para quaisquer valores de

massa. Comportamento este que não se veri�
a na Fig. (5.5).

O autor ainda apresenta na equação (3) de seu artigo, a lei de Stefan-Boltzmann

generalizada em primeira 
orreção de massa, a qual pode ser es
rita na forma

R =
π2(kBT )

4

60~3c2
− m2c2(kBT )

2

48~3
. (5.65)

Este resultado não é re
uperado multipli
ando por 2 (o fator de degeneres
ên
ia de spin)

nosso resultado para I(T,M) em (5.44), dado por

I(T,M) =
π2(kBT )

4

120~3c2
− M2c2(kBT )

2

48~3
. (5.66)

Ou seja, ao 
onsiderar a velo
idade dos bósons 
om massa igual a velo
idade da luz, o

autor de [33℄ obtém de forma in
orreta a primeira 
orreção de massa para a lei de Stefan-

Boltzmann.

Retornemos à nossa dis
ussão sobre a intensidade de energia emitida pela 
avidade e

pro
uremos por um exemplo, pelo menos de âmbito esquemáti
o, que nos possibilite melhor


ompreender o que a massa 
ausaria a um objeto físi
o real des
rito pelos trabalhos de

Plan
k para a radiação de 
orpo negro eletromagnéti
a. Está 
laro que, para este �m,

faremos uma analogia entre luz (radiação eletromagnéti
a) e radiação es
alar. Notamos


ontudo que a radiação es
alar não nos propor
iona um estímulo visual de 
or e nem

possuímos informações a
er
a de sua interação 
om a matéria.

Como podemos ver pela Fig. (5.5), a intensidade de energia emitida por um 
orpo

negro de
res
e para massas progressivamente maiores, enquanto sua frequên
ia de máxima

emissão, que 
ara
teriza sua 
or, se deslo
a para valores mais altos. Este 
omportamento

se dá de forma similar à densidade de energia no interior da 
avidade, porém, de forma
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mais a
entuada devido à diminuição da velo
idade dos bósons ao ganharem uma massaM .

Isso nos diz que dados dois 
orpos negros 
om mesma temperatura, o que possui bósons


om massa será dete
tado, experimentalmente, emitindo energia em uma frequên
ia de

máxima emissão superior àquela que se en
ontra o 
orpo negro de bósons sem massa. No

entanto este, emite maior quantidade de energia na unidade de tempo, o que pode ser

visto pela diminuição da área sob as 
urvas des
revendo a intensidade na Fig. (5.5) para

valores 
res
entes da massa.

Dizer que o 
orpo negro de bósons 
om massa emite energia 
om uma intensidade mais

baixa, signi�
a que, visualmente, o 
orpo brilha menos. Tomemos então, um objeto físi
o

des
rito em boa aproximação 
omo um 
orpo negro, por exemplo, o Sol. Como veri�
ado

experimentalmente, o Sol é um 
orpo negro real, ou seja, não perfeito, que possui uma

frequên
ia de máxima emissão na faixa do visível. Como podemos notar em um dia de 
éu

aberto, a alta intensidade de energia emitida por ele em direção à Terra (brilho), quase

não nos permiti olhá-lo diretamente por muito tempo. Agora, imaginemos que por um


erto me
aninsmo os fótons adquirissem massa. O que a
onte
eria é que a intensidade da

radiação emitida pelo Sol, à mesma temperatura, se 
omportaria segundo a Fig. (5.5).

Ele teria sua frequên
ia de máxima emissão elevada, possuindo assim uma 
or, digamos,

meio azulada, 
ontudo, em um dia de 
éu aberto, nós poderíamos olhá-lo sem nenhum

ofus
amento de nossa visão, porque agora ele emitiria uma intensidade de energia menor

em nossa direção.

Com essa abordagem sobre o Sol, podemos in
lusive nos perguntar qual deveria ser a

temperatura deste para possuir a mesma frequên
ia de máxima emissão (
oloração), que

possuiria um Sol no 
aso de bósons 
om massa. A resposta a este questionamento é dada

através da Fig. (5.6), onde vemos que no 
aso de bósons sem massa a temperatura deve

ser 
er
a de 32% maior, para que os dois sóis possuam a mesma frequên
ia de máxima

emissão. Contudo, o Sol que emite bósons sem massa ejeta uma intensidade de energia

para suas vizinhanças muito superior do que aquele de bósons 
om massa. Este fato nos

remete à 
on
lusão que, se o fóton possuísse massa, as estrelas seriam mais difí
eis de

serem dete
tadas em função da baixa intensidade na qual emitiriam, apesar de a fazerem

em frequên
ias 
ada vez mais altas, quão maior fosse a massa do fóton.



62 CAPÍTULO 5. ESPECTRO DE CORPO NEGRO DA RADIAÇ�O ESCALAR

Figura 5.6: Distribuição da intensidade para o espe
tro de 
orpo negro do Sol. A 
urva em negrito

representa a situação real, em uma es
ala onde a temperatura do Sol é 1. Enquanto a 
urva em azul

representa o 
omportamento espe
tral da intensidade em uma temperatura na qual o Sol possuiria a

frequên
ia de máxima emissão igual a de uma estrela similar, mas em uma situação onde os bósons

possuíssem uma massa não nula, 
urva em verde. As 
onstantes ~, c e kB foram feitas iguais a unidade.



Capítulo 6

Con
lusões e perspe
tivas

O presente trabalho investigou a radiação de 
orpo negro de um 
ampo es
alar 
om

massa em dimensões arbitrárias, 
on�nado a uma 
avidade de volume V . Tal investigação

teve por objetivo apresentar as quantidades termodinâmi
as em dimensões e massas arbi-

trárias, e no 
aso parti
ular de quatro dimensões, promover a 
omparação entre os nossos

resultados e os de Plan
k para a radiação de 
orpo negro do 
ampo eletromagnéti
o (bó-

sons de massa nula). Esta 
omparação é feita levando-se em 
onta que estes resultados

devem ser re
uperados no limite de massa nula, a menos do fator de degeneres
ên
ia de

spin.

Ini
ialmente nos o
upamos da dinâmi
a do 
ampo es
alar, onde a partir da equação de

movimento para uma partí
ula se movendo sujeita a este 
ampo, 
ogitamos a possibilidade

de des
rever por esta dinâmi
a es
alar, a gravitação no 
ontexto da relatividade espe
ial,

tendo 
omo 
arga a massa, responsável pelo a
oplamento entre as partí
ulas 
om o 
ampo

em questão [1℄. Tal perspe
tiva não se 
on�rmou, e 
on
luímos, por mais de um teste, que

a gravitação não pode ser des
rita no 
ontexto da relatividade espe
ial pela dinâmi
a de

um 
ampo es
alar [1, 13℄. No entanto, a tentativa de inserirmos a gravitação no 
ontexto

relativísti
o por um 
ampo es
alar nos mostrou o quão intimamente ligadas podem estar

a atração gravita
ional e a geometria do espaço-tempo [1℄.

Estudamos o 
ampo dentro da 
avidade em termos de in�nitos os
iladores, que quan-

tizados, nos deram uma des
rição quânti
a do 
ampo. Esta des
rição nos permitiu o

uso do ensemble 
an�ni
o da me
âni
a estatísti
a, a partir do qual 
on
luímos que nosso

63
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sistema se 
omporta 
omo um gás de partí
ulas relativísti
as sujeitas a um poten
ial

quími
o nulo. Neste 
ontexto, 
ada os
ilador passou a 
orresponder a um quantum do


ampo, que identi�
amos 
omo sendo um bóson es
alar de momento p, massa M e ener-

gia ε(p) =
√

p2c2 +M2c4.

A partir da apli
ação do ensemble 
an�ni
o ao nosso sistema, 
al
ulamos todas as

quantidades termodinâmi
as de interesse em N dimensões e massa M . Estas quantidades

puderam ser veri�
adas no limite de massa nula 
om os resultados na literatura para o


aso eletromagnéti
o em dimensões arbitrárias. Eviden
iamos por essa 
omparação que

os nossos resultados re
uperam aqueles para o eletromagnetismo a menos de um fator de

degeneres
ên
ia devido ao spin, o qual é dependente da dimensão do espaço. In
lusive, por

este fator, pudemos explorar o que o
orreria 
om a 
orrespondên
ia entre os resultados

es
alares e eletromagnéti
os se o fóton, bóson do 
ampo de Maxwell, tivesse uma massa

não nula.

A equação de estado rela
ionada ao nosso sistema p�de ser obtida por duas maneiras

diferentes. Primeiramente pela sua derivação padrão a partir do ensemble 
an�ni
o. Em

seguida, lançando mão da interpretação do 
ampo no interior da 
avidade 
omo um gás

de partí
ulas relativísti
as (bósons), que transportam energia em todas as direções e ao


olidirem 
om as paredes transferem momento a estas. Ambos os resultados foram es
ritos

em termos do valor médio quadráti
o do 
ampo φ, 〈φ2〉, o que nos permitiu 
on
luir que

a 
orreção na forma fun
ional da equação de estado, 
omparada ao 
aso eletromagnéti
o,

é dada pelo produto da energia de repouso ao quadrado (M2c4) por 〈φ2〉.
Interessados em estudar de forma mais 
lara as 
orreções impostas pela massa nos

resultados similares ao 
aso plan
kiano, tomamos N = 4 e primeiras 
orreções de massa

nas quantidades termodinâmi
as. Neste limite pudemos notar que a massa o
asiona uma

diminuição dessas quantidades, e que esta 
orreção é propor
ional ao produto de M2
por

〈φ2〉. Pudemos também, tirar 
on
lusões a
er
a do 
omportamento do sistema mediante

às transformações termodinâmi
as, in
lusive as adiabáti
as. Além do mais, 
al
ulamos

a 
apa
idade térmi
a CV e analisamos 
omo se 
omporta uma 
avidade de bósons 
om

massa, em relação a uma de bósons sem massa.

No último 
apítulo, exploramos o 
omportamento da distribuição espe
tral da den-

sidade de energia no interior da 
avidade, onde obtivemos a lei da radiação de Plan
k



CAPÍTULO 6. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 65

generalizada para o 
aso de um 
ampo es
alar 
om massa, 
omo também, as leis de

Rayleigh-Jeans e Wien, in
lusive a lei de deslo
amento de Wien. O estudo desta última

nos levou a 
on
luir que para valores 
res
entes da massa, a maioria dos bósons na 
a-

vidade 
orrespondem a frequên
ias também 
res
entes, enquanto a densidade de energia


ai. Analisamos também a distribuição espe
tral da intensidade de energia irradiada por

um furo em uma das paredes da 
avidade, e 
on
luímos que esta quantidade, assim 
omo

a densidade de energia, de
res
e pela elevação da massa dos bósons. No entanto, este

de
rés
imo se dá de forma mais a
entuada, porque para massas diferentes de zero os bó-

sons são ejetados da 
avidade 
om velo
idade v ≤ c. E por �m, integrada a distribuição

espe
tral da intensidade, obtivemos em primeira 
orreção, a lei de Stefan-Boltzmann para

o 
aso 
om massa.

Ao longo deste trabalho �
aram alguns pontos a serem estudados, 
omo por exem-

plo, analisar de forma mais detalhada os efeitos da dimensão do espaço sobre o sistema,

de forma similar ao que é feito em [25℄, obtendo assim generalizações tanto de massa

quanto de dimensão para as leis de Plan
k, Rayleigh-Jeans e Wien, 
omo também, a lei

de deslo
amento de Wien e a lei de Stefan-Boltzmann.

Este trabalho nos 
olo
a também diante de alguns questionamentos, 
omo por exemplo,

a possibilidade de veri�
ação experimental dos resultados aqui obtidos a partir dos 
ampos

es
alares existentes hoje na físi
a de partí
ulas, ou pelos fen�menos físi
os observa
ionais

des
ritos por estes 
ampos. Como se estabele
e a interação entre matéria e 
ampo es
alar,

de forma que se possa realizar experimentos similares aos de veri�
ação da lei de Plan
k,

por exemplo, 
omo o que é feito em [34℄?



Apêndi
e A

A energia total em termos das funções

modi�
adas de Bessel

As quantidades termodinâmi
as asso
iadas ao sistema dis
utido neste trabalho são

dadas em termos das funções modi�
adas de Bessel. Por este motivo, apresentamos a

seguir o 
ál
ulo de uma dessas quantidades, a energia total U , o que será su�
iente, pois

as demais quantidades são obtidas por 
ál
ulos similares.

A energia total é dada em (3.34) 
omo uma integração no momentos, que pode ser

es
rita 
omo

U =
V

hN−1

∫ ∞

−∞

dp1dp2 . . . dpN−1

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
. (A.1)

Passando esta integração para 
oordenadas esféri
as, temos

U =
V

hN−1

∫ ∞

0

dpSN−1(p)

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
, (A.2)

onde SN−1(p) é a superfí
ie da hiperesfera de raio p, dada por [18℄

SN−1(p) =
π

N−1

2 (N − 1)pN−2

Γ
(

N+1
2

) , (A.3)

sendo Γ(z) a função gamma de Euler. Substituindo SN−1(p) em (A.2), �
amos 
om

U =
V π

N−1

2 (N − 1)

hN−1Γ
(

N+1
2

)

∫ ∞

0

dppN−2

√

p2c2 +M2c4

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
. (A.4)

Fazendo uma tro
a de variáveis da forma

p = Mc senh(t) =⇒ dp = Mc cosh(t)dt, (A.5)
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que leva a

√

p2c2 +M2c4 = Mc2 cosh(t), (A.6)

e lembrando que pela imagem da função senh(t), t e p têm o mesmo intervalo de variação,

obtemos

U =
V π

N−1

2 (N − 1)MNcN+1

hN−1Γ
(

N+1
2

)

∫ ∞

0

(

sinh(t)
)N−2

cosh2(t)dt

eβMc2 cosh(t) − 1
. (A.7)

Com a ajuda da série geométri
a,

1

eβMc2 cosh(t) − 1
=

e−βMc2 cosh(t)

1− e−βMc2 cosh(t)
=

∞
∑

n=1

e−βnMc2 cosh(t). (A.8)

Esta igualdade, juntamente 
om a propriedade das funções hiperbóli
as,

cosh2(t) = senh2(t) + 1, (A.9)

nos permite es
rever (A.7) 
omo

U =
V π

N−1

2 (N − 1)MNcN+1

hN−1Γ
(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[
∫ ∞

0

e−βnMc2 cosh(t)
(

sinh(t)
)N

dt

+

∫ ∞

0

e−βnMc2 cosh(t)
(

sinh(t)
)N−2

dt

]

.

(A.10)

Usando a de�nição integral das funções modi�
adas de Bessel [21℄

Kν(z)Γ
(

ν + 1
2

)

(

z
2

)ν
Γ
(

1
2

) =

∫ ∞

0

e−z cosh(t) sinh2ν(t)dt, (A.11)

vemos que (A.10) pode ser es
rita em termos destas, levando-nos ao resultado �nal para

a energia total,

U =
V (N − 1)MNcN+1

~N−1π
N
2 2

N
2
−1Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

[

Γ
(

N+1
2

)

(βnMc2)
N
2

KN
2

(βnMc2)+

Γ
(

N−1
2

)

2(βnMc2)
N
2
−1

KN
2
−1(βnMc2)

]

.

(A.12)



Apêndi
e B

Valor médio quadráti
o do 
ampo

es
alar 〈φ2〉

Neste apêndi
e detalhamos a identi�
ação da soma no segundo termo da equação de

estado (3.40) 
om o valor médio quadráti
o do 
ampo es
alar 〈φ2〉. Na referida equação,

a soma apare
endo no segundo termo é dada por

∑

k

1

~ωk

1

eβ~ωk − 1
, (B.1)

que multipli
ada por

c2~2

V
nos dá a dimensão de energia por 
omprimento a N − 3, i.e.,

a dimensão de φ2
. Pro
uremos então por uma identi�
ação da soma anterior 
om uma

quantidade rela
ionada a φ2
.

No limite de V → ∞ podemos passar a soma em (B.1) para uma integração,

I :=
c2~2

V

∫ ∞

0

dkN−1 (~ωk)
−1

eβ~ωk − 1
, (B.2)

onde estamos levando em 
onta o fator

c2~2

V
. De (3.31) e (3.32) I pode ser dada em termos

do momento na forma

I =
c2

πN−1~N−3

∫ ∞

0

dpN−1

(
√

p2c2 +M2c4
)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1

=
c2

(2π)N−1~N−3

∫ ∞

−∞

dpN−1

(
√

p2c2 +M2c4
)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
,

(B.3)

que nos moldes do apêndi
e anterior pode ser es
rita em 
oordenadas esféri
as 
om a ajuda

68



APÊNDICE B. VALOR MÉDIO QUADRÁTICO DO CAMPO ESCALAR 〈φ2〉 69

da superfí
ie da hiperesfera de raio p no espaço-temo N-dimen
ional SN−1(p), temos assim

I =
c2(N − 1)

2N−1~N−3π
N−1

2 Γ
(

N+1
2

)

∫ ∞

0

dppN−2

(
√

p2c2 +M2c4
)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
. (B.4)

Tomamos agora o 
aso parti
ular de (B.4) em quatro dimensões dado por

I =
c2

2π2~

∫ ∞

0

dpp2
(
√

p2c2 +M2c4
)−1

eβ
√

p2c2+M2c4 − 1
. (B.5)

Esta integral pode ser es
rita 
omo uma integral na frequên
ia ω 
om a ajuda de (5.2) e

(5.3), de onde, por uma renormalização da forma ω̄ = ω − Mc2

~
, somos levados a

I =
1

2π2c

∫ ∞

0

(~2ω̄2 + 2~ω̄Mc2)
1

2

eβ(~ω̄+Mc2) − 1
dω̄. (B.6)

A expressão a
ima é exatamente a apresentada na equação (3) de [31℄, para o valor médio

de φ2

al
ulado a partir do propagador de Feynman para o 
ampo es
alar 
om massa à

temperatura �nita. Logo, a integral I de�nida em (B.2) a partir da soma (B.1) é o valor

médio quadráti
o do 
ampo es
alar 〈φ2〉 para N dimensões espaço-temporais, dando a

�utuação do 
ampo φ em torno de seu valor médio 〈φ〉 = 0 (vide [16℄).

A integral em (B.4) pode ser resolvida em termos das funções modi�
adas de Bessel

de maneira similar ao que é feito no apêndi
e (A) deste trabalho, nos levando ao resultado

�nal para 〈φ2〉 
om massa e dimensões arbitrárias,

〈φ2〉 = cM
N
2
−1(N − 1)Γ

(

N−1
2

)

~N−3(2π)
N
2 Γ

(

N+1
2

)

∞
∑

n=1

1

(βn)
N
2
−1

KN
2
−1(βnMc2). (B.7)

Além do mais, pela identi�
ação de I 
omo sendo 〈φ2〉, podemos es
rever a soma (B.1)

na forma

∑

k

1

~ωk

1

eβ~ωk − 1
=

V

c2~2
〈φ2〉, (B.8)

a qual nos permite es
rever a equação de estado (3.40) em termos do valor médio quadráti
o

do 
ampo es
alar.
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