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Resumo

No presente trabalho estudaremos a radiacao de corpo negro do campo escalar com
massa em dimensoes arbitrarias, onde inicialmente desenvolveremos toda a dinamica re-
lacionada a este campo mediante um principio de minima agao, obtendo a equacao de
movimento, o tensor energia-momento, e ainda, apresentando uma possivel gravitacao
relativistica descrita em termos do campo escalar. Em seguida consideraremos o campo
confinado a uma cavidade em um espago (/N —1)-dimensional, o que nos permitira quantiza-
lo. Calcularemos, pela aplicacao do ensemble canonico, as quantidades termodinamicas
relacionadas ao sistema em questao para massa e dimensoes arbitrarias, sendo esta nossa
principal contribuicao. As referidas quantidades termodinamicas serao comparadas, no
limite de massa nula, com os resultados correspondentes no eletromagnetismo.

Visando explorar de forma mais detalhada os efeitos da massa na radiacao de cavidade
do campo escalar, tomaremos o caso particular quadridimensional, apresentando as pri-
meiras correcoes de massa nas quantidades termodinamicas. Assim, o comportamento de
nosso sistema pode ser facilmente comparado com o previsto por Planck para a radiacao
de corpo negro do campo de Maxwell. Finalmente, investigaremos a distribuicao espectral
da densidade de energia no interior da cavidade, obtendo as leis de Planck, Rayleigh-Jeans
e Wien para o caso com massa. Inclusive, apresentamos o comportamento espectral da
intensidade de energia emitida através de um furo em uma das paredes da cavidade, assim

como a lei de Stefan-Boltzmann para massa nao nula.

Palavras—chave: Campo escalar, radiacao de corpo negro, boson, eletromagnetismo.
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Abstract

In the present work we study the black-body radiation of a massive scalar field in
arbitrary number of dimensions. Initially we develop the whole dynamics related to this
field through the principle of least action, obtaining its equation of motion, its energy-
momentum tensor, and further, presenting a possible relativistic theory for gravity des-
cribed in terms of the scalar field. Then we consider the scalar field confined in a cavity
of volume V', in a (N — 1)-dimensional space, which allows us to quantize the field. We
calculate using the canonical ensemble the thermodynamic quantities related to the sys-
tem, which is our main contribution. Such thermodynamic quantities are compared, in
the limit of zero mass, with the corresponding results for the electromagnetic field.

Aiming to investigate in more detail the effects of an arbitrary mass to the scalar
radiation in the cavity, we take the particular case of N = 4, presenting the first mass
corrections to the thermodynamic quantities. Thus, the behavior of our system can be
easily compared with that predicted by Planck to the black-body radiation of the Maxwell
field. Finally, we investigate the spectral distribution of energy density in the interior of
the cavity, obtaining the Planck, the Rayleigh-Jeans and the Wien laws for the case with
mass. We also present the spectral behavior of the radiance, as well as Stefan-Boltzmann’s

law for small masses.

Keywords: Scalar field, black-body radiation, bosons, electromagnetism.
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Capitulo 1

Introducao

O campo escalar foi encarado durante muito tempo como um modelo, matematica-
mente mais simples, conveniente a introducao de formalismos teoéricos caracteristicos das
teorias de campo da fisica relativistica, sejam estas, teorias quanticas ou cléssicas. Essa
restricao do campo escalar a “toy model” foi justificada, até pouco tempo, pela sua au-
séncia de manifestacao na natureza. Assim, até entao, os fenomenos observados e seus
correspondentes modelos tedricos se limitavam a outros campos, em particular o campo
vetorial descrevendo o eletromagnetismo e o campo tensorial descrevendo a gravitagao [1].
No entanto, dados recentes apontam para um imediato abandono do campo escalar ape-
nas como recurso didatico, resultando sua direta inclusao na lista de campos fisicamente

observados [2, 3|.

A primeira evidéncia experimental que comprova uma teoria baseada no campo escalar
ocorreu em meados do ano de 2012, quando experimentos realizados no LHC (Large Ha-
dron Collider) detectaram uma particula com caracteristicas similares as esperadas para
um boson de Higgs [2]. As expectativas foram comprovadas, e em 2013, Francois Englert
e Peter W. Higgs receberam o Nobel de Fisica por seus modelos tedricos que previam o

boson.

O boson de Higgs é uma particula elementar de spin zero associada a um campo
escalar, o campo de Higgs [4]. Este campo foi proposto inicialmente para dar consisténcia
ao modelo eletrofraco, no qual as particulas mediadoras das interacoes eletromagnética e

fraca deveriam ter massa nula. No entanto, como a interacao fraca é de curto alcance, os
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bosons vetoriais, que a mediam, deveriam possuir uma massa diferente de zero adquirida
por meio da interacao com o campo de Higgs. Neste contexto, a comprovacao experimental
do boson de Higgs se tornou importante por sua incorporagao ao modelo padrao da fisica de
particulas elementares. Neste modelo, o campo de Higgs que permeia todo o universo seria
responsavel por conferir massa a todas as particulas elementares, em especial, aos bosons
vetoriais da interacao fraca, sendo que o valor da massa de uma particula é determinado
pela intensidade da sua intera¢do com o campo de Higgs [4].

O antincio mais recente de resultados experimentais, que podem comprovar outro mo-
delo teodrico que leva em conta o campo escalar, foi feito em marco deste ano pela equipe
de pesquisadores do experimento BICEP2. No artigo que relata o experimento, é confir-
mada a deteccao dos modos B de polarizacao da radiagao cosmica de fundo em microondas
(CMB) [3]. Esse tipo de radiagao eletromagnética é proveniente do big bang e chega até
nos trazendo consigo informagoes dos instantes iniciais do nosso universo.

Na cosmologia atual acredita-se que o universo, em um instante inicial logo ap6s o big
bang, tenha passado por um periodo, conhecido na literatura como periodo de inflacao, no
qual ele se expandiu exponencialmente. A cosmologia que se atém ao estudo deste periodo
é conhecida como cosmologia inflacionaria, e foi proposta inicialmente por Alan Harvey
Guth para sanar algumas deficiéncias da velha cosmologia [5]. Nos modelos inflacionérios
propostos, em especial o de inflagao cadtica por Andrei Linde, o rapido crescimento do
universo é associado a um campo escalar com massa, o inflaton. E o estado inicial deste
campo que determina o quanto, e como, o universo primordial se expandiu. Em particular,
se 0 inflaton foi inicialmente muito grande, o modelo de Linde prevé um crescimento
exponencial do universo logo apos o big bang [6].

O modelo inflacionario também sugere uma geracao de ondas gravitacionais durante
o crescimento exponencial do universo. A presenca dessas ondas produziria um padrao
unico na polarizacao da radiagao coésmica de fundo, sendo o modo B, uma das polarizacoes
a exibir tal padrao. Portanto, além de validarem o modelo cosmolégico inflacionéario,
os dados do BICEP2, representam a primeira imagem do que podemos chamar de uma
assinatura das ondas gravitacionais na historia do universo.

Levando em conta os resultados apresentados acima, é de se esperar que as especulacoes

sobre teorias que levem em conta o campo escalar atraiam os olhares da comunidade
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cientifica como um todo, buscando nao apenas a comprovacao dos modelos existentes, mas
o avanco e melhoramento dos dados ja obtidos, como também, novos modelos teoricos de
campos escalares. Por exemplo, uma coneccao entre o higgs e o inflaton, o que poderia levar
a um campo de essencial importancia, ou talvez fundamental, para o universo observavel
de hoje.

Neste trabalho, motivados pelo novo horizonte que se abre a fisica do campo escalar,
estenderemos a este ultimo alguns estudos ja realizados para outros campos. Em especial,
estudaremos a radiagao de corpo negro, comumente tratada para o campo eletromagné-
tico. Consideraremos um campo escalar com massa em dimensoes arbitrarias, e a todo
momento estaremos interessados em confrontar nossos resultados com os ja existentes para
o eletromagnetismo, mostrando assim, como os trabalhos de Planck para a radiacao ele-
tromagnética podem ser desenvolvidos em nosso contexto, e como o carater escalar e a
massa afetam os resultados obtidos. Neste intuito, generalizaremos em primeira corre¢ao
de massa e em quatro dimensoes, as quantidades termodinamicas associadas ao sistema,
assim como obteremos as leis de Wien, Rayleigh-Jeans e a propria lei da radiacao de
Planck.

Para esse objetivo, no Capitulo 2 deste trabalho, apresentaremos uma abordagem geral
do campo escalar no contexto relativistico que inclui o comportamento frente as transfor-
macoes de Lorentz, um principio de minima acao que leve a equacao dinamica satisfeita
pelo campo (equagao de Klein-Gondon), assim como o tensor energia-momento e as quan-
tidades relacionadas a este tensor. Veremos que a partir da sua dinamica somos levados,
a primeira vista, a indicar o campo escalar como o mais evidente para a insercao da gra-
vitacao universal no contexto relativistico. No entanto, mostraremos que tal expectativa
nao é confirmada.

De posse do formalismo acerca do campo escalar, no Capitulo 3 nos ateremos a me-
canica estatistica da radiagao escalar confinada em uma cavidade (N — 1)-dimensional
de volume V', onde primeiramente quantizaremos o campo e em seguida aplicaremos o
formalismo do ensemble canonico ao sistema. Tal formalismo nos permitiré calcular todas
as quantidades termodinamicas de uma forma geral, para massa e dimensoes arbitrarias,
inclusive a identificar o que chamaremos de boson associado ao campo. Essas quantida-

des serao sempre discutidas em paralelo com suas analogas para o caso eletromagnético



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

desenvolvido por Planck, como também, com resultados da termodinamica da radiacao de-
senvolvida por Boltzmann anteriormente aos trabalhos planckianos. Calcularemos, ainda,
a pressao nas paredes da cavidade por consideracoes puramente cinéticas.

No quarto capitulo apresentaremos a termodinamica da radiacao escalar, agora, em
quatro dimensoes e primeira correcao de massa. Para isso, adequaremos a estas condicoes
as quantidades termodinamicas como energia interna, pressao, capacidade térmica, a pro-
pria equacao de estado, entre outras, ja calculadas no capitulo anterior. Partindo desse
ponto, exploraremos o comportamento de tais quantidades, assim como, as transformacoes
termodinamicas, focando em especial nas modificacoes impostas pela massa. Apresenta-
remos, sempre que possivel, um esbogo grafico do que esta sendo analisado, como também
o confronto com os resultados para o eletromagnetismo.

Com os estudos desenvolvidos anteriormente, no Capitulo 5, que é o foco deste tra-
balho, estaremos interessados no espectro de corpo negro da radiagao escalar com massa.
Esbogaremos a densidade de energia na cavidade, nimero total de bosons e a intensidade
de energia irradiada, em funcao da frequéncia, da temperatura e da massa. Generaliza-
remos assim as leis da radiagao de corpo negro de Planck, Wien, Rayleigh-Jean e Stefan-
Boltzmann, inclusive a lei de deslocamento de Wien. Como em todo o trabalho, essas
leis generalizadas serao discutidas em paralelo com as originais para a radiacao eletromag-
nética. Em especial, estaremos preocupados em extrair novas interpretacoes do espectro
de corpo negro devido a massa, o que fazemos comparando nossos resultados para a ra-
diagdo de corpo negro do campo escalar com massa (bosons de spin zero e massa nao
nula) aos resultados conhecidos na literatura para a radiagdo de corpo negro do campo
eletromagnético (bosons de spin um e massa nula).

Por fim, no ultimo capitulo, apresentaremos as conclusoes gerais de todo o estudo
desenvolvido, juntamente & perspectiva de trabalhos futuros e possiveis aplicacoes praticas
dos resultados aqui dispostos.

Concluindo esta introdugao, gostariamos de salientar que nossa contribuicao ao estudo
da mecanica estatistica do campo escalar reside essencialmente em considerarmos massa
arbitraria M e um espaco-tempo com nimero arbitrario de dimensoes N. Nossos resultados

serao oportunamente submetidos a publicacao.



Capitulo 2

O campo escalar

O principio da relatividade especial de Einstein afirma que as leis da natureza sao as
mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais, e que a velocidade de propagacao
das interagbes é uma constante universal igual & velocidade da luz no espago vazio: ¢ [7].
Este principio esta em pleno desacordo com o principio da relatividade de Galileu, que
assume uma velocidade de propagacao das interacoes infinita, e sobre o qual repousa toda
a mecanica newtoniana. Em virtude desta contradicao, a mecanica relativistica traz um
novo conteido de interpretacoes fisicas antes omitidas na mecanica classica. Em especial,
na relatividade de Einstein o tempo nao apresenta um carater absoluto como para Newton
e Galileu, e sim, tempo e espaco aparecem mesclados dentro de uma estrutura mais geral:
o espago-tempo. A simetria que governa esta estrutura é a simetria do grupo de Lorentz,
ou de forma mais ampla, o grupo de Poincaré, e a conexao entre os sistemas de referéncia
inerciais é dada pelas transformacoes de Lorentz.

Se as leis da natureza sao regidas por outra simetria, que nao a de Galileo, um campo
escalar nao transmite mais a ideia de uma grandeza fisica que a cada instante de tempo t,
associa a todo ponto no espaco dado por! x = (z,y, z), uma quantidade ¢(x,t) invariante
sob transformacoes de Galileo. Mas agora, uma quantidade similar, porém invariante por

transformagoes de Lorentz. Assim, ¢ se comporta da seguinte maneira® |8, 9, 10],

¢'(a™) = p(a"), (2.1)

!As quantidades em negrito representam vetores.

2 Adotamos em todo este trabalho o espaco quadridimensional de Minkowski e sua notacio de quadri-

vetores.
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Ozt 2% 2%) = (ct,x,y,2z) é um ponto no referencial inercial K e 2/* =

onde =¥ = (x
(29 2, 2" 2) = (ct', 2,4y, 2’) um ponto no referencial inercial K’, sendo z'* dado pela
transformacao de Lorentz,?

" =AY (2.2)

com 7, = NapA\*, A%, onde " = (1,—1,—1,—1) é a métrica de Minkowski.

Na fisica classica, os campos escalares mais conhecidos aparecem na teoria da gravita-
cao universal newtoniana e na teoria eletrostatica de Coulomb. Em ambos os contextos
¢(x) é um campo invariante de Galileo que representa, respectivamente, os potenciais
gravitacional e elétrico, cujo o gradiente leva a expressao para a forca nos dois casos. A
equacao satisfeita por ¢(x) na auséncia de fontes, tanto na eletrostatica como na gravita-

¢ao, é a equagao de Laplace |7, 11, 12]
V2p(x) =0, (2.3)

onde V? é o operador de Laplace dando o “divergente do gradiente”.
No contexto da relatividade especial, a equacao satisfeita por um campo escalar seré
uma generalizagdo da equacdo (2.3) para um campo que satisfaz (2.1). A forma mais

simples dessa equacao é dada por?

0,0"p(x) = Oop(x) =0, (2.4)
em que
0 10 9 0 0 0
Oni= g = (‘aa—a—ya—) - (a—V) (2:5)
sendo 0" = "0, e [J é o operador de d’Alembert definido como
0? 9
0= ErTe V= (2.6)

Pela regra de transformagao (2.2), vemos que o operador (2.6) ¢ invariante por transfor-
magoes de Lorentz, e que tomando ¢(x) no limite newtoniano de campo estatico e baixas

velocidades (¢ — 00), a equagao (2.4) recupera (2.3).

3Estamos considerando aqui a convencdo da soma de Einstein.
4Daqui por diante omitiremos, por simplicidade, o indice em 2* nas expressoes para ¢, explicitando-o

quando necessario.
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Como dito acima, a forma mais simples de generalizar a equagao (2.3) para a relativi-
dade especial é através de (2.4). Podemos adicionar qualquer outra quantidade escalar ao
lado esquerdo desta equacao, tal que, sob transformacoes de Lorentz, a covariancia seja

preservada. Podemos, por exemplo, tomar
O+ a®)ep(z) =0, (2.7)

onde a é uma constante. A equacao acima é conhecida na literatura como equacgao de
Klein-Gordon. No entanto, a proposta original dos trabalhos de Klein, Gordon e outros
fisicos da época era formular uma versao relativistica da equagao de Schrodinger [10].

Na teoria quantica de campos (2.7) descreve particulas de spin nulo (bosons) e massa
M, como por exemplo, o boson de Higgs e os mésons escalares |8, 13]. A informacao
sobre a massa do boson estd presente na constante «, que a identificamos como sendo
a = %, h a constate de Planck dividida por 27. ¢(x) neste contexto é um campo escalar
(real) geralmente nomeado segundo a particula associada. Assim, nos exemplos anteriores,
¢(x) é o campo de Higgs e de mésons, respectivamente. Nos capitulos posteriores deste

trabalho, estaremos interessados em descrever a radiacao de corpo negro do campo escalar,

tendo como ponto de partida a equagao (2.7).

2.1 A acao e o tensor energia-momento do campo esca-
lar

A equagao (2.7) pode ser obtida a partir do principio de minima agdo de Hamilton,

por uma acao da forma®

Sfield = /£(¢a ¢,u)d4$ = %/(”MVQS,MQS,V - a2¢2)d4:£, (28)

onde d*zr = cdtdzdydz e L(¢,$,) ¢ a densidade lagrangiana que depende de ¢ e sua
derivada em relacao a x*. Variando (2.8) com respeito a ¢ e seguindo passos semelhantes
aos que nos levam as equagoes de Euler-Lagrange na mecanica classica, obtemos a equagao

satisfeita por ¢ [1, 8|,
oL oL

90, 96

SPara simplificar a nota¢io adotamos 9,6 = ¢ ..

0, 0. (2.9)
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Também podemos definir uma densidade hamiltoniana, descrevendo a densidade de energia

do campo, da forma

oL
H=—0¢o—L=7"%y— L, 2.10
200 X TP (2.10)
sendo
oL
= — 2.11
0, (2.11)
uma quantidade similar ao momento canoéonico na mecanica.
Da segunda igualdade de (2.8) temos que
1
L(6,6,) = 501" 600 — 0*67). (212)
Considerando este valor de £ em (2.9) e usando o resultado de
oL
_— = nuygf)J” 213
0, (2.13)
somos levados a
1" 9,0,0 + ¢ =0, (2.14)

que é exatamente (2.7).
Seguimos agora, com um processo similar ao de derivacao da conservacao da energia

na mecanica classica. Primeiramente, derivando £ com respeito a z*, temos

oc_oc, oc oo,
oz 0¢ " 0¢, Oxn’

(2.15)

Reescrevendo o primeiro termo no lado direito desta igualdade com a ajuda de (2.9) e

fazendo uso de ¢, = ¢ ., somos levados a

oL 0 (oL oL \ 0¢, o (0L
= ! = . 2]_
8x“ 8$V (8(?’,/) ¢7M + (8(}571/) 8$V 81”’ (agb’l/ ¢7M) ( 6)

Podemos escrever portanto,

0 5 oL
Definimos o tensor energia-momento como |1, 7, 8]
. . oL
"), = 0" L+ %gf),“, (2.18)

que em virtude de (2.17), atende a
T°,, =0 (2.19)
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Esta dltima igualdade nos diz que a integral de T"” na hipersuperficie que contém o
volume V' do espago tridimensional é um quadrivetor conservado [7], o qual definimos

como o quadrimomento do sistema
pr=A / T™"dS, = A / Tz, (2.20)
s 1%

onde A é uma constante e TH = nH?T",.

Em particular, 7% é identificado como sendo a densidade de energia (2.10), o que é
facilmente visto a partir de (2.18). Assim, P? é a energia total vezes a constante A, que
é reconhecida como o inverso de ¢ por comparacao com o quadrimomento definido na
relatividade especial [7].

Para nosso caso em estudo, observando a densidade lagrangiana dada por (2.12) e

usando (2.13), 7%, é dado por
v vo nap v OA2¢2 v
17, = (77 0P — 75 u) o0, + 75 1 (2.21)

ou de forma mais usual,

” vo N7 n"
T :(n“f’n - )¢,0¢,p+7a2¢2. (2.22)

Em especial, a densidade hamiltoniana do campo escalar sera [1, 8]

H:=T"=-[(¢0)+ (Vo)*+a’¢*] (2.23)

1
2

de onde vemos que H é positiva definida.

2.2 Uma gravitagao escalar

Se (2.4) é uma imediata generalizagdo da equacao de campo no caso newtoniano,
podemos considerar ¢(z) como um forte candidato a descrever a gravitacao dentro do
arcabouco da relatividade especial |1, 13]. A referida equacao de campo para ¢ é obtida por
meio do principio de minima agao para uma densidade lagrangiana (2.12) com o = 0. Isso
implica que, se a gravitacao for bem descrita por um campo escalar, os bésons associados

a este campo escalar terao massa nula e velocidade igual a da luz.
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A dinamica de uma particula livre relativistica é dada por uma acao da forma |1, 7, 13|

S = —mc/ ds, (2.24)

com m a massa da particulae ds = /7, dx*dx” = cdt, sendo 7 o tempo proprio. Variando

esta acao em relacao a z*, somos levados as equacoes de movimento

dut
d—uT ~0, (2.25)

onde u" = &% = (c,v) ¢ a quadrivelocidade da particula.

Podemos ainda tomar a variacao da acao S como uma funcao das coordenadas x* para
uma trajetoria que satisfaz (2.25). Assim, pelo formalismo de Hamilton, chegamos a uma
expressao para o quadrimomento do sistema [1, 7]

pi= —— = mut. (2.26)
Oz,

Como pode ser mostrado uu, = ¢?, tal que
oS oS
P'ou = <_0:13M) (_—01'“) =m?c? (2.27)

S .S, =m?c. (2.28)

|
Q

ou de forma mais usual,

Sendo esta ultima, a equacao de Hamilton-Jacobi neste contexto.
Consideremos agora a agao que descreve o movimento de uma particula relativistica

na presenca de um campo escalar ¢(z#). Tal agao é da forma

T2 Y
S =- /71 (mc—i— E¢) ds, (2.29)

em que A é uma constante que contém informagcao sobre a “carga” da particula. Variando
esta nova acao com respeito a z*, temos as equagoes de movimento no caso de particula
no campo:

% (m + %) u' — A" =0, (2.30)

que no limite de campo estatico e baixas velocidades dado por ¢y < ¢ ;, reduzem-se a

dv
ma = —AVo. (2.31)
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Vemos que neste limite a dinamica torna-se semelhante a de Newton, levando, inclusive,
a uma interacao atrativa para o caso de A > 0.

A completa acao para uma gravitacao escalar, é entao

T2 T2 1
S = —mc/ ds — é/ ods + 3 /n“%,uqb,,,d‘lx. (2.32)
T1 c T1

Onde o primeiro termo descreve apenas a particula, o segundo descreve o acoplamento
entre a particula e o campo, e o terceiro somente o campo. O tdltimo termo é uma integral
em toda uma regiao do espago quadridimensional, enquanto os dois primeiros sao integrais
em um intervalo de tempo proprio.

A partir de uma funcao delta de Dirac em quatro dimensoes, podemos escrever o
segundo termo de (2.32) como uma integral em d*z, o que pode ser feito levando-se em
conta que a “densidade de particula” para uma particula pontual seguindo a trajetoria
z = z*(1) é dada por:

p= /_OO SWzh — 2#(7)]ds, (2.33)

[e o]

onde §W[z# — 2#(7)] = 6[z° — 2°]d[x — 7] é a funcdo delta de Dirac em quatro dimensoes.
Variando a acao completa com respeito a ¢ e lembrando que o primeiro termo ¢ nulo para

essa variacao, somos levados & equacao de campo na presenca de fonte,
A
06 =, (2.34)
que no limite newtoniano de ¢y < ¢ ; torna-se
2 A
Vi = =P (2.35)

Como ¢ descreve o campo gravitacional no contexto da relatividade especial, no limite
de baixas velocidades e campo estatico, que representa o limite newtoniano, (2.34) deve

recuperar a equacao de Poisson para a gravitacdo de Newton [11]
Vipn = 47Gppm, (2.36)

onde p,, é a densidade de massa, GG a constante gravitacional e ¢ 0 potencial newtoniano.
Uma vez que o campo ¢ interage com a matéria onde “carga” é a massa, a constante
A deve ser proporcional & massa m da particula. Entao, vamos definir novas varidveis de

estudo, ym = A e & = y¢, tal que em termos destas, a a¢do (2.29) toma a forma

S = —ch/ (1 + g) dr. (2.37)
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A acao anterior apresenta algumas caracteristicas que sao de suma importancia para

a descricao da gravitagao por um campo escalar:
e ¢ um invariante de Lorentz;
e levara sempre a uma forga atrativa [1];

e como a agao tem dimensao de energia vezes tempo, ¢ deve ter dimensao de velocidade

quadrada, exatamente como o potencial gravitacional de Newton ¢y;

e a massa aparece como uma constante multiplicativa, levando a equacoes de movi-
mento que nao dependem explicitamente da mesma, respeitando, portanto, o prin-

cipio da equivaléncia.

Além do mais, multiplicando ambos os lados de (2.35) por 7, e definindo

T2
P = m/ da(x — 2)dT = mB, (2.38)
T1 C
somos levados a
V20 = v*pn, (2.39)

que comparada com (2.36) implica em 7 = 47 G, garantindo que a equac¢ao de Poisson
para o caso newtoniano ¢é recuperada no devido limite.

Reescrevendo a equagao (2.34) em termos das novas variaveis temos
00 = —*ppm, (2.40)
onde substituindo o valor de v chegamos a
O¢ = —4nGpy,. (2.41)

Esta é a “Equacao de Einstein” para a gravitacao descrita por um campo escalar.

Até aqui, nossa descricao recupera os resultados newtonianos, tendo a densidade de
massa p,, como unica e exclusiva fonte do campo. No entanto, desde que na relatividade
especial massa e energia se equivalem, necessitamos de uma generalizagao que leve qualquer
sistema fisico, com contetido de energia, a ser fonte do campo gravitacional.

Tal generalizacao, deve ser feita por meio de uma quantidade que contenha as infor-

magoes sobre a energia do sistema e seja um escalar de Lorentz. Em nosso caso, isso é



CAPITULO 2. O CAMPO ESCALAR 13

possivel a partir do traco do tensor energia-momento 7. E sabido que todo sistema
fisico tem um tensor energia-momento associado e que em particular, para um sistema de

particulas pontuais & pressao nula, o trago de T*” é dado por [1, 7, 14]
T = pmc?, (2.42)

onde p,, é a densidade de massa, que ja apareceu em todo nosso estudo anterior. Assim,
podemos reescrever nossos calculos fazendo 7' como a fonte do campo gravitacional no
contexto relativistico.

A acdo completa para o campo (2.32) em termos de 7" fica na forma

72 T 1
s=-me [“as- [ (% - g ean) (243)

na qual dividindo os dois ltimos termos por ¢ para cancelar com o ¢ em d*z = cdtdxdydz
recuperamos o resultado apresentado em |1], sendo que aqui adotamos n** = (1, -1, —1, —1).

Temos também a partir de (2.41) a equagao de campo
¢ = ————T. (2.44)

Depois de generalizada a fonte, é possivel apontar dois problemas existentes em nossa
tentativa de descrever a gravitacao com um campo escalar. Em primeiro lugar, ja que o
campo eletromagnético possui um tensor energia-momento com trago nulo, nossa teoria
nao prevé um acoplamento deste campo com o gravitacional. Este fato viola a comprovada
curvatura dos raios de luz (radiagdo eletromagnética) ao se propagarem em uma regiao de
campo gravitacional [1, 13, 14]. Em segundo, uma falha de ambito conceitual em nossa
descrigao, é que o trago do tensor energia-momento em (2.42) nao leva em conta o proprio
campo gravitacional, que possui um 7" com traco nao nulo, a contribuir para a fonte.
Embora isso possa ser sanado introduzindo a contribuicao do proprio campo como fonte
nas equacoes, o trago do tensor energia-momento total ficaria dividido em duas partes, uma
devido ao campo gravitacional e outra que levaria em conta todos os campos excetuando
a gravitagao, o que nao é conceitualmente oportuno, pois essas partes seriam tratadas
diferentemente [1].

Apesar dos problemas apresentados, a teoria até aqui desenvolvida nos da um ensaio

de como a inclusao da gravitagao no contexto relativistico pode estar intimamente ligada
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a geometria do espago-tempo. A ac@o (2.37) pode ser vista como uma generalizagdo da
agao para a particula livre, onde substituimos o intervalo de linha ds* = 1, da*dx” por

ds? = gudatda”, sendo
o\ ?
Guv = (1 + g) Ny - (245)

Neste modelo, o campo ® é visto como o responsavel por uma modificagao na geometria
do espaco-tempo, levando 7,,, ao novo tensor métrico g,,. A agao para uma particula na

presenca do campo ® torna-se:

T2 T2
S = —mc/ dse = —mc/ V Gudatda”, (2.46)
T1

T1

com a equacao de Hamilton-Jacobi (2.28) dada agora por [1, 7|
g"'S .S, = m*c?, (2.47)
onde g"” ¢ a inversa de (2.45),

d -2
g = <1 + E) . (2.48)

E interessante notarmos que a substituicdo de 7*¥ por g"¥ s6 é possivel porque a massa
aparece como um fator multiplicativo na acao. Este fato resultou de impormos que o
principio de equivaléncia newtoniano seja ainda valido.

Estudando a nova equacao de Hamilton-Jacobi (2.47) no limite newtoniano de campo
estatico e baixas velocidades, podemos submeter nossa teoria a outro teste de verificacao
(vide exercicio 3.1 na Ref. [1]). Para isso consideremos p,, devido a uma particula de
massa M fixa na origem do sistema de coordenadas. Assim, no limite considerado, temos

a equacao de Poisson para o campo,
V20 = 4rGM(r), (2.49)

com r = (z,y, z). A solugao desta equacao nos leva a

O(r) = —GTM, (2.50)

em que r = ||r||.

Escrevendo (2.47) explicitamente, teremos

(1 + g)_z [0—12 (g—f)Q — (VS)2] —m?c® = 0. (2.51)
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Passando para coordenadas esféricas (1,0, ¢), podemos restringir o movimento ao plano

0 = 7, tal que a dltima equagao torna-se:

(o3 -G 5] e

Como o sistema conserva energia e momento angular, supomos uma solucdo para (2.52)
da forma

S=58+8,+5 =—Et+Lp+5,, (2.53)

com E e L, energia e momento angular, respectivamente, e S, a parte da solucao que

depende da trajetoria. Substituindo esta solug¢ao em (2.52) ficamos com

ds,\?> E? I2 20 P2
(dr) :————m202<1+§+c—4). (2.54)

Que reescrita na forma integral, com ® dado por (2.50), nos leva a
1
E? 2GMm? 1 G?M?*m?\ ] ?
Srz/dr ——mzcz—l—im—— L2+7m . (2.55)
2 r r2 c?
Interessados em estudar a trajetoria r como funcao do angulo ¢, tomamos

oS

5 — 0= constante. (2.56)

Mas pela solugao proposta (2.53), juntamente com a condigao anterior, temos

05 _ 05 _
oL YT oL T

(2.57)

Calculando a derivada de S, com respeito a L somos levados pela tltima igualdade a

1

E? 2GMm* 1 MPm*\] 7% L
gp—go():/dr[ m202—|—u——([z2+u)] — (2.58)

c2 r 72 c? r2’

derivando este resultado com respeito a r temos

" (2.59)

c? r r2

dy {EQ L. 2GMm? 1 ( G2M2m2)} L
| S em ey T +—— =
de onde somos levados & equagao que determina a trajetoria r = r(p), dada por

2 4 2 2 20 72,,,2
(dr) - {£—m2c2+72GMm —i(LMiGMm)]. (2.60)

@ :ﬁ c? r r2 c?
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Para estudar esta ultima equacao, definimos uma nova variavel u = %, tal que

du  dudr 1 dr dr — ,du

0 - — = —. 2.61
de  drdy r2dp — dp ngp (2:61)

Escrevendo (2.60) em termos da nova variavel, com a ajuda da tltima igualdade, e deri-

vando o resultado em relagao a ¢, ficamos com

du\ d*u 1 [du G2 M?*m?
Rk e i Mm?—u L2+ 22 2.62
(ds@) dp? L2 <ds0> {G " u( e )} (2:62)

Que para v’ # 0, nos da

. (1 N G2M2m2) _ GMm?

T e (2.63)

onde a linha representa derivada com respeito a ¢.
A equagao diferencial (2.63) traz uma corre¢ao em relac¢do a sua andloga no caso pu-

ramente newtoniano, que seria |15]

u'+u= : (2.64)

cuja a solucdo é uma elipse de excentricidade e, dada em coordenadas polares por [13, 14,

15]
_ GMm?

U= 7y (1 + ecos(p)). (2.65)
Em nosso caso, podemos escrever (2.63) como
GMm? G*M*m?
u’ + wlu = Tz onde  w?:= (1 + W) : (2.66)
e a solucao desta equacao é
GMm?
u = sz (1 + € cos(wy)), (2.67)

que também é uma elipse, mas com excentricidade €/, a qual no limite de ¢ — oo recupera
(2.65).

O que muda em nosso contexto ¢ o fato de w # 1. Isso significa que p =0 e ¢ = 27
nao correspondem ao mesmo ponto; a elipse nao tem fim no mesmo ponto onde se iniciou.
Em particular, como w > 1, o ponto equivalente a ¢ = 0 é atingido antes mesmo de se ter
p = 2m. Dizemos, entao, que a trajetoria sofre um retrocesso. O qual pode ser calculado
impondo

(27 + Ap)w = 2T, (2.68)
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que leva a
Np =2mr(w ™t —1). (2.69)
Expandindo w™! em termos de % < 1, chegamos ao resultado
G2 M2m?

Uma vez que ¢ = 0, nos padroes das solugoes newtonianas, ¢ o ponto da orbita com
maior proximidade entre as massas [15], nossa teoria prevé um retrocesso do periélio. Tal
previsao, revela outra incoeréncia entre a gravitagao descrita por um campo escalar e os
dados experimentais. O que realmente ocorre é um avanco do periélio, que a relatividade
geral de Einstein calcula em grande precisao como sendo |1, 13]

G?M?*m?

Ap = 6 1202

(2.71)

Note a Fig. (2.1).

270 270
— Newton — Teoria escalar — Newton —— Einstein
(a) (b)

Figura 2.1: Em (a) comparamos as predigoes das 6rbitas planetérias feitas por Newton e pela gravitagao
escalar desenvolvida neste capitulo, mostrando o retrocesso do periélio (¢ = 0) previsto por esta altima.
Ja em (b), mostramos o real comportamento do periélio em relagdo ao resultado de Newton, sendo um
avanco, como previsto corretamente pela relatividade geral. Confeccionamos as figuras (a) e (b) a partir

de (2.67) e do resultado einsteniano na literatura [1, 13], respectivamente.



Capitulo 3

Mecanica estatistica da radiacao escalar

Neste capitulo aplicamos o formalismo do ensemble canonico da mecanica estatistica
quantica ao campo escalar com massa, confinado a uma cavidade e em /N dimensoes espago-
temporais. Para este fim, procedemos com uma quantizacao do campo nessas condicoes
de forma similar ao que é feito no complemento K, de [16], a qual nos permitira a adogao
do referido formalismo.

Consideremos ¢ = ¢(x,t), onde x = (x1, 29, -+ ,xn_1), satisfazendo (2.7) para um

espaco-tempo N-dimensional, em que agora explicitamos o valor da constante a:

M?3c?
<D + 72 ) o(x,t) =0, (3.1)
onde
2 2 2 2
— 8 — 8 — a e — 87 (32)
c2ot? 0zt Ox} 023,

é o operador de d’Alambert em N dimensoes. Seja ¢ confinado a uma cavidade cibica,
tal que ¢ seja nulo em todas as paredes da cavidade (N — 1)-dimensional, de volume
V' e vértice na origem do sistema de coordenadas. Enfatizamos aqui, que nao se faz
necessario especificar as dimensoes da cavidade, pois nao estamos interessados em estudar
o comportamento do campo como funcao destas dimensoes.

As consideragoes anteriores nos levam as seguintes condigoes de contorno espaciais (de

Dirichlet)

1
N-1,X9, T3, "'7:1:N—17t) = ¢($1,$2 = 07:1:37 "’7:1:N—17t) =

<

(b(l‘l = O,LEQ,SL’g, ...,LUN_l,t> = ¢($1 =
QS('CEI):EQ - Vﬁ,")ﬁ'g, "'7$N—1at) == ¢($1ax2a L, IN-1 = Vﬁat) = 0.

(3.3)

18
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Sob tais condi¢oes, aplicando o método da separacao de variaveis em (3.1) chegamos a
solucao para ¢ independente de ¢, dada pelo produto das solucoes para cada uma das

N — 1 dimensoes espaciais, na forma

N-1 N=1 N—1
L ) 2 L
= — sin (k:mi[z) = ( - ) sin (k‘ﬂfifz) , (3.4)
i1 V-1 VN=1 VN—1 i1 VN—1

1=

‘ \]

2

onde k = (ky, ko, -+ ,kn_1), sendo ki, ko, -+ kn_1 = 1,2,3,.... Esta solucao satisfaz as
mesmas condigbes de contorno (3.3) para ¢. Temos também a rela¢ao de ortonormalizagao

das fi(x)
o1 VN T VN T
/ diy / diy - / din—1 (%) fio (%) = Siac (3.5)

com Okks = Ok} Okakyy = * Oky_y iy, @ delta de Kronecker em N — 1 dimensoes, e a equagao

(794 25 ) A =0 39

satisfeita por elas

sendo k? =k - k.
Em termos das fi(x), propomos uma solu¢ao para ¢ na forma de uma expansao, dada

por

ZZ Z i (t) fi(x ZQk ) fie(x (3.7)

ki=lka=1  ky_1=1
onde o somatorio sobre o vetor representa a soma sobre todas as componentes de k, que
correm de 1 a co. A ortonormalidade das solugoes espaciais expressa em (3.5), supondo
ainda que fi(x) é um conjunto completo, garante que a expansao nos gx(t) é tnica e que

estes podem ser determinados a partir de ¢ como
N—1 VN T VN T
/dSL’l /dl’g /dLL’N 1§Z§ X, t fk( ) (38)
Substituindo a solugao (3.7) na equagao (3.1) satisfeita por ¢, vem®

(%) Tt =

2 <cl—2q'k<t> - OVl + qk<t>fk<x>) 0.

k

1O ponto sobre a letra indica derivada no tempo.
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O segundo termo do lado direito da primeira igualdade pode ser reescrito a partir de (3.6)

e ficamos com?

1. k*r? M?c?
E (9% + T~ qx + W Qk) fi =0. (3.10)
" -1

Pela ortogonalidade das fi(x), vemos que (3.10) so é satisfeita se a expressao entre col-

chetes for nula para todo k. Somos assim levados & equacgao satisfeita pelos g(t), dada

por
i + wieqe = 0, (3.11)
onde
E272 M2e2
2 2
— 3.12
“k (VN21 * h? ) ¢ ( )

tem dimensao de frequéncia ao quadrado.
O que (3.11) nos diz é que os gx(t) sao coordenadas desacopladas satisfazendo a equagao

de um oscilador harmonico com frequéncia wy, tendo por solucao

Qe(t) = Ay cos(wit — i), (3.13)

sendo Ay uma amplitude e @y uma fase inicial. Comumente essas coordenadas sao refe-
ridas como coordenadas normais. Esta nomenclatura é advinda do fato que cada termo
na expansao (3.7) representa um modo normal de vibra¢ao do campo, ou mais especifica-
mente, uma onda estacionaria para cada particular conjunto de valores das componentes
do vetor k, isto é, para cada oscilador harmonico.

Podemos agora nos perguntar como fica a energia na cavidade expressa por essas
coordenadas. Para responder a isso devemos recorrer a (2.23) generalizada para um espago-
tempo de N dimensoes. Substituindo ¢ dado por (3.7) na densidade hamiltoniana H e

integrando em todo o espago somos levados com a ajuda de (3.5) a

N—1 VN T VN T 1
-2 2 2
/dxl /dl’g /d:BN 1H == ; = (qk +wqu) , (3.14)
onde H é a energia total do sistema.

Escrevendo a densidade lagrangiana (2.12) para um espago-temporal N-dimensional

em termos de (3.7), similarmente a H, podemos obter a lagrangiana L:

N—T VN 1 VN 1 1
/d:vl /dxg /d:BN 1L == ? (qﬁ — wﬁqﬁ) ) (3.15)

k

2Doravante omitiremos x e ¢, quando se fizer oportuno, ao expressarmos fx(x) e qix(t) nas equagoes.
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A partir desta lagrangiana obtemos o momento conjugado |§|

oL 1
— = g 3.16
Px i CQQk, ( )

em termos do qual H é escrita na forma

H = Z [wk —wqu]: th (3.17)

A hamiltoniana hy definida acima, se levada nas equagoes de Hamilton [8]

8hk . 8hk
- € dxk — 5>
Opx

(3.18)
recupera exatamente (3.11), como esperado.

De (3.17) e da recuperagao de (3.11), somos levados a conclusao de que a cada particu-
lar k estd associada uma hamiltoniana hy e, consequentemente, um oscilador harmonico de
frequéncia wy. E o mais importante, a hamiltoniana total do campo é dada pela soma de
todas as hyi. Ou seja, para todo k, dado pela especificagdo do conjunto {ky, ka, ..., kxn_1},
fazemos corresponder um oscilador harmonico de frequéncia wy e energia hy, sendo que
a energia do campo fica determinada pela soma das energias dos infinitos osciladores
presentes na cavidade. Logo, quantizado cada um desses osciladores, o campo ¢ é conse-
quentemente quantizado.

O processo de quantizacao do oscilador harmonico ¢ muito conhecido na literatura

(veja, por exemplo, [16, 17]). Partindo da hamiltoniana hy para o k-ésimo oscilador,

somos levados por sua quantizacao ao espectro de energia do referido oscilador, dado por

— Ty (1 + nk) (3.19)

onde ny = 0,1,2,3,.... Assim, de (3.17), vemos que a energia total do sistema fica na

forma
E=> E, = Z hwi ( + nk> (3.20)
k

E conveniente fazermos uma renormalizac¢do em (3.20) tomando a origem da escala de

energia como sendo o valor da “energia do vacuo”,

vacuo - Z hwk (321)
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A energia total torna-se entao,

E =) mhw. (3.22)
k

Interpretamos os ny como o nimero de bésons com frequéncia wy e energia hwy, cor-
respondendo ao estado de energia do k-ésimo oscilador. De forma que (3.22) é a energia
de um tnico estado do sistema, que é dado pelo produto tensorial dos estados de energia
de cada um dos k osciladores. Sendo assim, a cada estado do sistema esta associado um

conjunto {ny}, cuja a energia é
E = E{nk} = anhwk, (323)
K

lembrando que wy depende da massa M do boson como estabelece (3.12). A interpretacao
de nx como numero de bosons ficard mais evidente adiante.

Quantizado o sistema, estamos agora em condi¢oes de analisa-lo segundo o formalismo
de um ensemble candnico quantico. Lembremo-nos que na mecanica estatistica quantica
um sistema fisico, descrito por este ensemble, é caracterizado por uma funcao particao
Q(T,V) dada pelo trago do operador densidade, p = exp(—SH) [18, 19, 20|, onde H & o
operador hamiltoniano, T a temperatura, V o volume, 8 = (kgT)™! e kp a constante de
Boltzmann.

Apliquemos este formalismo ao campo escalar anteriormente quantizado, com a energia
total de cada conjunto {ny} dada por (3.23). Desde que um tnico estado do sistema é
inteiramente especificado contabilizando o nimero ny associado a cada k-ésimo oscilador,
ou se quisermos, o numero de bosons em cada frequéncia; a soma sobre todos os estados
do sistema (isto é, o trago) é, na verdade, dada por uma soma sobre todos os possiveis
conjuntos {nx}. Como nao existe restri¢ao sobre os valores de ny (cada ny corre de 0 a

00), a fun¢do parti¢ao serd entdo, dada por

QT V)= exp[-BE{m}] = Y e/ >nmlen (3.24)
{nx} {nk}

Abrindo a soma na exponencial, esta poderé ser escrita como um produto de exponenciais,
e lembrando que a soma sobre {ny} é uma soma sobre {ni,ns, ..., nx}, podemos mostrar

que

S OIfe e =T D e omee, (3.25)

{nk} k k Nk =0
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Como o somatorio pode ser avaliado com a ajuda de uma série geométrica, chegamos ao

resultado para a funcao particao
1

As quantidades termodindmicas podem ser derivadas a partir do log Q(7, V'), que de

(3.26) nos da

log Q(T, V) logH P = Zlog (1- e‘ﬁh‘“k) : (3.27)
K

3.1 Quantidades termodinamicas

Partindo de (3.27) podemos derivar todas as quantidades termodinamicas relacionadas
ao nosso sistema, nos moldes do ensemble canonico [18, 19, 20|. Iniciemos, pois, com a

energia total do sistema dada por

)
U=—55108Q(T,V), (3.28)

que de (3.27) nos leva a
Z huwy Z ~
U: k m = ) nkh(x.)k. (329)

Esta expressao é similar a expressao para a energia total de um gas ideal de Bose-Einstein
com fugacidade igual a 1, ou potencial quimico nulo [18, 19, 20|, onde

1

m, (3-30)

N =

analogamente ao sistema Bose-Einstein, ¢ interpretado como o nimero médio de bésons
com energia hwy. De fato, nao ha diferenca entre falarmos de um campo confinado a uma
cavidade de volume V' a temperatura 7" ou de um gas de bdsons com potencial quimico
nulo, nas mesmas condicoes.

E conveniente agora, definirmos o momento p associado a cada k como

hrk 9 h?m2k?
p= —, talque p°=p-p= —. (3.31)
VN-1 V' N-1

Substituindo p? em (3.12), chegamos a uma expressiao para a energia do béson de momento

p associado ao oscilador harmonico de frequéncia wy, como sendo

hwy = \/p?c? + M2c*. (3.32)
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Identificamos (3.32) como a expressdao da energia relativistica para uma particula de mo-

M?2c2
72

mento p e massa M (vide Ref. [7]). Este fato justifica assumirmos a = na equagao
(3.1), e fortalece nossa interpretagao da radiagao escalar como sendo um gas de bosons
com massa M e potencial quimico nulo.

Para calcularmos a energia total do sistema, em (3.29) tomamos o limite de V' — oo,

o que ¢ feito no sentido de considerarmos V' grande o suficiente para que a seguinte

substituicao seja valida: 3
S — / dEN (3.33)
k 0

Escrevendo (3.29) em termos do momento com a ajuda de (3.31) e (3.32), chegamos a

o) 2.2 M2 4
U:L/ gyt Ve (3.34)
0

(hm)N-1 oBV/PPAt M2t _ 1
onde dpN~—! = dpidps . .. dpn_1. Esta integral pode ser avaliada com a ajuda das funcoes

modificadas de Bessel K, (z), como feito no apéndice (A). E chegamos assim & expressao

da energia total do sistema para N dimensoes e massa M, arbitraria:

K%(ﬁnMcz)jL

ol

_ VIV MY N T ()
EN-1r% 25 71T (MEL) <= | (BnM2)
ey

2(BnMc2)z~!

(3.35)
g—l(ﬁnMC2)] )

oz

onde I'(z) é a fungao gamma de Euler [21].
Na equagao acima, se tomarmos N = 4 e fizermos ¢ = h = kg = 1, chegamos a uma

expressao para a densidade de energia em quatro dimensoes, como sendo

% _ Ag{f % {Kl(ﬁnM) + %m(ﬁnm} . (3.36)

n=1
Salientamos que este resultado nao concorda com a tultima expressao em (A1.39), dada no
apéndice (Al.4) em [22|. La, tomado o caso de spin e potencial quimico nulos, a segunda
funcao modificada de Bessel em % tem indice 3, e nao 2 como em nosso caso. Essa contra-
digao, apesar de simples, impede que no limite de massa nula os correspondentes resultados
para a radiacao eletromagnética sejam recuperados a partir de [22], como veremos mais

adiante.

3Vale notar que dkN~ = dkidks ... dkn_1.
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A partir da interpretagao de (3.30), definimos o nimero total de bésons na cavidade

como sendo
B 1
N =D me=D G (3.37)
Kk Kk

Passando para uma integracao nos momentos no limite de V' — oo obtemos, por calculos

similares aos que nos levaram a energia U,

N VM 12 %_1 ¥ (BnMc?). (3.38)

AN-1r3 9%~

n=1

Que agora sim, para N = 4, recupera a densidade AV/ dada em [22], no apéndice ja referido
anteriormente e para o nosso caso em estudo.

A pressao P nas paredes da cavidade a temperatura constante é dada por

10
P = GV log Q(T, V), (3.39)

lembrando que a dependéncia em V' esta contida em wy, como pode ser visto em (3.12).

Efetuando a derivada, ficamos com

1 hu 1 1
PV = — M?3c! _— . 4
(N —1) [; Bl _ 1 ¢ ; heor P — 1] (3.40)

O primeiro termo entre colchetes nesta igualdade é a energia U dada em (3.29), enquanto

o segundo pode ser reescrito a partir de (B.8), nos levando a equagao de estado do sistema

em termos do valor médio quadratico do campo escalar (¢?),

PV =

1 VM?**, ,

_ - 3.41
e |- S| (3.41)
onde (¢?) da o quanto ¢ flutua em torno do seu valor médio (¢) = 0.

A partir de (B.7) vemos que o segundo termo de U em (3.35) ¢ igual ao ultimo na equa-
¢ao acima com sinal trocado. Logo, a pressao é dada por apenas uma func¢ao modificada

de Bessel advinda do primeiro termo na energia total:

M= >
P:hN_lﬁ%h Z g Ky (BnMc?), (3.42)

que é uma generalizacao de (A1.38) do apéndice (A1.4) em [22], para N dimensoes, com

potencial quimico e spin nulos.
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Podemos também obter a energia livre de Helmholtz para o nosso sistema, definida
por

AT, V) = —kpTlog Q(T, V). (3.43)

Esta quantidade pode ser calculada a partir de (3.27), nos moldes do apéndice (A), resul-

tando em

ATy = -0 S Lk (gned), (3.44)

que por (3.42), nos leva a

A(T,V) = —PV. (3.45)

Outra quantidade importante para nos é a entropia S(7,V), dada a partir da energia

livre de Helmholtz A(T, V'), na forma

S(T,V) = — (%)V, (3.46)

onde o subindice V indica que a derivada é tomada a volume constante. Como é bem

sabido, partindo de (3.43) chegamos, antes mesmo de qualquer integragao, a
1
S(T,V) = T(U —A), (3.47)
que por (3.45), nos da
1
S = T(U + PV). (3.48)

Esta expressao ¢ idéntica a (14.62) em [19], para o gas de Bose-Einstein com potencial
quimico nulo.
Dos resultados (3.35) e (3.42), podemos, finalmente, escrever a entropia em termos das

funcoes de Bessel,

1 o0 N+1
V(N — 1)MN N+ Z[ - I (5 K%(ﬁnMc2)+

 THN- 17T222‘1F N+1 v ﬁnMc2)%
Nt (3.49)
F( 2 ) K 2
N 4(BnMc) |,
(BnMc2)z—t 2

em que o segundo termo entre colchetes pode ser reescrito com a ajuda de (B.7), levando
a uma expressiao para S envolvendo (¢?). Analogamente a U, tomamos as constantes ¢, fi

e kp iguais a unidade e N = 4 em (3.49), para obtermos a densidade de entropia

[e.e]

S MT 1

n=1

BnM

Ky(BnM )} : (3.50)
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Este resultado é completamente diferente da densidade de entropia em [22|, para fuga-
cidade igual a unidade e spin nulo, apresentada junto a % A expressao fornecida 14,
a segunda em (A1.39), nao difere de (3.50) por um simples “erro de digitacao”, como é
possivel no caso da densidade de energla . Além do mais, ela nao recupera o resultado
esperado para o caso de massa nula, tao pouco, a dimensao de entropia, o que nos leva a

duvidar de sua exatidao.

Como ultima quantidade termodinamica, apresentamos a capacidade térmica a volume

Cy = (g—gv. (3.51)

QQue obtemos a partir de (3.35) como sendo

constante, dada por

B V(N—l MN N+1 i

ThN- 17r22?_1f NH) —~ [ ﬁnMc)
5 (3.52)

onde fizemos uso das identidades para a derivada das fun¢oes modificadas de Bessel, dadas
em [21, 23|.

E interessante notarmos que o argumento das funcdes modificadas de Bessel aparecendo
em todas as quantidades termodinamicas é uma razao entre a energia de repouso, devido
a massa, e a energia térmica:

Mc?

nBMc* = nl{;B—T (3.53)

[sso nos permite investigar o comportamento termodinamico do sistema quando kT <
Mec?, como também kgT > Mc?, inclusive o caso ultrarrelativistico de massa nula, como
faremos adiante.

Em especial para Mc® > kgT, o argumento das funcoes modificadas de Bessel pode

ser tomado infinito. Neste limite, o comportamento de tais fungoes é dado por [23, 24|

Zlggo K,(z) = \/gexp (—2). (3.54)

Isso nos diz que as quantidades termodinamicas decrescem exponencialmente para massas
progressivamente maiores. Discutiremos tal ocorréncia com mais detalhes no proximo

capitulo, para quatro dimensoes.
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Outro ponto a ser investigado, o qual nao abordaremos em detalhes neste trabalho,
sao os efeitos da dimensao do espago na termodinamica do sistema. Veja, por exemplo,

25, 26, 27].

3.2 Termodinamica da radiacao escalar sem massa

De posse das quantidades termodinamicas calculadas anteriormente, podemos analisar
o caso ultrarrelativistico de nosso sistema, obtendo assim a termodinamica de uma radiacao
escalar sem massa em N dimensoes. Nesse contexto, as novas quantidades poderao ser
comparadas com os resultados existentes na literatura para a termodinamica da radiacao
eletromagnética em dimensoes arbitrarias. Devemos lembrar que esta radiacao, apesar da
massa nula, é nao escalar, tal que nossos resultados recuperarao os ja obtidos para este
caso a menos de um fator, devido as possiveis polarizagoes dos bosons (fotons), que agora
possuem spin um.

No limite ultrarrelativistico, o argumento das fun¢oes modificadas de Bessel nas quan-
tidades termodinamicas da secgao anterior vai a zero (vide equagao (3.53)). Neste limite

tais fungdes se comportam, em primeira aproximagcao, na forma [24|

L2 (v)

Zl/

K,(2) , para v >0. (3.55)

Usando esta aproximacao em (3.35), somos levados a
VN - A S 2T (R T (3) 2T (ST (S - )
2

_ 2
" W E2 T (A1)

)

(3.56)

(BnMc2)N (BnMc?)N-

n=1

onde vemos que apenas o segundo termo aparecerd multiplicado por um fator de massa.

Assim, tomando M = 0 na tultima expressao, ficamos com
V(N -1)T (%) ¢(N)
7% (he)V -1
podendo ainda ser escrita, pelas propriedades da fungao gamma [23, 24|, como

VI (&) T(N)C(N
w2 (he)NII(N — 1)

sendo (V) a funcao zeta de Riemman, dada por [24]

U= (kgT)N, (3.57)

CN) =) niN para N > 1. (3.59)

n=1
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Nas quantidades dadas por apenas uma funcao modificada de Bessel é ainda mais facil
obtermos o caso de massa nula, como, por exemplo, o namero total de bosons (3.38)

N:vr(g)g(z\f—l)

= kgT)N—1, 3.60
v k) (3.60)

a pressao (3.42), que recupera o resultado em [28],

I'(3) V) N
P = —F kBI s 361
w2 (he)N-1 ( ) (3.61)

e a energia livre de Helmholtz (3.44)
_VI(F) )

72 (he)N-1

A= (kgT)™. (3.62)

Ja a entropia e a capacidade térmica podem ser encontradas similarmente a U, onde o
termo com a fungao modificada de Bessel de menor indice fica multiplicado por um fator

de massa, que nesse caso vai a zero, nos levando a partir de (3.49) e (3.52) a

o VAT (5) )

NpN—1
W%(hC)N_l kpT (3.63)
¢ N
VNN —-1I(5) (N
Cy = ( % 5l )k;gTN—l, (3.64)
w2 (he)N-1
respectivamente.

A partir de (3.57), a densidade de energia na cavidade ¢ dada por 28]

U _D(F) TN (kT _
VoSN —1) (kN v (3:65)

Comparando o resultado (3.65) para a radiagao escalar com o analogo no eletromagnetismo
[25, 29|, vemos que ay deve ser multiplicado por N — 2, que é o fator de degenerescéncia
de spin, dando as possiveis polarizagdes do foton em N dimensoes espago-temporais |26,
27, 29].

Uma vez que recuperamos o resultado eletromagnético a partir da radiagao escalar com
massa, podemos nos questionar sobre a possibilidade de uma massa extremamente pequena
para o foton. Essa questao pode ser abordada pelo fator de degenerescéncia de spin. Se o
foton possuisse uma massa, nao importando o quao pequena fosse, ele ganharia um grau

de polarizacao longitudinal, tal que o fator corrigindo a nossa proporcionalidade em (3.65)
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seria N — 1, em vez de N — 2. Sabemos, pelos experimentos para a radiacao de cavidade
eletromagnética em quatro dimensoes, que tal fator ¢ de fato N — 2. No entanto, este
resultado experimental nao é o suficiente para postularmos uma massa nula para o féton,
pois os fotons longitudinalmente polarizados podem possuir um acoplamento tao fraco
com a matéria, tal que sejam irrelevantes para o equilibrio termodinamico na cavidade
e, consequentemente, invisiveis aos nossos aparatos de medida. Para mais detalhes sobre
esta discussao, veja |18, 29].
A partir de (3.57) e (3.61) a pressao pode ser dada em termos de ¥ como |28, 29|

1 U

P= o

(3.66)

Chamamos a atengao aqui, para o fato que (3.65) e (3.66) representam uma generalizagao
de dois resultados bem conhecidos para radiacao eletromagnética de cavidade em N = 4.
Nos referimos a proporcionalidade % o T% e a relacao entre pressao e densidade de energia,
P =31¥ (18,19, 20].

Para massa nula, energia e entropia podem ser relacionadas a partir de (3.57) e (3.63)

da seguinte forma
N U VNayTV!

T N-1T  (N-1) ’ (3.67)
como também de (3.57) e (3.64), obtemos
N
Cy = TU. (3.68)
Usando essas relagoes, somos levados a
Cy = (N —-1)S, (3.69)

que generaliza a relacao entre essas quantidades em quatro dimensoes, dada por Cy = 35
[20].
Em uma transformacao adiabatica a entropia do sistema permanece constante, tal que

pela ultima igualdade em (3.67), temos
VTN = constante. (3.70)

E escrevendo T em termos de P com a ajuda de (3.65) e (3.66), chegamos a segunda
equagao no caso adiabatico

PV~ = constante. (3.71)
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Essas duas tltimas igualdades sao também uma generalizacao dos resultados eletromag-

néticos em quatro dimensoes apresentados em [20].

3.3 A pressao por consideragoes cinéticas

Anteriormente fomos conduzidos a interpretacao de que o campo escalar confinado,
inicialmente descrito por ondas estacionarias, apos quantizado, se comporta identicamente
a um gas de particulas relativisticas com potencial quimico nulo no ensemble canonico.
Entao, esperamos que a pressao para este sistema possa ser calculada considerando-a
como devida a colisao de tais particulas com as paredes da cavidade. Para este proposito,
partimos do namero total de bosons na cavidade (3.37), que para V' — oo pode ser dado

em termos do momento como

V o 1
e A 3.72
N (ﬁw)N—l/O P e 1 (3.72)
onde £(p) = \/]W, ¢é a energia relativistica de cada boéson.
Definimos agora
N de 1 e de—l
/ TRN-T eﬁe 1 /_Oo Wf(P% (3.73)
sendo
1
- 3.74
fp) = (3.74)

interpretada como uma fungao distribuigao |18, 19|.
A partir de f(p), podemos calcular a média das quantidades relacionadas ao gas, em
particular, a energia média de cada bdson sera dada por

VT d,f’Nl / dpV—?
N

=T (p), (3.75)
VI e

(g) ==

onde o volume ¢é advindo de uma integracao em todo o espaco de fase. Multiplicando
ambos os lados desta equacao por AV/ com f(p) e e(p) dados explicitamente, chegamos a

N o gpN-1 % gnN-1 \/W
(€ =/ —fN_l sf(p)z/ fN_l L (3.76)
o o eﬁy/pc—i—Mc -1

e pela equacao (A.1) temos

(&) =

N
= (3.77)

<ls
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Calculemos a pressao exercida pelos bésons nas paredes da cavidade, considerando
estas perfeitamente refletoras. Assim, seja uma parede normal ao semi eixo x; positivo,
tal que qualquer béson com momento p; > 0 e velocidade v; > 0 que colide com ela, sofre
uma variacao de seu momento dada por Ap; = 2p;. A pressao na parede é entao, dada

por

© ] N—-1
P = 2/ %plvlf(p)- (3.78)

1>0

Pela relagao entre momento, energia e velocidade para um sistema relativistico [7],

p= gv, (3.79)
temos
e’} de—l p202
P:/ py 17 (p). (3.80)

Como cada uma das integragoes tem o mesmo valor, a pressao pode ser escrita como

1 /oo de—l p202

P=mw=1 ) T =

f(p). (3.81)

Reescrevendo (3.81) com a ajuda de p*c* = ¢ — M?c¢*, ficamos com

P | e - [ ) e

onde explicitando f(p) e € somos levados a
1 o0 /02c2 1+ M2cA
P =5 /dPN_l re e
h (N — 1) o 66\/p202+M2c4 -1

M2 ocole_l (V/p*c* + M2ch)~!
e o /D22 M2ch 1 ’

(3.83)

Multiplicando ambos os lados desta equagao por V, identificamos de (A.1) o primeiro
termo como proporcional & energia U, enquanto o segundo termo pode ser identificado de
(B.3) como envolvendo (¢?). Assim chegamos novamente a (3.41), como devia acontecer.

O resultado anterior confirma nossa expectativa de que a pressao calculada através
do ensemble canonico para o campo escalar quantizado dentro da cavidade é igualmente
obtida por considerando a cavidade preenchida com um gas de particulas relativisticas de

massa M.
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Podemos também a partir de (3.60) e (3.61), escrever a equagao de estado para massa

nula na forma
((N)
((N—-1)

Desde que a razao entre as funcoes zetas tende a unidade quao maior for N, vemos que

PV = NkgT. (3.84)

(3.84) toma a mesma forma da equacio de estado para o gas relativistico cldssico com N
moléculas [13]. Contudo, as semelhangas ficam apenas na forma, porque A aqui nao é

uma quantidade fixa, mas dependente de T e V.



Capitulo 4

Termodinamica da radiacao escalar em

N =4

Calculadas as quantidades termodinamicas no capitulo anterior para massa e dimen-
soes arbitrarias, tomamos agora o caso particular de N = 4 e primeiras correcoes de
massa. O que se faz conveniente, porque em tais condi¢oes nossos resultados podem ser
facilmente comparados com os bem conhecidos e comprovados para o eletromagnetismo,
devido aos trabalhos de Planck. E ¢ tal comparacao, que nos permitira extrair o novo con-
teddo de informacoes acerca do comportamento do sistema na presenca de massa, mesmo

considerando esta muito pequena.
Tomando N = 4 nas expressoes para as quantidades termodinamicas do Capitulo 3,
somos levados a partir de (3.35) a

VM &

3 1
= i X | ) s

=1

enquanto o nimero de bosons em (3.38) e a pressao em (3.42), sao dados respectivamente

por
N = ‘;f;f i ( Bln) Ko(fnMc?) (4.2)
e -
P 2];422;3 i : 52)2@(5711\4@2). (4.3)

34
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Do apéndice (B), podemos obter (¢?) em quatro dimensoes através de (B.7),

Me <N 1

22 2 WKl(ﬁnMc ). (4.4)

(0%) =

Temos também a partir de (3.41) a equagdo de estado do sistema para quatro dimensdes,

dada por

1 B VM2t
3

PV = o <¢2>} . (4.5)

Um “grafico desta equagao”, que é similar a (4.3), pode nos dar uma primeira perspectiva

de como a massa afetara os resultados para nosso sistema.

0,101

0,081

0,067

0,04

0,02

O_I T T L T T T T T T T

| M=0 M=1 M=2 M=3|

Figura 4.1: Comportamento da pressao P como fungao da temperatura T', em quatro dimensoes e

valores diferentes para a massa dos bosons. As constantes h, ¢ e kp foram feitas iguais a um.

Como podemos notar na Fig. (4.1), a existéncia de massa provoca uma diminui¢do no
crescimento da pressao em funcao da temperatura. Em particular, para baixos valores de
T o argumento das fungoes modificadas de Bessel é grande e o comportamento da curva é
dado através de (3.54). Enquanto que, para valores de T' cada vez maiores, a massa torna-

d ivel a t imad t P oc T, simil t
se desprezivel e a pressao se comporta aproximadamente como P oc 1%, similarmente ao
caso sem massa. Isso nos diz que, em primeiras correcoes de massa, devemos esperar por
um pequeno retardo no valor das quantidades termodinamicas. Exploraremos este fato em

mais detalhes na proxima seccao, inclusive, justificando o porqué de tal comportamento.
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Retornando as quantidades termodinamicas em quatro dimensoes, temos também de

(3.44) a energia livre de Helmholtz

= 27r2h3 Z Ky (pnMc?), (4.6)
a entropia a partir de (3.49)
g VMO 2 )+ —— k(g (4.7)
- Tn2h3 | (BnMc)? 2APRAZE 2(BnMc2) e '
e por (3.52) a capacidade térmica
Cy = VIS ; K3(BnMc?) + Ky(BnMc?) (4.8)
V' Torh — | (BnMc?) ’ ? ' '

Estudamos a primeira correcao de massa nas quantidades anteriores tomando o limite
de kgT > Mc? e usando a seguinte aproximacao para as func¢oes modificadas de Bessel

com argumento pequeno [23],

2711 (v) 22
K,(z) ~ — (1 ~ = 4) para v >1 (4.9)
e
1 =z z
K, (z) ~ ~ +3 log <§) para v =1. (4.10)
Com essas aproximagoes, em (4.1) teremos
U (kpT)* 6 BMC )2 (ﬁMcQ)2 (BMc*)* BnMc?
— = — 1 4.11
~ 2n2(he)? — {n‘l n? * 2 o8 2 (41

onde considerando apenas os termos de ordem mais baixa em M, chegamos a

g . 7T2(]{ZBT)4 _ M2C(]{ZBT)2 (4 12)
Vo 30(hc)3 2413 '

Procedendo da mesma forma para a pressao (4.3), que também pode ser obtida de

(4.5), somos levados a
7T2(]€BT)4 _ M2C(]€BT)2
90(hc)? 2413

o qual é recuperado no caso de potencial quimico nulo pelo resultado para P em quatro

pP—=

(4.13)

dimensoes e primeira corre¢ao de massa apresentado em [22, 30]. Sendo que P obtida em
[30] difere de (4.13) por um fator 2 devido a degenerescéncia de spin no espago quadridi-

mensional, pois é calculada para bésons de spin 1 (fétons).
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De maneira similar para as demais quantidades, temos

N ¢3)ksT)?  M2ckgT

= = — 4.14
Vv 72(he)? 2403 7 (4.14)
A _7r2(k:BT)4 M?c(kgT)? (4.15)

V. 90(hc)? 24h3 '
Cv _ 2m2 kLT3 B M?*ck3T (4.16)

V. 15(he)3 12h3 '

e finalmente
274 3 2 7.2

S 2mkgT®  M7ckpT (4.17)

V. 45(he)? 1213
sendo este resultado recuperado a partir do apresentado em [30] para potencial quimico
nulo, a menos do fator 2 de degenerescéncia de spin no espaco-tempo quadridimensional.

Agora é facil ver, que a menos do fator de degenerescéncia de spin, tomado M = 0 nas
expressoes de (4.12) a (4.17), recuperamos imediatamente os resultados planckianos em
[18, 19, 20].

Outra analise interessante aqui pode ser feita calculando (¢?) para M = 0 através de

(4.4), nos levando a 31|
(kpT)?
12he

(0°) = (4.18)

Este resultado nos diz que as primeiras correcoes de massa nas quantidades termodinamicas
em (4.12), (4.13) e (4.15) sdo proporcionais ao produto do quadrado da energia de repouso

dos bosons (M?2c*) pelo valor médio quadrético do campo ¢ para massa nula.

4.1 Comportamento em primeiras correcoes de massa

Como apresentado no inicio deste capitulo, a consideragao de que os bosons na cavidade
possuem uma massa, mesmo que muito pequena em relacao a temperatura, leva a correcoes
nas quantidades termodinamicas, em primeira ordem, proporcionais a M?. Este fato nos
leva a questionar sobre o novo comportamento do sistema frente a tais correcoes, em relacao
ao caso sem massa. Inclusive, nos leva a perguntar como se desenvolvem as transformacoes
termodinamicas na presenca da massa.

Em primeiro lugar, vemos de (4.12) que a densidade de energia na cavidade é afetada

pela massa por um termo negativo. Isso implica que dada duas cavidades idénticas e
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a mesma temperatura, a densidade de energia serd menor na que possui bdsons com
massa. Este comportamento pode ser melhor entendido a partir da energia média para

uma particular frequéncia wy, dada por

(4.19)

Como pode ser visto através de (3.12), considerar o sistema com massa leva a um au-
mento de wy, tal que dada uma massa M o argumento da exponencial em (4.19), para uma
temperatura fixa, é maior que no caso de massa nula, ocasionando assim uma diminui¢ao
da energia média para um particular k especificado e, consequentemente, da energia total

na cavidade, em relagao ao sistema com massa nula & mesma temperatura.

De um outro ponto de vista, podemos dizer que a presenca da massa aumenta a frequén-
cia do oscilador e, portanto, seu quantum de energia. Assim, a temperatura necesséria
para “ativa-lo” torna-se maior, quao maior for M. Mas, ativar um oscilador nada mais
é do que lancar um boéson na cavidade, tal que, pelo fato anterior, devemos esperar por
um decrescimento do ntimero N de bosons na cavidade para valores crescentes da massa,
o que é confirmado em (4.14). Da mesma forma, o aumento da frequéncia de cada um
dos osciladores em funcao do crescimento da massa leva a uma diminuicao da capacidade
térmica Cy como pode ser visto em (4.16). Isto é justificado pelo fato que a “ativacao”
de algum dos osciladores ocorrera em temperaturas cada vez maiores quao maior for a
elevagao da frequéncia devido ao aumento da massa. Assim, em temperaturas cada vez
maiores a maioria dos osciladores ainda se encontrarao no seu estado fundamental, e a
energia na cavidade nao varia até que a temperatura seja aumentada suficientemente para

retirar alguns desses osciladores do estado fundamental (“ativa-los”).

Uma questao que também podemos abordar com respeito a energia nas duas cavidades,
uma de bosons com massa e outra com bosons de massa nula, é que em ambas a energia
cresce proporcionalmente a V' para uma temperatura fixa, como é visto em (4.12). No
entanto, fazendo M = 0 nesta equacao vemos que proporcionalidade para o sistema com

bosons de massa nula é estabelecida por

. 7T2(]€BT)4

U= 300" (4.20)
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enquanto para massa nao nula temos

. 7T2(]{ZBT)4 _ M2C(]€BT)2
| 30(hc)? 2413

U v, (4.21)

de onde vemos que a proporcionalidade entre U e V no caso de massa nao nula é menor.
Logo, tanto para volume fixo ou para temperatura fixa, o que a massa proporciona ¢ uma
diminuicao da energia total na cavidade em relacao ao caso de massa nula. Contudo, para
o caso de temperatura constante surge em ambos os sistemas uma questao interessante, o
aumento da energia em funcao do volume.

Se pensarmos em um gas relativistico classico composto por um niimero N de moléculas
de massa M© tomado fixo, temos que no limite de M9 ¢? < kgT a energia total do gas
¢ dada por [13]

U = 3NkgT, (4.22)

e vemos que mantida a temperatura constante nao ha como variar a energia interna do

gas. Por outro lado, a energia de um gas de bodsons escalares com massa nula escrita a

partir de (3.57) e (3.60) como

_ (N=1)¢N)
que em quatro dimensoes nos leva a
¢(4)
U=>23NkpT, 4.24
L3 ks (4.24)

varia com o volume. A razao para isso é que em nosso caso o nimero N de particulas,
diferentemente de N, ndo é fixo. Pelo contrario, N varia proporcionalmente a V', como
pode ser visto em (4.14).

Outro ponto a ser discutido com respeito & comparacao entre os bosons na cavidade
e o gas relativistico classico com ntmero de moléculas fixo é a correcao de massa sofrida
pela energia total de ambos os sistemas. Como ja apresentamos no inicio desta se¢ao em
(4.12), a considera¢ao de uma massa para os bosons, mesmo que muito pequena em relagao
a temperatura, leva a uma diminuigao da energia dentro da cavidade, sendo que, no limite
de Mc? — oo, a energia vai a zero pelo comportamento das funcoes modificadas de Bessel

em (3.54), mantendo a temperatura fixa. Em contradi¢do a este fato, se considerada a
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massa M© das moléculas de um gas relativistico classico muito maior que a temperatura

(M© > kpT), a energia total se comporta da seguinte forma [13]

U:NM@+§N@ﬂ (4.25)

que nao tem nenhuma semelhanga com o comportamento dos bésons de massa nao nula na
cavidade. A diferenca crucial aqui, é que dar uma massa as particulas no caso relativistico
classico significa que a energia inicial, devida apenas ao momento, ganha um termo aditivo
de energia de repouso, o que nao ocorre no caso dos bosons, pois estes sao advindos da
quantizacao de ondas estacionarias, e considerar uma massa nao nula significa aumentar
a frequéncia de cada oscilador quantico dentro da cavidade.

Outros efeitos da massa na radiacao escalar em primeira correcao podem ser extraidos
a partir da equagao de estado (4.13), a qual nos mostra imediatamente que a pressao nas
paredes da cavidade é independente de V' para qualquer valor de M, inclusive, M =0, e
que a corre¢ao de massa na pressao ¢ idéntica a corre¢ao para a densidade de energia (4.12).
Por esta correcao na equacao de estado, podemos analisar o comportamento do sistema
frente as transformacoes termodinamicas em relagao ao caso de massa nula. Em primeiro
lugar, para uma transformacao isotérmica tomamos 7" = constante em (4.13) e vemos que
a pressao para o caso de bosons com massa é sempre menor que no caso de massa nula.
Assim, em uma representacao grafica de P em funcao de V para os dois sistemas, o de
bosons com massa nao nula assumira valores de pressao sempre menores que aqueles do
sistema com bosons de massa nula para quaisquer valores de V. Da mesma forma, este
comportamento é similar para uma transformagao isovolumétrica (V' = constante), na
qual em um gréfico de P contra T" a partir de (4.13) a pressao para o sistema de bosons
com massa ¢ sempre menor que aquela para o caso de massa nula independente do valor
de T

Para estudarmos o comportamento do sistema por uma transformacao isobérica to-
mamos P = constante em (4.13), e vemos que no caso de bosons com massa nao nula o
sistema necessita de uma temperatura superior aquela para o caso de bésons sem massa
para se manter a mesma pressao. Logo, em um grafico da variacao de T' com respeito a V',
o sistema de bosons com massa possuira valores de temperatura superiores aos do sistema

de bosons sem massa para qualquer valor de V.
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O comportamento do sistema sob transformacoes adiabaticas é obtido escrevendo a

entropia em (4.17), na forma

274 3
45(he)? 7 '
onde X
15 (Mc2\?|®
Teff =T |1— Q (]{jB—T) (427)

Para uma transformagao adiabatica S = constante, e temos entdo a partir de (4.26) a

equacao que relaciona V' e T,¢¢, dada por
VT2 = constante. (4.28)

Esta relacao entre V' e T,ss, governando a transformagao adiabatica, tem a mesma forma
funcional que no caso de massa nula, dado em (3.70) para N = 4. Como T.sr < T,
para um mesmo valor da constante em (4.28) o sistema com bosons de massa nao nula
possui valores maiores de volume em relagao ao sistema de bdsons sem massa & mesma
temperatura. Ou seja, fixado um mesmo valor de entropia para ambos os sistemas, na
representagao grafica de V' contra 1" o sistema de bosons com massa terd valores de volume
superiores aqueles para o sistema de bosons sem massa, independente do valor de 7.

Recorrendo a (3.47) e usando as quantidades em primeira corre¢ao de massa, podemos
expressar a pressao em termos de T.ss, obtendo assim, a dependéncia entre P e V que
governa uma transformacao adiabatica,

PV4/3
b2

o |- 18 (MY
n 82 \ kT

Da expressao definindo b, vemos que o caso de massa nula em quatro dimensoes, obtido

= constante, (4.29)

onde
2
3

(4.30)

de (3.71), é recuperado a partir de (4.29). Vemos também a partir de (4.30) que para uma
temperatura fixa b* < 1, assim dado um mesmo valor da constante em (4.29) para os dois
sistemas o produto PV*? para o caso de bosons com massa ¢ menor que aquele para o
caso de massa nula. Logo, em um grafico da variacao de P com respeito a ' para uma

temperatura fixa, os valores da pressao no sistema de bosons com massa sao menores que
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os correspondentes valores para P no caso de bosons sem massa, dado qualquer valor de
V.

Uma aspecto interessante que a equagao (4.29) nos permitiria abordar, juntamente
com a equagao de estado (4.5), seria o ciclo de Carnot efetuado pela radiac¢ao escalar com

massa. No entanto, este aspecto nao serda abordado aqui.



Capitulo 5

Espectro de corpo negro da radiacao

escalar

O estudo desenvolvido no capitulo precedente nos permitiu explorar o comportamento
termodinamico da cavidade preenchida com bésons de massa M e potencial quimico nulo,
em relagao ao sistema com massa nula. Isso foi feito partindo das quantidades termodina-
micas previamente calculadas e tomando o caso particular de quatro dimensoes e primeiras
correcoes de massa, o que nos levou a perceber as modificacoes na termodinamica do sis-

tema impostas pela consideracao de bosons com massa.

Realizados os estudos anteriores, estamos agora interessados em reconhecer as correcoes
de massa do ponto de vista espectral do sistema, o que pode ser feito a partir das expressoes
para as quantidades termodinamicas antes mesmo de suas integragoes, expressando-as
como funcoes de w, T e M. Isso nos permitird obter, para o caso com massa e em
quatro dimensoes, uma distribuicao espectral similar a lei da radiacao de Planck para
a radiagao de cavidade eletromagnética [18, 19, 20|, sendo esta recuperada por nossos
resultados a menos do fator de degenerescéncia de spin quando tomarmos o limite de

M = 0. Obteremos também, as leis de Wien e Rayleigh-Jeans para massas nao nulas.

Consideremos em primeiro lugar a energia total na cavidade dada em (3.29). No limite
de V' — oo a soma nesta equacao pode ser passada para uma integral, que a partir de

(3.31) e (3.32) nos permite expressar a densidade de energia na cavidade em termos de

43
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uma integracao no momento, da forma

U  Arn [, /p?c?+ M3
T dp p —— , (5.1)
|4 0 eﬁ\/pc—}—Mc -1

onde usamos o sistema de coordenadas esféricas.

Queremos agora expressar % como uma integral em w, obtendo assim, a densidade

de energia por unidade de frequéncia das ondas estacionérias na cavidade. Isso pode ser

alcancado a partir de (3.32) onde, para um dado valor de M, temos'
Rw® = p*c? + M*c. (5.2)

Diferenciando ambos os lados da tltima igualdade, somos levados a

hw
= e (5:3)

Logo, podemos escrever a densidade de energia como sendo

U 1 /°° o VIR2w? — M2t

Vo 2123 e ebhw — 1 7

h

(5.4)

onde os limites de integracao sao dados através de (5.1) e (5.2).

Reescrevendo (5.4) de uma forma mais conveniente, temos

1
U o0 h w3 M2\ 2] 2 o
Vo /Mrc2 dw27r203_em’wi—1 [1 — ( P ) ] = /MC2 dw u(w, T, M), (5.5)

h

onde

h w3 M\ ? 2

Esta é a generalizacao da lei da radiacao de Planck do eletromagnetismo, para o caso de
bosons com massa M e spin zero. u(w,T, M) é a distribui¢ao espectral da densidade de
energia % no interior da cavidade, dando a densidade de energia por unidade de frequéncia,
para uma temperatura 7' e massa M, a qual, no limite de massa nula recupera a menos do
fator de degenerescéncia de spin a lei de Planck usual para o campo de Maxwell [18, 19, 20].

Para analisarmos os efeitos da massa na distribuicao espectral da radiagao escalar no
interior da cavidade, é conveniente definirmos novas variaveis adimensionais,

hw Mc?

X

!Omitimos aqui o sub indice k em w, pois na forma integral isso ndo se faz necessario.
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em termos das quais u(w, T, M) é escrito na forma 2

erin- 2 @]

A partir desta expressao, fixado um valor de T', podemos definir para fins de anéalise,

' (w, T, M) := %u(w,ﬂ M) = exxi - {1 - (%)2} %, (5.9)

de onde obtemos facilmente a curva “planckiana” para diferentes valores da massa dos

bosons (vide Fig.(5.1)).

1,5
1_
ul
0,5
0_| T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
X
| a=0 a=1 oa=2 oa=3 0L=4|

Figura 5.1: A distribuigao espectral para a densidade de energia no interior da cavidade, a temperatura

constante e diferentes valores de massa para os bosons.

Como pode ser visto em (5.6), a corre¢ao de massa ao caso plackiano (i.e., para M = 0)
¢ dada em termos da razdo entre a energia de repouso (Mc?) e a energia total (Aw) dos
bosons, e ocasiona um decréscimo de u(w,T, M) que, consequentemente, provoca uma
diminuicao da densidade de energia dentro da cavidade. Isto pode ser visto observando
que a area sob as curvas na Fig. (5.1) diminui para valores de M crescentes. Este fato ja
foi notado nas primeiras correcoes de massa do capitulo anterior, porém agora, podemos

explora-lo com maiores detalhes e com valores de massa arbitrarios. Devemos também

z "~ L 2 2 z L
notar em (5.6) que o menor valor possivel de frequéncia é w = th , 0 qual é obtido

fazendo p = 0 na equagao (5.2), sendo que neste valor temos u(w, ', M) = 0.

2Notemos, na substituicao das variaveis, que em (5.5) a integragao ¢é feita sobre w.
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O numero total de bosons na cavidade por unidade de frequéncia, a temperatura 7" e
massa M, pode ser calculado através de (3.37), de forma analoga ao que fizemos para a

densidade de energia. Primeiramente tomamos

1
N o 1 w2 MCQ 27 2 .
v w2 dW2ﬂ.2C3W [1 - (ﬁ) = /Mc2 dw n(w, T, M), (5.10)

h

e por esta definicao chegamos a

1 w? M\?|?

Este resultado nos possibilita escrever (5.6) na forma
w(w, T, M) =n(w, T, M)hw, (5.12)

a partir da qual, podemos interpretar o porqué da massa provocar uma diminuicao da
densidade de energia. Vemos de (5.11) e (5.12) que fixado os valores de temperatura e
frequéncia a energia dos bosons permanece constante e igual a hw para quaisquer valores
da massa M, enquanto o ntmero desses bosons na particular frequéncia w diminui para
valores crescentes de suas massas. Isso nos diz que o decréscimo de u(w, T, M) em fungao
do aumento da massa dos bosons para w e T' fixos, é devido a diminuicao do nimero de
bosons que se encontrarao com frequéncia w e energia hw para a temperatura 7', o que é

facilmente visto em (5.12).

5.1 As leis de Rayleigh-Jeans e Wien com massa

Para uma analise mais profunda de (5.6), como também, uma melhor compreensao das
novas caracteristicas do sistema estimuladas pela consideracao de uma massa nao nula para
os bosons, se faz necessaria a obtencao das leis de Rayleigh-Jeans e Wien, neste contexto.
Essas leis nos darao informacoes sobre a forma de u(w, T, M) no limite de baixas e altas
frequéncias, respectivamente. Além do mais, neste ultimo caso, poderemos derivar o que
chamaremos de uma lei de deslocamento de Wien para o caso com massa, a qual nos dira
como a frequéncia de méxima emissao do sistema se modifica perante bosons de massa

nao nula.
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Iniciemos a partir da distribuicao espectral da densidade de energia na cavidade para

uma temperatura constante dada por (5.9), onde devemos lembrar que (vide (5.7))

a M
— = . 5.13
== (5.13)
Tomando o limite de baixas frequéncias x < 1 em (5.9), e notando que
a  Mc
—=—-<1 5.14
“-2C <, (514)

devemos ter, também, o < 1. No entanto, a exponencial no denominador de (5.9) pode
ser expandida, e ficamos com

e x? [1 - <9>2} : . (5.15)

X

Esta é a lei da radiacao de Rayleigh-Jeans para o caso com massa, na qual, fazendo M = 0
teremos v’ ~ x?, que recupera o resultado usual do eletromagnetismo (fotons) [20].

A raiz quadrada em (5.15) é uma corregio ao coeficiente angular da curva v’ = x?, que
como veremos a seguir, vai a 1 quando a razao entre « e x é muito pequena (M — 0),
fazendo com que v’ se comporte rapidamente como uma fungdo quadratica. Por outro
lado, quando esta razao tende a unidade, o radicando em (5.15) aproxima-se de zero e v’
demorara mais a exibir um comportamento quadratico.

Desde que o valor minimo de x é x = «a, podemos fazer x = « + € com € > 0. Assim,
(5.15) torna-se

u = (a+e)(2ae + €2)7. (5.16)

Se « ¢ tao pequeno tal que ¢ < 1, a ultima igualdade pode ser expandida em termos

desta razao, nos levando a
2
e (1422 + 2 ), (5.17)
€ €
de onde podemos tomar, para a — 0,

u' ~ (5.18)

Logo, como ja haviamos comentado anteriormente, u’ se comportara como uma funcao

quadratica de € no limite em que a massa torna-se nula.
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No entanto, se o é tal que £ < 1, (5.16) pode ser agora expandida em termos desta

nova razao, nos dando

i~ avac (1426 1€ (5.19)
- 4o 4a?)’ '
que em boa aproximacgao pode ser dada como
U~ av2ae. (5.20)

Vemos entao que, para massas nao nulas, a curva nao exibira forma quadratica, mas sim
uma raiz quadrada. Este comportamento pode ser observado na Fig. (5.2), que mostra

como o grafico de u’ se desvia de uma curva quadratica em fun¢do da massa.

0,3

0,21

a=0 a=0.1 a=0.2 a=0.3
a=04—"a=0.5

Figura 5.2: Comportamento da distribui¢ao espectral da densidade de energia no interior da cavidade a
baixas frequéncias, temperatura constante e diferentes valores para a massa dos bosons. As curvas solidas
representam o comportamento exato previsto pela teoria, que nas frequéncias consideradas se aproximam

da lei de Raleigh-Jeans generalizada para massa nao nula, dada pelas curvas de mesma cor em pontilhado.

Tomemos agora, o limite de x > 1 e ¢

< 1, ou seja, altas frequéncias e massas
pequenas. Neste limite a exponencial no denominador de (5.9) pode ser feita muito maior
que a unidade, enquanto os demais termos podem ser expandidos em ordens da razao entre

a e X, nos levando a

W X [1 - % (9)2} e, (5.21)
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Esta é a lei da radiacao de Wien para bdsons com massa, que nos dd uma generalizacao
da formula proposta por Wien em 1896 descrevendo a radiacao de cavidade para o campo

de Maxwell [20], a qual recuperamos a partir de (5.21) fazendo M = 0, i.e., o = 0.

Figura 5.3: Limite de altas frequéncias para a distribuigao espectral da densidade de energia no interior
da cavidade & temperatura constante e diversos valores de massa para os bosons. As curvas sélidas sao
as previsoes exatas da teoria com massa e sao bem descritas, no limite de frequéncias considerado, pela

lei de Wien generalizada para massa nao nula (curvas pontilhadas com mesma cor).

Como pode ser visto na Fig. (5.3), a lei de Wien (5.21) descreve em boa aproximagao
nao apenas a distribuicao espectral da radiagao dentro da cavidade para altas frequéncias,
mas também os pontos em que esta distribuicao atinge um méaximo. Estes pontos sao de
particular importancia, porque eles indicam para um dado valor de massa e temperatura, a
frequéncia de maxima emissao do sistema (w4, ). Logo, conhecendo como esses pontos se
comportam, podemos determinar o que as mudangas na temperatura e na massa causarao
na frequéncia de maxima emissao, inclusive obter qualquer uma dessas trés quantidades a

partir da medida das outras duas.

Para obtermos a descricao dos pontos de maximo a partir de lei de Wien, tomamos em

(5.21)

du’
— =0. .22
7 =V (5.22)
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Desta igualdade somos levados a

1 1
x® — 3x% + 5oﬂx (E — 1) =0, (5.23)
mas desde que x > 1, podemos fazer
1
x* — 3x — 5042 = 0. (5.24)

Das duas solucoes da tultima equacgao, apenas uma representa a lei de deslocamento de

Wien para o caso de massa, a saber

3+ V9 +2a?
X:%. (5.25)

Fazendo o = 0 nesta solucao obtemos
x = 3, (5.26)

que recupera a lei de deslocamento de Wien para o eletromagnetismo [29, 32|, o que ndo
ocorre para a outra solucao.
Para uma melhor comparacao entre os dois casos da lei de deslocamento de Wien,

massa nula e massa nao nula, reescrevemos (5.25) na forma

3 3 200
=—4+ /14— 5.27
x=g+ 5\ 1+ (5.27)
e tomamos M tao pequeno, tal que a? < 1. Assim, por uma expansao, temos
2
x=3+ =, (5.28)

6
que nos permite interpretar o comportamento de w;,,, na presenca de massa.
Como sabemos do eletromagnetismo, a lei de deslocamento de Wien nos diz que a
frequéncia de méaxima emissao do sistema cresce proporcionalmente a temperatura [32].

Isso pode ser visto substituindo x a partir de (5.7) em (5.26) para obtermos

hw© = 3kpT, (5.29)

max

0 . ) . ) o . A
onde wi'), & assim nomeada para evidenciar que esta é a frequéncia de méxima emissao

para o sistema sem massa. O resultado similar a (5.29) para o caso com massa é obtido

escrevendo (5.28) em termos de x e o dados por (5.7), o que nos leva a

3 1/ M2\°
6 \ kT

Amas = kpT. (5.30)
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Vemos desta equacao que a frequéncia de maxima emissao do sistema com massa nao nula
cresce mais rapidamente que no caso de massa nula, considerando um mesmo aumento
de temperatura. A razao para isto pode ser observada a partir de (5.11) e (5.12), onde
vemos pela primeira equacao que fixado os valores de frequéncia e temperatura o sistema
com massa nao nula possuird um nimero de bosons n(w, T, M) inferior a n(w,T") para o
sistema com massa nula. No entanto, tomando o mesmo valor de u(w,T, M) e de T para
ambos os sistemas, (5.12) nos diz que a frequéncia w dos bosons de massa M é superior &
frequéncia dos bosons de massa nula, pois n(w, T, M) é menor para 0 caso com massa.
As conclusoes anteriores podem ser facilmente observadas na Fig. (5.3), onde vemos
que a curva descrevendo a distribuicao espectral da radiacao dentro da cavidade desloca-
se, juntamente a seu ponto de maximo, no sentido positivo de x para valores crescentes da
massa. Assim, a frequéncia de méxima emissao cresce, enquanto 7" ¢ mantida constante.
Por outro lado, ao se deslocar para a direita a curva reduz a area compreendida entre ela
e 0 eixo x, levando a diminui¢ao da densidade de energia. Exploraremos ainda mais esses
comportamentos na proxima segao, quando calcularmos o fluxo de energia que emana da

cavidade por um furo em sua superficie.

5.2 Intensidade

Até aqui, desenvolvemos o estudo do campo escalar com massa confinado a uma cavi-
dade de volume V' e temperatura 7' finita. Sabemos que, dada esta temperatura, a cavi-
dade é preenchida com bosons de momento p, massa M e energia £(p) = /p?c? + M?c?,
0s quais exercem uma pressao P sobre as paredes da mesma, devido ao fluxo de energia
que transportam em todas as dire¢oes. Sabemos também descrever toda a termodinamica
dessa radiacao escalar dentro da cavidade, inclusive, como se da a distribuicao espectral
de sua energia.

Conhecido o comportamento da radiacao escalar no interior da cavidade, podemos
agora nos perguntar como essa radiagao escaparia através de um furo em uma das para-
des. Este questionamento se faz de grande importancia, pois ao respondé-lo saberemos
como uma medida experimental detectaria nossas previsoes para a radiacao no interior da

cavidade. Além do mais, por meio dessa resposta poderemos obter o que seria uma lei de
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Stefan-Boltzmann para o campo escalar com massa e compara-la com sua similar, e bem
conhecida, para o campo eletromagnético [18, 19, 20].

Pelas mesmas consideragoes cinéticas feitas na tultima secao do Capitulo 3, as quais nos
permitiram calcular a pressao nas paredes da cavidade, podemos calcular a intensidade da
radiacao emitida através de um furo em uma delas. No céalculo da pressao, o que fazia-
mos era considerar as paredes perfeitamente refletoras de forma que, ao se colidirem com
elas, os bosons viajando com momento p; e velocidade v, perpendiculares a uma parede
retornavam e sofriam uma variacao do momento p; igual ao dobro do valor que possuiam
antes da colisao. Todavia, para o calculo da intensidade, o que fazemos é considerar que os
bosons viajando com momento p e energia ¢, atravessam uma area A da cavidade trans-
portando energia para seu exterior. Este fluxo de energia tem uma distribuicao angular,
de forma que integrando-o em um certo angulo solido, encontramos a intensidade total de
energia emitida através da area A na unidade de tempo.

Consideremos em primeiro lugar, uma parede perpendicular a direcao z de forma que
apenas bosons com velocidade v, > 0 cheguem até ela. Estamos interessados em saber
a quantidade de energia irradiada por segundo, e por unidade de area de um furo nesta
parede, o que pode ser visto como sendo o nimero de bosons que atravessam a area A em
um intervalo de tempo At, vezes a energia que cada boson transporta, dividido por At. A
para obtermos energia por unidade de tempo por unidade de area.

A densidade do niimero de bésons dentro da cavidade é descrita pela funcao distribuicao
dada em (3.74), que vezes o volume compreendido pelo prisma de area da base A e altura
v,.At, nos da o nimero de bosons que atravessarao a parede no intervalo de tempo Af.
Multiplicando este resultado pela energia e(p) =+/p?c? + M?c* que cada boson transporta,

somos levados a

Jl — dp®f(p) e.v.At. A
E At. A

que da a energia irradiada por unidade de tempo, na unidade de area do furo.

com v, >0, (5.31)

Pela relacao relativistica (3.79), escrevemos

% cos 6
v, =vcosl = @, (5.32)

lembrando que

v,>0=0<60<

N

(5.33)
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Isso nos permite integrar (5.31) nos momentos,

> dp? 2
I(T,M) = 0 (p)pc” cos b, (5.34)
>0

p

que em coordenadas esféricas nos leva a

00 5 27
(T, M) :/ %pgczf(p)/ d@cos@sin@/ dep, (5.35)
0 0 0

onde a variagao de 6 ¢ dada segundo (5.33).

No caso de massa nula, a integral em p na expressao anterior, pode ser diretamente
escrita em termos da densidade de energia [18], porém em nosso contexto isso nao se faz
possivel. Para realizarmos tal integracao de uma forma que possibilite sua comparacao
com o caso sem massa, ¢ interessante calcularmos a quantidade (ev), nos moldes de (3.75).
Temos entao , ,

o0 o0
o=y | e = [ Frcim) (5.36)
onde usamos (3.79). Passando para coordenadas esféricas e multiplicando ambos os lados

da ultima equagao por AV/, ficamos com

N o 3 s ‘ 2T
V<€U>:/o %pgch(p)/O dﬁsm@/() dep. (5.37)

Comparando esta expressao com (5.35), vemos que

N fog df cos 0 sin 0 f027r dy

I(T,M) =—(cv 5.38
( ) 4 (ev) Jy dfsind fo% dyp (5.38)
e, finalmente, chegamos ao resultado
1N

Para verificarmos a validade de (5.39), tomamos o regime de M = 0 e assim, v = c.

Logo, neste regime,

(T, M) = I(T) = i%/ (ec) = 2%/@, (5.40)

que por (3.77) para quatro dimensoes nos da

v

1(T) = Jp:c (5.41)

recuperando o resultado de Planck para bosons de massa nula (fétons) |20].
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A partir de (5.36) escrevemos (5.39) na forma

C2 00 dp3 P

Passando esta integracao para coordenas esféricas, podemos resolvé-la nos moldes do apén-
dice (A), escrevendo-a como a derivada parcial de uma integral identificavel com as fungoes
modificadas de Bessel e, entao, usando as propriedades das derivadas da K, (z) em [21, 23],
chegando a
M3d S 1
I(T,M) = Ks(BnMc?). 5.43
7> M) 2%7?%713;(571)% 1 ) (543)

O resultado acima pode ser verificado no limite de massa nula por, primeiramente,

tomando a aproximagao (4.9) em (5.43), o que nos leva a primeira corre¢do de massa na

intensidade, dada por

w2 (kgT)' M2 (kpT)’

I(T, M) = 120732 ASH3

(5.44)

Esta é a generalizacao da lei de Stefan-Boltzmann em primeira corre¢ao de massa, que
como pode ser facilmente visto recupera, no caso de massa nula, a lei de Stefan-Boltzmann
para a intensidade da radiacao eletromagnética emitida através de um furo na cavidade,
a menos do fator 2 devido ao spin * [18, 20].

Como vemos na expressao (5.44), a presenca da massa diminui a intensidade da radi-

acao emitida pela cavidade. Em termos de (4.12), esta expressao pode ser escrita como

c[U  M?c(kgT)?
I(T’M):Z vV o | (5.45)

que é uma generalizagdo ao caso de Planck (5.41), citado anteriormente. Este resultado
nos diz que, como a densidade de energia decresce com a massa, (T, M) decresce de forma
mais acentuada. Isso se deve ao fato que a massa além de diminuir % também diminui
a velocidade dos bosons, pois para massas diferentes de zero, estes nao podem mais se
mover a velocidade da luz, segundo a relatividade especial. Exploraremos mais sobre isso
adiante, quando encontrarmos a distribuigao espectral da intensidade.

Escrevendo (5.42) em coordenadas esféricas, temos

o =" [Ty P 4
( 3 )_ﬁ 0 peﬁ /7p202+M204_17 (5 6)

3Na primeira referéncia citada ha um possivel erro de digitacio no resultado, pois ¢ aparece elevado

ao cubo no denominador.
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que a partir de (5.2) e (5.3) pode ser dada em termos de uma integragio na frequéncia w
da forma

> h w3 M\ ? >

h

onde definimos

h w3 M2\
Iw,T M)=————11-— 5.48
(Wa ’ ) S22 ebhw _ | [ < hw ) ’ ( )
como a poténcia irradiada por unidade de frequéncia, na unidade de area do furo, para

bosons de massa M a temperatura 7.

Podemos ainda, escrever I(w,T, M) na forma
1

c h w3 Mc2\? M\ 2|2

onde a partir de (5.6), identificamos a expressao entre chaves como sendo u(w, T, M). Por

[NIES

outro lado, fazendo uso de (5.2), podemos escrever

1
que de (3.79) nada mais é que a expressao da velocidade v para o boson de massa M

associado a onda estacionaria de frequéncia w. E chegamos assim a
v
I(w, T, M) = 1 (5.51)

analoga a forma funcional de I(w,T) para o campo eletromagnético [18|, porém aqui a
velocidade nao é ¢, mas v < c.

Levantamos aqui uma discussao a respeito da velocidade v em (5.50), a qual pode ser
obtida a partir da solu¢ao da equagao de Klein-Gordon (3.1) em termos de um pacote de

ondas, que é uma superposicao de ondas planas na forma

oz, 1) = V%Tr /_ (e () g (5.52)

onde por simplicidade consideramos um espaco-tempo 2-dimensional. Por esta solucao
temos que w(k) e k satisfazem a seguinte equacao,

M3t

w?(k) = K2 + o

(5.53)
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da qual, considerando apenas os valores positivos de w(x) para exemplificar (sendo que
valores negativos de w(k) sao também possiveis na solu¢ao da equagao de Klein-Gordon
[10]), deriva-se as expressoes para a velocidade de fase vy e de grupo v, relacionadas a

solugao (5.52), dadas por [16]

K 1 _ M2t
h2w?
e
dw(k) M2t
Vg =g = 1— 12 (5.55)

Como vemos por esta tltima expressao, a velocidade v em (5.50) é igual a v, em (5.55),
dando a velocidade na qual o pacote de ondas (5.52) se move (vide Problema 8.13 da Ref.
[13]). Por outro lado, vy descreve a velocidade na qual cada onda plana que compoe o
pacote de ondas (5.52) se move, e como podemos notar em (5.54) vy > ¢ para massas
diferentes de zero. Enquanto no eletromagnetismo o foton é o quantum do campo que
viaja com velocidade c, sendo esta a velocidade das ondas eletromagnéticas planas solugoes
das equagoes de Maxwell [16], no campo escalar com massa o quantum do campo é um
boson que viaja com velocidade vy, que é a velocidade do pacote de ondas composto pela
superposi¢ao de ondas planas (solugdes da equacao de Klein-Gordon), as quais viajam com
velocidade vy # v,.

Como visto pela relagao relativistica (5.50), os bosons com massa diferente de zero
possuem uma velocidade menor que a velocidade da luz. Diante deste fato, podemos nos
perguntar como se comporta a velocidade desses bosons no interior da cavidade. Para
responder a isso, calculemos a partir da funcao distribuigao definida em (3.74), a média do
modulo da velocidade dos bosons, o que pode ser feito similarmente a (3.75), nos levando

a

V[ e f /del )
T et el

De fato (v) é uma média sobre a Velomdade de grupo dos pacotes de onda no interior da

(v) = (5.56)

cavidade. Passando esta integragdo para coordenadas esféricas com a ajuda de (3.79) e
explicitando f(p) dada em (3.74), ficamos com a seguinte integral no caso particular de
N =4,

Vo[, <\/m> h
ANy vy SRR _ |

(v) = (5.57)
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que pode ser resolvida nos moldes do apéndice (A), resultando em

2573 M3V
(v) = =357 Z ﬁ]% K3 (BjMc?). (5.58)

Em quatro dimensoes, o valor de AV/ é dado por (4.2) e, finalmente, temos
> = Ks(BiMe)
22 =i J

(v) = - : (5.59)
VpM S Ko (BIME)

=1

N
N\W|

o~ =

A expressao (5.59), nos diz de forma geral como se comporta, em modulo, a velocidade
média dos bosons na cavidade em funcao da temperatura e da massa. Antes mesmo
de analisarmos os limites assintoticos desta expressao pelas aproximagcoes das funcoes
modificadas de Bessel, podemos extrair parte de seu contetdo fisico por meio de sua
representacao grafica, dada na Fig. (5.4). Vemos facilmente nesta figura, que para massas
grandes, os bosons atingirao uma velocidade proxima de ¢ apenas em altas temperaturas,
enquanto que para massa nula, & qualquer temperatura, eles se movem com a velocidade
da luz. Isto pode ser percebido tomando a aproximacao (3.55) em (5.59), que nos levara

a (v) = ¢ no limite de massa nula.

1_ _______________
0,81
8 0,6
<
S
Q
S
S
0,41
0,21
O_I T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
T
[——M=0 M=1 M=2 M=3 M=4|

Figura 5.4: Velocidade dos bésons na cavidade para massas diferentes de zero. As constantes h, kp e

¢ foram tomadas iguais a 1.
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Para observarmos as implicacoes impostas pelo fato da massa afetar a velocidade dos

bosons, escrevemos (5.48) em termos das variaveis (5.7),

[(w, T, M) = éiff;; exle [1 - (9)2} , (5.60)

tal que para uma temperatura constante, podemos definir

= exxi - [1 - (%)2} . (5.61)

Sendo o comportamento grafico desta quantidade em rela¢ao a v’ definido em (5.9), dado

na Fig. (5.5) abaixo.

1,54
Densidade
1 Intensidade
1 -
0,51
0_I T T T T T
0 2 4 6 8 10
X
| a=0 a=1 oa=2 oa=3 0L=4|

Figura 5.5: Distribuigdo espectral da densidade de energia na cavidade e da intensidade de energia
emitida por unidade de area na unidade de tempo para seu exterior, a uma temperatura fixa, e para bosons
de massas diferentes. As curvas pontilhadas mostram a intensidade de energia emitida pela cavidade em

relacao & densidade de energia no seu interior, curvas sélidas de mesma cor.

E importante observarmos na Fig. (5.5) que, enquanto no caso de massa nula os
graficos da distribuigao espectral de I(w,T) e u(w,T) possuem a mesma forma, porque
essas quantidades diferem apenas por uma constante como pode ser visto fazendo v = ¢ em
(5.51), no caso de massa nao nula isso ndo ocorrerd. Pois para um valor fixo de frequéncia e
temperatura I (w, T, M) decresce mais rapidamente que u(w,T, M) para valores crescentes
da massa em fungao da diminuicao da velocidade do bosons, que agora, como pode ser visto

em (5.50), ndo é mais a velocidade da luz. Isso nos diz que, em uma medida experimental
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da intensidade de energia emitida por um corpo negro de bosons com massa, a curva de
distribuicao espectral obtida para a intensidade nao serd a mesma da distribuigao espectral
da densidade de energia no interior da cavidade a menos de uma constante, como é para
o eletromagnetismo.

Chamamos a atengdo aqui, para um erro cometido na Ref. [33|. No artigo intitu-
lado “Photon mass and blackbody radiation” o autor afirma que a radiancia R, que aqui

chamamos de intensidade I, é dada por
R = —u, (5.62)

onde, para o autor, u ¢ a densidade de energia u = % Em seguida, ele define a distribuigao

espectral a partir da radiancia de maneira similar a que definimos I(w, T, M) em (5.47),

. (w;j)zr, 559)

que deve entao corresponder a (5.49) com pp(v,T') sendo a distribuicdo espectral da radi-

da forma

p(v,m,T) = pp(v,T)

ancia no caso de Planck. O resultado dele (em [33|) em termos das nossas variaveis nos

1
cl h w3 me2\ 2|2
plvsm T) =7 [ﬁ—m] [1— (m)] ’ (5.64)

onde w = 27v e h = 27h, sendo hv definido igualmente a fuww em (3.12).

leva a

Como o resultado acima no referido artigo é calculado para o campo eletromagnético,
devemos recupera-lo multiplicando o nosso em (5.49) por um fator 2, que como ja sabemos
corresponde & degenerescéncia de spin. Fica entao claro que ao multiplicarmos (5.49) por
dois nao recuperamos p(v,m,T) dado em [33|, o que é facilmente visto por comparando
(5.49) e (5.64). A incoeréncia entre nosso resultado e o apresentado na equacao (2) de [33]
pelo autor, se deve a incorreta consideragao deste em tomar a radiancia como apresentada
em (5.62). Assim procedendo, o que o autor afirma é que a velocidade dos fotons, agora
com massa, ainda é c. Além de estar em desacordo com o nosso resultado (5.51), entra
em contradigdo com a teoria da relatividade especial, como pode ser visto em (5.50).

Além do mais, definindo a radiancia na forma (5.62), o autor em [33] considera que os
fotons com massa transportarao energia a velocidade da luz em todas as dire¢oes. Assim,

em um céalculo da pressao por consideracoes cinéticas, como fizemos na secao final do
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Capitulo 3, deveriamos levar em conta uma velocidade ¢ para os bosons, e fica entao
evidente que o resultado que obteriamos para a pressao dessa forma nao seria o mesmo
que obtemos calculando-a através de sua definicao no ensemble canonico. E ainda mais,
ao considerar a radiancia na forma (5.62), o autor esta a afirmar que, similarmente ao caso
de massa nula, a distribui¢ao espectral da densidade de energia e da radiancia diferem-se
por uma constante igual a ¢, como visto em (5.62). Logo, pelas consideragdes do autor
em [33], as curvas para a distribui¢do espectral da densidade de energia e da radiancia
se comportariam de forma idéntica a menos de uma constante, para quaisquer valores de
massa. Comportamento este que nao se verifica na Fig. (5.5).

O autor ainda apresenta na equacao (3) de seu artigo, a lei de Stefan-Boltzmann

generalizada em primeira correcao de massa, a qual pode ser escrita na forma

w2 (kgT)*  m2c2(kgT)?
R="6ome @ (565)

Este resultado nao é recuperado multiplicando por 2 (o fator de degenerescéncia de spin)

nosso resultado para (T, M) em (5.44), dado por

7T2(]{ZBT)4 M2C2(]{ZBT)2
ITM) = oome ~ 28w (5.66)

Ou seja, ao considerar a velocidade dos bosons com massa igual a velocidade da luz, o
autor de [33] obtém de forma incorreta a primeira corre¢ao de massa para a lei de Stefan-
Boltzmann.

Retornemos a nossa discussao sobre a intensidade de energia emitida pela cavidade e
procuremos por um exemplo, pelo menos de ambito esquematico, que nos possibilite melhor
compreender o que a massa causaria a um objeto fisico real descrito pelos trabalhos de
Planck para a radiagao de corpo negro eletromagnética. Esta claro que, para este fim,
faremos uma analogia entre luz (radiacao eletromagnética) e radiagao escalar. Notamos
contudo que a radiacao escalar nao nos proporciona um estimulo visual de cor e nem
possuimos informacoes acerca de sua interagao com a matéria.

Como podemos ver pela Fig. (5.5), a intensidade de energia emitida por um corpo
negro decresce para massas progressivamente maiores, enquanto sua frequéncia de méaxima
emissao, que caracteriza sua cor, se desloca para valores mais altos. Este comportamento

se da de forma similar & densidade de energia no interior da cavidade, porém, de forma
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mais acentuada devido a diminuigao da velocidade dos bésons ao ganharem uma massa M.
Isso nos diz que dados dois corpos negros com mesma temperatura, o que possui boésons
com massa serd detectado, experimentalmente, emitindo energia em uma frequéncia de
maxima emissao superior aquela que se encontra o corpo negro de bosons sem massa. No
entanto este, emite maior quantidade de energia na unidade de tempo, o que pode ser
visto pela diminui¢ao da area sob as curvas descrevendo a intensidade na Fig. (5.5) para
valores crescentes da massa.

Dizer que o corpo negro de bosons com massa emite energia com uma intensidade mais
baixa, significa que, visualmente, o corpo brilha menos. Tomemos entao, um objeto fisico
descrito em boa aproximacao como um corpo negro, por exemplo, o Sol. Como verificado
experimentalmente, o Sol é um corpo negro real, ou seja, nao perfeito, que possui uma
frequéncia de méxima emissao na faixa do visivel. Como podemos notar em um dia de céu
aberto, a alta intensidade de energia emitida por ele em dire¢cao a Terra (brilho), quase
nao nos permiti olha-lo diretamente por muito tempo. Agora, imaginemos que por um
certo mecaninsmo os foétons adquirissem massa. O que aconteceria é que a intensidade da
radiagdo emitida pelo Sol, & mesma temperatura, se comportaria segundo a Fig. (5.5).
Ele teria sua frequéncia de maxima emissao elevada, possuindo assim uma cor, digamos,
meio azulada, contudo, em um dia de céu aberto, nés poderiamos olha-lo sem nenhum
ofuscamento de nossa visao, porque agora ele emitiria uma intensidade de energia menor
em nossa direcao.

Com essa abordagem sobre o Sol, podemos inclusive nos perguntar qual deveria ser a
temperatura deste para possuir a mesma frequéncia de méxima emissao (coloragao), que
possuiria um Sol no caso de bosons com massa. A resposta a este questionamento é dada
através da Fig. (5.6), onde vemos que no caso de bosons sem massa a temperatura deve
ser cerca de 32% maior, para que os dois sOis possuam a mesma frequéncia de maxima,
emissao. Contudo, o Sol que emite bosons sem massa ejeta uma intensidade de energia
para suas vizinhancgas muito superior do que aquele de bésons com massa. Este fato nos
remete & conclusao que, se o foton possuisse massa, as estrelas seriam mais dificeis de
serem detectadas em funcao da baixa intensidade na qual emitiriam, apesar de a fazerem

em frequéncias cada vez mais altas, quao maior fosse a massa do foton.



62 CAPITULO 5. ESPECTRO DE CORPO NEGRO DA RADIACAO ESCALAR

0,05
0,04
|
|
0,03 |
|
I |
0,02- |
|
0,01
|
|
0 - T T T T | T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Frequéncia
[— M=0eT=1 — M=2¢T=I M=0 ¢ T=1.32)

Figura 5.6: Distribui¢do da intensidade para o espectro de corpo negro do Sol. A curva em negrito
representa a situagao real, em uma escala onde a temperatura do Sol é 1. Enquanto a curva em azul
representa o comportamento espectral da intensidade em uma temperatura na qual o Sol possuiria a
frequéncia de maxima emissao igual a de uma estrela similar, mas em uma situagdo onde os bodsons

possuissem uma massa nao nula, curva em verde. As constantes h, ¢ e kp foram feitas iguais a unidade.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

O presente trabalho investigou a radiacao de corpo negro de um campo escalar com
massa em dimensoes arbitrarias, confinado a uma cavidade de volume V. Tal investigacao
teve por objetivo apresentar as quantidades termodinamicas em dimensoes e massas arbi-
trarias, e no caso particular de quatro dimensoes, promover a comparagao entre 0s n0ssos
resultados e os de Planck para a radiacao de corpo negro do campo eletromagnético (bo-
sons de massa nula). Esta comparagio é feita levando-se em conta que estes resultados
devem ser recuperados no limite de massa nula, a menos do fator de degenerescéncia de

spin.

Inicialmente nos ocupamos da dinamica do campo escalar, onde a partir da equacao de
movimento para uma particula se movendo sujeita a este campo, cogitamos a possibilidade
de descrever por esta dinamica escalar, a gravitacao no contexto da relatividade especial,
tendo como carga a massa, responsavel pelo acoplamento entre as particulas com o campo
em questao |1]. Tal perspectiva nao se confirmou, e concluimos, por mais de um teste, que
a gravitagao nao pode ser descrita no contexto da relatividade especial pela dinamica de
um campo escalar [1, 13]. No entanto, a tentativa de inserirmos a gravita¢ao no contexto
relativistico por um campo escalar nos mostrou o quao intimamente ligadas podem estar

a atragao gravitacional e a geometria do espaco-tempo |1].

Estudamos o campo dentro da cavidade em termos de infinitos osciladores, que quan-
tizados, nos deram uma descricao quantica do campo. Esta descricao nos permitiu o

uso do ensemble canonico da mecanica estatistica, a partir do qual concluimos que nosso
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sistema se comporta como um gas de particulas relativisticas sujeitas a um potencial
quimico nulo. Neste contexto, cada oscilador passou a corresponder a um quantum do
campo, que identificamos como sendo um boson escalar de momento p, massa M e ener-
gia e(p) = \/p?c? + M?2ct

A partir da aplicacao do ensemble canonico ao nosso sistema, calculamos todas as
quantidades termodinamicas de interesse em N dimensoes e massa M. Estas quantidades
puderam ser verificadas no limite de massa nula com os resultados na literatura para o
caso eletromagnético em dimensoes arbitrarias. Evidenciamos por essa comparagao que
os nossos resultados recuperam aqueles para o eletromagnetismo a menos de um fator de
degenerescéncia devido ao spin, o qual é dependente da dimensao do espaco. Inclusive, por
este fator, pudemos explorar o que ocorreria com a correspondéncia entre os resultados
escalares e eletromagnéticos se o foton, boson do campo de Maxwell, tivesse uma massa
nao nula.

A equacao de estado relacionada ao nosso sistema pode ser obtida por duas maneiras
diferentes. Primeiramente pela sua derivacao padrao a partir do ensemble candénico. Em
seguida, lancando mao da interpretacao do campo no interior da cavidade como um gas
de particulas relativisticas (bosons), que transportam energia em todas as diregbes e ao
colidirem com as paredes transferem momento a estas. Ambos os resultados foram escritos
em termos do valor médio quadratico do campo ¢, (¢?), o que nos permitiu concluir que
a correcao na forma funcional da equagao de estado, comparada ao caso eletromagnético,
¢ dada pelo produto da energia de repouso ao quadrado (M?c?) por (¢?).

Interessados em estudar de forma mais clara as correcoes impostas pela massa nos
resultados similares ao caso planckiano, tomamos N = 4 e primeiras correcoes de massa
nas quantidades termodinamicas. Neste limite pudemos notar que a massa ocasiona uma
diminuicao dessas quantidades, e que esta correcio é proporcional ao produto de M? por
(¢?). Pudemos também, tirar conclusoes acerca do comportamento do sistema mediante
as transformacoes termodinamicas, inclusive as adiabaticas. Além do mais, calculamos
a capacidade térmica Cy e analisamos como se comporta uma cavidade de bosons com
massa, em relacao a uma de bdsons sem massa.

No 1ltimo capitulo, exploramos o comportamento da distribuicao espectral da den-

sidade de energia no interior da cavidade, onde obtivemos a lei da radiacao de Planck
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generalizada para o caso de um campo escalar com massa, como também, as leis de
Rayleigh-Jeans e Wien, inclusive a lei de deslocamento de Wien. O estudo desta ultima
nos levou a concluir que para valores crescentes da massa, a maioria dos bosons na ca-
vidade correspondem a frequéncias também crescentes, enquanto a densidade de energia
cai. Analisamos também a distribuicao espectral da intensidade de energia irradiada por
um furo em uma das paredes da cavidade, e concluimos que esta quantidade, assim como
a densidade de energia, decresce pela elevagao da massa dos bosons. No entanto, este
decréscimo se d& de forma mais acentuada, porque para massas diferentes de zero os bo-
sons sao ejetados da cavidade com velocidade v < ¢. E por fim, integrada a distribuicao
espectral da intensidade, obtivemos em primeira correcao, a lei de Stefan-Boltzmann para
0 caso com massa.

Ao longo deste trabalho ficaram alguns pontos a serem estudados, como por exem-
plo, analisar de forma mais detalhada os efeitos da dimensao do espaco sobre o sistema,
de forma similar ao que é feito em |25], obtendo assim generalizagoes tanto de massa
quanto de dimensao para as leis de Planck, Rayleigh-Jeans e Wien, como também, a lei
de deslocamento de Wien e a lei de Stefan-Boltzmann.

Este trabalho nos coloca também diante de alguns questionamentos, como por exemplo,
a possibilidade de verificacao experimental dos resultados aqui obtidos a partir dos campos
escalares existentes hoje na fisica de particulas, ou pelos fenomenos fisicos observacionais
descritos por estes campos. Como se estabelece a interacao entre matéria e campo escalar,
de forma que se possa realizar experimentos similares aos de verificacao da lei de Planck,

por exemplo, como o que é feito em [34]7



Apéndice A

A energia total em termos das funcoes

modificadas de Bessel

As quantidades termodinamicas associadas ao sistema discutido neste trabalho sao
dadas em termos das fungoes modificadas de Bessel. Por este motivo, apresentamos a
seguir o calculo de uma dessas quantidades, a energia total U, o que serd suficiente, pois
as demais quantidades sao obtidas por célculos similares.

A energia total é dada em (3.34) como uma integragdo no momentos, que pode ser

escrita como

Vo[ /PE + M2
U= W/_wdpldpz---dpzv—leﬁ\/m_l. (A1)

Passando esta integracao para coordenadas esféricas, temos

Vo[ \V/p?c2 + M?3ct
U= dpSn_ A2
hN_l/O PON 1(p)6ﬁ\/m_1’ ( )

onde Sy_1(p) é a superficie da hiperesfera de raio p, dada por [1§]

N—-1

m 2 (N—1)pN—2

ré%)

SN—1(P) =

sendo I'(z) a funcao gamma de Euler. Substituindo Sx_1(p) em (A.2), ficamos com

Vatz (N—1) [® /P2 + M2A
U= d N-2 . A4
hN-1T (N;—l) /0 pp 65 /22 M2cA 1 ( )

Fazendo uma troca de variaveis da forma
p= Mcsenh(t) = dp= Mccosh(t)dt, (A.5)
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que leva a
VP22 + M2c* = Mc? cosh(t), (A.6)

e lembrando que pela imagem da fungao senh(t), t e p tém o mesmo intervalo de variagao,

obtemos . N2
Vatz (N — 1)MNeN+L % (sinh(t))" " cosh?(t)dt A
U= hWN-1T (%) 0 eBMc2cosh(t) _ | ) ( 7)
Com a ajuda da série geométrica,
1 —ﬁMc2 cosh(t)
—BnMc? cosh(t
eBMc? cosh(t) _ 1 1 — e—BMc?cosh(t Z € (A8)
Esta igualdade, juntamente com a propriedade das fungoes hiperbodlicas,
cosh?(t) = senh?(t) + 1, (A.9)
nos permite escrever (A.7) como
Vrte (N —1)MNN+ & o nMe? cosh ) N
U= INIT (ﬁ) Z [/ e P ) (smh(t)) dt
2 n=1 L0 (A.10)
+ / g PAnMe? cosh(t) (sinh(t))N_2dt :
0
Usando a defini¢ao integral das fungdes modificadas de Bessel [21]
K,(2)T (v + 3 o
(Z)V (Vl 2) :/ e—zcosh(t) Sil’lhzy(t)dt, (All)
(5T @) 0

vemos que (A.10) pode ser escrita em termos destas, levando-nos ao resultado final para

a energia total,

V(N 1)MN N+1 Z ) K% 57’LMC2)+

U —
RN 17r222_1F ML) o~ [ BnMcz)
1

(A.12)
—F( 2 ) K%_l(ﬁnMCQ)



Apéndice B

Valor médio quadratico do campo

escalar (¢?)

Neste apéndice detalhamos a identificacao da soma no segundo termo da equacao de
estado (3.40) com o valor médio quadratico do campo escalar (¢?). Na referida equagao,

a soma aparecendo no segundo termo é dada por

1 1
Zk: ey Pl — 17 (B.1)

2h?
\%

que multiplicada por nos da a dimensao de energia por comprimento a N — 3, i.e.,
a dimensao de ¢2. Procuremos entao por uma identificacdo da soma anterior com uma
quantidade relacionada a ¢?.

No limite de V' — oo podemos passar a soma em (B.1) para uma integracao,

_ v ()

T —_—
V 0 €Bmk—17

(B.2)

onde estamos levando em conta o fator CQVT’?. De (3.31) e (3.32) Z pode ser dada em termos

do momento na forma

- 2 ood N—l( /P2 M204)_1
TANRs fy T s pana _
2 /oo ( /p2c2+M204)_1

d N—-1
(2m)N=-1}N=3 P

)
~ o /p2c2+ M2cA 1

que nos moldes do apéndice anterior pode ser escrita em coordenadas esféricas com a ajuda

(B.3)
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da superficie da hiperesfera de raio p no espago-temo N-dimencional Sy_1(p), temos assim

o /ood v (VPE IR (B.4)
2N LpN =375+ F(N+1) 0 P BV PP+ M2t _ i '

2

Tomamos agora o caso particular de (B.4) em quatro dimensoes dado por

2 /ood 2( /p202+M204)_1
2m2h 0 PP eB\/pzcz-i-Mzc‘l_l '

Esta integral pode ser escrita como uma integral na frequéncia w com a ajuda de (5.2) e

(B.5)

Mc?

5> somos levados a

(5.3), de onde, por uma renormaliza¢ao da forma w = w —

00 (22 - 2\1
1 / (W& + 2hoM )z | (B.6)
0

27%¢ eBlho+Me?) _ |
A expressao acima é exatamente a apresentada na equagao (3) de [31], para o valor médio
de ¢? calculado a partir do propagador de Feynman para o campo escalar com massa a
temperatura finita. Logo, a integral Z definida em (B.2) a partir da soma (B.1) é o valor
médio quadratico do campo escalar (¢?) para N dimensoes espago-temporais, dando a
flutuagao do campo ¢ em torno de seu valor médio (¢) =0 (vide [16]).

A integral em (B.4) pode ser resolvida em termos das fungoes modificadas de Bessel
de maneira similar ao que ¢é feito no apéndice (A) deste trabalho, nos levando ao resultado
final para (¢?) com massa e dimensoes arbitrarias,

cMZ YN —1)T

%) = Kx_,(BnMc?). B.7
(07 AN=3(271) 3 T N+1 g ﬁn o173 (B ) (B.7)

Além do mais, pela identificagao de Z como sendo (¢?), podemos escrever a soma (B.1)

na forma

11 1%
2 ho ePx — 1 22 (@), (B:8)
k

a qual nos permite escrever a equagao de estado (3.40) em termos do valor médio quadratico

do campo escalar.
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