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“Um dia, quando olhares para trds, verds que
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Sigmund Freud.



Resumo

Nesta dissertacao estudamos a classificagao topologica local das curvas integrais da

equagao diferencial binaria (EDB)
a(z,y)dy* + 2b(x,y)dxdy + c(x,y)ds* = 0

quando os coeficientes nao se anulam simultaneamente na origem e quando os coeficientes
se anulam simultaneamente na origem e a funcdo discriminante 6 = b*> — ac tem uma
singularidade de Morse. Além disso, usamos esta classificacdo para o entendimento das
linhas de curvatura de superficies em R? préximas a um ponto umbilico e o entendimento
das configuracoes topologicas das linhas assintoticas em pontos parabolicos de superficies

em R%.

Palavras—chave: Equacoes diferenciais binarias, Geometria diferencial, Linhas de cur-

vatura, Linhas assintoticas, Superficies em R%.
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Abstract

In this dissertation we study the local topological classification of the integral curves

of the binary differential equation (BDE)
a(z,y)dy* + 2b(x,y)dxdy + c(x,y)ds* = 0

when the coefficients do not vanish simultaneously at the origin and when the coefficients
vanish simultaneously at the origin and the discriminant function § = b? — ac has a Morse
singularity. Furthermore, we use this classification to understand the lines of curvature
at umbilic points on a surface in R? and to understand the topological configurations of

asymptotic lines at a parabolic point on a surface in R*.

Keywords: Binary differential equations, Differential geometry, Principal lines, Asymp-

totic lines, Surfaces in R*.
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Introducao

Uma equacao diferencial implicita é uma equacgao da forma
F(x,y,dy/dz) =0,

onde F' : R — R é uma funcio suave. A classificacdo de campo de vetores genéricos e
campos de direcoes, a menos de difeomorfismos e homeomorfismos, é devido a Poincaré,
Seigel, Hartman e Grossman. A classificacao local de campos direcionais multi-valuados
genéricos no plano foi feita por Thom, Dara, Davydov entre outros. Singularidades de
equacoes implicitas de primeira ordem foram escolhidas como tema de uma competicao
patrocinada pelo Rei Oscar II da Suécia em 1885. Um dos quatro topicos envolvia en-
contrar formas normais de uma equacao em uma vizinhanca de um ponto singular. Em
1932, Cibrario obteve a primeira dessas formas, (dy/dx)? = x, na vizinhanga de um ponto
singular regular de uma equagao implicita. Posteriormente Dara redescobriu esta forma
normal e mostrou que os pontos singulares nao regulares de uma equacao implicita po-
dem ser divididos em cinco tipos, a saber: selas dobradas, nos dobrados, focos dobrados
e pontos elipticos e hiperbolicos.

O foco de estudo desta dissertacao sao as equacoes diferenciais bindrias. Uma equacao
diferencial binaria (EDB) é uma equacao diferencial implicita escrita localmente, em um

aberto U C R?, como
a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dzdy + c(z, y)de =0, (1)

onde os coeficientes a, b e ¢ (chamados de coeficientes da EDB ([])) sdo fungdes reais e
suaves em U. As EDBs sao muito estudadas e tém aplicacbes em geometria diferencial,

equacoes diferenciais parciais e teoria de controle.



Para cada EDB definimos a funcao discriminante § = b*—ac e o conjunto discriminante
A={(r,y) € U:d(x,y) = 0}.

A EDB define duas direcées em pontos onde § > 0, uma direcao em pontos de A e nao
define dire¢oes em pontos onde § < 0.

Neste trabalho dividimos as EDBs em dois grupos: as equacoes cujos coeficientes
nao se anulam simultaneamente em ponto algum de U, estas sao chamadas EDBs do
tipo I e as equacoes cujos coeficientes se anulam simultaneamente em algum ponto, estas
sao chamadas do tipo II. O problema de encontrar a forma normal de uma EDB ¢ um
problema central no estudo das mesmas. No caso das EDBs do tipo I é utilizado a
teoria de reducao formal de campos vetoriais, desenvolvida por Poincaré, que consiste em
aniquilar sucessivamente todos os termos de grau maior ou igual a 2 da equacao. Este
processo pode, no entanto, nio convergir. E mostrado em [5] que uma certa classe de
EDBs do tipo I possui como configuragao das linhas integrais uma familia de cispides em
pontos regulares do discriminante e uma sela/no6/foco dobrados em pontos singulares do

discriminante, como mostrado na Figura [I}

WY S B A

Figura 1: Da esquerda para direita: familia de cuspides, sela dobrada, n6 dobrado e foco

dobrado.

Para o estudo das EDBs do tipo II, um dos meios de encontrar os modelos topologicos
¢ considerar o blow-up de singularidades de EDBs. Guifiez [13] utilizou esta técnica em
EDBs onde o discriminante sao pontos isolados, chamadas por ele de equacgoes quadraticas
positivas. Porém, é mostrado em [20] que esta técnica pode ser estendida para lidar com
EDBs mais gerais. Outro meio de encontrar modelos topologicos das EDBs do tipo II é

o chamado levantamento do campo de direcoes, que consiste basicamente em definir uma



superficie M associada & EDB e um campo de direcoes & em M tal que a projecao das
curvas integrais de £ sejam as curvas integrais da EDB.

Entre as EDBs do tipo II, é de nosso interesse estudar aquelas em que a funcao ¢
tem uma singularidade do tipo Morse. Esta condicao garante que a superficie M seja
suave. Este tipo de equagao aparece no estudo das linhas de curvatura de superficies em
R3. Suas configuracoes sao determinadas por uma EDB, cujos coeficientes dependem das
primeira e segunda formas fundamentais da superficie. As configuracoes das linhas de
curvatura proximas aos pontos umbilicos foram descobertas por Darboux. Sob condicoes
genéricas na terceira derivada ele encontrou trés tipos, Dy, Dy e D3, chamados de umbilicos

Darbouxianos. Tais configuracoes sao ilustradas na Figura 2]

Dy D,

Figura 2: Umbilicos Darbouxianos.

Outra situacao em que as EDBs aparecem é no estudo das linhas assintoticas de
superficies em R*. A equacdo das linhas assintoticas é uma EDB que depende apenas
dos coeficientes da segunda forma fundamental da superficie. E mostrado em [7] que,
em pontos parabolicos, a equagao das linhas assintoticas é equivalente a uma EDB do
tipo I e, portanto, tem uma das configuracoes apresentadas na Figura [Il J& em pontos
umbilicos esta equacao é equivalente & uma EDB do tipo II e suas configuragoes sao as
mesmas estudadas, na sua maioria, por Farid e por Bruce em [4].

Esta dissertagao se apresenta como segue:

No capitulo 1 apresentamos uma introdugao as equagoes diferenciais implicitas e as

equacoes diferenciais binarias. Apresentamos também as formas normais das EDBs do



tipo I.

No capitulo 2 apresentamos duas técnicas para o estudo das EDBs, o blow-up de
singularidades e o levantamento do campo de diregoes. Utilizando essas técnicas obtemos
as formas normais das EDBs do tipo II cujo discriminante tem uma singularidade de
Morse.

No capitulo 3 aplicamos estes estudos para obter o comportamento topoldgico das
linhas de curvatura de superficies em R3 proximas aos pontos umbilicos.

No capitulo 4 apresentamos uma introducao a geometria diferencial de superficies
em R*, estudando, por exemplo, a elipse de curvatura. Veremos que, essencialmente,
a geometria de segunda ordem destas superficies em um ponto p serd governada por
esta elipse e por sua posi¢ao relativamente a origem no plano normal a superficie em p.
Além disso, utilizamos os estudos dos capitulos anteriores para obter o comportamento
topologico das linhas assintoticas de superficies em R*.

Em toda esta dissertacao, estamos considerando conhecidos as nomenclaturas e resul-
tados basicos utilizados na teoria de singularidades e na geometria diferencial, tais como:
singularidade de Morse, k-jato, linhas de curvatura, etc. Excelentes referéncias para esses

assuntos sao [§] e [10].



Capitulo 1
Equacoes Diferenciais Binarias

Neste capitulo apresentaremos as equagoes diferenciais implicitas e um caso particular
das mesmas; as equagoes diferenciais bindrias. Além disso, estudaremos a classificacao
topologica local das curvas solugoes para uma classe de equacoes diferenciais bindrias,
com esta finalidade apresentaremos as formas normais para tal classe. Equacoes diferen-
ciais implicitas aparecem em diversos ramos da matematica, em particular na geometria
diferencial de superficies em R? e R,

Uma equacao diferencial implicita (EDI) é qualquer equagao da forma

F(x,y,p) =0, (1.1)

onde F' é uma fungdo suave nas variaveis x, y e p = dy/dx.

Uma curva integral de (1.1)) ¢ uma curva suave

a:(-1,1) — R?

t— (au(t), az(?)),

tal que B(t) = (aq(t),aa(t),ah(t)/a)(t)) é uma solucdo da equagio (I1.1), ou seja,
F(B(t)) =0, para todo t € (—1,1). Se F}, é diferente de zero em algum ponto (xo, Yo, Po)
segue do Teorema da Fungao Implicita que a equacao ([1.1)) reduz-se, numa vizinhanca do

ponto (zg,¥o), a uma equagao ordinaria da forma

dy

7 = g(z,y).



Assim, para cada valor de p tal que F'(z,y,p) = 0 e F,(x,y,p) # 0 obtemos uma curva
integral que passa pelo ponto (xg, o). Portanto, uma EDI pode ser pensada como uma
superposicao de equacoes diferenciais ordinarias e determinara, geralmente, varias curvas
integrais por um ponto dado no plano.

Uma EDI é chamada Equagao Diferencial Binaria (EDB) se existem no maximo

duas direcoes para cada ponto do plano. Neste trabalho estudaremos as EDBs da forma
(a,b,¢) = a(z,y)dy* + 2b(x, y)dxdy + c(x,y)dz* = 0, (1.2)
onde a, b e ¢ sdo funcoes suaves em um aberto U C R2.

Definicao 1.1. A partir da equacao definimos a funcao
S(z,y) = 0*(z,y) — alz,y)c(z,y),
chamada funcao discriminante da EDB, e o conjunto discriminante
A={(z,y) €U :6(z,y) = 0}.

A equacéo define um par de dire¢oes em cada ponto (z,y) € U onde 6(z,y) > 0 e
nao existem diregoes em pontos onde d(x,y) < 0. Além disso, as duas dire¢oes coincidem
sobre o conjunto A, desde que os coeficientes da equacao nao se anulem simultane-
amente no ponto. Nesses pontos, toda diregdo é uma solucao de (1.2)).

As solugoes da equacgao determinam um par de folheacoes F;, i = 1,2, na regiao
0 > 0. Neste trabalho, a configuragao das solugoes de ¢ formada pela terna
{F1, F2,0}. Em todas as configuragoes apresentadas nesta dissertagao, desenhamos uma

folheacao em vermelho e a outra em azul, e o discriminante na cor preta.

Definicao 1.2. Uma EDB em que os coeficientes nao se anulam simultaneamente em
ponto algum €é chamada do tipo 1 e uma EDB em que os coeficientes se anulam em

algum ponto € chamada do tipo II.

Definicao 1.3. Duas equacoes diferenciais bindrias sao chamadas topologicamente
equivalentes se existir um homeomorfismo local do plano que leva a configuracao de

uma delas na outra.



1.1 Formas normais das EDBs do tipo I

Consideramos aqui as EDBs da forma
w = (a,b,¢) = a(x,y)dy* + 2b(z,y)dedy + c(z, y)dz* = 0, (1.3)

onde a, b e ¢ sdo fungbes suaves que nao se anulam simultaneamente em (0, 0).

O estudo desse tipo de equagao é feito em [5]. A teoria de reducdo formal de campos
vetoriais para uma forma normal foi desenvolvida por Poincaré. O método de Poincaré
consiste em anular sucessivamente os termos de ordem k (k > 2) da equacao.

Apresentamos aqui uma breve introducao deste método. Primeiramente vamos come-
car com uma mudanca de coordenadas linear na tentativa de anular alguns dos termos
constantes das funcoes a,b e c.

Considere a EDB . Denotemos os termos constantes de a, b e ¢ por A, B e C,
respectivamente.

A mudanca de coordenadas
r=aX +pY
y =X +0Y,
onde «, 3,7 e § sao numeros reais e ad — §vy # 0, tal que
dr = adX + BdY
dy = vdX + dY,
leva a uma nova EDB com termos constantes A’, B’ e C’ tais que
A= A8 +2Bps + Cp?
B' = A6 + B(ad + Bv) + Caf
C' = Ay* + 2Bary + Ca?.
Podemos escrever as igualdades acima, na forma matricial, da seguinte forma:

b B A B 5 A B
v o« B C 8 « B '



Defina a seguinte relagdo: sejam A, B matrizes simétricas 2 X 2, entao A esta relacio-

nada com B, ou A ~ B, se, e somente se, existe S, matriz inversivel 2 x 2, tal que
SAST = B.

Lema 1.1. A relacio acima € uma relacao de equivaléncia no conjunto das matrizes

stmeétricas 2 X 2.

Demonstracao:

Sejam A, B, C' matrizes simétricas 2 x 2.

e Reflexiva: TAIT = Al = A, assim, A ~ A.

e Simétrica: se A ~ B, entao existe S, matriz inversivel 2 x 2, tal que
SAST = B.

Assim
A=S7B(S") ' =5TB(STY,

ou seja, B ~ A.

e Transitiva: se A ~ B e B ~ C entao existem 5,7, matrizes inversiveis 2 x 2, tais
que

SAST =B e TBTT =C.

Logo
C =T(SAST)TT = TSA(TS)"

e portanto A ~ C.

Temos entao que a relacao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva e, portanto, é uma

relacao de equivaléncia.



Em [8] temos a Lei de inércia de Sylvester que garante a existéncia de seis classes de

equivaléncia com respeito a essa relacao, sendo elas:

10 1 0 -1 0 10 -1 0 00
0 1 0 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0

Assim, existe uma transformacgao de coordenadas que transforma a expressao que define

a parte constante da EDB (1.3) em uma das seguintes formas:
dy* +dz*,  dy*—dz?, dy* ou 0,

uma vez que podemos multiplicar por uma constante nao nula.
Daqui em diante iremos apresentar, sem demonstracao, os teoremas que nos dao as

formas normais das EDBs do tipo I. As demonstracoes podem ser encontradas em [5].

Proposigao 1.1. (Forma inicial dy? 4 dz?)
Suponha que a EDB tenha parte constante dy? & dz? = 0. Entdo, para todo k > 1,
podemos fazer uma mudanca de coordenadas tal que a nova EDB tenha o k-jato dado por

dy? + da? = 0.

As configuracoes topologicas das EDBs dy? &= do? = 0 estao representados na Figura
LIl

w=(1,0,1) w = (1,0,—1)

Figura 1.1: Configuragoes topologicas das EDBs dy? + dx? = 0 (esquerda) e dy? —dz? = 0
(direita).

Em EDBs com termo constante dy?, todavia, ndo podemos sempre cancelar todos os
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k-jatos. E mostrado em [5] que a forma inicial dy? é levada aos seguintes representantes

no espacgo dos 1-jatos:

dy? + xdx® | dy® —yda? |, dy?.

O caso dy* + xdx? é estudado como os casos anteriores e enunciamos os seguintes

teoremas, que omitiremos as demonstragoes.

Proposicao 1.2. Suponha que a EDB tenha 1-jato dado por dy? +xdx® = 0. Entdo, para
todo k > 1, podemos fazer uma mudanca de coordenadas tal que a nova EDB tenha o

k-jato dado por dy* + xdx* = 0.

A configuracio topologica da EDB dy? + xdz? = 0 esta representado na Figura

w=(1,0,x)

Figura 1.2: Configuracao topologica da EDB dy? + zdx? = 0.

O caso dy? — ydz* é também estudado em [5]. Este caso ¢ um pouco mais com-
plicado. Se prosseguirmos como nos casos anteriores temos problemas para eliminar os
termos da forma (0,0, 2") e temos que o 2-jato da nossa EDB pode ser reduzido para

dy* + (—y + A\z?)dz?* = 0.

Para prosseguirmos precisamos de novas técnicas que fogem do escopo deste trabalho.

Apresentamos, porém, o resultado sobre a forma normal dy? — ydz?.

Proposi¢ao 1.3. Para quase todos os valores de N\, a EDB com 2-jato dy* + (—y +
\x?)dx?* = 0 € topologicamente equivalente a dy* + (—y + Az?)dz? = 0.
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Nos casos das EDBs dy? + (—y + A\x?)dxz® = 0, as configuragoes topologicas variam
conforme o A muda. A técnica usada para entender cada configuracao é o levantamento do
campo de direcoes, que serd estudada na secao Neste caso, as EDBs tém configuracoes
topologicas constantes para A < 0,0 < A < 1/16 e A > 1/16. A Figura mostra essas
configuragbes para A = —1, A=1/32e A = 1.

W XX A

(1,0, —y — 2?) (1,0, —y + 1/3222) (1,0, —y +2?)

Figura 1.3: Configuragoes topologicas das EDBs dy? + (—y — 2%)dz? = 0 (esquerda),
dy* + (—y + 1/322?)dx?® = 0 (centro) e dy* + (—y + 2?)dz? = 0 (direita).

Observacao 1.1. As configuracoes topoldgicas da Figura sao chamados, respectiva-

mente, da esquerda para a direita, de sela dobrada, no dobrado e foco dobrado.

Nos casos onde A = 0 ou A = 1/16 temos singularidades mais degeneradas e esses casos

sao tratados em [3]. As configuracoes topologicas, nesse caso, sdo mostradas na Figura

RN

(1,0, —y + 2?) (1,0, —y + 1/162?)

Figura 1.4: Configuracoes topologicas de singularidades degeneradas das EDBs
dy? + (—y + 23)dz? = 0 (esquerda) e dy* + (—y + 1/162?)dz? = 0 (direita).



Capitulo 2

EDBs do tipo 11

Neste capitulo consideramos uma EDB
w = (a,b,¢) = a(z,y)dy* + 2b(z,y)ddy + c(z, y)dz* = 0, (2.1)

onde a, b, c sao funcoes suaves, definidas em um aberto U contendo a origem e que se
anulam em (z,y) = (0,0).

Trataremos da classificacao topolégica local das curvas integrais da EDB quando
a funcao discriminante § = b? — ac tem uma singularidade de Morse na origem e chama-
remos este caso de EDB do tipo Morse II. Apresentamos nesta dissertacao duas técnicas
principais para tratar desse problema, a técnica do blow-up de singularidades e a técnica
do levantamento do campo de dire¢oes. Nas duas secoes seguintes faremos uma exposicao

destas técnicas, para depois utilizé-las na classificagdo das EDBs (2.1]).

2.1 Blowing-up de singularidades de EDBs

Um meio de proceder na busca por modelos topologicos das EDBs do tipo II é o blow-up
direcional das singularidades da EDB. Guinez, em [13], utilizou esse método em casos
onde o discriminante das EDBs é um ponto isolado, chamadas equacoes diferenciais qua-
draticas positivas. Contudo, foi mostrado em [19] e em [20] que a técnica de Guinez pode
ser estendida para lidar com EDBs mais gerais, como, por exemplo, 0s casos em que o

discriminante é formado por um par de curvas suaves transversais.
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Mostramos aqui como o método funciona no caso onde o 1-jato da equagdo (2.1 é
dado por jlw = (y,(by — 1)x + bay,y) = 0. Essa escolha fara mais sentido na proxima
secao, onde estudaremos EDBs desta forma.

Sejam F;(w),i = 1,2, as folheagoes associadas & EDB , as quais sao tangentes ao

campo vetorial

0 - 0
— — —1\)"\b2 — —
a u+( b+ (—1)'Vb? — ac) o

Se ¥ é um difeomorfismo do plano real e A(z,y) ¢ uma func¢ao real ndo nula, foi mostrado

em [13] que, para i = 1,2, temos as seguintes afirmagoes:

1. Y(fi(w)) = fi(¥*(w)), se 1 preserva orientacao;

[\]

- Y(fi(w)) = fs—i(¥*(w)), se ¢ reverte orientagdo;

@

fi(Aw) = fi(w), se X(x,y) é positivo;

4. fi(Aw) = f3_;(w), se A(z,y) é negativo,

onde ¥* é a inversa de .

Escrevemos entao
w=(y+ M(z,y), (b — 1)z + by + Ma(z,y),y + Ms(z,y)),
onde M;(z,y) sdo fungoes suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional
T =u, y=uv. (2.2)

Obtemos entdao uma nova EDB, que denotaremos por wg, com coeficientes

a = u*(uv + M (u,uv)),
b = wv(uv + My (u,uv)) + u((by — 1)u 4 byuv + Ms(u, uv)),
¢ = v} (uwv + My (u, uv)) + 20((by — 1)u + bouv + My(u, uv)) + uv + Ms(u, uv).

Podemos escrever (@, b,¢) = u(u?A;,uB;, Cy) tal que
Ay = v+ ulNy(u,v),
By = v + byv + by — 1 4+ u(No(u, v) + vNy (u, v)),

C1 = v(v? + 2bov + 2by — 1) + u(v* Ny (u, v) + 20No(u, v) + N3(u,v)),
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onde M;(u,uv) = u*N;(u,v), i=1,2,3.

A forma quadratica w; = (u?A;,uB;,C;) pode ser decomposta em duas 1—formas

associadas aos campos de vetores

) Z. 9
Xi = uzAla + (—UBl -+ (—1) \/UQ(B% — AlCl))%, 1 = 1,2

Podemos fatorar © em X; e considerar os campos de vetores

9 R s N
Y;:UAla—i-(—Bl—f—(—l) B%—Alcl)%, 1 = 1,2

Na forma de sistema, temos

v = uA, u = uA,

Y= Yy =
’U/: _Bl - \/B% —Alch ’UI: _B1+ \/B% —AlCl.

A transformacao preserva orientacao se u > 0 e reverte orientagao se u < 0.
Como fatoramos o termo u duas vezes, temos que Y7 corresponde a folheacao F; de w se
u > 0 e a folheagao F3 se u < 0; enquanto Y5 corresponde a folheagao F» de w se u > 0 e
a folheacao F; se u < 0.

Estudaremos, entao, os campos vetoriais Y; em uma vizinhanca da reta u = 0, e fare-

mos o “blow-down” para obtermos as configuracoes das curvas integrais da EDB original.

2.2 Levantamento do Campo de Direcoes

Recordamos que as funcoes a, b e ¢ se anulam simultaneamente na origem.

Outro modo de estudarmos os modelos topolégicos das EDBs é o método do levanta-
mento do campo de dire¢oes. O método do levantamento do campo consiste em desdobrar
uma EDB em uma simples EDO sobre um espago mais complicado.

Considere a EDB e o espaco R? x RP!, onde RP! representa o espaco projetivo.
Escolhendo uma carta afim em RP', dada por p = dy/dx, localmente em R?® considere a

superficie

M ={(z,y,p) € R?2 x RP': F = a(x,y)p2 + 2b(z,y)p + c(z,y) = 0}, (2.3)
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onde
a(r,y) = a1z + agy + 0(2), b(w,y) = bz +bay +0(2) e c(x,y) = c1z + ey + 0(2).

Observagao 2.1. Os simbolos o(n) representam os termos de ordem superior de uma
dada ezpressio, e somente dessa expressio. Por exemplo, no caso anterior, o o(2) de

a(x,y) nao € igual ao o(2) de b(z,y).

Observe que 0 x RP! C M. Esse conjunto sera denotado por fibra excepcional.
Poderiamos também ter escolhido uma carta afim em RP', dada por ¢ = dz/dy e

considerado a superficie
N ={(z,y,q) € R”* x RP" : G = a+2bq + c¢* = 0},

neste caso teriamos resultados analogos.

Juntamente com a superficie M obtemos a projecao natural
T M — R?
(z,y,p) — (2,9)

que projeta uma EDO definida sobre M em uma EDB de R? e que, como mostra a

Proposicao deixa de ser um difeomorfismo local em 71 (A).
Definigdo 2.1. O criminante da EDB € o fecho do conjunto 7~ 1(A)\ 0 x RPL.

Proposicao 2.1. a) A superficie M dada em € suave em uma vizinhanca de
0 x RP! se, e somente se, a funcio discriminante § tem uma singularidade de

Morse.

b) A projecio m : M — R? ¢ um difeomorfismo local fora de 7='(A), onde A € o

conjunto discriminante.

Demonstracao:

a) A funcio F, = OF/Op = 2ap + 2b ¢ identicamente nula em 0 x RP!.
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Em uma vizinhanca de 0 x RP!, M sera suave se, e somente se, 0 for valor regular de

F. Assim, M deixa de ser suave em uma vizinhanca de 0 x RP! se, e somente se,

OF

%(07 Oap) = alp2 + 2blp +c e
oF
8_3/(0’ Oap) = a2p2 + 2521? e

forem simultaneamente nulas para algum p.

A matriz de Sylvester desses dois polinémios é dada por

a; 2b; ¢ 0
] a 20 ¢ 0
B 0 a1 2b;
0 as 2by ¢

Logo, o resultante de 0F/0z(0,0,p) e 0F/dy(0,0,p) é

R = det(A) = (coa1 — c1a2)* — 4(byay — biay)(caby — c1bo). (2.4)
Portanto, p é solucao dos dois polinébmios somente quando

R = (caa; — c1a2)* — 4(baay — brag)(caby — c1by) = 0.
Por outro lado, a funcao discriminante é dada por
§ =b* —ac = (byx + byy + 0(2))? — (a17 + agy + 0(2))(c1x + coy + 0(2)).
Depois de alguns célculos chegamos que

§ = 0> — ac = (b — c1a1)2” + (2b1by — coay — crag)wy + (b3 — coan)y® + 0(3).  (2.5)

Como 0,(0,0) =0 e 6,(0,0) = 0, a funcdo discriminante possui uma singularidade na
origem, esta singularidade serd de Morse quando o determinante da matriz Hessiana de
0, neste ponto, é diferente de zero. Temos que

det(Hessd(0,0)) = 4(b7 — ayc1) (b — coaz) — (2b1by — coay — cran)?
= 4(byay — brag)(caby — e1by) — (201 — c1a2)? (2.6)

— —R.
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Assim, 0 tem uma singularidade de Morse na origem se, e somente se, R = 0. Portanto,
M sera suave em uma vizinhanga de {0} x RP! se, e somente se, § tem uma singularidade

de Morse na origem.

b) A projecao 7 nao é um difeomorfismo local nos pontos (z,y, p) onde Fy,(z,y,p) =0,
isto ¢, quando F' = F,, = 0, isto quer dizer que o plano tangente a superficie M ¢é vertical.
E facil ver que F = F, = 0 se, e somente se, b?> — ac = 0, que é precisamente 7 ' (A).

Assumindo a superficie M suave podemos fazer a seguinte construcao. Em cada ponto
(x,y,p) de M podemos escolher uma diregao tangente a M que se projeta sobre uma reta
por (z,y) com dire¢ao p. Explicitamente, seja (z,y) um ponto de uma curva solucio cuja
direcao tangente é p, o plano que passa por esta reta tangente e é paralelo ao eixo p é
chamado de plano de contato. O plano tangente a superficie M num ponto (x,y,p) é
diferente do plano de contato sempre que Fj, # 0, assim podemos dizer que a interseccao
desses planos é uma reta. Logo, os planos tangentes e os planos de contato em todos
os pontos vizinhos se interceptam segundo retas, dando origem assim a um campo de

diregoes, que é tangente a superficie M e determina uma EDO nesta superficie.

Definicao 2.2. Um campo vetorial £ sobre a superficie M é chamado de levantamento
da EDB se, e somente se, dn(§)(z,y,p) € um vetor de dire¢io p. Quando £ é, além
disso, um campo tangente o superficie M, dizemos que £ é um levantamento adequado

sobre M.

Proposicao 2.2. (a) O campo vetorial

0 0 0

€ um levantamento adequado sobre M do campo bivaluado em U. FEsse campo €

chamado de Lie-Cartan.

(b) O campo vetorial & tem genericamente um ou trés zeros em 0 x RP. Estes zeros

sao do tipo nd ou sela.
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Demonstracao:
(a) Seja
0 0

0
§=Ag + By +Cg

um campo vetorial. O campo £ é um levantamento adequado se ele é tangente & superficie
M e dr(&)(x,y,p) é um vetor de diregao p. Como 7(x,y,p) = (z,y) segue que

0 0
dﬂ_(£)(£>yap> - A% + Ba_y7

portanto p = B/A. A condicao de tangéncia do campo £ em M é dada por AF, +pAF, +
CF, =0. Tomando A = 1, obtemos

_ _<Fx+pr)
C = = )

p

Multiplicando o campo § por F), segue que

0 0
g—Fpa_x"i‘pF

0
— — (F, F)—.
pay (Fx+p y)ap

O item (a) esta provado.

(b) Os zeros do campo & sao dados pelo anulamento de F, F, e F, + pF,. Quando
F = F, = 0 temos que b* —ac = 0, e isto determina a imagem inversa de A pela projegio
7em 0 x RP. Assim os zeros do campo & sdo dados pelos zeros de (F,+pF,) em 0 x RP!,

ou seja, por (F, + pF,)(0,0,p) = 0. Esta equagao é uma ciibica em p dada por
¢(p) = asp® + (2b + a1)p® + (2b1 + c2)p + 1.

Genericamente podemos escolher a;, b;,¢;, i« = 1,2,3, em um conjunto aberto e denso de
RS, que ¢ o complementar do conjunto definido pelo anulamento de ¢ e ¢' simultanea-
mente, de forma que a ciibica ¢ tenha uma ou trés raizes reais distintas. Procuramos
agora a natureza dos correspondentes zeros de £. Para isto, é necessario analisar os au-
tovalores da linearizacao de £ nestes pontos. Seja p; uma raiz da ctbica ¢. Escrevendo o

campo & na forma de sistema obtemos
¥’ =F,=2ap+2b
=4 y =pF, = 2ap* + 2bp
p'=—(F: +pF,) = —¢(p) .
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A linearizac¢do do campo & em (0,0, p;) é dada por

2(@1]91 —+ bl) 2(@2])1 + bQ) 0
d&(0,0,p1) = 2p1(aip1 +b1) 2pi(agpy + bs) 0
0 0 —¢’(p1)

Os autovalores desta matriz sao dados por

M=0, A=—-¢(p1) e Az=ai(p)= Q(Clzp% + (ay + bg)p1 + b1).
Como p; nao é uma raiz repetida de ¢, segue que ¢'(p;) # 0, logo, A2 # 0. Genericamente
aj e ¢ nao possuem raizes comuns, assim «aq(p;) # 0, logo, A3 # 0. Dessa forma, se
Ao - A3 > 0, temos que o zero do campo é um no, e se Ay - A3 < 0, temos que o zero do

campo é uma sela. Portanto, os zeros do campo & sobre 0 x RP! sao nés ou selas.

|

Observacgio 2.2. (a) A fibra excepcional 0 x RP' C 771(A) € uma curva integral de
€.

(b) A projecio m das curvas integrais do campo & sao as solug¢oes da EDB , com

p=dy/dx # 0.

(c) Se considerarmos a carta afim em RPY com q = dx/dy, as idéias e conclusoes

seriam andlogas e o campo vetorial dado por

0 0 0
_ _ 9 9.
Y =qG, o + G, 2y (¢G, + Gy)aq (2.7)

seria um levantamento adequado sobre N.

(d) O criminante da EDB ¢ dado pelo conjunto

{(w,y,p) e M | F(x,y,p) = Fp(x,y,p) =0}.

2.3 Formas normais das EDBs do tipo 11

Prosseguimos entao no estudo dos modelos topologicos das EDBs do tipo II. Daqui em

diante consideraremos a EDB

w = (a,b,¢) = a(z,y)dy* + 2b(z, y)ddy + c(z, y)dz* = 0, (2.8)
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onde
a(z,y) = a1z + agy + 0(2), b(z,y) = bix + by + 0(2) e c(z,y) = c1x + 2y + 0(2).
Associados & EDB (2.8)), temos a ciibica ¢ e a quadratica oy, dadas por

P(p) = asp® + (202 + al)pz + (201 + 2)p+ a1

al(p) = 2(0,2]?2 + (CLl + bz)p + bl),

apresentadas na demonstragao da Proposicao [2.2]

Primeiramente reduziremos as EDBs para suas formas normais, dependendo dos po-
linomios ¢ e ;. Reduzir uma EDB consiste em encontrar uma forma normal que seja
topologicamente equivalente a ela. A Proposicao a seguir nos da formas normais para

o 1-jato das EDBs do tipo II.

2.3.1 Reducgao formal das EDBs
Primeiramente demonstraremos um lema que serd necessario para a demonstracao da
Proposi¢ao

Lema 2.1. Se p ¢ simultaneamente uma raiz de multiplicidade 2 da cibica ¢ e uma
raiz da quadrdtica oy, entao a superficie M nao é reqular em (0,0,p), ou seja, a fung¢ao

discriminante 0 tem uma singularidade pror que Morse.

Demonstracao:
Seja
L= (a1x+ agy)aly2 + 2(byx + boy)dzdy + (c1x + CQy)dl'Q

a expressao que define a parte linear da EDB (2.8]). A mudanga de coordenadas linear
dada por
r=aX+pY

y=7X+9Y

nos fornece uma nova EDB com parte linear

AdY? + 2BdXdY + CdX? =0,
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onde A=A X+ AY, B=BX+ ByY e C =C X + (C5Y, tais que

Ay = 8 (aay + yag) + 268(aby + vby) + B (acy + ves)
Ay = ag0® + (2by + a1)6%B + (2by + ¢2)06% + 18
By = vd(aay + yag) + (ad + vB)(aby + vbs) + aff(acy + yes)
By = v§(Bay + baz) + (ad + vB)(Bby + 6by) + aB(Bey + dcs)
C1 = agy® + (2by + a1)V?a + (201 + co)ya? + 1o
Cy = v*(Bay + das) + 2ya(Bby + 6by) + a*(Ber + dey).
Temos que C; = a’¢p(y/a). Como ¢ é uma ciibica, ¢ tem pelo menos uma raiz, que
chamamos de p;. Defina v = ap;. Temos, entdao, que C; = 0. Podemos, desta forma,

considerar uma nova EDB. Por abuso de notacao, consideraremos a nova EDB com as

mesmas variaveis e parametros da EDB original
(a1 + agy)dy® + 2(byx + bay)dxdy + (coy)da® = 0. (2.9)
Neste caso, temos que os polindémios «; e ¢ sao dados por
a1(p) = aop® + (a1 + ba)p+ b,  ¢(p) = aep® + (2b2 + a1)p* + (2b1 + c2)p.

As raizes de ¢ sao

—(2b2 -+ CL1) —+ \/(Sbg -+ CL1)2 — (8&2()1 -+ 4(12C2)
2&2

—(2b2 + CL1) — \/(2[)2 + CL1)2 — (8a2b1 + 4@202)
2&2

0,

e as raizes de o sao

—(CLl + bz) + \/(al + b2)2 - 4@251 —<(11 + b2) - \/(Cbl + 62)2 - 4a2b1
20,2 ’ 2&2 .

(2.10)
Temos ainda que o discriminante de ¢ ¢é
(261 + 02)2((2b2 + a1)2 — (8a2b1 -+ 4&202)).

O discriminante de ¢ ser zero nos garante que ¢ tem raiz repetida. Temos dois casos

a considerar
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(1) 2b1 +Cco = O;

(2) (2[)2 + CL1)2 - (Sale + 4(1202) = 0.

No caso (1), tomando c; = —2by, é facil ver que as raizes de ¢ sao
2bs +a
0, 0, et
a2

A raiz A\ = 0 é, entao, a raiz repetida de ¢. Segue de (2.10)) que, se 0 for uma raiz de o
obtemos facilmente que b; = 0. Neste caso, ainda, o determinante da Hessiana da funcao

J relativa a EDB (2.9)) é dado por
det(H3(0,0)) = —4b7(—2azb; + 2a1bs + a3),

assim, se by = 0 a superficie M ¢é nao regular.
Finalmente, no caso (2), podemos tomar by = ((2b5+a1)* —4ascs)/(8az). Assim temos

que as raizes de ¢ sao

0 2by + a4 2by + a4

as a2

Portanto, para que —(2bs + ay)/as seja raiz de oy devemos ter

0 2b2 + ax 4bg — CL% — 4CLQC2
! Qo 8&2

Por outro lado, o determinante da Hessiana da fungéao § relativa a EDB (2.9)) é dado por

—co(4b3 — a? — dagcy)?
].6@2

det(H;(0,0)) =

e, portanto, se —(2by + a1)/as € raiz de «y, entdo a superficie M é ndo regular. Temos
assim demonstrado o lema.

Proposicao 2.3. Se M € reqular, a expressao que define o 1-jato dos coeficientes da
EDB (@ pode ser reduzido, por mudancas de coordenadas lineares e multiplicacao por

um fator nao nulo a uma das formas normais a sequir:

(1) Se ¢ tem mais que uma raiz ou ay e ¢ nao tém raizes em comum:

ydy? + 2(byx + byy)dady % yda®.
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(2) Se ay e ¢ tém uma raiz em comum e ¢ tem apenas uma raiz:

1
(z + agy)dy? + ydx?, ay > T

Demonstracao:
(1) Seja
L = (a2 + agy)dy® + 2(biz + byy)dady + (c1x + coy)da?

a expressao que define a parte linear da EDB . A mudanca de coordenadas linear
r=aX + Y
y=vX +9Y
nos fornece uma nova EDB com parte linear
AdY? 4 2BdXdY + CdX* =0,
onde A=A X+ AY, B=BX+ ByY e C =C X + (C5Y, tais que

Ay = 8*(aay + vag) + 268(aby + vby) + B (acy + ves)
Ay = ay6® + (2by + a1)0%B + (2by + ¢2)63% + 133
Cy = apyy® + (2by + a1)y?a + (2by + e2)ya® + c10®
Cy = v*(Bay + day) + 2ya(Bby + 6by) + o*(Bey + dcy).
Temos que C; = a’¢(v/a) e Ay = 32¢(5/8), onde ¢ é a cibica que nos da os zeros
do campo levantado ¢ em 0 x RP!. ¢ tem pelo menos uma raiz, que chamamos de p;.

Defina v = ap;. Temos, entao, que C; = 0. Além disso, temos que se § = fp;, a matriz

da mudanca de coordenadas tem determinante nulo, ou seja § # Gp;.

As expressoes de A; e Cy ficam:
A1 = af(azpr + a1)0” + 2(bap1 + b1)3B + (copr + 1) 5%}

Cy = a*{(a1p} + 2bip1 + ¢1) B + (asp} + 2bapy + ¢2)3}.

e (5 é genericamente nao nulo.
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De fato, como aip? + 2b1p1 + ¢1 = F,(0,0,p1) e asp? + 2bapy + c2 = F,(0,0,p1) (onde
F = ap + 2bp + ¢) nao sdo simultaneamente zero (caso contrario a funcao discriminante é
degenerada), podemos assumir agp? + 2byp; + o # 0 e assim, para zerar Cy, colocamos

_alp% +20ip1 +
asp? + 2bop1 + o

5:

Mas, entao, a matriz da mudanca de coordenadas

24+ 2b
(l’,y) — (CYX + BY, ap1 X — ai1py + 200p1 + 1 Y)

asp? + 2bapy + o

tem determinante
af
asp? + 2bapy + o

¢(p1) = 0.

Portanto, nao podemos zerar Cs.

e Podemos fazer A; = 0.

De fato, A; = 0 se, e somente se,
(aspr + a1)8° + 2(bapy 4 b1)853 + (cap1 + 1) 5° = 0.

Enxergando a expressdo acima como um polinémio em fun¢ao de §/5 sabemos que a
equagao tem duas solugoes, sendo uma delas §/5 = p;, que ja descartamos. Uma outra
solucao tera a forma §/8 = A. Suponhamos agora que p; é raiz dupla do polinomio, ou

seja, que p; = A. Entao
_bapi + by

P = .
azp1 + ay
Equivalentemente

1
0= agp; + (ba + ay)ps + by = 5&1(101)-

Se a1 e ¢ nao tém raizes em comum, chegamos a uma contradi¢ao. Se ¢ tem mais
de uma raiz, temos duas situacoes: ¢ tem 3 raizes ou ¢ tem uma raiz de multiplicidade
2. No primeiro caso sempre podemos escolher p; de modo que a;(p1) # 0. No segundo
caso, ou seja, quando ¢ tem uma raiz de multiplicidade 2, digamos p;, entao o Lema [2.1
garante que aq(p;) # 0, pois caso contrario a superficie M nao seria regular.

Portanto A\ # p;. Definimos assim 6 = A\ anulando A;.
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Por uma mudanca de escala, temos A, =1 e Cy = £1 e a equacao
AYdY? +2(B1 X + ByY)dXdY + CoYdX? =0
pode ser escrita como
YdY? +2(B1X + ByY)dXdY £ YdX? =0,
Por abuso de notacao, escrevemos
it (a,b,c) = ydy® + 2(bix + boy)dxdy + yda?.

(2) Seja
L = (a2 + agy)dy® + 2(byz + byy)dady + (c1x + coy)da?

a expressao que define a parte linear da EDB (2.8)).
Com uma mudanga de coordenadas linear obtemos, como no caso (1), que L pode ser

levada em uma EDB com 1-jato
(Ayx + Agy)dy® + 2(Byx + Bay)dxdy + (Coy)dx® = 0,
onde Ay # 0 e Cy # 0. Por abuso de notagao, vamos considerar a EDB com 1-jato
(a1 + agy)dy® + 2(byx + bay)dxdy + (cay)da® = 0, (2.11)
onde as # 0 e ¢ # 0. A cibica ¢ e a quadratica oy de S0

(b(p) = a2p3 + (262 + &1)]?2 + (2b1 + 02)p

ai(p) = asp® + (a1 + b2)p + by.

As raizes de ¢ sao

—(2b2 + CLl) — \/(2b2 + a1)2 — (SCLle + 4&262)
2@2

0,

—(2[?2 -+ CL1> + \/(2b2 + CL1)2 - (8@2[)1 + 4(1202)
2(1,2 ’

As raizes de a; sao

—(a1 + bg) — \/(CLl + b2)2 — 4(12b1 —((11 =+ bg) + \/(al + b2>2 — 4a21)1
2@2 ’ 2@2 '
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A condigao para oy ter raiz comum com ¢, ou seja, a origem, é a; = 0 ou by = 0. Como

as # 0, temos que b; = 0. Temos entao que é da forma
(a1 + agy)dy® + 2(byy)dxdy + (coy)da® = 0. (2.12)
A mudanca de coordenadas linear
r=aX +pY
y=0Y
nos fornece uma nova EDB com parte linear
AdY? 4 2BdXdY + CdX* =0,
onde A=A X+ AY, B=DBX+ ByY e C =C X + (Y, tais que

Al = CL1(5204
A2 = 2[)2(52ﬁ + C2562 + alﬁéz + (12(53
Bl == O

B2 == CQ(SOZ/B + b252(1/

Ci=0
CQ = CQ(SOZQ.
Tomando 3 := —byd/co obtemos By = 0. Tomando a mudanca de escala

1
co\? 1
6 prmng (—Z) s = —2
CLl CQ 3
al -
ay

obtemos A; =1 e Cy = 1. Assim, a equagao [2.12| é equivalente & equacao
(z + Agy)dy? + yda?® = 0.
Por abuso de notacao, escrevemos

(z + agy)dy? + ydx?® = 0.
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Além disso observe que o discriminante de ¢ é —4a, 4+ 1. Assim, como ¢ tem apenas uma
raiz, temos que as > 1/4.

Observacao 2.3. O caso onde M é singular foge do escopo deste trabalho e sua demons-

tracao pode ser encontrada em [6]f.

2.3.2 Particao do plano (by,b9)

Estudaremos nesta secao EDBs da forma
ydy? + 2(byx + byy)dady + eydax® =0, €= £1. (2.13)

Uma EDB dessa forma divide o plano de parametros (by, bs) de acordo com o tipo de
singularidade do campo levantado £. Primeiro, notemos que a mudanca de coordenadas
(z,y) — (—z,y) produz a EDB ydy? + 2(byxz — bey)dzdy + ydr? = 0 dada pelo par
(b1, —by). Temos assim uma simetria em relagdo ao eixo b; no plano (b, bs). Por esse

motivo consideraremos nesta secao, sem perda de generalidade, by > 0.

No caso da EDB o nimero e os tipos de singularidades de ¢ sao determinadas
pelo par (b1, by). Além disso, existem curvas especiais no plano (b, by) que limitam regides
abertas onde as configuracoes das EDBs sao topologicamente equivalentes, tais regioes
serao descritas nos proximos teoremas.

Estudaremos primeiramente a EDB ydy? + 2(byx + byy)dxdy — ydz* = 0 e, em seguida,

realizaremos o estudo do caso € = +1.

o ydy® + 2(byx + byy)dxdy — ydx® =0 :
A proxima proposicao descreve as curvas que irdo dividir o plano (by, b2) nos abertos

citados anteriormente.

Proposicao 2.4. Dada a EDB
ydy? + 2(byz + boy)dady — ydz* = 0 (2.14)

temos que:
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(1) A funcio discriminante 0 tem uma singularidade degenerada na origem se, e so-

mente se, by = 0.

(2) ¢ tem raiz dupla se, e somente se,

1 1

(3) ¢ e ay tém uma raiz em comum se, e somenle se,

b1 == 0
Demonstracao:

(1) A fungdo ¢ da equagao (2.14) é dada por §(x,y) = (biz + bey)? + y>. A matriz
Hessiana de 6(x,y) é dada por

B biby

H;s(0,0) =2
biby b3 +1

e, portanto, det(Hs(0,0)) = 4b?. Assim, a fungao discriminante tem uma singulari-
dade degenerada na origem se, e somente se, by = 0. Finalizamos, assim, a prova do

caso (1).

As provas dos casos (2) e (3) seguem formatos semelhantes. Observamos primeira-

mente que as funcoes ¢ e o sao dadas, respectivamente, por
d(p) = p(p® + 20ap + 2by — 1), an(p) = 2p° + 2bap + 2b1.
As raizes de ¢ sao

p1:0, pgz—b2+\/b%—2b1+1, p3:—b2—\/b%—2b1+1.

(2) ¢ tem raiz dupla se p; = py ou p; = p3 ou ainda py = p3. Temos que essas condigdes
sao satisfeitas se, e somente se, by = 1/2 ou b; = (b3 + 1)/2. Finalizando a prova do

caso (2).
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(3) Finalmente, ¢ e a; tém pelo menos uma raiz em comum quando

Oél<p1) = 261 = O,

ar(p) = 2(b3 — by + 1 — by /b3 — 2by + 1) = 0,
ai(ps) = 2(b5 — by + 1+ bay /b3 — 2b; + 1) = 0,

que ¢ satisfeito se, e somente se, by = 0.

A Figura 2.1l mostra a parti¢ao do plano de parametros (b, by).

Figura 2.1: Particao do plano (b1, by), juntamente com as regices R;, i = 1,...,4.

Analisaremos o tipo de cada uma das singularidades do campo levantado em cada

uma das regides R;, ¢ = 1,...,4 descritas na Figura 2.1} A fim de organizarmos melhor
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os resultados seguintes, necessitamos da forma explicita das regides R;, i = 1,...,4,
descritas por
R, = {(bl,bg) S R? | by < O},
1
RQ:{(bl,b2)€R2 | 0<b1<§ ;
1 b+ 1
R3:{(b1,b2)€R2 | —<b1<(2+ )},
2 2
b2+ 1
Ry = {(bl,b2) ER? | by > ! 2; )}.
Proposicao 2.5. Considerando a EDB
ydy? + 2(byz + byy)dady — ydaz* = 0,
as singularidades do campo de Lie-Cartan, nas regioes R;, i = 1,...,4, sao classificadas

como seque:
(1) Na regigo Ry temos trés singularidades hiperbdlicas do tipo sela;
(2) Na regiago Ry temos duas singularidades hiperbolicas do tipo sela e uma do tipo nd;
(3) Na regiao Rs temos duas singularidades hiperbdlicas do tipo sela e uma do tipo nd;
(4) Na regiao Ry temos uma singularidade hiperbolica do tipo sela.

Demonstracao:

Relembramos que a ciibica ¢ tem a forma

¢(p) = p(p® + 2bap + 2b; — 1).

Os zeros do campo £ sdo os pontos (0,0, p) tais que ¢(p) = 0, ou seja, os pontos singulares
Sa0

(OJ 07p1>7 (0707172)7 (0707p3)7

p1=0, po=—by+1/03 =201 +1, p3=—by—/b5—2b; + 1.

onde
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A fim de determinar a estabilidade das singularidades precisamos dos autovalores do

campo de Lie-Cartan £. Os autovalores da linearizacao de £ sao dados por
—¢'(p) = —(3p* +4bop +2b1 — 1) e ai(p) = 2(p” + bop + b).
Portanto, os autovalores em cada singularidade sao
{ ~¢'(p1) =1~ 2b,
Oél(Pl) = 20;

{ —¢'(p2) = —2(—bap2 — 2b1 + 1),
ai1(p2) = 2(—bops — by + 1);

{ —¢'(p3) = —2(—baps — 201 + 1),
a1(p3) = 2(—baps — by + 1).

Estamos prontos para determinar a natureza das singularidades em cada uma das regioes
R;; v =1,...,4. Todos os calculos a seguir serao feitos para by > 0, ver comentario no

inicio da secao
e Na regiao R; temos que b; < 0, entao:

1) aa(p1) <0 e —¢'(p1) > 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.
2) ai(p2) > 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, ps) é uma sela.

3) ai(ps) > 0e —¢'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.
e Na regiao Ry temos que 0 < by < 1/2, entao:

1) ai(p1) > 0e —¢'(p1) > 0. Portanto (0,0, p;) é um no.
2) aj(p2) > 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, ps) é uma sela.
3) ag(ps) > 0e —¢/'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.

e Na regiao Rz temos que 1/2 < b; < (b3 + 1)/2, entao:

1) aq(p1) > 0e —¢/'(p1) < 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.

2) a1(p2) < 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, py) é um no.
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3) aj(ps) > 0e —¢/'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.

e Na regido Ry temos que by > (b3 + 1)/2, o campo tem apenas a singularidade

(0,0,p1). Temos que aq(p;) > 0 e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0, p;) é uma sela.

|
A Proposicao[2.5] pode ser resumida na Figura onde apresentamos uma localizagao
e a estabilidade de cada singularidade da EDB

ydy? + 2(byx + byy)dady — ydz* = 0.

b:

3 selas

Figura 2.2: Estabilidades das singularidades da EDB ([2.14).

Finalizamos, assim, o estudo da EDB (2.13) quando ¢ = —1. Passaremos agora ao
estudo da EDB ([2.13) quando € = +1. Neste caso, a EDB é dada por:
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o ydy? + 2(byx + boy)drdy + ydx? = 0 :

De modo analogo ao estudo quando € = —1 temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.6. Dada o EDB
ydy? + 2(byz + byy)dady + ydz® = 0 (2.15)
temos que:

(1) A funcio discriminante 0 tem uma singularidade degenerada na origem se, e so-

mente se, by = 0.

(2) ¢ tem raiz dupla se, e somente se,

1 1
bl = —5 ou bl = 5(63 — 1)

(3) ¢ e ay tém uma raiz em comum se, e somente se,

b1:O ou blzibg—l

Demonstracao:

1) A funcao § da equacao (2.15) ¢ dada por §(z,y) = (bix + boy)? — y2. A matriz
(1) ¢ G y y)? -y

Hessiana de 6 é

b? bib
H0,00=2 * 7
biby 02— 1
e, portanto, det(Hs(0,0)) = —4b2. Assim, a fungao discriminante tem uma singula-

ridade degenerada na origem se, e somente se, by = 0. Finalizamos, assim, a prova

do caso (1).

As provas dos casos (2) e (3) seguem formatos semelhantes. Observamos primeira-

mente que as funcoes ¢ e o sao dadas, respectivamente, por
d(p) = p(p* + 2bop + 2by + 1), a1(p) = 2p® + 2bap + 2b;.

As raizes de ¢ sao

p1:0, pQZ—bg—f-\/b%—le—l, pgz—bg—\/b%—2b1—1.
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(2) ¢ tem raiz dupla se p; = py ou ainda p; = p3 ou py = p3. Temos que essas condigoes
sdo satisfeitas se, e somente se, by = —1/2 ou by = (b2 — 1)/2. Finalizamos, entdo, a

prova do caso (2).

(3) Finalmente, ¢ e ag tém pelo menos uma raiz em comum quando

Oél(pl) = 2b1 = O,

2(b3 — by — 1 — by /b3 — 2b; — 1) = 0,
2(b2 — by — 14 byy /D3 — 20, — 1) =0,

que é satisfeito se, e somente se, by = 0 ou by = by — 1 ou ainda by = —by — 1

a1 (p2)

061(]93)

A Figura mostra a parti¢do do plano de parametros (by, by).

Figura 2.3: Parti¢ao do plano (b1, by), juntamente com suas regides R;, i =1,...,8.

Analisaremos o tipo de cada uma das singularidades do campo levantado em cada

uma das regides R;, ¢ = 1,...,8 descritas na Figura 2.3 A fim de organizarmos melhor



35

os resultados seguintes necessitamos da forma explicita das regioes R; descritas por

Ry = {(b1,bs) € R by < by—1,by < —by —1};

1
Ry = {(61,52) ER? by <by—1,by>—by—1,b < __};

2

b2 —1
R3:{(b1,b2)€R2‘ by > by — 1,0y > —by—1,b; < 0,b; < (63 )}7

2

1
R4:{<bl,b2)€R2| b1<bg—1,b1>—b2—1,—§<b1<0};

R5:{(bl,b2) €R2| bl <b2—17bl >—b2—1,b1 >O},

b:—1
RG—{(b17b2)€R2| b1>(2 ),b1<0};

Ry

2

b2 —1
{(51752)6R2| b1>(2 ),bl>0};

2

b2 —1
Rsz{(b1,b2)€R2| b1>b2_1ab1>—52—1,b1>0,b1<(22 )}

Proposicao 2.7. Considerando a EDB

ydy® + 2(byx + byy)dady + ydz* = 0,

as singularidades do campo de Lie-Cartan sao classificadas, nas regioes R;, 1 =1,...,8,

como segue:
(1) Na regigo Ry
(2) Na regigo Ry
(3) Na regiao R
(4) Na regiao Ry
(5) Na regiao Rj
(6) Na regiao Rg

(7) Na regiao Ry

temos trés singularidades hiperbolicas do tipo sela;

temos duas singularidades hiperbolicas do tipo sela e uma do tipo no;
temos duas singularidades hiperbdlicas do tipo no e uma do tipo sela,
temos duas singularidades hiperbdlicas do tipo sela e uma do tipo no;
temos trés singularidades hiperbolicas do tipo sela;

temos uma singularidade hiperbolica do tipo no;

temos uma singularidade hiperbolica do tipo sela;
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(8) Na regiao Rs temos duas singularidades hiperbdlicas do tipo sela e uma do tipo nd.

Demonstracao:

Relembramos que a cibica ¢ tem a forma

o(p) = p(p* + 2bap + 2b; + 1).

Os zeros do campo & sao os pontos (0,0, p) tais que ¢(p) = 0, ou seja, os pontos singulares
sa0

(07 0,]71), (070,]72), (0707]93)7

plz(), pgz—b2+\/b%—2b1—1, p3:—b2—\/bg—2b1—1.

A fim de determinar a estabilidade das singularidades precisamos dos autovalores do

onde

campo de Lie-Cartan . Os autovalores da linearizacao de £ sao
—¢'(p) = —(3p* +4bap + 201 +1) e ai(p) = 2(p* + bap + by).
Portanto, em cada singularidade os autovalores sao
{ —¢'(p1) = =1 = 2by,

ai(p1) = 2by;

{ —¢/(pa) = —2(—bapy — 2by — 1),
ai(p2) = 2(=bops — by — 1);

{ —¢'(p3) = —2(—baps — 201 — 1),
ay(p3) = 2(—baps — by — 1).

Estamos prontos para determinar a natureza das singularidades em cada uma das regioes

R;, 1 <14 < 8. Todos os calculos a seguir serao feitos para by > 0.

e Na regiao R, temos que by < by — 1 e by < —by — 1 entao:

1) aa(p1) <0 e —¢'(p1) > 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.

2) ai(p2) > 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, ps) é uma sela.



37

3) aj(ps) > 0e —¢/'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.
Na regiao Ry temos que by > —by — 1, by < by — 1 e by < —1/2 entao:

1) aa(p1) <0 e —¢'(p1) > 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.
2) a1(p2) < 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, py) é um no.

3) ai(ps) > 0e —¢'(p3s) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.
Na regiao Rz temos que by > —by — 1, by > by — 1, by <0 e by < (b3 — 1)/2, entao:

1) aa(p1) <0 e —¢'(p1) > 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.
2) ai(p2) < 0e —¢'(p2) < 0. Portanto (0,0, p2) é um no.

3) ai(ps) <0e —¢'(p3) <0. Portanto (0,0, ps) ¢ um no.
Na regiao R4 temos que by > —by — 1, by < by — 1 e —1/2 < b; <0, entao:

1) ai(p1) <0e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0, p;) é um no.
2) ai(p2) < 0e —¢'(pa) > 0. Portanto (0,0, ps) é uma sela.

3) aj(ps) > 0e —¢'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.
Na regiao R5 temos que by > —by — 1, by < by — 1 e by > 0, entao:

1) asa(p1) > 0 e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0,p;) é uma sela.
2) ai(p2) < 0e —¢'(p2) > 0. Portanto (0,0, py) é uma sela.
3) ag(ps) > 0e —¢'(p3) < 0. Portanto (0,0, p;3) é uma sela.
Na regiao Rg temos que by > (b3 — 1)/2 e by < 0, entdo o campo tem apenas a

singularidade (0,0, p;). Temos que a;(p;) < 0 e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0,p;) é

um nd.

Na regiao R; temos que by > (b3 — 1)/2 e by > 0, entdo o campo tem apenas a
singularidade (0,0, p;). Temos que a;j(p;) > 0 e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0,p;) é

uma sela.
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e Na regidao Rg temos que by > —by — 1, by > by — 1, by > 0 e by < (b3 — 1)/2, entao:

1) ai(p1) > 0e —¢'(p1) < 0. Portanto (0,0, p;) é uma sela.
2) ai(p2) > 0e —¢'(pa) > 0. Portanto (0,0, ps) é um no.
3) aj(ps) > 0e —¢'(p3) < 0. Portanto (0,0, p3) é uma sela.
|

A Proposic¢ao 2.7 pode ser resumida na Figura[2.4] onde apresentamos uma localizagao

e a estabilidade de cada singularidade da EDB

ydy? + 2(byz + byy)dxdy + ydx® = 0.

Figura 2.4: Estabilidades das singularidades da EDB (2.15)).
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Nas proposi¢oes anteriores dividimos o plano (b1, by) em regides, onde em cada regiao
o campo de Lie-Cartan tem uma quantidade finita de selas e nds hiperboélicos. A projecao
das curvas integrais do campo de Lie-Cartan pela aplicacao 7 sao as curvas integrais da
equacao diferencial implicita.

A seguir obtemos as curvas integrais da equagao diferencial implicita no plano (z,y).
Para isto escolhemos um ponto (b1, by) qualquer em cada uma das regioes e estudamos as
curvas integrais da equacao associada a esses parametros.

Por exemplo, no caso da EDB
ydy? + 2(byz + byy)dady — ydz® = 0,

o ponto (by,b2) = (1,0) estd na regiao R4, onde o campo de Lie-Cartan tem apenas
uma sela hiperbélica. Obtemos, entao, a superficie M e as curvas integrais do campo de
Lie-Cartan, em seguida projetamos no plano (x,y) obtendo as curvas integrais da EDB
ydy? + 2xdrdy — ydx® = 0.

Similarmente no caso da EDB
ydy? + 2(byz + byy)dady + ydx® = 0,

o ponto (by,bs) = (—1/4,0) esta na regido Rg, onde o campo de Lie-Cartan tem apenas
um no6 hiperbolico. Obtemos, entdao, a superficie M, as curvas integrais do campo de
Lie-Cartan e as curvas que compoem o discriminante, em seguida projetamos no plano

(z,y) obtendo as curvas integrais da EDB ydy* + (—xz/2)dxdy + ydx* = 0. A Figura

ilustra a técnica descrita. O software ODEinR2 [I8] foi utilizado nesta dissertagao para

auxiliar no desenho das configuragoes das EDBs.
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¥
= 27

Figura 2.5: Projecao das curvas integrais de uma sela no caso e = —1 (esquerda) e proje¢ao

das curvas integrais de um né no caso € = +1 (direita).

Em resumo, obtemos o seguinte teorema que nos da formas normais topologicas para

as EDBs (2.13)), mais detalhes sobre este teorema podem ser obtidos em [2] e [4].

Teorema 2.1. Considere uma EDB
a(z,y)dy* + 2b(x,y)dxdy + c(x,y)dz* = 0, (2.16)

onde a,b, c sao fungoes suaves que se anulam na origem e a funcao discriminante 0 tem
uma singularidade de Morse na origem. Se ¢ nao tem raiz dupla ou se ¢ e oy nao tém

raizes em comum, entao a FDB ¢ topologicamente equivalente a:
(1) O conjunto discriminante é um ponto isolado:

(a) ydy? + 2xdxdy — ydx? =0 (1 sela, Lemon);

(b) ydy* — 2xdxdy — ydz* = 0 (3 selas, Star);
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(¢c) ydy* + 1/2xdxdy — ydx?® = 0 (2 selas e 1 nd, Monstar).
(2) O conjunto discriminante € um par de curvas suaves transversais:

(a) ydy? + 2xdxdy + ydx® = 0 (1 sela);

(b) ydy? — 1/2xdxdy + yda* =0 (1 nd);

(¢) ydy® — dxdady + ydz> =0 (3 selas);

(d) ydy? + 2(y — x)dady + yda? = 0 (2 selas + 1 nd);
(e) ydy* — 4/3xdxdy + ydz* = 0 (1 sela + 2 nds).

As configuracoes topologicas das EDBs acima estao representadas nas Figuras e
2.1

Lemon Monstar

Figura 2.6: Configuragoes topolodgicas das EDBs (2.16) quando o discriminante é um

ponto isolado.
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1 sela selas

ate
> K

2 selas e 1 nod 1 sela e 2 noés

Figura 2.7: Configuragoes topologicas das EDBs ([2.16) quando o discriminante é um par

de curvas suaves transversais.

2.3.3 Singularidades mais degeneradas

Quando o 1-jato de uma EDB do tipo Morse II é escrito na forma (y,biz + bey, £y),
degenerescéncias locais ocorrem quando (b, be) é um ponto sobre as curvas excepcionais
descritas nas Proposicoes e Degenerescéncias locais também ocorrem se o 1-jato
da EDB for da forma (z + asy, 0, y),as > 1/4, conforme Proposi¢ao Ambos os casos

sao incluidos em uma das categorias abaixo.

(1) Singularidade sela-nd sobre o criminante do tipo Morse II. Ocorre quando a qua-

dratica aq e a cubica ¢ tém uma raiz em comum.

(2) Singularidade sela-nd fora do criminante do tipo Morse II. Ocorre quando ¢ tem

uma raiz dupla.
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As motivagoes dos nomes dados as singularidades vém do estudo das configuragoes
topologicas das EBDs pelo método do levantamento de dire¢oes. Quando os casos acima

ocorrem, o campo & tem uma sela-né e esta pode ocorrer no criminante ou fora dele.

Para estudar as configuracoes topologicas nas singularidades descritas acima utiliza-

remos, porém, o método do blow-up de singularidades.
e Singularidade sela-né sobre o criminante do tipo Morse II.

Esta singularidade ocorre quando a quadrética «; e a cibica ¢ tém uma raiz em
comum. Temos, entao, dois casos a considerar, dependendo do ntmero de raizes de ¢.

O primeiro caso que consideramos aqui é quando ¢ tem mais de uma raiz.

Segue da Proposicao que podemos tomar jlw = (y,bix + byy, +y). Como vimos
na Proposicao , no caso jlw = (y,bix + bey, —y), 0s polindémios ¢ e a; tém raizes em
comum se, e somente se, by = 0. Nao estudaremos, portanto, esta binaria, pois a funcao
discriminante tem uma singularidade pior que Morse.

Do comentario acima, estudaremos somente o caso jlw = (y, b1 + bay, y).

Sabemos que oy e ¢ tém raiz em comum se, e somente se, by = +by — 1, como visto
na Proposigao E possivel fazer uma mudanca de coordenadas linear que leva a reta
by = —bs — 1 na reta by = by — 1. Podemos, entao, considerar apenas o caso by = by — 1.

Neste caso, ¢ e oy sao dados por

p(p)=@+1)(p+20—1)p e a1(p)=@+1)(P+b—1). (2.17)

Observe ainda que consideramos em todo este trabalho (by, b2) # (0, 1), pois neste caso
o discriminante tem uma singularidade pior que Morse. Além disso, o caso em que oy €
¢ tém duas raizes em comum serd estudado posteriormente no Teorema Assim, para

o Teorema 2.2] a; e ¢ tém apenas uma raiz em comum e, portanto, (bi,bs) # (—1,0).

Quando a cubica ¢ tem apenas uma raiz, pela Proposicao podemos tomar

jtw = (x + azy,0,y) com ay > 1/4. Neste caso,

o(p) = plazsp® +p+1) e ai(p) = plagp + 1).
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Nas se¢oes anteriores classificamos topologicamente as EDBs (2.13)) nos casos onde
(b1, by) se encontram nos abertos descritos pelas curvas definidas nas Proposigoes e
Em resumo, no teorema a seguir estudaremos os casos onde (b1, bsy) estdo sobre as

curvas da Figura [2.8
by

e

0 h
Figura 2.8: b; = £by + 1.
Observe ainda que, €como comentamos, excluimos 0s pontos

(b1,b2) = (0,1),(0,-1),(—=1,0),(=1/2,1/2) e (—=1/2,—1/2). Os casos (by,b2) = (0,1)
e (0,—1), como foi dito anteriormente, nao serao estudados neste trabalho, enquanto os
casos (by,bs) = (—1,0),(=1/2,1/2) e (—1/2,—1/2) serdo estudados apés o Teorema [2.2]

O proximo teorema mostra que a configuracao topolégica de uma EDB com singula-
ridade sela-n6 no criminante do tipo Morse II é completamente determinada pelo 2-jato
dos coeficientes da mesma.

Grosseiramente falando, a palavra genericamente no Teorema diz que o resultado
é valido para quase todos os coeficientes da EDB, o significado preciso deste termo pode

ser encontrado em [20] pagina 773.
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Teorema 2.2. Genericamente, uma EDB com uma singularidade sela-nd sobre o crimi-

nante do tipo Morse I € topologicamente equivalente a uma das sequintes formas normais.
(1) Se ¢ tem trés raizes:

(i) (y,2x + 3y +2%,y) =0,

31
(i) (y, =g+ Jy +2%y) =0,

(2) Se ¢ tem uma raiz:
(iii) (z +y,2°y) =0.

As configuracoes das EDBs acima estdo representadas na Figura [2.9]

>< ><€ <

y+ 2%, y) (z +y,2%y)

(y,2x + 3y + 22, ) y—1x+4

Figura 2.9: Configuracoes topologicas do Teorema [2.2]

Demonstracao:

Utilizaremos aqui a técnica no Blow-up de singularidades.

Por hipotese, a EDB tem uma singularidade do tipo sela-n6 no criminante do tipo
Morse II, portanto a quadratica o, e a ctibica ¢ tém uma raiz em comum. Logo, o 1-jato
dos coeficientes da EDB depende da quantidade de raizes da ctbica ¢.

(1) — (i1) Sabemos, da Proposi¢ao e dos comentarios antes do enunciado deste
teorema, juntamente com o fato que by = by — 1, que, como ¢ tem trés raizes, o 1-jato da

EDB é da forma

jtw = (y, (b — 1)z + bay,y) = 0.
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Escrevemos entdo w = (y + Mi(z,y), (by — 1)x + boy + Ma(x,y),y + M3(x,y)), onde
M;(z,y) sdo fungoes suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional x =

u, y = uv. Obtemos, entao, uma nova EDB wy com coeficientes

a = u*(uwv + My (u, w)),
b = wv(uv + My (u,uv)) + u((by — 1)u 4 byuv + Ma(u, uv)),
¢ = v?(uv + M (u,uv)) + 20((by — Du + byuv + My(u, uv)) 4+ uv + Ms(u, uv).

Podemos escrever (@, b,¢) = u(u?Ay,uB;, Cy) tal que

Ay = v+ ulNy(u,v),

By = v* 4 byv + by — 1 + u(No(u, v) + v Ny (u,v)),

C1 = v(v? + 2bov + 2by — 1) + u(v* Ny (u, v) + 20No(u, v) + Nz(u,v)),
onde M;(u,uv) = u*N;(u,v), i =1,2,3.

A forma quadratica w; = (u?A;,uBi,C)) pode ser decomposta em duas 1—formas

associadas aos campos de vetores

) Z. 9
X, = w Ao+ (—uBy + (-1) Ve (B? A1) 5, i = 1,2

Podemos fatorar u em X; e considerar os campos de vetores

) 0
KZUA1%+<_B1+(_1> B%—Ach)%, 221,2.

Na forma de sistema, temos

u = uA, u = uA,
Y, = Y, =

v':—Bl—\/B%—AlCl, U/:—Bl—l—\/B%—AlCl.

A transformacao blowing-up preserva orientacao se u > 0 e reverte orientacao se u < 0.
Como fatoramos o u duas vezes temos que Y; corresponde a folheacao F; de w se u > 0

e a folheacao F3 se u < 0; enquanto Ys corresponde a folheacao F5 de w se u > 0 e a

folheacao F;i se u < 0.
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Estudamos, entao, os campos vetoriais Y; em uma vizinhanca da fibra u = 0, e fazemos
o blow-down para obter a configuracao das curvas integrais da EDB original.

Os campos estao definidos apenas quando B? — A;C; > 0, em u = 0 isso significa

by — 1
B} — AiCy = (b3 —1)(v+1 2 > 0.
PG = B+ (04 Po7) 20

Assim temos que analisar os campos Y; e Y5 nos pontos singulares na fibra e nos pontos

dobordov=—-lev=—(bg—1)/(by+1).

Primeiramente estudaremos o campo Y;. As singularidades de Y; em u = 0 ocorrem

quando —B; — \/m = 0, ou seja, quando —B; = \/m Equivalentemente
A0 =v*(v+1)(v+2b,—1)=0e By =(v+1)(v+b—1)<0.
Portanto, os possiveis pontos singulares na fibra sdo os pontos (0, v) onde
(a) v=—2by + 1,
(b) v =0,
(¢) v=—1.

(a) Quando v = —2by + 1, temos que By = 2by(by — 1). Neste caso, v = —2by + 1 é uma
singularidade se 0 < by < 1. O 1-jato de Y; em (0, —2b, + 1) é dado por

u' = (=2by + 1)u

1 .
IYi=9 (2by — 1)2

v' = Pu+ (v+2by— 1),
by

para algum escalar 5. Agora é facil ver que, no ponto (0, —2by + 1) os autovalores
da linearizacao do campo j'Y; sao dados por

(2by — 1)?

/\1:—2b2—|—1, e)\2:
by

Portanto, a singularidade é um né se 0 < by < 1/2 e é uma sela se 1/2 < by < 1.
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Quando v = 0, temos que B; = by — 1. Neste caso, v = 0 é uma singularidade se

by < 1. Assim, B;(0,0) = by — 1 < 0, entao

/ A C A Cy
—B; — \ B} —A1Cy = =By + By |1 — B = - 2B, —|—A%g(u,v)

para algum germe de funcao suave g com 1-jato nulo na origem. A ultima igualdade

segue quando expandimos em Taylor na origem o termo /1 — A;C;/B?. Assim Y] é

singular ao longo da curva A; = 0. Consideramos ent&o o campo vetorial Y; = Y1/A;.

O 1-jato de Y; na origem ¢é dado por

U =u
1

V' = Pu— ——,
B 2(by — 1)
para algum escalar 8. Os autovalores da linearizacao do campo j Y, sdo

2by — 1

A =1 A= ——— .
1 € A2 2(bs — 1)

Portanto, Y; tem uma sela na origem se by < 1/2 e um no se 1/2 < by < 1.

O ponto v = —1 é uma singularidade de Y] para qualquer valor de bs.

Podemos fazer mudancas de coordenadas lineares para definir j¥a = v, para todo

k > 2. Vamos considerar, além disso,
My (x,y) = byoa® + borxy + byoy® e Ms(2,y) = 20" + carwy + ca2y”,

onde My(z,y) e M3(x,y) sao as partes quadraticas de j2b e j%c, respectivamente.

Fazemos, entdo, no sistema Y}, a mudancga de coordenadas s = u e t* = B — A,CY,
com t > 0. Para efetuar a mudanga de coordenadas, necessitamos encontrar v
em fungio de s e t. Para isso escreva G(s,v,t) = B} — A;C; — t?. Diferenciando
G em relagdo a v, obtemos G,(0,—1,0) = 2 — 2by. Portanto, pelo Teorema da
Funcdo Implicita, se by # 1, podemos escrever v = g(s,t) com G(s,g(s,t),t) = 0.
Escrevendo, entao, j2g(s,t) = 1+as+ bt +cs*+dst + ft* e substituindo na equagao

G(s,g(s,t),t) = 0, obtemos uma forma para v.



49

Com a ajuda do programa computacional Maple, obtemos que

v=j%g(s,t) = 14 bt + cs* + ft*,

onde
p_ —C22 + a1 — €0 — Ggo + 2bag + ag1 + 2byg — aga — 209y
2 — 20, )
1
C =
2 — 2b,y
e
1
f= m(b2032 + 16Co9bag + 8casbog + 2a91copbs — 6Cagcog + a§152 — 4dagoba; — 2a92¢22b9
, —

+ 82021 — Bagoage + a§2b2 — 2¢91bacan

— 2¢91C90b2 — 2a91a20b2 — 2a21a22b2 + 16b22as:

— 12a92by1 + 2¢22C20by — 5oy — Ha3,

+ 2a20a22b2 — 3 + 8agibay + 8aziazs — 4ca1bag

— 12bgsao1 — 2a90Ca9ba — 2a92C90by + a§0b2 — 8631

+ 2095091by — 4a1bag — 3a3, + 8cabay

— 12¢91by — 163, — 16basbag + 24baoba

+ 8bagba1 — 4cagba1 — 3¢5y + 2an0Ca1bs + Aca1cag — a3y + Basobas
+ bachy 4 8cagbas + 4agaca1 — 2az¢20 + 8bagass

— 2a0Ca2 + 2a20C20 + 4az1Coz — 2a91021 — 2a20C20b2

— 2a91¢21b9 — 12c99b21 + Cgon + 291 C22bs — 6agacan + dagas).

Depois de efetuar a mudanca, o sistema Y; fica da forma

. ( B2 _ 42
st(B% ﬁ) g:s( L t)
Ch Ch

: ; (Bl + t) gsS 2 2
S+ gt =—B; —t t=— — By —t7),
g gt 1 \ i gt01( 1 )
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onde g5 e g; sao as derivadas parciais de g com relagao a s e t, respectivamente.

Multiplicando este ultimo sistema por —;gtt?, obtemos

B -
§ = =59
i_ s
B —t Y
ou ainda ;
s=—" 4 o(3)
2ol
i=A 2 44 0(2
S+2(b2_1> 0( )7
onde

A:

(3 — o) (20 — o1 + 22) — 4(bog — a1 + bo2)

(2(b — 1))

(2.18)

(2.19)

Entao, a origem ¢ uma singularidade sela-n6 do campo (2.19)) quando A é nao nulo.

As curvas integrais de (2.19), a menos de reflexao pelo eixo vertical, sdo mostradas

na Figura Notemos que as curvas integrais de Y; sao como na Figura [2.10

desconsiderando as linhas pontilhadas. Essas configuracoes dependem apenas dos

2-jatos dos coeficientes da EDB, mais precisamente de A # 0.

t

Figura 2.10: Curvas integrais de (2.19).



o1

No ponto do bordo v = —(by — 1)/by + 1, as curvas integrais de Y] sdo curvas suaves
transversais ao discriminante.

Estudaremos agora o campo Y,. O estudo ¢ andlogo ao caso Y;. As singularidades de

Y5 em u = 0 ocorrem quando By —+/B? — A;C; = 0, ou seja, quando By = \/B? — A,C).

Equivalentemente,
A0 =v*(v+1)(v+2b,—1)=0e By =(v+1)(v+by—1) >0.

Logo, os possiveis pontos singulares na fibra sdo os pontos (0, v), onde

(a)v =—=2by+1, (b)v=0, (c)v=—1.

(a) Quando v = —2by + 1, temos que By = 2by(by — 1). Neste caso, v = —2by + 1 é uma
singularidade se by < 0 ou by > 1. O 1-jato de Y; em (0, —2bs + 1) é dado por

u' = (—2by + 1)u

(2by — 1)2
by

j'Ys =

v = Pu+ (v 4 2by — 1),

para algum escalar 3. Portanto, a singularidade é sempre uma sela.

(b) Quando v = 0, temos que B; = by — 1. Neste caso, v = 0 é uma singularidade se
by > 1. Similarmente ao caso Y7, o campo Y5 é singular ao longo da curva A (u,v) =

0. O 1-jato do campo vetorial Yy = Y5/A; em (0,0) é dado por

j'Ya = 2y — 1
I o 2
v = Pu —Q(bg—l)v’

para algum escalar 3. Portanto, Y, tem uma sela na origem.

(¢) O ponto v = —1 & uma singularidade de Y, para qualquer valor de by. Analogamente
ao caso Y; em v = —1, obtemos o campo dado por
t
= i -+ o(3)
2 9 — 2b, (2.20)
t=As — ——t+ 0(2),
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onde

(3 — ba)(ca0 — 21 + Ca2) — 4(bag — bay + ba2)
(2(b2 — 1)) '

Entao, a origem ¢ uma singularidade sela-n6 do campo (2.20) quando A é nao nulo.
As curvas integrais de (2.20)) sdo como na Figura e as curvas integrais de Y5

A:

sao como na Figura desconsiderando as linhas pontilhadas.

|87

Figura 2.11: Curvas integrais de ([2.20)).

No ponto do bordo v = —(by — 1)/by + 1, as curvas integrais de Y; sdo curvas suaves

transversais ao discriminante.

Podemos, entao, desenhar as curvas integrais dos campos Y; e Y5 e fazer o blow down

para obter as configuracoes das curvas integrais associadas a EDB.
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Figura 2.12: Configuragoes topologicas da EDB (y,2x + 3y + 22,y) = 0 a esquerda e da

3 1
EDB (y, 3 - 1Y + 2?%,y) = 0 a esquerda.

Nao mostraremos aqui, mas pode-se mostrar, usando o método em [3], que duas EDBs
com a mesma configuracao sao topologicamente equivalentes. As configuracoes dependem
apenas do tipo de singularidades de £ e de A # 0, podemos entao tomar (b1, by) tal que
by = by—1, com by # 0,1/2,1. A fim de encontrarmos os modelos das EDBS apresentados
no enunciado do teorema, basta escolhermos valores para os coeficiente dos termos de grau
dois tais que A # 0. No enunciado do teorema, genericamente significa que o teorema é

verdadeiro para todos os valores dos coeficientes, exceto aqueles que anulam A.
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(77i) Neste caso, por hipotese, ¢ tem apenas uma raiz. Assim, segue da Proposigido
1
2.3, que o 1-jato da EDB ¢ da forma j'w = (z + ay,0,y) =0, a > T

Escrevemos entao w = (x + ay + M;(z,y), Ms(x,y),y + Ms(z,y)), onde M;(z,y) sdo
fungoes suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional x = u, y = wuwv.

Obtemos, entao, uma nova EDB wy com coeficientes

@ = u?(u + auv + M (u, uwv)),
b = uv(u + auv + My (u, uv)) + uMs(u, uv),
T =

v (u + auv + M (u, uv)) + vMy(u, uv) + uv + Ms(u, uv).

Podemos escrever (a,b,¢) = u(u?A;, uBy, C}) tal que

Ay =1+ av + ulN(u,v),
By = v(1 + av) + u(v Ny (u, v) + Na(u,v)),
C1 = v(1 + v+ av?) + u(w Ny (u,v) + 20Ny (u, v) + N3(u,v)).

A forma quadratica w; = (u?A;,uB;,C;) pode ser decomposta em duas 1—formas

associadas aos campos de vetores

0 @- o
Xi = UQAI% + (—U,Bl + (—1) \/u2(B% - Alc’l))%7 1= 17 2.

Podemos fatorar v em X; e considerar os campos de vetores
Y; Aa+(B+(1)H/Bz AC)8 i =1,2
i = uA— + (— — — —, i=1,2.
You ! ! o0
Na forma de sistema, temos

u = uA, u = uA,
Y1 = Y, =

’U,:—Bl—\/B%—Alcl, ?J/:—Bl‘l—\/B%—AlOl.

Estudaremos os campos Y;, ¢+ = 1,2, em uma vizinhanca da fibra u = 0. Os campos

estao definidos apenas quando B? — A;C; > 0, em u = 0 isso significa

—v(1 +av) > 0.
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Assim, temos que analisar os campos Y; e Y5 nos pontos singulares na fibra e nos
pontos do bordo v =0e v =—1/a.

De forma anéloga aos casos anteriores, temos que os pontos singulares dos campos sao
(@)v=0, (b)v=-1/a.

Calculos similares aos anteriores mostram que as configuracoes das curvas integrais
estao representadas na Figura na parte superior e o blow down na parte inferior. A
configuracao depende apenas do 2-jato dos coeficientes da EDB, mais precisamente, de

by # 0. Podemos tomar, entao, (x + y, 2%, y) como modelo topologico.

Y, Ys

Figura 2.13: Configuragao topologica da EDB (x + y, 22, y).
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Como comentado anteriormente, o caso em que ¢ tem 3 raizes e a; e ¢ tem duas raizes
em comum ainda nao foi estudado. Neste caso, conforme Proposi¢ao 2.3 e os comentarios

antes do Teorema a EDB ¢ escrita da forma
ydy? + (—x)dxdy + ydx?® = 0,

ou seja, (by,be) = (—1,0). O proximo teorema mostra que a configuracio topologica de
uma EDB sob as hipoteses acima é completamente determinado pelo 2-jato dos coefici-
entes da mesma. A técnica utilizada na demonstracao do Teorema ¢ o blow-up de
singularidades e a demonstragao ¢ bem parecida com a do Teorema Apresentamos,

assim, somente o enunciado do teorema, sua prova pode ser encontrada em [19].

Teorema 2.3. Genericamente, uma EDB tal que ¢ e aq tém duas raizes em comum e ¢

tem trés raizes € topologicamente equivalente a uma das formas a sequir:

(Z) (y7 2(—;U + y2)7 y) = O,

(1) (y,2(—z +2y),y) =0.
As configuracoes dos blow-ups e blow-downs das EDBs acima estao representadas na

Figura Na demonstragao do Teorema [2.3] as configuragoes topolégicas das EDBs

dependem de constantes A; e Ay e do sinal de AjAs.

Y Ys Y Yy

TR 7

/

S
7 NZ ¥

e = S
mw

Figura 2.14: Configuragoes das EDBs quando ¢ e a; tém duas raizes em comum e seus

blow-ups: a esquerda quando A1A; > 0 e a direita quando A1A, < 0.
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Estudamos, nos Teoremas e , as configuragoes da EDB com 1-jato (y, bz +
bay,y) = 0 quando (by, by) esta sobre as retas by = +by — 1 (exceto nos pontos onde by =
+1/2 que serao estudados logo a seguir) e da EDB com 1-jato (z+azy,0,y) = 0, as > 1/4.

Finalmente, estudaremos a seguir a EDB com 1-jato (y, bix + boy,y) = 0 nos pontos
que faltam ser vistos, ou seja, nas curvas b; = (b2 —€)/2 e by = —¢/2, ¢ = £1, descritas
nas Proposicoes e Observamos aqui que os pontos faltantes by = £1/2 sdo os

pontos das interse¢oes das retas by = £by — 1 com a reta by = —1/2.
e Singularidade sela-né fora do criminante do tipo Morse II.

Esta singularidade ocorre quando ¢ tem uma raiz dupla. Portanto, da Proposicao 2.3
a EDB pode ser reduzida a j'w = (y, b1 + bay, ey) = 0, com € = +1.
Segue das Proposicoes e 2.6l que a cubica ¢ tem uma raiz dupla se, e somente se,

by =(b3—¢€)/2 ou b =—¢/2.

Podemos tomar by > 0, pois a mudanca de coordenadas (z,y) — (—z,y) produz a
EDB ydy? + 2(byx — byy)dzdy + ydx® = 0 dada pelo par (by, —bs). Temos, assim, uma
simetria em relagao ao eixo by no plano (by, by).

Assim, como anteriormente, o teorema mostra que a configuracao topoldgica de uma
EDB com singularidade sela-n6 fora do criminante do tipo Morse II é completamente
determinada pelo 2-jato dos coeficientes da mesma. A demonstracao serd mais uma
vez omitida, uma vez que a técnica de blow-up de singularidades utilizada é analoga ao

Teorema [2.2 e pode ser encontrada em [I3] e [20].

Teorema 2.4. Genericamente, uma EDB com uma singularidade sela-né fora do crimi-

nante do tipo Morse Il € topologicamente equivalente a uma das formas normais.
(Z) (y7 T+ Yy + y27 _y> = 07
(i) (y.42 + 3y +y°,y) = 0,

(iii) (y,—3z+ 3y +y2y) =0.
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A Figura [2.15] apresenta as configuracoes topolégicas das EDBs do Teorema [2.4] com

seus respectivos blow-ups.

Y; Y

A
Va7
)
SN RE
N\

Figura 2.15: Configuracoes topologicas das EDBs descritas no Teorema [2.4



Capitulo 3

Linhas de Curvatura de Superficies em

RB

As EDBs aparecem em varios ramos da matematica, em particular na geometria dife-
rencial de superficies em R3. Utilizando o material da secao anterior, apresentamos o
comportamento das linhas de curvatura de superficies em R? préximas a um ponto umbi-
lico. A descri¢ao dessas linhas foi descoberta por Darboux [9] no século XIX, usando as
técnicas de equacoes diferenciais ordinarias desenvolvida por H. Poincaré. Mais detalhes
podem ser encontrados em [II] e [15]. Neste capitulo admitiremos conhecidos conceitos
introdutorios sobre a geometria diferencial de superficies em R3. Para mais detalhes e

demonstragoes dos resultados aqui apresentados, indicamos [10].

Definicao 3.1. Seja S C R? uma superficie. Um ponto p € S € dito umbilico quando

ki1 = ko, sendo ki e ko as curvaturas principais.

Definicao 3.2. Seja p um ponto umbilico em uma superficie S, diremos que p é um ponto

umbilico Darbouxiano se as duas condicoes sequintes ocorrerem:

T: (Condigio de Transversalidade) A superficie M ¢ suave em 7 *(p).

D: (Condicao do Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan sao

hiperbdlicas e sao dadas por um dos casos abaizo, ver Figura[3.1):
D,: uma tnica sela, ou

99



60

Dy um inico no e duas selas, ou

Dj: irés selas.

5

Lemon : D, Monstar : Do Star : Ds

Figura 3.1: Linhas de curvatura proximas a um ponto umbilico.

Teorema 3.1. (Gutierrez-Sotomayor [1]) Seja p um ponto umbilico de uma imersao

a dada em uma carta de Monge (z,vy), da superficie S, por:

k a b c
a(z,y) = <x, v, §(x2 + %) + 61‘3 + éacyz + gy?’ + 0(4)) )

Suponhamos as sequintes condigoes:
T) bb—a)#0;

D,)

(
D.) (£)2+2>%>1,a3&2b;
Ds) %

Entao o comportamento das linhas de curvatura proximas a um ponto umbilico p, nos

casos Dy, Dy e D3, sao como na Figura 3.1.

Demonstracao:
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Calculando os coeficientes da 12 e 22 formas fundamentais de o encontramos:

b 2
E:1+(kx+%x2+§y2+0(2)) ;

F= (lm + g:pQ + bxy + 0(2)) . (k:y + bxy + gyz + 0(2)> ;

C 5 2
G:1+<k:y+b:py+§y +o(2)> ,

_ k+4ar+o(2) by +o0(2) . k4 br+cy+o(2)

oy X | o | vy Xy

A equagdo das linhas de curvatura é dada por, veja [10]
(gF — fQ)dy* + (gE — eG)dydx + (fE — eF)dz* = 0.

Multiplicando esta altima equagao por |a, X a,| e substituindo os valores das primeira

e segunda formas fundamentais obtemos,

(=by + 0(2))dy* + ((b — a)x + cy + 0(2))dxdy + (by + 0(2))dz* = 0. (3.1)
Associada a equacgao diferencial binéria consideremos a superficie
M = {(z,y,p) : F(z,y,p) = (=by + 0(2))p* + ((b — a)z + cy + 0(2))p + (by + 0(2)) = 0}

com p = dy/dz, como em ({2.3). Primeiramente, verificaremos que a condigido T é equiva-
lente & superficie M ser suave. Pela Proposicao isto é equivalente a funcao discrimi-
nante da equagao F'(x,y,p) = 0 ter uma singularidade de Morse em (0,0, p). O 2-jato do

discriminante da equagao é dado pela funcao
§%0(z,y) = ((b— a)x + cy)® + 4b*y* = (b — a)?2® + 2¢(b — a)xy + (¢* + 4b*)y* = 0.

De fato, a origem ¢é singularidade de §. Além disso, o determinante da Hessiana desta

funcao ¢ dada por
det(Hessd(0,0)) = (2¢(b — a))? — 4((b — a)*)((c* + 4b*)) = —16b*(b — a)*.

Portanto, a funcao é Morse se, e somente se, T'= b(b — a) # 0.
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Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, consideremos o campo de

Lie-Cartan, ver Proposicao dado por

0 0 0

Podemos escrever o campo & na forma de sistema

¥ =F,==2byp+ (b—a)x + cy + 0(2),
£=19 v =pF, =p(—2byp+ (b —a)x + cy + 0(2)), (3.2)
P =—(F: +pF,) = —((b—a)p+ p(=bp* + cp + b) + 0(2)).

Os equilibrios de (3.2)) sdo dados por F' = F, = F,, + pF, = 0. As equagoes F' = F, = 0,
nos fornecem os pontos (0,0,p) € 0 x RP! (F = 0, para que o ponto esteja na superficie

M). Os pontos onde F, + pF, =0 em 0 x RP! sdo dados por uma cibica ¢ em p

o(p) = —(F, + pF,)(0,0,p) = —(b— a)p — p(—bp” + cp + b) = p(bp” — cp + a — 2b).
A raizes dessa cibica sdo:

c
=0 e pr=— £ V)

2
C a

Portanto, quando A > 0 o sistema apresenta trés pontos de equilibrio, denotados por

onde

Eo = (0,0,0) E.=(0,0,p.) E_=(0,0,p_).

As raizes da cubica ¢ representam as direcoes possiveis ao longo das quais as linhas de
curvatura podem se aproximar do ponto umbilico. Quando A < 0 o sistema tem apenas FEj
como equilibrio. Passamos, agora, a estudar a natureza desses equilibrios. A linearizagao

do campo ¢ dado em (3.2) no ponto (0,0, p), onde p € {0,p_,p+} tem a forma

b—a c— 2bp 0
DE0,0,p) = | (b—a)p (c—20bp)p 0 : (3.3)
0 0 3bp*> —2cp +a — 2b
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Os autovalores de ([3.3)) sdo dados por
M =0, X=3p*—2p+a—2b, N3=-2bp>+cp+b—a.

Observar que, como p ¢ raiz da ctbica ¢(p) = p(bp? — cp + a — 2b), podemos simplificar a

escrita dos autovalores A\ € A3 como

Ao = 3bp* — 2cp+a — 20 = bp* — cp+ a — 20 +2bp* — cp = bp® — cp+bp® = bp* + 2b — a.

~
=0 =2b—a

A3 =—2bp> +ep+b—a=—(bp* —cp+a—2b)—bp> —b = A3 = —b(p* +1).

.

~
=0

De agora em diante, assumiremos entao \y = bp? + 2b — a e A\3 = —b(p* + 1).

2
C a
CasoDl. ()\:<%> —5+2<0)

Neste caso, a origem é a tnica raiz real de ¢(p), ou seja, temos apenas Ey como ponto
de equilibrio. Os autovalores de DE(Ep) sao Ay =0, \y = b —a e A\3 = a — 2b. Para que
tenhamos uma singularidade do tipo D; é suficiente mostrar que os autovalores Ay e A3
tenham sinais opostos. Como A < 0, segue que

a—2b
b

> 0.

Portanto, (a — 2b) e b tém mesmo sinal. Assim

A2 b—a b
— = =—1- 0.
N a—20 a2
Segue, entao, que Fjy é uma sela.
¢\ a a
Ds: == —=+2 ->1 2b ).
Caso D, ()\ (21)) b+ > 0, b> , a# b)

Neste caso, temos trés pontos de equilibrios. Dividimos esse caso em dois sub-casos.
Primeiramente consideraremos

a
1< - <2
b
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E facil ver que Ey é um nd, pois

<0
—
a a
Ao b—a b(l_Z) <1_6)
A3 a—2b 69—2 9_2
b b
—_——
<0

Para estudar a natureza dos pontos de equilibrio F, consideremos a razao

Xo  2—a+bp? b2—$+p?) 2— 4+

A2 _ _ — <0.
Az —b(p*+1) —b(p? + 1) —(P*+1)

Portanto, F sao selas, independentemente da escolha de p.

No segundo sub-caso, consideraremos

P S 2
b %)

De modo analogo ao sub-caso anterior, é facil ver que Ey é uma sela, ou seja, \y/A3 < 0.
Estudaremos agora a natureza dos pontos de equilibrio £. Novamente consideraremos a

razao
Ao 2—a+bp® b2-5+p) 2-F+p
A3 —b(pP+1)  —b(p?+1) —(p*+1)

Neste caso, temos que o sinal da razao depende do valor de p e é dado pelo numerador,

ja que o denominador é sempre negativo, independentemente de p. Passamos assim a
estudar o sinal da expressao Ny = 2 — 7 + p2. Substituindo, o valor de ps em Ni,

chegamos na seguinte equacao
N, = 2A12—Cb\/X: 2\/X<\/Xi %)

Como A > 0 os sinais de N4 seguem da expressao dentro do parénteses. Assim, supondo

bc > 0, segue que N, é sempre positivo e o sinal N_ segue de

(-5)- (V) -5++-5) < (&) -5) -

A desigualdade segue do fato que 2 < a/b e a tltima igualdade segue, pois estamos

Cc

2b

C

=0.
2b

considerando bc > 0. Assim, temos que E, é uma sela e E_ é um n6. De modo analogo,

supondo be < 0, concluimos que E, é um n6 e E_ é uma sela.
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Neste caso, temos 3 pontos de equilibrios e todos sao selas. De fato, a natureza de FEj

segue do sinal da razao
>0

—
A2 b—a (1—a/b)
A3 a—2b  (a/b—2)
—_———
<0
A natureza dos pontos de equilibrio £_ e E, sao dadas pelo sinal da seguinte razao

< 0.

>0
—
2— ) 4p?
&_26—a+bp2_b(2—%+p2)_( 7))+ 0
s —b(p2+1)  —b(pP+1)  —(pP+1)

Uma interpretacao geométrica para a condicao 17" é dada pela proposicao abaixo.

Proposicao 3.1. A condicdo de transversalidade T significa que as curvas diferencidveis
(gF — fG)(x,y) = by +0(2) =0 e (gF — eG)(x,y) = (b—a)r + cy + 0o(2) = 0, na

equacao , cuja interseccao define os pontos umbilicos, sao requlares e se encontram,

transversalmente em (0,0).

Demonstracao:

Suponha A(z,y) = (9F — fG)(z,y) = 0 e B(z,y) = (9E — eG)(z,y) = 0, entdo

gF = fG e gF = eG. Temos entao que

1eG—2fF+gE 12G—2fF G~ fF

2  EG-—F? 2 EG—-F? EG-F?
eg — f?
K=—2 "1,
EG — F2

Assim,
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EG—-F?>) EG-F?
(¢G — [F?) — (eg — 2)(EG — F?)
(EG — F2)?2
—2eGfF +egF? + f2EG
(EG — F2)?2
—2eGfF +efGF + feGF
(EG — F2)?

HQ_K:<6G—fF)2 eqg — f2

=0.

Como

(kl_k2>2:H2—K:O
2 b

temos que k; = ko e a intersecao das duas curvas sera ponto umbflico.

Por outro lado, nos pontos umbilicos temos que os coeficientes da equacao das linhas

de curvatura se anulam simultaneamente, em particular

(9F = fG)(z,y) =0 e (gE —eG)(z,y) =0.

Logo, os pontos umbilicos sao exatamente a intersecao das duas curvas.

Defina
Alz,y) = (9F — fG)(x,y) = by +0(2) = 0,
B(z,y) = (gE — eG)(z,y) = (b—a)x + cy +0(2) = 0.

Temos
det | A0 400 —b(b — a).
B,(0,0) B,(0,0)
Assim, se valer a condicao T, o determinante anterior sera diferente de 0. Logo, as
linhas da matriz acima nao se anulam e portanto as curvas sao regulares em (0,0). Além

disto, o determinante diferente de zero significa que seus vetores tangentes sao linearmente

independentes, ou seja, as curvas se encontram transversalmente em (0, 0).
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Na demonstracao da proposicao acima podemos ver que os pontos umbilicos correspon-

dem as singularidades do campo levantado associado a equacao das linhas de curvatura

dada em (3.1)).



Capitulo 4

Superficies em R*

Neste capitulo buscamos o entendimento das configuragoes das linhas assintéticas de
superficies em R?* perto e longe de pontos umbilicos. Primeiramente, veremos algumas
defini¢oes sobre superficies em R*, tais como primeira e segunda forma fundamentais, o
vetor curvatura normal, o vetor curvatura média e a elipse de curvatura. Em seguida,
estudaremos a configuracio topologica das linhas assintoticas de superficies em R* como
uma aplicacao do estudo de EDBs feito neste trabalho.

Neste capitulo todas as imersoes serdao suaves. Seja a : M — R* uma imersao de uma
superficie regular, compacta e orientada em R*, o qual estd munido do produto interno
Euclidiano (-, ) e esta orientado.

Denote, respectivamente, por T'M e NM os fibrados tangente e normal de «. Para
cada p € M, sejam {o,, o, } uma base para o espaco tangente T,M e { Ny, N5} uma base
ortogonal do complemento ortogonal de T,M, chamado N,M. Tome uma carta positiva
(u,v) tal que

{Oéu,Oév,Nth}

seja um referencial positivo de R*.
Definicao 4.1. 1. A primeira forma fundamental de o, I, € dada por
I =1, = {da,da) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
onde E = (o, ), F = (ay,a,), G= {ay,a,).

68
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2. A segunda forma fundamental de o, I1,, € definida em termos da forma qua-

drdtica com valores em NM
II =11, = {d®a, N\)N; + (d®a, No) Ny = I1, Ny + 15Ny,

onde
II; = I, = e;du® + 2f;dudv + g;dv?,
sendo e; = (ouu, Ni), fi = (Quw, Ni), Gi = (Qp, Ni), para i =1,2.

As seguintes funcoes estao associadas a imersao o :

1. O vetor curvatura normal de o em um ponto p na dire¢ao w é dado por

I (p,w)

np,w) = W'

2. O vetor curvatura média de « é definido por
H = H,= Hi Ny + HyNy,
onde

Egl' — 2Ff1 + Gel-

Hi:Hia: )
7 2(EG — F?)

i=1,2.

3. A curvatura Gaussiana de o

e1g1 — [ +eag2 — f3

K=K, =
EG — F?

4. O resultante A de 11, , e 115, ¢ dado por

er 2fi g1 O
1 ey 2 0
A — Aa _ . 2 f2 92
A(EG - F?) 0 e 2fi ¢
0 e 2fy ¢

5. A matriz da segunda forma fundamental é

M= .
) f2 g2
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4.0.1 Elipse de curvatura

De modo analogo ao estudo de imersoes de superficies em R3, podemos analisar o vetor

curvatura normal da seguinte maneira: para cada vetor unitario w € T, M, seja
vi(—€€) > M

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, satisfazendo

Assim, n(p)(w) = n(p,w) ¢ a projecdo de v”(0) sobre o plano normal N,M. Além disso,
esta interpretacao independe da escolha da curva .
Considere um sistema de coordenadas isotérmicas em M, ou seja, uma carta (u,v) de

modo que

E=G=1 e F=0.

A prova de que existem sistemas isotérmicos de coordenadas para qualquer superficie
regular é delicada e nao sera apresentada aqui, para detalhes consultar [I].

Temos que {ay, a,} ¢ um referencial ortonormal de 7,M e podemos escrever
w = ¢(t) = costoy, + senta,,, w € T,M.

Desta forma,

e cos?t + 2f) costsent + g sen %t

eocos?t + 2fy costsent + go sen ?t

(e1+91)/2
(e2 + g2)/2

H(p) =

?

onde aparecem as componentes com relagao ao referencial ortonormal {Ny, No} de N,M
nas expressoes acima.

Utilizando as identidades trigonométricas

cos2t = cos’t — sen’t e sen2t = sentcost
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temos que

n(p)(w) = (e1—q1)/2 fi cos 2t N (e1+91)/2 ’
(€2 —g2)/2 fo sen 2t (e2 4+ g2)/2

de onde
(e1—g1)/2 fi cos 2t

(e2 —g2)/2 fo sen 2t

n(p)(w) — H(p) =

Como n(p) : T,M — N,M & uma transformacdo afim, a imagem da circunferéncia
unitéria S* C T, M pela aplica¢ao 1 é, em geral, uma elipse em N,M centrada em H(p),

chamada elipse de curvatura de o no ponto p e denotada por €,(p).

M Ny (p) P

Figura 4.1: Elipse de curvatura.

Esta elipse pode se degenerar em um segmento de reta radial, caso em que p é conhecido
como ponto de inflexao (ou ponto umbilico) da superficie. O ponto de inflexao é
classificado do tipo real quando a origem, 0 € N, M, pertence & elipse de curvatura e do
tipo imaginario caso contrario. Em ambos os casos, dizemos também que o ponto de
inflexao é nao degenerado. Um ponto de inflexao é dito degenerado quando a origem ¢é

um extremo da elipse de curvatura, que, neste caso, ¢ um segmento de reta.

Definicao 4.2. Um ponto p € M ¢ dito hiperbdlico, eliptico ou parabélico, depen-
dendo se o ponto 0 € N,M estd fora, dentro ou sobre a elipse de curvatura, respectiva-

mente.
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Para entender melhor estas configuragoes temos o seguinte teorema, mostrado por

Little em [I6], o qual admitiremos sem demonstragao.

Teorema 4.1. 1. Se A > 0, entao a origem estd dentro da elipse;
2. Se A =0, entao a origem estd sobre a elipse;
3. Se A <0, entdao a origem estd fora da elipse.

Portanto, um ponto p € M é hiperbolico (respectivamente, eliptico/parabélico) se
A < 0 (respectivamente, A > 0/A = 0).
Um estudo mais detalhado, realizado em [I7], permite distinguir as seguintes possibi-

lidades:

Proposicao 4.1. 1. Se A =0 e K > 0, entao a origem € um ponto de inflexdio do

tipo imagindrio;
2. Se A=0, K <0 erankM = 2, entao a elipse de curvatura € nao degenerada;
3. Se A =0, K <0 erankM =1, entao a origem é um ponto de inflexdo do tipo real;
4. Se A=0e K =0, entao a origem € um ponto de inflexdo degenerado.

Proposicao 4.2. A drea da elipse €,(p) é dada por

Alea(p) = Slfaler = 91) = file2 = go)].

Demonstracao:
Seja

e1+ g1 €x— g
2 9

€a(p) = (61 ;gl cos 2t + fi sen 2t + cos 2t + fa sen 2t + 62—592) :

Segue do Teorema de Green que a area de uma regiao D delimitada por uma curva ¢

de equagbes paramétricas = = ¢(t) e y = 1(t) é dada por

Aunz—iwwwwm
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Note que 7(p) restrita a S' é uma aplicagao quadratica e, portanto, recobre duplamente
a elipse de curvatura. Desta forma limitaremos a integral entre 0 e 7. Pela afirmagao

acima, a area da elipse serd dada por

Alealp)) = /0 (62 ; 92 o5 2t + fasen 2t + @ —; g2> (—(—e1 — g1)sen 2t + 2f; cos 2t)dt

= _/ (_ (€2 — 92)2(61 —g1) cos 2tsen 2t + fi(ey — go) cos? 2t — fy(er — g1) sen 22t>
0

(e + g2)(e1 — g1)

+ (2f1f2 cos 2t sen 2t — sen 2t + fi(e2 + g2) cos 275) dt

_ <(€2 - 92)2(61

9) — 2f1f2> / cos 2t sen 2tdt — f1(ex — 92)/ cos? 2tdt
0 0
(e2 + g2)(e1 — g1) /7r
2

0

+ foler — g1) / sen 22tdt + sen 2tdt — fi(ea + go) / cos 2tdt
0 0

_ <(62 — 92)2(61 B 2f1f2> ( cos 4 co8so)

— file2 — g2) K Senm) ( Seno)]

+ fa(er — g1) K— - ) (0 Seno)]
(%)

N (g +gg)2( —g1) K 005247r

)-
et (57 (55)]

= g[fg(el —g1) — filea — g2)].

Destacamos a seguir algumas observacoes em relacao a elipse de curvatura:

Observagao 4.1. 1. A aplicacio n(p) restrita a S, sendo quadrdtica, é um duplo

recobrimento da elipse de curvatura, ou seja, a todo ponto A € €,(p) estd associada
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uma direcio formada pelas antipodas A’ e A" em S*';
2. A elipse de curvatura € invariante por rotacéoes nos planos tangente e normal.

E mostrado em [16] que a curvatura normal, a norma do vetor curvatura média, o

resultante A e a curvatura Gaussiana sao também invariantes da imersao.

Além da elipse de curvatura, podemos usar também um outro objeto para descrever
a geometria de segunda ordem da superficie M, a saber o pencil de formas quadraticas
binarias determinado pela segunda forma fundamental de M em um ponto p, digamos
pelo par de formas quadraticas (e12? + 2f12y + g1y?, e22% + 2 foxy + goy?), onde e;, fi e g;,
1= 1,2, sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de M.

Se pensarmos em uma forma quadritica Az? + 2Bxy + Cy? como um ponto
(A, B,C) € R® podemos identificar o espaco das formas quadraticas em duas varia-
veis com o espaco tridimensional R3. Temos definido, entdo, o cone B? — AC = 0 de
formas quadraticas degeneradas. Este cone, por sua vez, determina uma conica no espago
projetivo RP? ao qual nos referimos como o cone de formas quadraticas degeneradas. Os
pontos do lado de dentro da conica representam as formas quadraticas de tipo eliptico,
enquanto que os pontos do lado de fora representam as formas de tipo hiperbolico.

Com a identificacao acima, um par de formas quadraticas (Q1, Q2) pode ser pensado
como um par de vetores em R3. Se as formas quadraticas Q; = (eyz? + 2f1zy + g1y?) e
Q2 = (e27®+2 foxy+goy?) sao linearmente independentes, entao elas determinam um plano
pela origem em R3 e uma reta em RP?. Nao é dificil ver que esta reta intercepta a conica
em 0, 1 ou 2 pontos dependendo se 0 = (€192 —e2g1) +4(frea—e1 f2)(fige—9g1f2) <0, =0
ou > 0, respectivamente.

Observamos aqui que § = —A, onde A é o resultante definido em (4.1). Assim, segue
da Definicao [4.2| e do Teorema [4.1] que, se § < 0 o respectivo ponto é eliptico, se 6 = 0 o
ponto é parabolico e se § > 0 o ponto é hiperbélico.

Por outro lado, se ()1 e @2 sdo formas linearmente dependentes (mas nao nulas)
a matriz M(p) tem rank 1. Neste caso elas determinam um ponto em RP? que pode

estar dentro, sobre ou fora da coénica. Consideramos aqui o grupo GL(2,R) das matrizes
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2 x 2 inversiveis. Existe uma agdo do grupo GL(2,R) x GL(2,R) sobre pares de formas

quadraticas. As orbitas desta agao sao descritas em [12] e sao como a seguir:

ponto hiperbdlico;
ponto eliptico;
ponto parabdlico;

(4.2)

)
)
)

(x* £4*,0) ponto umbilico;
) ponto umbilico degenerado;
)

ponto umbilico degenerado.

Podemos escrever as 6rbitas acima em func¢ao do resultante A, da matriz da segunda

forma fundamental M(p) e da curvatura Gaussiana K da seguinte forma:

se A

se A

) (p)
) (p)
(2% 2y) se A(p)=0 e rankM(p) = 2;
) (p)
) se Ap)
) (p)

se Ap)=0e K=

4.0.2 Diregoes assintéticas em M

Temos, agora, o material necessario para estudar as possiveis configuracoes topologicas das
linhas assintoticas em pontos parabolicos de superficies em R*. Veremos que as equacoes
das linhas assint6ticas tém as formas normais estudadas nos Capitulos|l|e[2| deste trabalho.
Referéncias para esta segio sdo encontradas em [7] e [17].

n

Definicao 4.3. Uma diregio [0] € T,M para a qual 20

(0) en(0) sao paralelos é chamada

uma direcao assintoética.

Iniciamos nosso estudo calculando a expressao local para as equacgoes diferenciais das

linhas assintoticas sobre superficies em R*.
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Proposicao 4.3. Seja o : R?> — R* uma parametrizacio de M dada por

(x,y,0q(z,y),az(x,y)). Entao a equacao diferencial das linhas assintdticas de M tem

a forma
Az, y)dy? + 2B(z,y)dzdy + C(x,y)dz* = 0, (4.3)
onde
A = QuyyQogy — QayQayy,
B = %(Otlyy@zm: - Oélmﬂ)@yy)a
C= Mgy Q2zr — Az Xogy-
Demonstracao:

Seja p € M e suponhamos a imersao « localmente na forma de monge:

oa:R* — R*

(@, y) — alz,y) = (z,y, a1 (2, y), a2, y)),

com a segunda forma fundamental de a(M) caracterizada pelas duas formas quadraticas:
Qu(z,y) = e1z” + 2fizy + g1y e Qulw,y) = exa” + 2foay + goy”.
Consideremos
v:R— R?
s —> (s) = (x(s),y(s)),

uma parametrizacao pelo comprimento de arco de uma curva assintética de M em uma

vizinhanca de p. Desta forma, temos
E=aovy:R— R*
S Oé(ZL‘, y) - (l’(S), y(8)7 Qg (ZE(S), y(8>>7 OéQ(l’(S), y(S)))

Calcularemos n(f(s)) para cada s € R. Observemos que em cada p € M,

TpM = [91792] = [(1,0,0&195,01295)7 (07 1aa1y7a2y)] € NPM = [93794]7
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onde a notagao [v, vy] representa o espago gerado por vy e vy. Além disso,

g3 = <_a1x7 — Oy, 17 0)

gs = (—ao; — agy(@e,01y — Q100y), —0o, — a1(Q1,00, — a1yQ,),

2 2
— Qg Qigy — Ay Qigy, 1+ Ay + aly)'

Denotamos por E = {ey, s, €3, ¢4} a base do R* dada por e; = g;/]gs| (i = 1,2,3,4).

Como

V= 0250 (7(3))(@/(5))* + 2000 (7(5))2' ()Y (5) + 024y (7(5)) (¥ (5))*

+ a2 (7(5))2" () + ayy”,
a projecao de £”(s) em Ngq M é dada por
n(0(s)) = (€"(s), es(s))es(s) + (€"(s), ea(s))ea(s),

ou seja

0(5) = o1 (01000 (5) + 200, & () (5) + s (1 (5) (s
1

- @(A(37/<3))2 +2B(2'(s)) (¥ (s)) + C(y'(s))2)34(5)’
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onde
A = Oélmc(OélmOégx + OélyOégy) — Oégzm(l + Oé%x + Oé%y),
B = alxy(alxagx + Oélyagy) — Cvgxy(l + O!%JC + Oé%y),
C= &1yy(alz&2w + OélyOégy) - Oégyy<1 + Oé%x + a%y).
Portanto,
d77 o 2 / ! / 2 / 2
p00s) = @[(alyy — M142) 2 ()Y (5) + 10y (2'(5)” — '(s)7)]es(s)
2
- @[(C — A)'(s)y'(s) + B(a'(s)* — y/'(5)*)]ea(s).

Eliminando 8 em 1(0(s)) = 8% (6(s)), obtemos

(almya2xm - Oélxxa2xy)xl2 + (alyya2mm - OélxxOny)IBy/ + ((OCQII - Oény)OQxy

- (alxz - alyy)@2:py)x/2y/2 + (alyya2x:p - almz&2yy)x/y/3 + (alyya2xy - OélacyOny)y/4 = O

Lembrando que 2’(s) = cos#(s) e y/(s) = senf(s) e utilizando, ainda, as substituigoes
cos®fsenf = (1 — sen?@) cosfsend, cos* = (1 — sen?f) cos®d, sen? = (1 — cos? ),
temos
(Vay Oz — Q1zozy) COS 0 + (QV1yy Qogs — QzpQiay,) cos 0 sen 0
+ (Q1yyQomy — Q1pyQiayy,) sen 20 = 0.
A equacao diferencial das linhas assintoticas é, entao, dada por
A(z,y)dy* + 2B(x, y)dzdy + C(x,y)ds* = 0, (4.4)

onde

A<x> y) = @1yy042xy - Oélazya2yya
1

B(l’, y) - 5( lyya2$z - alma2yy)7

C(Ia ?/) = QigyQogy — AlgaOlogy-
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Finalizamos este trabalho explorando um pouco mais sobre as configuragoes topolo-
gicas das linhas assintoticas em pontos parabolicos de superficies em R*. Existem duas
situagoes a se considerar, a saber, quando a origem do plano normal esta sobre o conjunto

parabolico e este é, ou nao, um ponto umbilico, ver Definicao |3.1

A origem nao é um ponto umbilico:

Neste caso estamos considerando a origem sobre o conjunto paraboélico, mas nao sendo um
ponto umbilico. Como vimos em (4.2)), o par de quadraticas (Q1,Q2) pode ser tomado,
ap6s uma mudanga de coordenadas afim, na forma (xy,z?). Podemos, entio, escrever a
imersao, «, da forma a(z,y) = (z,y, a1(x,y), as(z,y)), onde as fungdes ag e ay sao da
forma
_ 3 2 2 3
Qa1 = Y +1rox” + 7Y + rexy” +1r3y°,

g = 2% 4 box® + b’y + bowy? + bgy®.

Os 1-jatos das componentes dos coeficientes da EDB (4.3]) sdo dados por

Q1gr = 6707 + 211y,
gy = 1+ 2112 + 2ryy,
Qyy = 2197 + 673,
Qoze = 2+ 6box + 2b1y,
Qogy = 2012 + 209y,

Qigyy = 2bax 4 6b3y.
Apbs alguma contas, o 1-jato da EDB é dado por
Ady? + 2Bdxdy + Cdx* = 0,
onde

A= —bgﬂf — 3b3y,
B = rox + 3r3y,

Cc=1 + <3b0 + 2’/’1)1’ + (b1 + 2T2)y.
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Esta EDB é topologicamente equivalente a da? + ydy? = 0 se, e somente se, bz # 0.
Neste caso, as curvas assintoticas (curvas integrais da EDB (4.3))) formam uma familia de
cuspides, como na Figura (1.2

Quando b3 = 0 e by # 0 podemos, com contas analogas as feitas na secao reduzir

o 2-jato da EDB (4.3) para
3 5)
dx® + (—x - §(3T§ - 5527’3 + 204)y2) dy* =0
2

se A #0, 1/16, onde A = —3(3r32 — (5/2)bars + 2c4) /b3.

As configuragoes topologicas das EDBs dy? + (—y + Az?)dz? = 0 sao descritas no
Capitulo [1, apoés a Proposicao Tal EDB tem uma sela dobrada quando A < 0, um
n6 dobrado quando 0 < A < 1/16 e um foco dobrado quando A > 1/16 e os modelos sdo
como na Figura|l.3|

Quando A assume os valores A\ =0, A\=1/16 e b3 =0e by =0 a EDB apresenta

singularidades mais degeneradas, cujo estudo foge do escopo do trabalho, ver [5].

A origem é um ponto umbilico:

Quando a origem é um ponto umbilico, nao é dificil ver que os coeficientes da EDB das
linhas assintoticas se anulam simultaneamente na origem e, em geral, o discriminante tem
uma singularidade de Morse, ou seja, temos uma EDB do tipo Morse II.

Como vimos na secao 4.0.1} existem dois tipos de pontos umbilicos: o primeiro ocorre
quando par de quadraticas (Q1,Q2) € equivalente a (2 + y2,0), neste caso o discrimi-
nante ¢ um ponto isolado, e o segundo, em que (Q,Qs) é equivalente a (2% — y%,0) e
o discriminante, neste caso, é um par de curvas transversais. Trataremos desses casos

separadamente.

e Caso (22 +92,0) :
Neste caso, a imersao « é da forma
a(z,y) = (z,y,2% +y° + 0(3),v(z,y) + O(4)),
onde v(z,y) = box> + b1y + baxy?® + bsy>. Assim, o 1-jato da EDB (4.3) é dado por

Vpyd2? + (Vyy — Vg )dxdy — Vg dy® = 0. (4.5)



81

Nao é dificil ver que este é exatamente o 1-jato da equacao das linhas de curvatura da
superficie (z,y, ko(22+y*)+v(z,y)+0(4)) € R? proximas a um ponto umbilico. Portanto,
como foi mostrado no Capitulo|3] a configuracao das linhas assintoticas proximas a origem
serd, genericamente, Lemon, Monstar ou Star. Tais configuracoes estao representadas na

Figura 3.1}

e Caso (2% —y%,0) :
Para simplicidade dos célculos, observe primeiramente que a mudanca de coordenadas
(z,y) =~ ((x +y)/2, (x — y)/2) leva a forma quadrética x> — y? na forma zy.

Neste caso, entao, a imersao a pode ser escrita da forma

a(,y) = (x,y, 2y + O3),v(x,y) + O(4)),

onde v(z,y) = box+byx?y+boxy® +bsy>. E possivel, realizando mudancas de coordenadas
lineares similares as da demonstracao da Proposicao reduzir v(x,y) para a forma
23 + bia?y + boxy® + 2, desde que by e bs sejam nao nulos.

Com esta parametrizacio, os coeficientes A, B e C' da EDB (4.3) sdo dados por

A = —vy, = —(6y + 2bex),
B =0,

C = vy = 6 + 2b1y.
Portanto, o 1-jato da EDB (4.3)), se escreve como
— (6y + 2byx)dy* + 62 + 2byydr* = 0. (4.6)

Calculando a cubica ¢ e a quadratica «;, descritas na demonstracao da Proposicao

2.2]obtemos
d(p) = —=2(3p* —bop® —bip—6) e a1(p) = —4p(3p+ b).

Com isso, obtemos que, genericamente, ¢ e a; ndo tém raizes em comum, portanto, segue

da Proposigao 2.3] que a EDB (4.6)) se escreve como

ydy? + 2(byx + boy)dady % ydy® = 0.
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Finalmente, nao é dificil ver que o discriminante da equagao é formado por um par
de curvas transversais, assim, genericamente, a EDB (4.6]) ¢ topologicamente equivalente
a

ydy® + 2(byx + bay)dady + ydy* = 0.

Estes casos sao estudados na se¢io [2.3] onde obtemos as configurages destas EDBs.

Podemos, entao, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2. As linhas assintdticas em pontos parabolicos de uma superficie M em R*

tém genericamente as sequintes configuracoes:
1. Fora dos pontos umbilicos:

(a) Uma familia de cispides, ver Figura[1.3;

(b) Um né/sela/foco dobrados, ver Figura|[l.5

2. Nos pontos umbilicos:

(¢) Lemon, Monstar ou Star, ver Figura [2.6]

(d) como na Figura[2.7



Conclusoes

Nesta dissertagao fizemos uma introdugao as equagoes diferenciais binarias (EDBs),
apresentando as principais definicbes e resultados utilizadas no trabalho. Apresentamos
também resultados que classificam as EDBs do tipo I e suas principais formas normais.
Para as EDBs do tipo Morse Il estudamos duas técnicas para tratar da classificacao de
tais equacoes, a saber, a técnica do blow-up de singularidades e a técnica do levantamento
do campo de direcoes. Munido dessas duas técnicas abordamos o problema de reduzir as
EDBs do tipo II para as formas normais.

Utilizando os resultados obtidos na classificacao das EDBs estudamos o comporta-
mento das linhas de curvatura em superficies no R® proximas a um ponto umbilico e
vimos as possiveis configuracoes para tais curvas integrais. Outra aplicacao foi o estudo
das linhas assintoticas de superficies no R*, para tal, introduzimos resultados de geome-
tria diferencial de superficies em R?* e em seguida estudamos o comportamento das linhas
assintoticas em pontos parabdlicos de superficies em R*.

Para a realizacao deste trabalho foi necessario o uso do software Maple para uma
grande parte das contas apresentadas aqui e do software ODEinR2 [I8] no auxilio das

configuragoes das EDBs.
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