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Resumo

Nesta dissertação estudamos a classi�cação topológica local das curvas integrais da

equação diferencial binária (EDB)

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0

quando os coe�cientes não se anulam simultaneamente na origem e quando os coe�cientes

se anulam simultaneamente na origem e a função discriminante δ = b2 − ac tem uma

singularidade de Morse. Além disso, usamos esta classi�cação para o entendimento das

linhas de curvatura de superfícies em R3 próximas a um ponto umbílico e o entendimento

das con�gurações topológicas das linhas assintóticas em pontos parabólicos de superfícies

em R4.

Palavras�chave: Equações diferenciais binárias, Geometria diferencial, Linhas de cur-

vatura, Linhas assintóticas, Superfícies em R4.
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Abstract

In this dissertation we study the local topological classi�cation of the integral curves

of the binary di�erential equation (BDE)

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0

when the coe�cients do not vanish simultaneously at the origin and when the coe�cients

vanish simultaneously at the origin and the discriminant function δ = b2−ac has a Morse

singularity. Furthermore, we use this classi�cation to understand the lines of curvature

at umbilic points on a surface in R3 and to understand the topological con�gurations of

asymptotic lines at a parabolic point on a surface in R4.

Keywords: Binary di�erential equations, Di�erential geometry, Principal lines, Asymp-

totic lines, Surfaces in R4.
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Introdução

Uma equação diferencial implícita é uma equação da forma

F (x, y, dy/dx) = 0,

onde F : R3 → R é uma função suave. A classi�cação de campo de vetores genéricos e

campos de direções, a menos de difeomor�smos e homeomor�smos, é devido a Poincaré,

Seigel, Hartman e Grossman. A classi�cação local de campos direcionais multi-valuados

genéricos no plano foi feita por Thom, Dara, Davydov entre outros. Singularidades de

equações implícitas de primeira ordem foram escolhidas como tema de uma competição

patrocinada pelo Rei Oscar II da Suécia em 1885. Um dos quatro tópicos envolvia en-

contrar formas normais de uma equação em uma vizinhança de um ponto singular. Em

1932, Cibrario obteve a primeira dessas formas, (dy/dx)2 = x, na vizinhança de um ponto

singular regular de uma equação implícita. Posteriormente Dara redescobriu esta forma

normal e mostrou que os pontos singulares não regulares de uma equação implícita po-

dem ser divididos em cinco tipos, a saber: selas dobradas, nós dobrados, focos dobrados

e pontos elípticos e hiperbólicos.

O foco de estudo desta dissertação são as equações diferenciais binárias. Uma equação

diferencial binária (EDB) é uma equação diferencial implícita escrita localmente, em um

aberto U ⊂ R2, como

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (1)

onde os coe�cientes a, b e c (chamados de coe�cientes da EDB (1)) são funções reais e

suaves em U. As EDBs são muito estudadas e têm aplicações em geometria diferencial,

equações diferenciais parciais e teoria de controle.
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Para cada EDB de�nimos a função discriminante δ = b2−ac e o conjunto discriminante

∆ = {(x, y) ∈ U : δ(x, y) = 0}.

A EDB de�ne duas direções em pontos onde δ > 0, uma direção em pontos de ∆ e não

de�ne direções em pontos onde δ < 0.

Neste trabalho dividimos as EDBs em dois grupos: as equações cujos coe�cientes

não se anulam simultaneamente em ponto algum de U , estas são chamadas EDBs do

tipo I e as equações cujos coe�cientes se anulam simultaneamente em algum ponto, estas

são chamadas do tipo II. O problema de encontrar a forma normal de uma EDB é um

problema central no estudo das mesmas. No caso das EDBs do tipo I é utilizado a

teoria de redução formal de campos vetoriais, desenvolvida por Poincaré, que consiste em

aniquilar sucessivamente todos os termos de grau maior ou igual a 2 da equação. Este

processo pode, no entanto, não convergir. É mostrado em [5] que uma certa classe de

EDBs do tipo I possui como con�guração das linhas integrais uma família de cúspides em

pontos regulares do discriminante e uma sela/nó/foco dobrados em pontos singulares do

discriminante, como mostrado na Figura 1.

Figura 1: Da esquerda para direita: família de cúspides, sela dobrada, nó dobrado e foco

dobrado.

Para o estudo das EDBs do tipo II, um dos meios de encontrar os modelos topológicos

é considerar o blow-up de singularidades de EDBs. Guiñez [13] utilizou esta técnica em

EDBs onde o discriminante são pontos isolados, chamadas por ele de equações quadráticas

positivas. Porém, é mostrado em [20] que esta técnica pode ser estendida para lidar com

EDBs mais gerais. Outro meio de encontrar modelos topológicos das EDBs do tipo II é

o chamado levantamento do campo de direções, que consiste basicamente em de�nir uma
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superfície M associada à EDB e um campo de direções ξ em M tal que a projeção das

curvas integrais de ξ sejam as curvas integrais da EDB.

Entre as EDBs do tipo II, é de nosso interesse estudar aquelas em que a função δ

tem uma singularidade do tipo Morse. Esta condição garante que a superfície M seja

suave. Este tipo de equação aparece no estudo das linhas de curvatura de superfícies em

R3. Suas con�gurações são determinadas por uma EDB, cujos coe�cientes dependem das

primeira e segunda formas fundamentais da superfície. As con�gurações das linhas de

curvatura próximas aos pontos umbílicos foram descobertas por Darboux. Sob condições

genéricas na terceira derivada ele encontrou três tipos,D1,D2 eD3, chamados de umbílicos

Darbouxianos. Tais con�gurações são ilustradas na Figura 2.

D1 D2 D3

Figura 2: Umbílicos Darbouxianos.

Outra situação em que as EDBs aparecem é no estudo das linhas assintóticas de

superfícies em R4. A equação das linhas assintóticas é uma EDB que depende apenas

dos coe�cientes da segunda forma fundamental da superfície. É mostrado em [7] que,

em pontos parabólicos, a equação das linhas assintóticas é equivalente à uma EDB do

tipo I e, portanto, tem uma das con�gurações apresentadas na Figura 1. Já em pontos

umbílicos esta equação é equivalente à uma EDB do tipo II e suas con�gurações são as

mesmas estudadas, na sua maioria, por Farid e por Bruce em [4].

Esta dissertação se apresenta como segue:

No capítulo 1 apresentamos uma introdução às equações diferenciais implícitas e às

equações diferenciais binárias. Apresentamos também as formas normais das EDBs do
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tipo I.

No capítulo 2 apresentamos duas técnicas para o estudo das EDBs, o blow-up de

singularidades e o levantamento do campo de direções. Utilizando essas técnicas obtemos

as formas normais das EDBs do tipo II cujo discriminante tem uma singularidade de

Morse.

No capítulo 3 aplicamos estes estudos para obter o comportamento topológico das

linhas de curvatura de superfícies em R3 próximas aos pontos umbílicos.

No capítulo 4 apresentamos uma introdução à geometria diferencial de superfícies

em R4, estudando, por exemplo, a elipse de curvatura. Veremos que, essencialmente,

a geometria de segunda ordem destas superfícies em um ponto p será governada por

esta elipse e por sua posição relativamente à origem no plano normal à superfície em p.

Além disso, utilizamos os estudos dos capítulos anteriores para obter o comportamento

topológico das linhas assintóticas de superfícies em R4.

Em toda esta dissertação, estamos considerando conhecidos as nomenclaturas e resul-

tados básicos utilizados na teoria de singularidades e na geometria diferencial, tais como:

singularidade de Morse, k-jato, linhas de curvatura, etc. Excelentes referências para esses

assuntos são [8] e [10].



Capítulo 1

Equações Diferenciais Binárias

Neste capítulo apresentaremos as equações diferenciais implícitas e um caso particular

das mesmas; as equações diferenciais binárias. Além disso, estudaremos a classi�cação

topológica local das curvas soluções para uma classe de equações diferenciais binárias,

com esta �nalidade apresentaremos as formas normais para tal classe. Equações diferen-

ciais implícitas aparecem em diversos ramos da matemática, em particular na geometria

diferencial de superfícies em R3 e R4.

Uma equação diferencial implícita (EDI) é qualquer equação da forma

F (x, y, p) = 0, (1.1)

onde F é uma função suave nas variáveis x, y e p = dy/dx.

Uma curva integral de (1.1) é uma curva suave

α : (−1, 1) −→ R2

t 7−→ (α1(t), α2(t)),

tal que β(t) = (α1(t), α2(t), α
′
2(t)/α

′
1(t)) é uma solução da equação (1.1), ou seja,

F (β(t)) = 0, para todo t ∈ (−1, 1). Se Fp é diferente de zero em algum ponto (x0, y0, p0)

segue do Teorema da Função Implícita que a equação (1.1) reduz-se, numa vizinhança do

ponto (x0, y0), a uma equação ordinária da forma

dy

dx
= g(x, y).

5
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Assim, para cada valor de p tal que F (x, y, p) = 0 e Fp(x, y, p) 6= 0 obtemos uma curva

integral que passa pelo ponto (x0, y0). Portanto, uma EDI pode ser pensada como uma

superposição de equações diferenciais ordinárias e determinará, geralmente, várias curvas

integrais por um ponto dado no plano.

Uma EDI é chamada Equação Diferencial Binária (EDB) se existem no máximo

duas direções para cada ponto do plano. Neste trabalho estudaremos as EDBs da forma

(a, b, c) = a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (1.2)

onde a, b e c são funções suaves em um aberto U ⊂ R2.

De�nição 1.1. A partir da equação (1.2) de�nimos a função

δ(x, y) = b2(x, y)− a(x, y)c(x, y),

chamada função discriminante da EDB, e o conjunto discriminante

∆ = {(x, y) ∈ U : δ(x, y) = 0}.

A equação (1.2) de�ne um par de direções em cada ponto (x, y) ∈ U onde δ(x, y) > 0 e

não existem direções em pontos onde δ(x, y) < 0. Além disso, as duas direções coincidem

sobre o conjunto ∆, desde que os coe�cientes da equação (1.2) não se anulem simultane-

amente no ponto. Nesses pontos, toda direção é uma solução de (1.2).

As soluções da equação (1.2) determinam um par de folheações Fi, i = 1, 2, na região

δ > 0. Neste trabalho, a con�guração das soluções de (1.2) é formada pela terna

{F1,F2, δ}. Em todas as con�gurações apresentadas nesta dissertação, desenhamos uma

folheação em vermelho e a outra em azul, e o discriminante na cor preta.

De�nição 1.2. Uma EDB em que os coe�cientes não se anulam simultaneamente em

ponto algum é chamada do tipo I e uma EDB em que os coe�cientes se anulam em

algum ponto é chamada do tipo II.

De�nição 1.3. Duas equações diferenciais binárias são chamadas topologicamente

equivalentes se existir um homeomor�smo local do plano que leva a con�guração de

uma delas na outra.
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1.1 Formas normais das EDBs do tipo I

Consideramos aqui as EDBs da forma

w = (a, b, c) = a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (1.3)

onde a, b e c são funções suaves que não se anulam simultaneamente em (0, 0).

O estudo desse tipo de equação é feito em [5]. A teoria de redução formal de campos

vetoriais para uma forma normal foi desenvolvida por Poincaré. O método de Poincaré

consiste em anular sucessivamente os termos de ordem k (k ≥ 2) da equação.

Apresentamos aqui uma breve introdução deste método. Primeiramente vamos come-

çar com uma mudança de coordenadas linear na tentativa de anular alguns dos termos

constantes das funções a, b e c.

Considere a EDB (1.3). Denotemos os termos constantes de a, b e c por A, B e C,

respectivamente.

A mudança de coordenadas

x = αX + βY

y = γX + δY,

onde α, β, γ e δ são números reais e αδ − βγ 6= 0, tal que

dx = αdX + βdY

dy = γdX + δdY,

leva a uma nova EDB com termos constantes A′, B′ e C ′ tais que

A′ = Aδ2 + 2Bβδ + Cβ2

B′ = Aγδ +B(αδ + βγ) + Cαβ

C ′ = Aγ2 + 2Bαγ + Cα2.

Podemos escrever as igualdades acima, na forma matricial, da seguinte forma: δ β

γ α

 A B

B C

 δ γ

β α

 =

 A′ B′

B′ C ′

 .
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De�na a seguinte relação: sejam A,B matrizes simétricas 2× 2, então A está relacio-

nada com B, ou A ∼ B, se, e somente se, existe S, matriz inversível 2× 2, tal que

SAST = B.

Lema 1.1. A relação acima é uma relação de equivalência no conjunto das matrizes

simétricas 2× 2.

Demonstração:

Sejam A,B,C matrizes simétricas 2× 2.

� Re�exiva: IAIT = AI = A, assim, A ∼ A.

� Simétrica: se A ∼ B, então existe S, matriz inversível 2× 2, tal que

SAST = B.

Assim

A = S−1B(ST )−1 = S−1B(S−1)T ,

ou seja, B ∼ A.

� Transitiva: se A ∼ B e B ∼ C então existem S, T, matrizes inversíveis 2 × 2, tais

que

SAST = B e TBT T = C.

Logo

C = T (SAST )T T = TSA(TS)T

e portanto A ∼ C.

Temos então que a relação ∼ é re�exiva, simétrica e transitiva e, portanto, é uma

relação de equivalência.

�
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Em [8] temos a Lei de inércia de Sylvester que garante a existência de seis classes de

equivalência com respeito a essa relação, sendo elas: 1 0

0 1

 ,

 1 0

0 −1

 ,

 −1 0

0 −1

 ,

 1 0

0 0

 ,

 −1 0

0 0

 e

 0 0

0 0

 .

Assim, existe uma transformação de coordenadas que transforma a expressão que de�ne

a parte constante da EDB (1.3) em uma das seguintes formas:

dy2 + dx2 , dy2 − dx2 , dy2 ou 0,

uma vez que podemos multiplicar por uma constante não nula.

Daqui em diante iremos apresentar, sem demonstração, os teoremas que nos dão as

formas normais das EDBs do tipo I. As demonstrações podem ser encontradas em [5].

Proposição 1.1. (Forma inicial dy2 ± dx2)

Suponha que a EDB tenha parte constante dy2 ± dx2 = 0. Então, para todo k ≥ 1,

podemos fazer uma mudança de coordenadas tal que a nova EDB tenha o k-jato dado por

dy2 ± dx2 = 0.

As con�gurações topológicas das EDBs dy2 ± dx2 = 0 estão representados na Figura

1.1.

w = (1, 0, 1) w = (1, 0,−1)

Figura 1.1: Con�gurações topológicas das EDBs dy2 +dx2 = 0 (esquerda) e dy2−dx2 = 0

(direita).

Em EDBs com termo constante dy2, todavia, não podemos sempre cancelar todos os
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k-jatos. É mostrado em [5] que a forma inicial dy2 é levada aos seguintes representantes

no espaço dos 1-jatos:

dy2 + xdx2 , dy2 − ydx2 , dy2.

O caso dy2 + xdx2 é estudado como os casos anteriores e enunciamos os seguintes

teoremas, que omitiremos as demonstrações.

Proposição 1.2. Suponha que a EDB tenha 1-jato dado por dy2 +xdx2 = 0. Então, para

todo k ≥ 1, podemos fazer uma mudança de coordenadas tal que a nova EDB tenha o

k-jato dado por dy2 + xdx2 = 0.

A con�guração topológica da EDB dy2 + xdx2 = 0 está representado na Figura 1.2.

w = (1, 0, x)

Figura 1.2: Con�guração topológica da EDB dy2 + xdx2 = 0.

O caso dy2 − ydx2 é também estudado em [5]. Este caso é um pouco mais com-

plicado. Se prosseguirmos como nos casos anteriores temos problemas para eliminar os

termos da forma (0, 0, xk) e temos que o 2-jato da nossa EDB pode ser reduzido para

dy2 + (−y + λx2)dx2 = 0.

Para prosseguirmos precisamos de novas técnicas que fogem do escopo deste trabalho.

Apresentamos, porém, o resultado sobre a forma normal dy2 − ydx2.

Proposição 1.3. Para quase todos os valores de λ, a EDB com 2-jato dy2 + (−y +

λx2)dx2 = 0 é topologicamente equivalente a dy2 + (−y + λx2)dx2 = 0.
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Nos casos das EDBs dy2 + (−y + λx2)dx2 = 0, as con�gurações topológicas variam

conforme o λ muda. A técnica usada para entender cada con�guração é o levantamento do

campo de direções, que será estudada na seção 2.2. Neste caso, as EDBs têm con�gurações

topológicas constantes para λ < 0, 0 < λ < 1/16 e λ > 1/16. A Figura 1.3 mostra essas

con�gurações para λ = −1, λ = 1/32 e λ = 1.

(1, 0,−y − x2) (1, 0,−y + 1/32x2) (1, 0,−y + x2)

Figura 1.3: Con�gurações topológicas das EDBs dy2 + (−y − x2)dx2 = 0 (esquerda),

dy2 + (−y + 1/32x2)dx2 = 0 (centro) e dy2 + (−y + x2)dx2 = 0 (direita).

Observação 1.1. As con�gurações topológicas da Figura 1.3 são chamados, respectiva-

mente, da esquerda para a direita, de sela dobrada, nó dobrado e foco dobrado.

Nos casos onde λ = 0 ou λ = 1/16 temos singularidades mais degeneradas e esses casos

são tratados em [3]. As con�gurações topológicas, nesse caso, são mostradas na Figura

1.4.

(1, 0,−y + x3) (1, 0,−y + 1/16x2)

Figura 1.4: Con�gurações topológicas de singularidades degeneradas das EDBs

dy2 + (−y + x3)dx2 = 0 (esquerda) e dy2 + (−y + 1/16x2)dx2 = 0 (direita).



Capítulo 2

EDBs do tipo II

Neste capítulo consideramos uma EDB

w = (a, b, c) = a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (2.1)

onde a, b, c são funções suaves, de�nidas em um aberto U contendo a origem e que se

anulam em (x, y) = (0, 0).

Trataremos da classi�cação topológica local das curvas integrais da EDB (2.1) quando

a função discriminante δ = b2 − ac tem uma singularidade de Morse na origem e chama-

remos este caso de EDB do tipo Morse II. Apresentamos nesta dissertação duas técnicas

principais para tratar desse problema, a técnica do blow-up de singularidades e a técnica

do levantamento do campo de direções. Nas duas seções seguintes faremos uma exposição

destas técnicas, para depois utilizá-las na classi�cação das EDBs (2.1).

2.1 Blowing-up de singularidades de EDBs

Um meio de proceder na busca por modelos topológicos das EDBs do tipo II é o blow-up

direcional das singularidades da EDB. Guíñez, em [13], utilizou esse método em casos

onde o discriminante das EDBs é um ponto isolado, chamadas equações diferenciais qua-

dráticas positivas. Contudo, foi mostrado em [19] e em [20] que a técnica de Guíñez pode

ser estendida para lidar com EDBs mais gerais, como, por exemplo, os casos em que o

discriminante é formado por um par de curvas suaves transversais.

12
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Mostramos aqui como o método funciona no caso onde o 1-jato da equação (2.1) é

dado por j1w = (y, (b2 − 1)x + b2y, y) = 0. Essa escolha fará mais sentido na próxima

seção, onde estudaremos EDBs desta forma.

Sejam Fi(w), i = 1, 2, as folheações associadas à EDB 2.1, as quais são tangentes ao

campo vetorial

a
∂

∂u
+ (−b+ (−1)i

√
b2 − ac) ∂

∂v
.

Se ψ é um difeomor�smo do plano real e λ(x, y) é uma função real não nula, foi mostrado

em [13] que, para i = 1, 2, temos as seguintes a�rmações:

1. ψ(fi(w)) = fi(ψ
∗(w)), se ψ preserva orientação;

2. ψ(fi(w)) = f3−i(ψ
∗(w)), se ψ reverte orientação;

3. fi(λw) = fi(w), se λ(x, y) é positivo;

4. fi(λw) = f3−i(w), se λ(x, y) é negativo,

onde ψ∗ é a inversa de ψ.

Escrevemos então

w = (y +M1(x, y), (b2 − 1)x+ b2y +M2(x, y), y +M3(x, y)),

onde Mi(x, y) são funções suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional

x = u, y = uv. (2.2)

Obtemos então uma nova EDB, que denotaremos por w0, com coe�cientes

a = u2(uv +M1(u, uv)),

b = uv(uv +M1(u, uv)) + u((b2 − 1)u+ b2uv +M2(u, uv)),

c = v2(uv +M1(u, uv)) + 2v((b2 − 1)u+ b2uv +M2(u, uv)) + uv +M3(u, uv).

Podemos escrever (a, b, c) = u(u2A1, uB1, C1) tal que

A1 = v + uN1(u, v),

B1 = v2 + b2v + b2 − 1 + u(N2(u, v) + vN1(u, v)),

C1 = v(v2 + 2b2v + 2b2 − 1) + u(v2N1(u, v) + 2vN2(u, v) +N3(u, v)),
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onde Mi(u, uv) = u2Ni(u, v), i = 1, 2, 3.

A forma quadrática w1 = (u2A1, uB1, C1) pode ser decomposta em duas 1−formas

associadas aos campos de vetores

Xi = u2A1
∂

∂u
+ (−uB1 + (−1)i

√
u2(B2

1 − A1C1))
∂

∂v
, i = 1, 2.

Podemos fatorar u em Xi e considerar os campos de vetores

Yi = uA1
∂

∂u
+ (−B1 + (−1)i

√
B2

1 − A1C1)
∂

∂v
, i = 1, 2.

Na forma de sistema, temos

Y1 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 −
√
B2

1 − A1C1,
Y2 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 +
√
B2

1 − A1C1.

A transformação (2.2) preserva orientação se u > 0 e reverte orientação se u < 0.

Como fatoramos o termo u duas vezes, temos que Y1 corresponde à folheação F1 de w se

u > 0 e à folheação F2 se u < 0; enquanto Y2 corresponde à folheação F2 de w se u > 0 e

à folheação F1 se u < 0.

Estudaremos, então, os campos vetoriais Yi em uma vizinhança da reta u = 0, e fare-

mos o �blow-down� para obtermos as con�gurações das curvas integrais da EDB original.

2.2 Levantamento do Campo de Direções

Recordamos que as funções a, b e c se anulam simultaneamente na origem.

Outro modo de estudarmos os modelos topológicos das EDBs é o método do levanta-

mento do campo de direções. O método do levantamento do campo consiste em desdobrar

uma EDB em uma simples EDO sobre um espaço mais complicado.

Considere a EDB 2.1 e o espaço R2 × RP 1, onde RP 1 representa o espaço projetivo.

Escolhendo uma carta a�m em RP 1, dada por p = dy/dx, localmente em R3 considere a

superfície

M = {(x, y, p) ∈ R2 × RP 1 : F = a(x, y)p2 + 2b(x, y)p+ c(x, y) = 0}, (2.3)
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onde

a(x, y) = a1x+ a2y + o(2), b(x, y) = b1x+ b2y + o(2) e c(x, y) = c1x+ c2y + o(2).

Observação 2.1. Os símbolos o(n) representam os termos de ordem superior de uma

dada expressão, e somente dessa expressão. Por exemplo, no caso anterior, o o(2) de

a(x, y) não é igual ao o(2) de b(x, y).

Observe que 0× RP 1 ⊂M. Esse conjunto será denotado por �bra excepcional.

Poderíamos também ter escolhido uma carta a�m em RP 1, dada por q = dx/dy e

considerado a superfície

N = {(x, y, q) ∈ R2 × RP 1 : G = a+ 2bq + cq2 = 0},

neste caso teríamos resultados análogos.

Juntamente com a superfície M obtemos a projeção natural

π : M −→ R2

(x, y, p) 7−→ (x, y)

que projeta uma EDO de�nida sobre M em uma EDB de R2 e que, como mostra a

Proposição 2.1, deixa de ser um difeomor�smo local em π−1(∆).

De�nição 2.1. O criminante da EDB (2.1) é o fecho do conjunto π−1(∆) \ 0× RP 1.

Proposição 2.1. a) A superfície M dada em (2.3) é suave em uma vizinhança de

0 × RP 1 se, e somente se, a função discriminante δ tem uma singularidade de

Morse.

b) A projeção π : M → R2 é um difeomor�smo local fora de π−1(∆), onde ∆ é o

conjunto discriminante.

Demonstração:

a) A função Fp = ∂F/∂p = 2ap+ 2b é identicamente nula em 0× RP 1.
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Em uma vizinhança de 0×RP 1, M será suave se, e somente se, 0 for valor regular de

F . Assim, M deixa de ser suave em uma vizinhança de 0× RP 1 se, e somente se,

∂F

∂x
(0, 0, p) = a1p

2 + 2b1p+ c1 e

∂F

∂y
(0, 0, p) = a2p

2 + 2b2p+ c2

forem simultaneamente nulas para algum p.

A matriz de Sylvester desses dois polinômios é dada por

A =


a1 2b1 c1 0

a2 2b2 c2 0

0 a1 2b1 c1

0 a2 2b2 c2

 .

Logo, o resultante de ∂F/∂x(0, 0, p) e ∂F/∂y(0, 0, p) é

R = det(A) = (c2a1 − c1a2)2 − 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2). (2.4)

Portanto, p é solução dos dois polinômios somente quando

R = (c2a1 − c1a2)2 − 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2) = 0.

Por outro lado, a função discriminante é dada por

δ = b2 − ac = (b1x+ b2y + o(2))2 − (a1x+ a2y + o(2))(c1x+ c2y + o(2)).

Depois de alguns cálculos chegamos que

δ = b2 − ac = (b21 − c1a1)x2 + (2b1b2 − c2a1 − c1a2)xy + (b22 − c2a2)y2 + o(3). (2.5)

Como δx(0, 0) = 0 e δy(0, 0) = 0, a função discriminante possui uma singularidade na

origem, esta singularidade será de Morse quando o determinante da matriz Hessiana de

δ, neste ponto, é diferente de zero. Temos que

det(Hessδ(0, 0)) = 4(b21 − a1c1)(b22 − c2a2)− (2b1b2 − c2a1 − c1a2)2

= 4(b2a1 − b1a2)(c2b1 − c1b2)− (c2a1 − c1a2)2

= −R.

(2.6)
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Assim, δ tem uma singularidade de Morse na origem se, e somente se, R = 0. Portanto,

M será suave em uma vizinhança de {0}×RP 1 se, e somente se, δ tem uma singularidade

de Morse na origem.

b) A projeção π não é um difeomor�smo local nos pontos (x, y, p) onde Fp(x, y, p) = 0,

isto é, quando F = Fp = 0, isto quer dizer que o plano tangente à superfície M é vertical.

É fácil ver que F = Fp = 0 se, e somente se, b2 − ac = 0, que é precisamente π−1(∆).

�

Assumindo a superfícieM suave podemos fazer a seguinte construção. Em cada ponto

(x, y, p) de M podemos escolher uma direção tangente a M que se projeta sobre uma reta

por (x, y) com direção p. Explicitamente, seja (x, y) um ponto de uma curva solução cuja

direção tangente é p, o plano que passa por esta reta tangente e é paralelo ao eixo p é

chamado de plano de contato. O plano tangente à superfície M num ponto (x, y, p) é

diferente do plano de contato sempre que Fp 6= 0, assim podemos dizer que a intersecção

desses planos é uma reta. Logo, os planos tangentes e os planos de contato em todos

os pontos vizinhos se interceptam segundo retas, dando origem assim a um campo de

direções, que é tangente à superfície M e determina uma EDO nesta superfície.

De�nição 2.2. Um campo vetorial ξ sobre a superfície M é chamado de levantamento

da EDB (2.1) se, e somente se, dπ(ξ)(x, y, p) é um vetor de direção p. Quando ξ é, além

disso, um campo tangente à superfície M , dizemos que ξ é um levantamento adequado

sobre M .

Proposição 2.2. (a) O campo vetorial

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p

é um levantamento adequado sobre M do campo bivaluado em U . Esse campo é

chamado de Lie-Cartan.

(b) O campo vetorial ξ tem genericamente um ou três zeros em 0 × RP 1. Estes zeros

são do tipo nó ou sela.
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Demonstração:

(a) Seja

ξ = A
∂

∂x
+B

∂

∂y
+ C

∂

∂p

um campo vetorial. O campo ξ é um levantamento adequado se ele é tangente à superfície

M e dπ(ξ)(x, y, p) é um vetor de direção p. Como π(x, y, p) = (x, y) segue que

dπ(ξ)(x, y, p) = A
∂

∂x
+B

∂

∂y
,

portanto p = B/A. A condição de tangência do campo ξ em M é dada por AFx+pAFy +

CFp = 0. Tomando A = 1, obtemos

C =
−(Fx + pFy)

Fp
.

Multiplicando o campo ξ por Fp, segue que

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p
.

O item (a) está provado.

(b) Os zeros do campo ξ são dados pelo anulamento de F , Fp e Fx + pFy. Quando

F = Fp = 0 temos que b2− ac = 0, e isto determina a imagem inversa de ∆ pela projeção

π em 0×RP 1. Assim os zeros do campo ξ são dados pelos zeros de (Fx+pFy) em 0×RP 1,

ou seja, por (Fx + pFy)(0, 0, p) = 0. Esta equação é uma cúbica em p dada por

φ(p) = a2p
3 + (2b2 + a1)p

2 + (2b1 + c2)p+ c1.

Genericamente podemos escolher ai, bi, ci, i = 1, 2, 3, em um conjunto aberto e denso de

R6, que é o complementar do conjunto de�nido pelo anulamento de φ e φ′ simultanea-

mente, de forma que a cúbica φ tenha uma ou três raízes reais distintas. Procuramos

agora a natureza dos correspondentes zeros de ξ. Para isto, é necessário analisar os au-

tovalores da linearização de ξ nestes pontos. Seja p1 uma raiz da cúbica φ. Escrevendo o

campo ξ na forma de sistema obtemos

ξ =


x′ = Fp = 2ap+ 2b

y′ = pFp = 2ap2 + 2bp

p′ = −(Fx + pFy) = −φ(p) .
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A linearização do campo ξ em (0, 0, p1) é dada por

dξ(0, 0, p1) =


2(a1p1 + b1) 2(a2p1 + b2) 0

2p1(a1p1 + b1) 2p1(a2p1 + b2) 0

0 0 −φ′(p1)

 .

Os autovalores desta matriz são dados por

λ1 = 0, λ2 = −φ′(p1) e λ3 = α1(p1) = 2(a2p
2
1 + (a1 + b2)p1 + b1).

Como p1 não é uma raiz repetida de φ, segue que φ′(p1) 6= 0, logo, λ2 6= 0. Genericamente

α1 e φ não possuem raízes comuns, assim α1(p1) 6= 0, logo, λ3 6= 0. Dessa forma, se

λ2 · λ3 > 0, temos que o zero do campo é um nó, e se λ2 · λ3 < 0, temos que o zero do

campo é uma sela. Portanto, os zeros do campo ξ sobre 0× RP 1 são nós ou selas.

�

Observação 2.2. (a) A �bra excepcional 0 × RP 1 ⊂ π−1(∆) é uma curva integral de

ξ.

(b) A projeção π das curvas integrais do campo ξ são as soluções da EDB (2.1), com

p = dy/dx 6= 0.

(c) Se considerarmos a carta a�m em RP 1 com q = dx/dy, as idéias e conclusões

seriam análogas e o campo vetorial dado por

ψ = qGq
∂

∂x
+Gq

∂

∂y
− (qGx +Gy)

∂

∂q
(2.7)

seria um levantamento adequado sobre N .

(d) O criminante da EDB (2.1) é dado pelo conjunto

{ (x, y, p) ∈M | F (x, y, p) = Fp(x, y, p) = 0 } .

2.3 Formas normais das EDBs do tipo II

Prosseguimos então no estudo dos modelos topológicos das EDBs do tipo II. Daqui em

diante consideraremos a EDB

w = (a, b, c) = a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (2.8)
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onde

a(x, y) = a1x+ a2y + o(2), b(x, y) = b1x+ b2y + o(2) e c(x, y) = c1x+ c2y + o(2).

Associados à EDB (2.8), temos a cúbica φ e a quadrática α1, dadas por

φ(p) = a2p
3 + (2b2 + a1)p

2 + (2b1 + c2)p+ c1

α1(p) = 2(a2p
2 + (a1 + b2)p+ b1),

apresentadas na demonstração da Proposição 2.2.

Primeiramente reduziremos as EDBs para suas formas normais, dependendo dos po-

linômios φ e α1. Reduzir uma EDB consiste em encontrar uma forma normal que seja

topologicamente equivalente à ela. A Proposição 2.3 a seguir nos dá formas normais para

o 1-jato das EDBs do tipo II.

2.3.1 Redução formal das EDBs

Primeiramente demonstraremos um lema que será necessário para a demonstração da

Proposição 2.3.

Lema 2.1. Se p é simultaneamente uma raiz de multiplicidade 2 da cúbica φ e uma

raiz da quadrática α1, então a superfície M não é regular em (0, 0, p), ou seja, a função

discriminante δ tem uma singularidade pior que Morse.

Demonstração:

Seja

L = (a1x+ a2y)dy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + (c1x+ c2y)dx2

a expressão que de�ne a parte linear da EDB (2.8). A mudança de coordenadas linear

dada por

x = αX + βY

y = γX + δY

nos fornece uma nova EDB com parte linear

AdY 2 + 2BdXdY + CdX2 = 0,
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onde A = A1X + A2Y, B = B1X +B2Y e C = C1X + C2Y, tais que

A1 = δ2(αa1 + γa2) + 2δβ(αb1 + γb2) + β2(αc1 + γc2)

A2 = a2δ
3 + (2b2 + a1)δ

2β + (2b1 + c2)δβ
2 + c1β

3

B1 = γδ(αa1 + γa2) + (αδ + γβ)(αb1 + γb2) + αβ(αc1 + γc2)

B2 = γδ(βa1 + δa2) + (αδ + γβ)(βb1 + δb2) + αβ(βc1 + δc2)

C1 = a2γ
3 + (2b2 + a1)γ

2α + (2b1 + c2)γα
2 + c1α

3

C2 = γ2(βa1 + δa2) + 2γα(βb1 + δb2) + α2(βc1 + δc2).

Temos que C1 = α3φ(γ/α). Como φ é uma cúbica, φ tem pelo menos uma raiz, que

chamamos de p1. De�na γ = αp1. Temos, então, que C1 = 0. Podemos, desta forma,

considerar uma nova EDB. Por abuso de notação, consideraremos a nova EDB com as

mesmas variáveis e parâmetros da EDB original

(a1x+ a2y)dy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + (c2y)dx2 = 0. (2.9)

Neste caso, temos que os polinômios α1 e φ são dados por

α1(p) = a2p
2 + (a1 + b2)p+ b1, φ(p) = a2p

3 + (2b2 + a1)p
2 + (2b1 + c2)p.

As raízes de φ são

0,
−(2b2 + a1) +

√
(sb2 + a1)2 − (8a2b1 + 4a2c2)

2a2
e

−(2b2 + a1)−
√

(2b2 + a1)2 − (8a2b1 + 4a2c2)

2a2

e as raízes de α1 são

−(a1 + b2) +
√

(a1 + b2)2 − 4a2b1
2a2

,
−(a1 + b2)−

√
(a1 + b2)2 − 4a2b1

2a2
. (2.10)

Temos ainda que o discriminante de φ é

(2b1 + c2)
2((2b2 + a1)

2 − (8a2b1 + 4a2c2)).

O discriminante de φ ser zero nos garante que φ tem raiz repetida. Temos dois casos

a considerar
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(1) 2b1 + c2 = 0;

(2) (2b2 + a1)
2 − (8a2b1 + 4a2c2) = 0.

No caso (1), tomando c2 = −2b1, é fácil ver que as raízes de φ são

0, 0, −2b2 + a1
a2

.

A raiz λ = 0 é, então, a raiz repetida de φ. Segue de (2.10) que, se 0 for uma raiz de α1

obtemos facilmente que b1 = 0. Neste caso, ainda, o determinante da Hessiana da função

δ relativa a EDB (2.9) é dado por

det(Hδ(0, 0)) = −4b21(−2a2b1 + 2a1b2 + a21),

assim, se b1 = 0 a superfície M é não regular.

Finalmente, no caso (2), podemos tomar b1 = ((2b2 +a1)
2−4a2c2)/(8a2). Assim temos

que as raízes de φ são

0, −2b2 + a1
a2

, −2b2 + a1
a2

.

Portanto, para que −(2b2 + a1)/a2 seja raiz de α1 devemos ter

0 = α1

(
−2b2 + a1

a2

)
=

4b22 − a21 − 4a2c2
8a2

.

Por outro lado, o determinante da Hessiana da função δ relativa a EDB (2.9) é dado por

det(Hδ(0, 0)) =
−c2(4b22 − a21 − 4a2c2)

2

16a2

e, portanto, se −(2b2 + a1)/a2 é raiz de α1, então a superfície M é não regular. Temos

assim demonstrado o lema.

�

Proposição 2.3. Se M é regular, a expressão que de�ne o 1-jato dos coe�cientes da

EDB (2.8) pode ser reduzido, por mudanças de coordenadas lineares e multiplicação por

um fator não nulo a uma das formas normais a seguir:

(1) Se φ tem mais que uma raiz ou α1 e φ não têm raízes em comum:

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy ± ydx2.
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(2) Se α1 e φ têm uma raiz em comum e φ tem apenas uma raiz:

(x+ a2y)dy2 + ydx2, a2 >
1

4
.

Demonstração:

(1) Seja

L = (a1x+ a2y)dy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + (c1x+ c2y)dx2

a expressão que de�ne a parte linear da EDB (2.8). A mudança de coordenadas linear

x = αX + βY

y = γX + δY

nos fornece uma nova EDB com parte linear

AdY 2 + 2BdXdY + CdX2 = 0,

onde A = A1X + A2Y, B = B1X +B2Y e C = C1X + C2Y, tais que

A1 = δ2(αa1 + γa2) + 2δβ(αb1 + γb2) + β2(αc1 + γc2)

A2 = a2δ
3 + (2b2 + a1)δ

2β + (2b1 + c2)δβ
2 + c1β

3

C1 = a2γ
3 + (2b2 + a1)γ

2α + (2b1 + c2)γα
2 + c1α

3

C2 = γ2(βa1 + δa2) + 2γα(βb1 + δb2) + α2(βc1 + δc2).

Temos que C1 = α3φ(γ/α) e A2 = β3φ(δ/β), onde φ é a cúbica que nos dá os zeros

do campo levantado ξ em 0 × RP 1. φ tem pelo menos uma raiz, que chamamos de p1.

De�na γ = αp1. Temos, então, que C1 = 0. Além disso, temos que se δ = βp1, a matriz

da mudança de coordenadas tem determinante nulo, ou seja δ 6= βp1.

As expressões de A1 e C2 �cam:

A1 = α{(a2p1 + a1)δ
2 + 2(b2p1 + b1)δβ + (c2p1 + c1)β

2}

C2 = α2{(a1p21 + 2b1p1 + c1)β + (a2p
2
1 + 2b2p1 + c2)δ}.

• C2 é genericamente não nulo.
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De fato, como a1p21 + 2b1p1 + c1 = Fx(0, 0, p1) e a2p21 + 2b2p1 + c2 = Fy(0, 0, p1) (onde

F = ap+ 2bp+ c) não são simultaneamente zero (caso contrário a função discriminante é

degenerada), podemos assumir a2p21 + 2b2p1 + c2 6= 0 e assim, para zerar C2, colocamos

δ = −a1p
2
1 + 2b1p1 + c1

a2p21 + 2b2p1 + c2
β.

Mas, então, a matriz da mudança de coordenadas

(x, y) 7→
(
αX + βY, αp1X −

a1p
2
1 + 2b1p1 + c1

a2p21 + 2b2p1 + c2
βY

)
tem determinante

− αβ

a2p21 + 2b2p1 + c2
φ(p1) = 0.

Portanto, não podemos zerar C2.

• Podemos fazer A1 = 0.

De fato, A1 = 0 se, e somente se,

(a2p1 + a1)δ
2 + 2(b2p1 + b1)δβ + (c2p1 + c1)β

2 = 0.

Enxergando a expressão acima como um polinômio em função de δ/β sabemos que a

equação tem duas soluções, sendo uma delas δ/β = p1, que já descartamos. Uma outra

solução terá a forma δ/β = λ. Suponhamos agora que p1 é raiz dupla do polinômio, ou

seja, que p1 = λ. Então

p1 = − b2p1 + b1
a2p1 + a1

.

Equivalentemente

0 = a2p
2
1 + (b2 + a1)p1 + b1 =

1

2
α1(p1).

Se α1 e φ não têm raízes em comum, chegamos a uma contradição. Se φ tem mais

de uma raiz, temos duas situações: φ tem 3 raízes ou φ tem uma raiz de multiplicidade

2. No primeiro caso sempre podemos escolher p1 de modo que α1(p1) 6= 0. No segundo

caso, ou seja, quando φ tem uma raiz de multiplicidade 2, digamos p1, então o Lema 2.1

garante que α1(p1) 6= 0, pois caso contrário a superfície M não seria regular.

Portanto λ 6= p1. De�nimos assim δ = λβ anulando A1.
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Por uma mudança de escala, temos A2 = 1 e C2 = ±1 e a equação

A2Y dY
2 + 2(B1X +B2Y )dXdY + C2Y dX

2 = 0

pode ser escrita como

Y dY 2 + 2(B1X +B2Y )dXdY ± Y dX2 = 0.

Por abuso de notação, escrevemos

j1(a, b, c) = ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy ± ydx2.

(2) Seja

L = (a1x+ a2y)dy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + (c1x+ c2y)dx2

a expressão que de�ne a parte linear da EDB (2.8).

Com uma mudança de coordenadas linear obtemos, como no caso (1), que L pode ser

levada em uma EDB com 1-jato

(A1x+ A2y)dy2 + 2(B1x+B2y)dxdy + (C2y)dx2 = 0,

onde A2 6= 0 e C2 6= 0. Por abuso de notação, vamos considerar a EDB com 1-jato

(a1x+ a2y)dy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + (c2y)dx2 = 0, (2.11)

onde a2 6= 0 e c2 6= 0. A cúbica φ e a quadrática α1 de (2.11) são

φ(p) = a2p
3 + (2b2 + a1)p

2 + (2b1 + c2)p

α1(p) = a2p
2 + (a1 + b2)p+ b1.

As raízes de φ são

0,
−(2b2 + a1)−

√
(2b2 + a1)2 − (8a2b1 + 4a2c2)

2a2
e

−(2b2 + a1) +
√

(2b2 + a1)2 − (8a2b1 + 4a2c2)

2a2
.

As raízes de α1 são

−(a1 + b2)−
√

(a1 + b2)2 − 4a2b1
2a2

,
−(a1 + b2) +

√
(a1 + b2)2 − 4a2b1

2a2
.
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A condição para α1 ter raiz comum com φ, ou seja, a origem, é a2 = 0 ou b1 = 0. Como

a2 6= 0, temos que b1 = 0. Temos então que (2.11) é da forma

(a1x+ a2y)dy2 + 2(b2y)dxdy + (c2y)dx2 = 0. (2.12)

A mudança de coordenadas linear

x = αX + βY

y = δY

nos fornece uma nova EDB com parte linear

AdY 2 + 2BdXdY + CdX2 = 0,

onde A = A1X + A2Y, B = B1X +B2Y e C = C1X + C2Y, tais que

A1 = a1δ
2α

A2 = 2b2δ
2β + c2δβ

2 + a1βδ
2 + a2δ

3

B1 = 0

B2 = c2δαβ + b2δ
2α

C1 = 0

C2 = c2δα
2.

Tomando β := −b2δ/c2 obtemos B2 = 0. Tomando a mudança de escala

δ =

(
c2
a21

) 1
3

, α =
1

a1

(
c2
a21

) 2
3

obtemos A1 = 1 e C2 = 1. Assim, a equação 2.12 é equivalente à equação

(x+ A2y)dy2 + ydx2 = 0.

Por abuso de notação, escrevemos

(x+ a2y)dy2 + ydx2 = 0.
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Além disso observe que o discriminante de φ é −4a2 + 1. Assim, como φ tem apenas uma

raiz, temos que a2 > 1/4.

�

Observação 2.3. O caso onde M é singular foge do escopo deste trabalho e sua demons-

tração pode ser encontrada em [6].

2.3.2 Partição do plano (b1, b2)

Estudaremos nesta seção EDBs da forma

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + εydx2 = 0, ε = ±1. (2.13)

Uma EDB dessa forma divide o plano de parâmetros (b1, b2) de acordo com o tipo de

singularidade do campo levantado ξ. Primeiro, notemos que a mudança de coordenadas

(x, y) 7→ (−x, y) produz a EDB ydy2 + 2(b1x − b2y)dxdy ± ydx2 = 0 dada pelo par

(b1,−b2). Temos assim uma simetria em relação ao eixo b1 no plano (b1, b2). Por esse

motivo consideraremos nesta seção, sem perda de generalidade, b2 > 0.

No caso da EDB (2.13) o número e os tipos de singularidades de ξ são determinadas

pelo par (b1, b2). Além disso, existem curvas especiais no plano (b1, b2) que limitam regiões

abertas onde as con�gurações das EDBs são topologicamente equivalentes, tais regiões

serão descritas nos próximos teoremas.

Estudaremos primeiramente a EDB ydy2 +2(b1x+ b2y)dxdy−ydx2 = 0 e, em seguida,

realizaremos o estudo do caso ε = +1.

• ydy2 + 2(b1x + b2y)dxdy − ydx2 = 0 :

A próxima proposição descreve as curvas que irão dividir o plano (b1, b2) nos abertos

citados anteriormente.

Proposição 2.4. Dada a EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy − ydx2 = 0 (2.14)

temos que:
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(1) A função discriminante δ tem uma singularidade degenerada na origem se, e so-

mente se, b1 = 0.

(2) φ tem raiz dupla se, e somente se,

b1 =
1

2
ou b1 =

1

2
(b22 + 1).

(3) φ e α1 têm uma raiz em comum se, e somente se,

b1 = 0.

Demonstração:

(1) A função δ da equação (2.14) é dada por δ(x, y) = (b1x + b2y)2 + y2. A matriz

Hessiana de δ(x, y) é dada por

Hδ(0, 0) = 2

 b21 b1b2

b1b2 b22 + 1


e, portanto, det(Hδ(0, 0)) = 4b21. Assim, a função discriminante tem uma singulari-

dade degenerada na origem se, e somente se, b1 = 0. Finalizamos, assim, a prova do

caso (1).

As provas dos casos (2) e (3) seguem formatos semelhantes. Observamos primeira-

mente que as funções φ e α1 são dadas, respectivamente, por

φ(p) = p(p2 + 2b2p+ 2b1 − 1), α1(p) = 2p2 + 2b2p+ 2b1.

As raízes de φ são

p1 = 0, p2 = −b2 +
√
b22 − 2b1 + 1, p3 = −b2 −

√
b22 − 2b1 + 1.

(2) φ tem raiz dupla se p1 = p2 ou p1 = p3 ou ainda p2 = p3. Temos que essas condições

são satisfeitas se, e somente se, b1 = 1/2 ou b1 = (b22 + 1)/2. Finalizando a prova do

caso (2).
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(3) Finalmente, φ e α1 têm pelo menos uma raiz em comum quando

α1(p1) = 2b1 = 0,

α1(p2) = 2(b22 − b1 + 1− b2
√
b22 − 2b1 + 1) = 0,

α1(p3) = 2(b22 − b1 + 1 + b2

√
b22 − 2b1 + 1) = 0,

que é satisfeito se, e somente se, b1 = 0.

�

A Figura 2.1 mostra a partição do plano de parâmetros (b1, b2).

0 1
2

R1

R2
R3

R4

b1

b2

Figura 2.1: Partição do plano (b1, b2), juntamente com as regiões Ri, i = 1, . . . , 4.

Analisaremos o tipo de cada uma das singularidades do campo levantado em cada

uma das regiões Ri, i = 1, . . . , 4 descritas na Figura 2.1. A �m de organizarmos melhor
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os resultados seguintes, necessitamos da forma explícita das regiões Ri, i = 1, . . . , 4,

descritas por

R1 = {(b1, b2) ∈ R2 | b1 < 0};

R2 =

{
(b1, b2) ∈ R2 | 0 < b1 <

1

2

}
;

R3 =

{
(b1, b2) ∈ R2 | 1

2
< b1 <

(b22 + 1)

2

}
;

R4 =

{
(b1, b2) ∈ R2 | b1 >

(b22 + 1)

2

}
.

Proposição 2.5. Considerando a EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy − ydx2 = 0,

as singularidades do campo de Lie-Cartan, nas regiões Ri, i = 1, . . . , 4, são classi�cadas

como segue:

(1) Na região R1 temos três singularidades hiperbólicas do tipo sela;

(2) Na região R2 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo sela e uma do tipo nó;

(3) Na região R3 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo sela e uma do tipo nó;

(4) Na região R4 temos uma singularidade hiperbólica do tipo sela.

Demonstração:

Relembramos que a cúbica φ tem a forma

φ(p) = p(p2 + 2b2p+ 2b1 − 1).

Os zeros do campo ξ são os pontos (0, 0, p) tais que φ(p) = 0, ou seja, os pontos singulares

são

(0, 0, p1), (0, 0, p2), (0, 0, p3),

onde

p1 = 0, p2 = −b2 +
√
b22 − 2b1 + 1, p3 = −b2 −

√
b22 − 2b1 + 1.
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A �m de determinar a estabilidade das singularidades precisamos dos autovalores do

campo de Lie-Cartan ξ. Os autovalores da linearização de ξ são dados por

−φ′(p) = −(3p2 + 4b2p+ 2b1 − 1) e α1(p) = 2(p2 + b2p+ b1).

Portanto, os autovalores em cada singularidade são{
−φ′(p1) = 1− 2b1,

α1(p1) = 2b1;{
−φ′(p2) = −2(−b2p2 − 2b1 + 1),

α1(p2) = 2(−b2p2 − b1 + 1);{
−φ′(p3) = −2(−b2p3 − 2b1 + 1),

α1(p3) = 2(−b2p3 − b1 + 1).

Estamos prontos para determinar a natureza das singularidades em cada uma das regiões

Ri, i = 1, . . . , 4. Todos os cálculos a seguir serão feitos para b2 > 0, ver comentário no

início da seção 2.3.2.

� Na região R1 temos que b1 < 0, então:

1) α1(p1) < 0 e −φ′(p1) > 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) > 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é uma sela.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R2 temos que 0 < b1 < 1/2, então:

1) α1(p1) > 0 e −φ′(p1) > 0. Portanto (0, 0, p1) é um nó.

2) α1(p2) > 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é uma sela.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R3 temos que 1/2 < b1 < (b22 + 1)/2, então:

1) α1(p1) > 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) < 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é um nó.
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3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R4 temos que b1 > (b22 + 1)/2, o campo tem apenas a singularidade

(0, 0, p1). Temos que α1(p1) > 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

�

A Proposição 2.5 pode ser resumida na Figura 2.2, onde apresentamos uma localização

e a estabilidade de cada singularidade da EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy − ydx2 = 0.

0 1
2

3 selas

2 selas + 1 nó

1 sela

b1

b2

Figura 2.2: Estabilidades das singularidades da EDB (2.14).

Finalizamos, assim, o estudo da EDB (2.13) quando ε = −1. Passaremos agora ao

estudo da EDB (2.13) quando ε = +1. Neste caso, a EDB é dada por:



33

• ydy2 + 2(b1x + b2y)dxdy + ydx2 = 0 :

De modo análogo ao estudo quando ε = −1 temos a seguinte proposição.

Proposição 2.6. Dada a EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + ydx2 = 0 (2.15)

temos que:

(1) A função discriminante δ tem uma singularidade degenerada na origem se, e so-

mente se, b1 = 0.

(2) φ tem raiz dupla se, e somente se,

b1 = −1

2
ou b1 =

1

2
(b22 − 1).

(3) φ e α1 têm uma raiz em comum se, e somente se,

b1 = 0 ou b1 = ±b2 − 1.

Demonstração:

(1) A função δ da equação (2.15) é dada por δ(x, y) = (b1x + b2y)2 − y2. A matriz

Hessiana de δ é

Hδ(0, 0) = 2

 b21 b1b2

b1b2 b22 − 1


e, portanto, det(Hδ(0, 0)) = −4b21. Assim, a função discriminante tem uma singula-

ridade degenerada na origem se, e somente se, b1 = 0. Finalizamos, assim, a prova

do caso (1).

As provas dos casos (2) e (3) seguem formatos semelhantes. Observamos primeira-

mente que as funções φ e α1 são dadas, respectivamente, por

φ(p) = p(p2 + 2b2p+ 2b1 + 1), α1(p) = 2p2 + 2b2p+ 2b1.

As raízes de φ são

p1 = 0, p2 = −b2 +
√
b22 − 2b1 − 1, p3 = −b2 −

√
b22 − 2b1 − 1.
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(2) φ tem raiz dupla se p1 = p2 ou ainda p1 = p3 ou p2 = p3. Temos que essas condições

são satisfeitas se, e somente se, b1 = −1/2 ou b1 = (b22− 1)/2. Finalizamos, então, a

prova do caso (2).

(3) Finalmente, φ e α1 têm pelo menos uma raiz em comum quando

α1(p1) = 2b1 = 0,

α1(p2) = 2(b22 − b1 − 1− b2
√
b22 − 2b1 − 1) = 0,

α1(p3) = 2(b22 − b1 − 1 + b2

√
b22 − 2b1 − 1) = 0,

que é satisfeito se, e somente se, b1 = 0 ou b1 = b2 − 1 ou ainda b1 = −b2 − 1

�

A Figura 2.3 mostra a partição do plano de parâmetros (b1, b2).

b1

b2

0−1
2−1

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

Figura 2.3: Partição do plano (b1, b2), juntamente com suas regiões Ri, i = 1, . . . , 8.

Analisaremos o tipo de cada uma das singularidades do campo levantado em cada

uma das regiões Ri, i = 1, . . . , 8 descritas na Figura 2.3. A �m de organizarmos melhor
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os resultados seguintes necessitamos da forma explícita das regiões Ri descritas por

R1 = {(b1, b2) ∈ R2| b1 < b2 − 1, b1 < −b2 − 1};

R2 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b1 < −

1

2

}
;

R3 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b1 < 0, b1 <

(b22 − 1)

2

}
;

R4 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1,−1

2
< b1 < 0

}
;

R5 = {(b1, b2) ∈ R2| b1 < b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b1 > 0};

R6 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 >

(b22 − 1)

2
, b1 < 0

}
;

R7 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 >

(b22 − 1)

2
, b1 > 0

}
;

R8 =

{
(b1, b2) ∈ R2| b1 > b2 − 1, b1 > −b2 − 1, b1 > 0, b1 <

(b22 − 1)

2

}
.

Proposição 2.7. Considerando a EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + ydx2 = 0,

as singularidades do campo de Lie-Cartan são classi�cadas, nas regiões Ri, i = 1, . . . , 8,

como segue:

(1) Na região R1 temos três singularidades hiperbólicas do tipo sela;

(2) Na região R2 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo sela e uma do tipo nó;

(3) Na região R3 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo nó e uma do tipo sela;

(4) Na região R4 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo sela e uma do tipo nó;

(5) Na região R5 temos três singularidades hiperbólicas do tipo sela;

(6) Na região R6 temos uma singularidade hiperbólica do tipo nó;

(7) Na região R7 temos uma singularidade hiperbólica do tipo sela;
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(8) Na região R8 temos duas singularidades hiperbólicas do tipo sela e uma do tipo nó.

Demonstração:

Relembramos que a cúbica φ tem a forma

φ(p) = p(p2 + 2b2p+ 2b1 + 1).

Os zeros do campo ξ são os pontos (0, 0, p) tais que φ(p) = 0, ou seja, os pontos singulares

são

(0, 0, p1), (0, 0, p2), (0, 0, p3),

onde

p1 = 0, p2 = −b2 +
√
b22 − 2b1 − 1, p3 = −b2 −

√
b22 − 2b1 − 1.

A �m de determinar a estabilidade das singularidades precisamos dos autovalores do

campo de Lie-Cartan ξ. Os autovalores da linearização de ξ são

−φ′(p) = −(3p2 + 4b2p+ 2b1 + 1) e α1(p) = 2(p2 + b2p+ b1).

Portanto, em cada singularidade os autovalores são{
−φ′(p1) = −1− 2b1,

α1(p1) = 2b1;{
−φ′(p2) = −2(−b2p2 − 2b1 − 1),

α1(p2) = 2(−b2p2 − b1 − 1);{
−φ′(p3) = −2(−b2p3 − 2b1 − 1),

α1(p3) = 2(−b2p3 − b1 − 1).

Estamos prontos para determinar a natureza das singularidades em cada uma das regiões

Ri, 1 ≤ i ≤ 8. Todos os cálculos a seguir serão feitos para b2 > 0.

� Na região R1 temos que b1 < b2 − 1 e b1 < −b2 − 1 então:

1) α1(p1) < 0 e −φ′(p1) > 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) > 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é uma sela.
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3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R2 temos que b1 > −b2 − 1, b1 < b2 − 1 e b1 < −1/2 então:

1) α1(p1) < 0 e −φ′(p1) > 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) < 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é um nó.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R3 temos que b1 > −b2 − 1, b1 > b2 − 1, b1 < 0 e b1 < (b22 − 1)/2, então:

1) α1(p1) < 0 e −φ′(p1) > 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) < 0 e −φ′(p2) < 0. Portanto (0, 0, p2) é um nó.

3) α1(p3) < 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é um nó.

� Na região R4 temos que b1 > −b2 − 1, b1 < b2 − 1 e −1/2 < b1 < 0, então:

1) α1(p1) < 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é um nó.

2) α1(p2) < 0 e −φ′(p2) > 0. Portanto (0, 0, p2) é uma sela.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R5 temos que b1 > −b2 − 1, b1 < b2 − 1 e b1 > 0, então:

1) α1(p1) > 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) < 0 e −φ′(p2) > 0. Portanto (0, 0, p2) é uma sela.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

� Na região R6 temos que b1 > (b22 − 1)/2 e b1 < 0, então o campo tem apenas a

singularidade (0, 0, p1). Temos que α1(p1) < 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é

um nó.

� Na região R7 temos que b1 > (b22 − 1)/2 e b1 > 0, então o campo tem apenas a

singularidade (0, 0, p1). Temos que α1(p1) > 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é

uma sela.
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� Na região R8 temos que b1 > −b2 − 1, b1 > b2 − 1, b1 > 0 e b1 < (b22 − 1)/2, então:

1) α1(p1) > 0 e −φ′(p1) < 0. Portanto (0, 0, p1) é uma sela.

2) α1(p2) > 0 e −φ′(p2) > 0. Portanto (0, 0, p2) é um nó.

3) α1(p3) > 0 e −φ′(p3) < 0. Portanto (0, 0, p3) é uma sela.

�

A Proposição 2.7 pode ser resumida na Figura 2.4, onde apresentamos uma localização

e a estabilidade de cada singularidade da EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + ydx2 = 0.

b1

b2

0−1
2−1

3 S

2 S + 1 N

3 S

1 S

2 S + 1 N

1 N

2 N + 1 S

3 S

2 S + 1 N

2 S + 1 N

Figura 2.4: Estabilidades das singularidades da EDB (2.15).
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Nas proposições anteriores dividimos o plano (b1, b2) em regiões, onde em cada região

o campo de Lie-Cartan tem uma quantidade �nita de selas e nós hiperbólicos. A projeção

das curvas integrais do campo de Lie-Cartan pela aplicação π são as curvas integrais da

equação diferencial implícita.

A seguir obtemos as curvas integrais da equação diferencial implícita no plano (x, y).

Para isto escolhemos um ponto (b1, b2) qualquer em cada uma das regiões e estudamos as

curvas integrais da equação associada a esses parâmetros.

Por exemplo, no caso da EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy − ydx2 = 0,

o ponto (b1, b2) = (1, 0) está na região R4, onde o campo de Lie-Cartan tem apenas

uma sela hiperbólica. Obtemos, então, a superfície M e as curvas integrais do campo de

Lie-Cartan, em seguida projetamos no plano (x, y) obtendo as curvas integrais da EDB

ydy2 + 2xdxdy − ydx2 = 0.

Similarmente no caso da EDB

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + ydx2 = 0,

o ponto (b1, b2) = (−1/4, 0) está na região R6, onde o campo de Lie-Cartan tem apenas

um nó hiperbólico. Obtemos, então, a superfície M, as curvas integrais do campo de

Lie-Cartan e as curvas que compõem o discriminante, em seguida projetamos no plano

(x, y) obtendo as curvas integrais da EDB ydy2 + (−x/2)dxdy + ydx2 = 0. A Figura 2.5

ilustra a técnica descrita. O software ODEinR2 [18] foi utilizado nesta dissertação para

auxiliar no desenho das con�gurações das EDBs.
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π π

Figura 2.5: Projeção das curvas integrais de uma sela no caso ε = −1 (esquerda) e projeção

das curvas integrais de um nó no caso ε = +1 (direita).

Em resumo, obtemos o seguinte teorema que nos dá formas normais topológicas para

as EDBs (2.13), mais detalhes sobre este teorema podem ser obtidos em [2] e [4].

Teorema 2.1. Considere uma EDB

a(x, y)dy2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dx2 = 0, (2.16)

onde a, b, c são funções suaves que se anulam na origem e a função discriminante δ tem

uma singularidade de Morse na origem. Se φ não tem raiz dupla ou se φ e α1 não têm

raízes em comum, então a EDB (2.16) é topologicamente equivalente à:

(1) O conjunto discriminante é um ponto isolado:

(a) ydy2 + 2xdxdy − ydx2 = 0 (1 sela, Lemon);

(b) ydy2 − 2xdxdy − ydx2 = 0 (3 selas, Star);
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(c) ydy2 + 1/2xdxdy − ydx2 = 0 (2 selas e 1 nó, Monstar).

(2) O conjunto discriminante é um par de curvas suaves transversais:

(a) ydy2 + 2xdxdy + ydx2 = 0 (1 sela);

(b) ydy2 − 1/2xdxdy + ydx2 = 0 (1 nó);

(c) ydy2 − 4xdxdy + ydx2 = 0 (3 selas);

(d) ydy2 + 2(y − x)dxdy + ydx2 = 0 (2 selas + 1 nó);

(e) ydy2 − 4/3xdxdy + ydx2 = 0 (1 sela + 2 nós).

As con�gurações topológicas das EDBs acima estão representadas nas Figuras 2.6 e

2.7.

Lemon Star Monstar

Figura 2.6: Con�gurações topológicas das EDBs (2.16) quando o discriminante é um

ponto isolado.
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1 sela 1 nó 3 selas

2 selas e 1 nó 1 sela e 2 nós

Figura 2.7: Con�gurações topológicas das EDBs (2.16) quando o discriminante é um par

de curvas suaves transversais.

2.3.3 Singularidades mais degeneradas

Quando o 1-jato de uma EDB do tipo Morse II é escrito na forma (y, b1x + b2y,±y),

degenerescências locais ocorrem quando (b1, b2) é um ponto sobre as curvas excepcionais

descritas nas Proposições 2.4 e 2.6. Degenerescências locais também ocorrem se o 1-jato

da EDB for da forma (x+ a2y, 0, y), a2 > 1/4, conforme Proposição 2.3. Ambos os casos

são incluídos em uma das categorias abaixo.

(1) Singularidade sela-nó sobre o criminante do tipo Morse II: Ocorre quando a qua-

drática α1 e a cúbica φ têm uma raiz em comum.

(2) Singularidade sela-nó fora do criminante do tipo Morse II: Ocorre quando φ tem

uma raiz dupla.
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As motivações dos nomes dados às singularidades vêm do estudo das con�gurações

topológicas das EBDs pelo método do levantamento de direções. Quando os casos acima

ocorrem, o campo ξ tem uma sela-nó e esta pode ocorrer no criminante ou fora dele.

Para estudar as con�gurações topológicas nas singularidades descritas acima utiliza-

remos, porém, o método do blow-up de singularidades.

• Singularidade sela-nó sobre o criminante do tipo Morse II.

Esta singularidade ocorre quando a quadrática α1 e a cúbica φ têm uma raiz em

comum. Temos, então, dois casos a considerar, dependendo do número de raízes de φ.

O primeiro caso que consideramos aqui é quando φ tem mais de uma raiz.

Segue da Proposição 2.3 que podemos tomar j1w = (y, b1x + b2y,±y). Como vimos

na Proposição 2.4, no caso j1w = (y, b1x + b2y,−y), os polinômios φ e α1 têm raízes em

comum se, e somente se, b1 = 0. Não estudaremos, portanto, esta binária, pois a função

discriminante tem uma singularidade pior que Morse.

Do comentário acima, estudaremos somente o caso j1w = (y, b1x+ b2y, y).

Sabemos que α1 e φ têm raiz em comum se, e somente se, b1 = ±b2 − 1, como visto

na Proposição 2.6. É possível fazer uma mudança de coordenadas linear que leva a reta

b1 = −b2 − 1 na reta b1 = b2 − 1. Podemos, então, considerar apenas o caso b1 = b2 − 1.

Neste caso, φ e α1 são dados por

φ(p) = (p+ 1)(p+ 2b2 − 1)p e α1(p) = (p+ 1)(p+ b2 − 1). (2.17)

Observe ainda que consideramos em todo este trabalho (b1, b2) 6= (0, 1), pois neste caso

o discriminante tem uma singularidade pior que Morse. Além disso, o caso em que α1 e

φ têm duas raízes em comum será estudado posteriormente no Teorema 2.3. Assim, para

o Teorema 2.2, α1 e φ têm apenas uma raiz em comum e, portanto, (b1, b2) 6= (−1, 0).

Quando a cúbica φ tem apenas uma raiz, pela Proposição 2.3, podemos tomar

j1w = (x+ a2y, 0, y) com a2 > 1/4. Neste caso,

φ(p) = p(a2p
2 + p+ 1) e α1(p) = p(a2p+ 1).
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Nas seções anteriores classi�camos topologicamente as EDBs (2.13) nos casos onde

(b1, b2) se encontram nos abertos descritos pelas curvas de�nidas nas Proposições 2.4 e

2.6. Em resumo, no teorema a seguir estudaremos os casos onde (b1, b2) estão sobre as

curvas da Figura 2.8.

b1

b2

0−1
2−1

Figura 2.8: b1 = ±b2 + 1.

Observe ainda que, como comentamos, excluímos os pontos

(b1, b2) = (0, 1), (0,−1), (−1, 0), (−1/2, 1/2) e (−1/2,−1/2). Os casos (b1, b2) = (0, 1)

e (0,−1), como foi dito anteriormente, não serão estudados neste trabalho, enquanto os

casos (b1, b2) = (−1, 0), (−1/2, 1/2) e (−1/2,−1/2) serão estudados após o Teorema 2.2.

O próximo teorema mostra que a con�guração topológica de uma EDB com singula-

ridade sela-nó no criminante do tipo Morse II é completamente determinada pelo 2-jato

dos coe�cientes da mesma.

Grosseiramente falando, a palavra genericamente no Teorema 2.2 diz que o resultado

é valido para quase todos os coe�cientes da EDB, o signi�cado preciso deste termo pode

ser encontrado em [20] página 773.
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Teorema 2.2. Genericamente, uma EDB com uma singularidade sela-nó sobre o crimi-

nante do tipo Morse II é topologicamente equivalente a uma das seguintes formas normais.

(1) Se φ tem três raízes:

(i) (y, 2x+ 3y + x2, y) = 0,

(ii) (y,−3

4
x+

1

4
y + x2, y) = 0,

(2) Se φ tem uma raiz:

(iii) (x+ y, x2, y) = 0.

As con�gurações das EDBs acima estão representadas na Figura 2.9.

(y, 2x+ 3y + x2, y) (y,−3

4
x+

1

4
y + x2, y) (x+ y, x2, y)

Figura 2.9: Con�gurações topológicas do Teorema 2.2.

Demonstração:

Utilizaremos aqui a técnica no Blow-up de singularidades.

Por hipótese, a EDB tem uma singularidade do tipo sela-nó no criminante do tipo

Morse II, portanto a quadrática α1 e a cúbica φ têm uma raiz em comum. Logo, o 1-jato

dos coe�cientes da EDB depende da quantidade de raízes da cúbica φ.

(i) − (ii) Sabemos, da Proposição 2.3 e dos comentários antes do enunciado deste

teorema, juntamente com o fato que b1 = b2 − 1, que, como φ tem três raízes, o 1-jato da

EDB é da forma

j1w = (y, (b2 − 1)x+ b2y, y) = 0.
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Escrevemos então w = (y + M1(x, y), (b2 − 1)x + b2y + M2(x, y), y + M3(x, y)), onde

Mi(x, y) são funções suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional x =

u, y = uv. Obtemos, então, uma nova EDB w0 com coe�cientes

a = u2(uv +M1(u, uv)),

b = uv(uv +M1(u, uv)) + u((b2 − 1)u+ b2uv +M2(u, uv)),

c = v2(uv +M1(u, uv)) + 2v((b2 − 1)u+ b2uv +M2(u, uv)) + uv +M3(u, uv).

Podemos escrever (a, b, c) = u(u2A1, uB1, C1) tal que

A1 = v + uN1(u, v),

B1 = v2 + b2v + b2 − 1 + u(N2(u, v) + vN1(u, v)),

C1 = v(v2 + 2b2v + 2b2 − 1) + u(v2N1(u, v) + 2vN2(u, v) +N3(u, v)),

onde Mi(u, uv) = u2Ni(u, v), i = 1, 2, 3.

A forma quadrática w1 = (u2A1, uB1, C1) pode ser decomposta em duas 1−formas

associadas aos campos de vetores

Xi = u2A1
∂

∂u
+ (−uB1 + (−1)i

√
u2(B2

1 − A1C1))
∂

∂v
, i = 1, 2.

Podemos fatorar u em Xi e considerar os campos de vetores

Yi = uA1
∂

∂u
+ (−B1 + (−1)i

√
B2

1 − A1C1)
∂

∂v
, i = 1, 2.

Na forma de sistema, temos

Y1 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 −
√
B2

1 − A1C1,
Y2 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 +
√
B2

1 − A1C1.

A transformação blowing-up preserva orientação se u > 0 e reverte orientação se u < 0.

Como fatoramos o u duas vezes temos que Y1 corresponde à folheação F1 de w se u > 0

e à folheação F2 se u < 0; enquanto Y2 corresponde à folheação F2 de w se u > 0 e à

folheação F1 se u < 0.
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Estudamos, então, os campos vetoriais Yi em uma vizinhança da �bra u = 0, e fazemos

o blow-down para obter a con�guração das curvas integrais da EDB original.

Os campos estão de�nidos apenas quando B2
1 − A1C1 ≥ 0, em u = 0 isso signi�ca

B2
1 − A1C1 = (b22 − 1)(v + 1)

(
v +

b2 − 1

b2 + 1

)
≥ 0.

Assim temos que analisar os campos Y1 e Y2 nos pontos singulares na �bra e nos pontos

do bordo v = −1 e v = −(b2 − 1)/(b2 + 1).

Primeiramente estudaremos o campo Y1. As singularidades de Y1 em u = 0 ocorrem

quando −B1−
√
B2

1 − A1C1 = 0, ou seja, quando −B1 =
√
B2

1 − A1C1. Equivalentemente

A1C1 = v2(v + 1)(v + 2b2 − 1) = 0 e B1 = (v + 1)(v + b2 − 1) ≤ 0.

Portanto, os possíveis pontos singulares na �bra são os pontos (0, v) onde

(a) v = −2b2 + 1,

(b) v = 0,

(c) v = −1.

(a) Quando v = −2b2 + 1, temos que B1 = 2b2(b2− 1). Neste caso, v = −2b2 + 1 é uma

singularidade se 0 < b2 < 1. O 1-jato de Y1 em (0,−2b2 + 1) é dado por

j1Y1 =


u′ = (−2b2 + 1)u

v′ = βu+
(2b2 − 1)2

b2
(v + 2b2 − 1),

para algum escalar β. Agora é fácil ver que, no ponto (0,−2b2 + 1) os autovalores

da linearização do campo j1Y1 são dados por

λ1 = −2b2 + 1, e λ2 =
(2b2 − 1)2

b2
.

Portanto, a singularidade é um nó se 0 < b2 < 1/2 e é uma sela se 1/2 < b2 < 1.
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(b) Quando v = 0, temos que B1 = b2 − 1. Neste caso, v = 0 é uma singularidade se

b2 < 1. Assim, B1(0, 0) = b2 − 1 < 0, então

−B1 −
√
B2

1 − A1C1 = −B1 +B1

√
1− A1C1

B2
1

= −A1C1

2B1

+ A2
1g(u, v)

para algum germe de função suave g com 1-jato nulo na origem. A última igualdade

segue quando expandimos em Taylor na origem o termo
√

1− A1C1/B2
1 . Assim Y1 é

singular ao longo da curva A1 = 0. Consideramos então o campo vetorial Ỹ1 = Y1/A1.

O 1-jato de Ỹ1 na origem é dado por

j1Ỹ1 =


u′ = u

v′ = βu− 2b2 − 1

2(b2 − 1)
v,

para algum escalar β. Os autovalores da linearização do campo j1Ỹ1 são

λ1 = 1, e λ2 = − 2b2 − 1

2(b2 − 1)
.

Portanto, Ỹ1 tem uma sela na origem se b2 < 1/2 e um nó se 1/2 < b2 < 1.

(c) O ponto v = −1 é uma singularidade de Y1 para qualquer valor de b2.

Podemos fazer mudanças de coordenadas lineares para de�nir jka = y, para todo

k ≥ 2. Vamos considerar, além disso,

M2(x, y) = b20x
2 + b21xy + b22y

2 e M3(x, y) = c20x
2 + c21xy + c22y

2,

onde M2(x, y) e M3(x, y) são as partes quadráticas de j2b e j2c, respectivamente.

Fazemos, então, no sistema Y1, a mudança de coordenadas s = u e t2 = B2
1 −A1C1,

com t ≥ 0. Para efetuar a mudança de coordenadas, necessitamos encontrar v

em função de s e t. Para isso escreva G(s, v, t) = B2
1 − A1C1 − t2. Diferenciando

G em relação a v, obtemos Gv(0,−1, 0) = 2 − 2b2. Portanto, pelo Teorema da

Função Implícita, se b2 6= 1, podemos escrever v = g(s, t) com G(s, g(s, t), t) = 0.

Escrevendo, então, j2g(s, t) = 1+as+ bt+ cs2 +dst+ft2 e substituindo na equação

G(s, g(s, t), t) = 0, obtemos uma forma para v.
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Com a ajuda do programa computacional Maple, obtemos que

v = j2g(s, t) = 1 + bt+ cs2 + ft2,

onde

b =
−c22 + c21 − c20 − a20 + 2b22 + a21 + 2b20 − a22 − 2b21

2− 2b2
,

c =
1

2− 2b2

e

f =
1

8(b2 − 1)2
(b2c

2
22 + 16c22b22 + 8c22b20 + 2a21c20b2 − 6c22c20 + a221b2 − 4a20b21 − 2a22c22b2

+ 8c22c21 − 6a20a22 + a222b2 − 2c21b2c22

− 2c21c20b2 − 2a21a20b2 − 2a21a22b2 + 16b22a22

− 12a22b21 + 2c22c20b2 − 5c222 − 5a222

+ 2a20a22b2 − c220 + 8a21b21 + 8a21a22 − 4c21b20

− 12b22a21 − 2a20c22b2 − 2a22c20b2 + a220b2 − 8b221

+ 2a22c21b2 − 4a21b20 − 3a221 + 8c21b21

− 12c21b22 − 16b222 − 16b22b20 + 24b22b21

+ 8b20b21 − 4c20b21 − 3c221 + 2a20c21b2 + 4c21c20 − a220 + 8a20b22

+ b2c
2
21 + 8c20b22 + 4a22c21 − 2a22c20 + 8b20a22

− 2a20c22 + 2a20c20 + 4a21c22 − 2a21c21 − 2a20c20b2

− 2a21c21b2 − 12c22b21 + c220b2 + 2a21c22b2 − 6a22c22 + 4a20a2).

Depois de efetuar a mudança, o sistema Y1 �ca da forma
ṡ = s

(
B2

1 − t2

C1

)

gsṡ+ gtṫ = −B1 − t

⇒


ṡ = s

(
B2

1 − t2

C1

)

ṫ = −(B1 + t)

gt
− gss

gtC1

(B2
1 − t2),
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onde gs e gt são as derivadas parciais de g com relação a s e t, respectivamente.

Multiplicando este último sistema por − C1gt
B2

1 − t2
, obtemos


ṡ = −sgt

ṫ =
C1

B1 − t
+ sgs.

(2.18)

ou ainda 
ṡ =

st

b2 − 1
+ o(3)

ṫ = Λs+
2− 2b2

2(b2 − 1)
t+ o(2),

(2.19)

onde

Λ =
(3− b2)(c20 − c21 + c22)− 4(b20 − b21 + b22)

(2(b2 − 1))
.

Então, a origem é uma singularidade sela-nó do campo (2.19) quando Λ é não nulo.

As curvas integrais de (2.19), a menos de re�exão pelo eixo vertical, são mostradas

na Figura 2.10. Notemos que as curvas integrais de Y1 são como na Figura 2.10

desconsiderando as linhas pontilhadas. Essas con�gurações dependem apenas dos

2-jatos dos coe�cientes da EDB, mais precisamente de Λ 6= 0.

t

s u

Figura 2.10: Curvas integrais de (2.19).
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No ponto do bordo v = −(b2 − 1)/b2 + 1, as curvas integrais de Y1 são curvas suaves

transversais ao discriminante.

Estudaremos agora o campo Y2. O estudo é análogo ao caso Y1. As singularidades de

Y2 em u = 0 ocorrem quando B1−
√
B2

1 − A1C1 = 0, ou seja, quando B1 =
√
B2

1 − A1C1.

Equivalentemente,

A1C1 = v2(v + 1)(v + 2b2 − 1) = 0 e B1 = (v + 1)(v + b2 − 1) ≥ 0.

Logo, os possíveis pontos singulares na �bra são os pontos (0, v), onde

(a)v = −2b2 + 1, (b)v = 0, (c)v = −1.

(a) Quando v = −2b2 + 1, temos que B1 = 2b2(b2− 1). Neste caso, v = −2b2 + 1 é uma

singularidade se b2 < 0 ou b2 > 1. O 1-jato de Y1 em (0,−2b2 + 1) é dado por

j1Y2 =


u′ = (−2b2 + 1)u

v′ = βu+
(2b2 − 1)2

b2
(v + 2b2 − 1),

para algum escalar β. Portanto, a singularidade é sempre uma sela.

(b) Quando v = 0, temos que B1 = b2 − 1. Neste caso, v = 0 é uma singularidade se

b2 > 1. Similarmente ao caso Y1, o campo Y2 é singular ao longo da curva A1(u, v) =

0. O 1-jato do campo vetorial Ỹ2 = Y2/A1 em (0, 0) é dado por

j1Ỹ2 =


u′ = u

v′ = βu− 2b2 − 1

2(b2 − 1)
v,

para algum escalar β. Portanto, Ỹ2 tem uma sela na origem.

(c) O ponto v = −1 é uma singularidade de Y2 para qualquer valor de b2. Analogamente

ao caso Y1 em v = −1, obtemos o campo dado por
ṡ =

st

b2 − 1
+ o(3)

ṫ = Λs− 2− 2b2
2(b2 − 1)

t+ o(2),
(2.20)
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onde

Λ =
(3− b2)(c20 − c21 + c22)− 4(b20 − b21 + b22)

(2(b2 − 1))
.

Então, a origem é uma singularidade sela-nó do campo (2.20) quando Λ é não nulo.

As curvas integrais de (2.20) são como na Figura 2.11 e as curvas integrais de Y2

são como na Figura 2.11 desconsiderando as linhas pontilhadas.

t

s u

Figura 2.11: Curvas integrais de (2.20).

No ponto do bordo v = −(b2 − 1)/b2 + 1, as curvas integrais de Y1 são curvas suaves

transversais ao discriminante.

Podemos, então, desenhar as curvas integrais dos campos Y1 e Y2 e fazer o blow down

para obter as con�gurações das curvas integrais associadas a EDB.
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v v v v

Y1 Y2 Y1 Y2

2 1

1 2

2 1

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

Figura 2.12: Con�gurações topológicas da EDB (y, 2x + 3y + x2, y) = 0 à esquerda e da

EDB (y,−3

4
x+

1

4
y + x2, y) = 0 à esquerda.

Não mostraremos aqui, mas pode-se mostrar, usando o método em [3], que duas EDBs

com a mesma con�guração são topologicamente equivalentes. As con�gurações dependem

apenas do tipo de singularidades de ξ e de Λ 6= 0, podemos então tomar (b1, b2) tal que

b1 = b2−1, com b2 6= 0, 1/2, 1. A �m de encontrarmos os modelos das EDBS apresentados

no enunciado do teorema, basta escolhermos valores para os coe�ciente dos termos de grau

dois tais que Λ 6= 0. No enunciado do teorema, genericamente signi�ca que o teorema é

verdadeiro para todos os valores dos coe�cientes, exceto aqueles que anulam Λ.



54

(iii) Neste caso, por hipótese, φ tem apenas uma raiz. Assim, segue da Proposição

2.3, que o 1-jato da EDB é da forma j1w = (x+ ay, 0, y) = 0, a >
1

4
.

Escrevemos então w = (x + ay + M1(x, y),M2(x, y), y + M3(x, y)), onde Mi(x, y) são

funções suaves com 1-jato nulo. Consideraremos o blow-up direcional x = u, y = uv.

Obtemos, então, uma nova EDB w0 com coe�cientes

a = u2(u+ auv +M1(u, uv)),

b = uv(u+ auv +M1(u, uv)) + uM2(u, uv),

c = v2(u+ auv +M1(u, uv)) + vM2(u, uv) + uv +M3(u, uv).

Podemos escrever (a, b, c) = u(u2A1, uB1, C1) tal que

A1 = 1 + av + uN1(u, v),

B1 = v(1 + av) + u(vN1(u, v) +N2(u, v)),

C1 = v(1 + v + av2) + u(v2N1(u, v) + 2vN2(u, v) +N3(u, v)).

A forma quadrática w1 = (u2A1, uB1, C1) pode ser decomposta em duas 1−formas

associadas aos campos de vetores

Xi = u2A1
∂

∂u
+ (−uB1 + (−1)i

√
u2(B2

1 − A1C1))
∂

∂v
, i = 1, 2.

Podemos fatorar u em Xi e considerar os campos de vetores

Yi = uA1
∂

∂u
+ (−B1 + (−1)i

√
B2

1 − A1C1)
∂

∂v
, i = 1, 2.

Na forma de sistema, temos

Y1 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 −
√
B2

1 − A1C1,
Y2 =

u
′ = uA1

v′ = −B1 +
√
B2

1 − A1C1.

Estudaremos os campos Yi, i = 1, 2, em uma vizinhança da �bra u = 0. Os campos

estão de�nidos apenas quando B2
1 − A1C1 ≥ 0, em u = 0 isso signi�ca

−v(1 + av) ≥ 0.
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Assim, temos que analisar os campos Y1 e Y2 nos pontos singulares na �bra e nos

pontos do bordo v = 0 e v = −1/a.

De forma análoga aos casos anteriores, temos que os pontos singulares dos campos são

(a) v = 0, (b) v = −1/a.

Cálculos similares aos anteriores mostram que as con�gurações das curvas integrais

estão representadas na Figura 2.13 na parte superior e o blow down na parte inferior. A

con�guração depende apenas do 2-jato dos coe�cientes da EDB, mais precisamente, de

b20 6= 0. Podemos tomar, então, (x+ y, x2, y) como modelo topológico.

v v

Y1 Y2

1 2

1 2 1 2

Figura 2.13: Con�guração topológica da EDB (x+ y, x2, y).

�
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Como comentado anteriormente, o caso em que φ tem 3 raízes e α1 e φ tem duas raízes

em comum ainda não foi estudado. Neste caso, conforme Proposição 2.3 e os comentários

antes do Teorema 2.2, a EDB é escrita da forma

ydy2 + (−x)dxdy + ydx2 = 0,

ou seja, (b1, b2) = (−1, 0). O próximo teorema mostra que a con�guração topológica de

uma EDB sob as hipóteses acima é completamente determinado pelo 2-jato dos coe�ci-

entes da mesma. A técnica utilizada na demonstração do Teorema 2.3 é o blow-up de

singularidades e a demonstração é bem parecida com a do Teorema 2.2. Apresentamos,

assim, somente o enunciado do teorema, sua prova pode ser encontrada em [19].

Teorema 2.3. Genericamente, uma EDB tal que φ e α1 têm duas raízes em comum e φ

tem três raízes é topologicamente equivalente a uma das formas a seguir:

(i) (y, 2(−x+ y2), y) = 0,

(ii) (y, 2(−x+ xy), y) = 0.

As con�gurações dos blow-ups e blow-downs das EDBs acima estão representadas na

Figura 2.14. Na demonstração do Teorema 2.3, as con�gurações topológicas das EDBs

dependem de constantes Λ1 e Λ2 e do sinal de Λ1Λ2.

Y1 Y2 Y1 Y2

Figura 2.14: Con�gurações das EDBs quando φ e α1 têm duas raízes em comum e seus

blow-ups: à esquerda quando Λ1Λ2 > 0 e à direita quando Λ1Λ2 < 0.
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Estudamos, nos Teoremas 2.2 e 2.3, as con�gurações da EDB com 1-jato (y, b1x +

b2y, y) = 0 quando (b1, b2) está sobre as retas b1 = ±b2 − 1 (exceto nos pontos onde b2 =

±1/2 que serão estudados logo a seguir) e da EDB com 1-jato (x+a2y, 0, y) = 0, a2 > 1/4.

Finalmente, estudaremos a seguir a EDB com 1-jato (y, b1x + b2y, y) = 0 nos pontos

que faltam ser vistos, ou seja, nas curvas b1 = (b22 − ε)/2 e b1 = −ε/2, ε = ±1, descritas

nas Proposições 2.4 e 2.6. Observamos aqui que os pontos faltantes b2 = ±1/2 são os

pontos das interseções das retas b1 = ±b2 − 1 com a reta b1 = −1/2.

• Singularidade sela-nó fora do criminante do tipo Morse II.

Esta singularidade ocorre quando φ tem uma raiz dupla. Portanto, da Proposição 2.3,

a EDB pode ser reduzida a j1w = (y, b1x+ b2y, εy) = 0, com ε = ±1.

Segue das Proposições 2.4 e 2.6, que a cubica φ tem uma raiz dupla se, e somente se,

b1 = (b22 − ε)/2 ou b1 = −ε/2.

Podemos tomar b2 > 0, pois a mudança de coordenadas (x, y) 7→ (−x, y) produz a

EDB ydy2 + 2(b1x − b2y)dxdy ± ydx2 = 0 dada pelo par (b1,−b2). Temos, assim, uma

simetria em relação ao eixo b1 no plano (b1, b2).

Assim, como anteriormente, o teorema mostra que a con�guração topológica de uma

EDB com singularidade sela-nó fora do criminante do tipo Morse II é completamente

determinada pelo 2-jato dos coe�cientes da mesma. A demonstração será mais uma

vez omitida, uma vez que a técnica de blow-up de singularidades utilizada é análoga ao

Teorema 2.2 e pode ser encontrada em [13] e [20].

Teorema 2.4. Genericamente, uma EDB com uma singularidade sela-nó fora do crimi-

nante do tipo Morse II é topologicamente equivalente a uma das formas normais.

(i) (y, x+ y + y2,−y) = 0,

(ii) (y, 4x+ 3y + y2, y) = 0,

(iii) (y,−3
8
x+ 1

2
y + y2, y) = 0.
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A Figura 2.15 apresenta as con�gurações topológicas das EDBs do Teorema 2.4 com

seus respectivos blow-ups.

v v v v
Y1 Y2 Y1 Y2

2 1

1 2

2 1

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

Y1 Y2

Figura 2.15: Con�gurações topológicas das EDBs descritas no Teorema 2.4.



Capítulo 3

Linhas de Curvatura de Superfícies em

R3

As EDBs aparecem em vários ramos da matemática, em particular na geometria dife-

rencial de superfícies em R3. Utilizando o material da seção anterior, apresentamos o

comportamento das linhas de curvatura de superfícies em R3 próximas a um ponto umbí-

lico. A descrição dessas linhas foi descoberta por Darboux [9] no século XIX, usando as

técnicas de equações diferenciais ordinárias desenvolvida por H. Poincaré. Mais detalhes

podem ser encontrados em [11] e [15]. Neste capítulo admitiremos conhecidos conceitos

introdutórios sobre a geometria diferencial de superfícies em R3. Para mais detalhes e

demonstrações dos resultados aqui apresentados, indicamos [10].

De�nição 3.1. Seja S ⊂ R3 uma superfície. Um ponto p ∈ S é dito umbílico quando

k1 = k2, sendo k1 e k2 as curvaturas principais.

De�nição 3.2. Seja p um ponto umbílico em uma superfície S, diremos que p é um ponto

umbílico Darbouxiano se as duas condições seguintes ocorrerem:

T: (Condição de Transversalidade) A superfície M é suave em π−1(p).

D: (Condição do Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan são

hiperbólicas e são dadas por um dos casos abaixo, ver Figura 3.1:

D1: uma única sela, ou

59
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D2: um único nó e duas selas, ou

D3: três selas.

Figura 3.1: Linhas de curvatura próximas a um ponto umbílico.

Teorema 3.1. (Gutierrez-Sotomayor [14]) Seja p um ponto umbílico de uma imersão

α dada em uma carta de Monge (x, y), da superfície S, por:

α(x, y) =

(
x, y,

k

2
(x2 + y2) +

a

6
x3 +

b

2
xy2 +

c

6
y3 + o(4)

)
.

Suponhamos as seguintes condições:

T) b(b− a) 6= 0;

D1)
( c

2b

)2
− a

b
+ 2 < 0;

D2)
( c

2b

)2
+ 2 >

a

b
> 1, a 6= 2b;

D3)
a

b
< 1.

Então o comportamento das linhas de curvatura próximas a um ponto umbílico p, nos

casos D1, D2 e D3, são como na Figura 3.1.

Demonstração:
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Calculando os coe�cientes da 1ª e 2ª formas fundamentais de α encontramos:

E = 1 +

(
kx+

a

2
x2 +

b

2
y2 + o(2)

)2

,

F =
(
kx+

a

2
x2 + bxy + o(2)

)
·
(
ky + bxy +

c

2
y2 + o(2)

)
,

G = 1 +
(
ky + bxy +

c

2
y2 + o(2)

)2
,

e =
k + ax+ o(2)

|αx × αy|
, f =

by + o(2)

|αx × αy|
e g =

k + bx+ cy + o(2)

|αx × αy|
.

A equação das linhas de curvatura é dada por, veja [10]

(gF − fG)dy2 + (gE − eG)dydx+ (fE − eF )dx2 = 0.

Multiplicando esta última equação por |αx×αy| e substituindo os valores das primeira

e segunda formas fundamentais obtemos,

(−by + o(2))dy2 + ((b− a)x+ cy + o(2))dxdy + (by + o(2))dx2 = 0. (3.1)

Associada a equação diferencial binária (3.1) consideremos a superfície

M = {(x, y, p) : F (x, y, p) = (−by + o(2))p2 + ((b− a)x+ cy + o(2))p+ (by + o(2)) = 0}

com p = dy/dx, como em (2.3). Primeiramente, veri�caremos que a condição T é equiva-

lente à superfície M ser suave. Pela Proposição 2.1, isto é equivalente à função discrimi-

nante da equação F (x, y, p) = 0 ter uma singularidade de Morse em (0, 0, p). O 2-jato do

discriminante da equação é dado pela função

j2δ(x, y) = ((b− a)x+ cy)2 + 4b2y2 = (b− a)2x2 + 2c(b− a)xy + (c2 + 4b2)y2 = 0.

De fato, a origem é singularidade de δ. Além disso, o determinante da Hessiana desta

função é dada por

det(Hessδ(0, 0)) = (2c(b− a))2 − 4((b− a)2)((c2 + 4b2)) = −16b2(b− a)2.

Portanto, a função é Morse se, e somente se, T = b(b− a) 6= 0.
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Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, consideremos o campo de

Lie-Cartan, ver Proposição 2.2, dado por

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p
.

Podemos escrever o campo ξ na forma de sistema

ξ =


x′ = Fp = −2byp+ (b− a)x+ cy + o(2),

y′ = pFp = p(−2byp+ (b− a)x+ cy + o(2)),

p′ = −(Fx + pFy) = −((b− a)p+ p(−bp2 + cp+ b) + o(2)).

(3.2)

Os equilíbrios de (3.2) são dados por F = Fp = Fx + pFy = 0. As equações F = Fp = 0,

nos fornecem os pontos (0, 0, p) ∈ 0× RP 1 (F = 0, para que o ponto esteja na superfície

M). Os pontos onde Fx + pFy = 0 em 0× RP 1 são dados por uma cúbica φ em p

φ(p) = −(Fx + pFy)(0, 0, p) = −(b− a)p− p(−bp2 + cp+ b) = p(bp2 − cp+ a− 2b).

A raízes dessa cúbica são:

p0 = 0 e p± =
c

2b
±
√
λ,

onde

λ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2.

Portanto, quando λ > 0 o sistema apresenta três pontos de equilíbrio, denotados por

E0 = (0, 0, 0) E+ = (0, 0, p+) E− = (0, 0, p−).

As raízes da cúbica φ representam as direções possíveis ao longo das quais as linhas de

curvatura podem se aproximar do ponto umbílico. Quando λ < 0 o sistema tem apenas E0

como equilíbrio. Passamos, agora, a estudar a natureza desses equilíbrios. A linearização

do campo ξ dado em (3.2) no ponto (0, 0, p), onde p ∈ {0, p−, p+} tem a forma

Dξ(0, 0, p) =


b− a c− 2bp 0

(b− a)p (c− 2bp)p 0

0 0 3bp2 − 2cp+ a− 2b

 . (3.3)
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Os autovalores de (3.3) são dados por

λ1 = 0, λ2 = 3bp2 − 2cp+ a− 2b, λ3 = −2bp2 + cp+ b− a.

Observar que, como p é raíz da cúbica φ(p) = p(bp2− cp+ a− 2b), podemos simpli�car a

escrita dos autovalores λ2 e λ3 como

λ2 = 3bp2 − 2cp+ a− 2b = bp2 − cp+ a− 2b︸ ︷︷ ︸
=0

+2bp2 − cp = bp2 − cp︸ ︷︷ ︸
=2b−a

+bp2 = bp2 + 2b− a.

λ3 = −2bp2 + cp+ b− a = − (bp2 − cp+ a− 2b)︸ ︷︷ ︸
=0

−bp2 − b ⇒ λ3 = −b(p2 + 1).

De agora em diante, assumiremos então λ2 = bp2 + 2b− a e λ3 = −b(p2 + 1).

Caso D1:

(
λ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2 < 0

)
.

Neste caso, a origem é a única raiz real de φ(p), ou seja, temos apenas E0 como ponto

de equilíbrio. Os autovalores de Dξ(E0) são λ1 = 0, λ2 = b− a e λ3 = a− 2b. Para que

tenhamos uma singularidade do tipo D1 é su�ciente mostrar que os autovalores λ2 e λ3

tenham sinais opostos. Como λ < 0, segue que

a− 2b

b
> 0.

Portanto, (a− 2b) e b têm mesmo sinal. Assim

λ2
λ3

=
b− a
a− 2b

= −1− b

a− 2b
< 0.

Segue, então, que E0 é uma sela.

Caso D2:

(
λ =

(
c

2b

)2

− a

b
+ 2 > 0,

a

b
> 1, a 6= 2b

)
.

Neste caso, temos três pontos de equilíbrios. Dividimos esse caso em dois sub-casos.

Primeiramente consideraremos

1 <
a

b
< 2.
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É fácil ver que E0 é um nó, pois

λ2
λ3

=
b− a
a− 2b

=

b

(
1− a

b

)
b

(
a

b
− 2

) =

<0︷ ︸︸ ︷(
1− a

b

)
(
a

b
− 2

)
︸ ︷︷ ︸

<0

> 0.

Para estudar a natureza dos pontos de equilíbrio E±, consideremos a razão

λ2
λ3

=
2b− a+ bp2

−b(p2 + 1)
=
b(2− a

b
+ p2)

−b(p2 + 1)
=

2− a
b

+ p2

−(p2 + 1)
< 0.

Portanto, E± são selas, independentemente da escolha de p.

No segundo sub-caso, consideraremos

2 <
a

b
< 2 +

(
c

2b

)2

.

De modo análogo ao sub-caso anterior, é fácil ver que E0 é uma sela, ou seja, λ2/λ3 < 0.

Estudaremos agora a natureza dos pontos de equilíbrio E±. Novamente consideraremos a

razão
λ2
λ3

=
2b− a+ bp2

−b(p2 + 1)
=
b(2− a

b
+ p2)

−b(p2 + 1)
=

2− a
b

+ p2

−(p2 + 1)
.

Neste caso, temos que o sinal da razão depende do valor de p e é dado pelo numerador,

já que o denominador é sempre negativo, independentemente de p. Passamos assim a

estudar o sinal da expressão N± = 2 − a
b

+ p2±. Substituindo, o valor de p± em N±,

chegamos na seguinte equação

N± = 2λ± c

2b

√
λ = 2

√
λ

(√
λ± c

2b

)
.

Como λ > 0 os sinais de N± seguem da expressão dentro do parênteses. Assim, supondo

bc > 0, segue que N+ é sempre positivo e o sinal N− segue de(√
δ − c

2b

)
=

(√(
c

2b

)2

− a

b
+ 2− c

2b

)
<

(√(
c

2b

)2

− c

2b

)
=

∣∣∣∣ c2b
∣∣∣∣− c

2b
= 0.

A desigualdade segue do fato que 2 < a/b e a última igualdade segue, pois estamos

considerando bc > 0. Assim, temos que E+ é uma sela e E− é um nó. De modo análogo,

supondo bc < 0, concluímos que E+ é um nó e E− é uma sela.
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Caso D3:

(
a

b
< 1

)
.

Neste caso, temos 3 pontos de equilíbrios e todos são selas. De fato, a natureza de E0

segue do sinal da razão

λ2
λ3

=
b− a
a− 2b

=

>0︷ ︸︸ ︷
(1− a/b)
(a/b− 2)︸ ︷︷ ︸

<0

< 0.

A natureza dos pontos de equilíbrio E− e E+ são dadas pelo sinal da seguinte razão

λ2
λ3

=
2b− a+ bp2

−b(p2 + 1)
=
b(2− a

b
+ p2)

−b(p2 + 1)
=

>0︷ ︸︸ ︷
(2− a

b
) +p2

−(p2 + 1)
< 0.

�

Uma interpretação geométrica para a condição T é dada pela proposição abaixo.

Proposição 3.1. A condição de transversalidade T signi�ca que as curvas diferenciáveis

(gF − fG)(x, y) = by + o(2) = 0 e (gE − eG)(x, y) = (b − a)x + cy + o(2) = 0, na

equação (3.1), cuja intersecção de�ne os pontos umbílicos, são regulares e se encontram

transversalmente em (0, 0).

Demonstração:

Suponha A(x, y) = (gF − fG)(x, y) = 0 e B(x, y) = (gE − eG)(x, y) = 0, então

gF = fG e gE = eG. Temos então que

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

2eG− 2fF

EG− F 2
=
eG− fF
EG− F 2

,

K =
eg − f 2

EG− F 2
.

Assim,
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H2 −K =

(
eG− fF
EG− F 2

)2

− eg − f 2

EG− F 2

=
(eG− fF 2)− (eg − f 2)(EG− F 2)

(EG− F 2)2

=
−2eGfF + egF 2 + f 2EG

(EG− F 2)2

=
−2eGfF + efGF + feGF

(EG− F 2)2

= 0.

Como (
k1 − k2

2

)2

= H2 −K = 0,

temos que k1 = k2 e a interseção das duas curvas será ponto umbílico.

Por outro lado, nos pontos umbílicos temos que os coe�cientes da equação das linhas

de curvatura se anulam simultaneamente, em particular

(gF − fG)(x, y) = 0 e (gE − eG)(x, y) = 0.

Logo, os pontos umbílicos são exatamente a interseção das duas curvas.

De�na

A(x, y) = (gF − fG)(x, y) = by + o(2) = 0,

B(x, y) = (gE − eG)(x, y) = (b− a)x+ cy + o(2) = 0.

Temos

det

 Ax(0, 0) Ay(0, 0)

Bx(0, 0) By(0, 0)

 = −b(b− a).

Assim, se valer a condição T, o determinante anterior será diferente de 0. Logo, as

linhas da matriz acima não se anulam e portanto as curvas são regulares em (0, 0). Além

disto, o determinante diferente de zero signi�ca que seus vetores tangentes são linearmente

independentes, ou seja, as curvas se encontram transversalmente em (0, 0).

�
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Na demonstração da proposição acima podemos ver que os pontos umbílicos correspon-

dem às singularidades do campo levantado associado a equação das linhas de curvatura

dada em (3.1).



Capítulo 4

Superfícies em R4

Neste capítulo buscamos o entendimento das con�gurações das linhas assintóticas de

superfícies em R4 perto e longe de pontos umbílicos. Primeiramente, veremos algumas

de�nições sobre superfícies em R4, tais como primeira e segunda forma fundamentais, o

vetor curvatura normal, o vetor curvatura média e a elipse de curvatura. Em seguida,

estudaremos a con�guração topológica das linhas assintóticas de superfícies em R4 como

uma aplicação do estudo de EDBs feito neste trabalho.

Neste capítulo todas as imersões serão suaves. Seja α : M → R4 uma imersão de uma

superfície regular, compacta e orientada em R4, o qual está munido do produto interno

Euclidiano 〈·, ·〉 e está orientado.

Denote, respectivamente, por TM e NM os �brados tangente e normal de α. Para

cada p ∈M , sejam {αu, αv} uma base para o espaço tangente TpM e {N1, N2} uma base

ortogonal do complemento ortogonal de TpM, chamado NpM. Tome uma carta positiva

(u, v) tal que

{αu, αv, N1, N2}

seja um referencial positivo de R4.

De�nição 4.1. 1. A primeira forma fundamental de α, Iα, é dada por

I = Iα = 〈dα, dα〉 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

onde E = 〈αu, αu〉, F = 〈αu, αv〉, G = 〈αv, αv〉.

68
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2. A segunda forma fundamental de α, IIα, é de�nida em termos da forma qua-

drática com valores em NM

II = IIα = 〈d2α,N1〉N1 + 〈d2α,N2〉N2 = II1,αN1 + II2,αN2,

onde

IIi = IIi,α = eidu
2 + 2fidudv + gidv

2,

sendo ei = 〈αuu, Ni〉, fi = 〈αuv, Ni〉, gi = 〈αvv, Ni〉, para i = 1, 2.

As seguintes funções estão associadas à imersão α :

1. O vetor curvatura normal de α em um ponto p na direção w é dado por

η(p, w) =
II(p, w)

I(p, w)
.

2. O vetor curvatura média de α é de�nido por

H = Hα = H1N1 +H2N2,

onde

Hi = Hi,α =
Egi − 2Ffi +Gei

2(EG− F 2)
, i = 1, 2.

3. A curvatura Gaussiana de α

K = Kα =
e1g1 − f 2

1 + e2g2 − f 2
2

EG− F 2
.

4. O resultante ∆ de II1,α e II2,α é dado por

∆ = ∆α =
1

4(EG− F 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 2f1 g1 0

e2 2f2 g2 0

0 e1 2f1 g1

0 e2 2f2 g2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.1)

5. A matriz da segunda forma fundamental é

M(p) =

 e1 f1 g1

e2 f2 g2

 (p).
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4.0.1 Elipse de curvatura

De modo análogo ao estudo de imersões de superfícies em R3, podemos analisar o vetor

curvatura normal da seguinte maneira: para cada vetor unitário w ∈ TpM, seja

γ : (−ε, ε)→M

uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, satisfazendo

γ(0) = p e γ′(0) = w.

Assim, η(p)(w) = η(p, w) é a projeção de γ′′(0) sobre o plano normal NpM. Além disso,

esta interpretação independe da escolha da curva γ.

Considere um sistema de coordenadas isotérmicas em M , ou seja, uma carta (u, v) de

modo que

E = G = 1 e F = 0.

A prova de que existem sistemas isotérmicos de coordenadas para qualquer superfície

regular é delicada e não será apresentada aqui, para detalhes consultar [1].

Temos que {αu, αv} é um referencial ortonormal de TpM e podemos escrever

w = φ(t) = cos tαu + sen tαv, w ∈ TpM.

Desta forma,

η(p)(w) = η(p)(φ(t)) =

 e1 cos2 t+ 2f1 cos t sen t+ g1 sen 2t

e2 cos2 t+ 2f2 cos t sen t+ g2 sen 2t


e

H(p) =

 (e1 + g1)/2

(e2 + g2)/2

 ,
onde aparecem as componentes com relação ao referencial ortonormal {N1, N2} de NpM

nas expressões acima.

Utilizando as identidades trigonométricas

cos 2t = cos2 t− sen 2t e sen 2t = sen t cos t
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temos que

η(p)(w) =

 (e1 − g1)/2 f1

(e2 − g2)/2 f2

 cos 2t

sen 2t

+

 (e1 + g1)/2

(e2 + g2)/2

 ,
de onde

η(p)(w)−H(p) =

 (e1 − g1)/2 f1

(e2 − g2)/2 f2

 cos 2t

sen 2t

 .
Como η(p) : TpM → NpM é uma transformação a�m, a imagem da circunferência

unitária S1 ⊂ TpM pela aplicação η é, em geral, uma elipse em NpM centrada em H(p),

chamada elipse de curvatura de α no ponto p e denotada por εα(p).

TpM
NpM

p

S1

w

N2(p)

N1(p)

ηp(w)
H(p)

εα(p)

Figura 4.1: Elipse de curvatura.

Esta elipse pode se degenerar em um segmento de reta radial, caso em que p é conhecido

como ponto de in�exão (ou ponto umbílico) da superfície. O ponto de in�exão é

classi�cado do tipo real quando a origem, 0 ∈ NpM, pertence à elipse de curvatura e do

tipo imaginário caso contrário. Em ambos os casos, dizemos também que o ponto de

in�exão é não degenerado. Um ponto de in�exão é dito degenerado quando a origem é

um extremo da elipse de curvatura, que, neste caso, é um segmento de reta.

De�nição 4.2. Um ponto p ∈ M é dito hiperbólico, elíptico ou parabólico, depen-

dendo se o ponto 0 ∈ NpM está fora, dentro ou sobre a elipse de curvatura, respectiva-

mente.
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Para entender melhor estas con�gurações temos o seguinte teorema, mostrado por

Little em [16], o qual admitiremos sem demonstração.

Teorema 4.1. 1. Se ∆ > 0, então a origem está dentro da elipse;

2. Se ∆ = 0, então a origem está sobre a elipse;

3. Se ∆ < 0, então a origem está fora da elipse.

Portanto, um ponto p ∈ M é hiperbólico (respectivamente, elíptico/parabólico) se

∆ < 0 (respectivamente, ∆ > 0/∆ = 0).

Um estudo mais detalhado, realizado em [17], permite distinguir as seguintes possibi-

lidades:

Proposição 4.1. 1. Se ∆ = 0 e K > 0, então a origem é um ponto de in�exão do

tipo imaginário;

2. Se ∆ = 0, K < 0 e rankM = 2, então a elipse de curvatura é não degenerada;

3. Se ∆ = 0, K < 0 e rankM = 1, então a origem é um ponto de in�exão do tipo real;

4. Se ∆ = 0 e K = 0, então a origem é um ponto de in�exão degenerado.

Proposição 4.2. A área da elipse εα(p) é dada por

A(εα(p)) =
π

2
[f2(e1 − g1)− f1(e2 − g2)].

Demonstração:

Seja

εα(p) =

(
e1 − g1

2
cos 2t+ f1 sen 2t+

e1 + g1
2

,
e2 − g2

2
cos 2t+ f2 sen 2t+

e2 + g2
2

)
.

Segue do Teorema de Green que a área de uma região D delimitada por uma curva C

de equações paramétricas x = φ(t) e y = ψ(t) é dada por

A(D) = −
∮
C

ψ(t)φ′(t)dt.
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Note que η(p) restrita a S1 é uma aplicação quadrática e, portanto, recobre duplamente

a elipse de curvatura. Desta forma limitaremos a integral entre 0 e π. Pela a�rmação

acima, a área da elipse será dada por

A(εα(p)) =

∫ π

0

(
e2 − g2

2
cos 2t+ f2 sen 2t+

e2 + g2
2

)
(−(−e1 − g1) sen 2t+ 2f1 cos 2t)dt

= −
∫ π

0

(
−(e2 − g2)(e1 − g1)

2
cos 2t sen 2t+ f1(e2 − g2) cos2 2t− f2(e1 − g1) sen 22t

)
+

(
2f1f2 cos 2t sen 2t− (e2 + g2)(e1 − g1)

2
sen 2t+ f1(e2 + g2) cos 2t

)
dt

=

(
(e2 − g2)(e1 − g1)

2
− 2f1f2

)∫ π

0

cos 2t sen 2tdt− f1(e2 − g2)
∫ π

0

cos2 2tdt

+ f2(e1 − g1)
∫ π

0

sen 22tdt+
(e2 + g2)(e1 − g1)

2

∫ π

0

sen 2tdt− f1(e2 + g2)

∫ π

0

cos 2tdt

=

(
(e2 − g2)(e1 − g1)

2
− 2f1f2

)(
−cos 4π

8
+

cos 0

8

)
− f1(e2 − g2)

[(
π

2
+

sen 4π

8

)
−
(

0 +
sen 0

8

)]
+ f2(e1 − g1)

[(
π

2
− sen 4π

8

)
−
(

0− sen 0

8

)]
+

(e2 + g2)(e1 − g1)
2

[(
(−cos 4π

2
)

)
−
(
−cos 0

2

)]
− f1(e2 + g2)

[(
sen 4π

2
−
(

sen 0

2

))]

=
π

2
[f2(e1 − g1)− f1(e2 − g2)].

�

Destacamos a seguir algumas observações em relação à elipse de curvatura:

Observação 4.1. 1. A aplicação η(p) restrita a S1, sendo quadrática, é um duplo

recobrimento da elipse de curvatura, ou seja, a todo ponto A ∈ εα(p) está associada
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uma direção formada pelas antípodas A′ e A′′ em S1;

2. A elipse de curvatura é invariante por rotações nos planos tangente e normal.

É mostrado em [16] que a curvatura normal, a norma do vetor curvatura média, o

resultante ∆ e a curvatura Gaussiana são também invariantes da imersão.

Além da elipse de curvatura, podemos usar também um outro objeto para descrever

a geometria de segunda ordem da superfície M, a saber o pencil de formas quadráticas

binárias determinado pela segunda forma fundamental de M em um ponto p, digamos

pelo par de formas quadráticas (e1x
2 + 2f1xy+ g1y

2, e2x
2 + 2f2xy+ g2y

2), onde ei, fi e gi,

i = 1, 2, são os coe�cientes da segunda forma fundamental de M.

Se pensarmos em uma forma quadrática Ax2 + 2Bxy + Cy2 como um ponto

(A,B,C) ∈ R3, podemos identi�car o espaço das formas quadráticas em duas variá-

veis com o espaço tridimensional R3. Temos de�nido, então, o cone B2 − AC = 0 de

formas quadráticas degeneradas. Este cone, por sua vez, determina uma cônica no espaço

projetivo RP 2 ao qual nos referimos como o cone de formas quadráticas degeneradas. Os

pontos do lado de dentro da cônica representam as formas quadráticas de tipo elíptico,

enquanto que os pontos do lado de fora representam as formas de tipo hiperbólico.

Com a identi�cação acima, um par de formas quadráticas (Q1, Q2) pode ser pensado

como um par de vetores em R3. Se as formas quadráticas Q1 = (e1x
2 + 2f1xy + g1y

2) e

Q2 = (e2x
2+2f2xy+g2y

2) são linearmente independentes, então elas determinam um plano

pela origem em R3 e uma reta em RP 2. Não é difícil ver que esta reta intercepta a cônica

em 0, 1 ou 2 pontos dependendo se δ = (e1g2−e2g1)+4(f1e2−e1f2)(f1g2−g1f2) < 0, = 0

ou > 0, respectivamente.

Observamos aqui que δ = −∆, onde ∆ é o resultante de�nido em (4.1). Assim, segue

da De�nição 4.2 e do Teorema 4.1 que, se δ < 0 o respectivo ponto é elíptico, se δ = 0 o

ponto é parabólico e se δ > 0 o ponto é hiperbólico.

Por outro lado, se Q1 e Q2 são formas linearmente dependentes (mas não nulas)

a matriz M(p) tem rank 1. Neste caso elas determinam um ponto em RP 2 que pode

estar dentro, sobre ou fora da cônica. Consideramos aqui o grupo GL(2,R) das matrizes
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2 × 2 inversíveis. Existe uma ação do grupo GL(2,R) × GL(2,R) sobre pares de formas

quadráticas. As órbitas desta ação são descritas em [12] e são como a seguir:

(x2, y2) ponto hiperbólico;

(xy, x2 − y2) ponto elíptico;

(x2, xy) ponto parabólico;

(x2 ± y2, 0) ponto umbilico;

(x2, 0) ponto umbilico degenerado;

(0, 0) ponto umbilico degenerado.

(4.2)

Podemos escrever as órbitas acima em função do resultante ∆, da matriz da segunda

forma fundamentalM(p) e da curvatura Gaussiana K da seguinte forma:

(x2, y2) se ∆(p) > 0;

(xy, x2 − y2) se ∆(p) < 0;

(x2, xy) se ∆(p) = 0 e rankM(p) = 2;

(x2 ± y2, 0) se ∆(p) = 0, rankM(p) = 1 e K > 0;

(x2, 0) se ∆(p) = 0 e K < 0;

(0, 0) se ∆(p) = 0 e K = 0.

4.0.2 Direções assintóticas em M

Temos, agora, o material necessário para estudar as possíveis con�gurações topológicas das

linhas assintóticas em pontos parabólicos de superfícies em R4. Veremos que as equações

das linhas assintóticas têm as formas normais estudadas nos Capítulos 1 e 2 deste trabalho.

Referências para esta seção são encontradas em [7] e [17].

De�nição 4.3. Uma direção [θ] ∈ TpM para a qual
∂η

∂θ
(θ) e η(θ) são paralelos é chamada

uma direção assintótica.

Iniciamos nosso estudo calculando a expressão local para as equações diferenciais das

linhas assintóticas sobre superfícies em R4.
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Proposição 4.3. Seja α : R2 −→ R4 uma parametrização de M dada por

(x, y, α1(x, y), α2(x, y)). Então a equação diferencial das linhas assintóticas de M tem

a forma

A(x, y)dy2 + 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dx2 = 0, (4.3)

onde

A = α1yyα2xy − α1xyα2yy,

B =
1

2
(α1yyα2xx − α1xxα2yy),

C = α1xyα2xx − α1xxα2xy.

Demonstração:

Seja p ∈M e suponhamos a imersão α localmente na forma de monge:

α : R2 −→ R4

(x, y) 7−→ α(x, y) = (x, y, α1(x, y), α2(x, y)),

com a segunda forma fundamental de α(M) caracterizada pelas duas formas quadráticas:

Q1(x, y) = e1x
2 + 2f1xy + g1y

2 e Q2(x, y) = e2x
2 + 2f2xy + g2y

2.

Consideremos

γ : R −→ R2

s 7−→ γ(s) = (x(s), y(s)),

uma parametrização pelo comprimento de arco de uma curva assintótica de M em uma

vizinhança de p. Desta forma, temos

ξ = α ◦ γ : R −→ R4

s 7−→ α(x, y) = (x(s), y(s), α1(x(s), y(s)), α2(x(s), y(s))).

Calcularemos η(θ(s)) para cada s ∈ R. Observemos que em cada p ∈M,

TpM = [g1, g2] = [(1, 0, α1x, α2x), (0, 1, α1y, α2y)] e NpM = [g3, g4],
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onde a notação [v1, v2] representa o espaço gerado por v1 e v2. Além disso,

g3 = (−α1x,−α1y, 1, 0)

e

g4 = (−α2x − α1y(α2xα1y − α1xα2y), −α2y − α1x(α1xα2y − α1yα2x),

− α1xα2x − α1yα2y, 1 + α2
1x + α2

1y).

Denotamos por E = {e1, e2, e3, e4} a base do R4 dada por ei = gi/|gi| (i = 1, 2, 3, 4).

Como

ξ′(s) = (x′(s), y′(s), α1x(γ(s))x′(s) + α1y(γ(s))y′(s), α2x(γ(s))x′(s) + α2y(γ(s))y′(s)),

e

ξ′′(s) = (x′′(s), y′′(s), U, V ),

onde

U = α1xx(γ(s))(x′(s))2 + 2α1xy(γ(s))x′(s)y′(s) + α1yy(γ(s))(y′(s))2

+ α1x(γ(s))x′′(s) + α1yy
′′,

V = α2xx(γ(s))(x′(s))2 + 2α2xy(γ(s))x′(s)y′(s) + α2yy(γ(s))(y′(s))2

+ α2x(γ(s))x′′(s) + α2yy
′′,

a projeção de ξ′′(s) em Nξ(s)M é dada por

η(θ(s)) = 〈ξ′′(s), e3(s)〉e3(s) + 〈ξ′′(s), e4(s)〉e4(s),

ou seja

η(θ(s)) =
1

|g3|
(
α1xx(x

′(s))2 + 2α1xy(x
′(s))(y′(s)) + α1yy(y

′(s))2
)
e3(s)

− 1

|g4|
(
A(x′(s))2 + 2B(x′(s))(y′(s)) + C(y′(s))2

)
e4(s),
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onde

A = α1xx(α1xα2x + α1yα2y)− α2xx(1 + α2
1x + α2

1y),

B = α1xy(α1xα2x + α1yα2y)− α2xy(1 + α2
1x + α2

1y),

C = α1yy(α1xα2x + α1yα2y)− α2yy(1 + α2
1x + α2

1y).

Portanto,

dη

dθ
(θ(s)) =

2

|g3|
[(α1yy − α1xx)x

′(s)y′(s) + α1xy(x
′(s)2 − y′(s)2)]e3(s)

− 2

|g4|
[(C − A)x′(s)y′(s) +B(x′(s)2 − y′(s)2)]e4(s).

Eliminando β em η(θ(s)) = β dη
dθ

(θ(s)), obtemos

(α1xyα2xx − α1xxα2xy)x
′2 + (α1yyα2xx − α1xxα2yy)x

′3y′ + ((α2xx − α2yy)α2xy

− (α1xx − α1yy)α2xy)x
′2y′2 + (α1yyα2xx − α1xxα2yy)x

′y′3 + (α1yyα2xy − α1xyα2yy)y
′4 = 0.

Lembrando que x′(s) = cos θ(s) e y′(s) = sen θ(s) e utilizando, ainda, as substituições

cos3 θ sen θ = (1− sen 2θ) cos θ sen θ, cos4 θ = (1− sen 2θ) cos2 θ, sen 4 = (1− cos2 θ),

temos

(α1xyα2xx − α1xxα2xy) cos2 θ + (α1yyα2xx − α1xxα2yy) cos θ sen θ

+ (α1yyα2xy − α1xyα2yy) sen 2θ = 0.

A equação diferencial das linhas assintóticas é, então, dada por

A(x, y)dy2 + 2B(x, y)dxdy + C(x, y)dx2 = 0, (4.4)

onde

A(x, y) = α1yyα2xy − α1xyα2yy,

B(x, y) =
1

2
(α1yyα2xx − α1xxα2yy),

C(x, y) = α1xyα2xx − α1xxα2xy.

�
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Finalizamos este trabalho explorando um pouco mais sobre as con�gurações topoló-

gicas das linhas assintóticas em pontos parabólicos de superfícies em R4. Existem duas

situações a se considerar, a saber, quando a origem do plano normal está sobre o conjunto

parabólico e este é, ou não, um ponto umbílico, ver De�nição 3.1.

A origem não é um ponto umbílico:

Neste caso estamos considerando a origem sobre o conjunto parabólico, mas não sendo um

ponto umbílico. Como vimos em (4.2), o par de quadráticas (Q1, Q2) pode ser tomado,

após uma mudança de coordenadas a�m, na forma (xy, x2). Podemos, então, escrever a

imersão, α, da forma α(x, y) = (x, y, α1(x, y), α2(x, y)), onde as funções α1 e α2 são da

forma

α1 = xy + r0x
3 + r1x

2y + r2xy
2 + r3y

3,

α2 = x2 + b0x
3 + b1x

2y + b2xy
2 + b3y

3.

Os 1-jatos das componentes dos coe�cientes da EDB (4.3) são dados por

α1xx = 6r0x+ 2r1y,

α1xy = 1 + 2r1x+ 2r2y,

α1yy = 2r2x+ 6r3y,

α2xx = 2 + 6b0x+ 2b1y,

α2xy = 2b1x+ 2b2y,

α2yy = 2b2x+ 6b3y.

Após alguma contas, o 1-jato da EDB (4.3) é dado por

Ady2 + 2Bdxdy + Cdx2 = 0,

onde

A = −b2x− 3b3y,

B = r2x+ 3r3y,

C = 1 + (3b0 + 2r1)x+ (b1 + 2r2)y.
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Esta EDB é topologicamente equivalente à dx2 + ydy2 = 0 se, e somente se, b3 6= 0.

Neste caso, as curvas assintóticas (curvas integrais da EDB (4.3)) formam uma família de

cúspides, como na Figura 1.2.

Quando b3 = 0 e b2 6= 0 podemos, com contas análogas às feitas na seção 2.3, reduzir

o 2-jato da EDB (4.3) para

dx2 +

(
−x− 3

b22
(3r23 −

5

2
b2r3 + 2c4)y

2

)
dy2 = 0

se λ 6= 0, 1/16, onde λ = −3(3r23 − (5/2)b2r3 + 2c4)/b
2
2.

As con�gurações topológicas das EDBs dy2 + (−y + λx2)dx2 = 0 são descritas no

Capítulo 1, após a Proposição 1.3. Tal EDB tem uma sela dobrada quando λ < 0, um

nó dobrado quando 0 < λ < 1/16 e um foco dobrado quando λ > 1/16 e os modelos são

como na Figura 1.3.

Quando λ assume os valores λ = 0, λ = 1/16 e b3 = 0 e b2 = 0 a EDB 4.3 apresenta

singularidades mais degeneradas, cujo estudo foge do escopo do trabalho, ver [5].

A origem é um ponto umbílico:

Quando a origem é um ponto umbílico, não é difícil ver que os coe�cientes da EDB das

linhas assintóticas se anulam simultaneamente na origem e, em geral, o discriminante tem

uma singularidade de Morse, ou seja, temos uma EDB do tipo Morse II.

Como vimos na seção 4.0.1, existem dois tipos de pontos umbílicos: o primeiro ocorre

quando par de quadráticas (Q1, Q2) é equivalente à (x2 + y2, 0), neste caso o discrimi-

nante é um ponto isolado, e o segundo, em que (Q1, Q2) é equivalente à (x2 − y2, 0) e

o discriminante, neste caso, é um par de curvas transversais. Trataremos desses casos

separadamente.

• Caso (x2 + y2, 0) :

Neste caso, a imersão α é da forma

α(x, y) = (x, y, x2 + y2 +O(3), v(x, y) +O(4)),

onde v(x, y) = b0x
3 + b1x

2y + b2xy
2 + b3y

3. Assim, o 1-jato da EDB (4.3) é dado por

vxydx
2 + (vyy − vxx)dxdy − vxydy2 = 0. (4.5)
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Não é difícil ver que este é exatamente o 1-jato da equação das linhas de curvatura da

superfície (x, y, k0(x
2+y2)+v(x, y)+O(4)) ∈ R3 próximas a um ponto umbílico. Portanto,

como foi mostrado no Capítulo 3, a con�guração das linhas assintóticas próximas à origem

será, genericamente, Lemon, Monstar ou Star. Tais con�gurações estão representadas na

Figura 3.1.

• Caso (x2 − y2, 0) :

Para simplicidade dos cálculos, observe primeiramente que a mudança de coordenadas

(x, y) 7→ ((x+ y)/2, (x− y)/2) leva a forma quadrática x2 − y2 na forma xy.

Neste caso, então, a imersão α pode ser escrita da forma

α(x, y) = (x, y, xy +O(3), v(x, y) +O(4)),

onde v(x, y) = b0x
3+b1x

2y+b2xy
2+b3y

3. É possível, realizando mudanças de coordenadas

lineares similares às da demonstração da Proposição 2.3, reduzir v(x, y) para a forma

x3 + b1x
2y + b2xy

2 + y3, desde que b0 e b3 sejam não nulos.

Com esta parametrização, os coe�cientes A,B e C da EDB (4.3) são dados por

A = −vyy = −(6y + 2b2x),

B = 0,

C = vxx = 6x+ 2b1y.

Portanto, o 1-jato da EDB (4.3), se escreve como

− (6y + 2b2x)dy2 + 6x+ 2b1ydx
2 = 0. (4.6)

Calculando a cúbica φ e a quadrática α1, descritas na demonstração da Proposição

2.2,obtemos

φ(p) = −2(3p3 − b2p2 − b1p− 6) e α1(p) = −4p(3p+ b1).

Com isso, obtemos que, genericamente, φ e α1 não têm raízes em comum, portanto, segue

da Proposição 2.3 que a EDB (4.6) se escreve como

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy ± ydy2 = 0.
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Finalmente, não é difícil ver que o discriminante da equação (4.6) é formado por um par

de curvas transversais, assim, genericamente, a EDB (4.6) é topologicamente equivalente

à

ydy2 + 2(b1x+ b2y)dxdy + ydy2 = 0.

Estes casos são estudados na seção 2.3, onde obtemos as con�gurações destas EDBs.

Podemos, então, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2. As linhas assintóticas em pontos parabólicos de uma superfície M em R4

têm genericamente as seguintes con�gurações:

1. Fora dos pontos umbílicos:

(a) Uma família de cúspides, ver Figura 1.2;

(b) Um nó/sela/foco dobrados, ver Figura 1.3.

2. Nos pontos umbílicos:

(c) Lemon, Monstar ou Star, ver Figura 2.6;

(d) como na Figura 2.7.



Conclusões

Nesta dissertação �zemos uma introdução às equações diferenciais binárias (EDBs),

apresentando as principais de�nições e resultados utilizadas no trabalho. Apresentamos

também resultados que classi�cam as EDBs do tipo I e suas principais formas normais.

Para as EDBs do tipo Morse II estudamos duas técnicas para tratar da classi�cação de

tais equações, a saber, a técnica do blow-up de singularidades e a técnica do levantamento

do campo de direções. Munido dessas duas técnicas abordamos o problema de reduzir as

EDBs do tipo II para as formas normais.

Utilizando os resultados obtidos na classi�cação das EDBs estudamos o comporta-

mento das linhas de curvatura em superfícies no R3 próximas a um ponto umbílico e

vimos as possíveis con�gurações para tais curvas integrais. Outra aplicação foi o estudo

das linhas assintóticas de superfícies no R4, para tal, introduzimos resultados de geome-

tria diferencial de superfícies em R4 e em seguida estudamos o comportamento das linhas

assintóticas em pontos parabólicos de superfícies em R4.

Para a realização deste trabalho foi necessário o uso do software Maple para uma

grande parte das contas apresentadas aqui e do software ODEinR2 [18] no auxílio das

con�gurações das EDBs.
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