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Resumo
É construído um modelo de colapso gravitacional analisando a evolução de uma hipersu-
perfície que separa duas regiões de uma variedade. Utiliza-se uma métrica para o exterior
do tipo Vaidya e para o interior do tipo Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW),
as quais são coladas utilizando as condições de junção de Darmois. Inicialmente, a fonte
da curvatura da região interior é um campo escalar não-minimamente acoplado à geome-
tria, construído de maneira a produzir um modelo de ricochete que não viole a condição
nula de energia, no entanto obtêm-se que esta condição limita o modelo a situação de
acoplamento mínimo. Com este objetivo é feita uma aproximação em série de potências do
sistema de equações formado pelas equações de campo de Einstein e a equação do campo
escalar próximo do ricochete. Os resultados obtidos para os coeficientes da expansão e a
análise de sua validade reforçam a necessidade de uma tri-curvatura espacial positiva, cujo
módulo está definido em intervalos de validade obtidos durante a análise dos parâmetros.
Determina-se também condições iniciais que caracterizam o colapso e estuda-se condições
que permitam identificar o sua fase final, podendo ocorrer a emissão de toda a massa na
forma de radiação eletromagnética, ou seja, uma evaporação. Também é possível obter um
modelo singular ou mesmo um ricochete do objeto em si.

Palavras-chave: Colapso gravitacional, condições de junção de Darmois, modelo de
ricochete, campo escalar.



Abstract
A gravitational collapse model is constructed by analyzing the evolution of a hypersurface
that separates two regions of a manifold. A Vaidya type metric is used for the exterior
region and for the interior region the Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)
type of metric is taken, which are glued using the Darmois matching conditions. Initially,
the source of the curvature in the interior region is a scalar field non-minimally coupled
to the geometry, in such a way to produce a bouncing model that does not violate the
null energy condition, however it is obtained that this condition limits the model to the
minimun coupling situation. With this aim, it is made a power series approximation of the
system of equations formed by the Einstein field equations and the equation of the scalar
field close to the bounce. The results obtained for the coefficients and the validity of the
approximation itself reinforce the need for a positive spatial tri-curvature, whose value
is defined in the validity intervals obtained during the analysis of the parameters. Initial
conditions that characterize the collapse are also determined and conditions that allow
the identification of its final stage are studied, which may in the emission of the entirety
of the object mass as eletromagnetic radiation, that is, an evaporation, It is also possible
to obtain a singular model or even a bounce of the object itself.

Keywords: Gravitational collapse, Darmois junction conditions, bouncing models, scalar
field.
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1 Introdução

Desde a introdução da relatividade especial em 1905, tornou-se bastante comum a
utilização dos conceitos desenvolvidos por Einstein, assim como em subsequentes publica-
ções nas quais a teoria da relatividade geral foi estruturada, dando os primeiros passos
na mudança da percepção com respeito aos fenômenos gravitacionais. Desde então, estas
ideias foram testadas repetidamente e se mostram capazes de prever fenômenos que não
tem espaço na descrição clássica da gravitação e da descrição de espaço-tempo atrelada
ao modelo Newtoniano. Muitos destes testes são realizados através da análise do desvio
previsto pela teoria relativística da gravitação no caminho tomado pela luz devido à
alteração da geometria do espaço-tempo na presença de um corpo massivo. Outros ramos
de estudos são a formação de estruturas em grande escala [1, 2], e o estudo do colapso
gravitacional de objetos massivos [2, 3]. O foco desta dissertação está voltado ao último.

O colapso gravitacional de objetos massivos é um ramo de estudos trabalhado tanto
em estudos na geração de partículas de alta energia, tais como neutrinos astrofísicos, [4, 5],
assim como pode ser tratado no ponto de vista puramente geométrico da relatividade geral
[2, 3]. Um dos pontos em comum destas abordagens é analisar o destino desses objetos
tendo em vista suas características físicas, tais como sua massa, raio e conteúdo material.

A análise deste tipo de processo consiste na montagem de um espaço-tempo que
consistentemente possa descrever um objeto compacto. Diferentes abordagens e análises
foram realizadas em uma série de trabalhos individuais ou conjuntos de diversos autores
[6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. O espaço-tempo para estes objetos usualmente consiste em
estruturar regiões interior e exterior a uma hiper-superfície fronteira, a qual é induzida
individualmente pela escolha da geometria de cada uma das regiões, juntamente à análise
de condições de junção adequadas ao processo.

Estas condições estão relacionadas à continuidade do espaço-tempo, assim como a
possibilidade de atravessar a fronteira entre cada região. Existem diferentes construções
quando trata-se da junção de variedades, tais como as condições de junção de Darmois
[14], as condições de Lichnerowicz [15], as condições de O’Brien & Singe [16] e as condições
de Israel [17]. Existem diversos artigos que discutem o papel de cada condição de junção e
as equivalências entre elas, tais como as referências [18], [19], [20] e [21].

Na perspectiva deste trabalho serão utilizadas as condições de junção de Darmois,
uma vez que se faz uma análise das simetrias dos espaços-tempo independentemente das
coordenadas do exterior e do interior, sendo assim conveniente no estudo da junção entre
dois espaços-tempo que podem ser construídos independentemente [18, 22].

Para contextualizar a problemática envolvida na análise dos colapsos gravitacionais
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em relatividade geral, é necessário estudar soluções obtidas para as equações de campo
de Einstein em diferentes contextos. Um resultado importante bastante discutido nesta
perspectiva é a métrica de Schwarzschild [2, 3]:

ds2 = −
(

1− 2M
r

)
dt2 + dr2(

1− 2M
r

) + r2
(
dθ2 + sen2(θ)dφ2

)
, (1.1)

a qual representa um corpo massivo de massa M, esfericamente simétrico e sem rotação. A
métrica dada pela Eq. (1.1) apresenta uma singularidade em r = 0 e uma “singularidade”
aparente em r = 2M , podendo esta última ser removida por uma mudança adequada do
sistema de coordenadas [3].

Estudos posteriores da métrica de Schwarzschild levaram à definição do chamado
raio de Schwarzschild, r = 2M , sendo também chamada de horizonte de eventos: super-
fície que delimita a região da qual a informação não consegue alcançar um observador
exterior. Esta definição é uma versão simplificada de uma outra mais formal envolvendo a
estrutura causal do espaço-tempo [23]. A equivalência com a superfície de simetria esférica
estabelecida em r = 2M é apenas uma situação particular da métrica (1.1), sendo este
fato relacionado à característica estática desta solução. Estudos posteriores de sistemas
menos simétricos, tais como objetos em rotação e colapsos gravitacionais, mostram que em
geral deve-se analisar o horizonte de eventos de um objeto de forma separada às chamadas
superfícies de aprisionamento [11].

Estas superfícies surgem como fronteiras que dividem uma região de onde é possível
enviar um sinal a um observador externo e uma região na qual isso se torna impossível.
Os horizontes de eventos em geral são caracterizados como a maior dentre as possíveis
superfícies em dado problema.

Este tipo de fenômeno está usualmente relacionado aos objetos comumente chama-
dos de “buracos negros”, corpos extremamente massivos e densos cujo efeitos gravitacionais
causados pela extrema curvatura em seus arredores impedem que até mesmo trajetórias
do tipo luz consigam atravessar suas fronteiras. O estudo de colapsos gravitacionais em
relatividade geral pode levar ao surgimento destas estruturas e até mesmo maiores compli-
cações com o surgimento de singularidades, assuntos estes bastante debatidos por conta
da existência de teoremas que garantem a formação desses objetos a partir de hipóteses
bastante gerais, como é o caso do teorema teorema da singularidade [24, 25].

O Teorema de Penrose, assim como as conjecturas de censura cósmica forte e
fraca, é construído usando como base a validade de condições de energia [26]. Particu-
larmente, a condição de energia forte é uma condição geométrica que pode ser escrita
independentemente de modelo da seguinte forma:

Rµνu
µuν ≥ 0, (1.2)
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em que (1.2) uµ é um vetor do tipo tempo qualquer. A equação (1.2) irá tomar formas
diferentes levando em conta a configuração estabelecida pelo modelo, dependendo da
composição do espaço-tempo, sua métrica e as situações físicas a serem consideradas.
Maiores detalhes nesta perspectiva podem ser encontrados no artigo de Senovilla [26], em
que o mesmo faz um levantamento histórico e discute conceitualmente as particularidades
do desenvolvimento e requerimentos dos teoremas de singularidade.

Quando se trata de analisar a violação das condições de energia, a situação é
bastante delicada. Já foram realizadas tentativas neste contexto de forma que o estudo
de um colapso gravitacional que obrigatoriamente gere uma superfície de aprisionamento
não resulte em geodésicas incompletas ou singularidades [12, 27, 28]. Surgem diferentes
tentativas de construir modelos consistentes com a relatividade geral, mas que durante
a evolução do sistema não ocorra uma singularidade ou carreguem algum mecanismo
que impeça o seu surgimento. Em particular é possível citar os mecanismos de ricochete
do fator de escala tais como estudados na referência [12]. Este tipo de formulação é
bastante utilizada no tratamento de modelos de cosmologia relativística, uma vez que
esta abordagem permite contornar a singularidade inicial presente no modelo cosmológico
padrão [27, 29, 30]. As referências [27] e [30] fazem uma extensiva revisão do estado da arte
quanto à construção de um modelo de ricochete e discutindo brevemente seus resultados.

Tendo a possibilidade de utilizar modelos de ricochete do fator de escala, e levando
em consideração os modelos de colapso gravitacional citados anteriormente, pode-se
construir situações de colapso no qual uma singularidade seja evitada sob escolha adequadas
da composição do objeto estudado e das condições iniciais do problema. Nesta dissertação
é estabelecido um controle sobre as condições de energia de forte e nula, de maneira que
um observador no exterior não perceba a violação de nenhuma condição de energia, mas
um observador no interior note a violação da condição de energia forte.

No capítulo 2 é estabelecida brevemente a notação e a geometria utilizada na
construção do modelo, apresentando as métricas utilizadas para o espaço-tempo interior e
exterior, assim como as fontes que irão alimentar as equações de Einstein para cada região
da variedade. Segue-se, no capítulo 3, o processo de colagem de ambas as regiões através
das condições de junção de Darmois, visando escrever as coordenadas da região exterior
em termos da coordenadas do interior. Uma vez que o espaço-tempo está estabelecido, é
proposta no capítulo 4 uma aproximação numérica de forma a analisar as expressões obtidas
nos capítulos anteriores para as equações de campo de Einstein, as condições de energia e
de junção. Este processo culmina na determinação de condições iniciais adequadas para
qualificar o modelo como um processo de colapso gravitacional, as quais serão aplicadas
nas expressões para a evolução da superfície de separação de ambos espaços-tempo. Assim,
através de diferentes escolhas, é observado o surgimento de situações singulares, mas
também é possível estabelecer condições de forma que o objeto evapore completamente
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durante o colapso ou a singularidade seja evitada através da mudança de um estado de
colapso para um estado de expansão do espaço-tempo interior.
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2 Notação e formulação do modelo

Neste capítulo será estabelecida a estrutura básica do modelo de colapso gravitaci-
onal, estabelecendo as métricas de cada região da variedade, assim como as fontes que
alimentam as equações de campo de Einstein.

2.1 Métrica do espaço-tempo interior
O modelo será construído de forma a representar o colapso gravitacional de um

objeto hipotético que é análogo a uma estrela. Desta forma o espaço-tempo será dividido
em duas regiões, o interior da estrela e o seu exterior. Para cada região é conveniente
utilizar uma métrica específica e então analisar condições de junção para a sua colagem. O
interior será representado utilizando a métrica de Friedmann-Lemaître-Roberston-Walker
(FLRW) [1, 31], definida como

ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dχ2 + σ2(χ)dΩ2

]
. (2.1)

A métrica (2.1) tem simetria esférica e representa um espaço-tempo homogêneo e
isotrópico, na qual define-se que:

σ,χ = dσ

dχ
= ±
√

1− kσ2. (2.2)

É conveniente para a perspectiva do trabalho reescrever a métrica (2.1) no formato

ds2 = −dt2 + a2(t)
b2(r)dr

2 + a2(t)r2dθ2 + a2(t)r2sen2(θ)dφ2, (2.3)

na qual foi definido que r = σ(χ) e que b(r) = ±
√

1− kr2. Através de (2.3) é estabelecida
a geometria do espaço-tempo interior. Para que sejam analisadas as equações de campo,
introduz-se uma fonte do tipo campo escalar, a qual será trabalhada com maiores detalhes
na seção 2.3.

2.2 Métrica do espaço-tempo exterior
Para o exterior será utilizada a métrica de Vaidya [13] como solução esfericamente

simétrica. Esta solução descreve um espaço-tempo composto unicamente por radiação
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eletromagnética, tomando a forma

ds2 = −
(

1− 2m̄(u)
R

)
du2 + 2εdudR +R2

(
dθ̄2 + sen(θ̄)2dφ̄2

)
. (2.4)

A fonte é composta por radiação puramente incoerente, descrita pelo seguinte
tensor momento-energia:

T̄µν = 2ε
R2

dm̄(u)
du

lµlν , (2.5)

em que lµ é um vetor nulo que satisfaz lµdx
µ = −du, m̄(u) é a massa geométrica,

relacionada a massa M do objeto compacto por um parâmetro de proporcionalidade, M2
p .

A diferenciação de m̄(u) em termos da coordenada temporal (u) relaciona a radiação que
compõe o espaço-tempo à mudança na massa do objeto que emite tal radiação. O valor de
ε indica se a radiação considerada está sendo emitida ou penetrando a região considerada.
Mais detalhes sobre a escolha do sinal de ε será realizada no capítulo 4.

2.3 Um campo escalar como fonte para as equações de Einstein
A forma da fonte escalar inicialmente foi construída utilizando como inspiração o

trabalho de Starkman [28], que traz um campo escalar φ(t) gerado por um potencial V (φ).
O campo φ(t) pode ser interpretado em termos de partículas de alta energia peculiares, no
entanto não é construído para representar alguma partícula conhecida, tendo em vista
que os parâmetros que o definem são obtidos como solução deste modelo. A ação utilizada
leva em consideração um acoplamento não-mínimo entre a curvatura do espaço-tempo e o
campo escalar da seguinte maneira:

S =
∫ √
−gd4x

(1
2M

2
pR−

w

2 −
α

2Rφ
2 − V (φ)

)
, (2.6)

em que w = gµν∇µφ∇νφ e α é uma constante acoplamento. Inicialmente estabelece-se um
potencial de forma que:

V (φ) = V0 + m2

2 φ2 + β

3φ
3 + λ

4φ
4, (2.7)

tal qual as constantes m, β, λ e V0 deverão ser determinadas para que seja possível analisar
a evolução do colapso gravitacional, o que está descrito no capítulo 4. É essencial neste
momento estudar como a geometria e a fonte dominam a evolução do colapso gravitacional.
Com esse objetivo é gerado um sistema de equações diferenciais acopladas através da
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seguinte relação entre curvatura e fonte energética, ou como são conhecidas, as equações
de campo de Einstein, estabelecidas como:

Gµ
ν = Rµ

ν −
1
2g

µ
νR = 1

M2
p

T µν , (2.8)

Gµ
ν é o tensor de Einstein, o qual é definido como a diferença entre o tensor de curvatura de

Ricci Rµ
ν e um termo construído através da contração de Rµ

ν com a métrica gµν , chamado
escalar de Ricci R.

O lado direito da equação (2.8) define a fonte energética através do tensor momento-
energia T µν que se relaciona à curvatura levando em consideração apenas uma constante
de proporcionalidade dada em termos da massa de Planck Mp [2, 3, 28].

Para definir o sistema de equações diferenciais a serem resolvidas é necessário
calcular o lado esquerdo de (2.8) utilizando a métrica (2.3). Neste processo são obtidas as
equações de Friedmann para a evolução do fator de escala a(t) em termos dos componentes
da fonte energética:

H2 = ρ

3M2
p

− k

a2 , (2.9)

Ht = − 1
2M2

p

(ρ+ P ) + k

a2 , (2.10)

em que H(t) é o parâmetro de Hubble definido como H(t) = at(t)
a(t) , tal que ft = df

dt
, ρ é a

densidade de energia do fluido e P sua pressão [1]. É possível determinar ρ e P levando
em conta a seguinte definição [27, 32]:

Tµν = −2√
−g

δ(√−gL)
δgµν

, (2.11)

em que g é o determinante da métrica (2.3) e L é a densidade lagrangeana do sistema, a
qual pode ser identificada através da ação (2.6). Detalhes dos cálculos dos componentes
do tensor momento-energia podem ser verificados no apêndice A. Assim como em [28]
obtêm-se

ρ = 1
2φ

2
t + α

2Rφ
2 + V − 3αatt

a
φ2, (2.12)

p = 1
2(1− 4α)φ2

t −
α

2Rφ
2 − V + α

[
att
a

+ 2
(
at
a

)2
+ 2k
a2

]
− 2αφφt. (2.13)

Vale ressaltar que é possível adicionar um fluído não interagente qualquer sem perda de
generalidade, pois o mesmo evoluirá independentemente tal como demonstrado no apêndice
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C. Uma terceira equação necessária para esta análise pode ser obtida utilizando o princípio
de mínima ação (δS = 0) em (2.6) com respeito ao campo escalar φ, o que resulta em

φtt + 3Hφt + V ′ + αRφ = 0. (2.14)

Esta é a equação do campo escalar não-minimamente acoplado com a curvatura, sendo
V ′ = dV

dφ
. As equações (2.12) e (2.13) são utilizadas em (2.9) e (2.10), e analisadas em

conjunto com (2.14), formando assim o sistema de equações diferenciais correspondente
ao problema. A solução será analisada em maiores detalhes no capítulo 4. No próximo
capítulo serão analisadas as condições de junção de Darmois buscando expressões e vínculos
necessários para a colagem das métricas (2.3) e (2.4).
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3 Análise das condições de junção

Neste capítulo serão analisadas as condições de junção de Darmois construindo
expressões que possibilitam analisar a colagem de ambas regiões da variedade descritas
no capítulo anterior. Aqui são obtidas relações que relacionam o sistema de coordenadas
quadridimensional (u, R, θ̄, φ̄) do exterior em termos do sistema (t, r, θ,φ) do interior.

3.1 Primeira condição de Darmois
Inicialmente será feito o tratamento das expressões relativas a primeira condição

de Darmois, relacionada à continuidade de ambos espaços-tempos separados por uma
hipersuperfície Σ cuja geometria é induzida separadamente por cada região da variedade
[14, 20].

A hipersuperfície Σ é tridimensional e representada por um sistema de coordenadas
tal que {ξa} = {τ, ϑ, ϕ}. Pode-se induzir a métrica em termos deste sistema de coordenadas
utilizando a métrica interior (g−µν) e a métrica exterior (g+

µν) através de [2, 3]:

g±ab = g±µν
∂xµ±
∂ξa

∂xν±
∂ξb

. (3.1)

Utilizando (3.1), o elemento de linha para esta geometria é tal que:

ds2
± = g±abdξ

adξb. (3.2)

Para a métrica exterior, descrita pelo elemento de linha (2.4), é possível aplicar
(3.1) considerando a parametrização u = u(τ), R = R(τ), θ̄ = ϑ e φ̄ = ϕ e assim obtendo

g+
ττ = −χ̄u̇2 + 2εu̇Ṙ,

g+
ϑϑ = R2,

g+
ϕϕ = R2senθ̄2,

(3.3)

em que utiliza-se a notação ḟ = df

dτ
. Para referência futura é importante lembrar que:

χ̄ = 1− 2m̄(u)
R

. (3.4)
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O elemento de linha pode então ser obtido explicitamente através de (3.2), resul-
tando em

ds2
+ = (−χ̄u̇2 + 2εu̇Ṙ)dτ 2 +R2dϑ2 +R2sen2θ̄dϕ. (3.5)

Realizando um processo análogo para a métrica interior (2.3) e utilizando a para-
metrização t = t(τ), r = r(τ), θ = ϑ e φ = ϕ, tem-se

g−ττ = −ṫ2 + a2(t)
1− kr2 ṙ

2,

g−ϑϑ = a2(t)r2,

g−ϕϕ = a2(t)r2sen2θ,

(3.6)

e para o elemento de linha, obtêm-se

ds2
− =

(
−ṫ2 + a2(t)

1− kr2 ṙ
2
)
dτ 2 + a2(t)r2dϑ2 + a2(t)r2sen2θdϕ2. (3.7)

Para que seja possível analisar a continuidade do espaço-tempo, a primeira condição
de junção de Darmois estabelece que:

ds2
+ = ds2

−, (3.8)

da qual se obtêm duas equações da seguinte forma:

ṫ2 − a2(t)
1− kr2 ṙ

2 = χ̄u̇2 − 2εu̇Ṙ,

a(t)r = R.

(3.9)

As equações (3.9) vão ser analisadas em maior detalhes na seção 3.3, mas antes de
realizá-la é necessário obter as relações relativas à segunda condição de junção de Darmois.

3.2 Segunda condição de Darmois
Para esta análise será necessário obter a curvatura extrínseca para cada uma das

métricas através de [20]:

K±ab = −n±α
∂

∂ξa

(
∂xα±
∂ξb

)
− n±α

(
Γαµν

)± ∂xµ±
∂ξa

∂xν±
∂ξb

, (3.10)
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em que Γαµν são as conexões relativas a região interior (−) e região exterior (+) da variedade
e, respectivamente tem-se que n±α são os vetores normais da hipersuperfície Σ. A curvatura
extrínseca indica uma projeção das derivadas das coordenadas dos respectivos espaços-
tempos sobre um vetor normal à hipersuperfície. Em termos das coordenadas da região
interior e exterior, estes vetores são definidos como:

n−µ = εaṫ√
b2ṫ2 − a2ṙ2

(
− ṙ
t
, 1, 0, 0

)
,

n+
µ = ε̄√

u̇(χ̄u̇− 2εṘ)

(
−Ṙ, u̇, 0, 0

)
,

(3.11)

tal que ε e ε̄ são versores que definem o sentido de n±µ , os quais serão estabelecidos posteri-
ormente durante a análise do colapso gravitacional no capítulo 4. Usando estas expressões
para a métrica (2.3), obtêm-se as seguintes expressões para a curvatura extrínseca:

K−ττ = εa√
b2ṫ2 − a2ṙ2

[
ṙẗ− ṫr̈ − 2atṙṫ2

a
+ aatṙ

3

b2 + brṙ
2ṫ

b

]
,

K−ϑϑ = − εar√
b2ṫ2 − a2ṙ2

(
aatṙr + ṫb2

)
,

K−ϕϕ = − εar√
b2ṫ2 − a2ṙ2

[1− cos2 θ]
(
aatṙr + ṫb2

)
.

(3.12)

Analogamente para a métrica (2.4), têm-se

K+
ττ = ε̄√

u̇(χ̄u̇− 2εṘ)

[
Ṙü− u̇R̈ + ε ˙̄χu̇2

2 − u̇χ̄R
2

(
χ̄u̇2 − 2εu̇Ṙ

)]
,

K+
ϑϑ = ε̄R

ε
√
u̇(χ̄u̇− 2εṘ)

(
Ṙ− u̇χ̄

ε

)
,

K+
ϕϕ = ε̄R

ε
√
u̇(χ̄u̇− 2εṘ)

(
1− cos2 θ̄

)(
Ṙ− u̇χ̄

ε

)
.

(3.13)

Este é um modelo simplificado no qual está se desconsiderando graus de liberdade
superficiais ao longo da hipersuperfície, de maneira que tenhamos uma simetria radial
na construção do objeto compacto, assim como espera-se que a massa seja distribuída
homogeneamente em seu interior. A segunda condição de junção de Darmois diz então que:

K+
ab = K−ab. (3.14)
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Esta igualdade nos dá um conjunto de equações utilizando (3.12) e (3.13), de forma que
seja possível escrever o sistema de coordenadas do exterior em termos das coordenadas do
interior de maneira conveniente para a análise do colapso gravitacional.

3.3 Análise das condições de junção
É possível escrever as coordenadas exteriores em termos das coordenadas interiores

utilizando as expressões (3.9) juntamente com a análise da igualdade (3.14). As coordenadas
radiais estão diretamente relacionadas pela segunda expressão de (3.9) e pode-se diferenciar
em termos de τ a relação entre elas obtida de modo que:

Ṙ = atṫr + aṙ,

R̈ = rattṫ
2 + ratẗ+ 2atṙṫ+ ar̈.

(3.15)

A primeira derivada da coordenada temporal do exterior em termos de τ pode
ser obtida avaliando a segunda condição de junção para (3.13) e (3.12). Nota-se que das
expressões para K±ϑϑ e K±ϕϕ obtêm-se as mesmas relações após considerar (3.14), uma vez
que θ̄ = ϑ = θ. Portanto, obtêm-se o seguinte resultado:

u̇ = 1
χ̄

[
εε̄2

ε̄

(
aatṙr

b
+ ṫb

)
+ εṘ

]
= 1
χ̄

[
εε̄
(
aatṙr

b
+ ṫb

)
+ εṘ

]
. (3.16)

Após uma extensiva sucessão de passos algébricos 1 e utilizando as expressões (3.9), (3.15)
e (3.16), pode-se obter:

ṫ2 − a2ṙ2

b2 = 1
χ̄

[(
rṙaat
b

+ bṫ
)2
−
(
ratṫ+ aṙ

)2
]
. (3.17)

Utilizando as expressões em (3.12) e (3.13) para aplicar a segunda condição de
junção para a componente K+

00 e utilizando (3.4), (3.15), (3.16), (3.17) juntamente com as
equações de Friedmann (2.9) e (2.10), obtêm-se

ṙ

ṫ
= rt = εε̄εb

a

P

ρ
. (3.18)

A expressão (3.18) nos indica a evolução da coordenada radial da região interior
da variedade em termos dos componentes da fonte como dados em (2.12) e (2.13). Através
1 Maiores detalhes relativos aos passos algébricos para a obtenção destas expressões estão dispostos no

apêndice B.
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de (3.4) e de (3.18) também pode-se obter:

˙̄m
ṫ

= m̄t = r2a2

2 (εε̄εb− rat)
P

M2
p

. (3.19)

Com (3.19) é possível estabelecer condições inicias para o colapso gravitacional,
processo tal que será realizado no capítulo 5.

Através da análise das equações de Friedmann (2.9) e (2.10), juntamente com (3.15)
e (3.16), deriva-se a seguinte relação:

u̇

ṫ
= 1

(εε̄b− εrat)
ρ+ P

ρ
. (3.20)

A expressão (3.20) indica a coerência na evolução temporal em cada região da
variedade, ou seja, é necessário que esta razão seja positiva uma vez que isto indica que as
coordenadas temporais evoluem em um mesmo sentido, possivelmente com taxas diferentes.
Esta condição é respeitada dentro dos intervalos de validade do colapso gravitacional e da
aproximação numérica proposta, tal qual será discutido no capítulo 4 a seguir.
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4 Análise numérica do modelo

Nesta seção será proposta uma aproximação numérica para o sistema de equações
diferenciais formado por (2.9), (2.10) e (2.14), de forma que seja possível obter soluções
analíticas nos arredores do ricochete do fator de escala (t = 0). Os parâmetros presentes
em (2.7) e novos parâmetros apresentados no decorrer deste capítulo serão determinados.

4.1 Modelo para aproximação numérica
Define-se inicialmente para o fator de escala a(t) uma aproximação em série de

potências até termos de segunda ordem, dada por:

a(t) = ab + a1t
2 +O(t3), (4.1)

em que ab é um parâmetro adimensional que indica o valor do fator de escala no momento
do ricochete, e a1 é um parâmetro cujas dimensões em unidades naturais (c=~=1) equivale
a comprimento−2, também é importante apontar que os termos de primeira ordem são
tomados como nulos para manter a simetria do ricochete. Analogamente é proposto para
o campo escalar:

φ(t) = φ0 + φ1t
2 +O(t3). (4.2)

Em (4.2) ambos φ0 e φ1 são parâmetros a determinar. Pode-se aplicar ambas as equações
(4.1) e (4.2) no sistema de equações diferenciais formado pelas equações de Friedmann
(2.9) e (2.10) e a equação do campo escalar (2.14). Realizando a substituição inicialmente
na equação (2.9) e realizando uma expansão em série de potências em torno do ricochete
(t = 0), obtêm-se a seguinte expressão:

k

a2
b

− 1
12
λφ4

0
M2

p

− 1
9
βφ3

0
M2

p

− 1
6
m2φ2

0
M2

p

− αkφ2
0

a2
bM

2
p

− 1
3
V0

M2
p

+

+
(
−2a1k

a3
b

− 2
3
φ2

1
M2

p

+ 2a1αkφ
2
0

a3
bM

2
p

+ 4a
2
1
a2
b

− 1
3
λφ3

0φ1

M2
p

+

1
3
βφ2

0φ1

M2
p

− 1
3
mφ0φ1

M2
p

− 2αkφ0φ1

a2
bM

2
p

− 4αa2
1φ

2
0

a2
bM

2
p

)
t2 = 0. (4.3)

Realizando um processo análogo para a equação (2.10) têm-se
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2a1

ab
− 2αa1φ

2
0

M2
pab

− 1
3
V0

M2
p

− 1
6
m2φ2

0
M2

p

− 1
9
βφ3

0
M2

p

− 1
12
λφ4

0
M2

p

− 2αφ0φ1

M2
p

+

+
(
−2a2

1
a2
b

+ 4
3
φ2

1
M2

p

− 4αa1φ0φ1

M2
pab

+ 2αa2
1φ

2
0

a2
bM

2
p

− 1
3
m2φ0φ1

M2
p

+

−1
3
m2φ0φ1

M2
p

− 1
3
βφ2

0φ1

M2
p

− 1
3
λφ3

0φ1

M2
p

− 6αφ2
1

M2
P

)
t2 = 0. (4.4)

Realizando o mesmo processo para a equação do campo escalar (2.14), obtêm-se

2φ1 +m2φ0 + βφ2
0 + λφ3

0 + 12αa1φ0

ab
+ 6αkφ0

a2
b

+

+
(

12a1φ1

ab
+m2φ1 + 2βφ0φ1 + 3λφ2

0φ1 + 3λφ2
0φ1+

+12αa1φ1

ab
+ 12αa2

1φ0

a2
b

+ 6αkφ1

a2
b

− 12αa1kφ0

a3
b

)
t2 = 0. (4.5)

As equações (4.3), (4.4) e (4.5) formam um conjunto de seis equações algébricas
para os coeficientes V0, β, m2 e λ do potencial V (φ) dado por (2.7), os coeficientes da
aproximação em segunda ordem do campo escalar, φ0 e φ1, em (4.2) e os coeficientes
da aproximação em segunda ordem do fator de escala, ab e a1, estabelecidos em (4.1).
Juntamente aos oito parâmetros listados acima, também está presente nas equações o
parâmetro α de acoplamento em (2.6). Buscando uma solução para o sistema de equações
deixam-se três parâmetros livres, estes sendo β, φ0 e ab.

Foi obtido um conjunto de soluções para este sistema de equações de forma que
o ricochete ocorra e que a condição nula de energia não seja violada. Desta forma, foi
escolhida uma solução cujo parâmetro a1 seja diferente de 0. Para que ocorra o ricochete é
necessário que a condição de energia forte seja violada [27].

Durante a análise computacional do sistema algébrico acima encontrou-se soluções
cujo parâmetro de acoplamento α é nulo e também soluções não nulas, respectivamente
modelos de acoplamento mínimo e acoplamento não mínimo. A possibilidade em que α 6= 0
resulta na violação da condição de energia nula como estabelecida na expressão (4.8) nos
arredores de t = 0, portanto a solução de interesse para a proposta deste trabalho é tal
que:

V0 = 1
24
βa2

bφ
3
0 + 72kM2

p + 15Mpkφ0 − 18kφ2
0

a2
b

, m2 = −1
2
βφ2

0a
2
b + 3kMp − 6kφ0

φ0a2
b

,

λ = 1
2
−βφ2

0a
2
b + kMp − 6kφ0

φ3
0a

2
b

, a1 = 1
2
k

ab
, (4.6)
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α = 0, φ1 = 1
2
kMp

a2
b

.

Sob as mesmas condições há também a seguinte solução:

V0 = 1
24
βa2

bφ
3
0 + 72kM2

p − 15Mpkφ0 − 18kφ2
0

a2
b

, m2 = 1
2
−βφ2

0a
2
b + 3kMp + 6kφ0

φ0a2
b

,

λ = −1
2
βφ2

0a
2
b + kMp + 6kφ0

φ3
0a

2
b

, a1 = 1
2
k

ab
, (4.7)

α = 0, φ1 = −1
2
kMp

a2
b

.

Ambas soluções (4.6) e (4.7) são relativas à um sistema minimamente acoplado,
assim como as unidades dos parâmetros a1 e φ1 estão adequadas para manter a adimen-
sionalidade do fator de escala e do campo escalar em unidades naturais. A discussão de
colapsos gravitacionais com a presença de um campo escalar é ampla, como pode ser
notado em [27], alguns trabalhando na perspectiva de formação de buracos negros [33], e
na tentativa de evitar singularidades [34], também há modelos que analisam modelos do
tipo f(R) mais gerais [35], nestes colapsos há a tendência de se encontrar possíveis soluções
singulares, mas também encontram-se resultados que evitam as singularidades através
da violação de condição de energia forte [28, 36]. No entanto, busca-se nesta dissertação
analisar o colapso gravitacional em escalas astrofísicas, e analisar a viabilidade de um
ricochete do fator de escala para evitar uma singularidade.

Um valor de k levemente positivo é resultado de observações do telescópio Planck
[37, 38], e ACT (Atacama Cosmology Telescope) [39]. Evidências cosmológicas para a
possibilidade de uma curvatura positiva na perspectiva cosmológica dá abertura para uma
discussão de outros modelos nos quais k > 0, tais como o estabelecido nesta pesquisa. A
próxima seção discute as relações obtidas para a condição de energia nula (NEC) e condição
de energia forte (SEC) aproximadas numericamente para os arredores do ricochete.

4.2 Condições de Energia
As expressões para a NEC e para a SEC podem ser obtidas respectivamente

analisando as seguintes desigualdades:

ρ(t) + P (t) ≥ 0, (4.8)

ρ(t) + 3P (t) ≥ 0. (4.9)
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Durante a discussão na seção anterior argumentou-se que a SEC deveria ser violada
dentro da perspectiva do ricochete analisada neste modelo, uma vez que espera-se uma
expansão acelerada do fator de escala após o ricochete. Tendo esta afirmação em vista é
possível utilizar as expressões (2.9) e (2.10) para obter a equação da aceleração como:

ä(t)
a(t) = − 1

6M2
p

(ρ(t) + 3P (t)) . (4.10)

Para que seja possível um universo com expansão acelerada é necessário que tenha-se um
razão positiva em (4.10), isto apenas ocorre se ρ+ 3P ≤ 0.

Visando analisar com maior profundidade estas condições e suas implicações nas
condições iniciais do modelo, é necessário aplicar a aproximação numérica proposta.
Ambas as soluções (4.6) e (4.7) resultam em expressões idênticas quando analisadas nesta
perspectiva. Utilizando então as expressões (2.12) e (2.13) juntamente com as expressões
propostas (4.1) e (4.2), obtêm-se:

ρ(t) =
3kM2

p

a2
b

, (4.11)

P (t) =
kM2

p (kt2 − 3a2
b)

a4
b

. (4.12)

Note que com a escolha k > 0 a densidade de energia (4.11) é sempre positiva e nesta

aproximação independente do tempo. A pressão (4.12) troca de sinal no intervalo |t| <
√

3ab√
k

e este será um ponto de interesse na determinação das condições iniciais para o colapso
gravitacional no capítulo 5 tendo em vista que ela domina o sinal na expressão (3.19), e
é um fator importante na expressão (3.18). Avaliando então estas expressões em (4.8) e
(4.9), obtêm-se para a NEC:

k2M2
p t

2

a4
b

≥ 0, (4.13)

e para a SEC que:

3kM2
p (kt2 − 2a2

b)
a4
b

≥ 0. (4.14)

Note que a NEC (4.13) não é violada, independentemente do instante de tempo ou
o valor de ab, e percebe-se que há um pequeno intervalo no qual a SEC (4.14) é violada

quando |t| ≤
√

2ab√
k

. É importante notar também que o sinal da curvatura é indiferente
para a condição de energia nula, mas note que uma curvatura negativa não permite que a
condição de energia forte seja violada, indicando que para este modelo não seria possível
construir um ricochete se k < 0.
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4.3 Condições de Junção
Nesta seção serão analisadas as condições obtidas no capítulo 3 para a colagem de

ambas as regiões da variedade aplicando às expressões (3.18), (3.19) e (3.20), escritas em
termos de (4.11) e (4.12), a solução (4.6), ou (4.7), obtida na seção 4.1 (4.6). Primeiro, é
de interesse do trabalho simplificar (3.18) utilizando b(r) =

√
1− kr2, obtendo:

dr√
1− kr2

= εε̄ε
P

aρ
dt. (4.15)

Pode-se resolver o lado esquerdo de (4.15) utilizando o método de substituição trigonomé-
trica de forma que:

arcsen
(√
|k|r

)
=
√
|k|
∫
εε̄ε

P

aρ
dt. (4.16)

Para prosseguir é necessário levar em consideração os sinais dos versores ε, ε̄ e ε. Tendo
em vista que este é um modelo de colapso gravitacional em que radiação é emitida pelo
corpo ao longo de seu colapso, é possível inferir, analisando (2.5), que εdm̄(u)

du
≥ 0, ou

seja, a massa é uma grandeza que varia negativamente, e portanto é necessário que ε
seja negativo, de forma que a emissão de radiação esteja direcionada para o exterior da
região interna da variedade. Para ε e ε̄ no entanto, o sinal é escolhido tendo em vista a
expressão (3.11). Escolhe-se que o produto εε̄ seja positivo para que exista coerência no
sentido dos vetores normais escrito em termos das coordenadas da métrica interior e da
métrica exterior. Tendo isto em vista (4.16) toma a forma:

arcsen
(√
|k|r

)
= −

√
|k|
∫ P

aρ
dt. (4.17)

Substituindo então as expressões (4.1) com os parâmetros obtidos em (4.6), assim como
(4.11) e (4.12) em (4.17), pode-se obter uma expressão a menos de uma constante de
integração arbitrária adimensional com o seguinte formato:

arcsen
(√
|k|r

)
=
√
|k|

−
2
3
t

ab
+ 5

3

√
2arctg

1
2

√
|k|t
√

2
ab


√
|k|

+ C. (4.18)

A determinação de um intervalo de valores adequados para a constante de integração
será realizada tendo em vista a escolha de condições para (3.18) e (3.19) que caracterizem
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um colapso gravitacional. Com o objetivo de avaliar estas condições também se faz
necessário avaliar (3.19) em termos dos parâmetros obtidos nesta seção, obtendo

m̄t = −1
2

r2
(

1
2
kt2

ab
+ a2

b

)2 (√
−kr2 + 1 + rkt

ab

)
k (kt2 − 3a2

b)

a4
b

. (4.19)

A expressão (4.19) é coerente em uma análise dimensional, assim como (4.18). Para
integrá-la, no entanto, e obter a evolução temporal do parâmetro de massa, é necessário
primeiro obter um intervalo para a constante de integração C em (4.18). Por último é
necessário escrever (3.20) analogamente ao feito para a obtenção de (4.16) e (4.19), de
forma que:

u̇

ṫ
= du

dt
= k

3a2
b

t2(
rkt

ab
+
√
−kr2 + 1

) . (4.20)

A expressão (4.20) é adimensional e será importante na análise da coerência do
modelo durante a evolução do colapso, já que é necessário que durante todo o intervalo
de validade do modelo esta razão seja sempre positiva. Tendo em mãos as expressões
necessárias é possível então avaliar as condições que caracterizam este modelo como um
colapso gravitacional.

4.4 Condições iniciais do colapso
A escolha das condições iniciais deve ser realizada de maneira adequada para que o

modelo caracterize um colapso gravitacional. Para isso serão propostas condições específicas
para a evolução de (4.16) e (4.19). No contexto desejado é necessário que a coordenada
radial, r, da superfície do objeto compacto e o parâmetro de massa, m̄, tenham taxas de
variação negativas em um instante inicial de tempo t = t0. Isto pode ser representado
analisando as seguintes desigualdades:

rt(t = t0) < 0, (4.21)

m̄t(t = t0) < 0. (4.22)

A afirmação (4.22) se deve à suposição de que a radiação é emitida do corpo, tal qual foi
discutido na seção anterior durante a escolha do sinal de ε na expressão (2.5). Analisando
a condição (4.22) juntamente com a expressão (4.19) é possível estabelecer intervalos de
caracterização para o colapso gravitacional. A relação (4.19) estabelece duas condições,
sendo a primeira delas:
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P (t0) > 0 −→
kM2

p (kt20 − 3a2
b)

a4
b

> 0.

Como discutido anteriormente, para o contexto do ricochete é necessário que a curvatura
tome um valor positivo k > 0, e assim a desigualdade toma a seguinte forma:

M2
p (kt20 − 3a2

b)
a4
b

> 0 −→ kt20
a2
b

− 3 > 0 −→ t̃20 − 3 > 0, (4.23)

na qual define-se o parâmetro adimensional, t̃, como:

t̃ =
√
kt

ab
. (4.24)

A desigualdade (4.23) leva a dois intervalos de validade para esta condição, sendo estes:

P (t̃0) > 0 −→ t̃0 > +
√

3,

ou
P (t̃0) > 0 −→ t̃0 < −

√
3. (4.25)

O segundo intervalo é de interesse para o modelo uma vez que se busca um colapso que
ocorra previamente ao ricochete, o qual ocorre em t = 0. A condição sobre a pressão
determina completamente o sinal de rt(t = t0) mas, no entanto, é necessário avaliar uma
segunda condição para a determinar o sinal de m̄t(t = t0).

É necessário considerar a mudança de sinal de m̄t quando em (3.19) o termo b+ rat

se torna negativo, pois desta maneira obtêm-se um segundo intervalo de validade para
condições iniciais:

b(r = r0) + r0at(t = t0) > 0 −→
√

1− kr2
0 + r0at(t = t0) > 0 −→(√

1− kr2
0 + r0at(t = t0)

)(√
1− kr2

0 − r0at(t = t0)
)
> 0 −→ 1 > r2

0(k + a2
t (t = t0)),

em que r(t = t0) = r0. Usando então a expressão (4.1) para at juntamente com a solução
(4.6) para o parâmetro a1, pode-se escrever:

r2
0 <

1
k + at(t = t0)2 = 1

k +
(
kt0
ab

)2 → kr2 <
1

1 + kt20
a2

b

→ r̃2
0 <

1
1 + t̃20

, (4.26)

em que foi utilizada a expressão (4.24) e definida a variável radial adimensional r̃ =
√
kr.

Da expressão (4.26), ao escolher um instante inicial t̃0 encontra-se um limite superior para
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a coordenada radial inicial da superfície. Verificando regiões de interesse na desigualdade
encontra-se o seguinte intervalo de validade para o valor de r̃0:

0 < r̃0 <
1√

1 + t̃20
. (4.27)

A escolha de diferentes valores para t̃0 será feita de forma a encontrar um conjunto de
valores possíveis para a constante de integração C em (4.18). Tendo estes resultados em
mãos, é possível integrar a expressão (4.19) e analisar a evolução do colapso próximo do
ricochete para diferentes casos e, assim, compreender melhor o comportamento qualitativo
do sistema.

4.5 Evolução do colapso gravitacional
Para que esta análise seja possível é conveniente escolher valores de t̃0 que respeitem

a condição (4.25). Nesta perspectiva, serão analisados três casos: t̃0 = −2
√

3, t̃0 = −1.5
√

3
e t̃0 = −1.1

√
3. Estas expressões indicam limites superiores para o valor do raio inicial r̃0

por meio de (4.27).

4.5.1 Análise da escolha t̃0 = −2
√

3

Para a escolha t̃0 = −2
√

3, utilizando a expressão (4.27), limita-se o intervalo de
validade para r̃0 em

0 < r̃0 <
1√
13
.

Dentro deste intervalo é possível escolher valores para a constante de integração C em
(4.18). Primeiro, reescrevendo a expressão como:

r̃(t̃) = sen
(
−2

3 t̃+ 5
3
√

2arctg
(√

2
2 t̃

)
+ C

)
, (4.28)

e avaliando (4.28) no instante t̃0 escolhido, obtêm-se

r̃0 = sen
(

4
√

3
3 + 5

3
√

2arctg
(
−
√

6
)

+ C

)
.

Analisando o valor de r̃0 nos limites da desigualdade acima, e aproximando o resul-
tado obtido até a terceira casa decimal, pode-se estabelecer que a constante adimensional
C deve estar no intervalo

0.480 < C < 0.761. (4.29)

Através deste intervalo é possível estudar a evolução de r̃(t̃), como representado na figura
(1). Para esta escolha de instante inicial, percebe-se que r̃(t̃) vai a zero em um instante de
tempo finito t̃s, antes da violação da condição de energia forte, t̃v = −

√
2. O valor de t̃s é
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Figura 1 – Evolução de r̃(t̃) para t̃0 = −2
√

3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontínua vertical indica o momento em m̃t̃ muda de sinal e o eixo vertical
indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

obtido individualmente para cada escolha de C no intervalo (4.29), e através da análise
do parâmetro de massa m̄(t) é possível estudar situações físicas diferentes, tais como a
evaporação do objeto compacto ou um colapso singular.

Para realizar a análise de m̄(t) é preciso obtê-lo em termos dos parâmetros da
aproximação numérica. Com este objetivo, reescreve-se a expressão (3.19) em termos de
(4.24), obtendo

m̃t̃ = − r̃
2

2

(
1 + t̃2

2

)2 (√
1− r̃2 + r̃t̃

) (
t̃2 − 3

)
, (4.30)

em que define-se m̃ =
√
k

ab
m̄. A evolução de (4.30) depende explicitamente dos valores de

r̃, e portanto, depende da escolha de C no intervalo (4.29). Escolhendo valores para C,
representa-se a evolução de m̃t̃ na figura (2). Nota-se que a taxa de variação de m̃(t̃ = t̃0)
é negativa, o que é coerente dada as condições propostas para o modelo. Também é
importante notar que as taxas com que m̃(t̃) varia são diferentes para cada escolha de C.

Para analisar a evolução de m̃(t̃) é necessário realizar a integração de (3.19).
No entanto, devido à complexidade da expressão se faz necessário analisar o problema
numericamente, que em primeira ordem se comporta como

m̄t = 3
2sen

2(C)
√

1− sen2(C) + 3sen(C) cos(C)
√

1− sen2(C)
√
k

ab
t+O(t2). (4.31)

Pode-se realizar a integração de (4.31) em termos de t, ignorando termos de O(t3),
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Figura 2 – Evolução de m̃t̃ para t̃0 = −2
√

3 sob a escolha de 3 valores C. A linha
descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

para obter
m̃ = 3

2sen
2(C) cos(C)t̃+ 3

2sen(C) cos2(C)t̃2 + D̃, (4.32)

em que foram utilizadas as redefinições para m̃ e t̃. Também define-se D̃ =
√
kD, onde

D é uma constante de integração com unidades de comprimento no sistema de unidades
natural. A escolha de D̃ permite avaliar situações físicas diferentes, tais como um modelo
de evaporação, um modelo singular ou um modelo em que se viola a condição de energia
forte. Para estabelecer os intervalos de validade de D̃, utiliza-se dois instantes de tempo:
avalia-se t̃s, instante de tempo em que, para uma escolha específica de C, r̃(t̃s) = 0, e
também t̃0 = −2

√
3 de maneira que m̃(t̃0) seja maior do que zero. Sob estas condições, e

escolhendo C = 0.6, encontra-se o seguinte intervalo de validade para D̃:

−5.556 < D̃ < −4.546. (4.33)

O intervalo acima indica a escolha para D̃ em que m̃(t̃) se anula anteriormente a t̃s

e posteriormente a t̃0, ou seja, o objeto evaporou devido à perda de massa antes do
surgimento de uma singularidade no modelo. O comportamento de m̃(t̃) está representado
na figura (3), a qual exemplifica a evaporação do objeto para a escolha de D̃ = −5.000,
evitando assim o colapso singular. Nota-se que para D̃ = −4.000, no entanto, a evaporação
ocorreria apenas em um instante de tempo posterior à r̃(t̃s) = 0, portanto têm-se um
colapso singular.

Para encontrar a constante de integração C presente em (4.28), avalia-se esta
equação no instante de tempo inicial, t0, sob uma escolha de raio inicial. Para isso é
importante notar que a escolha de um raio inicial para o objeto deve ser coerente com os
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Figura 3 – Evolução do parâmetro de massa considerando t̃0 = −2
√

3, e sob a escolha de
C = 0.6, com a escolha de dois valores para D̃.As linhas verticais descontínuas
em negrito e simples indicam respectivamente, t̃s e o momento em que m̃t̃ muda
de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser
violada.

limites de validade dados por (4.27). Ao fixar o valor de r0, estabelece-se um intervalo de
validade para

√
k, lembrando que r̃ =

√
kr. A curvatura pode ser relacionada diretamente

com a densidade de energia nas proximidades do ricochete analisando a expressão (4.11).
Nesse caso, seu valor independe do tempo e, portanto, tem-se a seguinte relação

ρb =
3kM2

p

a2
b

, (4.34)

a qual também é obtida em [28]. Sob a escolha de um valor fixo para ab, avaliando o
intervalo (4.27), encontra-se uma região de validade para a determinação de ρb, em que r0

é um valor fixo com unidade de comprimento. Para este intervalo de validade, obtêm-se:

0 < √ρb <
√

3Mp

r0

√
1 + t̃20

, (4.35)

em que toma-se ab = 1. Note que fixar o valor de ab estabelece um valor para a curvatura
k por meio de (4.34). É possível então verificar através da definição (4.24) a validade da
expansão em torno de t = 0. Avaliando então (4.24) utilizando (4.34) com ab = 1, têm-se:

t̃ =
√
kt→ t =

√
3Mp√
ρb

t̃, (4.36)
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tendo em vista que Mp → O(−8) [40] e que durante o colapso é esperado que tenhamos
altas densidades de energia, é adequado interpretar que t→ 0, ou seja, a escolha de valores
de t̃0 ainda está nas proximidades de t = 0.

Temos que para uma escolha arbitrária de r0 é possível estabelecer condições iniciais
para o colapso, contanto que ρb obedeça a relação (4.35). Com a escolha de ρb, e através
da análise de (4.28) determina-se C e, com este resultado, é possível analisar a fase final
do objeto, tendo em vista a expressão (4.32). Para uma escolha de ρb, utilizando que
m̄(t) = M2

pM [3, 13], obtêm-se para (4.32) a seguinte expressão
√
ρbM

M2
p

= 3
2sen

2(C) cos(C)t̃0 + 3
2sen(C) cos2(C)t̃20 + D̃. (4.37)

Uma análise final importante é a evolução das coordenadas temporais do objeto
durante o colapso. Para isso, avalia-se a expressão (4.20) em termos de t̃ e r̃, obtendo

dũ

dt̃
= 1

3
t̃2(

r̃t̃+
√

1− r̃2
) , (4.38)

em que define-se ũ =
√
k

ab
u. A evolução desta razão está representada na figura (4). O

comportamento é fisicamente aceitável pois (4.38) nunca se torna negativa. Portanto, a
evolução das coordenadas temporais do interior e do exterior tem sempre o mesmo sentido.
Percebe-se também que a taxa com que a coordenada temporal evolui é diferente para a
região interior e para a região exterior da variedade em questão. A escolha de C tem o
papel de quantificar o quão maior é uma taxa em relação à outra.

Como dito anteriormente, as análises realizadas nesta seção dependem da escolha
do instante inicial do colapso t̃0. Nas duas próximas seções serão avaliadas, analogamente,
as dinâmicas do colapso tendo em vista escolhas diferentes para t̃0.

4.5.2 Análise da escolha t̃0 = −1.5
√

3

O processo de análise do colapso é análogo ao feito na seção anterior. Inicialmente,
estabelece-se um intervalo de validade para C tendo em vista as expressões (4.28) e o
intervalo de caracterização do colapso (4.27), dos quais obtêm-se

0.795 < C < 1.162. (4.39)

O comportamento de (4.28) para diferentes escolhas de C é representado na figura (5).
Daí, é perceptível que diferentemente do resultado obtido para a escolha de t̃0 = −2

√
3,

agora existem escolhas de C que não levam a um objeto singular. Desta maneira, busca-se
condições sobre m̃(t̃) para as diferentes situações, como a evaporação do objeto, um colapso
singular ou o ricochete do fator de escala. Tendo isto em vista, é necessário avaliar o
comportamento de m̃t̃, representado pela figura (6).
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Figura 4 – Evolução da razão entre u̇ e ṫ, sob três escolhas de C tendo em vista o valor de
t̃0 = −2

√
3. A linha descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda

de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser
violada.

Novamente, a evolução de m̃t̃ é coerente com as condições iniciais para o colapso, e
a interpretação das taxas de variação é feita de maneira análoga ao discutido na seção
anterior. Avaliando a expressão (4.32) é possível obter intervalos de D̃ para que ocorra um
colapso singular em t̃s, ou para que a condição de energia forte seja violada em t̃v.

Para determinadas escolhas de C é possível obter modelos singulares, ou modelos
de ricochete como fica evidente na figura (5). Avaliando o intervalo de D̃, obtido na análise
de m̃(t̃s) = 0, juntamente com m̃(t̃0) = 0, encontra-se

−1.578 < D̃ < −0.849. (4.40)

Este intervalo indica valores de D̃ em que ocorre a evaporação do objeto antes que r̃(t̃s) = 0.
Analogamente, se (4.32) for avaliada para t̃v = −

√
2, com C = 0.950, obtém-se o intervalo

−1.287 < D̃ < −0.009, (4.41)

no qual o objeto evapora antes de um ricochete mas sem a possibilidade de que ocorra um
colapso singular. Estes resultados estão representados nas figuras (7) e (8).

A figura (7) tem a evaporação do objeto para D̃ = −0.700 e um modelo singular
para D̃ = −0.900, uma vez que para a primeira escolha temos que m̃(t̃) se anula antes
de t̃s. Da mesma maneira, temos que a figura (8) representa uma situação em que o
objeto evapora antes do ricochete para D̃ = −0.500 e viola a condição de energia forte
se D̃ = −0.050, tendo em vista que na primeira escolha m̃(t̃) se anula previamente ao
instante de tempo t̃v = −

√
2.
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Figura 5 – Evolução de r̃(t̃) para t̃0 = −1.5
√

3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

Figura 6 – Evolução de m̃t̃ para t̃0 = −1.5
√

3 sob a escolha de 3 valores de C. A linha
descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

A figura (9) representa a evolução das coordenadas temporais que, qualitativamente,
se comportam como na seção anterior.
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Figura 7 – Evolução do parâmetro de massa considerando t̃0 = −1.5
√

3, e sob a escolha de
C = 0.900, com a escolha de dois valores para D̃. A linha descontínua vertical
indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo vertical indica o momento
a partir do qual a SEC passa a ser violada.

4.5.3 Análise da escolha t̃0 = −1.1
√

3

Os processos realizados nesta seção são análogos aos feitos anteriormente na
determinação de todos os intervalos de validade. Nesse sentido, obtêm-se para C o seguinte
intervalo

0.927 < C < 1.411. (4.42)

Da figura (10), nota-se que devido à proximidade do limite superior para t̃0, dado
por (4.25), as possibilidades de obter um modelo singular são mais remotas, requerendo
valores próximos ao limite inferior de (4.42).

O parâmetro m̃(t̃) pode novamente ser obtido através de (4.32), utilizando o
instante de tempo de violação da condição de energia forte, t̃v = −

√
2, e o instante inicial

t̃0 = −1.1
√

3. Daí, obtêm-se os intervalos para D̃ em que é possível ocorrer a evaporação
do objeto, como sendo

−0.244 < D̃ < 0.075. (4.43)

A evolução de m̃(t̃) é representada pela figura (11). As escolhas D̃ = 0.300 e
D̃ = 0.100 representam um objeto que evapora e um colapso no qual a condição de energia
forte é violada.

Por fim, a evolução das coordenadas temporais, representada agora na figura (12),
nos dá novamente que a taxa du/dt é sempre positiva no intervalo de validade do modelo.
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Figura 8 – Evolução do parâmetro de massa considerando t̃0 = −1.5
√

3, e sob a escolha de
C = 0.950, com a escolha de dois valores para D̃. A linha descontínua vertical
indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo vertical indica o momento
a partir do qual a SEC passa a ser violada.

No próximo capítulo serão apresentadas as considerações finais relevantes, assim
como as perspectivas futuras para este trabalho, tendo em vista o que foi desenvolvido ao
longo deste texto.
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Figura 9 – Evolução da razão entre u̇ e ṫ, sob três escolhas de C para t̃0 = −1.5
√

3. A
linha descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

Figura 10 – Evolução de r̃(t̃) para t̃0 = −1.1
√

3 sob a escolha de 2 valores de C. A linha
descontínua vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo
vertical indica o momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.
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Figura 11 – Evolução do parâmetro de massa considerando t̃0 = −1.1
√

3, e sob a escolha
de C = 1.000, com a escolha de dois valores para D̃. A linha descontínua
vertical indica o momento em que m̃t̃ muda de sinal e o eixo vertical indica o
momento a partir do qual a SEC passa a ser violada.

Figura 12 – Evolução da razão entre u̇ e ṫ, sob quatro escolhas de C tendo em vista o
valor de t̃0 = −1.1

√
3. O a linha descontínua vertical indica o momento em

que m̃t̃ muda de sinal e o eixo vertical indica o momento a partir do qual a
SEC passa a ser violada.
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5 Considerações finais e perspectivas

Neste trabalho buscou-se construir um modelo de colapso gravitacional não singular
utilizando um espaço-tempo composto por um interior, cuja geometria é descrita pela
métrica de Friedmann, e um exterior do tipo Vaidya. A fonte do exterior é radiação
eletromagnética puramente incoerente descrita pela equação (2.5) proveniente da variação
da massa de um objeto compacto durante o colapso gravitacional. Inicialmente, propõe-se
uma fonte para o interior como um campo escalar com acoplamento não-mínimo descrito
em termos de uma ação dada por (2.6).

Após avaliar as condições de junção de Darmois através de uma hipersuperfície Σ,
construída de forma a transição entre regiões da variedade seja suave, assim como seja
possível manter a continuidade da primeira e segunda forma fundamental restritas pela
superfície. Utilizando as equações de Friedmann (2.9) e (2.10), assim como a equação do
campo escalar (2.14), é possível aplicar as componentes (2.12) e (2.13), e o potencial (2.7)
para estabelecer um sistema de equações diferenciais não-lineares.

Com o objetivo de resolver o sistema de equações, foi proposto uma expansão em
série de potências até segunda ordem para o fator de escala (4.1), assim como para o campo
escalar (4.2). As soluções desejadas nesta pesquisa são as que possibilitam o ricochete do
fator de escala em t = 0, buscando evitar que houvesse a violação da condição de energia
nula (4.8).

As soluções adequadas, dadas pelas equações (4.6) e (4.7), indicam um modelo de
acoplamento mínimo, α = 0 em (2.6). Ambas as soluções violam a condição de energia

forte (4.9) em um intervalo de tempo em que |t| ≤
√

2ab√
k

, uma vez que tenha-se uma
curvatura positiva k > 0. As soluções também trazem resultados equivalentes para as
condições de energia forte e nula, assim como as expressões da dinâmica do colapso, tais
como (3.18) e (3.19). É necessário analisar no entanto a possibilidade de instabilidade
térmica no modelo de acoplamento mínimo [41].

Mostrou-se que o modelo tem uma dependência forte na escolha das condições
iniciais. É possível estabelecer intervalos nos quais o resultado final do colapso gravitacional
seja diferente. Os intervalos que caracterizam o colapso gravitacional, e portanto seu
resultado final, são os intervalos estabelecidos sobre a constante de integração C, que
estabelece um intervalo para o raio inicial apropriado para o objeto compacto, e a constante
D̃ cujo intervalo indica uma região na qual a massa do objeto compacto é totalmente
emitida. Através de escolhas específicas, é possível obter diferentes resultados para o
colapso do objeto compacto proposto, tais como a sua evaporação, um modelo singular,
ou o ricochete do fator de escala. O resultado do colapso depende diretamente da razão
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M

r0
, em que

√
kr0 é estabelecido dentro do intervalo (4.27).

Vale ressaltar que, para que seja possível um modelo de ricochete que não viole a
condição de energia nula, é necessário que o universo considerado seja fechado, ou seja,
k > 0. Atualmente, observações e experimentos tais como a colaboração Planck, e o
telescópio cosmológico do Atacama, indicam uma curvatura levemente positiva, mas ainda
existe a possibilidade que o refinamento das medidas através de experimentos futuros
possa aproximar a uma curvatura nula, k = 0. Mesmo que estes resultados sejam vistos
na perspectiva cosmológica, a existência de situações físicas possíveis em um modelo de
universo fechado é um resultado que dá viabilidade a situação analisada neste trabalho.

É necessário realizar uma análise qualitativa destes parâmetros. Através da constru-
ção de um espaço de parâmetros é possível estudar regiões sobre a escolha das condições
iniciais que levam a resultados diferentes para o colapso gravitacional.

Também é possível verificar a estabilidade do modelo sob a presença de perturbações
nos parâmetros obtidos. Pode-se também analisar os parâmetros termodinâmicos do colapso,
tais como a energia liberada durante o colapso, assim como a variação da entropia do
sistema, tal como feito em [9], buscando-se uma perspectiva mais astrofísica do sistema.

De maneira a analisar este modelo em uma perspectiva mais realista de um objeto
compacto em colapso gravitacional, tal como uma estrela, também é interessante introduzir
graus de liberdade superficiais em sua construção, generalizando as condições de junção
de maneira adequada.

Como discutido no apêndice C, é possível adicionar um segundo fluido não inte-
ragente ao modelo sem causar alterações na dinâmica no sistema. Neste sentido, uma
perspectiva futura a ser estudada seria a introdução de acoplamentos mais complexos ao
modelo e estudar os resultados do colapso de um objeto compacto.

É necessário então esclarecer que mesmo que este trabalho utilize de parâmetros e
construções que provem de argumentos da teoria quântica de campos, o campo escalar
e seu potencial, o modelo é construído inteiramente na perspectiva clássica. Generalizar
a fonte interior para estudar fenômenos quânticos é possível, mas não está presente no
escopo deste trabalho.
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APÊNDICE A – Tensor momentum-energia
para a componente escalar

Aqui estarão em detalhes as passagens para a obtenção do tensor momento-energia
como em [28]. É necessário utilizar a definição dada em (2.11) para identificar esta grandeza
realizando a variação em termos da métrica de (2.6). Inicialmente, têm-se

S =
∫ √
−gd4x

(1
2M

2
pR−

1
2g

µν∇µφ∇νφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)
.

Aplicando a fórmula de Leibniz para a derivação de funções, que se dá de maneira
análoga quando se trata de variações, obtêm-se:

δS =
∫
d4x

[
δ
(√
−g
) (1

2M
2
pR−

1
2g

µν∇µφ∇νφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
+

+
∫
d4x

[√
−g

(1
2M

2
p δ(R)− 1

2δ(g
µν∇µφ∇νφ)− α

2 δ(Rφ
2)− δ(V̄ (φ))

)]
.

As grandezas escalares têm variação nula em relação a métrica, portanto pode-se
afirmar que δ(V̄ (φ)) = 0 e δ(φ) = 0, o que resulta em

δS =
∫
d4x

[
δ
(√
−g
) (1

2M
2
pR−

1
2g

µν∇µφ∇νφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
+

+
∫
d4x

[√
−g

(1
2M

2
p δ(R)− 1

2δ(g
µν)∇µφ∇νφ−

α

2 δ(R)φ2
)]
. (A.1)

Inicialmente, é necessário calcular as variações δ(√−g) e δ(R). Primeiro, analisa-se
a expressão para δ(√−g) em que g é o determinante do tensor métrico. A métrica gµν é
uma matriz invertível tal que sua inversa gµν pode ser obtida da seguinte maneira:

gµν = ∆µν

g
, (A.2)

em que ∆µν é a matriz de cofatores de gµν , e cada um de seus componentes é obtido
calculando o determinante de matrizes com n− 1 linhas e colunas, tal que n é a ordem de
gµν . Usando a expressão de Laplace para calcular o determinante de gµν ,

g =
n∑

µ,ν=1
(−1)µ+νgµνM

µν ,
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em que (−1)µ+νMµν é a definição de ∆µν , com Mµν sendo a matriz menor, realizando a
expansão ao longo de uma linha e calculando sua derivada em termos do tensor métrico
gµν , pode-se inferir que:

∂g

∂gµν
= ∆µν .

Uma vez que ∆µν não depende explicitamente do tensor métrico gµν e usando a definição
(A.2), obtêm-se

gµν = 1
g

∂g

∂gµν
.

Analogamente, é possível inferir em termos de variações que:

δg = ggµνδgµν , (A.3)

aplicando o resultado em (A.3) ao problema original δ(√−g), têm-se

δ
√
−g = −1

2
δg√
−g

= 1
2
−ggµνδgµν√
−g

= 1
2
√
−ggµνδgµν .

Tendo em vista o objetivo do problema proposto, é necessário que a variação δgµν
esteja no formato contravariante. No entanto, para fazer o levantamento dos índices é
preciso tomar certos cuidados quando se trata da variação da métrica. Note que

gµρgρν = δµν → δ(gµρgρν) = 0,

a qual, aplicando a formula de Leibniz nos dá

(δgµρ)gρν + gµρ(δgρν) = 0→ gρνδg
µρ = −gµρδgρν . (A.4)

No caso particular em que µ = ν = α e ρ = β, têm-se gαβδgαβ = −gαβδgαβ e, portanto,

δ
√
−g = −1

2
√
−ggαβδgαβ. (A.5)

Agora se faz necessário calcular δR. Para isso, é conveniente calcular primeiro a
variação do tensor de Riemann definido como

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ. (A.6)

Calculando a variação sobre a definição (A.6), obtêm-se:

δRρ
σµν = ∂µδΓρνσ − ∂νδΓρµσ + δ(Γρµλ)Γλνσ + Γρµλδ(Γλνσ)− δ(Γρνλ)Γλµσ − Γρνλδ(Γλµσ). (A.7)

A variação da conexão δ(Γ)ρµν pode ser vista como uma diferença de conexões. Isto é
conveniente, uma vez que esta diferença é um tensor, podendo ser demonstrada da seguinte
forma:

¯Γ(1)µ
νσ = ∂x̄µ

∂xα
∂xβ

∂x̄ν
∂xσ

∂x̄γ
Γ(1)α

βγ + ∂2x̄µ

∂xβ∂xγ
∂xβ

∂x̄ν
xγ

x̄σ
,
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¯Γ(2)µ
νσ = ∂x̄µ

∂xα
∂xβ

∂x̄ν
∂xσ

∂x̄γ
Γ(2)α

βγ + ∂2x̄µ

∂xβ∂xγ
∂xβ

∂x̄ν
xγ

x̄σ
.

Note que o segundo termo é equivalente em ambas as expressões e, assim, tomando a
diferença, obtêm-se

¯Γ(1)µ
νσ − ¯Γ(2)µ

νσ = ∂x̄µ

∂xα
∂xβ

∂x̄ν
∂xσ

∂x̄γ

(
Γ(1)α

βγ − Γ(2)α
βγ

)
,

a qual obedece a definição intrínseca de tensores [3]. Desta maneira é possível avaliar a
derivada covariante do tensor

∇λ

(
Tαβγ

)
= ∂λT

αβ
γ + ΓασλT σβγ + ΓβσλTασγ − ΓσγλTαβσ , (A.8)

que, aplicando a definição (A.8) para o tensor construído, têm-se

∇λ

(
δΓρνµ

)
= ∂λδΓρνµ + ΓρσλδΓσνµ − ΓσνλδΓρσµ − ΓσµλδΓρµσ. (A.9)

Renomeando os índices mudos adequadamente em (A.9), identifica-se que (A.7)
toma a forma:

δRρ
σµν = ∇µ (δΓρνσ)−∇ν

(
δΓρµσ

)
. (A.10)

A expressão acima pode ser então utilizada para encontrar a variação do tensor de Ricci,
definido como:

Rσν = gµρR
ρ
σµν = gαµgραR

ρ
σµν = δµρR

ρ
σµν = Rρ

σρν .

Realizando, então, a variação desta expressão, podemos obter seu resultado a partir da
contração dos índices ρ e µ de maneira adequada em (A.10), ou seja,

δRσν = ∇ρ (δΓρνσ)−∇ν

(
δΓρρσ

)
. (A.11)

O problema original requer a variação do escalar de Ricci, definido como

R = gσνRσν . (A.12)

Realizando a variação em (A.12) e aplicando a regra de Leibniz, obtêm-se

δR = (δgσν)Rσν + gσνδRσν = (δgσν)Rσν + gσν
[
∇ρ (δΓρνσ)−∇ν

(
δΓρρσ

)]
.

Usando que ∇µg
σν = 0, é possível reescrever δR como

δR = Rσνδg
σν +∇ν

(
gσνδΓνµσ − gσνδΓρρσ

)
. (A.13)

Substituindo esta expressão e (A.5) em (A.1), têm-se

δS =
∫
d4x

[
−1

2
√
−ggαβδgαβ

(1
2M

2
pR−

1
2g

µν∇µφ∇νφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
+
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+
∫
d4x
√
−g

(1
2M

2
p

[
Rσνδg

σν +∇ν

(
gσνδΓνµσ − gσνδΓρρσ

)])
− (A.14)

−
∫
d4x
√
−g

(1
2δ(g

µν)∇µφ∇νφ+ α

2
[
Rσνδg

σν +∇ν

(
gσνδΓνµσ − gσνδΓρρσ

)]
φ2
)
.

O segundo termo da segunda linha na expressão acima é uma integral de superfície
sobre seu contorno. Portanto, resolvendo a integração obtêm-se um valor nulo aplicando o
Teorema de Gauss. Logo,

δS =
∫
d4x

[
−1

2
√
−ggαβδgαβ

(1
2M

2
pR−

1
2g

µν∇µφ∇νφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
+

+
∫
d4x
√
−g

(1
2M

2
pRσνδg

σν
)
−

−
∫
d4x
√
−g

(1
2δ(g

µν)∇µφ∇νφ+ α

2
[
Rσνδg

σν +∇ν

(
gσνδΓνµσ − gσνδΓρρσ

)]
φ2
)
.

Rearranjando os termos multiplicados por ambos δgµν e √−g e renomeando os índices
mudos de maneira apropriada, obtêm-se

δS =
∫
d4x
√
−g

[
−1

2gµν
(1

2M
2
pR−

1
2g

αβ∇αφ∇βφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
δgµν+

+
∫
d4x
√
−g

(1
2M

2
pRµν −

1
2∇µφ∇νφ−

α

2Rµνφ
2
)
δgµν− (A.15)

−α2

∫
d4x
√
−g∇ν

(
gσνδΓνµσ − gσνδΓρρσ

)
φ2.

As duas primeiras linhas desta equação não requerem alterações futuras, no entanto ainda
é necessário reescrever a terceira linha. Com este objetivo, define-se dois vetores auxiliares:

ξν = gµσδΓνσµ, (A.16)

e
ην = gµνδΓρρµ. (A.17)

Com estes objetos, podemos reescrever a terceira linha de (A.15) da seguinte maneira:

−α2

∫
d4x
√
−g∇ν (ξν − ην)φ2 = −α2

∫
d4x
√
−g∇νξ

νφ2 + α

2

∫
d4x
√
−g∇νη

νφ2, (A.18)

de onde é possível identificar as divergências de ambos os vetores definidos acima. Utilizando
a expressão para a divergência definida em [3], onde

∇αγ
α = div (~γ) = 1√

−g
∂α
(
γα
√
−g
)
, (A.19)

podemos escrever as integrais de (A.18) da forma

−α2

∫
d4x∂ν

(
ξν
√
−g
)
φ2 + α

2

∫
d4x∂ν

(
ην
√
−g
)
φ2. (A.20)
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É possível utilizar a fórmula de Leibniz e o teorema de Gauss para simplificar
(A.20) consideravelmente através da expressão

∂ν
(
φ2ξν
√
−g
)

=
(
∂νφ

2
)
ξν
√
−g + φ2∂ν

(
ξν
√
−g
)
,

obtendo
φ2∂ν

(
ξν
√
−g
)

= ∂ν
(
φ2ξν
√
−g
)
− 2φ∂νφξν

√
−g, (A.21)

e, analogamente, para ην :

φ2∂ν
(
ην
√
−g
)

= ∂ν
(
φ2ην
√
−g
)
− 2φ∂νφην

√
−g. (A.22)

Ao substituir (A.21) e (A.22) em (A.20), os primeiros termos em ambas as expressões
se anulam ao ser integrados na fronteira da superfície, reduzindo a expressão a

α
∫
d4xφ∂νφξ

ν√−g − α
∫
d4xφ∂νφη

ν√−g. (A.23)

Rescrevendo a expressão acima em termos da variação das conexões, usando as definições
(A.16) e (A.17), obtêm-se

α
∫
d4xφ∂νφ

(
gµσδΓνσµ

)√
−g − α

∫
d4xφ∂νφ

(
gµνδΓρρµ

)√
−g. (A.24)

É necessário agora calcular a variação da conexão. Para isso, utiliza-se sua definição
em termos da métrica:

Γabc = 1
2g

ad (∂cgbd + ∂bgcd − ∂dgbc) . (A.25)

Calculando sua variação, obtêm-se

δΓabc = 1
2δg

ad (∂cgbd + ∂bgcd − ∂dgbc) + 1
2g

ad (∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc) . (A.26)

Para reescrever (A.26) é preciso considerar a seguinte relação para a variação da métrica:

δ
(
gef
)

= δ
(
gaegdfgad

)
= δgaegdfgad+δgdfgaegad+δgadgaegdf = δgaeδfa+δgdfδed+δgadgaegdf ,

δgef = 2δgef + δgadg
aegdf → δgef = −δgaegdfgad. (A.27)

Utilizando (A.27) para baixar os índices em (A.26), obtêm-se

δΓabc = −1
2g

eagfdδgef (∂cgbd + ∂bgcd − ∂dgbc) + 1
2g

ad (∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc) . (A.28)

No primeiro termo em (A.28) é possível identificar a definição de conexão dada por (A.25),
portanto,
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δΓabc = −geaδgefΓfbc + 1
2g

ad (∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc) =

= 1
2g

ad
(
∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc − 2geagadδgefΓfbc

)
=

= 1
2g

ad
(
∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc − 2δedδgefΓ

f
bc

)
=

= 1
2g

ad
(
∂cδgbd + ∂bδgcd − ∂dgbc − 2δgdfΓfbc

)
. (A.29)

Tendo em vista a definição (A.8) são adicionados e removidos termos em (A.29) de
maneira à não alterar o seu valor, desta maneira identificando que:

δΓabc = 1
2g

ad (∇cδgbd +∇bδgcd −∇dδgbc) . (A.30)

Utilizando (A.30) em (A.24), têm-se

α
∫
d4x
√
−gφ∂νφgµσ

1
2g

νλ (∇µδgσλ +∇σδgµλ −∇λδgσµ) +

−α
∫
d4x
√
−gφ∂νφgµν

1
2g

ρλ (∇µδgρλ +∇ρδgµλ −∇λδgρµ) . (A.31)

Cada um dos seis termos entre parênteses em (A.31) formam vetores de duas maneiras
distintas, podendo ser identificados como vetores do primeiro tipo:

∇µg
µσgνλδgσλ = ∇µT

µν , (A.32)

ou vetores do segundo tipo:

∇µg
µνgρλδgρλ = ∇µV

µν . (A.33)

Os dois primeiros termos em parênteses em (A.31) são vetores do primeiro tipo, enquanto os
quatro termos restantes nos parênteses são do segundo tipo. Levando isto em consideração
é possível somar e anular termos dentro das integrais e simplificar o problema à resolução
de:

α
∫
d4x
√
−gφ∂νφ∇µT

µν − α
∫
d4x
√
−gφ∂νφ∇µV

µν . (A.34)

Aplicando novamente a expressão (A.19) e reescrevendo (A.34) em termos de
derivadas ordinárias como:

α
∫
d4xφ∂νφ∂µ

(√
−gT µν

)
− α

∫
d4xφ∂νφ∂µ

(√
−gV µν

)
. (A.35)
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Analogamente ao feito anteriormente para (A.21) e (A.22) é possível utilizar a regra de
Leibniz para reescrever e anular termos avaliados sobre a fronteira da superfície, obtendo

α
∫
d4x
√
−g∂µ (φ∂νφ)V µν − α

∫
d4x
√
−g∂µ (φ∂νφ)T µν . (A.36)

Utilizando (A.32) e (A.33) para V µν e T µν , têm-se

α
∫
d4x
√
−g∂µ (φ∂νφ) gµνgαβδgαβ − α

∫
d4x
√
−g∂µ (φ∂νφ) gµαgνβδgαβ. (A.37)

Para identificar os termos de δgµν é preciso levantar os índices da variação da métrica
por meio de (A.4) e (A.27). Fazendo as operações indiciais adequadas, assim como as
derivações necessárias obtêm-se

∫
d4x
√
−g

[
α∇µ (∇νφ)φ+ α∇µφ∇νφ− αφ�φgµν − α∇αφ∇βφg

αβgµν
]
δgµν . (A.38)

Utilizando a definição �φ = ∂ν (∂νφ) e que ∇µ = ∂µφ. Pode-se então retornar ao problema
original em (A.15) para obter

δS =
∫
d4x
√
−g

[
−1

2gµν
(1

2M
2
pR−

1
2g

αβ∇αφ∇βφ−
α

2Rφ
2 − V̄ (φ)

)]
δgµν+

+
∫
d4x
√
−g

(1
2M

2
pRµν −

1
2∇µφ∇νφ−

α

2Rµνφ
2
)
δgµν+ (A.39)

+
∫
d4x
√
−g

[
α∇µ (∇νφ)φ+ α∇µφ∇νφ− αφ�φgµν − α∇αφ∇βφg

αβgµν
]
δgµν .

O integrando de (A.39) pode ser identificado com a equação do movimento total
deste sistema, portanto, identifica-se através de (2.11) que:

1
2M

2
p gµνR−M2

pRµν + (1− 2α)∇µφ∇νφ−
1
2(1− 4α)gµνgαβ∇αφ∇βφ+

−gµν
(1

2αRφ
2 + V̄ (φ)

)
+ αRµνφ

2 − 2αφ∇µ∇νφ+ 2gµναφ�φ = 0. (A.40)

Usando a definição do tensor de Einstein, Gµν , para identificar a diferença nos dois primeiro
termos de (A.40), tal que:

Gµν = Rµν −
1
2gµνR = 1

M2
p

Tµν ,

na qual foi definido como Tµν a seguinte equação:
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Tµν = (1− 2α)∇µφ∇νφ−
1
2(1− 4α)gµνgαβ∇αφ∇βφ+

−gµν
(1

2αRφ
2 + V̄ (φ)

)
+ αRµνφ

2 − 2αφ∇µ∇νφ+ 2gµναφ�φ. (A.41)

Assim como foi utilizado no corpo deste trabalho e no trabalho de [28].
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APÊNDICE B – Análise das condições de
junção

O objetivo deste apêndice é trazer em maiores detalhes as passagens algébricas
utilizadas na obtenção das expressões (3.18), (3.19) e (3.20), a partir da segunda condição
de junção (3.14), que pode ser escrita para as componentes K±00 como

K+
00 −K−00 = 0.

Para expandir estas expressões é necessário obter a segunda derivada da expressão (3.16)
como

ü = −
˙̄χ
χ̄2

[
εε̄
(
aatrṙ

b
+ bṫ

)
+ εṘ

]
+

+ 1
χ̄

{
εε̄

[
−aatbrṙ

2

b2 + bẗ+ br ṫṙ + 1
b

(
a2
t rṫṙ + aattrṫṙ + aatrr̈ + aatṙ

2
)]

+ εR̈

}
.

(B.1)

Para reescrever (B.1) em termos das coordenadas do interior é conveniente utilizar Barχ
como definido em (3.4) juntamente com as expressões (3.9) e (3.16), obtendo

χ̄ = b2 − r2a2
t

˙̄χ = 2bbrṙ − 2rat
(
atṙ + attrṫ

)
.

(B.2)

Durante o processo para demonstrar a primeira expressão em (B.2) é obtida
a expressão (3.9). Após utilizar (3.16), (B.1), (B.2) em (3.18) e expandir os termos
cuidadosamente será possível evidenciar a expressão dada por (3.9), assim como anular
todas as componentes de derivadas superiores r̈ e ẗ, após estas passagens, obtêm-se

−r
b

(
a3
t rṙ + b2ṫatt − bbrṙat

)
+

+εε̄ε2

{(
−2r2atattṫ− 2ra2

t ṙ + 2bbrṙ
)
−
[
εε̄ε

(
rṙaat
b

+ bṫ
)

+
(
ratṫ+ aṙ

)]
χ̄R

}
= 0. (B.3)

Utilizando em (B.3) que ṙ = rtṫ e usando a seguinte definição:

χ̄R = 1− χ̄
ar

,



APÊNDICE B. Análise das condições de junção 44

é possível evidenciar os termos de rt, e identificando corretamente as expressões (2.9) e
(2.10), obtêm-se

rt = εε̄εbP

aρ
. (B.4)

Esta expressão pode ser usada para avaliar a evolução do parâmetro de massa m(u),
definido através de (3.4) e da coordenada temporal u, em termos das coordenadas do
interior. Utilizando a expressão (B.2) juntamente com a equação (2.9) têm-se

m̄(u,R) = m̄(t, r) = a

2
(
a2r3 + kr3

)
= a3r3

6 ρ. (B.5)

Diferenciando (B.5) em termos de τ e lembrando que ˙m̄ = m̄tṫde forma a identificar (2.9)
e (2.10), obtendo

m̄t = a2r2

2 [(εε̄εb− atr)]
P

M2
p

. (B.6)

Fazendo um processo análogo para (3.16) obtêm-se

u̇

ṫ
= (ρ+ P )

ρ

1
(εε̄b− εrat)

. (B.7)

As expressões (B.4), (B.6) e (B.7) descrevem o colapso gravitacional como um todo,
sendo possível estabelecer as condições iniciais necessárias para o modelo, assim como
verificar se o mesmo é adequado tendo em vista as condições de energia e os intervalos de
validade da aproximação numérica realizada no capítulo 4.
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APÊNDICE C – Acréscimo de um fluido não
interagente à fonte interior

Neste apêndice será discutida a inserção de um fluido não interagente ao problema
discutido neste trabalho. O fluido escolhido para esta análise é perfeito e estático, no
entanto não é estacionário. O tensor de momento-energia que descreve este fluido é tal
que:

T µν = − (ρ1 + P1)V µV ν − P1g
µν .

Podendo ser escrito convenientemente no formato misto,

T µν = − (ρ1 + P1)V µVν − P1δ
µ
ν , (C.1)

em que V µ, pode ser definido através de: V µVµ = −1,
V µ = {1, 0, 0, 0} .

(C.2)

Este modelo permite escrever um tensor momento-energia de ambos os fluidos
em que ρ = ρφ + ρ1 e P = Pφ + P1, ou seja, é possível analisar independentemente cada
componente em momentos distintos do colapso gravitacional, analisando a relevância de
cada componente tendo em vista as características físicas do problema. A consistência desta
afirmação pode ser evidenciada observando a lei de conservação do tensor de momento-
energia, definida como [3]

∇νT
µν = 0. (C.3)

Através de (C.3) é possível obter as expressões para a equação da continuidade
expandindo os termos de µ = 0 e utilizando (A.8), analogamente, pode-se obter as equações
de Euler expandindo as coordenadas espacias (µ = i). Por interesse desta discussão é
importante notar que utilizando a métrica (2.4), é possível obter

ρt − 3at
a

(ρ+ P ) = 0. (C.4)

A expressão (C.4) é a equação da continuidade e as três equações de Euler são:

∂rP = 1
b2r

(
1 + b2

)
P,
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∂θP = −cos θ
senθ P, (C.5)

∂φP = 0.

O conjunto de equações (C.5) e (C.4) pode ser escrito em termos das componentes
independentes de ρ e P , e note que uma vez estabelecido dominância de um fluido sobre o
outro não há mudança no formato das equações de conservação do tensor de momento-
energia, portanto há a liberdade de estabelecer limites nos quais uma componente é
desprezível.

A equação de estado que domina um fluido estático, tal como o descrito por (C.1),
é [1]

P1 = λρ1, (C.6)

ρ1 = ρ0

a3(1+λ) ,

em que λ indica o tipo de fluido que está sendo levado em consideração, exemplos são
λ = 0 para um fluido tipo poeira e λ = 1

3 para radiação.

O processo de colagem realizado no capítulo 3 é realizado de maneira análoga ao
descrito no apêndice B, e nos leva as seguintes expressões:

rt = εε̄εb

a

(P1 + Pφ)
(ρ1 + ρφ) , (C.7)

m̄t = r2a2

2 (εε̄εb− rat)
(P1 + Pφ)

M2
p

, (C.8)

u̇

ṫ
= 1

(εε̄− εrat)
(ρ1 + ρφ) + (P1 + Pφ)

(ρ1 + ρφ) . (C.9)

As três expressões indicam claramente que não há uma mudança no comportamento
do colapso devido a adição do novo fluido, apenas uma atenuação ou acentuação dos
efeitos, é esperado que os valores obtidos para as condições iniciais e intervalo de validade
destas condições sejam alterados. Acoplamentos mais complexos, ou detalhes relativos
a esse acoplamento pode ser assunto de trabalhos futuros na perspectiva de um colapso
gravitacional. A análise de um colapso em modelos de dois fluidos pode ser acompanhada
no trabalho [9].
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