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RESUMO 

 

Os índices Cpk, Cpm e Cpmk foram originalmente criados para medir a capacidade dos processos 

de produzirem itens que atendam às especificações, mas, mais recentemente, eles também têm 

sido usados para controlar processos. Nessas novas aplicações dos índices Cpk, Cpm e Cpmk, os 

limites de especificação não são mais limites que decidem se o item está em conformidade ou 

não, são parâmetros de ajustes que aumentam ou diminuem a velocidade com que o gráfico de 

controle sinaliza mudanças na média e/ou na variabilidade do processo. Portanto, esta pesquisa 

propõe o emprego dos gráficos de controle utilizando os três índices de capacidade de processo 

como alternativa aos gráficos tradicionais de 𝑋̅ e R. Por meio da simulação Monte Carlo 

comprovou-se que os gráficos Cpk, Cpm e Cpmk são ótimas alternativas ao uso dos gráficos em 

conjunto 𝑋̅ e R, pois sinalizam, com maior rapidez,  mudanças na média, aumentos na variância 

e as mudanças nas médias combinadas com aumentos na variância. 

 

Palavras-Chave: 

Controle Estatístico do Processo, Gráfico de Controle do Cpk, Cpm e Cpmk, Número Médio de 

Amostras até o Sinal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                            

 

ABSTRACT 

 

The Cpk, Cpm and Cpmk indices was originally created to measure the ability of the processes to 

produce products meeting specifications but, more recently, they have also been used to control 

processes. In these new applications of the Cpk, Cpm and Cpmk indices, the specification limits 

are no longer limits that decide whether the item is conforming or nonconforming, they are 

tunning parameters that increase or decrease the speed with the control charts signal process 

changes in the mean and/or the variance. Therefore, this research proposes the use of control 

charts using the three process capability indices as an alternative to the traditional charts 𝑋̅ e R 

Through the Monte Carlo simulation, it was that the Cpk, Cpm and Cpmk control charts are great 

alternatives to the use of the joint 𝑋̅ and R charts, due they signal faster mean shifts, variance 

increases, and also combined mean shifts with variance increases. 

 

Keywords: Statistical Process Control, Cpk, Cpm and Cpmk Control Chart, Average Run Length. 
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INTRODUÇÃO 

 

1.1.Contextualização 

 

O desejo de uma organização é melhorar sua margem de lucro para aumentar sua 

competitividade, focando na redução da variabilidade e na criação de produtos que estejam 

dentro das especificações e expectativas dos consumidores (ADEOTI; OLAOMI, 2017). 

Diante disso, Shewhart em 1924 criou gráficos de controle para monitorar processos e 

apontar mudanças que prejudicassem seu desempenho. Devido os mesmos estarem sujeitos a 

dois tipos de variabilidades causais: a comum, resultante de uma quantidade de variabilidades 

aleatórias causadas por pequenas fontes de variação; e a especial, que provém de uma fonte não 

aleatória ocasionada por eventos passageiros, devendo ser identificadas e corrigidas. Assim, o 

objetivo da produção é manter o processo com apenas causas comuns e detectar as causas 

especiais o mais rápido possível. 

Dois tipos de gráficos de controle são utilizados no monitoramento de processos: por 

variáveis, que são aplicadas para medir as características de qualidade, tais como, altura, peso, 

temperatura, etc.; e por atributos, que são usados para contar os itens categorizados como 

conformes ou não conformes (AZAM et al., 2018). 

Apenas reconhecer as causas especiais não é suficiente para fabricação de produtos, é 

necessário também que a produção seja capaz de produzir, dentro das especificações de projeto, 

respeitando a tolerância das características de qualidade. Dessa forma surge o estudo da 

capacidade de processo o qual define o desempenho da produção através de índices, também 

chamados de índices de capacidade de processo (ICP). 

Ahmad, Aslam e Jun (2016), Chatterjee (2017), Srinivasa Rao (2019), Aslam et al 

(2019) e Wang, Yang e Koo (2020) desenvolveram aplicações para os ICP’s no monitoramento 

de processo objetivando alcançar menores número médio de amostras até o alarme (NMA) para 

sinalizar desajustes promovidos pelas causas especiais presentes no sistema produtivo. 

Ademais, alguns dos ICP’s são empregadas para esse fim por conseguirem supervisionar 

simultaneamente a média e a variabilidade da produção. 

Os quatro índices mais conhecidos são apresentados pelos estudos de Juran (1951) com 

o Cp, de Kane (1986) com o Cpk, de Chan, Cheng e Spiring  (1988) com o Cpm  e de Pearn, Kotz 

e Johnson (1992) com Cpmk.  
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Recentes pesquisas como a de Aslam et al. (2017) apresentaram a inspeção combinada 

ATTRIVAR (atributo-variável) com o uso da estimativa 𝐶̂𝑝𝑘 para o monitoramento por 

variável. Basicamente, amostras de tamanho n são retiradas aleatoriamente do processo e 

passam pela contabilidade de conformes e não conformes. Caso o estado do processo não for 

decidido, uma segunda amostra é retirada e o valor de 𝐶̂𝑝𝑘 é medido, sendo considerado sob 

controle se os pontos plotados no gráfico estiverem acima do limite inferior de controle; do 

contrário, é considerado fora de controle. Em um diferente approach, Subramani e Balamurali 

(2012) propuseram gráficos de controle baseados nos valores específicos de Cp e Cpk para 

sistemas que seguem uma distribuição normal. Concisamente, o limite superior e inferior de 

controle são calculados com base nos ICP’s para serem aplicados nos gráficos da média (X̅) e 

da amplitude (R). 

Fundamentando na proposta de Subramani e Balamurali (2012), estudos realizados por 

Ahmad, Aslam e Jun (2014) e Adeoti e Olaomi (2018) aplicaram a mesma lógica para a criação 

dos limites de controle baseando-se no índice Cp. Entretanto, aplicaram em amostras repetitivas, 

ou seja, adicionaram condições de decisões através da inclusão de dois limites superiores e dois 

inferiores de controle. Primeiramente, a média de uma amostra aleatória de tamanho n é medida 

e o processo julgado. Considera-se sob controle, se a média estiver entre o limite inferior de 

controle (LIC) e o limite superior de controle (LSC) e fora de controle se  X̅ > LSC1 ou  X̅ <

LIC1; caso contrário, outra amostra de tamanho n é retirada e repete-se o procedimento até o 

gráfico sinalizar. 

Outras publicações como Ahmad, Aslam e Jun (2016) e Rao, Aslam e Jun (2019) 

também empregaram quatro limites de controle com regras adicionais de decisão, porém com 

estimativa 𝐶̂𝑝𝑘 para identificar o estado do processo.  Alguns estudos usaram a estimativa 

𝐶̂𝑝𝑘 para situações que não seguem uma distribuição normal, como por exemplo Aslam, Mohsin 

e Jun (2017) com distribuições exponenciais e Aslam et al. (2020) com distribuições Weibull.      

Estudos como de Carot, Sagbas e Sanz (2013) utilizaram a estatística dos índices de 

capacidade 𝐶̂𝑝𝑚 e 𝐶̂𝑝𝑚𝑘  com dois limites de controle para medir a eficiência de seus respectivos 

gráficos através do NMA e comparar com o conjunto X̅ - R de dados não normais, concluindo 

que o 𝐶̂𝑝𝑚 traz melhores resultados quando ocorrem mudanças na média. Já Wang, Yang e Koo 

(2020) usaram a estimativa 𝐶̂𝑝𝑚 de tamanho de amostra variável para gráficos de controle com 

regras adicionais de decisão e estudaram sua sensibilidade à mudanças no processo. 
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Nesta dissertação utilizam-se as estimativas do Cpk, Cpm e Cpmk como estatísticas de 

monitoramento da média e da variância dos processos para dados que seguem uma distribuição 

normal.  

 

1.2.Problematização 

 

A abordagem tradicional no monitoramento de processos usando os gráficos da média 

e da amplitude (X̅ - R) em conjunto têm dois gráficos de controle, o que obriga a simultânea 

compreensão por parte do usuário, ocasionando no aumento da probabilidade de ocorrência de 

alarmes falsos e/ou verdadeiros. Além disso, se não for ajustado adequadamente as 

necessidades da empresa, este tipo de gráfico em conjunto pode levar a outras falhas associadas 

a detecção de mudanças na média e/ou na variabilidade. 

Alguns estudos abordando estimativas dos índices de capacidade para monitorar 

processos muitas vezes possuem limite superior de controle (LSC), porém, as medições 

mostram que quanto maior for o valor do índice, mais capaz o sistema está. Logo, é válido 

descartar o LSC.  

Limites superiores de controle fariam sentido se levassem em consideração o que foi 

dito por Chatterjee (2017): pontos acima do LSC indicam uma performance extraordinária e 

possível de submissão de análise do fenômeno, pois pode ter apresentado algum erro 

computacional; ou por Spring (1995): pode ser importante entender o ocorrido nos pontos acima 

do LSC para replicar futuramente em outras amostras, visto que apresentam alta performance. 

A Tabela 1 foi construída a partir de um levantamento da literatura para classificar uma 

quantidade razoável de artigos que abordam de diferentes maneiras os ICP’s para criação de 

gráficos de controle.  

A primeira coluna é o tipo de inspeção - variável e Attrivar (atributo e variável), a 

segunda coluna o tipo de amostra - simples e repetitivo, a terceira especifica se o estudo é para 

capacidade ou monitoramento de processo, a quarta mostra a quantidade de limites de controle 

(LC), a quinta averigua se eles possuem LSC, a sexta fornece o tipo de ICP fundamentado para 

criação do gráfico e, por fim, a sétima mostra a característica de qualidade para as medições. 

Essa última coluna é pertinente devido as pesquisas como a de Subramani e Balamurali (2012) 

que se baseiam nos índices Cp e Cpk para criação dos LC’s e usam a média e amplitude para 

monitorar. 
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Tabela 1. Classificação dos Artigos 

 
Fonte: Autoria Própria. 

(LEUNG; SPIRING, 2007),(SPIRING, F., 2008),(SUBRAMANI; BALAMURALI, 2012),(CAROT, 1800)(CHATTERJEE; CHAKRABORTY, 2015) (CHATTERJEE; CHAKRABORTY, 2016),(AHMAD; ASLAM; JUN, 2016), (CHATTERJEE, 2017),(ASLAM et al., 2017),(ASLAM; MOHSIN; JUN, 2017), (ADEOTI; OLAOMI, 2017),(KUMAR; ARUMAINAYAGAM, 

2018),(RAO; ASLAM; JUN, 2019),(ASLAM et al., 2020)(WANG; YANG; KOO, 2020)  

1.3.Principais Questionamentos 

 

Algumas questões foram levantadas para auxiliar na produção da pesquisa e no seu 

direcionamento, tais como: 

 Como criar gráficos de controle utilizando os índices de capacidade de processo? 

 Qual gráfico de controle ICP possui melhor performance? 

 Quais os melhores parâmetros de entrada? 

 Gráficos de controle ICP conseguem assinalar causas especiais mais rápido que 

o gráfico de controle da média em uso simultâneo com o gráfico da amplitude? 

 

1.4.Relevância 

 

Um levantamento bibliométrico foi realizado na data de 06 de janeiro de 2022 através 

da sessão CAFe (comunidade acadêmica federada) do site Periódico Capes, para identificar na 

base de dados Web of Science os trabalhos relacionados ao tema e mostrar sua evolução ao 

longo dos últimos anos.  

Ao todo foram verificados 519 artigos referentes ao tema Process Monitoring e 

Capability Index Control Chart. Foram aplicados filtros de categoria mais próximos ao estudo, 
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tais como: Statistics Probability, Management, Operations Research Management Science e 

Engineering Industrial. 

A Figura 1 representa a quantidade de publicações ao longo dos últimos 10 anos 

retirados do levantamento bibliométrico. Percebe-se que a partir de 2015 houve um aumento na 

quantidade de artigos publicados, mostrando a atualidade e relevância do tema. 

 

Figura 1. Publicações nos últimos dez anos. 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

1.5.Objetivo Geral e Específicos 

 

O objetivo geral é avaliar o desempenho dos gráficos de controles utilizando as 

estimativas dos índices de capacidade de processo 𝐶̂𝑝𝑘, 𝐶̂𝑝𝑚 e 𝐶̂𝑝𝑚𝑘 com apenas limite inferior 

de controle e com dados que seguem uma distribuição normal. 

Para os objetivos específicos têm-se: 

 Realizar uma revisão bibliográfica e estudar as técnicas para empregar os ICP’s 

no monitoramento de processo; 

 Desenvolver algoritmos e simular diferentes cenários para avaliar o desempenho 

dos gráficos propostos; 

 Analisar quais parâmetros dos gráficos de controle (tamanho da amostra, limites 

de especificações e valor alvo) possuem os menores NMA’s;  

 Comparar de forma justa os gráficos Cpk, Cpm e Cpmk com o gráfico em conjunto 

da média e da amplitude. 
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1.6.Justificativa 

 

Todo sistema produtivo necessita de análise da qualidade para atender da melhor forma 

possível seus stakeholders. Atualizar-se é imprescindível, buscando sempre por novas soluções, 

seja na aquisição de novos maquinários, através de novas técnicas desenvolvidas pela própria 

indústria ou por investigações resultantes do meio acadêmico.  

Portanto, também é importante que pesquisas acadêmicas desenvolvam novos estudos. 

Na área de monitoramento de processos não é diferente, pois muitas pesquisas objetivam a 

criação ou otimização de novos métodos que possam ser mais eficientes em detectar causas que 

prejudicam o sistema.  

Dessa forma, como apresentado pela Figura 1, o tema relacionado ao uso de índices de 

capacidade para monitorar processos tem gerado interesse por parte dos pesquisadores, o que 

justifica  esta investigação em comprovar novos estudos a respeito do controle estatístico da 

qualidade; mais especificamente, em simulações e modelos matemáticos para gerar gráficos de 

controle baseados nas estimativas dos índices de capacidade 𝐶̂𝑝𝑘, 𝐶̂𝑝𝑚 e 𝐶̂𝑝𝑚𝑘 devido sua 

capacidade de monitorar em apenas um único gráfico a centralidade e a variabilidade do 

processo e por possivelmente serem mais eficientes que os gráficos tradicionalmente em 

conjunto da média (X̅) e amplitude (R).  

Algumas fronteiras delimitam o trabalho: a escolha por limites de especificações 

simétricos e dados que seguem uma distribuição normal. Além disso, o estudo priorizou 

processos univariados, sem correlação e com parâmetros da média e variância conhecidos.  

 

1.7.Estrutura do Trabalho 

 

O trabalho está divido em cinco etapas. O capítulo 1 apresentou a introdução, no capítulo 

2 será apresentado uma fundamentação teórica do tema, partindo do conceito básico de controle 

estatístico de processo. No capítulo 3 encontra-se a metodologia empregada, explicando como 

foi a proposta, as etapas para o desenvolvimento das simulações e os deslocamentos da média 

e do desvio padrão para medir os NMA’s. O capítulo 4 contém os resultados e discussões das 

simulações. No capítulo 5 são apresentadas as conclusões e as sugestões para trabalhos futuros. 

Por fim, no capítulo 6 contém todas referências citadas no trabalho e em seguida os anexos e 

apêndices com todos os dados que auxiliaram na produção da presente pesquisa, tais como 

tabelas, os algoritmos desenvolvidos para realização das simulações e alguns índices de 

capacidade da literatura. 
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REFERENCIAL TEÓRICO 

 

2.1.Variabilidade do Processo e Controle Estatístico do Processo 

 

Desde o início da Revolução Industrial existe uma preocupação com a variabilidade dos 

processos. Segundo Shewhart, todo e qualquer processo, por mais bem projetado e bem 

controlado que seja, possui variabilidade em seus componentes, impossíveis de serem 

eliminados. Trata-se da variabilidade natural do processo, que é fruto de uma série de pequenas 

perturbações, ou causas aleatórias, que podem ser controlados ou incontroláveis e descritos em 

métodos estatísticos para auxiliar na melhoria da qualidade (COSTA, DE MAGALHÃES, 

EPPRECHT, 2009; DEMING, 1990). 

Nenhum processo, porém, deixa de estar sujeito, também, à ocorrência ocasional de 

perturbações maiores chamadas de causas especiais, que têm o efeito de deslocar a distribuição 

da variável aleatória e/ou aumentar sua dispersão. A variação de causa especial indica que 

ocorreu um problema no sistema de fabricação e a equipe de produção deve identificar e corrigir 

o problema o mais rápido possível (COSTA, EPPRECHET e CARPINETTI, 2014; LEI e 

MACKENZIE, 2020)  

O controle estatístico do processo (CEP) é uma técnica estatística aplicada à produção 

que permite a redução sistemática da variabilidade nas características da qualidade de interesse, 

contribuindo para a melhoria da qualidade intrínseca, da produtividade, da confiabilidade e do 

custo do que está sendo produzido. Tem sido amplamente usado para o monitoramento do 

processo através de gráficos de controle (RIBEIRO e CATEN, 2012; ASLAM, MOHSIN, e 

JUN, 2017). 

 

2.2.Distribuição Normal de Probabilidade  

 

No CEP, as características de qualidade podem seguir diversos tipos de distribuição de 

probabilidade. 

A distribuição normal, também chamada de distribuição Gaussiana é a mais comum 

função de distribuição para variáveis independentes geradas aleatoriamente. É caracterizado 

por dois parâmetros: a média e o desvio-padrão (BRITANNICA ACADEMIC, 2020). 

Segundo Eidous e Abu-Shareefa (2020), existem muitas razões para que a distribuição 

normal seja tão importante, tais como: muitos fenômenos têm características que seguem essa 

distribuição, muitas soluções de problemas na estatística matemática são resolvidos através da 
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distribuição normal, consegue ser aproximação de outras distribuições e desempenha um papel 

importante na probabilidade. 

No controle estatístico de processo a maioria dos dados normalmente distribuídos 

devem estar contidos a três desvios padrão em relação sua média. Sua função de densidade da 

distribuição normal é dada por: 

 

𝑓(𝑋) =
1

σ√2π
 e−

1
2

(
X−μ

σ
)

2

                  − ∞ < x < ∞        (1) 

 

Onde 𝜇 é a média, 𝜎 o desvio padrão e  𝑋 a variável aleatória normalmente distribuída 

[𝑋 ~ 𝑁 (𝜇, 𝜎)].  

Precisamente, 68,26% da população dista a não mais que um desvio padrão em torno da 

média, 95,44% a não mais que 2 em torno da média e ainda 99,73% dos valores da população 

estão contidos no intervalo que dista a 3 acima e abaixo da média, gerando um gráfico em forma 

de curva simétrica e unimodal em forma de sino com concavidade negativa (CRUZ, 2019).  

 

Figura 2. Curva de Distribuição Normal 

 
Fonte: Adaptado de https://www.chegg.com/homework-help/definitions/normal-

curve-31 

 

A Figura 3 é uma representação da curva de distribuição normal para casos em que as 

variáveis são transformadas em padronizadas, isto é, os parâmetros da média e do desvio padrão 

tornam-se iguais a μ = 0 e σ = 1.  
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Figura 3. Distribuição Normal Padronizada 

 
Fonte: COSTA, EPPRECHET e CARPINETTI, 2014. 

 

Dessa forma, a variável X transforma-se na variável aleatória normal padronizada (Z), 

[X ~ N (μ, σ²)] → [Z ~ N (0,1)], o qual é definido como: 

 

Z =
X −  μ

σ
                                                                (2) 

 

2.3.Distribuição Normal Dobrada 

 

Em um dos primeiros estudos relacionados a distribuição normal dobrada, Leone, 

Nelson e Nottingham (1961) relataram, que quando uma característica de qualidade necessita 

de apenas valores positivos, como por exemplo a distância entre um furo externo e um furo 

interno, os valores negativos necessitam serem dobrados para o lado positivo e, portanto, as 

medidas absolutas são descritas como distribuição normal dobrada. Essa dobra pode ocorrer a 

qualquer distância do centro da distribuição. 

A variável aleatória X para uma distribuição normal dobrada utiliza seu próprio 

módulo, Y =  |X|, de modo [que  [X ~ N (μ, σ²)] → [X ~ ND (μ, σ²)]. 

Dessa forma, sua função de densidade de probabilidade será dada por (TSAGRIS; 

BENEKI; HASSANI, 2014): 

 

𝑓(𝑋) =
1

√2πσ²
[e

− 
1

2σ2(X−μ)2

+ e
− 

1
2σ2(X+μ)2

]                           (3)    

  

Com média e desvio padrão para a função iguais a (TSAGRIS; BENEKI; HASSANI, 

2014): 
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μf =  √
2

π
σe−

μ
2σ + μz [1 − 2Φ (−

μ

σ
)]                                      (4) 

 

σf = √μ2 + σ2 − μf
2                                                   (5) 

 

Onde Φ(. ) é a função de distribuição cumulativa.  

A Figura 4 é uma representação gráfica comparando a função densidade de uma 

distribuição normal (linha preta) com a função densidade de uma distribuição normal dobrada 

(linha vermelha). 

 

Figura 4. Curva de Distribuição Normal Dobrada 

 
Fonte: Adaptado (TSAGRIS; BENEKI; HASSANI, 2014) 

 

2.4.Monitoramento de Processos e Gráficos de Controle 

 

Qualquer tipo de processo necessita de monitoramento para maior controle dos itens 

produzidos. Para Destro et al. (2020) é uma tarefa fundamental na indústria em detectar falhas 

e avaliar suas causas antes que possam comprometer a produção. Ela é cada vez mais importante 

para garantir a segurança e a confiabilidade do processo, auxiliando as equipes a realizarem 

operações seguras das instalações e fabricações, reduzindo anomalias na qualidade do produto, 

diminuindo o tempo de inatividade da produção e atendendo aos padrões estabelecidos 

(RAVEENDRAN e HUANG, 2020). 
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No monitoramento, é recorrente a utilização de instrumentos com tecnologias e sistemas 

de controles os quais coletam facilmente dados para gerar gráficos e compreender o estado do 

processo.  

Gráficos de controle são responsáveis para monitorar o processo e foram introduzidos 

por Shewhart em 1924 para serem usados em uma variedade de indústrias de manufatura e 

serviços. Ademais, os pesquisadores da área estão continuamente se esforçando para 

desenvolver técnicas mais robustas (MITRA; LEE; CHAKRABORTI, 2019; AZAM et al., 

2018).  

Segundo Kumar e Arumainayagam (2018), os gráficos de controle possuem limites de 

controle para assinalar causas aleatórias que ocasionam em desajustes na média e/ou na 

variabilidade, dispondo de três tipos: o limite central (LC), o limite superior de controle (LSC) 

e o limite inferior de controle (LIC). 

Segundo Jones-Farmer et al. (2017), para aplicação dos métodos de monitoramento, são 

necessárias duas fases; a primeira em que o usuário coleta dados da produção em intervalos de 

tempos constantes para aprender a respeito do processo, objetivando quantificar a performance 

e entender a natureza das suas variações para posteriormente alcançar a estabilidade; e a 

segunda em que o processo já está sob controle e o usuário estabelece os parâmetros de acordo 

com o que foi aprendido na primeira etapa para então iniciar o monitoramento com intuito de 

detectar os desajustes que possam ocorrer.  

Ambas fases contém amostras, também chamadas de subgrupos racionais, que possuem 

uma certa quantidade de itens e têm suas características de qualidade X medidas com a 

finalidade de auxiliar na compreensão do estado do processo. Cada tipo de gráfico mede a 

variável X de acordo com suas necessidades. 

No CEP, os gráficos de controle seguem o teste de hipóteses: 

 

H0: μ = μ0   e   σ = σ0                                                           (6) 

 

H1: μ ≠ μ0   e/ou   σ ≠ σ0                                                        (7) 

 

Quando o processo está sob controle, a hipótese evidência H0 e a média e o desvio 

padrão geram variabilidades não assinaláveis, em contrapartida, quando o processo está fora de 

controle devido a presença de causas especiais, a hipótese H1 é evidenciada e os valores da 

média e/ou do desvio padrão sofrem desajustes. 

Portanto, a nova média e desvio padrão para  H1 são dados por: 
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μ1 = μ0 + δσ0                                                                   (8) 

 

σ1 = λσ0                                                                         (9) 

 

Onde 𝛿 é o coeficiente de deslocamento da média e λ o fator de aumento do desvio 

padrão.  

Segundo Costa, Epprecht e Carpinetti (2014), tendo H0 como verdadeiro existe a 

probabilidade do processo ser julgado equivocadamente como fora de controle, também 

chamado de alarme falso (erro tipo I), representado por α. O contrário também acontece, se o 

processo estiver fora de controle, H1 verdadeiro, existe a probabilidade de considerar de forma 

errônea o estado sob controle, ou seja, não detecção (erro tipo II), representado por β.   

Um dos parâmetros de entrada nos gráficos de controle é chamado de fator de abertura 

dos limites de controle e representado por k. Ele auxilia na taxa de alarmes falsos dos gráficos 

de controle e segundo Costa, Epprecht e Carpinetti (2014), seu valor é usualmente representado 

por k =3 por englobar a maioria dos valores (99,73%), fornecendo α = 0,0027. 

O desempenho do gráfico pode ser avaliado pela sua capacidade em detectar mudanças 

rapidamente. Quando o processo está sob controle são esperados grandes valores, denominado 

Número Média de Amostras até um Alarme Falso (NMAF). Por outro lado, quando o processo 

sofre alterações, são esperados pequenos valores, denominado Número Médio de Amostras até 

o Sinal Verdadeiro (NMA), indicando rapidamente que o processo mudou (BEZERRA, 2017).  

O equacionamento para o NMAF e NMA:  

 

NMAF = NMA0 =
1

α
                                                      (10) 

 

NMA = NMA1 =
1

Pd
=

1

1 − β
                                           (11) 

 

 Onde o Pd é o poder do gráfico. 
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2.4.1. Gráficos de Controle 𝑿̅ 

 

O gráfico X̅ é o mais utilizado para monitorar a centralidade do processo através da 

média amostral das características de qualidade X. O objetivo é manter a qualidade de produção 

exigida e causas atribuíveis podem resultar na mudança da média para um nível inadequado. 

Se a distribuição da característica de qualidade X for normalmente distribuída, a distribuição 

de 𝑋̅ também será. Caso contrário, pelo Teorema Central do Limite, a distribuição de X̅, com 

boa precisão, se aproximará de uma normal (CHEN e CHENG, 2007; FRANCO, 2014).  

Os limites de controle para o gráfico de controle da média são dados por: 

 

LSCX̅ =  μ̂0 + k
σ̂0

√n
                                                                (12) 

 

LCX̅ =  μ̂0                                                                        (13) 

 

LICX̅ =  μ̂0 − k
σ̂0

√n
                                                              (14) 

 

 

Onde μ̂0 é o estimador da média, σ̂0 é o estimador do desvio padrão e n é o tamanho da 

amostra. 

Os pontos plotados são de acordo com a média dos subgrupos racionais de cada amostra 

de tamanho n retiradas em intervalos de tempo pré-determinados: 

 

X̅ =
X1+X2 + X3 + ⋯ + Xn

n
                                                    (15) 

 

A probabilidade de alarmes falsos para o gráfico de controle do X̅ é dado por: 

 

αX̅ = 1 − Pr[LICX̅ <  < LSCX̅ | μ = μ0;  σ = σ0]                            (16) 

 

E o poder do gráfico: 

 

   PdX̅ =  Pr[X̅ < LICX̅ | μ = μ1;  σ = σ1] + Pr[X̅ > LSCX̅ | μ = μ1;  σ = σ1]                       
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= Pr [𝑋̅ < 𝜇0 − 𝑘
𝜎0

√𝑛
| 𝜇 = 𝜇1;  𝜎 = 𝜎1] + Pr [𝑋̅ > 𝜇0 + 𝑘

𝜎0

√𝑛
| 𝜇 = 𝜇1;  𝜎 = 𝜎1] 

= Pr [𝑍 < (𝜇0 − 𝑘
𝜎0

√𝑛
− 𝜇1)/(𝜎1/√𝑛)] + Pr [𝑍 > (𝜇0 + 𝑘

𝜎0

√𝑛
− 𝜇1)/(𝜎1/√𝑛)] 

= Pr[𝑍 < −(𝑘 + 𝛿√𝑛)/λ] + Pr[𝑍 > (𝑘 − 𝛿√𝑛)/λ]                              (17) 

 

2.4.2. Gráficos de Controle R 

 

Sistemas produtivos também necessitam do monitoramento das dispersões causadas 

pelas variabilidades e Shewhart desenvolveu o gráfico de controle da amplitude (R) para este 

propósito.  

O gráfico R é insensível às pequenas mudanças no desvio padrão. Embora amostras 

maiores possam ser mais eficientes, à medida que o tamanho da amostra aumenta, a eficiência 

da amplitude para estimar o desvio padrão diminui drasticamente (MONTGOMERY, 2013).  

Além disso, o gráfico da amplitude é insensível aos deslocamentos na média, porém o 

contrário não acontece, o gráfico da média é sensível as mudanças no desvio padrão. 

A construção dos limites de controle é dado por: 

 

LSCR = d2 σ̂0 + kd3σ̂0                                                    (18) 

 

LCR = d2 σ̂0                                                               (19) 

 

LICR = d2 σ̂0 − kd3σ̂0                                                    (20) 

 

 Onde d2 e d3 são índices, disponibilizados no Anexo A, que dependem do tamanho da 

amostra n. 

A plotagem das características de qualidade do gráfico controle da amplitude é pela 

diferença entre o maior e o menor valor das variáveis aleatórias de uma amostra: 

 

R = XMax −  XMin                                                       (21) 

 

 A probabilidade de alarmes falsos para o gráfico da amplitude se dá por:  

 

αR = 1 − Pr[LICR < R < LSCR  |  σ = σ0]                            (22) 



                                                                                                                                           29 

 

 

 E o poder do gráfico: 

 

PdR = Pr[R > LSCR = W1−αR
σ0  |  σ = σ1]                                        

= Pr[W > W1−αR
/λ  |  σ = σ1]                                            (23) 

 

 Onde W1−αR
 é a amplitude relativa tabelada que utiliza a probabilidade de alarmes falsos 

como definição, vide Anexo A. 

 

2.4.3. Gráfico de Controle 𝐗̅ e R em Conjunto 

   

Os gráficos da média e da amplitude são colocados em conjunto com intuito de detectar 

quaisquer mudanças que prejudiquem a produção tanto na média quanto na variabilidade.  

O alarme falso para X ̅- R é dado por: 

 

α =  αX̅ + αR − αX̅αR                                                       (24) 

 

E o poder do gráfico: 

 

Pd =  PdX̅ + PdR − PdX̅PdR                                             (25) 

 

2.5.Análise da Capacidade do Processo 

 

A análise da capacidade do processo (ACP) é uma ferramenta do CEP importante para 

avaliar seu desempenho. Nas últimas duas décadas, muitos pesquisadores e profissionais 

dedicaram seus esforços com o objetivo de desenvolver índices de capacidade adequados para 

diferentes condições de fabricação (PAN; LI, 2014). 

É um elemento-chave do CEP, porém às vezes é negligenciado nas indústrias de 

manufatura devido à falta de compreensão pelos engenheiros que, em sua grande maioria, estão 

focados na análise do processo usando ferramentas de análises quantitativas (CHOI; NA; 

YANG, 2020). 

O conceito de capacidade do processo tem uma associação com a especificação do 

produto que o processo deve atender, ou seja, é a capacidade do processo produzir dentro das 
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especificações de projeto do produto. É a relação entre a sua variabilidade natural e a tolerância 

estabelecidos por requisitos normativos ou mesmo exigência de um cliente (MONTGOMERY, 

2013).  

 

2.5.1. Índices de Capacidade do Processo  

 

Os gráficos de controle tradicionais são usados para monitorar a média e/ou desvio 

padrão, enquanto os índices de capacidade de processo (ICP) são usados para determinar a 

capacidade de um processo em relação aos limites de especificação (AHMAD; ASLAM; JUN, 

2016). Quanto maior forem os valores dos índices de capacidade, mais capaz o processo está 

em produzir itens dentro das especificações.  

O Anexo C apresenta alguns índices de capacidade presentes na literatura. 

 

2.5.2. Índice Cp 

 

O índice Cp foi introduzido por Juran em 1951 e estima o que o processo seria capaz de 

produzir se pudesse ser centralizado, mas se a média não estiver centrada entre os limites de 

especificação, o índice Cp superestima sua capacidade (MIAO et al., 2011).  

 

𝐶𝑝 =
LSE − LIE

6σ
                                                        (26) 

 

Onde LSE e LIE são respectivamente o limite superior e inferior de especificação.  

 

2.5.3. Índice Cpk 

 

O índice Cpk, proposto por Kane em 1986, atualmente, é o mais encontrado na indústria. 

Considera a localização da média em relação ao centro dos limites de especificações e a 

variação do processo. 

 

𝐶𝑝𝑘 = Min (
LSE − μ

3σ
,
μ − LIE

3σ
)                                       (27) 
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2.5.4. Índice Cpm 

 

Índice apresentado por Chan, Cheng e Spiring (1988) focado na análise da perda de 

valor do produto quando ocorre um viés das características de qualidade em relação ao seu valor 

alvo (d). 

 

𝐶𝑝𝑚 =
LSE − LIE

6√σ2 + (d − μ)2
                                                      (28) 

 

2.5.5. Índice Cpmk 

 

O índice Cpmk é considerado como a terceira geração dos índices e foi criado por Pearn, 

Kotz e Johnson (1992) combinando, os três anteriores: Cpk, Cpm e Cpmk. Sua função é identificar 

quando a variância do processo aumenta e/ou a média se desvia do seu valor alvo. 

 

𝐶𝑝𝑚 = Min (
LSE − μ

3√σ2 + (d − μ)2
,

μ − LIE

3√σ2 + (d − μ)2
)                       (29) 

 

 

2.6.Gráficos de Controle Utilizando Índices de Capacidade de Processo 

 

A partir da década de 1990, alguns estudiosos começaram a controlar processos com 

ICP’s através da estimativa de cada subgrupo racional e outros usando-os como base para 

criação dos limites de controle. Na literatura é possível encontrar diferentes estudos 

empregando diferentes quantidades de limites de controle com ou sem regras adicionais de 

decisão. 

Ambos formatos de gráficos têm se mostrado superior quando comparados a outros 

tradicionais, como por exemplo, o conjunto média e amplitude. 

A Figura 5 mostra um exemplo do estudo de Rao, Aslam e Jun (2019) com o índice Cpk 

para monitoramento, tendo cada ponto plotado no gráfico uma estimativa calculada de acordo 

com a equação (30). No caso, as amostras passam pelo processo de repetição da medição dos 

dados se os valores computados pertencerem a região de alarme. Em contra partida, o processo 

é considerado fora de controle se os pontos estiverem acima ou abaixo do limite superior ou 

inferior de controle.  
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Figura 5. Exemplo de Gráfico de Controle de Cpk 

 
Fonte: Adaptado RAO et al., 2019. 

 

 

 

 𝐶̂𝑝𝑘 = Min (
LSE − X̅

3S
,
X̅ − LIE

3S
)                                    (30)   

 

Quando consideradas estimativas, a equação do Cpk (equação 27) transforma-se na 

equação (30) por levar em consideração a média (X̅) e variância (S2) amostral ao invés da média 

( e variância () populacional. 

Subramani e Balamurali (2012) deram início a outras pesquisas com ICP’s para criação 

dos limites de controle. A Figura 6 é uma representação do gráfico de controle da média baseado 

no índice Cp. Primeiramente o valor do índice é calculado para posteriormente seus limites 

serem construídos:  

 LICX̅ =  X̿ − A2D∗
T

𝐶𝑝𝑘
                                                     (31) 

LSCX̅ =  X̿ + A2D∗
T

𝐶𝑝𝑘
                                                     (32) 

Onde X̿ é a média das médias dos subgrupos racionais, A2 e D∗ são constantes tabeladas 

baseada no tamanho das amostras e T é a diferença entre os limites de especificações, chamado 

de tolerância. 
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Figura 6. Exemplo de Gráfico de Controle baseado no Índice Cp 

 
Fonte: Adaptado de Subramani e Balamurali, 2012. 
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MÉTODO DE PESQUISA 

 

Neste capítulo serão apresentados a classificação do tipo de pesquisa do trabalho e os 

procedimentos para aplicação da metodologia.  

 

3.1. Classificação da Pesquisa 

 

A Figura 7 mostra a classificação dos tipos de pesquisa. Este trabalho baseou-se nesse 

esquema para auxiliar na elaboração do método científico, sendo separado em quatro tópicos 

principais: natureza, objetivos, abordagem e métodos. 

 

Figura 7. Classificação das Pesquisas Científicas 

 
Fonte: Autoria Própria. 

 

Existem dois tipos de natureza da pesquisa: a básica e a aplicada. A pesquisa aplicada é 

realizada quando existe a necessidade que os conhecimentos sejam adotados em situações reais. 

Por outro lado, a pesquisa de caráter básico é descrito por  Schauz (2014) como quando se tem 

o objetivo de prever causas naturais através de melhorias das teorias científicas. Este trabalho 

é de natureza aplicada por produzir conhecimentos que possam ser colocados em prática na 

indústria. 

O objetivo é axiomática normativa. Este tipo de pesquisa desenvolve normas, políticas, 

estratégias e ações, a fim de melhorar os resultados disponíveis na literatura, encontrar uma 

solução ótima para um problema novo ou comparar o desempenho de estratégias que tratam de 

um mesmo problema. Em outras palavras, essa pesquisa baseia-se em modelos que prescrevem 
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uma decisão para um problema – em geral, modelos de programação matemática (MIGUEL et 

al 2014). 

A abordagem é quantitativa. Sua utilização se dá segundo Silva et al. (2014) quando 

existe uma noção do que irá ser tratado, sabendo das características do objeto central, o que 

necessita de um vasto conhecimento por parte do pesquisador. Sua natureza é numérica, 

podendo ser de grandezas monetárias, físicas ou escalas de atitude (Likert). 

Só se faz pesquisa de natureza quantitativa quando se conhece as qualidades e se tem 

controle do que irá ser pesquisado (SILVA; SIMON, 2005).  

O método é por modelagem e simulação. Segundo Bertrand e Fransoo (2002), a pesquisa 

por simulação computacional requer uma série de etapas, sendo a primeira a justificativa do 

método de pesquisa, a segunda a justificativa da solução ou hipótese a ser testada, a terceira a 

configuração do projeto experimental, a quarta analisar as estatísticas dos resultados gerados 

pelas simulações e a quinta a respeito da interpretação dos resultados. 

 

3.2.Detalhamento do Método 

 

A partir da escolha do método a ser empregado, foram escolhidos os tipos de gráficos 

de controle. O estudo priorizou gráficos de controle com estimadores ICP’s por serem capazes 

de monitorarem simultaneamente a média e a variabilidade ao longo do processo produtivo e 

por possivelmente obterem bons NMA’s. 

O método de simulação foi o Monte Carlo com dados aleatórios que seguem uma 

distribuição normal [X~N (μ, σ)]. Para o estado do processo sob controle, isto é, sem presença 

de causas especiais, a média e o desvio padrão foram considerados (padronizados (μ0 =

0 e  σ0 = 1). O estudo fixou o valor de α em 0,27% (α = 0,0027 ) para o erro tipo I, ou seja, a 

probabilidade dos alarmes falsos serem menores que o limite inferior de controle em casos sem 

desajustes Pr[ 𝐶̂𝑝𝑘 < LC | δ = 0 e λ = 1 ], Pr[ 𝐶̂𝑝𝑚 < LC | δ = 0 e λ = 1 ] e Pr[ 𝐶̂𝑝𝑚𝑘 <

LC | δ = 0 e λ = 1 ]. Logo, o número médio de amostras até o alarme falso NMAF = NMA0 =

1/α é de aproximadamente 370,4.   

O erro tipo II (β) foi usado para detectar as estimativas menores que os limites inferiores 

de controle quando o processo apresenta causas especiais Pr[  𝐶̂𝑝𝑘 < LC | δ ≠ 0 e/ou   λ >

1 ] , Pr[  𝐶̂𝑝𝑚 < LC | δ ≠ 0 e/ou  λ > 1 ]  e Pr[  𝐶̂𝑝𝑚𝑘 < LC | δ ≠ 0 e/ou  λ > 1 ]. Portanto, o 

poder do gráfico e o número médio de amostras até o alarme verdadeiro são iguais a Pd = 1 −

β e  NMA1 = 1/Pd. 
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O coeficiente de deslocamento da média (𝛿) e o fator de aumento do desvio padrão (λ) 

foram inputs. Para  NMA0, o valor de 𝛿 foi considerado 0 e para NMA1 foram considerados 

0,25; 0,50; 1,00; e 1,50. Já λ, o NMA0 começou com valor de 1,00 e para NMA1 aumentaram 

em 1,2; 1,3; 1,4 até 1,5. Primeiro é prefixado o valor de Delta e varia os valores de lambda para 

posteriormente aumentar delta e variar novamente lambda. 

A linguagem computacional aplicada para a resolução dos NMA’s foi a Fortran 90 com 

o Software Microsoft Fortran Powerstation ®. Os algoritmos foram escritos nesta linguagem 

devido sua vasta biblioteca estatística e a rápida capacidade de processamento dos dados.  

Para cada ocasião simulada o programa rodou 100.000 vezes, isto é, o NMA final foi a 

média do número de amostras: 

 

NMA =  
∑ NAi

100.000
i=1

100.000
                                                (33) 

 

A partir de equações matemáticas também é possível calcular os NMA’s. O estudo 

comparou seus valores por simulação (NMAs) e por equação matemática (NMAe) para o 

gráfico do Cpk e constatar a proximidade entre eles. Para auxiliar no equacionamento 

matemático foi utilizado o Software Microsoft Excel® com o algoritmo desenvolvido por Costa 

(2021) anexado ao Anexo B. 

A pesquisa levou em consideração grandes quantidades de parâmetros de entrada para 

que diversas situações fossem analisadas e, dessa forma, conseguisse estabelecer quais 

situações os gráficos de controle do Cpk, Cpm e Cpmk obtém os melhores resultados. Utilizou-se  

n ∈ {3;4;5;6;7;8} para o tamanho das amostras e LSE=-LIE ∈ {2,2; 2,5; 2,8 e 3,0} para os 

limites de especificação. Os gráficos do Cpm e do Cpmk possuem o valor alvo d como outro 

parâmetro de entrada: d ∈ {0; 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0}. 

A Figura 8 é um fluxograma com as etapas para se empregar os gráficos de controle do 

Cpk, Cpm e Cpmk. 
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Figura 8. Fluxograma dos gráficos de controle do Cpk, Cpm e Cpmk. 

 

 
Fonte: Autoria Própria. 



                                                                                                                                           38 

 

A estimativa do Cpm é dada por: 

 

𝐶̂𝑝𝑚 =
LSE − LIE

6√S2 + (d − X̅)2
                                              (34) 

E do Cpmk: 

 

𝐶̂𝑝𝑚𝑘 = Min (
LSE − X̅

3√S2 + (d − X̅)2
,

X̅ − LIE

3√S2 + (d − X̅)2
)                       (35) 

 

Devido às simulações terem sido conduzidas com média e desvio padrão padronizados 

(μ0; σ0 ) = (0; 1) o gráfico de controle do Cpm e do Cpmk tem igual probabilidade para assinalar 

aumentos e decréscimos na média de mesma magnitude. Baseando-se nisso, a expressão (34) 

deve ser considerada a seguir para o gráfico do Cpm: 

 

Se X̅ < 0, então  𝐶̂𝑝𝑚 =
LSE − LIE

6√S² + (d − X̅)2
; 

(36) 

Se X̅ ≥ 0, então  𝐶̂𝑝𝑚 =
LSE − LIE

6√S² + (−d − X̅)2
 

 

E para o gráfico do Cpmk a equação 35 deve ser reconsiderada como: 

 

Se X̅ < 0, então 𝐶̂𝑝𝑚𝑘 = Min (
LSE − X̅

3√S2 + (d − X̅)2
,

X̅ − LIE

3√S2 + (d − X̅)2
) ;                   

(37) 

Se X̅ ≥ 0, então 𝐶̂𝑝𝑚𝑘 = Min (
LSE − X̅

3√S2 + (−d − X̅)2
,

X̅ − LIE

3√S2 + (−d − X̅)2
)               

 

A Figura 9 é um exemplo do gráfico de controle do Cpk proposto com o estado do 

processo sob controle. Percebe-se que na 13° amostra houve um comportamento extraordinário 

das estimativas, mostrando que nesses pontos a variabilidade são pequenas e a média encontra-

se mais centralizados em relação aos limites de especificação. Já na 14° amostra acontece o 
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contrário, o elevado desvio padrão resultou em um baixo valor de 𝐶̂𝑝𝑘, reafirmando a 

importância de empregar apenas o limite inferior de controle para os gráficos de controle dos 

ICP’s.  

 

Figura 9. Gráfico de Controle do Cpk 

 
Fonte: Autoria Própria. 
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RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

4.1.Gráfico de Controle do Cpk 

 

Neste capítulo será discorrido sobre o gráfico de controle do Cpk, começando pela sua 

distribuição de probabilidade, passando pelos limites de controle, NMA’s teóricos e por 

simulações, resultados de cada tamanho de amostra e, por fim, apresentar os melhores 

parâmetros de entrada para cada n. 

 

4.1.1. Distribuição de Probabilidade  

 

Os gráficos de controle ICPs para dados normais são criados através de uma derivação 

da sua distribuição normal, também chamada de distribuição de probabilidade normal dobrada, 

como apresentada na seção (2.3). 

Estudos de Novoa e Artiles-Leon (2009) propuseram a criação da função de densidade 

de probabilidade para estimativa 𝐶̂𝑝𝑘 que seguem uma distribuição normal dobrada e também 

da sua função de distribuição acumulada por meio de integrais duplas, que para esta pesquisa 

consideramos como a probabilidade da estimativa ser menor que o limite inferior de controle. 

As equações (38) e (39) foram retiradas do estudo de Novoa e Artiles-Leon (2009). 

A função densidade de probabilidade do Cpk é dada por: 

 

𝑔 𝐶̂𝑝𝑘
(𝑋) =  

6√ n
2π . (

n − 1
2 )

n−1

σ𝚪 [
1
2 . (n − 1)]

. ∫ (
S

σ
)

n−1LSE−LIE
6X

0

. e
[−

(n−1)
2

.(
s
σ

)²]
. {e

[
−n
2σ2(−3X.S+LSE−μ)²]

+ e
[

−n
2σ2(−3X.S+μ−LIE)²]

} dS                                                                                       (38) 

 

Onde Γ(.) é função gama. 

Probabilidade de  𝐶̂𝑝𝑘 ser menor que o limite de controle: 

 

Pr( 𝐶̂𝑝𝑘 < LC) = ∫ g 𝐶̂𝑝𝑘
(X)

LC

0
dX                                 (39) 
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A Figura 10 exemplifica a função de densidade de probabilidade da estimativa 𝐶̂𝑝𝑘 para 

uma situação com os parâmetros: μ = 44; σ = 1; LSE = 47; LIE = 41 e n=50. Nessa condição, 

o gráfico está sob controle e possui o limite de controle de LC= 0,7345 para NMA0 = 370,4. 

 

Figura 10. Densidade de Probabilidade do Cpk 

 
Fonte: Adaptado de NOVOA; ARTILES-LEON, 2009. 

 

Costa (2021) reafirmou a probabilidade da estimativa Cpk ser menor que o limite de 

controle considerando a independência da média e do desvio padrão amostrais, o que resulta no 

seguinte equacionamento: 

 

Pr(𝐶̂𝑝𝑘 < LC) = ∫ Pr [
√n(3sLC − LIE − μ)

σ
< Z <

√n(LSE − 3sLC − μ)

σ
] f(s)

∞

0

ds (40) 

 

Onde 𝑓(𝑠) é a função densidade de probabilidade do desvio padrão amostral: 

 

𝑓(s) =
2

σ
 √(

n − 1

2
)

n−1

  (
s

σ
)

n−2

 {
exp [− (

1
2) (n − 1) (

s
σ)

2

Γ [(
1
2) (n − 1)]

}                     (41) 

 

4.1.2. Limites de Controle do Cpk 

 

Alguns artigos da literatura tais como, Srinivasa Rao et al. (2019), Ahmad, Aslam e Jun 

(2016), Aslam et al. (2017), Aslam et al. (2020), Aslam et al. (2019), Aslam, Mohsin e Jun ( 

2017) também empregaram a simulação Monte Carlo para descobrirem os limites de controle. 
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Primeiramente, fixaram um valor para NMA0 e depois simularam por método de tentativa e erro 

até que os resultados atingissem o valor estipulado. Alguns estudos citados levaram em 

consideração a fórmula (42) para encontrar o limite, concentrando em descobrir o valor de k: 

 

LC =  μ ∓ k. σ                                                           (42) 

 

Já a presente pesquisa, concentrou-se em encontrar os valores finais dos limites de 

controle ao invés de primeiramente encontrar o valor de k para cada situação.  

Os limites de controle usando os modelos matemáticos foram obtidos com a ferramenta 

Solver do Software Excel. Primeiramente foram estabelecidos os parâmetros de entrada n, LSE 

= -LIE, μ e σ para posteriormente a ferramenta encontrar o valor de LC que resultasse em um 

NMA0 de 370,4.  

A Tabela 2 apresenta os limites de controle de diferentes tamanhos de amostras (n = 5 

até n = 15) com diferentes Cpk’s e a Figura 11 foi criada a partir dos valores da Tabela 2 com 

intuito de melhorar sua visualização. 

 

Tabela 2. Limites de controle de Cpk  

α=0,27% 

Cpk 0,733 0,833 0,933 1,0 

LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

n=3 0,1382 0,2004 0,2564 0,2912 

n=4 0,1924 0,255 0,3127 0,3494 

n=5 0,2317 0,295 0,3543 0,3924 

n=6 0,2620 0,3261 0,3870 0,4264 

n=7 0,2863 0,3514 0,4137 0,4541 

n=8 0,3066 0,3726 0,4361 0,4774 

n=9 0,3239 0,3908 0,4554 0,4976 

n=10 0,3389 0,4066 0,4723 0,5151 

n=11 0,3521 0,4206 0,4872 0,5308 

n=12 0,3638 0,4331 0,5005 0,5447 

n=13 0,3745 0,4443 0,5125 0,5573 

n=14 0,3841 0,4546 0,5235 0,5687 

n=15 0,3928 0,4639 0,5335 0,5792 

Fonte: Autoria Própria 
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Figura 11.Limites de controle do Cpk  pelo aumento de n 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

O comportamento dos limites de controle, independente dos limites de especificação 

considerados parâmetros de entrada, crescem de forma exponencial, sendo que, quanto maior 

o Cpk, maior será o LC. Isto faz sentido, uma vez que aumentando os limites de especificação 

para um mesmo μ e σ, aumentará o valor de Cpk e das estimativas 𝐶̂𝑝𝑘 de cada amostra.  

O gráfico de controle do Cpk possui um comportamento peculiar: o limite de controle 

sempre será igual para um mesmo Cpk, n e α, independente da média, do desvio padrão e dos 

limites de especificação. Por exemplo, α = 0,27% com n=5, LSE = -LIE=3,0, μ = 0 e σ = 1,0 

possuirá o mesmo limite de controle (LC = 0,3924) que n=5, LSE = 1500, LIE = 985,00, μ =

1000 e σ = 5,0, pois as duas condições apresentam o Cpk =1,0. Dessa forma, os limites de 

controle para este gráfico podem ser tabelados, auxiliando o usuário na sua identificação a partir 

dos parâmetros de entrada e contribuir também para a diminuição de erros matemáticos que 

possam comprometer a produção.   

 

4.1.3. NMA’s simulados e teóricos 

 

A Tabela 3 criada com intuito de confirmar a veracidade das simulação em relação aos 

seus valores teóricos. Nela, tanto os NMA’s por simulação (NMAs) quanto por equação 

(NMAe) foram realizados para o tamanho de amostra n=5 e diferentes limites de especificação: 

LSE-LIE=2,5 (Cpk =0,833); LSE-LIE=2,8 (Cpk =0,933); LSE-LIE=3,0 (Cpk =1,0). 
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Tabela 3. Relação entre NMA’s obtidos por simulação e por equação 

Cpk, n=5 

LSE 2,5  2,8  3,0 

LC 0,2949 0.3543 0.3924 

       

 λ NMAs NMAe ∆  NMAs NMAe ∆  NMAs NMAe ∆ 

0,00 1,0 370,05 370,70   370,23 370,45   370,39 370,60  

 1,2 43,28 43,16 0,12 41,14 40,90 0,24 40,17 39,82 0,35 

1,3 21,43 21,34 0,09 20,13 19,90 0,23 19,55 19,23 0,22 

1,4 12,41 12,31 0,10 11,58 11,36 0,22 11,23 10,91 0,68 

1,5 8,05 7,95 0,10 7,50 7,28 0,22 7,27 6,97 0,30 

             

0,25 1,0 182,55 182,51 0,04  199,78 199,79 0,01  210,22 210,76 0,54 

 1,2 30,59 30,53 0,06 30,54 30,43 0,11 30,66 30,49 0,17 

1,3 16,75 16,69 0,06 16,32 16,18 0,14 16,16 15,96 0,20 

1,4 10,39 10,33 0,06 9,95 9,81 0,14 9,80 9,57 0,23 

1,5 7,08 7,01 0,07 6,72 6,56 0,16 6,58 6,35 0,23 

             

0,50 1,0 59,19 59,14 0,05  70,76 70,79 0,03  78,81 79,07 0,26 

 1,2 15,59 15,57 0,02 16,66 16,63 0,03 17,41 17,39 0,02 

1,3 9,97 9,96 0,01 10,29 10,24 0,05 10,54 10,48 0,06 

1,4 6,99 6,96 0,03 7,02 6,96 0,06 7,09 6,99 0,10 

1,5 5,22 5,19 0,03 5,16 5,07 0,09 5,15 5,03 0,12 

             

1,00 1,0 9,19 9,18 0,01 11,83 11,83 0,00 13,90 13,94 0,04 

 1,2 4,60 4,59 0,01 5,23 5,23 0,00 5,69 5,70 0,01 

1,3 3,65 3,66 0,01 4,02 4,01 0,01 4,26 4,27 0,01 

1,4 3,07 3,06 0,01 3,27 3,26 0,01 3,41 3,40 0,01 

1,5 2,66 2,65 0,01 2,77 2,75 0,02 2,85 2,83 0,02 

             

1,50 1,0 2,68 2,68 0,00  3,38 3,37 0,01  3,95 3,96 0,01 

 1,2 2,03 2,02 0,01 2,30 2,30 0,00 2,51 2,51 0,00 

1,3 1,85 1,85 0,00 2,03 2,03 0,00 2,17 2,17 0,00 

1,4 1,72 1,72 0,00 1,85 1,84 0,01 1,94 1,94 0,00 

1,5 1,63 1,62 0,01 1,71 1,71 0,00 1,77 1,77 0,00 

Fonte: Autoria Própria 

 

Onde ∆ representa a diferença entre os valores simulados e os teóricos. Percebe-se 

ótimas respostas, visto que todas situações apresentaram baixos valores de ∆, não ultrapassando 

variações maiores que 0,7.  

 

4.1.4. Resultados para diferentes parâmetros 

 

As Tabela 4, 5 e 6 comparam os NMA’s do gráfico do Cpk com dos X̅-R para diferentes 

tamanhos de amostras e limites de especificação. Os valores destacados em negrito mostram as 

condições onde o Cpk é melhor que seu competidor para um mesmo deslocamento na média 

e/ou na variabilidade. 
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Tabela 4. NMA’s do Cpk e 𝑋̅ - R com n=3 e 4, LSE=-LIE 
   Cpk, n=3  Cpk, n=4 

  LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

  LC 0,1359 0,2004 0,2564 0,2912 LC 0,1924 0,2550 0,3128 0,3494 

 λ X̅-R  X̅-R  

0,00 1,0 370,4 370,33 370,09 370,61 370,63 370,4 370,91 370,29 370,10 370,45 

 1,2 57,50 65,65 57,59 55,25 54,31 52,53 53,22 49,43 47,05 46,06 

1,3 30,44 37,05 30,81 29,15 28,52 26,64 27,87 25,33 23,81 23,27 

1,4 18,33 23,45 18,73 17,56 17,13 15,81 16,86 14,98 13,97 13,58 

1,5 12,16 16,41 12,55 11,69 11,38 10,27 11,10 9,84 9,15 8,88 

            

0,25 1,0 234,2 204,89 213,75 231,02 241,78 206,4 178,78 196,80 213,63 224,45 

 1,2 46,63 48,96 43,56 43,51 43,81 40,93 36,54 36,03 35,89 36,07 

1,3 26,24 30,00 25,08 24,51 24,40 22,67 21,21 20,18 19,62 19,47 

1,4 16,44 20,15 16,09 15,45 15,25 14,03 13,66 12,69 12,14 11,95 

1,5 11,21 14,56 11,19 10,61 10,43 9,35 9,54 8,71 8,24 8,07 

            

0,50 1,0 90,65 75,45 81,99 96,49 106,74 65,55 57,37 68,86 81,55 90,60 

 1,2 28,07 27,13 24,25 25,83 27,07 22,32 18,04 19,10 20,33 21,27 

1,3 17,99 19,09 15,88 16,37 16,82 14,45 12,20 12,33 12,69 13,02 

1,4 12,37 14,39 11,24 11,29 11,44 10,12 8,87 8,66 8,70 8,79 

1,5 9,02 11,35 8,44 8,28 8,33 7,33 6,81 6,47 6,38 6,38 

            

1,00 1,0 13,96 14,82 14,96 19,11 22,43 8,85 8,92 11,46 14,71 17,27 

 1,2 8,43 9,81 7,58 8,67 9,51 6,04 5,10 5,75 6,55 7,15 

1,3 6,87 7,91 6,01 6,63 7,10 5,16 4,21 4,57 5,01 5,34 

1,4 5,72 7,04 4,98 5,34 5,61 4,44 3,63 3,80 4,05 4,24 

1,5 4,84 6,34 4,28 4,45 4,63 3,83 3,20 3,27 3,41 3,52 

            

1,50 1,0 3,66 5,59 4,33 5,55 6,59 2,46 2,66 3,30 4,20 4,94 

 1,2 3,19 4,93   3,16 3,65 4,06 2,26 2,16 2,45 2,81 3,09 

1,3 3,00 4,71 2,84 3,18 3,44 2,21 2,03 2,22 2,46 2,64 

1,4 2,82 4,55 2,60 2,83 3,02 2,14 1,92 2,05 2,21 2,34 

1,5 2,65 4,41 2,42 2,58 2,71 2,08 1,83 1,92 2,03 2,12 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 5. NMA’s do Cpk e 𝑋̅ - R com n=5 e 6, LSE = -LIE 
   Cpk, n=5  Cpk, n=6 

  LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

  LC 0,2317 0,2949 0,3543 0,3924 LC 0,2617 0,3260 0,3869 0,4264 

 λ X̅-R  X̅-R  

0,00 1,0 370,4 370,54 370,05 370,23 370,39 370,4 370,83 370,23 370,23 370,34 

 1,2 47,54 46,77 43,28 41,14 40,17 44,84 41,48 38,47 36,55 35,63 

1,3 23,76 23,84 21,43 20,13 19,55 21,87 20,53 18,51 17,40 16,88 

1,4 13,64 13,87 12,41 11,58 11,23 12,38 11,79 10,54 9,85 9,54 

1,5 8,87 9,13 8,05 7,50 7,27 7,83 7,59 6,79 6,34 6,14 

            

0,25 1,0 181,0 165,56 182,55 199,78 210,22 162,7 152,22 170,36 187,76 198,28 

 1,2 36,03 31,13 30,59 30,54 30,66 32,71 26,79 26,47 26,49 26,58 

1,3 19,65 17,87 16,75 16,32 16,16 17,77 14,92 14,25 13,90 13,76 

1,4 12,08 11,13 10,39 9,95 9,80 10,73 9,41 8,75 8,40 8,27 

1,5 8,03 7,81 7,08 6,72 6,58 7,15 6,46 5,94 5,66 5,54 

            

0,50 1,0 50,56 48,85 59,19 70,76 78,81 40,03 42,10 51,73 62,37 69,74 

 1,2 18,82 14,78 15,59 16,66 17,41 15,82 12,23 13,08 14,01 14,63 

1,3 12,22 9,95 9,97 10,29 10,54 10,62 8,17 8,32 8,59 8,80 

1,4 8,68 7,27 6,99 7,02 7,09 7,44 5,92 5,83 5,86 5,91 

1,5 6,13 5,61 5,22 5,16 5,15 5,45 4,52 4,36 4,31 4,31 

            

1,00 1,0 6,09 7,26 9,19 11,83 13,90 4,45 5,86 7,62 9,83 11,57 

 1,2 4,55 4,25 4,60 5,23 5,69 3,62 3,39 3,82 4,34 4,71 

1,3 4,03 3,62 3,65 4,02 4,26 3,29 2,83 3,06 3,35 3,55 

1,4 3,66 3,18 3,07 3,27 3,41 2,97 2,46 2,58 2,74 2,85 

1,5 3,18 2,85 2,66 2,77 2,85 2,66 2,20 2,26 2,34 2,41 

            

1,50 1,0 1,82 2,46 2,68 3,38 3,95 1,53 1,86 2,27 2,83 3,29 

 1,2 1,78 1,81 2,03 2,30 2,51 1,52 1,58 1,75 1,97 2,13 

1,3 1,76 1,70 1,85 2,03 2,17 1,51 1,50 1,61 1,76 1,86 

1,4 1,75 1,62 1,72 1,85 1,94 1,51 1,43 1,51 1,61 1,68 

1,5 1,74 1,56 1,63 1,71 1,77 1,50 1,38 1,44 1,51 1,55 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 6. NMA’s do Cpk e 𝑋̅ - R com n=7 e 8, LSE = -LIE 
   Cpk, n=7  Cpk, n=8 

  LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

  LC 0,2861 0,3512 0,4137 0,4541 LC 0,3064 0,3724 0,4360 0,4774 

 λ X̅-R  X̅-R  

0,00 1,0 370,4 370,75 370,03 370,02 370,45 370,4 370,81 370,28 370,25 370,67 

 1,2 42,45 37,27 34,70 32,78 32,05 40,61 33,93 31,53 29,85 29,14 

1,3 20.32 17,99 16,29 15,26 14,84 18,96 15,96 14,48 13,60 13,21 

1,4 11,31 10,13 9,14 8,53 8,31 10,43 8,95 8,05 7,54 7,32 

1,5 7,13 6,51 5,86 5,47 5,31 6,57 5,67 5,14 4,82 4,68 

            

0,25 1,0 145,9 141,84 160,00 176,59 187,92 131,2 132,80 150,77 167,85 178,79 

 1,2 30,00 23,43 23,28 23,28 23,40 27,64 20,81 20,69 20,75 20,89 

1,3 16,22 12,97 12,36 12,04 11,96 14,96 11,28 10,86 10,61 10,53 

1,4 9,76 8,06 7,54 7,24 7,14 8,97 7,07 6,60 6,36 6,26 

1,5 6,45 5,54 5,11 4,87 4,78 5,90 4,82 4,48 4,28 4,20 

            

0,50 1,0 32,04 37,11 45,93 55,48 62,53 26,43 32,98 41,11 50,12 56,58 

 1,2 13,67 10,46 11,20 11,99 12,57 11,92 9,09  9,74 10,47 10,97 

1,3 9,32 6,90 7,10 7,33 7,52 8,34 6,00 6,17 6,39 6,55 

1,4 6,60 5,03 4,98 5,01 5,06 5,95 4,37 4,34 4,37 4,41 

1,5 4,87 3,87 3,75 3,71 3,71 4,41 3,38 3,28 3,25 3,25 

            

1,00 1,0 3,48 5,00 6,47 8,34 9,85 2,83 4,34 5,61 7,24 8,54 

 1,2 3,03 2,89 3,27 3,70 3,01 2,59 2,54 2,86 3,23 3,49 

1,3 2,81 2,43 2,64 2,87 3,03 2,43 2,16 2,33 2,52 2,67 

1,4 2,57 2,14 2,24 2,37 2,47 2,28 1,91 2,00 2,10 2,18 

1,5 2,34 1,92 1,98 2,05 2,1 2,10 1,73 1,77 1,83 1,88 

            

1,50 1,0 1,37 1,65 1,99 2,44 2,82 1,27 1,50 1,78 2,16 2,48 

 1,2 1,36 1,42 1,56 1,74 1,87 1,26 1,32 1,43 1,57 1,68 

1,3 1,35 1,35 1,45 1,57 1,65 1,23 1,26 1,34 1,43 1,5 

1,4 1,31 1,31 1,37 1,45 1,51 1,23 1,23 1,28 1,34 1,38 

1,5 1,29 1,27 1,31 1,37 1,41 1,17 1,20 1,23 1,27 1,25 

Fonte: Autoria Própria 

 

Todos tamanhos de amostras tiveram pelo menos duas condições de Cpk em que, em sua 

grande maioria, os resultados foram melhores que X̅ - R, porém à medida que n aumenta, essas 

diferenças diminuem, principalmente para os maiores limites de especificações. 

Em relação ao gráfico de Cpk, quando existem apenas mudanças na média (δ ≠

0 e λ, os menores LSE = -LIE possuem os melhores NMA’s. Já para mudanças na média 

e no desvio padrão, percebe-se que maiores limites de especificação são melhores para 

pequenos deslocamentos ( e os menores limites de especificação são melhores para 

médio e grandes deslocamentos (≥ . 

A Tabela 7 contém as condições mais satisfatórias do Cpk para cada n, referenciados das 

Tabelas 4, 5 e 6. Foram realizados ajustes dos limites de especificações para cada tamanho de 

amostra para encontrar os menores NMA’s, sendo que apenas n = 5; 6; 7 e 8 geraram novos 



                                                                                                                                           48 

 

resultados. De maneira geral os NMA’s do Cpk são inferiores, exceto nas situações em negrito 

em que o gráfico do X̅ - R são melhores.  

  

Tabela 7. Melhores NMA’s de cada n 

 n 3 4 5 6 7 8 

 LSE 2,5 2,2 2,1 2,1 2,0 2,1 

 LC 0,2004 0,1924 0,2094 0,2396 0,2407 0,2838 

 λ       

0,00 1,0 370,09 370,91 370,40 370,40 370,40 370,40 

 1,2 57,59 53,22 48,37 43,07 40,42 35,27 

 1,3 30,81 27,87 24,70 21,34 19,71 16,62 

 1,4 18,73 16,86 14,57 12,34 11,29 9,32 

 1,5 12,55 11,10 9,56 7,99 7,27 5,93 

        

0,25 1,0 213,75 178,78 159,39 146,98 130,92 127,34 

 1,2 43,56 36,54 31,51 27,13 24,05 21,01 

 1,3 25,08 21,21 18,12 15,34 13,63 11,59 

 1,4 16,09 13,66 11,62 9,73 8,68 7,25 

 1,5 11,19 9,54 8,09 6,73 6,02 4,97 

        

0,50 1,0 81,99 57,37 45,85 39,51 32,21 30,65 

 1,2 24,25 18,04 14,52 12,09 10,15 8,92 

 1,3 15,88 12,20 9,85 8,16 6,94 6,00 

 1,4 11,24 8,87 7,20 5,96 5,14 4,39 

 1,5 8,44 6,81 5,56 4,61 4,02 3,41 

        

1,00 1,0 14,96 8,92 6,57 5,41 4,23 3,98 

 1,2 7,58 5,10 3,93 3,26 2,70 2,45 

 1,3 6,01 4,21 3,31 2,77 2,34 2,11 

 1,4 4,98 3,63 2,89 2,43 2,09 1,88 

 1,5 4,28 3,20 2,59 2,19 1,91 1,72 

                

1,50 1,0 4,33 2,66 2,04 1,76 1,49 1,43 

 1,2 3,16 2,16 1,75 1,53 1,35 1,28 

 1,3 2,84 2,03 1,66 1,47 1,31 1,24 

 1,4 2,60 1,92 1,60 1,41 1,28 1,21 

 1,5 2,42 1,83 1,54 1,37 1,25 1,19 

Fonte: Autoria Própria 

 

4.2.Gráfico de Controle do Cpm 

 

Nesta seção, será discorrido sobre o gráfico de controle do Cpm. Primeiramente trata-se 

dos limites de controle, depois dos resultados para cada tamanho de amostra comparados ao 

conjunto da média e amplitude e do Cpk e por fim apresentar os melhores parâmetros de entrada 

para cada n. 
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4.2.1. Limites de Controle do Cpm 

 

A Tabela 8 e a Figura 12 representam os limites de controle para n = 3 até n = 15. 

Igualmente ao gráfico do Cpk, os limites de controle do gráfico do Cpm aumentam 

exponencialmente conforme o tamanho da amostra aumenta. Porém, o comportamento que 

ocorre no Cpk quando os parâmetros de entrada Cpk, n e α são iguais para diferentes LSE = -

LIE, μ e σ não ocorre no gráfico do Cpm e, desse modo, seus limites de controle não podem ser 

tabelados, mas calculados para cada situação.  

 

Tabela 8. Limites de controle do Cpm  
α=0,27% 

Cpm 0,733 0,833 0,933 1,0 

LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

d 0 0 0 0 

n=3 0,2886 0,3280 0,3674 0,3936 

n=4 0,3236 0,3678 0,4119 0,4413 

n=5 0,3500 0,3978 0,4455 0,4773 

n=6 0,3709 0,4215 0,4721 0,5058 

n=7 0,3881 0,4411 0,4941 0,5293 

n=8 0,4026 0,4576 0,5125 0,5491 

n=9 0,4152 0,4718 0,5285 0,5662 

n=10 0,4262 0,4844 0,5426 0,5813 

n=11 0,4361 0,4956 0,5551 0,5947 

n=12 0,4449 0,5056 0,5663 0,6067 

n=13 0,4528 0,5146 0,5764 0,6175 

n=14 0,4600 0,5228 0,5855 0,6273 

n=15 0,4666 0,5303 0,5940 0,6364 

Fonte: Autoria Própria 
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Figura 12. Limites de controle Cpm pelo aumento de n 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

A Figura 13 contém os limites de controles para n=5 com limites de especificação 

constantes e aumentos no valor-alvo d. Verifica-se que o comportamento dos LC’s diminuem 

de forma linear conforme d aumenta, o que facilita na sua descoberta a partir do cálculo da 

razão entre os valores-alvo. 

 

Figura 13. Limites de controle do Cpm pelo aumento de d. 

 
Fonte: Autoria Própria 
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4.2.2. Resultados para diferentes parâmetros 

 

Apesar do gráfico do Cpm não ser capaz de padronizar seus limites de controle para 

diferentes parâmetros de entrada como o gráfico do Cpk, seus limites de especificações não 

exercem influência sobre os NMA’s, isto é, o limite de especificação de 2,0 possui valores 

próximos aos de 3,0, conforme apresentados na Tabela 9. Portanto, esta pesquisa pré-

estabeleceu LSE = -LIE em 3,0. 

 

Tabela 9. NMA’s do Cpm com n = 5, LSE = -LIE = 2,0 e 3,0 
 LSE 2,0 2,0 2,0 3,0 3,0 3,0 

 d 0 1,0 2,0 0 1,0 2,0 

 LC 0,3182 0,2493 0,1882 0,4773 0,3740 0,2823 

δ λ       

0,00 1,0 370,04 370,57 370,16 370,86 370,46 370,24 

 1,2 37,39 42,15 51,86 37,39 42,18 51,87 

 1,3 18,07 20,59 26,47 18,09 20,53 26,47 

 1,4 10,34 11,74 15,51 10,32 11,76 15,47 

 1,5 6,70 7,61 10,05 6,72 7,60 10,02 

        

0,25 1,0 276,73 165,87 144,22 277,38 165,91 144,70 

 1,2 32,32 29,30 32,28 32,39 29,34 32,36 

 1,3 16,09 16,05 18,98 16,10 15,97 19,01 

 1,4 9,49 9,89 12,16 9,46 9,88 12,26 

 1,5 6,28 6,67 8,45 6,28 6,74 8,42 

        

0,50 1,0 132,47 47,81 38,22 131,78 47,80 38,17 

 1,2 21,63 14,38 14,15 21,74 14,31 14,18 

 1,3 11,94 9,39 9,90 11,97 9,42 9,94 

 1,4 7,57 6,65 7,39 7,57 6,61 7,36 

 1,5 5,30 4,98 5,70 5,28 4,98 5,70 

        

1,00 1,0 19,66 6,39 5,18 19,78 5,40 5,14 

 1,2 7,27 3,97 3,64 7,25 3,93 3,62 

 1,3 5,15 3,31 3,18 5,16 3,30 3,17 

 1,4 3,93 2,86 2,84 3,93 2,85 2,84 

 1,5 3,18 2,53 2,58 3,18 2,53 2,57 

        

1,50 1,0 4,05 1,94 1,70 4,06 1,93 1,70 

 1,2 2,73 1,74 1,61 2,74 1,73 1,61 

 1,3 2,36 1,66 1,58 2,38 1,66 1,58 

 1,4 2,11 1,59 1,55 2,11 1,59 1,55 

 1,5 1,91 1,54 1,52 1,92 1,53 1,52 

Fonte: Autoria Própria 

 

Da Tabela 10 a Tabela 15 são apresentadas condições para diferentes valores-alvo e 

tamanhos de amostras do gráfico de controle do Cpm. Também foram colocados, para fins 

comparativos, os NMA’s do gráfico em conjunto da média e da amplitude e dos melhores 

parâmetros do gráfico do Cpk. Os valores em negritos representam as condições que o Cpm é 

melhor que o X̅ - R e os sublinhados são as condições que o Cpm é melhor que Cpk.  
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Tabela 10. NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 3, LSE = -LIE 

  X - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,5 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,1365 0,3936 0,3618 0,3226 0,2854 0,2534 

δ λ  
   

0,00 1,0 370,4 370,09 370,38 370,94 370,54 370,52 370,13 

 1,2 57,50 57,59 52,22 50,05 51,16 53,71 57,16 

 1,3 30,44 30,81 27,46 25,91 26,52 28,16 30,28 

 1,4 18,33 18,73 16,20 15,45 15,91 16,86 18,30 

 1,5 12,16 12,55 10,70 10,20 10,54 11,65 12,11 

         

0,25 1,0 234,2 213,75 311,27 263,40 229,78 210,58 201,88 

 1,2 46,63 43,56 47,48 42,32 40,77 41,16 42,39 

 1,3 26,24 25,08 25,50 22,97 22,43 23,35 24,40 

 1,4 16,44 16,09 15,26 14,11 14,05 14,67 15,69 

 1,5 11,21 11,19 10,25 9,49 9,57 10,11 10,76 

         

0,50 1,0 90,65 81,99 195,71 124,11 91,24 77,29 71,03 

 1,2 28,07 24,25 35,27 27,74 24,20 23,03 22,87 

 1,3 17,99 15,88 20,09 16,58 15,34 10,51 15,26 

 1,4 12,37 11,24 12,78 10,95 10,46 10,54 10,82 

 1,5 9,02 8,44 8,87 7,83 7,65 7,82 8,15 

         

1,00 1,0 13,96 14,96 46,31 22,94 15,79 12,97 11,78 

 1,2 8,43 7,58 14,70 9,57 7,79 7,06 6,79 

 1,3 6,87 6,01 9,88 7,16 6,10 5,69 5,58 

 1,4 5,72 4,98 7,23 5,60 4,96 4,76 4,71 

 1,5 4,84 4,28 5,58 4,56 4,16 4,08 4,08 

         

1,50 1,0 3,66 4,33 10,63 5,71 4,23 3,64 3,37 

 1,2 3,19 3,16 5,70 3,83 3,17 2,90 2,77 

 1,3 3,00 2,84 4,57 3,34 2,85 2,67 2,58 

 1,4 2,82 2,60 3,80 2,94 2,61 2,48 2,42 

 1,5 2,65 2,42 3,28 2,66 2,41 2,32 2,29 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 11. NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 4, LSE = -LIE 

  X̅ - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,2 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,1924 0,4413 0,401 0,3521 0,3072 0,2700 

δ λ        

0,00 1,0 370,4 370,91 370,26 370,17 370,23 370,87 370,85 

 1,2 52,53 53,22 43,42 42,79 45,71 50,52 54,55 

 1,3 26,64 27,87 21,61 21,37 22,87 25,65 28,25 

 1,4 15,81 16,86 12,60 12,45 13,43 15,07 16,78 

 1,5 10,27 11,10 8,25 8,13 8,73 9,75 10,96 

         

0,25 1,0 206,4 178,78 295,51 229,91 191,78 175,17 168,86 

 1,2 40,93 36,54 38,36 34,35 33,83 35,52 36,90 

 1,3 22,67 21,21 19,61 18,18 18,64 19,98 21,35 

 1,4 14,03 13,66 11,72 11,06 11,55 12,57 13,68 

 1,5 9,35 9,54 7,77 7,43 7,85 8,66 9,45 

         

0,50 1,0 65,55 57,37 157,59 88,30 63,23 54,46 50,83 

 1,2 22,32 18,04 26,86 20,40 18,02 17,48 17,60 

 1,3 14,45 12,20 15,01 12,40 11,61 11,28 12,04 

 1,4 10,12 8,87 9,52 8,26 8,13 8,37 8,76 

 1,5 7,33 6,81 6,63 6,01 5,99 6,33 6,74 

         

1,00 1,0 8,85 8,92 28,57 13,26 9,31 7,95 7,37 

 1,2 6,04 5,10 9,84 6,35 5,28 4,89 4,74 

 1,3 5,16 4,21 6,81 4,91 4,29 4,10 4,05 

 1,4 4,44 3,63 5,09 3,96 3,62 3,51 3,51 

 1,5 3,83 3,20 4,03 3,34 3,11 3,10 3,15 

         

1,50 1,0 2,46 2,66 5,98 3,36 2,62 2,34 2,22 

 1,2 2,26 2,16 3,67 2,56 2,19 2,06 2,01 

 1,3 2,21 2,03 3,08 2,31 2,05 1,96 1,92 

 1,4 2,14 1,92 2,69 2,13 1,94 1,88 1,85 

 1,5 2,08 1,83 2,38 1,97 1,84 1,79 1,79 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 12. NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 5, LSE = -LIE 

  X̅ - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,1 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,2094 0,4773 0,4307 0,3740 0,3234 0,2823 

δ λ  
 

     

0,00 1,0 370,4 370,40 370,86 370,84 370,46 370,19 370,24 

 1,2 47,54 48,37 37,39 37,72 42,18 47,45 51,87 

 1,3 23,76 24,70 18,09 18,29 20,53 23,69 26,47 

 1,4 13,64 14,57 10,32 10,47 11,76 13,61 15,47 

 1,5 8,87 9,56 6,72 6,76 7,60 8,78 10,02 

         

0,25 1,0 181,0 159,39 277,38 202,81 165,91 151,46 144,70 

 1,2 36,03 31,51 32,39 28,89 29,34 30,88 32,36 

 1,3 19,65 18,12 16,10 15,16 15,97 17,54 19,01 

 1,4 12,08 11,62 9,46 9,13 9,88 11,05 12,26 

 1,5 8,03 8,09 6,28 6,14 6,74 7,56 8,42 

         

0,50 1,0 50,56 45,85 131,78 67,40 47,80 40,87 38,17 

 1,2 18,82 14,52 21,74 16,00 14,31 14,05 14,18 

 1,3 12,22 9,85 11,97 9,83 9,42 9,57 9,94 

 1,4 8,68 7,20 7,57 6,62 6,61 6,97 7,36 

 1,5 6,13 5,56 5,28 4,85 4,98 5,33 5,70 

         

1,00 1,0 6,09 6,57 19,78 14,68 5,40 5,55 5,14 

 1,2 4,55 3,93 7,25 3,74 3,93 3,72 3,62 

 1,3 4,03 3,31 5,16 3,09 3,30 3,20 3,17 

 1,4 3,66 2,89 3,93 3,65 2,85 2,81 2,84 

 1,5 3,18 2,59 3,18 2,65 2,53 2,53 2,57 

         

1,50 1,0 1,82 2,04 4,06 2,38 1,93 1,77 1,70 

 1,2 1,78 1,75 2,74 1,96 1,73 1,65 1,61 

 1,3 1,76 1,66 2,38 1,82 1,66 1,60 1,58 

 1,4 1,75 1,60 2,11 1,71 1,59 1,56 1,55 

 1,5 1,74 1,54 1,92 1,61 1,53 1,52 1,52 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 13.NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 6, LSE = -LIE 

  X̅ - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,1 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,2396 0,5058 0,4542 0,3913 0,3362 0,2919 

δ λ  
 

     

0,00 1,0 370,4 370,40 370,58 370,42 370,37 370,72 370,55 

 1,2 44,84 43,07 32,91 34,15 39,25 44,72 50,07 

 1,3 21,87 21,34 15,46 16,02 18,66 22,21 25,14 

 1,4 12,38 12,34 8,73 9,04 10,52 12,54 14,55 

 1,5 7,83 7,99 5,61 5,80 6,75 8,00 9,31 

         

0,25 1,0 162,7 146,98 265,51 182,67 147,05 132,85 126,53 

 1,2 32,71 27,13 27,93 25,12 25,86 27,27 28,97 

 1,3 17,77 15,34 13,65 13,01 14,05 15,60 17,11 

 1,4 10,73 9,73 8,00 7,80 8,66 9,85 11,00 

 1,5 7,15 6,73 5,29 5,28 5,87 6,76 7,61 

         

0,50 1,0 40,03 39,51 115,28 53,85 37,88 32,62 30,25 

 1,2 15,82 12,09 18,10 13,08 11,80 11,63 11,75 

 1,3 10,62 8,16 9,97 8,14 7,89 8,09 8,38 

 1,4 7,44 5,96 6,30 5,54 5,62 5,95 6,34 

 1,5 5,45 4,61 4,41 4,09 4,27 4,59 4,98 

         

1,00 1,0 4,45 5,41 14,90 6,62 4,81 4,19 3,91 

 1,2 3,62 3,26 5,75 3,69 3,15 2,98 2,93 

 1,3 3,29 2,77 4,15 3,00 2,72 2,62 2,61 

 1,4 2,97 2,43 3,23 2,54 2,40 2,36 2,37 

 1,5 2,66 2,19 2,64 2,23 2,14 2,11 2,19 

         

1,50 1,0 1,53 1,76 3,05 1,86 1,57 1,46 1,42 

 1,2 1,52 1,53 2,20 1,63 1,47 1,42 1,39 

 1,3 1,51 1,47 1,96 1,55 1,43 1,39 1,38 

 1,4 1,51 1,41 1,78 1,47 1,39 1,37 1,36 

 1,5 1,50 1,37 1,63 1,41 1,36 1,34 1,34 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 14. NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 7, LSE = -LIE 

  X̅ - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,0 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,2407 0,5293 0,4737 0,4057 0,3467 0,2998 

δ λ  
 

     

0,00 1,0 370,4 370,40 370,75 370,11 370,55 370,40 370,37 

 1,2 42,45 40,42 29,65 31,11 36,61 42,67 48,00 

 1,3 20,32 19,71 13,50 14,25 17,19 20,59 23,89 

 1,4 11,31 11,29 7,58 7,98 9,56 11,64 13,65 

 1,5 7,13 7,27 4,88 5,11 6,11 7,37 8,66 

         

0,25 1,0 145,9 130,92 254,77 166,77 130,97 117,51 112,35 

 1,2 30,00 24,05 24,77 22,12 22,94 24,63 26,08 

 1,3 16,22 13,63 11,91 11,38 12,55 14,02 15,43 

 1,4 9,76 8,68 6,87 6,81 7,67 8,92 10,00 

 1,5 6,45 6,02 4,57 4,58 5,24 6,09 6,94 

         

0,50 1,0 32,04 32,21 102,27 44,45 30,86 26,59 24,50 

 1,2 13,67 10,15 15,51 11,04 10,02 9,82 10,01 

 1,3 9,32 6,94 8,51 6,93 6,74 6,95 7,22 

 1,4 6,60 5,14 5,42 4,76 4,89 5,19 5,53 

 1,5 4,87 4,02 3,79 3,54 3,74 4,06 4,39 

         

1,00 1,0 3,48 4,23 11,89 5,18 3,78 3,31 3,11 

 1,2 3,03 2,70 4,73 3,06 2,63 2,50 2,45 

 1,3 2,81 2,34 3,51 2,54 2,30 2,26 2,25 

 1,4 2,57 2,09 2,76 2,19 2,05 2,05 2,07 

 1,5 2,34 1,91 2,29 1,94 1,88 1,89 1,93 

         

1,50 1,0 1,37 1,49 2,48 1,57 1,36 1,29 1,26 

 1,2 1,36 1,35 1,87 1,43 1,31 1,27 1,26 

 1,3 1,35 1,31 1,70 1,37 1,28 1,26 1,25 

 1,4 1,31 1,28 1,56 1,33 1,26 1,25 1,24 

 1,5 1,29 1,25 1,46 1,28 1,25 1,24 1,23 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 15. NMA’s do Cpm, melhor Cpk e 𝑋̅ - R com n = 8, LSE = -LIE 

  X̅ - R Cpk Cpm 

 LSE - 2,1 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d - - 0 0,5 1,0 1,5 2,0 

 LC - 0,2838 0,5491 0,4903 0,4179 0,3556 0,3065 

δ λ  
 

     

0,00 1,0 370,4 370,40 370,36 370,92 370,35 370,44 370,34 

 1,2 40,61 35,27 26,85 28,51 34,45 40,93 46,10 

 1,3 18,96 16,62 12,01 12,92 15,84 19,33 22,68 

 1,4 10,43 9,32 6,67 7,16 8,78 10,80 12,90 

 1,5 6,57 5,93 4,27 4,53 5,50 6,78 8,13 

         

0,25 1,0 131,2 127,34 244,57 152,60 117,50 105,87 100,15 

 1,2 27,64 21,01 22,03 19,67 20,64 22,17 23,57 

 1,3 14,96 11,59 10,54 10,13 11,25 12,72 14,11 

 1,4 8,97 7,25 6,08 6,08 6,94 8,05 9,16 

 1,5 5,90 4,97 4,00 4,10 4,73 5,56 6,36 

         

0,50 1,0 26,43 30,65 92,50 37,65 25,74 21,91 20,42 

 1,2 11,92 8,92 13,64 9,50 8,61 8,48 8,55 

 1,3 8,34 6,00 7,40 5,98 5,84 6,05 6,30 

 1,4 5,95 4,39 4,70 4,17 4,29 4,58 4,88 

 1,5 4,41 3,41 3,35 3,11 3,31 3,64 3,92 

         

1,00 1,0 2,83 3,98 9,71 4,19 3,10 2,75 2,58 

 1,2 2,59 2,45 4,02 2,61 2,26 2,16 2,13 

 1,3 2,43 2,11 3,01 2,21 2,01 1,97 1,97 

 1,4 2,28 1,88 2,42 1,94 1,83 1,83 1,84 

 1,5 2,10 1,72 2,02 1,74 1,69 1,71 1,74 

         

1,50 1,0 1,27 1,43 2,08 1,39 1,23 1,18 1,17 

 1,2 1,26 1,28 1,65 1,29 1,21 1,18 1,17 

 1,3 1,23 1,24 1,52 1,26 1,20 1,17 1,17 

 1,4 1,23 1,21 1,42 1,23 1,18 1,17 1,17 

 1,5 1,17 1,19 1,34 1,20 1,17 1,16 1,16 

Fonte: Autoria Própria 

 

De maneira geral, os gráficos de controle do Cpm obtêm os resultados mais satisfatórios. 

Para pequenos aumentos na variabilidade e deslocamentos na média (δ < 0,5 ), d<1,0 possuem 

as melhores respostas e em contrapartida, situações com médias e grandes perturbações (δ ≥

0,5), d  ≥ 1,0 obtém os menores NMA’s.  

Apesar de d < 1,0 trabalharem bem para pequenos deslocamentos e baixas mudanças na 

variabilidade, eles são inviáveis devido suas respostas serem insatisfatórias para apenas 

deslocamentos na média (λ = 1,0), sendo inferiores ao Cpk e conjunto média e amplitude. Se 

o processo considerar apenas deslocamentos na média, é recomendável escolher o maior d 

possível, no caso d = 2,0, visto que nesses cenários os NMA’s sempre diminuem conforme 

aumenta-se o valor-alvo.  
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A Tabela 16 apresenta os melhores resultados de Cpm para cada n. Também foram 

realizados ajustes dos limites de controle para cada tamanho de amostra, porém, apenas n = 8 

obteve melhorias. Em quase todas as situações o Cpm possui NMA’s maiores que  X̅ − R 

(negrito) e Cpk (sublinhado). Apesar de d = 2,0 obter bons resultados para deslocamentos apenas 

na média, essa condição não foi apresentada na Tabela 16, devido aos aumentos que reaparecem 

nas respostas a partir de d = 0,5 para mudanças na média e na variância. De maneira geral, o 

valor alvo d = 1,5 são melhores para pequenos tamanhos de amostras e d = 1,0 para os maiores.  

 

Tabela 16. Melhores NMA’s de cada n 

  Cpm 

 n 3 4 5 6 7 8 

 LSE 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d 1,5 1,5 1,5 1,0 1,0 0,9 

 LC 0,2854 0,3072 0,3234 0,3913 0,4057 0,4320 

δ λ       

0,00 1,0 370,52 370,87 370,19 370,37 370,55 370,25 

 1,2 53,71 50,52 47,45 39,25 36,61 33,07 

 1,3 28,16 25,65 23,69 18,66 17,19 15,18 

 1,4 16,86 15,07 13,67 10,52 9,56 8,37 

 1,5 11,65 9,75 8,78 6,75 6,11 5,27 

        

0,25 1,0 210,58 175,17 151,46 147,05 130,90 122,42 

 1,2 41,16 35,52 30,88 25,86 22,94 20,25 

 1,3 23,35 19,98 17,54 14,05 12,55 10,99 

 1,4 14,67 12,57 11,05 8,66 7,67 6,73 

 1,5 10,11 8,66 7,56 5,87 5,24 4,54 

        

0,50 1,0 77,29 54,46 40,87 37,88 30,86 27,06 

 1,2 23,03 17,48 14,05 11,80 10,02 8,66 

 1,3 10,51 11,28 9,57 7,89 6,74 4,20 

 1,4 10,54 8,37 6,97 5,62 4,89 3,24 

 1,5 7,82 6,33 5,33 4,27 3,74 3,24 

        

1,00 1,0 12,97 7,95 5,55 4,81 3,78 2,30 

 1,2 7,06 4,89 3,72 3,15 2,63 2,03 

 1,3 5,69 4,10 3,20 2,72 2,30 1,84 

 1,4 4,76 3,51 2,81 2,40 2,05 1,69 

 1,5 4,08 3,10 2,53 2,14 1,88 1,25 

        

1,50 1,0 3,64 2,34 1,77 1,57 1,36 1,22 

 1,2 2,90 2,06 1,65 1,47 1,31 1,21 

 1,3 2,67 1,96 1,60 1,43 1,28 1,19 

 1,4 2,48 1,88 1,56 1,39 1,26 1,17 

 1,5 2,32 1,79 1,52 1,36 1,25 1,16 

Fonte: Autoria Própria 
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4.3. Gráfico de Controle do Cpmk 

 

Esta seção trata a respeito do gráfico de controle do Cpmk. A primeira parte discute sobre 

os limites de controle, posteriormente os resultados para cada tamanho de amostra comparados 

ao conjunto da média e amplitude, do Cpk  e do Cpm e por fim os melhores parâmetros de entrada 

para cada n. 

 

4.3.1. Limites de Controle do Cpmk 

 

A Tabela 17 apresenta os limites de controle para diferentes tamanhos de amostras (n = 

5 até n = 15) com diferentes Cpmk’s e limites de especificação. A Figura 14 foi criada a partir 

dos valores da Tabela 17 com intuito de melhorar sua visualização. 

Assim como nos outros gráficos propostos, os crescimentos dos limites de controle se 

dão de forma exponencial. Diferente do Cpk e Cpm, o gráfico do Cpmk não possui alguma 

facilidade para encontrar os limites de controle, resultando em maiores tempos para identificar 

os limites de controle. 

 

Tabela 17. Limites de controle do Cpmk  
α=0,27% 

Cpmk 0,733 0,833 0,933 1,0 

LSE 2,2 2,5 2,8 3,0 

d 0 0 0 0 

n=3 0,0770 0,1251 0,1725 0,2036 

n=4 0,1262 0,1784 0,2299 0,2640 

n=5 0,1653 0,2208 0,2755 0,3112 

n=6 0,1973 0,2551 0,3125 0,3499 

n=7 0,2242 0,2841 0,3432 0,3821 

n=8 0,2471 0,3089 0,3699 0,4096 

n=9 0,2671 0,3303 0,3924 0,4338 

n=10 0,2847 0,3494 0,4128 0,4546 

n=11 0,3002 0,3661 0,4305 0,4732 

n=12 0,3143 0,381 0,4469 0,4903 

n=13 0,327 0,3946 0,4612 0,5057 

n=14 0,3386 0,4071 0,4745 0,5193 

n=15 0,3492 0,4184 0,4866 0,5317 

Fonte: Autoria Própria 
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Figura 14. Limites de controle do Cpmk pelo aumento de n. 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

4.3.2. Resultados para diferentes parâmetros 

   

A Tabela 18 mostra os resultados para um mesmo tamanho de amostra com diferentes 

limites de especificação e valores alvo. Percebe-se que, quanto maior o d, independente do 

limite de especificação, os NMA’s tendem a aumentar na maioria das condições. Dessa forma, 

em relação ao d, a melhor opção é escolher o menor valor possível, que no caso é zero. 

Tratando-se dos limites de especificações, o LSE = 3,0 em sua maioria é melhor que LSE = 2,2. 

Portanto, os parâmetros de entrada para todos tamanhos de amostras foram de LSE = 3,0 e d = 

0. 
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Tabela 18. Comparativos entre diferentes parâmetros do Cpmk 

 n 5 5 5 5 5 5 5 5 

 LSE 2,2 2,2 2,2 2,2 3,0 3,0 3,0 3,0 

 d 0 1,0 1,5 2,0 0 1,0 1,5 2,0 

 LC 0,1653 0,1115 0,0945 0,0817 0,3112 0,2144 0,1822 0,1578 

δ λ        

0,00 1,0 370,45 370,96 370,10 370,73 370,42 370,67 370,26 370,74 

 1,2 62,80 71,72 73,71 75,77 53,64 66,03 69,54 72,26 

 1,3 34,14 40,85 42,46 43,70 27,59 36,45 39,19 40,98 

                                                                                                                                                        1,4 20,84 25,73 27,05 28,19 16,36 22,68 24,61 25,82 

 1,5 14,06 17,76 18,74 19,49 10,69 15,36 16,85 17,76 

          

0,25 1,0 136,95 134,21 134,93 134,53 145,32 136,08 135,03 134,58 

 1,2 36,72 40,54 41,48 42,23 33,02 37,96 39,78 41,08 

 1,3 22,78 26,21 27,17 27,90 19,54 24,01 25,41 26,37 

 1,4 15,52 18,44 19,12 19,82 12,73 16,49 17,62 18,52 

 1,5 11,17 13,56 14,21 14,77 8,86 11,98 12,99 13,71 

          

0,50 1,0 35,13 33,84 33,89 33,54 37,97 34,33 34,05 33,95 

 1,2 14,86 15,84 16,13 16,36 14,24 15,24 15,66 15,92 

 1,3 10,94 12,05 12,40 12,62 10,05 11,41 11,84 12,13 

 1,4 8,54 9,68 9,98 10,22 7,52 8,93 9,39 9,73 

 1,5 6,89 7,97 8,25 8,50 5,88 7,29 7,67 7,96 

          

1,00 1,0 4,72 4,56 4,53 4,52 5,16 4,63 4,58 4,54 

 1,2 3,58 3,67 3,68 3,73 3,61 3,60 3,64 3,67 

 1,3 3,24 3,37 3,43 3,48 3,18 3,27 3,35 3,41 

 1,4 2,99 3,16 3,21 3,27 2,85 3,04 3,10 3,16 

 1,5 2,77 2,99 3,06 3,10 2,60 2,84 2,93 3,00 

          

1,50 1,0 1,62 1,57 1,57 1,57 1,70 1,59 1,58 1,58 

 1,2 1,59 1,60 1,60 1,61 1,62 1,59 1,59 1,59 

 1,3 1,58 1,60 1,61 1,62 1,58 1,58 1,60 1,60 

 1,4 1,56 1,61 1,61 1,62 1,55 1,58 1,60 1,61 

 1,5 1,55 1,60 1,62 1,63 1,52 1,57 1,59 1,61 

Fonte: Autoria Própria 

 

As Tabelas 19, 20 e 21 apresentam os melhores resultados das simulações para o gráfico 

de controle do Cpmk, gráfico de controle X̅-R e os melhores parâmetros dos gráficos Cpk e Cpm. 

Os valores em negrito representam quando Cpmk é melhor que o gráfico de X̅-R e os sublinhados 

quando é melhor que o gráfico de Cpk e Cpm. 
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Tabela 19. NMA’s do Cpmk, 𝑋̅-R e melhor Cpk e Cpm para n = 3 e n = 4 

  X̅-R Cpk Cpm Cpmk X̅-R Cpk Cpm Cpmk 
 n 3 3 3 3 4 4 4 4 

 LSE - 2,5 3,0 3,0 - 2,2 3,0 3,0 

 d - - 1,5 0 - - 1,5 0 

 LC - 0,2004 0,2854 0,2036 - 0,1924 0,3072 0,2640 

δ λ         

0,00 1,0 370,40 370,10 370,50 370,29 370,40 370,90 370,80 370,49 

 1,2 57,50 57,59 53,71 66,06 52,53 53,22 50,52 59,34 

 1,3 30,44 30,81 28,16 36,53 26,64 27,87 25,65 31,63 

 1,4 18,33 18,73 16,86 22,54 15,81 16,86 15,07 19,15 

 1,5 12,16 12,55 11,65 15,37 10,27 11,10 9,75 12,70 

           

0,25 1,0 234,20 213,75 210,50 188,12 206,40 178,70 175,10 163,23 

 1,2 46,63 43,56 41,16 46,15 40,93 36,54 35,52 38,77 

 1,3 26,24 25,08 23,35 28,12 22,67 21,21 19,98 23,12 

 1,4 16,44 16,09 14,67 18,73 14,03 13,66 12,57 15,24 

 1,5 11,21 11,19 10,11 13,29 9,35 9,54 8,66 10,78 

           

0,50 1,0 90,65 81,99 77,29 63,89 65,55 57,37 54,46 47,93 

 1,2 28,07 24,25 23,03 23,33 22,32 18,04 17,48 17,77 

 1,3 17,99 15,88 10,51 16,26 14,45 12,20 11,28 12,56 

 1,4 12,37 11,24 10,54 12,07 10,12 8,87 8,37 9,35 

 1,5 9,02 8,44 7,82 9,34 7,33 6,81 6,33 7,31 

           

1,00 1,0 13,96 14,96 12,97 10,43 8,85 8,92 7,95 6,95 

 1,2 8,43 7,58 7,06 6,54 6,04 5,10 4,89 4,66 

 1,3 6,87 6,01 5,69 5,52 5,16 4,21 4,10 4,04 

 1,4 5,72 4,98 4,76 4,82 4,44 3,63 3,51 3,58 

 1,5 4,84 4,28 4,08 4,25 3,83 3,20 3,10 3,21 

           

1,50 1,0 3,66 4,33 3,64 3,08 2,46 2,66 2,34 2,14 

 1,2 3,19 3,16 2,90 2,66 2,26 2,16 2,06 1,97 

 1,3 3,00 2,84 2,67 2,52 2,21 2,03 1,96 1,91 

 1,4 2,82 2,60 2,48 2,41 2,14 1,92 1,88 1,85 

 1,5 2,65 2,42 2,32 2,32 2,08 1,83 1,79 1,80 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 20. NMA’s do Cpmk, 𝑋̅-R e melhor Cpk e Cpm para n = 5 e n = 6 

  X̅-R Cpk Cpm Cpmk X̅-R Cpk Cpm Cpmk 
 n 5 5 5 5 6 6 6 6 

 LSE - 2,1 3,0 3,0 - 2,1 3,0 3,0 

 d - - 1,5 0 - - 1,0 0 

 LC - 0,2094 0,3234 0,3112 - 0,2396 0,3913 0,3499 

δ λ         

0,00 1,0 370,40 370,40 370,19 370,42 370,40 370,40 370,37 370,21 

 1,2 47,54 48,37 47,45 53,64 44,84 43,07 39,25 48,44 

 1,3 23,76 24,70 23,69 27,59 21,87 21,34 18,66 24,33 

 1,4 13,64 14,57 13,67 16,36 12,38 12,34 10,52 14,09 

 1,5 8,87 9,56 8,78 10,69 7,83 7,99 6,75 9,03 

           

0,25 1,0 181,00 159,39 151,46 145,32 162,70 146,98 147,05 129,75 

 1,2 36,03 31,51 30,88 33,02 32,71 27,13 25,86 28,56 

 1,3 19,65 18,12 17,54 19,54 17,77 15,34 14,05 16,60 

 1,4 12,08 11,62 11,05 12,73 10,73 9,73 8,66 10,75 

 1,5 8,03 8,09 7,56 8,86 7,15 6,73 5,87 7,46 

           

0,50 1,0 50,56 45,85 40,87 37,97 40,03 39,51 37,88 31,25 

 1,2 18,82 14,52 14,05 14,24 15,82 12,09 11,80 11,71 

 1,3 12,22 9,85 9,57 10,05 10,62 8,16 7,89 8,25 

 1,4 8,68 7,20 6,97 7,52 7,44 5,96 5,62 6,21 

 1,5 6,13 5,56 5,33 5,88 5,45 4,61 4,27 4,89 

           

1,00 1,0 6,09 6,57 5,55 5,16 4,45 5,41 4,81 4,05 

 1,2 4,55 3,93 3,72 3,61 3,62 3,26 3,15 2,94 

 1,3 4,03 3,31 3,20 3,18 3,29 2,77 2,72 2,63 

 1,4 3,66 2,89 2,81 2,85 2,97 2,43 2,40 2,38 

 1,5 3,18 2,59 2,53 2,60 2,66 2,19 2,14 2,18 

           

1,50 1,0 1,82 2,04 1,77 1,70 1,53 1,76 1,57 1,45 

 1,2 1,78 1,75 1,65 1,62 1,52 1,53 1,47 1,41 

 1,3 1,76 1,66 1,60 1,58 1,51 1,47 1,43 1,39 

 1,4 1,75 1,60 1,56 1,55 1,51 1,41 1,39 1,37 

 1,5 1,74 1,54 1,52 1,52 1,50 1,37 1,36 1,35 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 21. NMA’s do Cpmk, 𝑋̅-R e melhor Cpk e Cpm para n = 7 e n = 8 

  X̅-R Cpk Cpm Cpmk X̅-R Cpk Cpm Cpmk 
 n 7 7 7 7 8 8 8 8 

 LSE - 2,0 3,0 3,0 - 2,1 3,0 3,0 

 d - - 1,0 0 - - 0,9 0 

 LC - 0,2407 0,4057 0,3821 - 0,2838 0,4320 0,4096 

δ λ         

0,00 1,0 370,40 370,40 370,55 370,62 370,40 370,40 370,25 370,38 

 1,2 42,45 40,42 36,61 44,11 40,61 35,27 33,07 40,24 

 1,3 20,32 19,71 17,19 21,59 18,96 16,62 15,18 19,33 

 1,4 11,31 11,29 9,56 12,26 10,43 9,32 8,37 10,74 

 1,5 7,13 7,27 6,11 7,85 6,57 5,93 5,27 6,81 

            

0,25 1,0 145,90 130,92 130,97 117,44 131,20 127,34 122,42 107,70 

 1,2 30,00 24,05 22,94 24,82 27,64 21,01 20,25 22,05 

 1,3 16,22 13,63 12,55 14,41 14,96 11,59 10,99 12,63 

 1,4 9,76 8,68 7,67 9,18 8,97 7,25 6,73 8,04 

 1,5 6,45 6,02 5,24 6,38 5,90 4,97 4,54 5,54 

            

0,50 1,0 32,04 32,21 30,86 26,41 26,43 30,65 27,06 22,64 

 1,2 13,67 10,15 10,02 9,92 11,92 8,92 8,66 8,50 

 1,3 9,32 6,94 6,74 7,01 8,34 6,00 4,20 6,02 

 1,4 6,60 5,14 4,89 5,26 5,95 4,39 3,24 4,56 

 1,5 4,87 4,02 3,74 4,17 4,41 3,41 3,24 3,60 

           

1,00 1,0 3,48 4,23 3,78 3,33 2,83 3,98 2,30 2,83 

 1,2 3,03 2,70 2,63 2,49 2,59 2,45 2,03 2,19 

 1,3 2,81 2,34 2,30 2,25 2,43 2,11 1,84 1,98 

 1,4 2,57 2,09 2,05 2,06 2,28 1,88 1,69 1,82 

 1,5 2,34 1,91 1,88 1,90 2,10 1,72 1,25 1,71 

           

1,50 1,0 1,37 1,49 1,36 1,29 1,27 1,43 1,22 1,20 

 1,2 1,36 1,35 1,31 1,27 1,26 1,28 1,21 1,19 

 1,3 1,35 1,31 1,28 1,26 1,23 1,24 1,19 1,18 

 1,4 1,31 1,28 1,26 1,25 1,23 1,21 1,17 1,17 

 1,5 1,29 1,25 1,25 1,24 1,17 1,19 1,16 1,17 

Fonte: Autoria Própria 

 

O desempenho dos gráficos Cpmk são semelhantes para todos os tamanhos de amostra. 

Para as menores mudanças na média e na variabilidade (δ ≤ 0 e γ ≠ 1) ele apresenta os piores 

resultados entre os gráficos, perdendo até mesmo para o X̅-R. A medida que delta e lambda 

aumentam, seu comportamento começa a se equiparar ao gráfico do Cpm e consegue, em sua 

maioria, ser melhor que os gráficos do Cpk e X̅ - R. Por fim, as melhores respostas apresentadas 

pelo gráfico do Cpmk são quando existem apenas deslocamentos na média, obtendo sempre os 

menores valores comparados ao seu principal competidor (conjunto média e amplitude) e aos 

gráficos propostos (Cpk e Cpmk). 
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4.4. Resultados para Diferentes Número Médio de Amostras até o Alarme 

 

As Tabelas 22 e 23 foram criadas para analisar o comportamento dos gráficos propostos 

utilizando outros NMA’s – de 200 e 300 para os tamanhos de amostras n = 5 e 8. O estudo 

reafirma a superioridade dos gráficos do Cpk, Cpm e Cpmk quando comparados ao gráfico de 

controle em conjunto da média e amplitude (em negrito). Contudo, percebe-se que os NMA’s 

não se distanciam consideravelmente quando existem pequenas mudanças na média e na 

variabilidade do processo entre o Cpk e Cpmk (δ ≤ 0,25) e entre o Cpm e Cpmk a medida que a 

variabilidade aumenta (δ > 0,25). Quando o sistema produtivo apresenta apenas deslocamentos 

na média (δ ≠ 0 e λ = 1), o gráfico do Cpmk é superior.  

 

Tabela 22. NMA0= 200 

  X̅ - R Cpk Cpm Cpmk X̅ - R Cpk Cpm Cpmk 
 n 5 5 5 5 8 8 8 8 

 LSE - 2,2 3,0 2,2 - 2,1 3,0 2,2 

 d - - 1,5 0 - - 0,9 0 

 LC - 0,2543 0,3325 0,3821 - 0,3034 0,4443 0,2695 

δ λ         

0,00 1,0 200,40 200,58 200,39 200,44 200,98 200,00 200,05 200,81 

 1,2 31,39 29,69 31,25 39,57 26,87 22,90 22,22 30,95 

 1,3 16,63 16,07 16,68 22,70 13,52 11,49 10,99 16,59 

 1,4 10,15 9,82 10,15 14,48 7,89 6,77 6,43 10,05 

 1,5 6,81 6,72 6,83 10,04 5,16 4,48 4,27 6,71 

          

0,25 1,0 105,02 98,86 88,74 81,96 77,73 78,11 72,58 60,68 

 1,2 24,24 21,29 21,27 24,61 18,92 14,74 14,38 16,83 

 1,3 14,00 12,54 12,76 15,96 10,79 8,50 8,28 10,73 

 1,4 8,97 8,25 8,39 11,14 6,80 5,51 5,31 7,32 

 1,5 6,25 5,89 6,00 8,30 4,68 3,89 3,75 5,34 

          

0,50 1,0 32,42 33,01 26,41 23,38 17,73 21,32 18,17 13,88 

 1,2 13,21 10,96 10,34 10,86 8,81 6,90 6,61 6,63 

 1,3 9,12 7,57 7,37 8,24 6,35 4,79 4,70 5,09 

 1,4 6,56 5,58 5,56 6,56 4,70 3,60 3,51 4,09 

 1,5 4,97 4,37 4,40 5,40 3,61 2,85 2,78 3,42 

          

1,00 1,0 4,60 5,71 4,24 3,76 2,35 3,34 2,63 2,19 

 1,2 3,69 3,45 3,06 2,99 2,22 2,17 2,01 1,87 

 1,3 3,30 2,92 2,72 2,74 2,13 1,90 1,82 1,76 

 1,4 2,97 2,55 2,44 2,54 2,01 1,71 1,67 1,68 

 1,5 2,66 2,29 2,23 2,39 1,87 1,58 1,56 1,61 

          

1,50 1,0 1,58 1,96 1,57 1,46 1,13 1,35 1,18 1,11 

 1,2 1,63 1,66 1,50 1,46 1,18 1,23 1,16 1,13 

 1,3 1,62 1,58 1,47 1,45 1,20 1,20 1,16 1,13 

 1,4 1,60 1,51 1,45 1,45 1,21 1,17 1,14 1,13 

 1,5 1,58 1,46 1,41 1,44 1,21 1,15 1,13 1,13 

Fonte: Autoria Própria 
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Tabela 23.NMA0= 300 

  X̅ - R Cpk Cpm Cpmk X̅ - R Cpk Cpm Cpmk 
 n 5 5 5 5 8 8 8 8 

 LSE - 2,2 3,0 2,2 - 2,1 3,0 2,2 

 d - - 1,5 0 - - 0,9 0 

 LC - 0,2392 0,3263 0,1729 - 0,2903 0,4361 0,2547 

δ λ         

0,00 1,0 300,15 300,19 300,1 300,86 300,60 300,00 300,56 300,49 

 1,2 41,59 40,28 41,14 53,57 35,15 30,42 28,93 42,02 

 1,3 21,14 20,59 21,07 29,59 16,94 14,64 13,55 21,52 

 1,4 12,33 12,36 12,33 18,51 9,48 8,35 7,64 12,68 

 1,5 8,10 8,17 8,08 12,53 6,04 5,38 4,92 8,32 

          

0,25 1,0 151,12 138,39 126,7 115,59 109,56 107,73 101,76 83,35 

 1,2 31,54 27,25 27,12 31,88 24,38 18,61 18,08 21,47 

 1,3 17,54 15,75 15,75 20,24 13,37 10,42 9,89 13,22 

 1,4 10,87 10,12 10,08 13,85 8,17 6,60 6,19 8,89 

 1,5 7,34 7,04 7,00 10,07 5,45 4,57 4,26 6,42 

          

0,50 1,0 43,52 42,65 35,67 30,52 23,03 27,06 23,43 17,65 

 1,2 16,57 13,23 12,70 13,34 10,75 8,17 7,89 7,91 

 1,3 11,07 9,03 8,80 9,90 7,57 5,55 5,37 5,95 

 1,4 7,80 6,54 6,48 7,80 5,48 4,10 3,97 4,72 

 1,5 5,77 5,05 4,99 6,33 4,12 3,21 3,08 3,88 

          

1,00 1,0 5,46 6,60 5,05 4,37 2,66 3,74 3,00 2,41 

 1,2 4,21 3,83 3,47 3,36 2,45 2,35 2,19 2,03 

 1,3 3,74 3,21 3,02 3,06 2,32 2,03 1,95 1,90 

 1,4 3,32 2,80 2,70 2,82 2,18 1,82 1,79 1,79 

 1,5 2,96 2,49 2,44 2,64 2,02 1,67 1,64 1,71 

          

1,50 1,0 1,71 2,09 1,70 1,56 1,16 1,40 1,23 1,14 

 1,2 1,74 1,76 1,60 1,54 1,21 1,27 1,20 1,15 

 1,3 1,73 1,66 1,55 1,53 1,24 1,23 1,18 1,15 

 1,4 1,71 1,59 1,52 1,52 1,24 1,20 1,17 1,15 

 1,5 1,68 1,52 1,48 1,51 1,25 1,17 1,16 1,15 

Fonte: Autoria Própria 

 

4.5.Exemplo Ilustrativo 

 

Com o intuito de ilustrar a capacidade dos gráficos propostos, desenvolveu-se um exemplo 

retirado e adaptado do Montgomery (2013), Exemplo 6.1 – dados na Tabela 24. A ilustração é 

um processo de fotolitografia, técnica responsável para confecção de circuitos integrados 

através da exposição do semicondutor a uma gravação química na sua superfície, criando um 

molde.  

Ao todo são 25 amostras de tamanho 5 com o estado sob controle, porém adaptamos as 

últimas cinco amostras ao deslocar a média para δ = 0,25 e o desvio padrão para  λ = 1,2 afim 

de detectar o mais rápido as causas especiais, cujo os NMA’s para X̅ - R, Cpk, Cpm e Cpmk são 
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respectivamente 36,03; 31,51; 30,88 e 33,02. Para estabelecer os parâmetros de entrada dos 

gráficos de controle, foram considerados μ= 1,5056,  R̅ = 0,3252 e σ = 0,1311. 

 

 Tabela 24. Dados do Exemplo ilustrativo. 

Amostras Dados X̅ R̅ σ̅ 

1 1,3235 1,4128 1,6744 1,4573 1,6914 1,5119 0,3679 0,1635 

2 1,4314 1,3592 1,6075 1,4666 1,6109 1,4951 0,2517 0,1111 

3 1,4284 1,4871 1,4932 1,4324 1,5674 1,4817 0,1390 0,0565 

4 1,5028 1,6352 1,3841 1,2831 1,5507 1,4712 0,3521 0,1389 

5 1,5604 1,2735 1,5265 1,4363 1,6441 1,4882 0,3706 0,1412 

6 1,5955 1,5451 1,3574 1,3281 1,4198 1,4492 0,2674 0,1168 

7 1,6274 1,5064 1,8366 1,4177 1,5144 1,5805 0,4189 0,1614 

8 1,4190 1,4303 1,6637 1,6067 1,5519 1,5343 0,2447 0,1077 

9 1,3884 1,7277 1,5355 1,5176 1,3688 1,5076 0,3589 0,1439 

10 1,4039 1,6697 1,5089 1,4627 1,5220 1,5134 0,2658 0,0988 

11 1,4158 1,7667 1,4278 1,5928 1,4181 1,5242 0,3509 0,1548 

12 1,5821 1,3355 1,5777 1,3908 1,7559 1,5284 0,4204 0,1682 

13 1,2855 1,4106 1,4447 1,6398 1,1928 1,3947 0,4470 0,1699 

14 1,4951 1,4036 1,5893 1,6458 1,4969 1,5261 0,2422 0,0937 

15 1,3589 1,2863 1,5996 1,2497 1,5471 1,4083 0,3499 0,1568 

16 1,5747 1,5301 1,5171 1,1839 1,8662 1,5344 0,6823 0,2423 

17 1,3680 1,7269 1,3957 1,5014 1,4449 1,4874 0,3589 0,1432 

18 1,4163 1,3864 1,3057 1,6210 1,4573 1,4373 0,3153 0,1167 

19 1,5796 1,4185 1,6541 1,5116 1,7247 1,5777 0,3062 0,1195 

20 1,7106 1,4412 1,2361 1,3820 1,7601 1,5060 0,5240 0,2230 

21 1,7135 1,9496 1,5431 1,8210 1,3830 1,6822 0,5660 0,2576 

22 1,7056 1,4714 1,6090 1,9707 1,6726 1,6859 0,4993 0,2106 

23 1,7905 1,7629 1,3068 1,7159 1,6372 1,6427 0,4836 0,2059 

24 1,7090 1,6482 1,7901 1,6884 1,5822 1,6836 0,2079 0,0870 

25 1,6181 1,5985 2,0184 1,6926 1,5959 1,7048 0,4225 0,1998 

Fonte: Adaptado de Montgomery (2013). 

   

As Figuras 15, 16, 17 e 18 mostram os resultados dos gráficos de controle utilizando os 

dados da Tabela 24. 

Para execução da proposta, os limites de controle foram ajustados para um número 

médio de alarmes falsos de 370,4, sendo eles: LSCX̅ = 1,6932; LICX̅ = 1,3179; LICR = 0,6876; 

LCCpk = 0,2094, LCCpm = 0,3234 e LCCpmk = 0,3112. Os parâmetros escolhidos para Cpk, Cpm e 

Cpmk foram através das melhores simulações com tamanho de amostra n=5, ou seja, 

USL=LSL=2,1 para o Cpk, USL=-LSL=3,0 e d=1,5 para o Cpm e USL=-LSL=3,0 e d=0 para o 

Cpmk. 

Analisando as Figuras 15, 16, 17 e 18, percebe-se que os gráficos não apresentaram 

nenhum alarme falso quando o processo está sob controle. Entretanto, ao adicionar as causas 

especiais, todos detectaram. O Cpk, Cpm e Cpmk identificaram na primeira amostra após a 

mudança (m = 21) contra a última amostra (m=25) para o conjunto X̅ −R. O exemplo ilustrativo 
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conseguiu reafirmar a superioridade dos gráficos propostos, quando comparados ao gráfico em 

conjunto da média e da amplitude. 

 

Figura 15.Resultado do exemplo ilustrativo para o gráfico de controle 𝑋̅ − R 

(a) Gráfico de controle da média  (b) Gráfico de controle da Amplitude 

Fonte: Autoria Própria 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 16. Resultado do exemplo ilustrativo para o gráfico de controle Cpk 

 
Fonte: Autoria Própria 
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Figura 17. Resultado do exemplo ilustrativo para o gráfico de controle Cpm 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 18. Resultado do exemplo ilustrativo para o gráfico de controle Cpmk 

 
Fonte: Autoria Própria 
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CONCLUSÕES 

 

Pode-se concluir que esta pesquisa alcançou todos objetivos preestabelecidos. 

Primeiramente foi realizado um apanhado de diversos periódicos da literatura e estruturou-se, 

de forma organizada, os artigos mais relevantes e as suas técnicas empregadas. Posteriormente, 

foram desenvolvidos algoritmos e simulações para analisar o desempenho dos gráficos, 

comparando-os de forma justa com o conjunto da média e amplitude, estabelecendo diferentes 

parâmetros de entrada para uma visualização mais ampla de quais condições os gráficos 

propostos são mais eficientes. 

Os gráficos de controle, usando índices de capacidade para monitoramento de processos, 

são uma boa alternativa por serem capazes de em um único gráfico medir deslocamentos na 

média e desajustes nas variabilidades quando comparados a outros gráficos em conjunto. 

Um dos principais objetivos foi confirmar que os gráficos propostos obtêm melhores 

resultados que os tradicionais X̅ - R. Este propósito foi alcançado, uma vez que na maioria das 

condições para os tamanhos de amostra de n=3 até n=8, o Cpk, Cpm e Cpmk apresentaram os 

menores número médio de alarmes até o sinal verdadeiro, com o comportamento se repetindo 

para outros NMA0 e no exemplo ilustrativo, quando detectaram uma causa especial de 

prontidão, contra um atraso de quatro amostras para o conjunto média e amplitude. 

Comparando entre si, os gráficos desenvolvidos para a realização da pesquisa, o Cpm e 

o Cpmk são mais flexíveis em relação aos seus resultados, uma vez que possuem mais parâmetros 

de ajustes. De maneira geral, quando existem deslocamentos na média e mudanças na 

variabilidade do processo, o Cpm possui eficiência superior, salvo em raras exceções; e o Cpk e 

Cpmk revelaram valores próximos para a maioria das condições e tamanho de amostras. Quando 

existem apenas deslocamentos na média, o Cpmk obtém as melhores respostas. Portanto, cabe ao 

usuário conhecer o comportamento processo produtivo e identificar qual dos três índices 

adequa-se melhor as suas condições. 

 Uma delimitação da pesquisa foi não ter apresentado equacionamentos matemáticos 

para a distribuição normal dos índices Cpm e Cpmk. Assim, a principal sugestão para futuros 

trabalhos é estudar e desenvolver as equações desses índices. Além disso, sugere-se pesquisar 

o comportamento dos gráficos propostos para dados não normais, para amostras variáveis, 

dados multivariados e autocorrelacionados. 
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ANEXO A – TABELAS  

 

Tabela d2 e d3 
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Fonte: Costa, Epprecht e Carpinetti  (2014) 
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ANEXO B– ALGORITIMO NA LINGUAGEM VBA PARA O CÁLCULO DO 

CPK POR EQUACIONAMENTO  

 

Referenciado de Costa (2021): 

 

Function abc(N, USL, CL, shift, lambda) 

!(µ=shift and σ= lambda) 

N1 = N - 1 

N2 = N – 2 

 

!  

a = WorksheetFunction.Gamma(0.5 * N1) 

 

!  

 

Delta = 0.0001 * 20 

For I = 0 To 10000 

S = Delta * I 

 

 

a1 = ((USL - 3 * CL * S) - shift) * Sqr(N) / lambda 

a2 = ((-USL + 3 * CL * S) - shift) * Sqr(N) / lambda 

 

 

a3 = WorksheetFunction.Norm_Dist(a1, 0, 1, 1) 

a4 = WorksheetFunction.Norm_Dist(a2, 0, 1, 1) 
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aa = (2 / lambda) * Sqr((N1 / 2) ^ N1) * (S / lambda) ^ N2 

 

 

bb = (a3 - a4) * aa * Exp(-0.5 * N1 * (S / lambda) ^ 2) / a 

abc = bb + abc 

 

Next 

abc = abc * Delta 

 

End Function 
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ANEXO C – ALGUNS ÍNDICES DE CAPACIDADE DE PROCESSO 

ENCONTRADOS NA LITERATURA 

 Cp: 

                     𝐶𝑝 =
LSE − LIE

6σ
 

 Ciqr:  

                     𝐶𝑖𝑞𝑟 =
LSE − LIE

2 ∗ IQR
 

 

Onde IQR é a diferença entre o quartil superior e inferior da amostra. 

 

 Ct: 

                     𝐶𝑡 =
R

tσ
 

 

Onde R é amplitude das especificações e t qualquer constante positiva. 

 

 Pp: 

                      𝑃𝑝 =
LSE − LIE

6S̿
 

 Cpk: 

 

                 𝐶𝑝𝑘 = Min (
LSE − μ

3σ
,
μ − LIE

3σ
) 

 Cpku: 

𝐶𝑝𝑘𝑢 =
LSE − μ

3σ
 

 Cpkl: 

𝐶𝑝𝑘𝑙 =
μ − LIE

3σ
 

 Ppk: 

                 𝑃𝑝𝑘 = Min (
LSE − X̿

3σ
,
X̿ − LIE

3σ
) 

 Ppku: 

𝑃𝑝𝑘𝑢 =
LSE − X̿

3σ
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 Ppkl: 

𝑃𝑝𝑘𝑙 =
X̿ − LIE

3σ
 

 Cpm: 

                             𝐶𝑝𝑚 =
LSE − LIE

6√σ2 + (d − μ)2
   

 Cpim: 

                             𝐶𝑝𝑖𝑚 =
1

3√C1α2 + C2β2
   

 

Onde C1 é o custo do fornecedor 1 e C2 o custo do fornecedor 2. 

 

 Rpm: 

                             𝑅𝑝𝑚 =
d

3√σ2 + D2 + (
d
3)

2
   

Onde: 

                           D = |μ − d| 

 

 Cpmk: 

                                 𝐶𝑝𝑚𝑘 = Min (
LSE − μ

3√σ2 + (d − μ)2
,

μ − LIE

3√σ2 + (d − μ)2
)           

 Cpmku: 

𝐶𝑝𝑚𝑘𝑢 =
LSE − μ

3√σ2 + (d − μ)2
 

 Cpmkl: 

𝐶𝑝𝑚𝑘𝑙 =
μ − LIE

3√σ2 + (d − μ)2
 

 C’’pmk: 

𝐶’’𝑝𝑚𝑘 =
d∗ − A∗

3√σ2 + A2
 

 

Onde A = max (d (μ-T))/ Du, d (T- μ))/ D1), Du = LSE − T,  D1 = T − LIE, d∗ =

min(Du, D1) , A = A∗ = |μ − d| 
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APÊNDICE A – ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA 

DESCOBRIR OS LIMITES DE CONTROLE DO CPK 

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

!DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

REAL R(5),MEDIA,XM,NMA    

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPK, CPL, CPU,K, LSE, LIE 

INTEGER NR,N 

 

!INPUTS 

XSTD=1 

XM=0 

LSE=3.0 

LIE=-3.0 

N=5 

 

PRINT*,'DIGITE LIMITE DE CONTROLE:' 

READ(*,*)LC 

 

NR=N 

K =3.0 

  

 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 

                        

                 MEDIA=MEDIA+R(J) 
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10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 CPL=(MEDIA-LIE)/(K*DP) 

 CPU=(LSE-MEDIA)/(K*DP) 

 

 IF (CPL>CPU) THEN 

 CPK=CPU 

 ELSE  

 CPK=CPL 

 END IF 

 

!CONFERIR SE O VALOR DE CPK É MENOR QUE LIMITE DE CONTROLE 

            IF (CPK<LC) THEN 

            CONT = CONT + IJ  

                            GOTO 1000 

            END IF 

 

 

100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

            READ(*,*) 

 END 
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APÊNDICE B – ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA O 

CÁLCULO DOS NMA’S DO CPK PARA DIFERENTES  𝜹 𝑬 𝛌  

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

!DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

REAL R(5),MEDIA,XM,NMA    

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPK, CPL, CPU,K, LSE, LIE 

INTEGER NR,N 

 

!INPUTS 

LSE=3.0 

LIE=-3.0 

LC=0.3924 

N=5 

 

NR=N 

K =3.0 

 

!DESLOCAMENTOS DA MÉDIA E DO DESVIO PADRÃO 

DO WHILE (XM<=1.5) 

XSTD=1 

 

DO WHILE (XSTD<1.6) 

NMAA=0.0 

MEDIA=0.0 

DP=0.0 

CONT=0.0 

 

IF (XSTD==1.1) THEN 

XSTD=1.2 

END IF 

IF(XM==0.75)    THEN 

XM=1 

END IF 

IF(XM==1.25)    THEN 

XM=1.5 

END IF 
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 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 

                        

                 MEDIA=MEDIA+R(J) 

 

10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 CPL=(MEDIA-LIE)/(K*DP) 

 CPU=(LSE-MEDIA)/(K*DP) 

 

 IF (CPL>CPU) THEN 

 CPK=CPU 

 ELSE  

 CPK=CPL 

 END IF 

 

!CONFERIR SE O VALOR DE CPK É MENOR QUE LIMITE DE  CONTROLE 

            IF (CPK<LC) THEN 
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            CONT = CONT + IJ  

            GOTO 1000 

            END IF 

 

100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

 

 XSTD=XSTD+0.1 

  END DO 

 

 XM=XM+0.25 

 END DO 

 

            READ(*,*) 

 END 
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APÊNDICE C– ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA 

DESCOBRIR OS LIMITES DE CONTROLE DO CPM 

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

!DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

REAL R(5),MEDIA,XM,NMA    

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPM, d0,K, LSE, LIE 

INTEGER NR,N 

 

!INPUTS 

XSTD=1 

XM=0 

LSE=3.0 

LIE=-3.0 

N=5 

d0=0.0 

 

PRINT*,'DIGITE LIMITE DE CONTROLE:' 

READ(*,*)LC 

 

NR=N 

K =3.0 

  

 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 

                        



                                                                                                                                           88 

 

                 MEDIA=MEDIA+R(J) 

 

10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 IF (MEDIA>0) THEN 

 d=-d0 

   ELSE 

 IF (MEDIA<=0) THEN 

d=d0 

END IF 

  END IF 

 

 CPM= (LSE-LIE)/(6*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2)))) 

 

!CONFERIR SE O VALOR DE CPM É MENOR QUE LIMITE DE  CONTROLE 

            IF (CPM<LC) THEN 

            CONT = CONT + IJ  

                            GOTO 1000 

            END IF 

 

 

100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

            READ(*,*) 

 END 
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APÊNDICE D– ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA O 

CÁLCULO DOS NMA’S DO CPM PARA DIFERENTES  𝜹 𝑬 𝛌  

 

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

!DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

REAL R(5),MEDIA,XM,NMA    

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPM, d0,K, LSE, LIE 

INTEGER NR,N 

 

!INPUTS 

LSE=3.0 

LIE=-3.0 

LC=0.4773 

d0=0.0 

N=5 

 

NR=N 

K =3.0 

 

!DESLOCAMENTOS DA MÉDIA E DO DESVIO PADRÃO 

DO WHILE (XM<=1.5) 

XSTD=1 

 

DO WHILE (XSTD<1.6) 

NMAA=0.0 

MEDIA=0.0 

DP=0.0 

CONT=0.0 

 

IF (XSTD==1.1) THEN 

XSTD=1.2 

END IF 

IF(XM==0.75)    THEN 

XM=1 

END IF 

IF(XM==1.25)    THEN 

XM=1.5 
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END IF 

 

 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 

                        

                 MEDIA=MEDIA+R(J) 

 

10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 IF (MEDIA>0) THEN 

d=-d0 

  ELSE 

 IF (MEDIA<=0) THEN 

 d=d0 

END IF 

           END IF 

 

 CPM= (LSE-LIE)/(6*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2)))) 
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!CONFERIR SE O VALOR DE CPM É MENOR QUE LIMITE DE CONTROLE 

            IF (CPM<LC) THEN 

            CONT = CONT + IJ  

            GOTO 1000 

            END IF 

 

100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

 

 XSTD=XSTD+0.1 

  END DO 

 

 XM=XM+0.25 

 END DO 

 

            READ(*,*) 

 END 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                           92 

 

APÊNDICE E– ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA 

DESCOBRIR OS LIMITES DE CONTROLE DO CPMK 

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

!DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS 

REAL R(5),MEDIA,XM,NMA    

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPMK, d0,K, LSE, LIE 

REAL CPMKU,CPMKL 

INTEGER NR,N 

 

!INPUTS 

XSTD=1 

XM=0 

LSE=2.2 

LIE=-2.2 

N=5 

d0=0.0 

 

PRINT*,'DIGITE LIMITE DE CONTROLE:' 

READ(*,*)LC 

 

NR=N 

K =3.0 

  

 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 
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                 MEDIA=MEDIA+R(J) 

 

10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 IF (MEDIA>0) THEN 

 d=-d0 

   ELSE 

 IF (MEDIA<=0) THEN 

d=d0 

END IF 

  END IF 

 

 CPMKU= (LSE-MEDIA)/(3*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2)))) 

 CPMKL= (MEDIA-LIE)/(3*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2))))) 

 

 IF (CPMKL>CPMKU) THEN 

 CPMK=CPMKU 

 ELSE 

 CPMK=CPMKL 

 END IF 

 

 

!CONFERIR SE O VALOR DE CPM É MENOR QUE LIMITE DE  CONTROLE 

            IF (CPMK<LC) THEN 

            CONT = CONT + IJ  

                            GOTO 1000 

            END IF 
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100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

            READ(*,*) 

 END 
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APÊNDICE F– ALGORITIMO NA LINGUAGEM FORTRAN PARA O 

CÁLCULO DOS NMA’S DO CPMK PARA DIFERENTES  𝜹 𝑬 𝛌  

 

!BIBLIOTECA  

USE  MSIMSL 

  

REAL R(5),MEDIA,XM,NMAA 

REAL DP,XSTD,LC  ,CONT, CPMK,K, LSE, LIE, d,d0 

REAL CPMKU,CPMKL 

INTEGER NR,N,L 

 

!INPUTS 

LSE=2.2 

LIE=-2.2 

LC=0.1729 

d0=0.0 

N=5 

 

NR=N 

K =3.0 

 

!DESLOCAMENTOS DA MÉDIA E DO DESVIO PADRÃO 

DO WHILE (XM<=1.5) 

XSTD=1 

 

DO WHILE (XSTD<1.6) 

NMAA=0.0 

MEDIA=0.0 

DP=0.0 

CONT=0.0 

 

IF (XSTD==1.1) THEN 

XSTD=1.2 

END IF 

IF(XM==0.75)    THEN 

XM=1 

END IF 

IF(XM==1.25)    THEN 

XM=1.5 

END IF 
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 !LOOPING 100.000 SIMULAÇÕES 

DO 1000 I=1,100000 

  

           !LOOPING PARA CONTAR O NMA DE CADA SIMULAÇÃO 

DO 100 IJ=1,20000 

     

 !DECLARAÇÃO DAS VARIÁVEIS ALEATÓRIAS NORMAIS 

            CALL RNNOR (NR, R) 

            CALL SSCAL (NR, XSTD, R, 1) 

            CALL SADD (NR, XM, R, 1) 

            MEDIA=0.0 

            DP=0.0 

 

                DO 10 J=1,N 

                        

                 MEDIA=MEDIA+R(J) 

 

10    CONTINUE 

 

      MEDIA=MEDIA/N 

                

                DO 20 J=1,N 

 

                DP=DP+( R(J)-MEDIA )**2 

 

20    CONTINUE 

 

            DP=SQRT((DP/(N-1))) 

 

 IF (MEDIA>0) THEN 

d=-d0 

  ELSE 

 IF (MEDIA<=0) THEN 

 d=d0 

END IF 

           END IF 

 

 CPMKU= (LSE-MEDIA)/(3*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2)))) 
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 CPMKL= (MEDIA-LIE)/(3*(SQRT((DP)+((d-MEDIA)**2)))) 

 

 IF (CPMKL>CPMKU) THEN 

 CPMK=CPMKU 

 ELSE 

 CPMK=CPMKL 

 END IF 

 

!CONFERIR SE O VALOR DE CPM É MENOR QUE LIMITE DE CONTROLE 

            IF (CPMK<LC) THEN 

            CONT = CONT + IJ  

            GOTO 1000 

            END IF 

 

100     CONTINUE 

1000     CONTINUE 

 

            NMA=CONT/100000 

            WRITE(*,*)NMA 

 

 XSTD=XSTD+0.1 

  END DO 

 

 XM=XM+0.25 

 END DO 

 

            READ(*,*) 

 END 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


