UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA - UNIFEI
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
FISICA

Espalhamento Compton na Eletrodindmica
Quantica com Quebra de Simetria de
Lorentz.

Carla Ribeiro Rodrigues da Rocha

Itajuba, 14 de outubro de 2022



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA - UNIFEI
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
FISICA

Carla Ribeiro Rodrigues da Rocha

Espalhamento Compton na Eletrodinamica
Quantica com Quebra de Simetria de
Lorentz.

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduacgao em
Fisica como parte dos requisitos para obtencao do Titulo de

Mestre em Ciéncias em Fisica.

Area de Concentracgao: Fisica

Orientador: Prof. Dr. Gabriel Flores Hidalgo

14 de outubro de 2022
Itajuba



Agradecimentos

Ao Prof. Dr. Gabriel Flores Hidalgo, meu pai académico, muito obrigada pela
paciéncia infinita, pelo conhecimento dividido e pela amizade, conselhos e piadas. Prin-
cipalmente, obrigada por acreditar em mim nos momentos que eu mesma nao acreditei!

Sua orientacao fez toda a diferenca na minha trajetéria académical

Aos professores que me lecionaram durante o mestrado, Dr. Alexis Roa Aguirre,
Dr. Fabricio Barone Rangel e Dr. Eduardo Bittencourt , vocés sao incriveis, obrigada por
edificarem essa minha etapa académica. A Unifei por toda minha formacéo e & FAPEMIG

pelo financiamento deste projeto.

Aos amigos JP e Rocga, por todas as discussoes referentes a Fisica e a vida. Aos
amigos Sara, Gabes, Ju, Mari e Gaby, por absolutamente tudo! Amo vocés demais e sou

muito feliz de ter vocés como irmaos de coragao!!!

Especialmente a Deus, a minha mae, ao meu v6 e minha v6. Como eu gostaria que

vocés pudessem ler isso!

E, finalmente, aos meus caes Miojo, Hiena, Fiapo e Sirius, as minhas chinchilas
Parmesao, Provolone e Bolacha e a minha calopsita Cléo, por me fazer levantar da cama,
vencer os desafios e tornarem uma pessoa melhor. Obrigada por serem minha familia e

tornarem minha casa um lar.



Resumo

Apés uma revisao da Eletrodinamica Quantica e o calculo em detalhe da secao de choque
associado ao efeito Compton, nesta dissertacao, apresentamos os calculos da secao de
choque do espalhamento Compton em um modelo de Eletrodinamica Quantica com quebra
de simetria de Lorentz. No modelo sob estudo, consideramos um termo de violacao de

simetria de Lorentz que modifica o vértice da teoria deixando os propagadores inalterados.

Palavras-chaves: Eletrodinamica Quéantica. Quebra de Simetria de Lorentz. Efeito Comp-

ton.



Abstract

After a review of Quantum Electrodynamics and the calculation in detail of the cross
section associated with the Compton scattering effect, in this dissertation, we present
the calculations of the Compton scattering cross section in a Quantum Electrodynamics
model with a term that breaks Lorentz symmetry. In the model under study, we consider
a Lorentz symmetry violation term that modifies the vertex of the theory leaving the

propagators unchanged.

Key-words: Quantum Electrodynamics. Lorentz Symmetry Breaking. Compton effect.
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1 Introducao

Na Natureza observa-se diversos tipos de simetrias. Duas dessas simetrias que
ganham notoriedade sdo a CPT e a de Lorentz. A simetria CPT nos fala sobre a conjugacao
de carga (transformacao interna que nao abrange a estrutura do espago-tempo, sendo a
responsavel por cambiar particulas e antiparticulas), inversao de paridade (associada a
inversao espacial) e reversao temporal (inversao da coordenada temporal). A simetria de
Lorentz, por sua vez, nos diz que existe uma simetria observacional (ou equivaléncia de
observagao), sendo uma consequéncia da relatividade restrita. Em outras palavras, as leis
da fisica sdo equivalentes (invariantes) para todos os observadores inerciais que se movem
entre si a velocidade constante. Nas chamadas transformacoes de Lorentz estao as rotagoes
e os boosts. Temos trés categorias para as transformagoes de Lorentz: as transformagoes do
observador, envolvendo mudancas de coordenadas e relacionando observagoes realizadas
em dois referencias inerciais com velocidades e orientagoes relativas; as transformagoes de
particula, relacionando, através de boosts num mesmo referencial fixo, duas particulas com
orientacao e momentos de spin relativos (ndo influenciando campos externos caso estejam
presentes) e transformagoes inversas ativas, que num referencial inercial fixo induzem

boosts sobre todas as particulas e campos (mesmo que estes sejam externos) [1][2].

A teoria quantica de campos (TQC), desenvolvida essencialmente a partir da sime-
tria de Lorentz e da mecanica quantica, descreve o comportamento de particulas elementa-
res como excitagoes localizadas no espago-tempo. A maturacao dessas ideias conceberam
o Modelo Padrao (MP) da fisica de particulas, uma das teorias mais bem consolida-
das tanto no aspecto de sua formulacdo tedrica quanto na sua verificacdo dos resulta-
dos experimentais, baseado nas simetrias CPT e de Lorentz. O Modelo Padrao Minimo
SU(3)xSU(2)xU(1), baseado nas simetrias de gauge, Lorentz e CPT, é a melhor teoria
atualmete para descrever de forma unificada trés das quatro forcas de interagoes basicas:
eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca. O Modelo Padrao descreve a maioria dos
blocos bésicos constituintes do universo, explicando como quarks (que constituem prétons
e néutrons) e léptons (na qual se incluem elétrons) constituem toda a matéria conhecida.
Também explica como as particulas portadoras de forca, pertencentes a um grupo mais
amplo de bdsons, influenciam os quarks e 1éptons. De forma resumida, a interacao eletro-
magnética é mediada por fotons e envolve a interagao de campos elétricos e magnéticos.
A forga forte, intermediada pelos glions, é a responsavel pela estabilidade de ntcleos
atomicos. A forca fraca, intermediada pelos bésons W e Z, é a responsavel pelas reagoes
nucleares que ocorrem no interior de estrelas. No entanto, o Modelo padrao tem limites.
Os béson de Higgs, responsavel por gerar massa aos quarks, aos léptons carregados e aos

bosons W e Z, e nao sabemos se ele gera massa para os neutrinos. Além disso, é falho
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com relacao a unificagdo da forca gravitacional as outras, esta permanenendo as margens
do Modelo Padrao, o qual também nao explica a assimetria de matéria e antimatéria.

Também as chamadas matéria escura e energia escura nao estao encaixadas na teoria.

Existe outro modelo qualitativamente diferente do Modelo Padrao minimo, que
é a Teoria de Cordas, desenvolvida a partir da década de 1960, que tem como proposta
a unificacdo da teoria da relatividade e teoria quantica, tratando de objetos extensos
unidimensionais (cordas) como constituintes da matéria, ao invés de particulas (objetos
adimensionais). Essa perspectiva eliminaria eventuais problemas associados a presenga de
particulas pontuais na teoria tradicional. Seus defensores véem nesta teoria uma possivel
solugao da questao da gravitacao quantica, depositando nela também a descri¢ao da inte-
racao de outras forcas da natureza. Apesar de grandes avancos matematicos, em especial
na teoria de supersimetria, ainda nao ha, até o presente momento, tecnologia suficiente
que permita efetuar experimentos a fim de se testar a teoria. Ainda, na teoria de Cordas,
a quebra de simetria ocorre de forma espontanea. O Teorema CPT, que nos diz que sis-
temas fisicos sdo invariantes sob transformagoes que envolvam simultaneamente inversoes
de carga, paridade e tempo, toma suposi¢oes para sua demonstragao que sao invalidas
dentro do contexto das Cordas, ja que estas sao objetos extensos, e mais ainda, possui
mais que as quatro dimensoes do espaco-tempo. Ao contrario do MP, a teoria das cordas
envolve interagdes que podem desestabilizar o vacuo (temos a possibilidade de uma quebra
da simetria de Lorentz que ocorre de forma natural quando o vacuo perturbativo da corda
é instavel), ocasionando valores esperados nao nulos para os tensores de Lorentz, gerando
entao efeitos fisicos pequenos, porém nao negligencidveis. Assim como numa teoria de
particulas a quebra espontanea de simetria ocorre quando as simetrias da Lagrangeana
nao sao respeitadas pelo estado fundamental da teoria, na teoria de cordas a mesma ideia

se aplica [3][4][5][6].

Numa teoria covariante (aquela que mantém as leis da fisica da mesma forma
para todos os referenciais inerciais) envolvendo além das quatro dimensoes do espago-
tempo, ja é esperada alguma quebra espontanea da simetria de Lorentz de dimensao mais
alta. Quando a quebra de simetria se estende para as quatro dimensoes macroscopicas do
espago-tempo, tem-se que a violagao de Lorentz aparente pode ocorrer dentro do proprio
MP, o que poderia representar um possivel efeito observavel da teoria fundamental que se
origina fora da estrutura convencional dos modelos de gauge nos quais o MP é baseado.
Neste sentido, tem sido desevolvida uma estrutura que possa tratar os efeitos dessas vio-
lacOes espontaneas da simetria de Lorentz dentro do contexto da teoria efetiva de baixa
energia, onde pode-se induzir termos que aparentam violar a invariancia explicitamente.
No entanto, os efeitos sao minimos, ja que a simetria de Lorentz continua sendo uma pro-
priedade da teoria fundamental justamente porque a quebra é espontanea, o que implica
que caracteristicas diversas atrativas as teorias fundamentais devem se manter na teoria

efetiva de baixa energia. Os métodos de quantizacao nao sao afetados. Ainda, um outro
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aspecto importante quando ha quebra espontanea, é que ambas as teorias fundamental

quanto a efetiva de baixa energia permanecem invariantes de Lorentz do observador|5].

Essa estrutura para tratar violagao espontanea de Lorentz tem sido usada para ob-
ter uma extensao do Modelo Padrao minimo que viola tanto a simetria de Lorentz quando
a CPT. A modificagdo do Modelo Padrao é feita levando em consideragao a possibilidade
de uma eventual quebra de simetria CPT e consequentemente quebra da simetria de Lo-
rentz, de acordo com o teorema de Greenberg (no entanto, é possivel haver violacao de
Lorentz mantendo-se a invariancia CPT) [7]. Essa estrutura para tratar violagoes espon-
tdneas de Lorentz e possivelmente CPT é proposta por Kostelecky e Colladay [4] e é feita
introduzindo-se termos de acoplamentos entre os campos de particulas e os campos que
ocasionam a quebra de simetrias de Lorentz e CPT no entao denominado Modelo Padrao
Estendido (SME). Em adicao as caracteristicas desejaveis da conserva¢do do momento-
energia, temos ainda a invariancia do observador de Lorentz, quantizacao convencional,
hermiticidade, microcausalidade e positividade da energia. Temos também nessa estensao
do MP a invaridncia de Gauge e renormalizacao por contagem de poténcias. Isso emergeria

de qualquer teoria fundamental que gera o Modelo Padrao e tem a violagao esponténea.[§]

Podemos fazer investigacoes tedricas da quebra das simetrias de Lorentz e CPT
extraindo do Modelo Padrao estendido uma eletrodindmica quéntica (QED) que envolva
violagao das simetrias, ou seja, uma QED generalizada que envolva modificagoes da QED
usual nos férmions e fétons, permitindo entao as violagoes. A motivacao para esta abor-
dagem ¢ interessante devido aos resultados de testes de alta precisao da QED em di-
versos experimentos. Neste trabalho ignoraremos diversas questoes tedricas importantes
tais como se a violacao de Lorentz espontanea se estenderia as quatro dimensoes fisicas
e todas as questoes envolvendo essa questao, restrigoes ou efeitos de um Modelo Padrao

nao minimo. Também desconsidera-se aqui efeitos gravitacionais|8].

Historicamente, tem-se trabalhos com perspectivas bastantes distintas das apre-
sentadas por Kostelecky. Diversos autores, seguindo trabalhos anteriores de Dirac e Hei-
senberg, consideraram quebras espontaneas nao-fisicas de Lorentz de forma a interpetar o
féton como um béson de Nambu-Goldstone (um bdson sem spin que surge naturalmente
em modelos tedricos em que a quebra de simetrias ocorre de forma esponténea). Nielsen
[9] por outro lado sugeriu que a simetria de Lorentz pode ser uma manifestacdo de uma
teoria fundamental que néo considera a invaridncia de Lorentz. Ainda, Hawking [10] su-
geriu que a Mecanica Quantica convencional seria invalidada por efeitos gravitacionais, o

que poderia levar, dentre outros efeitos, a violagao da CPTI[5].

Na parte experimental, enfrenta-se dificuldades devido a falta de precisdo para
detectar sinais da quebra de simetria de Lorentz. Alguns testes mais sensiveis no entanto
podem fornecer resultados interessantes sobre o efeito de acoplamento da violagao de

Lorentz. Alguns que podemos citar sdo: [3]
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o Observacao de oscilagoes de méson neutros, cuja predicdo é a de que sinais para
violagoes de Lorentz e CPT em experimentos com mésons neutros dependeria da
magnitude do boost e orientacao dos mésons envolvidos, o qual, dentre os diversos
efeitos gerados, é que experimentos com sensibilidade estatistica comparavel aos
efeitos de CPT podem, de fato, nao ter alcance de equivalente da CPT. Isso pode
acontecer se os mésons envolvidos tiverem espectros de momento muito diferentes

ou se estiverem bem colimados;

o experimentos da QED comparativos em armadilhas de Penning, que consiste em
prender particulas individuais por periodos prolongados de tempo de tal forma que
possibilite medicoes exatas de suas propriedades. Também temos medidas compa-

rativas de frequéncia de ciclotron e frequéncia andémala gracas a essas armadilhas.

« Medidas de birrefrigéncia cosmolégica (medidas de polariza¢ao da luz para galaxias
distantes), na qual a restri¢ao mais forte vem da auséncia de birrefrigéncia em escalas

de distancias cosmoldgicas.

o Espectroscopia de hidrogénio e anti-hidrogénio, cuja ideia é obter dados a partir de
uma espectroscopia de alta precisao para os dois sistemas, que podem ser compara-

dos para prover testes CPT.

o Assimetria de barions, cuja investigacao leva a possibilidade de ser um possivel
efeito observavel da CPT, na qual a assimetria poderia ser produzida em equilibrio
térmico de termos de violacao da CPT. Isso poderia representar uma alternativa a

bariogénese convencional que requer processos de quebra de simetria CP.

Tudo isso explica o grande interesse em estudar pequenas corregoes das violagoes
de Lorentz e CPT no Modelo Padrao, ja que poderiam surgir de violagoes maiores da
simetria de Lorentz ocorrendo na escala de Plank. Ao longo dos tiltimos anos tem aparecido
diversos trabalhos em modelos de teoria de campos com quebra de simetria de Lorentz,
os efeitos da mesma tem sido amplamente investigados em diferentes cenarios. Citamos
algtns trabalhos em Mecanica Estatistica, [11, 12, 13, 14, 15, 16], no Efeito Casimir [17]-
[22], na Condensagao de Bose-Einstein [23]-[27]. Tambem hé trabalhos no setor da QED,
[28]-[32], em modelos com condigdes de fronteira [33, 34, 35, 36|, termos de tipo Chern-
Simons [37]-[41], processos de espalhamento [42]-[46], correspondencias geométricas [47,
48], modelos de super-simetria [49]-[53], asssim como em outros assuntos interessantes.

Uma exaustiva lista de referencias pode ser encontrada em [54].

Um dos processos fisicos de relevancia tedrica e experimental é o efeito Compton,
observado por primeira vez em 1923 por Arthur Holly Compton, o qual foi fundamental
para o desenvolvimento da mecanica quantica e a teoria quantica de campos. Este é um

espalhamento elastico da luz por um elétron livre, onde se observou que o comprimento
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de onda da luz espalhada é diferente do comprimento da radiagao inicial, sendo a dife-
renga denominada desvio Compton. Essa descoberta rendeu a Compton o prémio Nobel
de 1927. A relevancia do efeito Compton é que ele demonstra que a luz nao é exclu-
sivamente um fenémeno ondulatério. O espalhamento Thomson (onda eletromagnética
espalhada por particula livre, explicado de acordo com o eletromagnetismo classico) nao
solucionava a questao de desvios do comprimento de ondas em baixas intensidades, onde
se faz necessaria uma descri¢do que leva em consideracao propriedades do tipo particula
para a luz. Ainda, o espalhamento Compton de um féton é um processo que pode ser
descrito com alta precisao pela QED. A sessdao de choque é uma quantidade mensuravel
que pode ser usada para testar a validade da teoria, e o espalhamento Compton carrega
em si a possibilidade de se tornar um teste para a violacdo de Lorentz. O calculo das
sessoes de choque do espalhamento numa teoria com violagao de Lorentz podem envolver
sutilezas em comparagdo ao caso invariante. Referenciais diferentes aqui podem nao ser
mais equivalentes, como no caso tratado por Altschul [55], onde o autor considera um

termo de violacao de Lorentz na parte quadratica do lagrangeano da QED.

No presente trabalho, consideramos o calculo da se¢do de choque em nivel de arvore
em um modelo de QED com termo de quebra de simetria de Lorentz que modifica o termo
de interacao mas mantém o termo quadratico com essa simetria. Dessa forma, o célculo
nao possui as sutilezas apontadas em [55]. Conforme veremos, nesse caso a amplitude de
espalhamento é similar em forma ao caso com simetria de Lorentz, onde agora os vetores
de polarizacao dos fétons aparecem como se fossem rotacionados. Isso permitird obter a
secao de choque de uma maneira bastante simples em um caso particular. Devemos aqui
mencionar que um trabalho similar ao apresentado nessa dissertagao tem sido considerado
em [8], onde os autores também consideram o cdlculo das se¢oes de choque de outros
processos da QED. Porém, os resultados obtidos, no que tange ao espalhamento Compton

sao diferentes por um termo.

Com o intuito de tornar este trabalho o mais acessivel e didatico possivel, dentro
das limitagoes de espacgo, consideramos em primeiro lugar no capitulo 2 uma revisao da
Lagrangeana na QED. Para tal consideramos uma breve revissao da Teoria Cléassica de
Campos. Nesse capitulo abordamos a quantizacdo do campo eletromagnético livre, pelo
método de Gupta-Bleuler e consideramos a obtencao do propagador que serd usado para
descrevermos as amplitudes de espalhamento através das regras de Feynman. Na sequén-
cia abordamos a quantizacao do campo de Dirac livre, onde chegaremos ao propagador
de Dirac. Finalmente consideramos o termo de interacao da QED e enunciamos as regras
de Feynman correspondentes para o calculo das amplitudes de espalhamento. No capitulo
3 apresentamos o espalhamento Compton na QED sem violagao de Lorentz, onde sao
apresentados os calculos explicitos para a amplitude de espalhamento, a sessao de cho-
que diferencial e a sessao de choque para elétrons nao polarizados. Ainda, esse capitulo

mostra calculos sobre os tragos das matrizes . O capitulo 4 trata do espalhamento Comp-
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ton na QED sob quebra de simetria de Lorentz em um modelo particular e finalmente
apresentamos as nossas conclusoes no capitulo 5.

Ao longo desta dissertacao, a menos que se diga o contrario, usamos unidades

naturais ¢ = h = kg = 1 e para a métrica de Minkowski usamos a assinatura n*" =

diag(1,—1,—1,—1).
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2 A Lagrangiana da QED

Nesse capitulo faremos uma revisao da Eletrodindmica Quéantica (QED). A agao
da QED ¢é dado por

§= [ (= {EWF™ 5070, — m)u — cirroa,) 2.1)

onde p = 0,1,2,3 e os indices repetidos estdao somados conforme a notacao de Einstein.
O tensor de campo eletromagnético ¢ dado por F,, = 9,4, — 0,A,, o campo de dirac ¢
¢ um campo matricial com quatro componentes e 1; = 1T7°. As matrizes v* sdo matrizes
4 x 4 que satisfazem a édlgebra de Clifford. O primeiro termo em (2.1) descreve o campo
eletromagnético livre, o segundo o campo de Dirac livre e o ultimo termo descreve a inte-
ragao entre esses campos. Nas seguintes se¢des vamos considerar cada um desses termos,
desde o ponto de vista quantico. Veremos que o primeiro termo descreve fétons livres, o

segundo elétrons e positrons e o ultimo termo a interagao entre os mesmos.

Com o intuito de tornarmos esse capitulo o mais independente possivel dentro
das limitacoes de espaco, revisamos em primeiro lugar, brevemente e sem demonstragao,
alguns dos resultados da teoria classica de campos no que diz respeito as equacoes de
movimento e as leis de conservacao segundo o teorema de Noether. Para detalhes veja a

referéncia [56].

Dado um sistema de N campos ¢,, com agao

Slo] = /d4:v£(¢a, uta), (2.2)

onde a densidade lagrangiana L, ou simplesmente lagrangiana, depende dos campos e das
suas derivadas primeiras no maximo, as equacoes de movimento sao dadas pelas equagoes

de Euler-Lagrange:

oL oL
— = |=1]=0, a=1,2,...,N. 2.3
60. " (amma)) 23)
A partir da lagrangiana obtemos o momento canonicamente conjugado ao campo, I1,(x)
como e
I[My(x) = ——. 2.4
= 5@ 24

Em termos do momento canonicamente conjugado ao campo, definimos o hamiltoniano

do sistema por

H= /d3x H( o, I1,), (2.5)

onde a densidade hamiltoniana H, vem dada por

H=> M, 00¢, — L. (2.6)
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Se o sistema descrito pela a¢ao (2.1) é invariante por translagoes espago-temporais
ot — xt 4 at, (2.7)

entao, usando o teorema de Noether, obtemos que as quatro quantidades seguintes se

conservam:
pr— /d3x T 4 =0,1,2,3: (2.8)
onde o tensor de momento energia, 7" vem dado por
oL
™ = ——0"¢, — "' L (2.9)
0(0ua)

na qual consideramos que os indices repetidos estao sendo somados e n** = diagonal(1, —1,

Em geral, P° coincide com o Hamiltoniano do sistema.

Por outro lado, considerando uma transformacao de Lorentz
t — ot = A Y, (2.10)

onde A*, = A" (w), a matriz de transformagao de Lorentz, depende de seis pardametros
Wy = —Wyy, trés parametros de rotacao espacial e trés de transformacoes de Lorentz

propriamente ditas, i.e, boosts. Neste caso os campos se transformam segundo

Ga(w) = @ (a) = (72 (), (2.11)

onde J* = — J"F sdo seis matrizes cuja dimensao depende do tipo de campo. Assim, por
exemplo, se 0 campo ¢, for escalar entdo J* = 0, tal que ¢, (2') = ¢ (). Em geral, essas

matrizes, chamadas de geradores do grupo de Lorentz satisfazem a dlgebra
9, 9] = i (27 g ). (2.12)

No caso do campo vetorial, como o eletromagnético A*, os geradores sao matrizes reais
4 x 4, os quais sdo obtidos colocando a transformagao A*(z') = A* A”(x) na forma
exponencial. Considerando transformagoes de Lorentz infinitesimais, A¥, = 6, + wh

onde o wh, — 0, resultado é que as componentes dos geradores sao dadas por

(JH)% =i (77“0‘6”5 — n”“5“5> . (2.13)

Por outro lado, no caso do campo de Dirac, os geradores sao matrizes complexas 4 X 4,
dados por

7 = L) (214)

Se a agdo (2.2) é um escalar de Lorentz, i.e, invariante sob transformacoes (2.10)-
(2.11), entao de acordo ao teorema de Noether, ha seis quantidades conservadas, M* =
—M"" dadas por

- / dx (T — T%a) —i / & T, (z) (J*),, éu(2). (2.15)

—1,

1),
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Dessas seis quantidades, trés tem significado fisico direto, os quais sdo associados a simetria
bl )
por rotacoes espaciais, M¥, relacionados com as componentes do momentum angular M
por
1 .
N VY]
M, = 2e”kM . (2.16)

Em (2.15), considerando as componentes espaciais, o primeiro termo esta associado ao
momento angular orbital do sistema, o qual pode ser visto pela similaridade do integrando
com o momento angular orbital de uma particula. Por outro lado, o segundo termo de-
pende da natureza intrinseca do campo, sob transformagoes de Lorentz, e esta associado
ao momento angular intrinseco do sistema, também chamado de spin. Denotando o spin
por S, temos para as suas componentes uma relagao similar a (2.16), onde S% vem dado
por

S — / dx T(x) (79)  gu(a). (2.17)

As quantidades conservadas anteriores se referem as simetrias espago-temporais
da acao. Consideremos agora simetrias associadas as transformacoes internas, i.e, que nao
estao relacionadas com as transformacoes de coordenadas. Considerando campos comple-

x0s, temos as transformacoes de fase globais,

Ga(w) = ¢, (2) = €"a(x), di(x) = O (2) = ¢ a(x) (2.18)

onde 0 é real e constante. Se a acao for invariante sob essas transformacoes de fase, entao,

usando o teorema de Noether, obtemos a seguinte quantidade conservada,

Q=5 [ Ex(au@i(@) - 630 a(a) (219)

Essa quantidade conservada ¢ relacionada com a carga do sistema. No caso do campo de

Dirac, essa quantidade coincide com a carga elétrica do sistema.

Para quantizar o sistema, elevamos os campos e seus momentos canonicamente
conjugados a categoria de operadores e impomos relagoes de comutagao ou anti-comutacao
entre os mesmos. No caso de campos associados a particulas de spin inteiro quantizamos
mediante relacoes de comutacao, enquanto que campos associados a particulas de spin
semi-inteiro sao quantizados mediante relagoes de anticomutagao [57]. Na proxima segao
tratamos o caso do campo eletromagnético livre, i.e, o sistema descrito pelo primeiro
termo em (2.1). Nesse caso quantizaremos usando relagoes de comutagao. Posteriormente,
ao tratar o campo de Dirac livre, segundo termo em (2.1), quantizaremos usando relagdes

de anticomutacao.
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2.1 O campo eletromagnético livre

A densidade lagrangeana do campo eletromagnético livre é dada pelo primeiro

termo da expressao (2.1),

1
L= _ZFWF’“' (2.20)
onde
F,, =0,A, —0,A, (2.21)

é o chamado tensor de campo eletromagnético. As componentes do potencial quadrivetor

A* sdo dados por
Al = (AY) AY), (2.22)

onde identificamos as componentes temporal e espacial, respectivamente, com o potencial

eletrostatico e o potencial vetor,
A'=¢, Al=A,, A*=A4A, A=A, (2.23)

de onde os campos elétrico e magnético sao dados respectivamente por

0A
Podemos ver que as componentes de F'*” nos dao as componentes dos campos elétrico e
magnético,
0O —-E, —E, —E,
E., 0 -B, B
(F*) = Y (2.25)
E, B, 0 —-B,

E. —B, B, 0

As equagbes de movimento para o campo, obtidas usando-se as equacoes de Euler-Lagrange

a partir de (2.20), sdo dadas por
0, F"™ =0, (2.26)

O sistema descrito pela lagrangeana (2.20) é invariante sob transformagdes de Lorentz e

de gauge, isto é, sob transformagoes,
A, — A+ 0,0 (2.27)

temos

Fu — F,,. (2.28)
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Em termos do potencial vetor, de (2.26) temos
OA" — 9%(9,A") = 0. (2.29)

Devido a invariancia de gauge, temos a liberdade de impor condigdes nos campos vetoriais.

Dessa forma, tomando a condicao do gauge de Lorentz,

0.A=0, (2.30)
temos, da equacao anterior

OA* =0, (2.31)

isto €, no gauge de Lorentz, as componentes do campo eletromagnético seguem a equacao
de Klein-Gordon para um campo escalar sem massa. As solugoes para a mesma sao dadas

por
At(z) = Z(]/Eff[a(k, rYe(k,r)e” ™ + a*(k,r)e"(k, r)eik'm}; (2.32)

no qual

d*k
—_— k
oniaay YW

e e*(k,r) sdo quatro vetores linearmente independentes e ortonormais,

dk = = |k, (2.33)

e(k,r).e(k,s) =n". (2.34)

Esse vetores sao os vetores de polarizacao do campo eletromagnético. Uma base explicita

para esses vetores pode ser dada na forma:

e"(k,0) = (1,0,0,0)

i B k
(k,3) = (0,“{’)

(k1) = (0,€)
(k,2) = (0,e) (2.35)

onde €, e € sao ortonormais entre si e ortogonais ao vetor k. Dessa forma, vemos que no
gauge de Lorentz temos polarizagoes temporal, *(k,0), longitudinal €*(0, 3) e transversos
e"(k,1) e e*(k,2).

Para obter o hamiltoniano do sistema e sua posterior quantizagao, precisamos do

momento canonicamente conjugado ao campo A", o qual vem dado por

8£
“w 10

Tomando ¢ = 0 na equacdo anterior temos II° = 0, isto é, aparece um problema de

vinculo que nos impede de estabelecermos as relacoes de comutacao, entre os operadores
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de campo e o momento canonicamente conjugado, de forma consistente. Uma forma de
contornar esse problema de sistema vinculado é quantizar a teoria em um outro gauge.
Podemos usar o chamado gauge de Coulomb V. A onde resolvemos explicitamente para a
componente temporal do campo, isto é reduzindo de forma explicita o nimero de graus de
liberdade do campo, e trabalharmos somente com os graus de liberdade fisicos. Porém, esse
gauge nao ¢ explicitamente covariante de Lorentz, dessa forma tornando certos calculos

extremamente dificultosos.

Para contornar os problemas anteriores quantizaremos pelo método de Gupta-
Bleuler. O método consiste em modificar a densidade lagrangeana do sistema da seguinte

forma:

1 A
L= —ZFWF‘“’ — 5(aHA#)Z, (2.37)

onde A\ é uma constante. Note que mediante a imposicao do Gauge de Lorentz 0.4 = 0,
o termo de modificacdo na expressao anterior se elimina e dessa forma obtemos a equi-
valéncia entre os sistemas descritos pela lagrangeana da eletrodindmica classica (2.20)
e a lagrangeanda modificada de Gupta-Bleuler (2.37). Porém, devemos notar que a la-
grangeana de Gupta-Bleuler (2.37) ndo é mais invariante por transformagoes de Gauge,
i.e, o termo (9,A")? quebra essa simetria. Assim entao, para termos a equivaléncia entre
a teoria modificada e o campo eletromagnético a condi¢do de Lorentz deve ser imposta

como um vinculo no sistema.

Da lagrangeana (2.37) as equagoes de movimento sao dadas por
OA* 4 (1 — N\)o*(0.A) =0, (2.38)

no qual, quando tomamos o chamado gauge de Feynman, A = 1, temos como solugoes
para OA* = 0 a expressao dada pela Eq. (2.32). No que segue vamos nos restringir ao

caso A = 1. Dessa forma, considerando o momento canonicamente conjugado ao campo,

temos
oL
"= ———— = " — n"(d.A), 2.39
) 70(0.4) (239
onde vemos que nao ha mais problemas de vinculo, ja que II° = —9,A*. Certamente se

impormos a condi¢ao do gauge de Lorentz, voltamos a ter o problema do vinculo. Dessa
forma devemos colocar essa condicao de forma adequada em nivel quantico, conforme

veremos mais abaixo.

De (2.37) obtemos para o Hamiltoniano, considerando o gauge de Feynman, A = 1,

H:/d3x

E?2 B2 ) 1 ,
5 Ty AN = S (BA + A, (2.40)
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que pode ser reescrita usando (2.32) como
- 3
H = [ dk w(k) ( S a*(k, r)a(k, r) — a*(k, 0)a(k, 0)). (2.41)
r=1
Por outro lado para o momentum linear do sistema obtemos, usando o teorema de Noether,
oL
P = - / Px 2T A
XaAu
s 3
= [k k( S a*(k, ralk, r) — a*(k, 0)ak, 0)). (2.42)
r=1

Para quantizarmos o sistema elevamos os campos a categoria de operadores, A* IT* —
A* TI* ou equivalentemente a, a* — @, a'. Impondo as relacdes de comutacio entre os ope-

radores de campo,

[AM()Q t)’ ﬁu(Y) t)] = —7?77’”W5(X - Y)7 [A”(X, t)a AV (Y7 t)] =0, [ﬂu(xv t)> ﬁu(Y7 t)] =0;

(2.43)

temos em termos dos operadores de aniquilacdo e criacdo, a e af,
la(k,r), &T(q, )] = —(2m)%2w(k)6(k — q)nys, (2.44)
[a(k, ), a(g, s)] = [a' (k. 7),a' (g, 5)] = 0. (2.45)

Para o operador hamiltoniano, considerando as relacées de comutagao entre os operadores

de aniquilagdo e criagdo, teremos em relagdo ao correspondente classico (2.41),

. 3
i = [ di k) ( S al(k, rak, ) — al (k, 0)a(k, 0)) + 28, (2.46)
r=1
onde o termo extra 2F,, com
Eo = ; / &k w(k)d(k = 0), (2.47)

provém como consequéncia das relagoes de comutagao entre os operadores de aniquilagao
e criagao. Por outro lado para o operador momentum linear temos a mesma expressao

(2.42) onde agora aparecerao os operadores de criagao e aniquilagao,

3
P [dt k(Z ot (k, r)a(k, r) — af (k, 0)a(k, 0)), (2.48)
r=1
onde nao ha termo extra nesse caso devido a que a integracdo em k se anula, como

consequéncia de que o integrando correspondente é uma funcao impar em k.

Das expressoes (2.46) e (2.48), podemos ver que o espectro do sistema descrito
pela lagrangiana de Gupta-Bleuler consiste de uma particula sem massa, o féton, com

quatro possiveis estados. Para isto, definimos o estado de vacuo |0) tal que

a(k,r)|0) =0, Yk, (2.49)
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A partir do estado de vacuo, os estados de uma particula sdo obtidos aplicando o operador
de criagdo nesse estado, i.e., os estados af(k,r)|0) sdo autoestados do operador de ener-
gia e momentum com as seguintes carateristicas: Os estados de particulas associados as
polarizacdes tranversais e longitudinais, i.e., criadas pelos operadores a'(k,7), j = 1,2, 3,
possuem momentum k e energia w(k) = |k|. Por outro lado os estados de particulas as-
sociados & polarizacdo temporal, criadas pelo operador af(k,0), possuem momentum —k
e energia —w(k) < 0. Este ltimo é problemdtico devido a que, sob o ponto de vista
experimental, particulas livres possuem energia possitiva. Por outro lado, esses estados
de energia negativa possuem outro severo problema. Tomando o moédulo ao quadrado do

estado de uma particula a'(k,r)|0) obtemos
(Ola(k, r)a (k,r)|0) = —(2m)32w(k)(k — k)1, (2.50)

onde usamos as relagoes de comutacao (2.44) e a relagao (2.49). Considerando o estado
de particula temporal, r = 0, vemos de (2.50) que o estado correspondente possui norma

negativa, o qual quebra a interpretacao probabilistica de teoria quantica.

Por outro lado nao devemos perder de vista que estamos considerando o sistema
descrito pela lagrangiana modificada de Gupta-Bleuler, e nao o campo eletromagnético
livre. Conforme vimos, no caso classico, a equivaléncia entre esses dos sistemas é obtida
impondo-se a condicao do gauge de Lorentz. Mas nao podemos impor essa condi¢ao na
forma operatorial, ja que isso resultaria novamente no vinculo I = —0,A" =0, o qual
estaria em conflito com a primeira das relagbes de comutagao (2.43). Vamos impor a

condicao do gauge de Lorentz quanticamente da seguinte forma:

(51|00 A |1is) = 0, (2.51)

onde definimos os estados fisicos como os estados |;s) que satisfazem essa condigao.

Podemos notar que a condi¢ao acima é equivalente a condigao
9, AP ey = 0, (2.52)

onde A*H) ¢ definido como o termo de frequéncias positivas na expressio (2.32), i.e,
3 — .
A (z) =% / dk a(k, r)e(k, r)e= . (2.53)
r=0
Usando explicitamente A*(H)(z) na expresao (2.52), obtemos

/ feihe Z%d(k, PYe(k,r).kltsis) = 0 (2.54)

mas, €' (k, 1) e e*(k, 2) sdo ortogonais a k*, assim o segundo e o terceiro termo no somatério
da expressdo anterior sdo nulos. Por outro lado, e(k,0).k = k% = |k| e e(k,3).k = —|K|, e

teremos de (2.54), como consequéncia,

(ak, 0) = (k. 3) ) [ 52) = . (2.55)
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que é a equacao que define os estados fisicos da teoria. Como consequéncia da condic¢ao
fisica (2.55), teremos contribui¢ao nos observaveis somente dos fétons transveros. Assim,
usando (2.46) e (2.48) nos valores esperados para o hamiltoniano e o operador de momen-

tum nos estados fisicos, obtemos respcetivamente:

(Wrisl Hlgis) = (Wyis] (;/EZE w(k)al(k,r)a(k,r) +2€o) [¢5is) (2.56)

2 —
WraPlogis) = (gaol 3 [ de el (k,matk, )l gi), (2.57)
r=1

onde as contribuigoes das polarizagoes temporal e longitudinal se cancelam devido a re-
lagao (2.55). Temos entdo dois graus de liberdade que contribuem para energia e o mo-
mentum dos estados fisicos. Apenas os modos transversos aparecem. Precisamos ainda
distinguir esses estados de particulas, ja que temos dois com a mesma relagdo momento
energia, £ = w(k) = |k|. Esses estados sao distinguiveis através do momentum angu-
lar intrinseco ou spin. Porém, como as particulas nao possuem massa, consideramos a

helicidade, ou a projecao de spin ao longo da direcao de movimento.

A partir da densidade lagrangeana (2.37), usando o Teorema de Noether, o ope-

rador de spin no gauge de Feynman ¢é obtido como

§ii = / BT AT — 11 A, (2.58)
em termos dos quais as componentes do operador de spin S sdo dadas por
Sy = 67”“53 (2.59)
Substituindo a expansdo de A¥(z),I1(z) em termos de a e af, obtemos
§— Z/Eﬁc“lzl (&T(k, Da(k,2) — a(k, 1)l (k, 2)), (2.60)

onde desconsideramos os termos a(k,0) e a(k, 3) devido a que os mesmos nao contribuirao
nos estados fisicos, definidos conforme (2.55). Podemos notar que os estados transversos
a'(k,r)]0), r = 1,2 ndo sdo autoestados dos operador de spin, nem do operador de helici-
dade correspondente. Construimos estados transversos que sao autoestados do operador
de helicidade mediante combinacao linear dos estados transversos anteriores. Definindo

os operadores transversos positivos e negativos por

a(k,+) = é(d(l@,l)ii&(l{ﬂ))
al(k,+) = %(d*(lﬁ,l)q:i&*(kzﬂ)) (2.61)

e usando (2.44)-(2.45), podemos mostrar que

[a(k, £),a'(q, +)] = (2m)*2w(k)d(k — q) (2.62)
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e que todos os outros comutadores envolvendo os operadores transversos sao nulos. Usando
as relagoes inversas a (2.61), reescrevemos o operador de spin (2.60), obtendo

§— /&E@(a*(k, Dak, +) — at (k, —)a(k, —)>. (2.63)

Para os operadores hamiltoniano e momentum obtemos expressoes similares a (2.46) e

(2.48) onde os operadores transversos a(k,r) e af(k,r) sdo substituidos pelos operadores
a(k,£) e a'(k,£). Assim, os estados

|k, &) = a'(k, £)[0) (2.64)

sao estados de uma particula de momentum k e energia w(k) = |k|. J& que essas parti-
culas nao possuem massa, consideramos a helicidade correspondente a esses estados de
particulas. Usando (2.63) obtemos para o operador helicidade ao longo do vetor k

h(k) = Sk

- ak [ X X .
= Jdi g (@@ i b —daate ) @6)

Aplicando esse operador de helicidade ao estado de uma particula de polarizagao positiva
definido em (2.64), obtemos

Bk 4 = [ A il el (. +)10)

-
—

_ -k al )32 L
= [l @) e 26 - @

= |k, +), (2.66)

onde usamos as relagoes de comutagao (2.62) e a(k,4)|0) = 0. Da mesma forma, para o

estado de polarizacao negativa, obtemos

Dos resultados (2.66) e (2.67), vemos que os possiveis autovalores do operador de spin
ao longo da direcao de movimento sdo iguais a +1 e -1, isto é, as particulas associadas
aos autoestados correspondentes possuem spin 1 (o estado de projegao nula nao aparece
porque a particula ndo é massiva). Dessa forma, concluimos que o sistema descrito pela
lagrangiana modificada de Gupta-Bleuler (2.37), sujeita a condi¢ao de Lorentz quantica
(2.51), possui por espectro particulas livres de massa nula e de spin 1. Devido a que
o campo ¢é real, essas particulas sao eletricamente neutras. Temos entao dois tipos de

particulas distinguiveis pela helicidade, e identificamos essas particulas com os fétons.

O propagador do campo eletromagnético livre é definido por

GO (x —y) = (0T (Au(2) A, ())]0), (2.68)
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onde T(flu(as)fly (y)) é o operador de ordenamento temporal. Aplicando o operador §°, 0+

(1 —X)9,0% em G usando as equagdes de Heisenberg, equivalente as equacdes (2.38),

e usando as relagoes de comutagao (2.43), obtemos de (2.68),
(09,0 + (1= N)3,0%) G(x — y) = inwd(z — y). (2.69)
Considerando o gauge de Feynman A = 1, temos para o propagador
0,G) (x —y) = inud(z —y), (2.70)

que ¢ basicamente a equacao correspondente para o propagador do campo escalar real
com massa nula. Assim, a solu¢ao para o propagador no gauge de Feynman é:
efik(mfy)

k2 + ie

d*k

AT , (2.71)

GES?(‘T - y) = _7:7]/11// (

onde € — 0. No caso geral, a solugdo de (2.70) pode ser obtida usando-se transformada

de Fourier. O resultado é dado por

d'k
(27m)*

Da expressao acima obtemos imediatamente o propagador livre no espaco de momentos:

M (1= Nk,
K2 +ic | A(K® + ie)?

GO —y) = —i / ) . (2.72)

1= Nk,k
GOy = —i| o v 2.73
wlb) = e T N + i (2.73)
No gauge de Feynman temos
0 - Nuv
GO (k) = =i~ (2.74)

k% +ie
O propagador no espaco de momentos sera de utilidade para expressarmos as amplitudes

de espalhamento da QED segundo as Regras de Feynman.

2.2 O campo de Dirac livre

Consideremos agora o segundo termo da lagrangiana (2.1), que descreve o campo
espinorial ¥ (x), chamado de campo de Dirac livre. Nesse caso a densidade lagrangiana

vem dada por
£ = §(i9 0, — mu, (2.75)
onde as matrizes v* sao matrizes 4 X 4 que satisfazem a algebra de Clifford:
{7 =20, (2.76)
ou seja, essas matrizes satisfazem

F}/OT = 707 PYJT = _7j7 .7 = 17273' (277)
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Em (2.75), ¢(x) é um campo com quatro componentes complexas,

(U
(O
- 9.78
(8 e (2.78)
(0N
€
P =y’ (2.79)

Vemos que no total ha oito campos reais independentes. Equivalentemente, podemos
considerar como campos independentes as quatro componentes de 1 e 1. Dessa forma,

usando as equagoes de Euler-Lagrange (2.3), temos

oL oL
aw‘**<agmw>> =0

oL oL

Teremos entao, para v e ¢ respectivamente,

(i7"0, — m)p(x) = 0 (2.81)

D) (i7", +m) = 0. (2.82)

Note que a equagao anterior pode ser obtida a partir de (2.81) por conjugacao complexa. A
equagao (2.81) é denominada equagdo de Dirac. Multiplicando por 1 e 1, respectivamente,

as equagoes (2.81) e (2.82), obtemos uma equagao de continuidade
" =0, (2.83)

onde identificamos a densidade de corrente

JH(x) = plz)y" Y (x). (2.84)

Multiplicando por 7° na equacio de Dirac (2.81), podemos reescrever essa equagao

como
P .
z—w = (a.p+mp)y, (2.85)
ot
onde
B=7" ai=9"" (2.86)

Historicamente, a Equagao de Dirac foi introduzida pelo Dirac como uma tentativa de
generalizar a equagao de Schrodinger para uma particula relativistica. [58]. Nesse sentido,

em (2.86), o operador &.p + mfB é considerado como o operador Hamiltoniano e ()
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é visto como uma funcao de onda. Porém, esse ponto de vista possui inconsisténcias,
como energias negativas para particulas livres. Para detalhes a respeito, assim como a
solugao de Dirac para esse problema mediante o chamado mar de Dirac, veja [71]. Ainda,
considerar ¢(z) como uma funcao de onda nao é correto. Para ver isto, consideremos uma

transformagao de Lorentz com parametros w,, = —w,,:
o = A (w)z”. (2.87)

Sob a transformacao anterior, ¢’ se transforma segundo
(@) = e T (), (2.88)

onde J* = —Jg, sdo seis matrizes 4 x 4 que atuam na matriz 1) de 4 componentes.
Essas matrizes devem satisfazer a élgebra do grupo de Lorentz (2.12). Essas matrizes
sdo determinadas através da covariancia de Lorentz da equagao de Dirac, isto é, se ¢ (x)

satisfaz (2.81) entdo ¢'(z’) deve satisfazer
(in"0, —m)' (). (2.89)

Dessa forma, substituindo (2.88) na expressao anterior e usando (2.81), se encontra que

(TP A1) = i(n*yP — nPry®), (2.90)
que tem como solucao
I =2 (2.91)

Finalmente, uma substitui¢ao direta da expressao anterior em (2.12) permite verificar que
as matrizes J** segundo (2.91) satisfazem a algebra do grupo de Lorentz. Agora, para
que ¥ (x) seja vista como uma fungdo de onda, a mesma deve se transformar de forma
unitéria, assim preservando a sua interpretacdo probabilistica. Para isto, as matrizes J,
segundo pode-se ver de (2.88), devem ser hermitianas. Usando (2.77), ndo é dificil ver de
(2.91) que JYT = —J% ¢ JiT = J¥ ou seja, a transformagdo (2.88) ndo é unitaria sob

transformacoes de Lorentz propriamente ditas, mas somente sob as rotacoes espaciais.

Dessa forma, vemos que, estritamente falando, ¥ (z) ndo pode ser vista como uma
funcdo de onda. Essa funcdo deve ser vista como um campo cldssico, no mesmo pé de
igualdade que o campo eletromagnético classico. Uma teoria quantica consistente sera

obtida mediante a quantizacao desse campo.

Sendo que na representacao de Heisenberg as equagoes classicas de movimento sao
equivalentes as equagoes de Heisenberg para os operadores (de campo), com o intituito
de quantizar o campo de Dirac, vamos considerar as solugoes da equagao de Dirac (2.81).
Para tal, consideramos uma representacao explicita para as matrizes v*. Vamos usar a

chamada representacao de Dirac, onde

I 0 , 0 i
S [t P} o (Pe @ (2.92)
O2x2  —Iaxo —0; Oaxa
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onde o; sao as matrizes de Pauli:

01:(0 1), 02:(9 _i), 03:(1 O). (2.93)
10 v 0 0 —1

Consideremos solugoes de tipo onda plana para (2.81),

w(Jr)(x) _ €7ik'zu(/€>
P (z) = e*FTyk) (2.94)
onde u(k) e v(k) sdo espinores coluna de quatro componentes, os indices (+) e (—) se refe-

rem as solugdes chamadas de energias positivas e negativas, respectivamente. Substituindo

(2.94) em (2.81) obtemos respectivamente

(V*h = m)u(k)
(V*ku +m)o(k)

Y

0
0, (2.95)

K =w(k) = VK2 +m?2 . (2.96)

Para determinar matrizes colunas u(k),v(k), consideramos em primeiro lugar particulas

em repouso, onde k = 0, kg = m. Nesse caso (2.95) se reduzem a
(4" = Dmu(0) = 0
(7" + Dmo(0) = 0. (2.97)

Usando (2.82) para 7° na equacio acima, teremos duas solugoes linearmente independen-

tes, para cada uma dessas equacoes, que podem ser colocadas na forma

)

u(0,1) = (2.98)

= o O O

Para particulas em movimento k # 0, u(k,r) e v(k,r) podem ser obtidas tomando

uk,r) = (Y"k, +m)u(0,r)

v(k,r) = (Yk,—m)v(0,r) (2.99)
as quais satisfazem o par de equagoes (2.95). Dessa forma, usando explicitamente (2.92)
obtemos
1 0
0 1

ol
+
l??‘?
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k. ke
k —k,
U(ka 1) =13 1+ ’ U<k7 2) = T4 0 . (2101)
0 1
onde os fatores 7, sao fatores de normalizacao e
~ k
k, = z
k’o +m
~ k, + 1k
ky=-——2 2.102
* ]CO +m ( )
Tomando os fatores n de tal maneira que
ﬁ(k, Z)U(k,j) = 5ij7
podem-se mostrar as seguintes relagoes de ortogonalide
k
ul (k i)u(k, j) = o' (k, )o(k, j) = 3
u(k,i)v(k, j) = v(k,i)u(k,j) = 0 (2.104)

e de completeza

S g (k)i (k, i) = (’”m)
af

i=1 2m

2 ¥—m
k,i)vg(k,1) = | —— 2.1
;va( ,1)0p(k, 1) ( 5 ) (2.105)
1= af

A solugdo geral da equacdao de Dirac, é dada por uma superposicao linear de

solugoes de onda plana (2.94), i.e,
2
v) =Y [k vam (b(k, PYulk, r)e 4 d*(k, r)o(k, r)eik‘x>, (2.106)
r=1

onde b(k,r) e d(k,r) sdo os coeficientes de expansao nas solu¢oes em ondas planas.

A Lagrangeana de Dirac (2.75) nao depende explicitamente das coordenadas espaco-
temporais, ou seja, temos invariancia por translacoes de espago e tempo, que nos resulta
em conservagao do momento e da energia. De forma geral, a Lagrangeana também ¢é inva-
riante por transformacoes de Lorentz, que inclui as rotagoes espaciais, que nos resulta na
conservagao do momento angular total do sistema. Usando (2.8)-(2.9), onde consideramos
os campos ¢ e 1) como independentes obtemos para a energia e o momentum linear do

sistema, respectivamente

PO = / dx 1 (@) (2), (2.107)
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P— —i/d3x o (2) V(). (2.108)

Para o momento angular intrinseco, usando (2.17) e (2.91) obtemos

5= [x e @k ) (2.109)

Finalmente, notemos que a lagrangiana de Dirac também é invariante por transformagoes

de fase globais
= (z) = eP(z)
V() = e Y(a), (2.110)

onde o = cte. Como consequéncia temos outra quantidade conservada, a qual é equivalente

a quantidade conservada devido a equagao de continuidade, (2.83), i.e, dado por
Q = / d*x J°(x)
- /d3x D @) (). (2.111)

Usando a expansao em ondas planas, (2.106), nas equagoes (2.107), (2.108) e

(2.109) encontramos respectivamente,

PO — Z:/d/% ko (b*(k, bk, ) — d(k;,r)d*(k;,r)), (2.112)

P— zijl/d/% k<b*(k, bk, ) — d(k,r)d*(k:,r)) (2.113)

Q= ﬁj/dl% (b*(k;,r)b(k:,r) +d(k, 1) (k, r)). (2.114)

Considerando agora o momento canonicamente conjugado ao campo, usando a

lagrangeana do campo de Dirac, obtemos

(z) = 8(?90Lw) =) (2.115)

de onde podemos obter o momento canonicamente conjugado a v tomando o adjunto da

expressao anterior:
I (2) = —irh(x). (2.116)

Usando (2.115) e (2.116), obtemos o Hamiltoniano do sistema como sendo equivalente a

PO ie,

H=P° (2.117)

Y
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dado pela equagao (2.112).

Com os ingredientes acima, podemos considerar a questao da quantizacao do
campo de Dirac. Para tal elevamos os campos e os correspondentes operadores cano-

nicamente conjugados a categoria de operadores,
W=, P, M-I, 10f — 1 (2.118)
e postulamos, para t fixo, as relagoes de anticomutacao seguintes entre esses operadores,

{a(x,1),15(y, t)} = i0agd(x —y)
{(OL(x, 1), 1T )} = idapd(x—y); (2.119)

e todas as outras relagoes de anti-comutagao sao nulas quando avaliadas no mesmo ins-

tante de tempo. Usando II = 3T e IIT = —43) chegamos a

{ta(x,1), 05y 1)} = dag 6(x — ). (2.120)

Na representacao de Heisenberg os operadores de campo satisfazem as equagoes classicas
de movimento. Assim, podemos tomar como operador de campo a expansao em ondas
planas (2.106),

= i/cﬁc \/%(B(k, ryu(k,r)e” 4 d*(k,r)v(k,r)eik‘”) (2.121)

onde agora b(k,r) e d(k,r) passam a ser operadores. Da equacao anterior e seu adjunto,
podemos resolver para esses operadores em termos dos operadores de campo, e usando

(2.120) encontramos que

{b(k,r),b(q, )} = {d(k,7),d (g, 5)} = (27)*2ko6(k — Q).
{b'(k,s),0'(q, )} = {d!(k,7).d'(q,5)} = {b(k,r),d(q,5)} =0,
{b(k,r),d"(g,)} = 0. (2.122)

Em termos dos operadores de criagdo e aniquilagdo temos para as expressoes (2.112),
(2.113) e (2.114), respectivamente

A-y [ i (ch, Pk, ) + d (k, P)d(k, 7”)) _2p, (2.123)
P i [ i k(?ﬂ(k, Pk, r) + di (k, r)ciuc,r)) (2.124)

0= Z / dk(b* (e, )bk, 1) — &T(k,r)d(k:,r)) + Qo (2.125)
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onde usamos as rela¢oes de commutagao (2.122) e
Qo =2 / di (273200 (k — k) (2.126)

é uma constante que tende a infinito.

Analisemos o espectro a partir do estado de vacuo |0), definido por
b(k,r)|0) = d(k,r)|0) = 0. (2.127)

Usando (2.123)-(2.126), podemos ver que o estado de vicuo |0) possui energia —2E, e
carga Qo infinitos, assim como momento linear nulo. Por outro lado, aplicando os opera-
dores (2.123)-(2.125) nos estados b'(k, 5)|0) e d'(k, 5)|0), encontramos, usando as relaces

de anticomutacao (2.122), respectivamente

Hb' (K, 5)[0) = (ko — 2E0)bT (K, 5)]0), (2.128)
Pb(k, 5)[0) = kb'(k, 5)]0), (2.129)
Qbt(k, 5)|0) = (1 + Qo)b' (k, 5)|0), (2.130)
Hd' (k,)|0) = (ko — 2E)d' (k, 5)|0), (2.131)
Pd'(k, 5)|0) = kd'(k, 5)|0), (2.132)
Qd' (k, 5)[0) = (=1 + Qo)d' (k. 5)[0). (2.133)

As equagdes (2.128)-(2.130) nos mostram que o estado bf(k, 5)|0) descreve uma particula
relativistica de momento-energia (ko, k) e carga 41, onde consideramos essas quantidades
referidas em relagao a energia e a carga do estado de vacuo |0). De forma, similar as equa-
coes (2.131)-(2.133) mostram que o estado bf(k, s)|0) descreve uma particula relativistica
de momento-energia (ko, k) e carga -1. De forma mais precisa, os estados bf(k, s)[0) e
CZT(k;, 5)]0) descrevem, cada um, dois tipos de particulas com as mesmas energias e car-
gas, cada estado de particula sendo distinguido pelo nimero quantico s = 1,2. Para
distinguir essas particulas, consideramos a componente do spin ao longo de uma determi-
nada direcao, o qual tomaremos sem perda de generalidade como sendo o eixo z. Usando

S, = %eiijjk, de (2.109), encontramos para o operador de spin ao longo do eixo z

S. = ;/d?’x e ( 7z OM) d(x), (2.134)

2x2 Oz
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onde usamos a representacao de Dirac para as matrizes 4 e tomamos o campo como ope-
rador. Usando a expansao em ondas planas (2.121) em (2.134) e aplicando esse operador
no estado de uma particula em repouso b'(0,7)[0), obtemos

2
SHO.0N0) = m Y [ dx [ didg(B (k. )l (k. 5)™ + dlk, 5)01 b, 5)e )

s,l=1

O2x2 02

( 0, 02><2> (E(Q, l)u(q, l)efiq.x 4 dAT(q7 l)U(Q7 l)eiq.x) bT(O, 7’)‘0>

- ;Zl“T(O’S) ( 7 OM) u(0,7)b(0, 5)[0)

2x2 Oy
(_1)r+1 bT
2

onde usamos as relagoes de anticomutagao (2.122), a forma explicita das matrizes de Pauli

(0,7)[0), (2.135)

e das matrizes colunas u(0, ) dadas por (2.98), assim como as relagoes de ortogonalidade
(2.104). Em (2.135) também foi desconsiderada a contribuigao infinita do spin do vécuo.

Da mesma forma considerando o estado de particula ciT(O, r)]0), podemos obter
PUEN —1)" 4
S.d'(0,7)]0) = (;dT(O,T)\O). (2.136)

O resultado em (2.135) nos diz que o estado de particula bf(0,7)|0) pode ter projecio
de spin ao longo do eixo z igual a +1/2, o que nos indica que essas particulas possuem
spin 1/2. De forma similar de (2.136) os estados de particulas df(0,7)|0) representam
estados de uma particula de spin 1/2. Assim, concluimos que no espectro do campo de
Dirac temos 4 tipos de particulas relativisticas de massa m. Dessas quatro particulas
duas possuem cargas positivas e as outras duas cargas negativas. Dentro das particulas
positivas ou negativas, diferenciamos as particulas pela projecao de spin em uma dada
direcao. Identificamos as particulas criadas pelo operador Bf(k,r) com os elétrons e as

criados pelo operador czf(k, r) com os positrons.

Podemos generalizar de forma simples os resultados acima e mostrar que o espectro

mais geral do campo de Dirac vem dado por estados
bt (ky, )b (K, 72) .. b (K, 70 )d (1, 51)d (g2, 82) .- df (s 5m)|0),) (2.137)

o qual representa um estado de n + m particulas relativisticas livres de spin 1/2, onde n
particulas possuem carga positiva e m particulas possuem carga oposta. Note que segundo
a expressao (2.137) ndo existe um estado onde mais de uma particula possua os mesmos
nimeros quanticos, ja que nesse caso, usando as regras de anticomutacao, obteriamos um
estado nulo, isto devido a que bf(k,r)bT(k,7) = 0 ou di(q,s)d'(q,s) = 0. Dessa forma

vemos que o espectro do Campo de Dirac satisfaz o principrio de exclusao de Pauli.

Analisemos agora o propagador do campo de Dirac. Nao é dificil mostrar que

(OIT (tha(x)5(y))[0) = 0 (2.138)
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(OIT ($L () () [0) = 0. (2.139)
Dessa forma definimos o propagador do campo de Dirac como

iS(x —y) = (01T (D)) ) o). (2.140)

A

do(y) )[0).

onde iSp(x — y) tem estrutura matricial 4 X 4, com componentes <O\T<z$a(x)

O ordenamento temporal para o campo de Dirac é definido como

A

T($(x)d(y)) = O(x° — 1) (x)i(y) — O(° — 2°)(w)d (). (2.141)
Aplicando (iv*d,, —m) em (2.140) e usando (2.141) temos
i(i7" 9% — m)Sp(z,y) = (ir* — m){O|T (d(2)d(y)) 0)

= (0]ir°5 (2" >a>m@+w<ﬁ-wm@w@m
%—mwwwm D)) 0)

= {0l (D), ¥ (y)}o(z0 — 10)[0), (2.142)

onde usamos a equagao de Dirac (2.81) para cancelar o tltimo termo da segunda igualdade.
Devido ao termo d(zg — ¥o), 0 anticomutador na tltima linha da expressao anterior esta
avaliado no mesmo instante do tempo. Assim, podemos usar a relagdo de anticomutagao

(2.120). Dessa forma, usando ¢ (y) = ¥ (y)7°, ndo é dificil encontrar que
{(@),v(y)} = 3(x — y)". (2.143)
Substituindo em (2.140) e usando (7°)? = 1, temos

(iv"0;, —m)Sk(z,y) = d(z — y). (2.144)

Para resolver essa equagao, tomemos
Sr(w,y) = (iv"0; + m)Ap(z — y). (2.145)
Substituindo em (2.144) e usando (iy*9% — m)(iy*0% + m) = —O — m?, obtemos que
(O +m?)Ap(z —y) = —3(z — 1), (2.146)

isto é, Ap(x — y) é o propagador do campo escalar real, cuja solugdo vem dada por

dAk efik(zfy)

2.14
2m)4 k2 — m? + i€’ (2.147)

AF(x—y):/(
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onde € — 07. Substuindo (2.147) em (2.145) encontramos para o propagador do campo
de Dirac
d*k efik.(acfy)
Se(w—y) = (iv"dz+m) [
r(@=y) (i9"0, +m) (2m)* k2 — m?2 + ie
_ [ Oty g
B (2m)* k2—m2+ie

(2.148)

Da expressao anterior podemos obter o propagador do campo de Dirac, no espago de

momentos como sendo o integrando a menos do fator exponencial,

(K +m)

Sp(k) = ———"— 2.149
P = (2149)
onde usamos a notagao
K="k, (2.150)
A expressao (2.149) também pode ser escrito como
1
Sp(k) = —— 2.151
o) = . (2151)
onde usamos que
k> —m? 4 ie = (K —m +ie) (¥ +m — ie). (2.152)

2.3 O termo de interacdo e as regras de Feynman

Nas se¢oes anteriores vimos que os dois primeiros termos da lagrangiana da QED
(2.1) nos descrevem fétons, elétrons e pdsitrons livres. O tltimo termo de (2.1) descreve,
a grosso modo, a interagdo entre essas particulas. Para confrontar os resultados tedricos
com os dados experimentais, tratamos a seguinte situacao fisica. Iniciamente consideramos
um conjunto de particulas livres, os quais sao descritos pelo vetor de estado i), os quais
sofrem um processo de colisao. Como resultado desse processo, apods a colisao o estado
final é em geral diferente ao estado inicial. Segundo os postulados da Teoria Quéantica,
o que podemos predizer a respeito do estado final é a amplitude de probabilidade de
encontrarmos o estado final em algum estado (de particulas) |f). Essa amplitude de

probabilidade de colisao vem dada pela chamada matriz S,
Sir = (f1Ur(00, —00) i), (2.153)

onde U 1(—00,00) é o operador de evolu¢ao na chamada representacao de interagao, onde

os operadores de campo evoluem de forma livre. Esse operador satisfaz

0 ~ A A
— Uy = HU 2.154
Zat I IY171, ( )

onde H; é a parte de interacao do Hamiltoniano, o qual no caso da QED vem dado apartir
do ultimo termo de (2.1)

Hi=e / &Px ()" (x) A, (). (2.155)
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A equacgao anterior pode ser resolvida de forma iterativa, obtendo-se

A

Ur(oo, —00) = i (_:?n /d4x1...d4an[zzlA/1w1...zﬁw/fnwn], (2.156)
n=0 :

onde A = A, e o subindice avaliado no ponto correspondente. Usando a expressao
acima em (2.3.1), podemos calcular as amplitudes de espalhamento a ordem em e. Dessa
forma, usando o Teorema de Wick podemos obter as chamadas regras de Feynman para a
matriz S. Em lugar de deduzir essas regras, vamos aqui citar as mesmas e no final dessa
secao forneceremos uma justificativa do chamado vértice da teoria, com o intuito de ver
como esse termo se modifica quando introduzirmos posteriormente o modelo com quebra

de simetria de Lorentz.

A proposta das regras de Feynman para a matriz S é expressar em graficos a série
perturbativa que aparece na mesma. Para tal se consideram os seguintes ingredientes:
propagadores e vértices. Os propagadores sao obtidos a partir do termo livre da Lagran-
giana, e sao os mesmos ja obtidos nas se¢des anteriores. O vértice é obtido a partir do
termo de interacao. No caso da QED temos dois propagadores, os quais sao representados

por linhas. Representamos o propagador eletromagnético por

k —int
=iD (k) = ——, 2.157
D (R) = (2157)
enquanto que o propagador fermidnico é representado pela linha:
Sk = — (2.158)
=1 = . .

Fp P—m+ie

O vertice é representado pelo seguinte grafico de trés linhas
= —iey" (2.159)

Dado um processo de espalhamento, representamos os elétrons iniciais por linhas fermio-
nicas que apontam na dire¢cao do fluxo do tempo enquanto que os positrons iniciais sao
representados por linhas que apontam em direcao contraria. Os elétrons e pésitrons finais
apds a colisao sao representados respectivamente por linhas que apontam em dire¢oes
contrarias aos iniciais. Os fotons iniciais e finais sao representados por linhas onduladas.
Tanto a energia e momentum fluem no sentido do fluxo do tempo para todas as particulas.
Uma vez feitas essas representagoes, essas linhas sdo consideradas as linhas externas. As
mesmas devem ser etiquetadas com os nimeros quanticos das particulas que representam,
i.e, momentum-energia, spin, polarizacio e carga. A continuacio ligamos essas linhas ex-

ternas mediante os vértices (2.159). O ntimero de vértices em um dado grafico nos fornece
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a ordem de aproximacgao em poténcias da constante de acomplamento e. Uma vez fixada
uma determinada ordem, ou nimero de vértices, devem ser desenhados todos os grafi-
cos compativeis com as linhas externas e vértices. Como cada vértice contém uma linha
de elétron e uma linha de positron, a construcao anterior garante de forma automatica
a conservacao da carga elétrica em todo processo de colisao da QED. Desconsiderando
colisoes triviais, ficamos com os graficos chamados de conexos, isto é, graficos que estao

completamente conectados.

Uma vez desenhados os gréaficos correspondentes a um dado processo de colisao,
as linhas internas devem ser etiquetadas com valores de quadrimomentum respeitando
a conservacao dessas quantidades nos vértices. Uma vez feito isto, atribuimos valores de
acordo com as regras de Feynman para a QED:

e Cada vértice com indice p do quadrivetor contribui com um fator —z'efygﬁ. O indice
1 é referente ao propagador de foton, e os indices a, 5 sdo referentes aos propagadores
fermidnicos.

e Cada linha interna de féton, de quadrimomento k, contribui com um fator z'DFW(k), no
qual p e v sdo contraidos com os indices dos vértices em suas terminagoes.

e Cada linha interna de elétron de quadrimomento p contribui com um fator iSg(p)

e Cada linha externa de féton, de momento k e polarizagao e(k) contribui com um fator
de €"(k), no qual p é contraido com o indice do vértice no qual a linha estd conectada

e Cada linha externa de elétron inicial, de momento p e spin s, contribui com um fa-
tor de v/2mu(p, s). Por outro lado, cada linha de pésitron inicial contribui com o fator
V2mii(p, s).

e Cada linha de elétron final, de momento p e spin s, contribui com um fator de funcao
de onda de v/2mii(p, s). Cada linha de pésitron final contribui com o fator v/2muv(p, s).
e Cada laco fechado fermidnico contribui com um fator de —1

e Graficos obtidos a partir de outros por permutagoes de linhas externas fermionicas de-
vem ser multiplicadas pelo fator —1 se o niimero de permutacoes for impar.

e Cada quadrimomento interno independente k é integrado, com o fator (g%ﬂ

e Deve ser tomado o trago sobre cada lago fechado fermionico.

e Cada grafico deve ser multiplicado pelo fator s, /n! onde s,, é a multiplicidade do grafico
e n o numero de vertices.

e A expressio completa deve ser multiplicada pelo fator total (27)*6*(P; — P;), onde P;

e Py sao os quadrivetores de momento-energia total inicial e final respectivamente.

Para finalizar essa se¢ao, vejamos como justificar o vértice da QED e a conservagao
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do momento-energia na mesma. Para tal tomemos a transformada de Fourier dos campos

vw) = [ g e (2.160)
0w) = [ s o) (2.161)
Au(z) = / (;54 e~ R A (k) (2.162)

e substituindo na integral temporal da Eq. (2.155), obtemos

7 . d*k d4q d4p 4 —i(k—q p).m:
Jar = ef it v e @ k) Aup)

d*k d*q d'p RPN TN
B 6/ (2m)* (27)* (2m)* 2m) (@) (k) Au(p)d(p — g+ k) (2.163)

Integramos em ¢ devido a que ¢é esse termo que aparece na expressao para o operador
de evolucao temporal. Na expressao acima, a delta de Dirac garante a conservagao do

momento-energia em cada vértice.
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3 Espalhamento Compton na Eletrodinamica

Quantica.

Nesse capitulo apresentamos o calculo da se¢do de choque no efeito Compton,
segundo a Eletrodindmica Quantica. Embora o calculo do mesmo seja apresentando em
diferentes livros textos, apresentamos aqui um calculo em detalhe, com o proposito de

facilitar os calculos do préximo capitulo.

3.1 A amplitude de espalhamento

/{;1 l{?g kl k?

4! P2 b1 D2

Figura 1 — Diagramas de Feynman para o espalhamento Compton em primeira ordem
diferente de zero

O caso de nosso interesse é o espalhamento Compton, no qual iremos calcular a
sessao de choque. Temos que o estado inicial é descrito por um elétron de momento p; e
um féton de momento ki, e o estado final é dado pelo elétron de momento py e um féton

de momento ky. Ou seja, os estados inicial e final apos a colisdo sdo respectivamente

|Z> = |p17k1>7 (31)
1f) = Ip2,ka). (3.2)
Nos vetores de estado anteriores nao escrevemos explicitamente as polarizagoes dos fétons
e elétrons. Os diagramas de Feynman para o efeito Compton, sdo mostrados na figura 1,
onde nos limitamos aos dois termos de mais baixa ordem, diferentes de zero, i.e, diagramas

de dois vértices. Usando as regras de Feynman para o elemento de matriz S, e somando

os dois termos representados pelos graficos na figura 1, obtemos
Siﬁf = —i(27T)454(Pf - PZ')Tif, (33)

onde a chamada amplitude de espalhamento vem dada por

ﬂf = 62(2m) (u2¢2mflul + u2¢1]¢1—]€12—7n¢2u1> s (34)
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com u; = u(py, $1), uz = u(ps, 2), €/ = (k1) e €4 = e"(ky). Em (3.4) desconsideramos o
fator ¢ — 0 no denominador dos propagadores, ja que o mesmo nao tera efeito algum nos

resultados finais. Usando

1 _ ptm

p—m (3.5)
na equagao (3.4), obtemos
_ + K +m _ P — Ko +m
T, = 2(2 h .
F=¢€*(2m) {uyzg o Fh )= m2¢1U1 + Uafy (o1 — o) — m2¢2U1
que, colocando os termos comuns em evidéncia, teremos
_ + K +m 1 — Ko+ m
Ty = *(2 e 3.6
=€ (2m)uy [¢2(p1+k‘1)2—m2¢1 +¢1(p1 _k2)2_m2¢2 1 (3.6)

Por simplicidade dos cdlculos, tomaremos o referencial do laboratorio onde o elétron inicial

¢é considerado em repouso. Teremos portanto
pi-€; =0. (3.7)
O quadrivetor de polarizagao e o quadrivetor de onda sao ortogonais, i.e,

k2 =0, i=1,2. (3.9)
Usando para o elétron

p? =m?, (3.10)

temos para os denominadores em (3.6)

(pr+ k) —m* = pi+2p.k +kF —m*=m?+2p.k —m® =2p1.k; (3.11)
(pr — ko) —m? = pl—2p1ke+ ki —m? =m? —2p1.ky — m* = —2p1.ky (3.12)

Analisemos agora os numeradores de (3.6). Usando a identidade

AB + BA=2A.B (3.13)

obtemos

Prfiur + fiprur = 2pr.giug = 0,
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de onde

Prfur = —giprur = —mgiug; (3.14)

onde na ultima linha usamos a equacdao de Dirac para wu. Dessa forma temos para os

numeradores em (3.6), respectivamente,

¢2(p1 + K1+ m)gi1uy = fo(—m + K+ m)fiuy = dokrfrun, (3.15)
%1(}”1 — Ko + m)¢2u1 = ;{1(—771 — Ko + m)¢2ul = —¢1]€2¢2U1. (3.16)

Substituindo (3.11)-(3.12) e (3.15)-(3.16) em (3.6), obtemos uma expressao mais simples

para a amplitude de espalhamento,
Ty = e*miialuy, (3.17)

onde

_ 313} n ¢1Koto

I .
p1-ky p1.ko

(3.18)

3.2 A secao de choque diferencial

Consideremos estados de particulas onde os estados de uma particula |p) estao

normalizados de acordo com

(plg) = (27)°2po 6(p — Q). (3.19)

Agora consideremos o processo de espalhamento onde duas particulas distintas de momentum-
energia ¢ e ¢z colidem. Se o estado final apés a colisdo, consiste de n particulas diferentes

de momentum-energias gs, g4, ..¢n+2, a se¢do de choque diferencial vem dada por [72]

1 —
do = / dgs...dq, . o| Tir 0% (g3 + ... + Guao — @1 — @), 3.20
A qu‘q2)2 _ m%m%]l/g A 3 +2| f| ( 3 +2 1 2) ( )

onde A representa um dominio de valores para os momentos das particulas finais, o qual

dependera do grau de resolucao dos aparelhos de medida para as particulas finais.

Agora consideremos a se¢ao de choque diferencial no caso do efeito Compton.
Sendo que as particulas iniciais sdo diferentes, assim como os finais, podemos usar ime-
diatamente a férmula (3.20), fazendo ¢ = ki, g2 = p1 g3 = ko e g4 = p2. Dessa forma

my = 0, my = m, e tomando o elétron inicialmente em repouso, temos

1 _
do = — /A dkaodpy| Tip|*(270) 164 (kg + po — k1 — p1), (3.21)
onde denotamos w = |k;|.

Em um processo de espalhamento Compton, detectores sao dispostos de forma a

medir fétons espalhados em determinados angulos, independentemente do valor da energia
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dos mesmos. Também, os elétrons apés a colisdo nao sdo medidos. Dessa forma, integrando
em todo ps e nas energias dos fétons finais |ky|, o qual denotamos simplemente como w’,

temos para (3.21)

do

1 00 /2T‘ 2840,/ E, — — E
dQ/ o AT A By —w = By (3.22)
0

- 16m(27)%w W' /p3 + m? '

onde integramos de forma direta a d(ks + ps — k; — p1) espacial, e cujo resultado equivale
a substituir py = k; + p; — ky em (3.22). Também denotamos por E; = /p? + m? a

energia dos elétrons. Para efetuar a tltima integral em (3.21) vamos usar a identidade

o(f(x) =>_ W (3.23)

onde z; sao os zeros de f(z). No referencial de laboratério p; = 0, Ey = m, entdo
P2 = kl - k2 (324)
e o argumento da delta em (3.23) é

fW) = & +Ey—w—m

= W4 Vw2 +w? —ww cos +m2 —w—m, (3.25)

onde usamos Fy em termos de po, e 8 é o angulo entre os vetores k; e ks, i.e, entre
os fotons incidente e espalhado. Procurar os zeros de f(w’) equivale a procurar w’ por
conservagao de energia, W' + Fy —w —m = 0. Dessa forma, igualando a zero (3.25) e

resolvendo para w’ encontramos para a solugao positiva

w
I = ) 2
YTy “ (1 — cost) (3:26)

Sendo que o intervalo de integracao em (3.22) contempla somente valores positivos de w’,
a solucao negativa nao contribui para a integral. Aplicando a propriedade (3.23) e (3.26)
em (3.22) obtemos

do 1 w'| Tig|?
dQ  16m(27)%w (W' — wcosf + E»)
1 2 TYZ 2
= S ITyl” (3.27)
16(27T) (p1k1)<p2k?2)
a qual pode ser escrita usando (3.17) como
d 4,2 2
A (oD 2. (3.28)

dQ ~ 16(2m)2 (p1.k1 ) (pa.ks)
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3.3 Secao de choque para elétrons nao polarizados

Como mencionado, no arranjo experimental do efeito Compton, os f6tons espalha-
dos sao medidos sem importar o estado de spin tanto dos elétrons inicias e finais. Dessa
forma podemos somar sobre todos os estados possiveis de spin nos estados finais e tomar

uma média nos estados de spins iniciais. Entao, temos de (3.28)

do 1 etm? w'
— = = Ty .
a0 2 Z T602m 2 (py Jon) (o) 204
eAm2 2
= X 3.29
32(2m)% (p1.k1) (p2-ko2) (3.29)
onde
X = |uTu”. (3.30)
51,52
Usando |A|?2 = ATA, temos para X:
51,52
= Z ﬂlf‘uﬂgf‘ul, (331)
51,52
onde
I =~°Tt0. (3.32)

Agora, escrevendo explicitamente os argumentos de u; e us, assim como os produtos

matriciais, temos em (3.29)

X = D ua(pi, s1)Tapus(pe, $2)u,(p2, 52)T paua(p1, s1)
s1,50
= > ur(p1, s1)ua(p1, Sl)faﬁuﬂ(p2> 52)Up(p2, 52)L pa- (3.33)
Usando a identidade |
28: Ua(p, 8)tg(p, s) = W (3.34)
obtemos em (3.33)
X = 4;2(12’1 + m)salap(po + m)g 0o
= 4;2111“ {(22’1 +m)T (o + m)F} : (3.35)

Usando (3.18) podemos obter T, dado por (3.32)

;
~ 0 ks fikofs 0
b= (Pl-k’l * pl-k‘Q) 7

_ 0 (fmg oy A 70)

p1-k1 p1.ko

¢ikifs  fokofn
(pl-k‘l * p1-ka )7 (3.36>



Capitulo 3. FEspalhamento Compton na Eletrodinamica Qudntica. 43

onde usamos Y99#17°% = 4# ¢ 494% = I. Dessa forma temos para (3.35),

N (Mlgg +¢2k2¢1)( go ) (mém +¢1%2¢2)< -

 4m?2

) 3.37
1.k p1.ko p1-ky p1-ka ( )

Por conveniéncia, vamos reescrever os termos entre parénteses no trazo anterior.
Usando yilﬁ + M = 2a.b e €9.ky = €1.k1 = 0, temos que

ak = —Kia
olla = —Kofs.

e substituindo as expressoes anteriores em (3.37), temos

1 [ Frififa | Koot fofiky | fifaks
X = —T
4m? ' _( p1.k1 * p1-Fo )(?2 tm ( p1-k1 * p1-ka ) (pr+m)

1 _161;%1%217)2%2%1}61@1 +%1¢1¢2]?2¢1¢2]42]¢1 +]41¢1¢2¢2¢1]51m2

N 4m2Tr- (p1.k1)? (p1-k1)(p1-k2) (p1.k1)?
n K1 fof1foKo m? 4 Koot 1pofafr K i n Kogofpaf 1 fokopr
(p1-k1)(p1-k2) (p1-k1)(p1-k2) (p1-k2)?
A e K0 =

onde os termos proporcionais a m se anulam, devido a que o trago do produto de um

numero impar de matrizes 7’s se anula, i.e,

Tr[d, dy- .-y, 1] = 0. (3.39)

Por outro lado, quando o produto de matrizes for par, temos

Tr(d,dy....dy, | = a1.a2Tx[ghs...dy | — ar.asTr[dodt,...dy | + ... + a1.02,Tx[dh,... b, ] (3.40)

Usando o resultado acima vamos determinar os tragos das matrizes que aparecem em

(3.38). Para tal, vamos usar as seguintes identidades no decorrer dos célculos:

kik; =0, kieg=0, €=—-1;, i=1,2. (3.41)

)

Como estamos adotando o elétron inicial com momento p; em repouso, tendo portanto

somente a componente temporal nao nula, teremos:
P1.€1 = P1.€2 = 0. (342)
Da conservagao do momento-energia temos

kl.pg = kg.pl, €9.P2 = 62.]61, pl-kl = pg.kg. (343)
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Enumeremos cada um dos termos em (3.38) pela ordem na qual aparecem, como I, 1,
111, 1V, V, VI VII e VIII. Comegaremos calculando III. Usando (3.40) temos

2

111 = JWTT(]{1¢1¢2¢2¢1%1)

2
— pjlkl [k1.e1Tr(¢2¢2¢1]51) — ke Tr(¢1gafifr) + ki.eaTr(drfof )
— ke Tr(dafky) + kl.ler(,éUgQ;{ggl)}
- (3.44)

onde usamos (3.41).

Procedemos agora ao calculo de IV:

m2

IV = mTr[]{lflfzfl){%Q]

m2

- m[h.qTr(%zﬁ@]ﬁ) — ke Tr(dofr foks) + Ky ey Tr(drfofoky)

—  ky.eTr(¢ifof1 o) + k1 ko Tr(¢1fof160)]
2
— (mlj)n(bpzlﬁ) — ky.ea](€1.€1)(€a.k2) — (€1.€2)(€1.ka) + (€1.k2)(€1.€2)]

— k1.62[(61.62)(61.k‘2) — (61.61)(62./'6’2) + (El.k’g)(EQ.El)]
b kikl(er.60)(e1.6) — (er.61)(en.62) + <el.62>(62.61)]},

agrupando termos similares obtemos

4m? 2
IV = m - 2(]{51.62)(61.]{72)(61.62) + 2(]{31.]{72)(61.62) - kl.kg]. (345)

Podemos obter VI,

2

m
7o ™
v (p1.k1)(p1.ks) r[Kofaf1¢261K1],

comparando com IV, vemos que sao equivalentes quando efetuamos a troca em ki <> ks

e €1 <> €9, portanto, o resultado ¢ obtido diretamente de mediante essa troca em IV,

4m? 9
VII = m - 2(k2.€1)(€2./€1)(€2.61) + 2(k1.k2)<€1.62) - k’l.l{ig . (346)

Para o termo VIII, temos

2

VIII = 5 TeKafafsf1¢2Ko]

(p1-k2)

onde mediante a troca ki <> ko e €1 <> €9, teremos 111, portanto,

VIIT =0, (3.47)
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Agora determinemos o termo I em (3.38),

I = (pl'lkl)QTr[%l}ﬁprQfZ%l%lpl]

1
- WTr[p1]€1¢1¢2ﬂ2¢2¢1%1]

(p1.k1)?
+  (pre2) Te[KadipadodiKa] — (pr.p2) Tr[Kifrfogofi K] + (pr-€2) Tr[Kidi fopad K1
— (pr.e)) Tx[fagifopododis] + (pr.ka) Tr[Kifafopogan] |-

(p1-k1) Tr[r fopadafikn] — (Dr-€1) Tr[K fopofadi K]

Pela ciclicidade dos tragos, o ultimo termo ¢é igual ao primeiro, e usando p;.¢; = 0, temos,

I = (k1.p1) Tr[¢1 fopagadiKr] — (pr-p2) Tr[Kifrfagad iK1

— 12
(p1.k1)?

O dltimo traco na equacao anterior tem a forma de VIII quando realizamos a troca

ko <+ ki, que resulta em zero. Entao teremos

1
T= ) it sapatat K
2
— m(lﬁ.m) [(61.62)Tr[p2¢2¢1%1] — (1)) Tr[dagafi o] + (e1.62) Tr|dopndi 1]
_ E%Tr[ﬁﬂﬂyfz/ﬁ] + (El.kl)TrVQpQ,{#l]]
_ 8(k1.p1) B (e .
T (k)2 [(61‘62)<(p2'€2)(51‘k1) (pa2-€1)(€2.k1) + (pa.k1) (€1 2))

_ (el.p2)(<62.62)(62.61)(62.k1> + (62.k1>(ez.el))
+  (€1.€2)( (€2.p2)(€1.k1) — (€2.€1)(p2.k1) + (Eg.kl)(p2.€1>)

+ <(62.p2)(62.k1) — ea(pa.ky) + (62.1{31)(]?2.62))

8
= (prer) {2(761'62)(62.132) + (k‘1-p2)};
e usando €3.ps = €9.k1 € ky1.py = ko.pq, teremos finalmente:
8
I = ———|2(ki.€2)* + (ko. } 3.4
o] 2 ea)? + (ha) (3.48)

Para calcular VI,

VI = MTT[]{zﬁgﬁmﬁlﬁd{Q}ﬂﬂ

comparando com I, vemos que a diferenca é nos indices de k e € dentro do trago. Fazendo

a mudanca k; — —ky e k9 — —kq, afim de respeitar a conservacao do momento, teremos:

N (psz) {(lﬁ-lh) a 2<k2'€1)2]‘ <3'49)
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Vamos calcular agora o termo [1:

1
]] = mj}'[]{l¢1¢2¢2¢1¢2]€2p1]

aplicando a ciclicidade do traco afim de simplificar os calculos, e usando repetidamente
(3.40), temos

I =

+

1
W Trlpfisrfapatsfokol
W [(P1./€1)Tr[){1¢2]?2¢1¢2]€/2] — (pr.€) Te[Fsfapof 1ok

+(p1.€2) Tr[K1 frpagrfoKa) — (p1.p2) Tr[Kififag1foka] + (p1.€1) Tr[Kog fopadoko)
—(p1-€2) Tr(Krfrfopaf 1K) + (pl-k2)Tr[]{1¢1¢2]32¢1¢2]}
m [(pl-kl)((61.62)T1“[2”2¢1¢2]52] - (61-p2)T1"[¢2¢1¢2/42]
€1 Tr[¢apafaka] — (e1.€2) Tr[dapodifa] + (El-kz)Tf[fzpzﬁlfz])
(pl-p2)((kl-ﬁl)Tr[@f‘flﬁk/z] — (ky.€2) Tr[¢1¢1foks] + (Ky.€1) Tr[¢1fafokls]
(K1.€2) Tr[¢1faf1 Ko + (kl-k2>Tr[¢1¢2¢1¢2]>
(p1.-k2) ((klfl)Tf[f-‘ﬂ?bﬁ@] — (kr.€2) Tr[trpadifo] + (K1.p2) Tr[difof o]

(ky.€1)Tr[¢1fopada) + (kl-EQ)Tl"[fflffzI@ffl])]

(p1-F1)(p.F2)

_(k2.p2)] — (pr.po) { —O(kr.e0) (Fy.er) (ernen) + 2(kn ko) (€1.60)% — (kl.kg)}

[(pl.kjl) [2(61.62)2(k2.p2) — 2(er.e2) (€2 pa) (e1.ka) — 2(e1.p2) (e1.k)

(p1.k2) { —2(r.e0)(E9.p2) — 2(kn.0)(e1-62) (€1.p) + 2(k1.po)(€1.62) — (kl.pg)]]

de onde agrupando termos obtemos

17

4

= o)) [(pl.k:l)2<2(el.@)2 _ 1) — (p1.p2) [(kl.kg)(2(€1_€2>2 B 1)

—2(1{1.62)(1@2.61)(61.62)} —2p1ky) {(kg.el)(el.EQ)(kl.EQ) - (kg.el)Q]

—2(p1-k2) [(k1-62)2 - (61-62)(61-7{2)(62-7@1)} + (p1-ks)? [2(61-62)2 - 1}] . (3.50)

Finalmente calculemos V:

1
V= i k) TPtk
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Aqui, vemos que os indices em € e k sao invertidos em relacao a I1, logo, podemos tomar

o resultado de 11 fazendo a substituicao k; <> —ko, € €1 <> €5, que nos resulta em

4 9 9 2
V = m [(pl'lﬁ) (2(61'62) - 1) - (Pl-p2)[(k1‘k2)<2(51‘52> - 1)

—2<k2.el)<k1.62)(61.62)} +2p1.ky) [(kl.@)(el.@)(kg.el) - (k;l.@)?}

2pk) {(kg.el)Q - (61.62)(62.k1)(61.k2)] + (prky)? {2(61.62)2 _ 1]] . (3.51)

Substituindo (3.44), (3.45), (3.46), (3.47), (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) em (3.38)

obtemos,

1 8 ] ,
X=— |:<p1'k1) (ka.p1) + m(kl.pl) + 16(2(61.62) _ 1)} (3.52)

4m?
Usando p;.k1 = mw e p1.ky = muw’, simplificamos a expressao anterior:

2 W w 9
X = ) L} + I + 2<2(€1-€2) - 1)}, (3-53)

e substituindo em (3.29), finalmente obtemos para a se¢ao de choque diferencial:

do et W2 {oj/+w+4(ee)2_2}
dQ  16(27)2 (prk1)(pake) lw W b
o (W W w
= — | =] |&= 4+ = +4(e1.60)? —2} 54
4m? (w) [w+w’+ (e1-2) ’ (3:54)

onde usamos ps.ky = p1.k1 = mw e a é a constante de estrutura fina,
o= —. (3.55)

A expressao (3.54) é conhecida como segao de choque de Klein-Nishina [56].
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4 Espalhamento Compton na QED com

termo de violacao de Lorentz

4.1 Quebra de Lorentz e Modelo Padrao estendido minimo

E esperado, para qualquer teoria ou modelo (simetria), limites de aplicabilidade, e
nao seria diferente no caso da simetria de Lorentz. V.A. Kostelecky e S. Samuel investiga-
ram a questao de simetria para o limite de baixas energias da teoria de Cordas, nos quais
valores esperados de campos vetoriais ou tensoriais poderiam ser nao-nulos no vacuo, oca-
sionando uma direcao privilegiada, no qual quebra-se a invaridncia de Lorentz. Ainda,
temos outras questoes relacionadas a quebra de simetria que nos poderia servir como
motivagao, tais como a explicar a aceleragao cosmica, ou o fato de que a cosmologia natu-
ralmente apresenta quebra de simetria devido ao fator de se ter uma diregao privilegiada
(tempo), a gravitagdo quantica de loop, hipdteses sobre a anisotropia do esgoa-tempo,
rotacdo do universo, observacoes de radiacao cosmica de fundo ou ainda, se é possivel
desenvolver uma teoria efetiva da matéria condensada (ja que anisotropia em cristais é
natural)[59] [6].

Como esperado, a discussao sobre a simetria de Lorentz nao ficou restrita a teoria
de Cordas, passando a ser estudada separadamente dessa. Essa quebra de Lorentz pode
ser feita tomando-se, para baixas energias, o potencial efetivo V.;; = 0, onde podemos
escolher um vacuo que satisfaca essa igualdade para construirmos uma teoria efetiva. No
entanto, quando o fazemos, temos como resultado uma direcao privilegiada, ou seja, a
simples escolha de um vacuo implica em quebra espontanea da simetria de Lorentz, que
pode ser feita quando induzimos um tensor constante ndo invariante de Lorentz de rank
arbitrario. Pelo principio da relatividade, todos os referenciais sao equivalentes. Kostelecky
introduziu entao dois tipos de transformacoes de Lorentz: uma transformacao de obser-
vador, cujo principio da Relatividade é satisfeito para observadores, e uma transformacgao
de particula, em que o principio da Relatividade nao é satisfeito para as particulas. Ou
seja, uma violagao de Lorentz é invariante sob transformagoes de observador, porém nao
sob transformacgoes de particulas. No Modelo Padrao Estendido com violagdo de Lorentz

temos a quebra da simetria de Lorentz, porém mantemos o Principio da Relatividade.

Resta entao o interesse na construcao de extensoes com violacao de Loretnz para
modelos da teoria quantica e quais os modelos que envolvem tais violagoes. Parte-se do
principio que a violagao da simetria é pequena, o que resulta que a Lagrangeana da teoria
tratada no caso terd termos aditivos pequenos. Ainda, para se manter o nimero de graus

de liberdade corretos, ¢ admitido que nao ha quebra da simetria de gauge. Temos dois
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tipos de acoplamentos: minimos (renormalizaveis) e ndo-minimos (nao renormalizaveis).
O modelo padrao minimo com quebra de simetria de Lorentz é assumido como sendo
renormalizavel, envolvendo entao somente acoplamentos minimos. ainda, nas teorias in-
variantes de Lorentz, altas derivadas quebram a unitariedade. Assim, um interesse é que
quando quebramos a simetria de Lorentz, podemos entao ter altas derivadas sem haver

quebra de unitariedade.

A quebra de simetria pode ocorrrer de maneira explicita ou espontanea. Na ma-
neira explicita, que consiste em basicamente inserir o vetor constante quase como uma
definicao, nos deparamos com o problema de explicar a origem do termo de quebra de
simetria pela teoria. Na violacao espontanea, no entanto, temos explica¢ao para a origem
do termo de quebra de simetria, visto que teremos uma dire¢do privilegiada que emerge

naturalmente como resultado de uma escolha de vacuo de algum potencial.

Podemos enunciar efeitos classicos da violacao da simetria, como o da QED com
termos aditivos nas Lagrangeanas, o qual pode resultar numa modificacao da relacao de
dispersao para o caso nao trivial (o vetor constante aditivo nao é zero), e pode-se observar
efeitos 6ticos como birrefrigéncia, rotagao do plano de polarizagao. Temos também efeitos
perturbativos em teorias que consideram violacdo de Lorentz, com efeitos das condig¢oes
de lagos [60].

O Modelo Padrao Minimo Estendido com quebra de simetria de Lorentz é a ge-
neralizagao do Modelo Padrao, consistindo na adicao de termos de quebra de simetria,
dentre outros requisitos como simetria de gauge, afim de se manter o niimero de graus de
liberdade, e derivadas de ordens superiores sendo uma extensao natural da QED que nos
permite estudar relacoes de dispersao, equacoes de movimento, problemas relacionados a
causalidade e a unitariedade, impactos perturbativos (que geram extensoes nao-minimas)
e acoplamentos (inclusibe com a gravitagao). Tratamos a extensdo minima da QED com
violagao de Lorentz. Aqui, o minimo é devido ao fato da teoria ser renormalizavel, afim de
nao termos problemas problemas como os limites nas baixas energias e garantir a validade

da teoria para quaisquer energias.

Ainda, temos extensoes nao-minimas do Modelo Padrao devido a acoplamentos
nao-minimos (nao-renormalizaveis), cuja violagdo emerge de forma espontanea, com pro-
posta de uma derivada covariante na equacgdo de Dirac e suas consequéncias. Alguns
interesses no acoplamento nao-minimo é a questao da unitariedade, ja que o problema de
altas derivadas na agdo quadratica pode ser evitado (residuos de campos se manifestam
através de acoplamentos nao minimos). Outro interesse é a questao de renormalizabili-
dade, na qual o termo divergente ¢ desprezado devido a massa numa expansao pertur-
bativa. Podemos encontrar na literatura casos de acoplamento nao-minimo envolvendo
fétons e férmions [61] tratando do Modelo Padrao Estendido ndo-minimo, acoplamento

nao-minimo e corregoes do espectro no dtomo de hidrogénio [62], corre¢des radioativas
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[63], [64], espalhamento Bhabha com violagao de Lorentz [65],[44], acoplamentos nao mi-
nimos no setor de gauge e no setor fermionico [66], [67], extensdes do Modelo Padrao
Estendido nao-minimo [68] e altas derivadas [69]. O trabalho de Kostelecky [] nos traz
tabelas de acoplamentos de d < 6 [70]. No entanto, iremos focar nossa atengao para o

caso da violagdo de Lorentz no espalhamento Compton.

4.2 A lagrangeana com quebra de Simetria de Lorentz

Neste capitulo voltaremos nosso interesse a Lagrangeana da QED com termo de
quebra de simetria de Lorentz. Quando temos quebra de simetria de Lorentz e quebra da
simetria CPT, temos como consequéncia efeitos de interagoes a baixas energias, gerando
efeitos fisicos interessantes. Podemos introduzir essa quebra da simetria de Lorentz mo-
dificando o vértice elétron-féton. Para tal, introduzimos uma constante de acoplamento
§" entre o tensor de campo eletromagnético F),, e a corrente Yy, i.e, tomamos como

lagrangeana do sistema

L= —iFiv + ;(8.%1)2 + @E(iv“@u —m) — G@EAM’YM'I/J + EMpy p F, (4.1)
no qual o ultimo termo é o da quebra de simetria, devido ao parametro £. Esse termo pode
ser entendido como provindo de uma modificacao da derivada covariante de D, = 9, +ieA,,
para D, = 0, + teA, — i§,F,,. Como o termo quadritico da lagrangena nao muda,
as relagoes entre energia e momentum das particulas e o espectro das mesmas, assim
como os propagadores eletromagnético e fermionico continuam sendo os mesmos da QED
usual. Também a férmula para se¢do de choque em termos da amplitude de espalhamento
continua sendo a mesma. O que muda agora é o vértice da teoria. Para obtermos essa
modificagdo consideramos, como no final do capitulo 1, a transformada de Fourier dos

campos no hamiltoniano de interacao, que agora vem dada por

A

By = [ dx(edAn"e — &0y )
= /d3x [ezZAl/y“w — 5“&7”1/}(8#141, — OP’VA;J,} (4.2)

onde no lado direito entendemos que os campos sao operadores. Usando as Egs. (2.160),

(2.161) e (2.162) na expressdo anterior, encontramos para a integral no tempo de H;

[t = [ gt [t i) A
— () D (p) [—iku Ay (k) + ik, A, (R)] | 6(p — g + &)

B /d4k‘ diq d'p
) (@2m)i(2m)t (2m)

121 [ey + i€kt — ik€*] A (k)S(p — g + k), (4.3)

de onde comparando com (2.163), encontramos que o vértice continua tendo trés linhas,

um para cada campo: ¥, ¢ e ﬁu. Também podemos ver que além do termo ey* temos os
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termos €. k" — if€H. Dessa forma, multiplicando esses termos pelo fator —i encontramos

que o vértice modificado vem dado por
_iTR(K) = —iex” + (Ek)7" — eV, (4.4)

onde —iey” é o vértice usual, os dois termos (£.k)v* — F£# nos fornecem a modificagao do
vértice e k é o quadri-momentum carregado pela linha de fé6ton no vértice. Assim temos

para o vértice modificado

= —iel™ (k). (4.5)

Com o vértice modificado segundo o grafico acima, as regras de Feynman para a
lagrangeada com quebra de simetria de Lorentz segundo (4.1), sdo as mesmos da QED,
onde a tUnica modificagdo provém do vértice modificado e é dada por (4.4). Para uso

posterior, vamos reescrever essa expressao como
: Iy y
—iel™"(k) = —ied”, (k)v", (4.6)

onde

a* (k) = (1 + sz> 5", — s (4.7)

(& €

4.3 Espalhamento Compton na QED com quebra de simetria de

Lorentz

Embora possam ser calculados os diferentes processos da QED, vamos nos limitar
nessa dissertacao ao calculo da secao de choque do efeito Compton, levando em conta
o vértice modificado . Os diagramas de Feynman sdo os mesmos do capitulo anterior,
onde agora o vértice vem dado por (4.6). Na ordem mais baixa diferente de zero, temos
os diagramas dados na figura 1. Considerando as mesmas configuracoes inicial e final, e
usando as regras de Feynman, encontramos para a amplitude de espalhamento a expressao
dada pela Eq. (3.4) com as matrizes v* substituidas por a/v”, ou equivalentemente ¢(k) =
e, (k) substituida por T* = a* (k)v"e, (k) = v7&,(k) = ¢(k), onde

Guk) = a,(K)e (k)

m

€ €
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Dessa forma, temos em lugar de (3.4),

Ty = e*(2m);

- 1 -~ 1 -
¢2p1+k1 _m¢1+¢1¢1 _kQ_m¢2]u1

Lk +m)f, P, — K+ m)f
_ BQmEQ ¢2(¢1 %1 )/él . ¢1(p1 %2 >¢2 . (49)
p1-k1 p1-k2
Usando ¢il5 = — M + 2a.b e (p —m)u = 0, podemos reescrever a expressao anterior como
Ty = e>mitisl moq il (4.10)
onde o o
Dpoa = £201f1  filofy | pPrég oy (4.11)

p1-k1 p1-ko p1-ky p1-k2

Comparando a expressao anterior com a correspondente ao do capitulo anterior,
vemos que além dos vetores de polarizacao modificados, temos o aparecimento de dois
termos extras, devido a que agora p;.¢; # 0. Isto devido a que € nao é paralelo a ¢;,

devido ao tltimo termo em (4.8).

Substituindo a amplitude de transicao (4.10) na férmula da segao de choque dife-
rencial e somando sobre os spins de elétrons iniciais e finais, obteremos a mesma expressao
do capitulo anterior, Eq. (3.29), onde agora o fator X vem dado por

1 -
Xunoa = —5Tr (B, + 7)Tmoa (P, + 7)o (4.12)

onde
Pmoa = 'Vorjnodf)/o

E%JZ ;;%E D1.€] ~ P15~
+ +2 -2 : 4.13
p1-k1 p1-ko pl,]{;1¢2 D1.ks f1 ( )

Na expressao anterior, ;* = ~.€". Embora os vetores de polariza¢ao modificados €(k) nao

sdo em geral paralelos a €(k), eles ainda satisfazem as relagdes de ortogonalidade
ék).k=0 (4.14)

j& que para os fétons, k? = 0. Dessa forma temos que &k; + k;& = 2¢;.k; = 0. Usando essa

relagdo e as equagoes (4.11) e (4.13) em (4.12), temos
1 . %1223]?22221]51}?1 ]512};;]?22122/52}31 /412232221]51 m?

X = T
mod 4m? (p1.k1)? (p1-k1)(p1-k2) (p1.k1)?
n Krf ot 1ok m? /{2)?;2:1”2;221]511?1 n /52;;;:?221;2]5212’1
(p1-k1)(p1-ka) (p1-k1)(p1-k2) (p1-k2)?

~gk~

Fofof 1 fof Ko m? 4+ Kofoff1foks
(Pl.kl)(pl-b) (pl-k?2)2

+m*Y Z +m’ZY +p Zp,Z (4.15)

+ m2+plyp22+plzp2y
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onde
bk | itk
Y = 4.16
pl-kl P1- k’2 ( )
S T YA
Y = 172 4 72727 4.17
P1- k‘1 P1- k‘2 ( )
p1 D1-€2~
Z = 4+ 2=——=¢, 4.18
Pl ¢2 p1-k ¢1 ( )
~ p1.€1 p1.€2
7 = =2 +2=——=¢. . 4.19
pl.k1¢2 pl.k:fl (4.19)

Os primeiros oito termos na expressao (4.15) sao similares aos termos que aparecem no
caso sem violacao de Lorentz, onde os vetores de polarizagao que agora aparecem sao
os modificados complexos. Os outros termos aparecem devido a que esses vetores de
polarizacao modificados nao sao ortogonais ao quadri-momentum do elétron inicial em

repouso, pi.

Caso onde o parametro de violagao é de tipo tempo: £.¢;,=0. Consideremos
o caso onde o parametro de violagao de Lorentz é do tipo tempo e dado por £&* = (£, 0,0,0).
Nesse caso, temos £.¢; = 0 ja que os vetores de polarizacao transversos nao possuem

componente temporal e os vetores de polarizagdo modificados vem dados de (4.8) por

e(k) = <1+zk5) e(k), (4.20)

i.e, sdo paralelos aos vetores de polarizacio. Neste caso Z e Z, dados pelas equacoes
(4.18) e (4.19) se anulam, devido a que p;.¢; = 0. Usando (4.20) nos primeiros 8 termos

de (4.15), podemos fatorar os fatores de proporcionalidade entre os vetores de polarizagao

e os modificados, resultando em

Xinod = (1 + Uﬁf)?) (1 + Uﬁf)z) X, (4.21)

e2 e?

onde X ¢é expressao do caso sem violagao de Lorentz e cujo resultado vem dado pela

equagao (3.53). Dessa forma, usando esse resultado, temos para X4,

X, = <1 n (k1.§)2> (1 n (k‘2-§)2> 732 {w/ 1 % I 2(2(61.62)2 _ 1)} (4.22)

e? e? W

Substituindo na férmula da se¢ao de choque diferencial obtemos
do  o? (ky.€)?2 (k2.€)? ‘o w )
2o 2 (14 ) [ 2] 1E 4+ E f4(ae)? -2 4.2
dQ)  4m? ( * e? T e2 w [w * W’ Tae) } (4.23)

Separando a contribuicdo do termo de violagao de Lorentz temos,

+[16:m2 (ke € - (o %) + WW] <Z> £ 48 pa(aer-2),

64m2m?2 w
(4.24)

do _ do
dQ ~ dQ|q
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onde o primeiro termo é a secao de choque diferencial da QED sem quebra de simetria de
Lorentz e dado pela Eq. (3.54). Na expressao acima vemos que os termos extras, devido

a modificacao do vértice, sdo de ordem « e de ordem zero na constante de estrutura fina.

O célculo da segdao de choque no caso geral também pode ser obtido tomando-se
o trago das matrizes em (4.15). O resultado é complicado e aqui s6 mencionaremos que
o resultado geral contém além do primeiro termo da Eq. (4.24), termos proporcionais a
a®?, a e de ordem zero na constante de estrutura fina. O termo de ordem /2 é linear
em &#, o de ordem « é quadratico em &* e o termo de ordem zero é de poténcia 4 em &H.
Esse resultado, assim como o caso especial, dado por (4.24), contrastam com os calculados
em [8], onde os autores determinaram que os termos provindos do termo de violacao de
Lorentz sao lineares em «. Porém, considerando que os parametros de violagao sao muito
pequenos, no caso onde o mesmo é do tipo tempo, podemos desconsiderar em (4.24) o
termo de ordem zero na constante de estrutura fina, e nesse caso o resultado coincide com

o determinado em [8].
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5 Conclusoes

Nessa dissertagao fizemos uma revisao detalhada da Eletrodinamica Quantica com
o intuito de tornar o trabalho o mais auto-conteiido possivel. Tratamos em detalhe o
calculo da se¢do de choque associado ao espalhamento Compton, com o propdsito de
entendermos os calculos no caso da Eletrodindmica Quantica com quebra de simetria de

Lorentz, apresentado no capitulo anterior.

Devido ao termo quadréatico na lagrangeana com quebra de simetria de Lorentz
permanecer inalterado, o espectro de particulas, assim como os propagadores, permanecem
os mesmos da QED. A tnica modificagao é no vértice da teoria, que agora depende do
momentum da linha de foton. Assim as regras de Feynman permanecem inalteradas,
onde agora devemos usar o vértice modificado. Também, a férmula da secao de choque em
termos da amplitude de espalhamento continua sendo valida. Assim, em principio podemos
calcular os diferentes processos de espalhamento, mas neste trabalho nos limitamos ao

calculo da secao de choque no efeito Compton.

Encontramos que a amplitude de espalhamento Compton é similar ao caso usual
da QED, onde agora os vetores de polarizagao sao substuidos por outros vetores de po-
larizagdo modificados, dados pela Eq. (4.8). Devido a esses vetores serem complexos,
devemos tomar cuidado ao calcular a probabilidade correspondente, onde agora apare-
cerdo o complexo conjugado dos mesmos. Também, esses vetores modificados nao sao
mais ortogonais ao quadrimomentum do elétron inicialmente em repouso. Este tltimo faz
com que novos termos aparegam, no caso, um termo que entra na férmula da secao de
choque e é dado pela expressao (4.15), onde vemos termos proporcionais a €;.p;. Embora
os tragos em (4.15) possam ser calculados, a expressao resultante para a segao de choque
seria bastante complicada. Dessa forma nesta dissertagdo nos limitamos a determinar a
secao de choque no caso em que o parametro de violagao é do tipo tempo e dado por
&* = (£,0,0,0). Nesse caso, temos que €;.p; = 0, e o calculo é imediato, obtendo para a
segao de choque a expressao dada pela Eq. (4.24), onde no termo extra hé termos propo-
cionais a a e um termo de ordem zero em «. No caso geral teriamos termos proporcionais

3/2 o e um termo de ordem zero em «. Esses resultados contrastam com o resultado

a «
obtido em [8], onde os autores encontraram um termo proporcional a «. No entanto, se
tomarmos os parametros de violacao £* como sendo muito pequenos, podemos manter
somente os termos de mais baixa ordem em &*. Nesse caso o resultado aqui calculado
coincide com o encontrado em [8]. Dessa forma, os limites para os valores de £*, serdo os

mesmos que os encontrados em [8].

Uma extensao natural deste trabalho é calcular outros processos da QED, como
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aniquilagao de pares, espalhamento Bhabha, assim como a situacao em campos externos,
onde poderemos determinar, por exemplo, corre¢oes ao momento magnético anémalo do

elétron, provindos do termo de violagao. Esperamos abordar estes problemas em trabalhos

futuros.
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