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Resumo 

PAIVA, A. P. (2006), Metodologia de Superfície de Resposta e Análise de Componentes 

Principais em Otimização de Processos de Manufatura com Múltiplas Respostas 

Correlacionadas, 229p., Tese (Doutorado em Projeto e Fabricação) - Instituto de Engenharia 

Mecânica, Universidade Federal de Itajubá. 

 

A qualidade dos processos de manufatura normalmente envolve o atendimento de um grande 

número de características que, muitas vezes, apresentam-se correlacionadas. Uma eficiente 

transformação destes atributos pode ser realizada através de um mecanismo de redução de 

dimensionalidade tal como a Análise de Componentes Principais. Quando representados 

através de componentes principais, os índices globais podem ser insuficientes, não 

representativos ou ainda, podem apresentar conflitos com os sentidos de otimização das 

características originais, o que dificulta sua implementação e interpretação. Neste trabalho, 

estudou-se o método de componentes principais aplicados aos arranjos de Superfície de 

Resposta, culminando com a proposição de um índice multivariado representativo do 

conjunto original de múltiplas respostas. Na validação do método, foram analisados vários 

experimentos, procurando-se destacar em cada um deles as particularidades matemáticas 

inerentes. Todos os exemplos referiram-se aos processos de manufatura por soldagem e 

usinagem. Esta nova proposta apresentou, de modo geral, resultados satisfatórios em relação à 

abordagem tradicional, o que qualifica o procedimento como uma alternativa viável para a 

otimização de múltiplas respostas correlacionadas. 

 

Palavras-Chave: 

 Metodologia de Superfície de Resposta (MSR), Análise de Componentes Principais 

(PCA), Gradiente Reduzido Generalizado (GRG), Processos de Manufatura. 



Abstract 

PAIVA, A. P. (2006), Response Surface Methodology and Principal Component Analysis in 

optimization of the manufacturing processes with multiple correlated responses, Itajubá, 

229p., Thesis (Doutorado em Projeto e Fabricação) - Instituto de Engenharia Mecânica, 

Universidade Federal de Itajubá. 

 

The quality in the manufacturing processes generally depends on the attainment of a great 

deal of characteristics, which sometimes are correlated. An efficient transformation of these 

attributes probably can be done through a reduction of dimensionality mechanism. When 

represented by principal components, the global indexes formed can not be enough, not 

representative or may present conflicts with the optimization sense of original responses, 

which difficulty its implementation and interpretation. In this work, it was studied the 

improvement of the principal components method applied to Response Surface designs, using 

the concept of multivariate indexes, a singular and representative measure of original set of 

correlated responses. In attempt to asses the method efficiency, several experimental designs 

involving welding and machining processes were used. Each case highlighted some particular 

issue of the whole method. When compared with other traditional optimization methods, this 

approach presented satisfactory results, what means the proposal is adequate and feasible to 

optimization of multiple responses. 

 

Keywords: 

 Response Surface Methodology (RSM), Principal Component Analysis (PCA), 

Generalized Reduced Gradient (GRG), Manufacturing Processes. 
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Capítulo 1 

1. INTRODUÇÃO 

1.1 – O ASPECTO MULTIVARIADO DOS PROCESSOS DE 
MANUFATURA 

 

 Na atualidade, a competição entre as organizações para conquistar a preferência dos 

consumidores tornou-se extremamente acirrada, fazendo da busca pela melhoria contínua da 

qualidade uma questão de sobrevivência. Os consumidores por sua vez, tornaram-se muito 

mais exigentes, quer pela incessante necessidade de inovações, quer pela ampla gama de 

opções disponíveis. 

 Um produto tem melhor qualidade se ele é mais adequado ao usuário a que se destina. 

Assim, ouvir o cliente torna-se fundamental para se obter um nível de qualidade satisfatório, 

uma vez que as melhorias efetivas advêm dos benefícios concretos gerados aos clientes. 

 Tendo, portanto, a satisfação do cliente como objetivo principal, a qualidade deve ser 

projetada e desenvolvida no processo produtivo a partir de necessidades e características 

desejadas pelos próprios consumidores, enquanto que no processo produtivo são criadas as 

condições necessárias para que o produto atenda aos anseios previamente estabelecidos. 

Tratando-se exclusivamente de produtos (bens tangíveis), a satisfação do cliente passa, então, 

pelo gerenciamento e a otimização dos processos de manufatura. 
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 Quanto mais complexas forem as necessidades dos clientes e consumidores, mais 

atributos de qualidade serão necessários para atingir tal expectativa, e encontrar uma 

configuração para o processo de manufatura que satisfaça a este perfil de exigência, torna-se 

uma tarefa difícil e, por vezes, inglória. Portanto, este perfil de exigência dos clientes atuais, 

quase sempre traduzido em número superlativo de características críticas de qualidade, pode 

conferir aos processos de manufatura o caráter multivariado. 

 Na tentativa de se equacionar este problema, uma abordagem muito difundida tem sido 

o emprego da análise das relações funcionais estabelecidas entre as múltiplas características 

exigíveis e um conjunto de variáveis de processo (Ch’ng et al, 2005a). Apesar de se 

estabelecer relações individuais para cada característica, dificilmente este tipo otimização 

conduzirá a um procedimento adequado para o atendimento de todas as necessidades 

impostas. Assim, muitos métodos têm sido dedicados à obtenção de soluções que, de certa 

maneira, atendam satisfatoriamente o máximo número de requisitos possível (Fung, 2006; 

Chiao e Hamada, 2001; Del Castillo et al, 1996; Derringer e Suich, 1980). Não obstante 

existam muitos procedimentos dedicados a esta finalidade, a maioria deles não leva em 

consideração um fenômeno que naturalmente ocorre quando se estabelecem relacionamentos 

entres várias características e um mesmo conjunto de variáveis de processo: o surgimento de 

estruturas de dependência entre as funções de transferência (Khuri, 2003; Chiao e Hamada, 

2001, Khuri e Conlon, 1981). Em termos técnicos, tais estruturas de dependência podem ser 

caracterizadas como estruturas de correlação ou covariância. Então, um problema adicional é 

incluir tal dependência nas funções de transferência estabelecidas para os processos. Como 

não existem soluções previamente definidas, as melhores condições para um processo de 

manufatura podem ser encontradas a partir do entendimento do comportamento de variação 

das características desejadas. Por vezes, este entendimento advém da observação. Como é 

pouco provável que tal observação revele naturalmente uma condição ótima, uma estratégia 

experimental pode ser útil nessa determinação. 

 Dentro do contexto dos processos de manufatura, os processos de soldagem e usinagem 

são típicos exemplos dessa natureza multivariada. Por uma série de razões, a qualidade dos 

produtos obtidos nestes casos também é planejada levando-se em consideração o melhor 

atendimento possível de uma grande quantidade de critérios exigíveis, tais como resistência, 

operacionalidade, praticidade, segurança, preço, disponibilidade, versatilidade etc. Em termos 

matemáticos, estas múltiplas exigências podem ser representadas por modelos empíricos de 

natureza multivariada. 
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1.2 – JUSTIFICATIVA 

 Ao se tratar de processos ou produtos que possuam múltiplos atributos de qualidade, é 

sempre difícil se encontrar um conjunto de parâmetros ótimos para todas as características de 

interesse a partir da otimização individual de cada função de transferência pré-estabelecida. 

Além deste tipo de otimização ser de eficácia improvável, as inter-relações entre as várias 

características podem levar a análise univariada a conclusões equivocadas e sem sentido (Wu, 

2005; Khuri e Cornell, 1996). 

 A existência de correlações entre as várias respostas de um conjunto exerce uma forte 

influência sobre as funções de transferência utilizadas para representar as características de 

qualidade. Como o modelo matemático é extremamente importante para a determinação do 

ponto de ótimo, a negligência da estrutura de correlação pode conduzir a pontos de ótimo 

inapropriados, fruto de uma inadequação do método dos mínimos quadrados ordinários 

(Khuri e Conlon, 1981; Bratchell, 1989). Ao longo dos últimos anos, vários pesquisadores 

têm se preocupado em dar um tratamento mais adequado para este tipo de problema. A 

maioria dos estudos nesse sentido passa pela consideração adequada das estruturas de 

correlação entre as respostas antes que se construam os modelos dos processos. Para a 

investigação e o entendimento destas estruturas, o estudo dos autovalores e dos autovetores 

das matrizes de resíduos têm se destacado. De acordo com Langsrud (2001), a primeira 

proposta de se empregar o planejamento e a análise de experimentos (DOE, do inglês Design 

of Experiments) com múltiplas respostas utilizando-se o conceito de autovalores se deve a 

Box et al. (1973). Neste estudo, os pesquisadores consideraram a influência da correlação 

sobre a correta modelagem dos processos, estabelecendo-se a aplicação da análise de 

autovalores da matriz de variância-covariância das respostas como estratégia de detecção e 

seleção de variáveis linearmente dependentes. Estas variáveis deveriam ser retiradas 

posteriormente do conjunto estudado. Box et al. (1973) propuseram a detecção de 

dependências lineares. Khuri e Conlon (1981) empregaram esta abordagem para eliminar as 

respostas que apresentavam dependências lineares em relação a outras. As respostas utilizadas 

por Khuri e Conlon (1981) foram levantadas experimentalmente a partir de um arranjo de 

Superfície de Resposta (MSR). No trabalho de Langsrud (2001), entretanto, para se 

desenvolver testes mais robustos que fossem úteis à identificação de fatores significativos em 

fatoriais fracionários com múltiplas respostas, empregou-se a análise de componentes 

principais (ACP). 
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 O emprego da Metodologia de Projeto e Análise de Experimentos (DOE) a conjuntos de 

dados formados por respostas correlacionadas é muito comum, conforme se observa nos 

exemplos da Tabela 1.1. Segundo Mays (2001), respostas correlacionadas podem ser geradas 

pelo simples fato de se conduzir experimentos sem considerar a correta aleatorização e, 

embora sejam comuns, uma série de problemas podem ocorrer quando tais estruturas são 

negligenciadas. Langsrud (2002), por exemplo, demonstrou em seu trabalho que os testes para 

a Análise de Variância Multivariada (MANOVA) não funcionam bem em casos onde um 

número grande de respostas apresente fortes estruturas de correlação. Os testes também 

falham quando o número de respostas excede o número de observações. Para tratar o 

problema, um novo método baseado na redução de dimensionalidade do conjunto de respostas 

foi utilizado, no qual se considerou a decomposição da matriz de correlação das respostas 

utilizando-se a análise de componentes principais (ACP). Sobre a variável latente originada da 

transformação – ou Escore de Componente Principal, aplicou-se uma ANOVA. Para Chiao e 

Hamada (2001) assim como Ch’ng et al. (2005a e 2005b), a análise univariada de um sistema 

de múltiplas respostas não é uma alternativa viável quando as múltiplas respostas estão 

correlacionadas; uma análise individual neste caso pode conduzir a níveis conflitantes para os 

fatores importantes, uma vez que um nível escolhido pode otimizar uma resposta em 

detrimento das outras. Além disso, quando a correlação entre as respostas é ignorada, a 

solução encontrada pode-se afastar consideravelmente da solução que otimiza 

simultaneamente todas as respostas. 

 Para Ellekajaer et al. (1996), embora a importância da ANOVA univariada não deva ser 

subestimada, a dificuldade em tratar separadamente as respostas de um conjunto multivariado 

reside na dificuldade de se detectar suas colinearidades. Tais colinearidades podem indicar 

uma relação funcional verdadeira entre as características medidas que não são perceptíveis 

quando se examinam as variáveis individualmente. Johnson e Wichern (2002) denominaram 

estas estruturas ocultas de “Variáveis Latentes”. 

 É natural que tais estruturas correlacionadas possam existir também em processos de 

manufatura. Inúmeros são os trabalhos que apresentam processos com múltiplas respostas 

dotadas de fortes estruturas de correlação, entre os quais se destacam a soldagem e a 

usinagem. A Tabela 1.1 destaca alguns exemplos de aplicação da Metodologia de Projeto e 

Análise de Experimentos (DOE/MSR) a processos de soldagem onde se observam variáveis 

independentes com correlações extremamente fortes e significativas.  
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Tabela 1.1 - Trabalhos de soldagem que apresentam múltiplas respostas correlacionadas. 

 

Trabalho Coeficiente de 
Correlação1

Número de 
respostas Processo 

Kannan e Murugan (2006 a e b) 0,88 8 FCAW 
Olabi et al. (2006) 0,77 6 LW 
Benyounis et al. (2005a) 0,91 4 LW 
Gunaraj e Murugan (2005) 0,85 5 SAW 
Rodrigues (2005) 0,85 5 FCAW 
Correia et al. (2005) 0,83 4 GMAW 
Paiva et al. (2005) -0,85 5 P-GMAW
Nilo Jr. (2003) 0,99 9 GMAW 
Gunaraj e Murugan (2002) 0,95 4 SAW 
Darwish e Al-Dekhial (1999) 0,93 6 RSW 
Guanaraj e Murugan (1999a) 0,86 7 SAW 
Kim et al. (1996) 0,70 3 GMAW 

 

Obs.: (1) – O valor se refere a mais alta correlação significativa do conjunto original. 

 Apesar das inúmeras aplicações de Projeto de Experimentos ao estudo dos processos de 

manufatura com múltiplas respostas, nota-se que: 

a) Embora, muitas das respostas consideradas apresentem fortes estruturas de correlação, 

conforme ilustra a Tabela 1.1, raramente se menciona a influência dessas estruturas 

sobre a formação dos coeficientes do modelo ou sobre a localização do ponto de 

ótimo, conforme advertem Box et al. (1973) e Khuri e Conlon (1981). 

b) Não se constata a análise da independência dos resíduos dos modelos, o que, segundo 

Box et al. (1973) e Barbetta (1998), se constitui em um problema de ajuste para a 

aplicação da técnica de mínimos quadrados ordinários. 

c) Quanto à aplicação da ACP, raros são os trabalhos que justificaram a adoção do 

método ou a adequação do número de autovalores e de componentes principais; 

d) Nos casos onde se observa o princípio multiplicativo de obtenção de funções objetivo 

singulares, há uma preponderância e predileção pelo método Desirability (Derringer e 

Suich, 1980). 

e) Não foi encontrado nenhum trabalho na área de manufatura que tenha empregado a 

Metodologia de Superfície de Resposta modelada a partir de componentes principais. 
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Estas constatações parecem ser justificativas plausíveis para se propor um estudo sobre 

métodos de otimização múltipla para variáveis correlacionadas. 

1.3 - PROBLEMA DE PESQUISA 

 A otimização experimental individual de um conjunto com múltiplas respostas pode ser 

ineficiente, especialmente se as respostas forem fortemente correlacionadas. Box et al. (1973) 

alerta para a possível existência de diferentes tipos de dependência em dados multivariados. 

Como é usual em análise de regressão, supõe-se que cada observação pode ser expressa por 

dois termos: o valor esperado e o termo aleatório, ou erro. Assim, existem três tipos de 

dependência que podem ocorrer em modelos de regressão: (a) dependência entre os erros 

(também chamados de resíduos), (b) a dependência entre os valores esperados ou (c), uma 

dependência no próprio valor observado de cada resposta. 

A Análise de Componentes Principais (ACP) é reconhecidamente uma técnica de 

redução de dimensionalidade que tem a característica de manter a maior parte da informação 

contida no conjunto de variáveis originais. Como na ACP a técnica de extração das variáveis 

latentes se dá através do cálculo dos autovalores e autovetores da matriz de variância-

covariância ou da matriz de correlação dos dados originais, uma função de transferência 

representativa do conjunto multivariado pode ser adequadamente obtida. Entretanto, tais 

transformações podem gerar conflitos e dificuldades de interpretação, quando empregadas 

com o objetivo de otimização. Considerando, portanto, a recomendação de Box et al (1973), e 

as dificuldades propostas por Bratchell (1989) sobre a utilização de ACP como mecanismo de 

obtenção de funções objetivo singulares, esta tese pretende investigar: 

a) A insuficiência do primeiro componente principal na representação do conjunto de 

múltiplas respostas original e a combinação de outros componentes principais 

menores; 

b) A adequação dos sentidos de otimização das respostas e seus respectivos limites de 

especificação para os componentes principais correspondentes; 

c) A correspondência entre os limites impostos às equações em componentes 

principais e as variáveis de resposta originais. 
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1.4 – OBJETIVO PRINCIPAL E PROPOSTA DE TESE 

 Nos itens anteriores já se discutiu que, embora muitos processos de manufatura sejam 

caracterizados por múltiplos indicadores de desempenho ou qualidade (Wu, 2005), a 

negligência e o desconhecimento da influência das estruturas de correlação sobre a 

determinação de uma condição ótima, ou a incapacidade dos métodos de otimização múltipla 

existentes explicar, neutralizar ou considerar tais influências é proeminente (Murphy et al, 

2005, Hsu, 2004; Khuri e Conlon,1981) 

 Como a consideração das estruturas de correlação é uma prática importante para o 

entendimento dos processos, a sua complexidade considerável e sua inobservância habitual, 

abrem novas perspectivas de estudo. Dentro deste contexto, o objetivo principal desta 

pesquisa será: 

 Desenvolver um método de otimização múltipla baseado na Análise de Componentes 

Principais, capaz de considerar adequadamente a estrutura de correlação existente nas 

respostas de interesse, enquanto seja possível reduzir o número de funções-objetivo ou 

restrições obtidas experimentalmente através de um arranjo de superfície de resposta. 

 Deseja-se mostrar através de exemplos que o ponto de ótimo para os processos 

múltiplos pode ser encontrado substituindo-se as respostas originais por um índice 

multivariado, formado por uma soma ponderada de seus componentes principais 

significativos e que, em comparação com outros métodos já consagrados, o método proposto 

não diverge consideravelmente.  

1.5 - CONTRIBUIÇÕES DA TESE 

 Considerando-se as questões levantadas na literatura sobre os arranjos de superfície de 

resposta aplicados em problemas com múltiplos objetivos correlacionados, esta pesquisa 

apresenta as seguintes contribuições: 

a) A proposição do Índice Global Multivariado (IGM): quando um único componente 

principal não é suficiente para a representação da estrutura de variância-covariância 

das respostas originais, um índice formado a partir dos componentes principais 
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significativos, ponderados pelos seus respectivos autovalores, pode ser uma alternativa 

viável.  

b) A proposição de harmonização dos sentidos de otimização através da inversão das 

respostas que demonstrarem correlação inversa à do componente principal. Esta 

inversão pode ser realizada multiplicando-se por constantes negativas, ou ainda, 

utilizando-se as relações Sinal-ruído de Taguchi. 

1.6 - DELIMITAÇÃO DO TEMA 

 Nesta tese, propõe-se exclusivamente o estudo e o desenvolvimento de um 

procedimento de otimização de múltiplas respostas baseado nas técnicas estatísticas de 

redução de dimensionalidade. Não se propõe a análise de resultados específicos dos processos 

usados como exemplos.  

 Para validar o método proposto, serão utilizados somente os arranjos experimentais de 

superfície de resposta do tipo CCD (Central Composite Design) e Box-Behnken, que 

possuam múltiplas respostas correlacionadas e que tratem especificamente de processos de 

soldagem e usinagem. Alguns arranjos experimentais utilizados como exemplo são 

provenientes de ensaios realizados nos laboratórios da UNIFEI durante o período de 

doutoramento do pesquisador, enquanto que outros provêm de artigos clássicos da literatura, 

nos quais a otimização foi realizada por técnicas tradicionais. Estes exemplos serão utilizados 

para fins de comparação com o método proposto por esta pesquisa. 

1.7 METODOLOGIA 

 O centro desta pesquisa é o desenvolvimento de um método de otimização múltipla 

baseado na Análise de Componentes Principais, capaz de considerar adequadamente a 

estrutura de correlação existente as respostas de interesse. Observando-se também o aspecto 

da redução do número de funções-objetivo ou restrições obtidas experimentalmente através de 

um arranjo de superfície de resposta.  
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 Inicialmente, na fundamentação teórica são estabelecidas várias informações 

consideradas relevantes para o desenvolvimento da pesquisa, particularmente as que tratam da 

Metodologia de Superfície de Resposta e Projeto de Experimentos, da Análise de 

Componentes Principais e dos Métodos de otimização múltipla. 

 A validação da proposta será realizada através de experimentos, cada qual enfatizando 

uma particularidade do método. Portanto, pode-se considerar que o procedimento de pesquisa 

adotado nesta tese será a pesquisa experimental. 

 Para a consecução deste objetivo, propõe-se a utilização da técnica estatística 

multivariada denominada Análise de Componentes Principais (ACP, ou PCA do inglês: 

Principal Component Analysis) para a obtenção de coeficientes de regressão segundo o 

Método dos Mínimos Quadrados Ordinários (OLS) (do inglês: Ordinary Least Squares), para 

a modelagem das respostas obtidas através dos arranjos experimentais de superfície de 

resposta, conduzindo a modelos estocásticos completos ou reduzidos. 

1.8 ESTRUTURA DO TRABALHO 

 Esta pesquisa foi dividida em sete capítulos. Este primeiro trata da Introdução, 

objetivos, justificativas, delimitação do tema, problemas de pesquisa e expectativas. 

 O capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica sobre a abordagem multivariada 

associada à metodologia de projeto de experimentos, o que se denominará “Abordagem 

Híbrida”. Este capítulo dedica-se a descrever o cenário atual no qual se insere este problema 

de pesquisa. O objetivo do capítulo 2 é dar uma visão sobre o ineditismo do tema proposto e 

avaliar as oportunidades de pesquisa e suas questões correlatas. 

 O capítulo 3 trata da parte central da pesquisa, com a descrição detalhada da teoria da 

Análise de Componentes Principais (ACP). Antes de propor qualquer modelo de 

transformação, é preciso entender como e em que condições esta teoria pode ser aplicada para 

a criação de uma metodologia de análise de múltiplas respostas correlacionadas. Alguns 

exemplos da literatura de trabalhos de engenharia que empregaram a ACP serão citados.  

 O capítulo 4 trata dos métodos estatísticos de modelagem de funções, por vezes 

denominados de Regressão. Neste capítulo apresenta-se uma revisão detalhada do método dos 
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mínimos quadrados, dos métodos de regressão aparentemente não relacionados, e da 

regressão múltipla multivariada. Adicionalmente, apresenta-se uma revisão da Metodologia 

de Superfície de Resposta, procedimento que originará os dados para todas as respostas de 

interesse. O capítulo trata ainda dos métodos de otimização disponíveis para os processos com 

múltiplas respostas, suas aplicações e limitações. 

 O capítulo 5 apresenta a proposta de tese, discriminada em termos das estratégias 

necessárias para a adequada consideração das estruturas de correlação entre as respostas de 

um conjunto multivariado, bem como sua transformação em funções objetivo e restrições 

necessárias à utilização de algoritmos de otimização, tais como o Gradiente reduzido 

generalizado. 

 No capítulo 6 é realizada a validação da proposta através de estudos de caso de 

processos de soldagem e usinagem com múltiplas respostas correlacionadas. Procurou-se em 

cada exemplo, apresentar uma particularidade do método.  

 No capítulo 7 constam as considerações finais onde, com base na revisão de literatura e 

no desenvolvimento do método, apresentam-se as principais conclusões e limitações, a partir 

das quais são apontadas algumas sugestões para a continuidade deste estudo. 



 

Capítulo 2 

ABORDAGENS HÍBRIDAS 

2.1 – CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 Neste capítulo, apresenta-se parte da fundamentação teórica relativa à abordagem 

combinada de DOE e ACP aplicada a problemas de engenharia. Iniciando-se com uma visão 

geral sobre as propostas multivariadas utilizadas em conjunto com a Metodologia de Projeto 

de Experimentos, tanto clássica quanto de Taguchi, procura-se também explora o aspecto da 

insuficiência de métodos tradicionais de otimização múltipla, tal como o desirability, em 

atender às particularidades das múltiplas respostas correlacionadas. Além disso, discute-se a 

extensa aplicação dos métodos de Taguchi em relação à escassa quantidade de trabalhos 

relacionados à Metodologia de Superfície de Resposta (MSR). Nos casos onde a MSR foi 

aplicada, várias questões são levantadas, comparando-se a teoria da análise estatística 

multivariada às inconsistências verificadas nos trabalhos. 

 Um aspecto muito importante deste capítulo é que, a partir da revisão da literatura, 

algumas limitações da abordagem híbrida e algumas lacunas deixadas por alguns 

pesquisadores foram relatadas. Estas limitações e lacunas são encaradas como oportunidades 

para geração de contribuições científicas para a base do conhecimento sobre o assunto. 
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2.2 – EXPERIMENTOS COM MÚLTIPLAS RESPOSTAS 

 Os processos de manufatura, tal como a soldagem e a usinagem, são eminentemente 

multivariados por se estabelecer relacionamentos funcionais para múltiplas características de 

saída (Respostas) a partir de um mesmo conjunto de variáveis de entrada. Na maioria das 

vezes, este relacionamento é estabelecido a partir de estratégias experimentais, e as soluções 

ótimas para os sistemas podem ser encontradas a partir de combinações entre a Metodologia 

de Projeto de Experimentos e outros procedimentos de otimização. Em alguns casos, a 

combinação de níveis e fatores que otimiza um conjunto de características é determinada 

graficamente. Para ilustrar estas afirmações, seguem-se alguns exemplos da literatura. 

 Kim et al. (1996), utilizaram um arranjo fatorial completo 33 para respostas 

correlacionadas. Analogamente, Scotti e Rosa (1997) utilizaram um fatorial fracionado 28-3, 

combinado com uma ANOVA. Meng e Butler (1997) descreveram uma metodologia 

integrada utilizando arranjos experimentais de Taguchi e Redes Neurais Artificiais (RNA) 

também para múltiplas respostas. Os experimentos foram utilizados como dados de 

treinamento da rede neural, o que possibilitou a geração de modelos não-lineares para as 

funções de transferência. Wyckoff (1998) empregou o planejamento de experimentos para 

múltiplas respostas com análise realizada através de gráficos de contorno. Segundo Kim e Lin 

(2000), embora esta seja uma maneira intuitiva e simples de se analisar superfícies de 

resposta, o método é severamente limitado pelo número de variáveis de entrada e saída. 

Utilizando-se um arranjo central composto, Darwish e Al-Dekhial (1999) analisaram um 

conjunto de múltiplas respostas graficamente. Com o mesmo tipo de arranjo, Gunaraj e 

Murugan (1999a, 1999b, 2000a, 2000b) aplicaram um método de otimização múltipla não-

linear restrita. Elegeu-se uma resposta como função objetivo, fixando-se as demais como 

restrições. Abordagem similar é encontrada no trabalho de Ribardo (2000). Scotti et al. (2000) 

demonstraram a aplicação de um arranjo L16 de Taguchi para avaliar cinco respostas de 

interesse. Koleva (2001) utilizou a modelagem estatística e programas computacionais de 

otimização utilizando a função desirability. Allen et al. (2002) empregaram um arranjo Box-

Behnken, otimizando o conjunto de múltiplas respostas através do Gradiente Reduzido 

Generalizado (GRG). Kim et al. (2002) empregaram a combinação dos métodos MSR, GA 

(Genetic algorithm) e a função desirability. Gunaraj e Murugan (2002) aplicaram um arranjo 

central composto com solução por gráficos de contorno, assim como Tarng et al. (2002), que 

utilizaram um arranjo L8 de Taguchi. Kim et al. (2003) utilizaram um CCD (Central 
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Composite Design) de face centrada para otimizar a média e a variância simultaneamente, 

através da minimização de MSE (Mean Square Error). Nesta pesquisa, as restrições foram 

adicionadas à função objetivo (MSE) na forma de função de penalidade. Esta função objetivo 

– denominada de Fitness - foi minimizada através de algoritmos genéticos. Ribardo e Allen 

(2003) aplicaram um arranjo de superfície de resposta do tipo Box-Behnken, utilizando o 

GRG para resolver o método desirability modificado. Gomes e Costa (2004) também 

utilizaram a Metodologia de Superfície de Resposta em conjunto com soluções gráficas para 

tratar múltiplas respostas em um processo de corte por plasma. Kim e Rhee (2004) e Kim et 

al. (2005) empregaram o enfoque dual DRS (Dual Response Surface), considerando a média e 

a variância de cada característica investigada. A função objetivo foi obtida através da função 

desirability aplicada à média e à variância da característica em estudo, e resolvida 

posteriormente através de Algoritmo Genético. Correia et al. (2005) apresentaram um estudo 

comparativo entre a metodologia de superfície de resposta e o método dos Algoritmos 

Genéticos. Este último procedimento empregou como função objetivo singular uma 

combinação ponderada das múltipals respostas. Paiva et al. (2005a) empregaram um arranjo 

central composto, aplicando o método desirability aos dois primeiros componentes principais 

representativos do conjunto original de múltiplas respostas. Song et al. (2005) estudaram 

múltiplas respostas utilizando um arranjo L9 de Taguchi. Benyounis et al. (2005a, 2005b) e 

Olabi et al (2006) utilizaram um arranjo do tipo Box-Behnken e apenas gráficos de contorno 

sobrepostos como forma de análise. Kim et al. (2005) empregaram o método de otimização de 

busca aleatória (Random Search) para otimizar uma função singular obtida a partir da 

combinação de 3 respostas, modeladas utilizando-se os dados experimentais coletados com 

um arranjo de superfície de resposta. Gunaraj e Murugan (2005) também utilizaram um 

arranjo central composto e análise gráfica individual. Casalino et al. (2005) utilizaram 

previamente uma ANOVA seguida pela análise gráfica das relações sinal-ruído, obtidas em 

um arranjo L4 de Taguchi. Rodrigues (2005) empregou a metodologia de superfície de 

resposta e a função Desirability. Kannan e Murugan (2006 a e b) empregaram um CCD e 

análise gráfica. Nilo Jr. (2003), Bonanni (2005) e Oliveira (2005) empregaram o método 

Desirability. Liao (2005) combinou um arranjo L8 de Taguchi com ACP. A configuração 

mais adequada para os fatores experimentais foi determinada através de gráficos das relações 

sinal-ruído da resposta singular.  

 Uma análise do estado da arte das aplicações da análise de componentes principais à 

análise e planejamento de experimentos (DOE) revela quatro aspectos importantes: (a) a 

abordagem híbrida envolvendo os Arranjos Fatoriais completos e fracionários (DOE), cuja 
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análise é predominantemente por Análise de Variância e a combinação ótima é obtida 

graficamente; (b) a abordagem híbrida com arranjos de Taguchi (utilizados para se contornar 

o problema de diferenças de sentidos de otimização entre as respostas); (c) a insuficiência do 

método Desirability em tratar problemas com múltiplas respostas correlacionadas, e (d) a 

Metodologia de Superfície de Resposta modelada por componentes principais (Bratchell, 

1989).  A revisão da literatura que será apresentada procurará enfatizar que é necessário se 

estudar uma abordagem mais adequada para o problema que considere as lacunas observadas 

nos métodos existentes. 

Como poderá se constatar a abordagem híbrida envolvendo a combinação das técnicas 

de projeto de experimentos e as técnicas estatísticas multivariadas é mais facilmente utilizada 

a partir dos arranjos ortogonais de Taguchi. A seguir, vêm os arranjos fatoriais (completos e 

fracionários). Raríssimos, entretanto, são os trabalhos que aplicam a Metodologia de 

Superfície de Resposta. Mesmo nas publicações relacionadas onde a MSR foi identificada, 

não há indícios de uma fusão dos métodos. O método da ACP é utilizado apenas para a 

demonstração de agrupamentos de variáveis, o que de certa forma, ajuda bastante nas 

tentativas de otimização dos processos. 

 O fato de Taguchi ser um método muito mais utilizado no enfoque híbrido do que a 

metodologia de superfície de resposta reside na natureza conciliadora das relações Sinal-

ruído. Tais transformações permitem que a relação entre a média e a variância seja sempre 

maximizada. Esta particularidade facilita em muito a composição dos métodos. 

 Dentro deste contexto, a proposta desta tese é aprofundar a utilização dos enfoques 

híbridos, estendendo-os à metodologia de superfície de resposta. 

2.3 – A INSUFICIÊNCIA DO MÉTODO DESIRABILITY E OS 
MODELOS HÍBRIDOS ENVOLVENDO O DOE CLÁSSICO 

 Embora seja uma metodologia amplamente difundida no meio acadêmico e industrial, o 

método Desirability (Derringer e Suich, 1980) tem algumas limitações e inconsistências no 

que tange a otimização de processos com múltiplas respostas. A principal dificuldade é que o 

método depende de uma escolha subjetiva das funções di individuais. Além disso, assim como 
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destacam Ko et al. (2005) e Wu (2005), o método não leva em consideração a variância das 

respostas, bem como a estrutura de correlação entre elas. 

 Khuri e Conlon (1981) afirmam que, apesar do método ser fácil, simples de se aplicar e 

permitir avaliações subjetivas da importância de cada resposta, a inexperiência do pesquisador 

pode conduzir a resultados imprecisos. Além disso, a negligência do método em relação à 

correlação entre as múltiplas respostas pode alterar a estrutura da função D global, o que põe 

em risco a determinação das condições ótimas de operação do processo. Khuri e Conlon 

(1981) ressaltam ainda a importância de se levar em conta a matriz de variância-covariância 

do conjunto de múltiplas respostas, como critério para se determinar o ponto de ótimo geral 

adequado. Ko et al. (2005) postulam que a negligência da estrutura de variância-covariância 

das respostas pode conduzir a uma solução irrealista se, de fato, as respostas possuírem uma 

estrutura de variância significativa ou se mostrarem altamente correlacionadas. 

 Chiao e Hamada (2001) apontam ainda duas desvantagens do método: primeiro, a 

função D será, provavelmente, mais difícil de se modelar uma vez que é uma combinação 

complexa de m respostas; em segundo, é difícil se afirmar qual é o valor esperado de D, 

exceto que quanto maior ele for, tanto melhor para o processo. 

 Ortiz et al (2004) declaram também que à medida que o número de respostas e fatores 

que definem a qualidade do processo aumenta a superfície de resposta para função desirability 

correspondente torna-se altamente não-linear, multimodal e restrita. Nestes casos, os 

algoritmos convencionais de otimização e os métodos de busca direta podem encontrar apenas 

ótimos locais, ou falhar em encontrar uma solução viável para o problema. Nesta tese, assim 

como sugere Pignatiello (1993), será considerado que a matriz de variância-covariância é 

dependente dos fatores experimentais. 

 Como o método Desirability é incapaz de incorporar as colinearidades observadas entre 

as respostas, há uma tendência em se empregar técnicas estatísticas de redução de 

dimensionalidade que se baseiem na matriz de variância-covariância das respostas originais. 

Mais recentemente, nota-se o crescente interesse pelo desenvolvimento de métodos que 

combinam o planejamento de experimentos (Clássico ou Taguchi) com técnicas multivariadas 

de análise; são os chamados modelos híbridos.  Muito embora haja uma quantidade 

considerável de publicações em periódicos abordando o assunto, nota-se claramente que esta 

metodologia tem sido mais proficuamente empregada em áreas específicas, tais como a 
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Alimentícia, a Química e a Farmacêutica. São raras as pesquisas que envolvem os processos 

de manufatura, tais como a soldagem ou a usinagem. 

 O trabalho de Carlson et al. (1992) talvez tenha sido um dos primeiros a empregar a 

abordagem híbrida de projeto de experimentos clássico e análise de componentes principais. 

Por DOE clássico, entenda-se a estratégia de experimentos ortogonais e balanceados, em sua 

maioria, fatoriais completos e fracionários, com arranjos distintos dos introduzidos por 

Taguchi, conforme descreve Montgomery (2001). A ênfase dada por Carlson et al. (1992) 

consiste na análise dos fatoriais fracionários com múltiplas respostas, empregados como 

arranjos exploratórios. Foi demonstrado que a decomposição das respostas em componentes 

principais poderia ser aplicada satisfatoriamente para se analisar experimentos com múltiplas 

respostas, desde que as mesmas possuíssem certo nível de correlação. Desse modo, os vetores 

dos componentes principais poderiam ser utilizados para se determinar os fatores 

significativos para a maioria das respostas de interesse. Nenhum teste de adequação para 

aplicação da ACP foi mencionado pelo autor. 

 Ellekjær et al. (1995a) apresentaram um dos primeiros estudos sobre a substituição de 

múltiplas respostas por componentes principais em fatoriais fracionários. Seguindo a mesma 

linha de raciocínio, Ellekjær et al. (1995b, 1996) empregaram a análise multivariada de ACP 

na melhoria de produtos alimentícios. A estratégia geral do estudo foi identificar uma maneira 

eficiente de melhorar as qualidades sensoriais do produto analisado. Sobre os escores dos 

componentes principais das respostas originais obtidas a partir de uma escala sensorial, 

aplicou-se a análise de variância (ANOVA). 

 Magnus et al. (1997) empregaram os escores dos componentes principais para analisar 

os dados de um arranjo de superfície de resposta através de uma análise de variância 

(ANOVA), em um experimento realizado para se identificar as propriedades ótimas de 

produtos de panificação. Um arranjo central composto foi utilizado para a coleta dos dados. A 

análise da superfície de resposta foi feita de maneira univariada, diferentemente da proposta 

apresentada nesta tese. Os componentes principais foram utilizados também para agrupar as 

respostas. 

 Bergman et al. (1998) também empregaram uma abordagem combinada para tornar 

ótimo e robusto um processo de granulação e compressão de comprimidos. Foram utilizados 

fatoriais fracionários seqüenciais 26-2 e 25-1 para examinar a influência do conjunto de fatores 

sobre 6 respostas. Nenhum método de otimização foi aplicado, assim como não foram gerados 
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modelos matemáticos dos experimentos. A ACP foi empregada apenas com a finalidade de 

relacionar resultados de experimentos com grupos de respostas de interesse e para se 

identificar qualquer variação nas respostas dentro do espaço experimental escolhido. 

 Sahni et al. (1999) mostraram que as técnicas envolvendo fatoriais fracionários e ACP 

podem ser eficientes na redução do número de respostas necessárias para descrever a variação 

principal entre as amostras, além de permitir o estudo de interações. Foi possível também a 

redução do número de experimentos necessários ao se empregar um fatorial fracionário 28-2 

para 8 respostas de interesse. Segundo os autores, o produto desenvolvido com base nesta 

técnica constituiu-se, posteriormente, em um sucesso de mercado. 

 Uosukainen et al. (1999) aplicaram a ACP em conjunto com a metodologia de 

superfície de resposta e as técnicas de fatoriais fracionários para a otimização de processos de 

fabricação de medicamentos e óleos. Entretanto, a proposta desse estudo não contempla a 

utilização dos componentes principais como variáveis de saída em arranjos de projetos de 

experimentos, mas sim, para agrupar respostas semelhantes. 

 Careri et al. (1999) criaram uma aplicação combinando análise de regressão múltipla, 

ACP e Análise Hierárquica de Cluster utilizando-se escores de componentes principais. Um 

arranjo de superfície de resposta para 3 fatores, cúbico e de face centrada, foi utilizado para se 

coletar dados de 13 respostas. O objetivo dessa abordagem é o agrupamento de respostas que 

apresentem modelos matemáticos similares. Assim, uma condição ótima para uma resposta 

representativa do grupo seria também, uma solução viável para as demais. Nesta aplicação, a 

solução ótima foi obtida graficamente.  

 Sandström et al. (2001) empregaram uma combinação de regressão linear múltipla com 

ACP. Os dados experimentais foram coletados seguindo-se um arranjo exploratório de 

Plackett-Burman (Box et al, 1978) para seis variáveis independentes (fatores) e 9 respostas. 

Este arranjo é um fracionário de resolução III, capaz apenas de avaliar efeitos principais. 

  Rossi (2001) utilizou a ACP em conjunto com a Metodologia de Superfície de 

Resposta, com o objetivo de otimizar as características principais de um produto alimentício. 

Utilizando uma escala sensorial, 33 atributos de qualidade (variáveis de resposta) foram 

avaliados. O método proposto por Rossi (2001) propõe a coleta dos dados através de um 

arranjo central composto, calculando-se, posteriormente, a distância euclidiana entre os 

valores experimentais e um valor desejado para cada atributo. Com a análise de componentes 
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principais, foi possível realizar o estudo utilizando apenas 5 componentes principais. A 

condição ótima nesta aplicação é determinada por substituição e comparação, diferentemente 

da proposta desta tese que aplicará métodos de otimização não-linear com restrições. 

 Gabriellson et al. (2003a, 2003b) propuseram a abordagem híbrida de Projeto de 

experimentos multivariados (Multivariate Design). Esta proposta combina as técnicas 

multivariadas de ACP, as multivariadas derivadas, como o PLS (do inglês, Partial Least 

Squares) e o PCR (do inglês Principal Component Regression), com um DOE do tipo fatorial 

completo. O aspecto mais interessante destes estudos é a aplicação inédita de projeto de 

experimentos para fatores representados por sinais de um espectro de freqüência. Em 

Gabriellson et al. (2003b), por exemplo, alguns fatores qualitativos com muitos níveis foram 

caracterizados por espectroscopia, gerando um sinal formado por uma grande quantidade de 

freqüências. Sobre a transformada de Fourier destes sinais aplicou-se a ACP. Cerca de 8000 

pontos do sinal original puderam ser representados por 9 componentes principais. Como, 

então, as variáveis independentes foram transformadas em componentes principais, 

empregou-se o PLS como método de análise de regressão. 

 Rueda et al. (2003) apresentaram uma aplicação na qual a metodologia de superfície de 

resposta, o método Desirability e a análise de componentes principais (ACP) são utilizados na 

otimização de um sinal multivariado de um sistema de detecção eletroquímica, em fluxo 

contínuo, de três compostos fenólicos. Um arranjo central composto com 2 fatores foi 

utilizado para avaliar três propriedades do sinal de cada um dos três compostos, totalizando 

nove respostas. Diferentemente do que será proposto nesta tese, Rueda et al. (2003) aplicaram 

o algoritmo de ACP para corrigir desvios do sinal. Em seguida, sobre as 9 respostas 

retificadas, aplicou-se o método desirability. 

 Van Gyseghem et al. (2004) empregaram isolada e comparativamente, os métodos 

desirability, ACP e otimalidade de Pareto, para melhorar a definição dos picos das colunas em 

um processo de cromatografia líquida (HPLC, do inglês High Performance Liquid 

Chromatography) em função de 28 tipos de fases estacionárias, medindo-se 8 propriedades 

(respostas) das colunas. 
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2.4 - MODELOS HÍBRIDOS E ARRANJOS DE TAGUCHI 

 Avaliando-se os vários artigos nos quais se percebe a utilização conjunta de técnicas de 

projeto de experimentos e a análise de componentes principais, verifica-se uma 

preponderância dos arranjos ortogonais de Taguchi. Esta metodologia tem uma característica 

particularmente interessante para a abordagem híbrida: a análise das respostas através da 

relação sinal-ruído. De acordo com Phadke (1989) e Montgomery (2001), esta relação 

transforma uma resposta original em uma função que deve ser sempre maximizada, o que 

simplifica muito o processo de otimização. As relações Sinal-ruído são transformações 

logarítmicas aplicadas às respostas experimentais originais, escolhidas segundo o tipo de 

otimização desejada (maximização, normalização ou minimização). Por definição, estas 

relações devem ser sempre maximizadas para que a resposta original atinja o sentido 

originalmente escolhido (Fung e Kang, 2005; Liao, 2003; Antony, 2000). Além disso, a 

Metodologia de Taguchi disponibiliza arranjos que permitem a exploração de vários fatores, 

em um número razoável de níveis, com uma quantidade consideravelmente pequena de 

experimentos.  

 Su e Tong (1997) apresentaram uma das primeiras aplicações conjuntas de Taguchi e 

ACP. O método consiste em armazenar as relações sinal-ruído para cada resposta, 

normalizando-as em seguida. A transformação por ACP é então aplicada ao conjunto de 

respostas pré-processadas. A análise de variância e a análise gráfica são realizadas 

considerando-se o escore do primeiro componente principal. Segundo os autores, este 

procedimento é aplicado somente quando o primeiro componente principal é significativo. 

 Antony (2000) é um clássico exemplo de aplicação de Taguchi com ACP. A ênfase 

desse estudo foi a aplicação da abordagem de Su e Tong (1997), descrita anteriormente. 

Escolhidos os sentidos de otimização de cada resposta, são calculadas as relações sinal-ruído 

de cada uma delas. Normalizando-as, aplica-se a ACP. A condição ótima é aquela que 

maximizar o escore do primeiro componente principal. 

 Hsu (2001) aplicou a ACP em conjunto com Redes Neurais Artificiais (RNA) e 

Taguchi, em um problema de fabricação de fibras óticas com múltiplas respostas. 

Primeiramente, foram identificados os fatores de controle, os fatores de ruído e as respostas. 

Utilizando um arranjo L18 de Taguchi, foram executados os experimentos, computando-se 

em seguida a relação sinal-ruído de cada resposta do conjunto multivariado. Os resultados 
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foram, então, utilizados para treinar uma RNA através do algoritmo de back propagation. 

Uma vez treinada, a rede neural foi utilizada para prever as respostas de cada experimento do 

L18. A esta saída da RNA, aplicou-se a ACP, transformando o conjunto de previsões da RNA 

em um único componente principal. O ponto ótimo foi aquele que otimizou o escore do 

primeiro componente principal. 

 Algumas das aplicações híbridas propostas com os métodos de Taguchi e ACP 

utilizaram a técnica TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution) 

de Hwang e Yoon (1981). O TOPSIS é uma abordagem da classe de problemas denominada 

de “Tomada de Decisão Multicritério”. Esta abordagem considera simultaneamente a 

distância entre cada alternativa representada pelos experimentos de um arranjo de Taguchi, a 

solução ideal desejada e a pior situação. A melhor alternativa é aquela que apresentar a menor 

distância em relação à solução ideal e a maior distância em relação à pior solução (Tong et al, 

2004). O procedimento compreende a definição de uma matriz de alternativas, formada pelos 

valores das respostas de cada experimento de um arranjo de Taguchi. Esta matriz é 

normalizada e em seguida multiplicada pelas importâncias respectivas de cada resposta. 

Calcula-se, então, a distância euclidiana entre a alternativa ideal e a solução alternativa, bem 

como entre a pior solução e a solução ideal. Em seguida, calcula-se a proximidade relativa da 

solução (Si), dividindo-se a distância euclidiana da pior solução (di-) pela soma da distância 

euclidiana ideal (di+) e a distância da pior solução (Yang e Chou, 2005). O ponto de ótimo no 

método de Hwang e Yoon (1981) é a condição experimental que apresentar o maior Si.  

 Liao (2003) apresentou uma comparação entre o método PCR-TOPSIS e o método 

híbrido de Taguchi e ACP. O PCR (do inglês Principal Capability Ratio) é o índice de 

capacidade de processo, elemento formado pela razão entre a variação da especificação 

(diferença entre limites superior e inferior do processo) e a variação do processo (Desvio 

Padrão). Uma vez calculadas as relações sinal-ruído das respostas, calcula-se o PCR de cada 

resposta. Uma vez encontrado o PCR de cada sinal-ruído, computa-se o TOPSIS, conforme 

descrito anteriormente. 

 Tong et al. (2004) propuseram uma alternativa ao modelo criado por Liao (2003), 

substituindo a resposta original pelo componente principal da relação sinal-ruído de cada 

resposta, previamente padronizada. Tong et al. (2005) aplicaram esta proposta para encontrar 

uma condição ótima de operação de um processo de polimento químico-mecânico de circuitos 

integrados. Liao (2005) propôs o método dos componentes principais ponderados para os 

casos onde há mais do que um componente principal com autovalores maiores que 1. A 
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ponderação consiste na pré-multiplicação do escore de cada componente principal pelo 

respectivo autovetor. O índice resultante é avaliado graficamente ou utilizando-se uma 

ANOVA. O artigo apresenta três estudos de caso.  

 Yih-Fong (2005) apresentou uma aplicação híbrida para otimização de um processo de 

fresamento utilizando máquinas de comando numérico HSM (do inglês High Speed 

Machininig). Este é um dos raros estudos encontrados onde a metodologia foi aplicada a um 

processo de fabricação. Yih-Fong (2005) utilizou um arranjo L18 para coletar os resultados de 

experimentos realizados com 6 fatores controláveis e 2 fatores de ruído (incontroláveis), 

avaliando-se 4 variáveis de resposta. Foi proposto um índice múltiplo constituído pela soma 

de cada produto do escore de componente principal pela porcentagem de explicação do 

respectivo componente. Embora o trabalho apresente uma análise dos autovalores e 

autovetores, também como em Fung e Kang (2005), nenhum teste de adequação é realizado. 

 Fung (2006) e Fung e Kang (2005) demonstraram a otimização do processo de injeção e 

moldagem por propriedades de fricção de fibras reforçadas com PBT (Teraftalato de 

Polibutileno) utilizando um arranjo L9 de Taguchi em conjunto com a análise de componentes 

principais (ACP). Quatro respostas são avaliadas. Uma análise univariada foi realizada com a 

introdução de um índice de qualidade. Por tentativa e erro, os pesquisadores combinam a 

soma de cada escore de componente principal, multiplicado por sua respectiva porcentagem 

de explicação. Apesar da abordagem multivariada, não são feitos testes de correlação entre as 

respostas, testes de esfericidade. O estudo também não faz menção sobre os critérios de 

seleção de componentes principais.  

 Embora a abordagem híbrida formada por arranjos de Taguchi e ACP seja bastante 

difundida, devem ser ressaltados alguns aspectos observados na literatura: primeiramente, o 

emprego da relação sinal-ruído é realmente uma forma interessante de se padronizar a direção 

de otimização das respostas individuais e de sintonizá-las de acordo com a representação por 

componentes principais. Muito embora isto seja uma vantagem importante, sabe-se apenas 

que a relação Sinal-ruído deve ser maximizada, mas não se sabe qual valor é o mais 

adequado. O mesmo se pode dizer de sua representação em escores de componentes 

principais. 

 Em segundo, a quase totalidade dos métodos apresentados utiliza algum processo de 

normalização de variáveis antes da aplicação da análise de componentes principais com o 

objetivo de tornar as respostas adimensionais ou de reduzir a variação da escala natural. Não 
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haveria nenhum problema com isto se a extração dos componentes principais se desse através 

da matriz de correlação. Johnson e Wichern (2002), Rencher (2002), dentre outros, afirmam 

que a matriz de correlação é adequada na extração dos componentes principais quando os 

dados possuírem escalas diferentes, ou quando a variância das respostas não for homogênea. 

Nos estudos citados anteriormente, a localização do ponto de ótimo se dá por inspeção 

gráfica. São raras as pesquisas que empregam algum tipo de método de otimização. Mesmo 

que estes métodos fossem aplicados, haveria uma limitação quanto aos modelos aditivos, para 

os quais o comportamento de variação do fenômeno é supostamente linear entre os níveis dos 

fatores adotados. 

 De acordo com Montgomery (2001), alguns dos arranjos de Taguchi são formas de 

fatoriais fracionários. Além disso, em algumas aplicações, dependendo do número de fatores e 

experimentos escolhidos, o arranjo pode ser saturado. Isto significa que os arranjos de 

Taguchi não conseguem avaliar interações, a não ser que o arranjo não seja saturado, e que se 

escolham apenas algumas interações de interesse. Ainda assim, apenas interações duplas são 

contempladas. Deste modo, o método de Taguchi só é capaz de gerar modelos lineares e de 

primeira ordem. Um clássico exemplo disto é o trabalho de Reddy et al (1997), onde a idéia 

de “Projeto Robusto” é combinada, através de modelos de regressão linear múltipla, com a 

técnica de otimização por objetivos (Goal Programming). Na maioria dos casos, ao se 

empregar os arranjos de Taguchi só serão obtidos modelos lineares para o fenômeno 

estudado. Portanto, dependendo da aplicação, os modelos de regressão múltipla (modelos de 

primeira ordem) não serão tão adequados quanto aqueles gerados pela Metodologia de 

Superfície de Resposta. Entretanto, segundo Kim e Lin (2000), a metodologia de superfície de 

resposta perde eficiência com o número crescente de variáveis de entrada e de saída. Portanto, 

é viável se utilizar alguma técnica de redução de dimensionalidade. 

 Uma crítica à discussão de Kim e Lin (2000) é que, de acordo com Montgomery (2001), 

a metodologia de superfície de resposta (MSR) só deve ser empregada depois que 

experimentos exploratórios (Fracionados, Completos ou Plackett-Burman) tenham sido 

utilizados, numa tentativa de se filtrar apenas fatores estatisticamente significativos e, então, 

construir modelos matemáticos de ordem mais alta. Disso decorre que, enquanto o método de 

Taguchi carece de meios para gerar equações não lineares, a MSR é mais apropriada para um 

número reduzido de fatores. Parece incoerente também, dizer que um número grande de 

respostas torna inviável a aplicação da MSR. 
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 Examinando-se este cenário, Hsu (2004) utilizou um arranjo de Taguchi para vários 

fatores e uma quantidade de experimentos inferior à maior parte das alternativas equivalentes 

de DOE clássico. Os resultados experimentais serviram como variáveis de entrada de uma 

RNA (Rede Neural Artificial) Como uma rede neural utiliza um algoritmo não-linear, os 

valores previstos por ela também seguem um padrão não-linear. Aplicando-se a regressão 

múltipla a estas saídas, obteve-se um modelo não-linear. Convertendo-se as múltiplas 

respostas em uma função objetivo singular através do método desirability exponencial, 

aplicou-se um método de otimização não-linear para se determinar o ponto de ótimo da 

função. 

 Apesar da ênfase multivariada dos estudos apresentados, em nenhum deles se verifica a 

aplicação de testes de adequação aos dados originais, tais como o Teste de esfericidade de 

Bartlett (1954) e o Teste de Isotropia, conforme sugerem Anderson (1963) e Lopes (2001), ou 

mesmo, o Teste de Lawley (1956). Nenhuma alusão se faz ao número adequado de 

componentes principais, não havendo referências acerca dos índices de correlação de 

Todeschini (1997) ou do teste F de Malinowski. Nenhuma referência é feita também aos 

critérios de seleção de Kaiser como citado por Johnson e Wichern (2002) ou Cattel (1966), 

assim como recomendam Peres-Neto et al. (2005), Mohammad e Brereton (2004), Faber 

(1999), Todeschini (1997) e Wold (1978). 

2.5 – METODOLOGIA DE SUPERFÍCIE DE RESPOSTA 
MODELADA POR COMPONTES PRINCIPAIS  

 Nos itens anteriores, discorreu-se sobre a utilização conjunta da análise de componentes 

principais em conjunto com a metodologia de projeto de experimentos. Como foi 

demonstrado, há uma grande quantidade de publicações que contemplam esta abordagem, no 

entanto, raros são os casos onde se empregou a metodologia de superfície de resposta. A razão 

mais provável para isto é a facilidade proporcionada pelo método de Taguchi, em 

contraposição às dificuldades particulares da MSR. 

 O único estudo encontrado durante a revisão bibliográfica sobre a aplicação da análise 

multivariada de componentes principais associada à metodologia de superfície de resposta é a 

pesquisa de Bratchell (1989). Neste estudo, Bratchell aponta várias dificuldades e limitações 



 
24 

potenciais do emprego de equações escritas em termos de componentes principais como 

respostas utilizadas em arranjos do tipo MSR. 

 A primeira limitação descrita por Bratchell, trata do possível conflito existente entre um 

valor de mínimo e um valor de máximo em um grupo de variáveis que devam ser 

simultaneamente maximizadas. Esta dificuldade ocorre devido às discrepâncias existentes 

entre os autovetores, ou seja, enquanto que uma função modelada pelo p-ésimo componente 

principal tem uma concavidade conhecida, as respostas originais têm concavidades em 

sentidos inversos. Assim, a otimização da equação em termos de componentes principais não 

conduziria à resposta desejada no sistema original. Neste caso, os sinais dos autovetores 

expressam os sentidos das correlações existentes. Desse modo, a dificuldade pode ser 

traduzida como uma divergência entre a correlação estabelecida por um componente principal 

e uma resposta original. Por exemplo, há casos onde existe uma correlação negativa entre o 

componente principal e a resposta original, ao passo que tal resposta deva ser minimizada. 

Considerando-se a natureza da correlação, a minimização da equação escrita em termos do 

componente principal conduzirá à maximização da resposta original. 

 Uma segunda dificuldade surge quando algumas variáveis são pobremente 

representadas pelos componentes principais, isto é, quando elas possuem autovetores muito 

pequenos. Segundo Bratchell (1989), a otimização baseada em componentes principais neste 

caso não conduziria a um ponto de ótimo adequado com os requisitos iniciais esperados para a 

otimização. Em um estudo de caso, Bratchell mostra que isto realmente acontece, mas não 

propõe nenhuma solução alternativa. O autor recomenda ainda a utilização de métodos de 

rotação para melhorar a explicação dos modelos, mas não apresenta nenhum exemplo de sua 

eficiência, ou dos problemas que esta transformação pode acarretar. 

 Na aplicação utilizada por Bratchell (1989), nenhuma análise de adequação do método é 

proposta; o pesquisador utiliza indistintamente os componentes principais. Neste caso 

específico, a pesquisa aponta sérios problemas encontrados com a modelagem do segundo 

componente principal, ao passo que se verifica facilmente, que tal componente não é 

representativo do sistema original. A pesquisa não trata e não utiliza os testes de Kaiser ou o 

critério gráfico de Cattel (1966), o teste de esfericidade de Bartlett (1954) ou mesmo o Teste 

de Lawley (1956). A única referência que Bratchell faz ao número adequado de componentes 

principais é sobre os testes de validação cruzada de Wold (1978) e Malinowski, como citado 

em Faber (1999). A pesquisa de Bratchell (1989) também não trata da análise de correlações 

entre as respostas estudadas, princípio básico de toda a análise de componentes principais. 
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Muito sobre o comportamento das respostas e dos componentes principais pode ser 

visualizado mais facilmente com este tipo de análise, embora os sinais dos autovetores 

revelem a mesma coisa. 

 Bratchell afirma ainda que, quando houver a necessidade de se modelar também os 

componentes principais menores, o ponto de ótimo será consideravelmente diferente daquele 

obtido pelas técnicas convencionais; entretanto, o estudo não deixa claro se após a 

modelagem dos componentes menores, eles serão utilizados em conjunto, como na função 

desirability, ou separadamente. Como os componentes principais representam aspectos 

diferentes do sistema multivariado original, é possível que a otimização individual das 

equações transformadas conduza a pontos de ótimo diferentes daquele obtido por um método 

de otimização simultânea. Isto parece óbvio, uma vez que também aconteceria se fosse 

utilizada a otimização individual das respostas originais. No artigo, não há demonstrações 

matemáticas ou exemplos numéricos destas afirmações. 

 O estudo não revela a existência de correlações entre as equações modeladas por 

componentes principais e o conjunto de respostas originais. Embora esta seja uma constatação 

óbvia, o entendimento destas correlações poderia direcionar a harmonização dos sentidos de 

otimização dos componentes principais. O autor faz uma afirmação de que o primeiro 

componente principal sempre estará perto de um ótimo global. O exemplo citado na pesquisa 

comprova isto, mas não fica claro qual é o poder de generalização dessa afirmação. 

 

2.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO 

 Conforme pode ser constatado na revisão da literatura, existem várias questões ainda 

não respondidas sobre a utilização do enfoque multivariado associado à Metodologia de 

Superfície de Resposta, que possibilitam um estudo complementar. Acredita-se que as 

tentativas realizadas com o intuito de se responder tais indagações, possam contribuir para o 

melhor entendimento do assunto. 



 

Capítulo 3 

ANÁLISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS  

3.1 – CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 Neste capítulo, apresenta-se parte da fundamentação teórica relativa à metodologia 

estatística multivariada da Análise de Componentes Principais (ACP). Esta revisão é 

fundamental para o entendimento da pesquisa e dos métodos criados para proporcionar à 

Metodologia de Superfície de Resposta um respaldo adequado na sua atribuição de análise e 

otimização de processos de manufatura com múltiplas respostas correlacionadas. 

3.2 - ANÁLISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS  

 A Análise de Componentes Principais (ACP) é uma técnica estatística multivariada 

criada por Hotelling (1933) e que se dedica à explicação da estrutura de variância-covariância 

existente em um conjunto de dados, utilizando-se combinações lineares das variáveis 

originais. Segundo Johnson e Wichern (2002) e Rencher (2002), seus objetivos principais são: 

(1) a redução de dimensionalidade, e (2) a interpretação de dados. 
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 Embora p componentes sejam necessários para se reproduzir a variabilidade total de um 

sistema de interesse, geralmente, a maior parte desta variabilidade pode ser representada por 

um pequeno número k de componentes principais. Isto quer dizer que existe quase tanta 

informação em k componentes principais que nas p variáveis originais. A idéia geral da ACP 

é, portanto, que k componentes principais podem substituir, sem perda considerável de 

informação, as p variáveis originais. O conjunto original de dados, consistindo de n medições 

das p variáveis, é reduzido para um conjunto posterior formado por n medições de k 

componentes principais. 

 De acordo com Rencher (2002), a ACP geralmente revela relacionamentos que não 

seriam previamente identificados com o conjunto original, o que resulta em uma interpretação 

mais abrangente do fenômeno. Segundo Johnson e Wichern (2002), a análise de componentes 

principais (ACP) serve como um passo intermediário na análise dos dados. 

 A Análise de Componentes Principais tem uma extensa gama de aplicações. 

Basicamente, sua utilidade está na redução de dimensionalidade de vetores de entradas ou de 

saídas em determinados equacionamentos. Os exemplos a seguir mostram algumas aplicações 

associadas às Redes Neurais Artificiais, Análise de Confiabilidade, extração de características 

de sinais ou imagens em ensaios não-destrutivos, ou uma combinação destas aplicações. 

 Haykin (1994), por exemplo, utilizou a ACP para as etapas de pré-processamento de 

dados utilizados na construção de redes neurais artificiais, o que reduz a complexidade do 

projeto classificador. Segundo Haykin (1994), um número reduzido de características retém a 

maior parte da informação intrínseca; assim, a redução da dimensionalidade se dá pela 

eliminação das combinações lineares entre as variáveis de entrada da rede, retendo-se apenas 

aquelas que expressarem a maior parte da variabilidade dos dados originais. 

 Mingoti (2001) estudou o aperfeiçoamento do Diagrama de Pareto para aplicações em 

variáveis linearmente dependentes. Através da análise de componentes principais os 

resultados conflitantes do processo foram desfeitos. 

 Lopes (2001) desenvolveu sua tese de doutorado através da criação de uma metodologia 

multivariada para determinar a confiabilidade e o tempo médio de falha de um produto, cujos 

componentes tenham seus tempos de vida correlacionados. Para isto, utilizou-se da análise de 

componentes principais. Numa aplicação apresentada em sua tese, a adoção da ACP permitiu 

a redução de um grande número de variáveis (80 peças originais) para um grupo de apenas 
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três variáveis (componentes principais), optando-se, posteriormente, pela utilização de apenas 

um componente. Observou-se que a diferença entre a confiabilidade do primeiro componente 

principal e a média das confiabilidades das peças originais para três percentis foi de 0,2%. 

 Souza Filho (2002) utilizou a ACP como uma técnica de extração de características em 

sistemas de sonar passivo, onde a manipulação de um grande número de variáveis em tempo 

real se faz necessária. Nestas aplicações, a redução de dimensionalidade é peça chave, sem a 

qual a operação dos sistemas pode se tornar inviável.  

 Scremin (2003) desenvolveu sua tese de doutorado sobre a seleção adequada do número 

de componentes principais baseado na Lógica Difusa (Fuzzy). Os métodos freqüentemente 

utilizados para esse propósito são fundamentados apenas na variabilidade explicada pelos 

fatores. Dessa forma, deixando de contemplar informações relevantes, como por exemplo, as 

cargas fatoriais e o conhecimento do pesquisador e/ou especialista sobre o problema em 

estudo. O uso da lógica difusa contribuiu para o aperfeiçoamento do método de Análise de 

Componentes Principais ao permitir agregar o conhecimento do pesquisador e/ou especialista, 

sobre o problema, às informações estatísticas dos dados. O método proposto apresentou 

resultados superiores aos métodos tradicionais de seleção. 

 Lamar et. al (2003), apresentaram um estudo de reconhecimento de posturas manuais 

usando uma RNA. A partir da gravação de um vídeo com os sinais manuais, definiu-se um 

vetor de características da imagem. Após o pré-processamento dos vetores através da ACP, 

características dos vetores 2 D foram extraídas. Auxiliado por uma rede neural MLP (do 

inglês Multilayer Perceptron), construiu-se um sistema automático de reconhecimento da 

linguagem de sinais. 

 Warne et al. (2004) utilizaram a idéia central de redução de dimensionalidade e de 

tratamento da colinearidade proporcionada pelo algoritma ACP, com retenção máxima da 

variabilidade do conjunto de dados de entrada, para redefinir as variáveis de entrada de uma 

rede neural artificial. A matriz de entrada original possuía 11 variáveis, com 573 observações 

cada. Foram retidos 3 componentes principais com percentual acumulado de explicação da 

matriz de variância-covariância entre 70 % e 95%. Utilizando o critério de Cattel (1966), uma 

segunda tentativa empregou 4 PC’s. A abordagem com 3 componentes apresentou, após 1000 

simulações, erros de treinamento, validação e teste inferiores à abordagem com 4 

componentes. 
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 Murphy (2004) apresentou um estudo sobre controle de qualidade multivariado 

utilizando os componentes principais da função perda escalonada. 

 Yacoub e MacGregor (2004) utilizaram o algoritmo de ACP para otimizar um processo 

químico com dez variáveis de resposta altamente correlacionadas e sete variáveis de entrada. 

Após a aplicação do método multivariado, apenas 3 componentes principais foram suficientes 

para representar o conjunto original. Como as variáveis independentes foram padronizadas, 

aplicou-se apropriadamente um método de regressão por PLS. 

 Harb (2005) procurou identificar as competências essenciais para a busca da 

competitividade que devem ser adotadas pelas empresas do setor supermercadista brasileiro. 

Com efeito, procurou analisar as correlações entre as várias competências, assim como 

estabelecer as variáveis que exercem maior influência na percepção de gestores dos 

segmentos hipermercado e supermercado nas cinco regiões brasileiras.  

 Tino (2005) utilizou a ACP para desenvolver um método de regulagem de máquinas de 

injeção plástica, visando a redução de rejeitos. Os ajustes paramétricos foram propostos para 

serem feitos durante o processo de regulagem, utilizando a metodologia de Análise por 

Componentes Principais, com base nos dados amostrados por um sistema de monitoração em 

tempo real. Os parâmetros de regulagem amostrados durante o período de regulagem, de uma 

determinada máquina injetora, molde e matéria-prima, foram armazenados para que, em 

seguida, com a ACP fosse possível a definição de grupos de parâmetros com maior 

representatividade. 

 Uma extensa quantidade de pesquisas também tem sido realizada empregando-se a 

análise de componentes principais como método de redução de dimensionalidade e de 

extração de características de sinais obtidos em ensaios não-destrutivos, tais como: 

radiografia, ultra-som e correntes parasitas. Entre eles podem ser citados Lingvall e Stepinski 

(2000), Shophian et al. (2003), Sun et al. (2004), da Silva et al. (2004), Jonhson (2002), Wang 

e Paliwal (2003), Swiniarski e Skowron (2003) e Zhang e Lin (2005). 

3.2.1 - Componentes Principais Populacionais 

 De acordo com Johnson e Wichern (2002) e Rencher (2002), algebricamente, a ACP é 

uma combinação linear particular das p variáveis aleatórias pXXX ,...,,1 . Geometricamente, 

estas combinações lineares representam a seleção de um novo sistema de coordenadas obtido 

2
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a partir da rotação do sistema original, tendo como ordenadas as variáveis . Os 

novos eixos representam as direções com máxima variabilidade e fornecem uma maneira mais 

simples e parciomoniosa de descrever a estrutura de covariância. 

pXXX ,...,, 21

 Conforme descrevem Gabrielsson et al. (2003b), a ACP corresponde a um ajuste por 

mínimos quadrados de uma linha reta (N=1) ou um plano/hiperplano N-dimensional para os 

dados em um espaço K-dimensional de componentes principais. No caso apresentado pela 

figura 3.1, adaptado de Gabrielsson et al. (2003b), os dados são centrados na média, e três 

variáveis originais são descritas por apenas dois componentes principais. O objeto é projetado 

no plano matemático descrito pelos componentes, e o valor do escore em cada componente é 

obtido através da determinação das distâncias entre a origem e o objeto projetado. Os 

autovetores, também chamados de “Carregamentos”, representam os coeficientes da direção 

do plano ajustado. A distância perpendicular entre o objeto e o plano é a distância para o 

modelo. 

 
 

u é 003 b). 

ente os 

omponentes principais é através da decomposição espectral da matriz de variância-

osto em 

hnson e Wichern (2002

)1(
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Fig ra 3.1 – Interpretação geom trica da ACP. Adaptado de Gabrielsson et al. (2

 

 Segundo Rencher (2002), uma outra forma de interpretar geometricam

c

covariância Σ ou da matriz de correlação ρ. Por definição, de acordo com o disp

Jo ), a decomposição espectral de uma matriz simétrica A (k x k) é dada 

por: 
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xk

T
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kxxk
eeeeA λ++=                                           
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nde iλ  são os autovalores de A e , seus respectivos autovetores normalizados.  

D interno de dois vetores pode ser 

que: 

ieO

 e acordo com Johnson e Wichern (2002), o produto 

encontrado considerando-se seu comprimento e o ângulo formado entre eles, tal 

 
xxL T

x =                                                                                                                         (2) 

 
yyxx

cos
TT

=θ                                                                                                         (3) 

  

 e jiee j
T
i ≠  ,0                                                                  

yxT

Assim, tem-se que: 

          (4) 

                                                                             (5) 

-se a decomposição espectral como descrito anteriormente, tem-se: 

 
 )2 exexAxx TTT λλ +=                                                                                         (6) 
 

uando A é uma matriz positiva e definida, os autovalores são maiores que zero e c2 é uma 

elipse 

kiee i
T
i ,...,2,1  ,1 == =

Supondo que k = 2 pode-se escrever que: 

 
 2

2112
2
222

2
111 2 cxxaxaxaAxxT =++=   

 
E, aplicando

( ) ( 2
2211

Q

cujos eixos são ( ) ( )2211  e exyexy TT == , tal que ( ) ( )222
2

11
2 yyc λλ += . É fácil se 

verificar que ( )2
1

ecx −= λ  satisfaz 11 ( ) 2cAxxT == , e que 
2

11
2

1
11 eec T−λλ ( )2

1
ecx −= λ  fornece a 

apropriada distância na direção de 

2 2

( )2e .  

 Portanto, os pontos que caem a uma distância c em uma elipse cujos eixos são dados 

pelos autovetores de A com comprimento proporcional ao inverso da raiz quadrada dos 

autovalores, tal como mostra a figura 3.2. 
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Figura 3.2 – Interpretação geométrica da ACP. Adaptado de Johnson e Wichern (2002). 

Os componentes principais dependem somen

ou da matriz de correlação ρ das variáveis X ,...,, 21 e seu desenvolvimento não requer o 

ressuposto de normalidade multivariada. 

erivados de uma população normal multivariada conduzem a interpretações úteis em termos 

ps stante. Adicionalmente, inferências podem ser feitas a partir de 

omponentes amostrais q

 Seja o vetor aleatório 

 

te da matriz de variância-covariância Σ 

X pX

p Por outro lado, os componentes principais 

d

de eli óides de densidade con

c uando a população é multivariada normal. 

[ ]p
T XXXX ,...,, 21= , cuja matriz de variância-covariância Σ 

≥≥ ppossua autovalores 21 ≥≥ 0...λλ λ .  

 Sejam consideradas as seguintes combinações lineares: 

pp
T

XXXXY

XXXXY

llll

M

llll

+++==

+++==

...
 

... 12211111

2

1

                                                                          (7) 

Considere-se ainda que uma variável aleatória s

onstante c. Então, o valor esperado e a variância de X1, serão dados, respectivamente por: 

 

pp
T XXXXY llll +++== ... 22221122 

M                                

ppppppp 2211
T

 
imples, X1, seja multiplicada por uma 

c

 
111 )(.)( µkXEkkXE ==                                                                                                   (8)  

 
 11

2
1

22
111 )()()( σµ kXVarkkkXEkXVar ==−=                                                               (9) 
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e X2 é uma segunda variável aleatória e se a e b são constantes, então, usando a propriedade 

da adição na expectância, vem que: 

221121

                        

))((                        
))((),(

σ

µµ

S

 

 2211

),(                        21

12

µµ

ab

XXabE
bbXaaXEbXaXCov

=

−−=
XXabCov=

−−=

                                                                   (10) 

omo: C
 

2)(
)()(

µ22

111

)(
µ

bXE =
(11) 

bbXE
aXaEaXE

=
==

                                                                                                

 
Então, pode-se escrever para a combinação linear 21 bXaX + , que: 

 
 ( ) ( ) 212121 )( µµ baXbEXaEbXaXE +=+=+                                                               (12) 
 

( ) ( )[ ]2212121

( )
)( µµ babXaXEbXaXVar +−+=+                                                           (13) 

( )[ ]
( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]    XXabCovXVarbXVara                             

XXabXbXaE                          

bbXaaXE                          

212
2

1
2

11
2

22
22

11
2

2
2211

,2
2

++=

−−+−+−=

−+−=

µµµµ

µµ

 
               

22

                           (14) 

Com  pode ser escrito como: 

                                                                                                         (15) 

 
 1222

2
11

2
21 2)( σσσ abbabXaXar ++=+                                           V

 
 [ ] ( )21  , , bXaXbacT +=

 

[ ] Xc
X
X

ba T=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1 

 
Analogamente, ( )21 21 µµ babXaXE +=+ , se torna: 

                                                                                      (16) 

 
E considerando-se a matriz de variância-covariância de X igual a: 

                                                                                                              (17) 

                                                                             (18) 

 

 [ ] µ
µ
µ Tcba =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 1                    
2

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

2212

1211

σσ
σσ

 
Então, a variância da combinação linear poderá ser escrita como: 
 

ccXcVarbXaXVar TT  )()( 21 Σ==+
 
Desde que de (14) vem: 
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2
σσ b⎦⎣⎦⎣

 

combinação linear, pode-se escrever: 

 [ ] 22
2

1211
21211   σσσ

σσ
baba

a
ba ++=⎥

⎤
⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡

 
2212

Os resultados anteriores podem ser estendidos para uma combinação linear de p variáveis 

aleatórias. Assim, para uma dada 

 

( ) 
( )

cXcEmédia

XcXcXc
TT

T
2211

==

+=

µ                                                                                       (19) 

C

piYVar iii ,...,2,1     =Σ= ll
                                                                             (20) 

 

ejam tão grandes quanto possível.  

O primeiro componente principal (PC1), segundo a definição de Johnson e Wichern 

002), é a combinação linear que possuir a máxim  variância, isto é, aquela combinação que 

aximizar a variância, de acordo com a equação 20. Parece evidente que a expressão 

iiYar ção de qualquer  por uma dada 

iente re

ao comprimento unitário. Deste modo, pode-se escrever as definições do primeiro e segundo 

omponente principais, respectivam

strições. 

Xc pp...++

ccXcVarVariância TT  Σ==
 
Usando os resultados de (19) em (7), vem que: 

 
T( )

 
( ) pkiYYov k

T
iki ,...,2,1,     , =Σ= ll

Os componentes principais serão, portanto, todas as combinações lineares não-

correlacionadas pYYY ,...,, 21  cujas variâncias em (20) s

 

(2 a

m

( ) i
T ll  Σ=  pode ser aumentada pela multiplicaV il 

constante. Para eliminar esta indeterminação, é conven stringir os vetores coeficientes 

ente PC1 e PC2, na forma de funções objetivo com c

re

  

 
( )

1: 11

1

=ll

l

        a Sujeito

XVar     Maximizar
T

T

                                                                                                (21) 

 
( )

0

 

),( 21 =XXCov                      TT ll

1: 22

2

=        a Sujeito

XVar     Maximizar
T

T

ll

l

                                                                                 (22) 

 
s soluções dos sistemas (21) e (22) conduzem, respectivamente, ao valor do primeiro e do A

segundo componentes principais. 
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o

 (23) a seguir: 

 Desta forma, o i-ésim  componente principal será a combinação linear XT
il que for 

solução da expressão

 
( )XVar     aximizar T

il

ik para    XXCov                      

        a  Sujeito

ki <= 0),( ll

                                                  (23) 

 

M

TT
i

T
i =1: ll            

Se alguns autovalores 

Para demonstrar a veracidade das expressões (21), (22) e (23), é necessário recorrer ao 

princípio da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, como será visto a seguir.  

3.3 - DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ 

iλ  forem iguais, as escolhas dos correspondentes vetores 

 Prova: Seja considerada a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tomando-se b e d dois 

etores (p x 1) quaisquer. Então: 

coeficientes ie , e consequentemente, iY , não serão únicas. 

  

v

 
 ( ) ( )( )ddbbdb TTT ≤                                                                                                        (24) 

A igualdade só existirá se e somente se u d = cb), pa

2

 
 b = cd (o ra qualquer constante c. 

A desigualdade é óbvia se tanto b quanto d forem nulos. Excluindo-se esta 

 Desde que o 

comp , então n

 

possibilidade, escolha-se um vetor b – xd, onde x é um escalar arbitrário.

rimento do vetor seja positivo para b – xd ≠ 0 este caso: 

 

 
( ) ( ) ( )

( )
ddxxdbbxdbbxdbxdb

TTT 2

0 +−−=−<
                                                    (25) 

 
ddxdbxbb

T

2                                 +−=

−

 expressão imediatamente acima é quadrática em x. Se os quadrados forem completados 

om a adição e a subtração de um 

 

TTTT 2

A

c escalar, obtém-se: 

 ( ) ( ) ( )  ddxdbxdbdbbb TT
T

T

T

T
T 22 +−+−<  

dddd

22
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( ) ( ) ( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣
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dbbb T

T
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T

T

T
T

22

                                                                    (26)  
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esO termo entre colchet  será nulo se for escolhido um 
dd

x T= . Assim, pode-se concluir que: 

 ( )

dbT

 

dd
dbbb T

T
T

2

0 −< se para qualquer x, b ≠ xd.                                                                 (27) 

 
 Uma extensão direta da desigualdade de Cauchy-Schwarz se segue naturalmente. 

 Considere-se b (px1) e d (px1) dois vetores quaisquer e tome-se B, uma matriz positiva 

 definida. Então, tem-se: 

 
 )                                                                                                (28) 

 
 Onde a igualdade só existirá se 

e

( ) ( )( dBdBbbdb TTT 12 −≤

( )dBcb 1−=  ou ( )bBcd 1−= , para qualquer constante c. 

 é bvia quando b = 0 ou d = 0. Para outros casos, porém, deve-

 levar em conta matriz raiz quadrada B½ definida em termos de seus autovalores, 

 

 Prova: A desigualdade  ó

se iλ  , e dos 

utovetores normalizados,  , tem-se, considerando-se a decomposição espectral já descrita 

nterior ente, que: 

iea

a m
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p

eeB ∑− =21 1
λ

             
i i=1

                                                                                            (29) 

⎟
⎠

⎜
⎝

⎟
⎠

⎜
⎝

== dBbBdBBbId . A prova é completada aplicando-E segue que ⎞⎛⎞⎛=
−−bdb

T
TTT 2

1
2

1
2

1
2

1

se a desigualdade de Cauchy-Schwarz aos vetores ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − dBbB 2

1
2

1
 e , como já descrito 

A extensão da desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser utilizada para provar que os 

primeiros componentes principais são resultados da maximização de uma combinação linear. 

 Lema: Seja , uma matriz positiva e definida e , um dado vetor. Então, para um 

vetor

 

anteriormente.  

 

 

)( pxp
B

)1( px
d

 não-nulo arbitrário 
)1( px

x , tem-se: 

( ) dBd
Bxx
dxmax T

T0x

1−

≠
=                                                                                                     (30) 

Com
)1()()1( pxpxppx
 para 0

T 2

 
 o máximo sendo alcançado quando dBcx −= 1 ≠∀c . 
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Prova: Pela extensão da desigualdade de Cauchy-Schwarz, 

 

( ) ( )( dBdBxxdx TTT 12 −≤ ). Se 

atriz positiva e definida, então,

 

 ( ) 0>BxxT for não-nulo e B for uma mx . Dividindo-se ambos 

s lados da desigualdade pelo escalar po ositivo ( ) 0>BxxT , obtém-se: 

 

 ( ) dBddx
T

T
1−≤      

Bxx
T

2

                                                                                                      (31) 

 
Portanto, um máximo é alcançado

aximização conduzem aos autovalores da matriz B. 

p

 quando dcBx 1−= . Os resultados alcançados com a 

m

 Seja B , uma matriz positiva e definida com autovalores ≥
)( pxp

0...21 ≥≥≥  e os λλ λ

respectivos autovetores normalizados ( ) ( ) ( )peee ,...,, 21 . Então: 
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Além disso, estendendo-se estes resultados para k+1 componentes principais,tem-se que: 
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 Prova: Seja , uma matriz ortogonal cujas colunas sejam os autovetores 

pxp
P

( ) ( ) ( )peee ,...,, 21  e Λ uma matriz diagonal com autovalores 0...21 ≥≥≥≥ pλλλ ao longo da 

iagona
)1()(
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, desde que . [ ]00111 L==⇒= TTT Peyex 1/,01/,1 11 ≠=== kpee  e  kpee T
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 Para esta escolha de x, 
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Então, fazendo: k1pp eeex eyeyeyPyx ,...,,,... 22211 ⊥+++== , implica que: 

ip ≤= ,0  
 
 eeyeeyeey T

pp
TT +++= ...212111 ki  y

 
 Portanto, para x perpendicular aos primeiros k autovetores, o lado esquerdo da 

desigualdade em (35), se torna: 

∑

∑
 

=i 1

 
 Considerando-se 0...,1 21

== p

i

p

i
ii

T

T

y

y

xx
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1

2λ
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==== ++ pkk yyy , obtém-se o máximo declarado.  

 

3.4 – DEMONSTRAÇÕES  

seguintes resultados: 

 

esultado 1: Considere Σ a matri

Com a dedução realizada no item 3.4 a partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz, 

podem ser escritos os 

R z de variância-covariância associada ao vetor aleatório 

[ ]p
T XXXX ,...,, 21= . Admita-se que esta matriz possua pares de autovalores-autovetores 

( ) ( ) ( )pp eee ,,...,,, 2211 λλλ ≥ , onde 0...21 ≥≥≥≥ pλλλ . Desta forma o i-ésimo componente 

 

principal é dado por: 

ppiii ,...,2,1...2211 =+++=                                                       (36) 

Com as seguintes escolhas: 

                                                                                (37) 
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Sabe-se que, se Σ=B , então: 
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eeBax TT0
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Estendendo-se estes resultados para k+1 componentes principais, vem que: 

 

 ( )
1+=

Σ
kT

T

max λll                                                                                                       (39) 

 
,...,⊥ eex k1 ll

ara a escolha de 1+= kel , com , tem-se que:  1,...,2,1,01 −==+ pk ee k
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++ =Σ= Kk
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kk YVaree
ee
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 Mas, 1111111 )( +++++++ ==Σ=Σ kKkkkkk YVareeee λλ . Como já dem ente, 

se os autovetores forem perpendiculares, então 

11

Σ

kk

T ee

 
T onstrado anteriormT

( ) ki   se0,e eYYCov kiki ≠=Σ=, . Então, todos 

os autovetores de Σ serão ortogonais se todos os autovalores p

T

λλλ ,...,, 21 forem distintos. Se os 

autovalores não forem todos distintos, os autovetores correspondentes aos autovalores 

scolhidos para serem ortogonais. P ra quaisquer dois 

ki   se0,ee ki ≠=, . Desde que kkk ee

comuns podem ser e  pa

autovetores T
k

ortanto, 

e λ=Σ , pré-multiplicando-se por ie , obtém-

se: 

T

 
 ( ) ki 0,eee ee eYYCov k

T
ikkk

T
ik

T
iki ≠===Σ= λλ,                                                           (41) 

Assim, a prova está completa. Dos resultados anteriores, decorre que os componentes 
 

principais são não correlacionados e possuem variâncias iguais aos autovalores da matriz de 

variância-covariância. 

 

Resultado 2: Considere que [ ]p
T XXXX ,...,, 21= possua matriz de variância-covariância 

com pares de autovalores-autovetores

 

( ) ( ) ( )pp eee ,,...,,, 2211 λλλ ≥ , onde: 0...21 ≥≥≥≥ pλλλ .  

Tomem-se os p componentes principais iguais a . Então, a soma a seguir será: 

 )=+++==+++ YVarXVar ...... λλλσσσ                                 (42) 

iz de variância-

ovariância. Usando os resultados anteriores, pode-se escrever que: 

XeY T
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 Prova: Defina-se a soma das variâncias como o traço da matr

c
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( ) ( ) ( ) ( ) ∴+++=Λ=Λ=Λ=Σ p
TT trPPtrPPtrtr 21 ... λλλ

 
( ) ( ) ( ) ( )∑∑ =Λ=Σ=

p

i
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== ii
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 Resulta
 
 O do 2 pode ser usado para se definir qual é a proporção da variância total que é 

representada (ou devida) ao k-ésimo componente principal, tal que: 

 

 pk  PC
p

k
k ,...,2,1,

...1

=
+++

=
λλλ 2

λ                                                                          (44) 

 
 Segundo Johnson e Wichern (2002), Souza (2000), Rencher (2002), Lopes (2001), Fung 

006), Liao (2006), dentre outros, se a maior parte da variância total (80 a 90%), para um p 

estes componentes podem “substituir” as p variáveis originais sem perda considerável de 

informação. 

T
pp

TT == ,...,, 221  são os componentes principais obtidos a 

artir da matriz de variância-covariância Σ, então: 

(2

grande, puder ser atribuída ao primeiro, segundo ou terceiro componentes principais, então 

 

Resultado 3: Se Y =1 XeYXeYXe
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iente de correlação de Pearson entre os 

tes principais as variáveis originais . Nesta expressão, 

 
A expressão (45) é a fórmula para o cálculo do coefic

iY componen kX

( ) ( ) ( )pp eee ,,...,,, 2211 λλ ≥  são pares de autovalores-autovetores da matriz de covariância Σ. 

 

Prova: Seja o vetor 

λ

 

[ ]0,...,0,1,0,...,0=T
kl . Então, estabelecendo-se a igualdade 

-se, considerando-se o já 
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 que X seja distribuída como uma normal multivariada

  
 De acordo com o disposto em Johnson e Wichern (2002), é interessante se considerar os 

componentes principais como derivados de uma amostra aleatória de uma distribuição normal 

multivariada. Suponha-se  ( )Σ,µpN . É 

bido que µ é o centro dos elipsóides descritos por: 

 
                                                                                                   (47) 

Este elipsóide de densidade constante tem eixos definidos por 

sa

( ) ( ) 21 cxx T =−Σ− − µµ
 

( ) piecx ii ,...,2,1,2
1

== λ , onde 

( ) ( ) ( )pp eee ,,...,,, 2211 λλλ ≥

Um ponto caindo no i

 são pares de autovalores-autovetores da matriz de covariância Σ. 

-ésimo eixo do elipsóide possuirá coordenadas proporcionais a 

[ ]piii eee ,...,, 2  no sistema de coordenadas com a origem em µ T
i e1= e eixos 

 escolher µ = 0. De discussões anteriores, sabe-se que 

uando A é uma matriz positiva e definida, seus autova

lipse cujos eixos são 

pxxx ,...,, 21 . 

Segundo Rencher (2002) é conveniente

q lores são maiores que zero e c2 é uma 

( ) ( )2211  e exyexy TT == , tal que ( ) ( 2
22

2
11

2 yyc λλ += ) . É fácil se e

verificar que ( )1
2

1
1 ecx −= λ  satisfaz ( ) 2

2

11
2

1
1 ceecAxx TT == −λ , e que ( )1λ 2

2
1

2 ecx −= λ  fornece a 

apropriada distância na direção de ( )2e . Fazendo A = Σ, c2 pode ser escrito como: 

 
( ) ( ) ( )
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pyyyc
λλ

2

2

2
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1

2
12 ...+++=                                                                                        (48) 

rincipais construídos nas direções dos autovetores da matriz de covariância. 

omo os parâmetros populacionais raramente são conhecidos, substituindo-se Σ, µ e ρ por 

seus respectivos equivalentes valores amostrais

 
 Esta equação define um elipsóide em um sistema de coordenadas, nos quais os eixos são 

componentes p

C

, S, x e r, tem-se a demonstração gráfica deste 

equacionamento na figura seguinte. 

3.4.1 - Componentes Principais de Variáveis Padronizadas 

 Os componentes principais também podem ser obtidos a partir de variáveis 

padronizadas. As variáveis padronizadas são aquelas que assumem a forma: 
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Em notação matricial, as expressões (49) podem ser escritas como: 
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                                                                                                      (50) 
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V  é uma matriz diagonal formada com os desvios-padrão das variáveis. 

Claramente, o valor esperado de Z é zero e ( )

⎛ ⎞

ρ=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Σ

ção utilizada seja 

 mesma, segundo Johnson e Wichern (2002), as quantidades devidas de Σ não são, em geral 

as mesmas derivadas de ρ.  

 

Resultado 4: O i-ésimo componente principal das variáveis padronizadas 

⎟
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VVZCov . Os componentes 

principais de Z podem ser obtidos a partir dos autovetores da matriz de correlação ρ de X. 

Todos os resultados descritos previamente são aplicáveis às variáveis padronizadas com certa 

simplificação, uma vez que a variância de cada iZ é unitária. Embora a nota

a

[ ]p
T ZZZZ ,...,, 21= , 

com ( ) ρ=ZCov , é dado por: 
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 Ou de outra maneira: 
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Com: 
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Além disso, 
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Neste caso ( ) ( ) ( )pp eee ,,...,,, 2211 λλλ ≥  são pares de autovalores-autovetores da matriz de 

orrelação ρ com 0...21 ≥≥≥≥ pλλλ . c

 rova: O Resultado 4 segue as provas dos Resultados 1, 2 e 3, com [ ]p
T ZZZZ ,...,, 21=  P

[ ]p
T

21 XXXX ,...,,no lugar de =  e ρ no lugar de Σ. 

 Na maioria das vezes, não se tem conhecimento dos parâmetros populacionais de 

3.4.2 – Variância Amostral e ACP 

variância-covariância e correlação, respectivamente, Σ e ρ. Neste caso, adota-se a matriz de 

variância-covariância amostral S no lugar de Σ e a matriz de correlação amostral R no lugar 

de ρ. Assim, tem-se que: 
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Assim, são escritos os componentes principais amostrais em termos de S e R, tal que: 
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 De acordo com o disposto em Rencher (2002) e Johnson e Wichern (2002), o 
 

hiperelipsóide centrado na média amostral x , cujos eixos são os autovetores da matriz de 

covariância amostral S, possuindo comprimentos proporcionais aos seus autovalores. Então, 

tem-se que: 

 
 ( ) ( ) 21 cxxSxx T =−− −                                                                                                   (58) 
 
 As figuras 3.3 e 3.4 representam geometricamente os conceitos estabelecidos 

anteriormente. 
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ode-se notar que a 

mb

ressão, tal combinação linear seja a equação de regressão capaz de 

xplicar a estrutura de variância-covariância dos dados. Quando a estrutura de correlação 

ntre os dados é forte, os componentes menores terão uma importância menor. No caso do 

elação de um conjunto de dados diminui, a distinção 

entre

nalidade do 

conjunto. Neste caso, a elipse da figura 3.3 se torna uma esfera, tal como demonstra a figura 

3.4. Desta representação geométrica origin

multivariados: o teste da Esfericidade de Bartlett (Peres-Neto et al., 2005).  

 

Figura 3.3 – Elipse de densidade constante para dois componentes principais. 

 

 Quanto maiores forem as correlações entre as variáveis que compõem o conjunto 

múltiplo, maior será a importância do semi-eixo maior da elipse, refletindo a preponderância 

do primeiro componente principal sobre a explicação da estrutura de covariância. Espera-se, 

então, que seja possível uma redução de dimensionalidade, uma vez que PC1 representará 

adequadamente o conjunto original de variáveis. Na figura 3.3, p

co inação linear PC1 se assemelha muito a uma reta de regressão. Isto demonstra que, tal 

como a equação de reg

e

e

segundo componente principal, isto é caracterizado pela pequena dimensão do semi-eixo 

menor. 

 À medida que a estrutura de corr

 os componentes principais também diminui. Isto faz com que os semi-eixos se tornem 

semelhantes, diminuindo-se também a possibilidade de redução da dimensio

ou-se um dos principais testes estatísticos 
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Figura 3.4 – Correlação Nula = Autovalores idênticos. 

 

Segundo Montgomery e Ru

correlação é a razão entre a covariância e a raiz quadrada do produto das variâncias, tal como 

descr

,

 nger (2003), Johnson e Wichern (2002) e Rencher (2002), a 

eve a equação (46). O coeficiente de correlação de Pearson ( )ik YXr ,  possui valores 

compreendidos no intervalo 11 ( ) +≤≤−
ik

r . Quanto mais próximo destes extremos, mais 

forte será a correlação entre as variáveis ik YX , . Para testar a significância da correlação, 

YX

Montgomery e Runger (2003), recomendam: 

 
= 0:0 r  H

                                                                                                                 (58.a) 

A estatística de teste usada para avaliar a hipótese nula da expressão (58.a) é dada por: 

⎩ ≠ 0:1 r  H
 

⎨
⎧

 

20
1

2
r

nrT
−

−
=                                                                                                               (58.b) 

 

T0 segue uma distribuição t-student com n-2 graus de liberdade. Rejeita-se a hipótese nula se 

2,20 −> ntt α , implicando em um valor de p menor que o nível de significância α. 

3.4.3 - Escores de Componentes Principais 
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Por vezes é útil escrever as combinações lineares na forma de escores dos componentes 

rincip , a matriz de variáveis padronizadas está representada pelas p 

 Para se encontrar uma expressão adequada a esta realidade que represente a mesma 

tiliza-se a entidade estatística denominada de escore 

de componentes principais (PCk), que pode ser representada tal como a expressão (59). 
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3.5 

De acordo com Peres-Neto et al. (2005), existem vários testes disponíveis para se 

valiar  componentes principais, 

O Teste de Isotropia tem por finalidade verificar se um determinado número de eixos 

ão possui variações importantes, podendo ser desprezados

numa redução de dimensionalidade. Isso ocorre, frequentemente, quando as últimas raízes 

características (autovalores) são praticamente iguais, não permitindo a definição de eixos de 

máxima variabilidade. As figuras 3.3 e 3.4 anteriores ilustram dois casos bidimensionais, nos 

 dos dados quanto à esfericidade. No caso 

representado pela figura 3.3, as variabilidades são diferentes entre os eixos ( ), 
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- TESTES DE ADEQUAÇÃO 

a a adequação dos dados à aplicação da análise de

principalmente no que tange a magnitude da estrutura de correlação e a possibilidade da 

redução de dimensionalidade do conjunto original de variáveis estudadas. A seguir, são 

descritos os testes adotados nesta tese. 

3.5.1 - Teste de Variação Isotrópica ou Esférica 

n  na análise, o que pode resultar 

quais se verificam os dois comportamentos típicos

21
ˆˆ λλ ≠
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cífica. E, com base nesta suposição, podem-se 

 

podendo-se determinar um eixo de máxima variabilidade, enquanto que no caso da figura 3.4 

isto não é possível, uma vez que 21
ˆˆ λλ = . Neste caso, ocorre uma variação isotrópica ou 

esférica. 

 Estudar a isotropia significa inferir sobre a estrutura de dependência, para isso supõe-se 

que a amostra seja retirada de uma população com distribuição normal multivariada, cuja 

matriz de covariância tenha uma estrutura espe

inferir sobre a distribuição, os coeficientes e as raízes características das componentes. Além 

de adquirir conhecimento da estabilidade dessas quantidades, através das variâncias e das 

covariâncias, esta distribuição também permite a construção de testes de hipóteses e de 

intervalos de confiança para a estrutura das componentes da população. 

 O teste sugerido por Anderson (1963), serve para se verificar a igualdade das raízes 

características, ou seja: 

 pmH λλ ˆ...ˆ: 10 ==+                                                                                                          (60) 
 
Onde: p é o número de variáveis; m é o número de eixos que se supõe não possuir variação 

isotrópica; r = p-m é o número de eixos que se supõe possuir variação isotrópica, podendo, 

portanto, serem descartados da análise. 

A hipótese alternativa é que algumas das raízes do conjunto são distintas. De acordo 

com Scremin (2003), o critério da máxima verossimilhança conduz à estatística: 
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k rnnn
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2 ˆ1ˆ1 λλχ l                                                                      (61) 

 
Quando H0 for verdadeira, a estatística (61) terá distribuição Qui-quadrado com 

( ) 11.5,0 −+= rrν  graus de liberdade para n grande. A hipótese nula será rejeita para valores 

da estatística de teste (61) superiores a ( )
2

,ναχ , onde α é o nível de significância do teste, 

escolhido nesta tese como 5%. Neste caso, pode-se concluir que os eixos não são todos iguais, 

sendo possível, portanto, que os maiores possam representar a variação ocorrida com o 

conjunto todo. Se, ao contrário, ( )
2

,
2

ναχχ < , aceita a hipótese nula de que as r raízes 

características são iguais e apresentam variação isotrópica. Um valor muito pequeno de P-

value no teste equivalerá a um Qui-quadrado muito alto, rejeitando-se H0 e confirmando-se 

que os n maiores componentes principais são distintos e podem representar a variância do 

conjunto multivariado. 
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 Peres-Neto et al. (2005), Bartlett (1954) estendeu seu teste de 

esfericidade original para avaliar se o autovalor do primeiro componente principal é 

n (1993), 

o teste assumiu a seguinte forma: 

 

3.5.2 - Teste de Bartlett 

 De acordo com

significativamente diferente dos demais. Após as modificações sugeridas por Jackso

 ( ) Rnpn l⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−−= 112

6
12χ                                                                                          (62) 

 
Onde: R é o determinante da matriz de correlação dos dados, n é o tamanho da amostra 

e p, o número de variáveis estudadas. A estatística de teste é aproximadamente distribuída 

como 2χ , com ( ) 2/1−pp  graus de liberdade. Na hipótese nula se postula que todas as 

variáveis são não correlacionadas, não sendo adequada a aplicação da análise de componentes 

rincipais. 

 

3.5.3 - Teste de Lawley 

 Lawley (1956) desenvolveu um teste para avaliar se o autovalor do segundo 

componente principal é significativamente diferente dos remanescentes. A hipótese nula, 

portanto, pressupõe que pelo menos duas variáveis do conjunto estudado são correlacionadas, 

o que implicaria que o primeiro eixo é significante enquanto que o segundo não é 

significativamente diferente dos demais. Segundo Mardia et al. (1979) e Peres-Neto et al. 

(2005), a estatística de teste de Lawley é dada por: 
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Com  distribuída com 2χ  ( )( ) 2/21 −+ pp  graus de liberdade. Em (63), tem-se que: 
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Onde: n é o número de experimentos, p é o número de variáveis de resposta e rij é o 

coeficiente de correlação de Pearson estabelecido entre a variável i e a variável j. 
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3.5.4 – Índices de Correlação 

 De maneira complementar, três índices podem ser usados para avaliar a correlação 

existente em um conjunto de dados e ressaltar sua estrutura favorável à aplicação da análise 

de componentes principais. Nas fórmulas que se seguem, p é o número de variáveis e R é a 

matriz de correlação das p variáveis. 

K) (Todeschini, 1997) é uma proposta para se avaliar a matriz 

K é próximo de zero, todas as variáveis são perfeitamente não 

correlacionadas. Este índice pode ser calculado através da equação (65), tal que: 

 

O Índice de Kulbach (I

de correlação R. Quando I

( )∑−=−=
p

mK nRnI 11 λll                                                                 
=m 122

                       (65) 

 
Analogamente, o índice de divergência (ID) (Todeschini, 1997) apresenta valores 

próximos de zero quando as variáveis não possuem correlação. 
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m m1

 
 O Índice de Correlação Generalizada (ICG) é igual ao determinante da matriz de 

correlação (Todeschini, 1997), e é usado para avaliar a correlação contida em um conjunto de 

dados. Em princípio, os valores de ICG caem entre 0 e 1. Quanto mais próximo de zero, maior 

e mais perfeita é a correlação entre as variáveis; um ICG próximo de 1 revela a completa falta 

de correlação. 
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3.6 – CRITÉRIOS DE SELEÇÃO  

 De acordo com Peres-Neto el al (2005), além dos testes e índices descritos 

anteriormente, existem algumas regras de escolha do número adequado de componentes 

principais que devem ser mantidos na análise, baseadas em valores médios. Estas regras são 

utilizadas para se avaliar se uma estatística de teste observada, baseada em autovalores ou 
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 Guttman, 1954), quando se utiliza a matriz 

de correlação na análise de com

etenção dos 

componentes principais. Lopes (2001) utilizou o valor de 70%. Já Scremin (2003), em sua 

tese utilizan

a abordagem de Souza (2000) e Lopes (2001), que utilizaram uma combinação dos três 

autovetores, é maior do que o valor esperado médio, sob a hipótese nula de que não há 

associação entre as variáveis.  

 Segundo o critério de Kaiser (Jackson, 1993;

ponentes principais, apenas os componentes principais que 

apresentarem autovalores maiores do que 1,0 devem ser mantidos para representar a variação 

total. Entretanto, devido à variação ocorrida na amostragem, aproximadamente metade dos 

autovalores excederão à unidade. Apesar de ser muito criticado por isto (Jackson, 1993), este 

é o critério mais popular de seleção de componentes principais. 

 O critério de Cattel (1966) sugere que a amplitude dos autovalores seja representada 

graficamente em função do número dos autovalores, dispostos em ordem crescente. A seleção 

do número de componentes retidos é baseada no ponto de ruptura do gráfico. Este ponto de 

ruptura ocorre quando há uma queda brusca na amplitude dos autovalores (Scremin, 2003). 

 Um conceito também bastante difundido é o do percentual acumulado de variação 

explicada (Souza, 2000). Segundo este princípio, todos os componentes principais cujo 

percentual acumulado de variação explicada supere um dado valor de referência devem ser 

retidos. Este percentual pode ser calculado, somando-se as explicações individuais de todos os 

componentes escolhidos, tal como representa a equação (44). Scremin (2003) afirma que não 

há consenso entre os autores sobre qual deve ser o valor de referência para a r

do a lógica Fuzzy, preferiu classificar o problema em níveis de aceitação. Assim, 

o pesquisador considerou que um nível de aceitação “Parcialmente Bom” é aquele cujo 

percentual acumulado de variação explicada esteja compreendido entre 62 e 80%, e o 

“Totalmente Bom”, para percentuais acumulados acima de 80%. Johnson e Wichern (2002), 

recomendam que uma seleção adequada é aquela que permita a seleção de até três 

componentes, e que representem um percentual acumulado de variação explicada entre 80 e 

90%, para um número p grande de variáveis. 

 Embora cada método tenha suas vantagens e desvantagens, nesta pesquisa preferiu-se 

adotar 

critérios descritos anteriormente. Como valor de referência, acredita-se que um percentual de 

variação explicada de 80% seja um valor adequado para a seleção dos componentes principais 

mais representativos. 
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da a complexidade que envolve a Análise de 

mp

omentos certas 

irm

3.7 – CONSIDERAÇÕES FINAIS SOBRE O CAPÍTULO 

 Neste capítulo procurou-se explicitar to

Co onentes Principais. O objetivo deste tratamento é prover informações suficientes para a 

construção de um modelo de análise de superfícies de respostas que sejam escritas em termos 

de escores de componentes principais. Nos próximos capítulos, em alguns m

af ações terão como base os conceitos ora descritos. Julgou-se necessária tal profundidade 

de análise para se evitar que equívocos invalidem o caráter matemático da proposta 

multivariada. 

 



Capítulo 4 

MODELAGEM E OTIMIZAÇÃO EXPERIMENTAL 

4.1 – CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 Neste capítulo, apresenta-se a fundamentação teórica relativa à Metodologia de Projeto 

de Experimentos e os métodos de regressão empregados na construção de funções objetivo e 

restrições utilizadas nos métodos de otimização. Discutem-se também os métodos de 

timiza te Reduzido Generalizado 

RG). A finalidade deste capítulo é fornecer uma visão geral sobre as técnicas que 

ltiplas 

respo

4.2 

em experimentos agrícolas e em ciências biológicas, tendo alcançado enorme sucesso. A 

o ção múltipla existentes atualmente e o algoritmo do Gradien

(G

possibilitarão o desenvolvimento de um novo procedimento de otimização para mú

stas correlacionadas. 

– METODOLOGIA DE PROJETO DE EXPERIMENTOS 

Projeto de Experimentos é uma metodologia relativamente antiga, desenvolvida entre 

1920 e 1930 por Fisher, sendo posteriormente aperfeiçoada por outros importantes 

pesquisadores como Box, Hunter e Taguchi, dentre outros. Desenvolvendo uma pesquisa no 

Rothamsted Agricultural Experiment Station, em Londres, Sir Ronald A. Fisher, foi o 

inovador no uso dos métodos estatísticos e da análise de dados. Em 1933, levou seu trabalho 

para a Universidade de Londres, onde o DOE (do inglês Design of Experiments) foi aplicado 
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dial, esta metodologia foi introduzida na indústria química e nos processos 

indus

 um modelo que inclua os fatores escolhidos e planejar experimentos eficientes para 

estim

ante e desejável para 

garanti

o estudo. Uma vez realizados os experimentos, o passo seguinte 

cria-se uma variação para a variável de resposta que pode ser utilizada para se 

valiar a significância estatística do incremento experimental. Já quando se aleatoriza um 

experimento conhecidos 

serem distribuídos atr íveis do  n ível manter a 

homogeneidade das condições experim ntais, deve-se empregar a blocagem. Esta técnica 

statística permite avaliar se a falta de homogeneidade interfere nos resultados. Um bloco 

onsiste de uma parte do experimento completo, que se presume ser mais uniforme do que o 

execução 

atégia de Um Fator por Vez, onde o nível de um único fator 

primeira aplicação prática do DOE data de 1930, na British Textile. Depois da Segunda 

Guerra mun

triais de empresas nos Estados Unidos e Europa. Sua notória eficácia fez dela uma das 

principais ferramentas de melhoria de processos.  

 Pensar de maneira sistemática sobre um problema contribui enormemente para sua 

solução. De acordo com Montgomery (2001), uma maneira sistemática de avaliar a magnitude 

de várias fontes de variação que influenciam um processo deve se iniciar com a identificação 

e seleção dos fatores que possam contribuir para a variação. Geralmente, sessões de 

brainstorming, fluxogramas e diagramas de causa-efeito realizados por especialistas no 

processo, podem contribuir para a escolha apropriada destes fatores. Em seguida, deve-se 

selecionar

ar seus efeitos. A viabilidade do estudo deve ser levada em consideração. Experimentos 

exploratórios ou dados históricos devem ser utilizados para se avaliar o número de níveis 

adotados para cada fator. A aleatorização do experimento é algo import

r que a variação incontrolável seja diluída pelo arranjo proposto, reduzindo a chance de 

má interpretação dos resultados. Realizar os experimentos de acordo com o planejado, 

detectar, documentar e analisar as anormalidades que ocorrerem na condução experimental é 

vital para garantir o sucesso d

é estimar os efeitos dos fatores incluídos no modelo utilizando métodos estatísticos 

adequados. No final, interpretar e discutir os resultados e recomendar melhorias.  

 Um bom planejamento de experimentos pode incluir a utilização de réplicas, de 

aleatorização e blocagem. Ao se repetir um teste várias vezes em unidades experimentais 

diferentes, 

a

, aumenta-se sua validade, porque e aumenta a chance dos efeitos dess

avés dos n s fatores. Quando ão for poss

e

e

c

todo.  

 Uma vez selecionados os fatores e seus respectivos níveis, passa-se à fase de 

dos experimentos. Como todos os fatores podem ser alterados simultaneamente, existem 

diversas maneiras de combiná-los. Montgomery (2001) cita alguns tipos inadequados de 

experimentação tais como a Estr
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erá trocado em cada ensaio. A desvantagem dessa estratégia é que não há garantia de que 

ja encontrada uma so eficientes em 

determinar quais fatores afetam com maior intensid ta de interesse. Em tais 

estratégias nunca serão reveladas interações.  

 A ordem- os DOE geram condições experimentais 

balanceadas e ortogonais, de modo que os fa  experimentados 

uniformemente  um dos seus níveis.

 O arranjo experimental mais comum é o fatorial completo, para o qual o número de 

experimentos é igual ao número de ní eis expe do ao núme

caso típico de fatoriais em dois níveis, o número de experimentos (N) para se avaliar os k 

fatores é dado por N = 2k. Os arranjos fatoriais completos podem ser gerados para qualquer 

quantidade de fatores e os níveis de cada fato  s  colunas segundo um esma 

ordem tal que para a primeira coluna, os níveis se alteram a cada experimento (20); para a 

segunda coluna, os níveis se alteram a cada 21; para a terceira coluna, os níveis se alteram a 

cada rem os k 

fatores, até a k-ésima coluna. 

 Fatoriais Completos cobrem todo o espaço experimental; porém, enquanto o número de 

fatores cresce linearmente, o número de experimentos cresce expon

uantidade muito grande de fatores pode tornar um processo de experimentação inviável.  

e baixa ordem. Assumindo-se, 

ortanto, a hipótese da esparsidade dos efeitos, frações do experimento completo podem ser 

Uma meia-fração de um 

este arranjo, constrói-se 

m fatorial completo 2k-1, igualando-se a coluna representativa do fator remanescente com os 

tores que fazem parte do 

plo, possui um  2  B e C, toma-se A 

ada de gerador 

e confundimento (Paiva

entidade entre os fatores, fazendo com que não seja mais possível estimar-se o efeito do 

s

se lução ótima para o modelo. Estas estratégias são in

ade a respos

padrão utilizada pelos arranj

tores investigados sejam

 em cada  

v rimentais eleva ro de fatores. No 

r e alternam nas a m

22 e assim por diante. O procedimento se repete para tantas colunas quantas fo

encialmente. Uma 

q

 Montgomery e Runger (2003) mencionam que se houver pouco interesse nas interações, 

pode-se negligenciá-las. Neste caso, uma quantidade menor de experimentos seria suficiente 

para avaliar apenas os efeitos principais ou as interações d

p

suficientes para se detectar a presença de fatores influentes. 

experimento 2k, por exemplo, contém 2k-1 experimentos. Para compor 

u

fa fatorial completo 2k-1 (Box et al., 1978). Um arranjo 23-1, por 

exem a parte 2 completa. Assim, para três fatores originais A,

e B para compor um fatorial completo e admite-se C=AB. Tal relação é cham

d , 2004). Esta particularidade dos fatoriais fracionados utiliza uma 

id

fator isoladamente, mas apenas da combinação linear formada.  
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 Um os io sent ento entre os efeitos 

princip nterações, a nsidade d esmos pode ser utilizada para a escolha do 

fracionado mais adequado. Box et al (1978) chamam esta intensidade de resolução. Quanto 

maior for a resolução, men  o confun nto. Em um projeto de resolução III, por 

exempl rincip confund  interações de 2ª ordem. Já em  de 

resolução V, os fatores principais confunde  interações de 4ª ordem, que em geral 

são fracas e, portanto, neglig iáveis. Lo sid ar que grande parte do efeito 

bservado na combinação linear é devida ao efeito principal. 

entos, com o 

 Para se testar se a mudança de níveis de um fator ou interação é significativa emprega-

mento de experimentos, este teste é a 

nálise de Variância (ANOVA) (Montgomery e Runger, 2003). 

 Q ente iguais, assume-

trário, se detecta uma 

iferença significativa, o fator é importante. Para um fatorial completo com de 2 fatores, A e 

, em dois níveis (+1, -1), pode-se e

a vez que arranjos frac nados apre am confundim

ais e as i  inte os m

or é dime

o, os fatores p ais em-se com  um

m-se com

enc go, pode-se con er

o

O maior uso destes arranjos se dá para experimentos exploratórios, nos quais muitos 

fatores são examinados em uma quantidade relativamente pequena de experim

objetivo de se identificar os (poucos) fatores realmente influentes. 

se um teste de hipótese para média. No caso do planeja

A

uando dois níveis de um fator geram respostas médias estatisticam

se que o fator não influencia a resposta de interesse. Quando, ao con

d

B screver o seguinte modelo: 

 
 ijkijjiijk ABBAY εµ ++++=                                                                                         (68) 
 
Onde: i = número de níveis de A; j = número de níveis de B e k, o número de réplicas.  
 

O termo é a (ijk)-ésima observação obtida no experimento, µ é a média geral, Ai é 

, (AB) ij, 

o efeito da ij-ésima interação AB entre os fatores e εijk, um componente do erro aleatório.  

el de significância e o número de graus de liberdade da variação dentro, 

ijkY

efeito do i-ésimo tratamento do Fator A, Bj o efeito do j-ésimo tratamento do Fator B

A estatística de teste utilizada na ANOVA para verificar a igualdade entre as médias 

baseia-se na relação existente entre a variação dentro de um tratamento (Within) e a variação 

entre tratamentos (Between) (Montgomery e Runger, 2003). A variação dentro provém dos 

repetidos ensaios executados com um cada tratamento. Calculando-se a média das réplicas, 

obtém-se a média dentro do tratamento. Quanto mais as réplicas diferirem desta média, maior 

será a variação dentro deste tratamento. Dividindo-se a variação Entre pela variação Dentro 

obtém-se a estatística de teste F, que quando comparada com um valor de F crítico, definido 

segundo o nív
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possi

ção a partir de dados amostrais 

corre-s  erro. Hipótese é tão somente uma afirmação que 

se deseja testar, tendo como fonte de provas os dados provenientes da amostra. De acordo 

os de erro (mutuamente exclusivos) que 

podem  I, que consiste em 

se rejeitar a hipótese nula quando ela é verdadeira. A probabilidade de se cometer este tipo de 

erro é α, denominado nível de significância do teste.

em se  

erro é β

jeitar a hipótese nula quando 

ela for falsa é 1-β, e é chamada de Poder do Teste (Montgomery, 2001). 

Com a amostra se calcula a estatística de teste, 

deter

importante se determinar também, se existe 

intera

bilita a aceitação ou rejeição da hipótese nula de igualdade entre as médias dos níveis 

dos fatores. 

 Sempre que se faz uma inferência sobre uma popula

e o risco de se cometer algum tipo de

com Montgomery e Runger (2003) existem dois tip

 ser cometidos em um teste de hipóteses. O primeiro é o Erro Tipo

 O segundo, é o Erro Tipo II, que consiste 

 aceitar a hipótese nula quando ela for falsa. A probabilidade de se cometer este tipo de

. 

A probabilidade de se aceitar a hipótese nula quando ela é verdadeira é 1-α, e é 

denominado nível de confiança do teste. A probabilidade de se re

que quando comparada ao valor crítico 

minado por α, conduz à aceitação ou rejeição da hipótese nula. Ao conjunto de todos os 

valores da estatística de teste que levam à rejeição da hipótese nula dá-se o nome de Região 

Crítica (Montgomery, 2001). 

 Para se avaliar a significância do efeito dos níveis de um tratamento A, bem como de 

um tratamento B, faz-se necessário testar a hipótese da igualdade entre as respostas médias 

obtidas com os níveis dos dois fatores. É 

ção entre os dois tratamentos. As hipóteses necessárias neste caso estão representadas na 

tabela 4.1. 

 
Tabela 4.1 – Hipóteses presentes em uma ANOVA para dois fatores. 

 
Hipóteses Efeitos Principais Interações 

Hipótese Nula (H0) H0: A1 = A2  H0: AB ij = 0 
Hipótese Alternativa (H1) H1: A1 ≠ A2 H1: AB ij ≠ 0 

 
 
 Para os dois tratamentos, a aceitação de H0 significa que os efeitos na resposta obtidos 

com 

(Montgomery e Runger, 2003). 

os dois níveis dos fatores A e B são iguais; a hipótese alternativa, que os tratamentos são 

diferentes. Na interação, a aceitação de H0 indica que a interação não é significativa. 

 Para se calcular os elementos de uma ANOVA para dois fatores, sendo o Fator A com a 

níveis,e Fator B, com b níveis, para n réplicas, pode-se empregar as fórmulas do quadro 4.1 
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as para ANOVA em dois níveis. 
 

 Quadro 4.1 – Fórmul
 

Soma de cada linha 
(Ysl) ∑∑

= =

b

j

n

k
ijky

1 1
 

Média de 
cada linha 

( )lY  
∑∑
= =

b

j

n

k
ijky

bn 1 1

1
 

Soma de cada 
coluna 
(Ysc) 

∑∑
= =

a

i

n

k
ijky

1 1
 

Média de 
cada coluna ∑∑

( )cY  = =

a

i

n

k
ijky

an 1 1

1  

Soma dentro de 
cada célula 

(Yscel) 
∑
=

n

k
ijky

1

 
Média dentro 
de cada célula 

( ) celY
∑
=

n

k
ijky

n 1

1
 

Soma Geral 
(Yst) 

a b n Média Geral ∑∑∑
= = =i j k

ijky
1 1 1

 ( )tY  ∑∑∑
= = =

a b n1
i j k

ijky
abn 1 1 1

 

 

Com estes somatórios, pode-se escrever a soma de quadrados total (SSt)como: 

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∑∑ −+−−−+−+−  
tijktclceltctl yyyyyyyyyy 2  ∑∑∑

= = == = =

=−
a

i

b

j

n

k

a

i

b

j

n

k
tijk yy

1 1 11 1 1

2)(

( ) ( ) ( ) ∑∑∑∑∑∑ −+−−−+−=
a b na bb

2 yy yyyyn yy bn 2)(            ∑
= = == ===

+−
i j k

cijk
1i 1j

tclcel
1j

tc

a

1i
tl anyy

1 1 1

2               (69) 

 
 

) SSA, aos tratamentos de coluna (Fator B) 

SSB; a soma de quadrados devido à interação entre A e B, SSAB e a soma de quadrados devido 

o erro experimental SSE. Desse modo, pode-se escrever que: 

                                                                                       (70) 

 

 

Dessa maneira, a Soma de Quadrados Total do arranjo pode ser dividida em somas de 

quadrados devido aos tratamentos de linha (Fator A

a

 
EABBAT SSSSSSSSSS +++=

 
As equações das somas de quadrados podem ainda ser escritas como: 

abn
y

ySS st
a

i

b

j

n

k
ijkT

2

1 1 1

2 −=∑∑∑
= = =

                                                                                                (71) 

  
1

2

abn
y

bn
SS st

i
slA −= ∑

21 ya

=

                                                                                                      (72) 

 
abn
yy

an
SS st

b

j
scB

2

1

21
−= ∑

=

                                                                                                      (73) 

 
 Estas equações podem ser resumidas no quadro 4.2. 
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Quadro 4.2 - Tabela de ANOVA. 
 

Fonte de 
Variação 

Soma de 
Quadrados 

Graus de 
Liberdade

Média 
Quadrática Fo

Fator A SSA a-1 
1-a

SSMS A
A =  

E

A

MS
MS

F =0  

Fator B SSB 1-b
SSMS A

B =  
E

B

MS
MS

F =0  b-1 

Interação AB SSAB (a-1)(b-1) 1)-1)(b-(a
SSMS A

AB =  
E

AB

MS
MS

F =0  

Erro SSE ab(n-1) 1)-ab(n
SSMS E

A =   

Total SST abn-1   
 

 Para se obter uma simplificação da soma de quadrados referentes à interação é 

aconselhável calcular-se primeiramente a soma de quadrados parciais, tal que: 

 
abn
yy

n
SS st

a

i

b

j
scelp

2

1 1

21
−= ∑∑

= =
                                                                                          (74) 

 
Em seguida, subtrai-se SSA e SSB de SSP, de modo que: 

 
 SS (75) 
 
Assim

 O quadrado médio é o quociente entre a soma de quadrados e os graus de liberdade 

associado

 SUPERFÍCIE DE RESPOSTA 

De acordo com Myers e Montgomery (1995), a Metodologia de Superfície de Resposta 

(MSR

alor ótimo, e nos quais a forma de relacionamento entre a 

variá

BAP SSSSSS +−=                                                                                                 AB

, pode-se encontrar a parcela de variação devido ao erro, tal que: 

 

 BAABTE SSSSSSSSSS −−−=                                                                                       (76) 

 

s a cada fonte de variação. Fo representa a estatística de teste para a análise de dois 

grupos de dados.  

4.3 - METODOLOGIA DE

) é uma coleção de técnicas matemáticas e estatísticas que são utilizadas para modelar e 

analisar problemas nos quais a resposta de interesse é influenciada por muitas variáveis e nos 

quais a resposta deva alcançar um v

vel de resposta e as variáveis independentes seja desconhecida. Portanto, o primeiro 
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passo a o verdadeiro 

relaci n io de 

baixa ordem.  

1987), tal que: 

 dentro da metodologia MSR é encontrar uma aproximação razoável par

o amento entre y e o conjunto de variáveis. Usualmente, emprega-se um polinôm

Supondo que a resposta esperada E(Y) seja função de k variáveis preditoras codificadas 

x1, x2,..., xk, o relacionamento entre y e as variáveis preditoras pode ser expresso segundo uma 

expansão em Série de Taylor (Box e Draper, 

...
2
1)(

1 1

2

01
0 +

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+== ∑∑∑
= ==

k

i

k

j ji
i

k

i i xx
x

x
YE ηηηη                                                    (77) 

Onde o subscrito zero indica a avaliação na origem. 

Se os termos de alta ordem forem ignorados, a expansão produzirá: 

 i

k

i
i x∑

=

+=
1

0 ββη                                                                                                            (78) 

Se, em adição, forem mantidos os termos de segunda ordem, a aproximação se tornará: 

                                                                               (79) 

 Se houver curvatura no processo, então um polinômio de ordem mais alta deve ser 

utilizado, tal como um modelo de segunda ordem, por exemplo. 

                                                        (80) 

 Segundo Box  de resposta 

utilizam um desses dois modelos. Contudo, é improvável que um modelo polinomial seja uma 

aproximação razoável do modelo real em todo o espaço experimental, mas pelo menos para 

uma determinada região, ele funcionará muito bem (Montgomery, 2001). Para estimar os 

adrados, que 

também pode ser escrito em forma matricial.  

rimental distante do ponto de ótimo, a curvatura do sistema é 

em p

 εβββ +++= ∑∑∑
<=

ii
ji

iji

k

i
i xxxy

1
0

εββββ +
<==
∑ ∑∑∑ +++= ji

ji
iji

k

i
iii

k

i
i xxxxy 2

11
0

 e Draper (1987) quase todos os problemas de superfície

parâmetros (β) do modelo polinomial emprega-se o método dos mínimos qu

A análise de uma superfície de resposta é feita em termos de uma superfície ajustada. Se 

tal superfície é adequada, sua análise será aproximadamente equivalente a análise da 

superfície real. Evidentemente, usando-se um arranjo experimental adequado para coletar os 

dados de y, os parâmetros do modelo serão estimados eficazmente. Geralmente, quando se 

está em um ponto da região expe

b equena, de onde decorre que um modelo de primeira ordem seja adequado para modelar 
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rovável a 

necessidade de modelos de terceira ordem.  

 

adequado; entretanto, para se confirmar se existe ou não falta de ajuste, deve-se utilizar 

ponto

o utilizados para avaliar a existência de 

curva

a resposta. O objetivo experimental deve ser, portanto, caminhar em direção à região de 

ótimo. Uma vez encontrada tal região, um modelo quadrático deve ser utilizado.  

Sob algumas circunstâncias, um modelo envolvendo apenas efeitos principais e algumas 

interações pode ser apropriado para descrever a superfície de resposta, principalmente quando 

a análise dos resultados revelar a inexistência de curvatura. Em outras circunstâncias, a 

completa descrição do comportamento do processo poderá requerer um modelo quadrático ou 

cúbico. Se os limites para os fatores forem definidos apropriadamente, será imp

 Na maioria dos experimentos, assume-se inicialmente que o modelo linear é

s experimentais extras denominados de Pontos Centrais. De acordo com Box et al 

(1978), tal procedimento consiste em adicionar ao fatorial completo, pontos que sejam 

intermediários aos níveis dos fatores. Serão adicionados tantos pontos centrais quantos forem 

os K fatores do experimento. Os pontos centrais sã

tura. Se a resposta média obtida com os nf pontos fatoriais fy  for significativamente 

diferente da média formada pelos nc pontos centrais fy , então, pode-se caracterizar uma 

região de curvatura significativa. Segundo Montgomery (2001), a soma de quadrados para 

curvatura é dada por: 

 
( )

ncnf
SQP +

=   
yync x nf

S cf )(
                                                                                          (81) 

− 2

 
O Erro médio quadrático e o teste de hipótese são respectivamente: 

 
1

)(

1
1

2−
==
∑

−−
=

ncnc
                                                                                         (82) 

yy
SSMS

nc

i
i

e
e    

 0:
1

0 =∑
=

k

j
jjH β e  H jj 0:1 ≠β           

 

d rejeitar a hipótese 

nula de que os coeficientes quadráticos são nulos. 

 

                                                                              (83) 

Se SSqp for muito maior do que MSe, haverá evi ência suficiente para 
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4.3.1

 de dados na 

Metodologia de Superfície de Resposta: o 

O arranjo central composto (Box-Wilson Central Composite Design - CCD) é uma 

matriz formada por três grupos distintos de elementos experimentais: um fatorial completo ou 

fracio onalmente, um grupo de níveis extras 

denominados Pontos Axiais. Se a distância entre o centro do arranjo e p

for aproximadamente 1 (em módulo), a distância do centro ao ponto axial será maior que a 

unidade. Esta distância, co

desejad ontgomery, 2001), tal 

como  um CCD é igual ao dobro do número 

de fatores e representam seus valores extremos. Em função de sua localização, podem ser 

circunscritos, inscritos o

ia α 

do centro, baseado nas 

cada fator. 

- Arranjos Experimentais para Superfície de Resposta 

Existem dois tipos principais de arranjos experimentais para a coleta

arranjo central composto e o Box-Behnken. 

nado; um conjunto de pontos centrais e, adici

onto fatorial (+1;-1) 

mumente representada por α, depende de certas propriedades 

as para o experimento e do número de fatores envolvidos (M

 ilustra a figura 4.1. O número de pontos axiais em

u de face centrada. 

O Circunscrito (CCC) é o CCD original. Nele, os pontos axiais estão a uma distânc

propriedades desejadas do projeto. Este arranjo requer 5 níveis para 

 

(a) (b) 

Fi a sto para 2 fatores. 

O Arran

podem ade física de 

realização. Neste caso, o CCI utiliza os níveis dos fatores como pontos axiais e cria um 

fatorial completo ou fracionado dentro de

ce Centrada (CCF ispor os pontos axiais sobre o 

centr  d  cada face do espaço fatorial, ou seja, α = +1 ou –1. Requer 3 níveis para cada fator.  

gur  4.1 – (a) Rotacionalidade, (b) Arranjo central compo

jo inscrito (CCI) é adequado às situações nas quais os limites especificados não 

 ser extrapolados, quer por medida de segurança, quer por incapacid

sses limites. Um CCI requer 5 níveis.  

O arranjo de Fa ) caracteriza-se por d

o e
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os arranjos centrais compostos,

raio α, ou seja, 

N  a variância predita é constante ao longo da esfera de 

( )[ ] ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )ixyVxyVxyV ˆ...ˆˆ 21 ===  e é definida como: 

XxxyV TT 12ˆ −
=σ

 Box e Draper (1987), para 

manter a rotacionalidade de um arranjo, o valor de α depende do número de experimentos (k) 

k 1/4

 Quando for necessário se empregar um arranjo em blocos, α é dado por: 

( )[ ] ( ) xX                                                                                               (84) 

 Esta propriedade denomina-se rotacionalidade. Segundo

da porção fatorial do CCD, tal que: 

 α = (2 )                                                                                                                       (85) 

 
2
1

00 11 ⎥
⎦⎣
⎟
⎠
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⎝ cs nn

 Na equação (86), n  é o número de pontos centrais presentes na porção axial do arranjo; 

n  é a

⎤
⎢
⎡

⎟
⎞

⎜
⎛
+⎟

⎞
⎜
⎛
+= cs nnkα                                                                                         (86) 

s0

s  quantidade restante de pontos da porção axial; nc0 é o número de pontos centrais da 

porção cúbica do arranjo (fatorial completo) e n  é a quantidade restante de pontos da porção 

cúbica 

 requere

 

c

(Box e Draper, 1987). 

 Um arranjo do tipo Box-Behnken (Box e Behnken, 1960) é um modelo quadrático 

independente que não contém fatoriais completos ou fracionários embutidos. Neste tipo de 

arranjo, as combinações de fatores são os pontos médios das arestas das faces do espaço 

experimental Ω, além dos pontos centrais, como pode ser visto na figura 4.2. Estes arranjos 

são rotacionáveis e m 3 níveis para cada fator.  

 

Figura 4.2 – Arranjo do tipo Box-Behnken para três fatores. 
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4.4 

 Este teste é realizado como um procedimento de ANOVA. Calculando-se a razão entre 

a média quadrática dos term

estatística F, que comparada com o valor crítico de F para um dado nível de significância, 

perm que Fcr  

e gnificância de cada coeficiente pode conduzir à otimização do 

mode  individual para 

os termos for inferior ao nível de significância, então, o termo é adequado ao modelo e deve, 

portanto, ser mantido. Ao contrário, o termo deve ser excluído se tal procedimento conduzir a 

um aumento do coeficiente de determinação R2 conjuntamente com

residu

Hierarquia ( ula que quando um termo de ordem alta é 

mantido no modelo, o de ordem baixa que o compõe também deve ser conservado.  

4.5 – MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS ORDINÁRIOS  

Como descrito anteriormente, a MSR é uma combinação de técnicas de planejamento de 

experimentos, os testes de hipótese, a ANOVA e a regressão. O planejament  

experimentos serve como instrumento eficaz de coleta de dados que serão, posteriorm

ajustados segundo algum algoritmo de modelagem. 

) 

linear múltipla, fatoriais completos, fracionados ou superfícies de resposta.  

- TESTE PARA A SIGNIFICÂNCIA DO MODELO 

os de regressão e a média quadrática do erro, encontra-se a 

ite avaliar a significância do modelo. Se F for maior ítico, então o modelo é 

adequado (Montgomery, 2001). 

 O teste individual d  si

lo através da eliminação ou da adição de termos. Se o valor de P do teste

 a diminuição do erro 

al S e o valor de P referente à falta de ajuste do modelo for superior ao nível de 

significância. Além disso, a retirada de qualquer termo deve obedecer ao princípio da 

Montgomery, 2001). Este princípio post

o de

ente, 

O método dos mínimos quadrados ordinários (OLS) (do inglês Ordinary Least Squares

é o algoritmo tipicamente usado para estimar os coeficientes de um modelo de regressão 

Sejam consideradas as n>k observações da variável de resposta disponíveis, assim como 

y1, y2,..., yn. Assumindo-se que valor esperado do erro seja zero, pode-se escrever que: 

i

k

j
ijjikkiii xxxxy εββεββββ ++=+++++= ∑

=1
0122110 ...                                  (87) 
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rros seja minimizada. A função de mínimos 

quadr

⎟⎜ ijjiiL

O método dos mínimos quadrados baseia-se na escolha de valores para β na equação 

(87), de modo que a soma dos quadrados dos e

ados pode ser escrita como: 

2
2 ∑ ∑∑ ⎟

⎞
⎜
⎛

−−==
n kn

xy ββε                                                                              (88) 
1 11 = == ⎠⎝i ji

 

A função L deve ser minimizada em função de 

0

kβββ ,..., . Assim, tem-se que: , 10

0=⎟
⎞

−− ∑
k

xββ  
 

2
1 1

0
0

⎟
⎠

⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

=
∂
∂ ∑

= =

n

i j
ijji

j

yLL
ββ                                                                (89)

Simplificando-se e generalizando-se a equação (89), obtém-se: 

ii
iki

i
ik yxxxxxxx

11

2
2

1
2

1
11

1
0

ˆ...ˆˆˆ ββββ                                         (90) ∑∑∑∑∑
=====

=++++
n

i
iik

n

i
ikkiik

nnn

Estas equações são chamadas de Equações normais de mínimos quadrados. Nota-se que 

existem p= k+1 equações, uma para cada coeficiente de regressão desconhecido. 

Em notação matricial, o sistema de equações (90) pode ser escrito como: 

εβ += XY                                                                                                                     (91) 

⎤⎡⎤⎡⎤⎡⎤⎡ xxxy εβL1

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢=

⎥
⎥

⎢
⎢=

⎥
⎥

⎢
⎢=

⎥
⎥

⎢
⎢= k     ,   X    εβ

MMMOMMMM
11222212 ,,  
⎥

⎢

⎢

⎥

⎥

⎢

⎢

⎥

⎥

⎢

⎢

⎥

⎥

⎢

⎢
k

xxxy
y

εβL
00112111

1

XXyXyyXXXy TTTTTTTT +−=+ 2                           (93) 

Como os estimadores de mínimo quadrado devem satisfazer a: 

⎦⎣⎦⎣⎦⎣⎦⎣ kknknnn xxxy εβL211

É possível notar que L pode ser expresso como: 

β yXyyL TTT −−= ββββββ

022 =+−=
∂

β
β

XXyX                                                                                              (94) ˆ∂L TT

ma simplificação da eq. (17) conduz a: 

                                                                                                               (95) 

Multiplicando-se ambos os lados da equação (95) pela inversa da matriz 

U

yXXX TT =β̂

XX T , tem-se: 
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 aproximações 

de funções. Isto é, como a verdadeira relação função entre x e y não é conhecida, aproxima-se 

tal re c dentro de certa 

faixa de variação das variáveis indep

 deno entado por: 

                                                                                                                          (97) 

e escrever: 

∑

Substituindo-se , chega-se a: 

yXXX TT 1)(ˆ −=β                                                                                                         (96) 

A equação (96) é a expressão matricial das equações normais de mínimos quadrados, 

descritos anteriormente (Montgomery, 2001) 

 Modelos de regressão linear múltipla são freqüentemente utilizados como

la ionamento por um modelo de regressão, que é relativamente adequado 

endentes. 

 Considere-se o modelo quadrático da equação (80). Como se sabe, iŷ  representa um 

valor ajustado, obtido a partir do modelo de regressão. A diferença entre o valor real 

observado iy  e mina-se resíduo, e pode ser represiŷ ,

yye ˆ−=

Considerando-se a soma de quadrados para os resíduos, pode-s

eeeyySS T
n

i
ii

i
iE ==−= ∑

==

2

1

2

1

)()ˆ(                                                                                (98) 
n

β̂ˆ Xyyye −=−=

 ββββββ ˆˆˆ)ˆ()ˆ( XXXyyXyyXyXySS TTTTTTT
E +−−=−−=  

 βββ ˆˆ2 XXyXyySS TTTTT
E +−=                                                                                 (99) 

Como: yXXX TT =β̂ , a equação (99) se torna: 

yXyySS TT
E β̂−=                                                                                                       (100) 

A equação (100) é chamada soma de quadrados residual.  

 Derivando-se uma forma matricial para a soma de quadrados total, vem que: 
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n

i 1

⎠
=

Para a soma de quadrados do modelo, tem-se que: 

( )
2

1

2

1
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1

O teste para a significância da regressão determina se existe uma relação linear entre a 

variável de resposta y um subconjunto de regressores. As hipóteses apropriadas neste caso 

são: 

 H
H k

0
03210

≠=
======

β
ββββ L

j                                                                                        (103) 

os regressores contribui 

significativam

A rejeição da hipótese nula implica que no mínimo um d

ente para a explicação da variação de Y. Uma vez que raramente um modelo 

explica 100% da variação da resposta modelada, é provável que exista uma diferença entre o 

valor observado e o valor modelado. Se a hipótese nula, descrita na equação (103) for 

verdadeira, então 2σRSQ será uma variável aleatória , com k graus de liberdade. O 

número de graus de liberdade para esta variável é igual ao número de regressores presentes no 

modelo. Por sua vez, 

 2χ

2σESQ segue o mesmo condicionamento, com n-p graus de liberdade. 

icância do modelo 

pode 

As duas expressões anteriores são independentes. Logo, dividindo-se as duas variações 

encontra-se uma distribuição F. Portanto, a estatística de teste para a signif

ser descrita por: 

( ) E

M

E

M

MQ
MQ

pnSQ
kSQF =
−

=0                                                                                           (104) 

Deve-se rejeitar a hipótese nula se o valor calculado na equação (104) for maior do que 

o valor de ( )pnkF −,,α . 

As hipóteses para testar a significância de qualquer coeficiente de regressão são: 

0:

0:

1

0

≠

=

j

j

 um menos Pelo H

H

β

β
                                                                                          (105) 

Se a hipótese nula não for rejeitada, então o coeficiente poderá ser retirado do modelo. 

A estatística de teste utilizada para esta finalidade é da pela equação (106): 

jj

j

C
T

.ˆ

ˆ
20

σ

β
=                                                                                                                (106) 

Na equação (106) jjC  é o elemento da diagonal de ( ) 1−XX T  correspondente a jβ̂ . 

Observa-se que o denominador da equação (106 . Deve-se 

rejeitar a hipótese nula se

) é o erro-padrão do coeficiente jβ̂

 ( )pntT −> ,20 α . 
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 Um intervalo de confiança para os coeficientes de regressão é dado por: 

 
β α−ˆ( ,2/ nj tP ασββσ α −=+≤≤ −− 1)ˆˆˆ 2

,2/
2

jjpnjjjjp CtC                                           (107) 

Do mesmo modo, pode-se também construir um intervalo de confiança para a resposta 

média de um determinado ponto com

 

o [ ]Tkxxxx 002010 1 L= . A resposta média neste 

ponto é estimada por βµ ˆˆ
0

T
xY x= , com :  variância dada pela equação 108

 

( ) ( ) 0
1

0
2ˆ xXXxV TT

xY
−

=σµ                                                     
0

 

Logo, um intervalo de confiança de 100(1-α)% é dado por: 

                                       (108) 

( ) ( ) αµµσµ −
⎝
⎛ +≤≤−

− ˆˆ 00,2/0
1

0
2

,2/ 000
txXxtP pnxYxY

T
pnxY  σαα =⎟

⎠
⎞

⎜
−

−− 112 xXXxX TTT

(109) 

4.5.1- Medidas de Adequação de Modelos de Regressão  

 medida mais comum de adequação de um modelo é o coeficiente de determinação 

(R2). esenta o p e

R2 tend

clusão de muitos termos no modelo de regressão aumenta 

subst

2 ajustado é mais apropriado para se comparar 

modelos com diferentes quantidades de termos. 

 A

Este termo repr erc ntual de variação na resposta que é explicada pelo modelo 

construído. Associado a este coeficiente, encontra-se o R2 ajustado (R2 (adj.)), que considera o 

fato de que e a superestimar a quantidade atual de variação contabilizada para a 

população. Também é fato que a in

ancialmente o valor de R2. Se o modelo recebeu fatores adicionais desnecessários, 

haverá um incremento em R2, sem haver, necessariamente, melhoria de informação na 

resposta. É por este motivo que o valor de R

O valor de R2 pode ser calculado aplicando-se a equação (110), tal que: 

 
T

E

T

M

SQ
SQ

SQ
SQR −== 12                                                                                                   (110) 

 O coeficiente de determinação ajustado (R2 ajustado) é uma modificação que 

considera o número p de variáv

se qu  o

eis incluídas no modelo. Observando-se a equação (111), nota-

e  valor ajustado decresce à medida que p aumenta. 
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)1(1 22 R
pn

Raj −⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ −

−=                                                                                             1n ⎞⎛ −  (111) 

4.5.2

tamentos, com as variáveis 

preditoras e ao longo do tempo. Devem ter padrão aleatório, não tendencioso e devem 

preferencialmente assumir a forma padronizada segundo a equação (112). 

 - Análise Residual 

Os resíduos de um modelo de regressão desenvolvem um importante papel no 

julgamento da sua adequação. Considerando-se alguns aspectos peculiares, o conjunto de 

resíduos deve ter distribuição normal com média zero e variância σ2, devem ser não 

correlacionados com outros resíduos, com a média dos tra

2
ii

i
e

MQ
ed ==

σ̂E                                                                                                     (112) 

A padronização dos resíduos cria um escalonamento para o desvio-padrão, o que torna 

sua interpretação mais fácil. Uma outra forma de escalonamento é a de Student, dada pela 

equação (113) a seguir: 

( )ii

i
h−1ˆ 2σ                                                                                                          (113) 

h

id =

 de quadrados devido à falta de ajuste do 

modelo escolhido (SSlof) (lof , do inglês Lack of Fit). Assim, pode-se escrever: 

S

e

ii representa o i-ésimo elemento da diagonal de uma Matriz Chapéu H. 

 

4.5.3 - Testes para a Falta de Ajuste dos Modelos 

 A adição de pontos centrais aos arranjos experimentais proporciona a obtenção de uma 

estimativa do erro experimental. De acordo com Montgomery (2001), este artifício permite 

que a soma de quadrados residual (SSe) seja discriminada em dois componentes: (a) a soma de 

quadrados devida ao erro puro (SSpe) e (b), a soma

 lofee SSSSS +=                                                                                                         (114) p
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gressores xi, i = 1, 2, ..., m. Considere-se que yij denote a j-ésima 

observação de uma resposta no nível xi, i = 1, 2, ..., m e j = 1, 2, ..., ni. Como existe um total 

de observações 
i

inn
1

 en

 Por suposição, admita-se que existam ni observações de uma dada resposta de interesse 

no i-ésimo nível dos re

∑
=

=
m

, tão, o ij-ésimo resíduo será:  

 ( ) ( iiiijiij y )yyyyy ˆˆ −+−=−                                                                                        (115) 

Onde iy é a média da ni observações no nível xi. Elevando-se ao quadrado ambos os 

lados da Eq. (43) e somando-se cada i e j, obtém-se: 

 ( ) ( ) ( )
443442144 344 2144 344 21

lofep

i

r

i

SS

ii

m

i
i

SS

m

i

n

j
iij

SS

m

i

n

j
iij yynyyyy 2

11 1

2

1 1

2 ˆˆ −+−=− ∑∑∑∑∑
== == =

                                                     (116) 

 O lado esquerdo da equação (116) é a soma de quadrados residual (SSr). Os dois termos 

do lado direito são respectivamente, o erro puro (SS ) e a falta de ajuste do mep odelo (SSlof).

 ode-se notar que SSpe é obtido computando-se a correta soma de quadrados das 

observações rep

para a tisfeita, SSep 

representa um modelo in e s a variabilidade 

das re postas em nível dos fatores é utilizada para calculá-lo. Uma vez que existem ni-1 graus 

de lib

 é uma soma quadrática ponderada dos 

desvios encontrados entre a resposta média 

P

etidas em cada nível da variável independente (fator), em operações repetidas 

c da um dos m níveis de x. Se a suposição de variância constante for sa

dep ndente de medição do erro puro, porque apena

s

erdade associados ao erro puro em cada nível, o número total de graus de liberdade para 

o termo de erro puro é igual a n-m. Como se nota, SSlof

iy  em um dado nível da variável independente e o 

corre ondente v

regre colhido para os valores das variáveis independentes em uma dada observação. Se 

o valor ajustado possuir um val  alor das médias das 

respo

sp alor ajustado iŷ . O valor ajustado iŷ é a estimativa fornecida pelo modelo de 

ssão es

iŷ  or numérico muito próximo ao v

stas iy , então, há um forte indício que o modelo de regressão escolhido é o mais correto. 

Caso contrário haverá a necessidade de se estudar um outro modelo que apresente um melho  

ajuste dos dados observacionais. Há m-p graus de 

r

liberdade associados à SSlof porque existem 

m níveis de x e p graus de liberdade perdidos em função dos p parâmetros que devem ser 

estim dos pelo model

 A estatística de teste para a falta de ajuste pode, então, ser escrita na forma: 

a o. 
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( )
( ) pe

lof

pe

lof

MS
MS

mnSS
pmSS

=
−

F
−

=
/
/

0                                                                                         (117) 

 Quando a estatística de F0 assumir valores menores que o nível de significância 

escolhido, então, haverá evidência suficiente para se aceitar a hipótese nula de que a diferença 

tre o valor ajustado e a média observada é nula. Logo, não haverá falta de ajuste na 

estimativa proporcionada pelo modelo escolhido. 

en

4.6 - REGRESSÃO MÚLTIPLA MULTIVARIADA  

Segundo Barbetta (1998), costuma-se chamar de regressão múltipla multivariada (MVR, 

do inglês Multivariate Regression) os modelos com múltiplas variáveis de

(respostas) associadas a um conjunto de variáveis independentes (fatores).  Em geral, assume-

se que todas as equações tenham a mesma forma funcional e variâncias constantes ao longo 

das observações (homocedasticidade). Segundo Rencher (2002), a regressão é chamada de 

multivariada porque refere-se ao conjunto de múltiplas respostas, enquanto que o termo 

múltipla faz menção ao conjunto de variáveis independentes x, ou regressoras. O pressuposto 

básico deste tipo de regressão é que as r respostas de interesse são modeladas pelos mesmos 

regressores; isto é, se a interação X1X2 é um regressor significativo para uma resposta, ela 

estará nte  regressores pode ser 

encontrado utilizando-se a técnica OLS para cada resposta individualmente e, então, para a 

MVR nião dos conjuntos para cada resposta. 

Obviamente, este método produzirá modelos com um grande número de regressores. Esta é a 

princ

uando todas as respostas são modeladas pelos mesmos regressores, a negligência das 

corre id mesmas 

estim ivas para os coeficientes. 

amento entre r respostas 

e um onjunto de variáveis preditoras . Assume-se que cada resposta tem seu 

própr

pendentes 

 prese nos modelos de todas as demais. O conjunto de

, usando o conjunto de regressores que é a u

ipal desvantagem do método. 

 Q

lações entre as respostas (OLS) ou a sua cons eração (MVR), conduzirá às 

at

rYYY ,...,, 21   Considere-se o problema de modelagem do relacion

 pzzz ,...,, 21 c

io modelo, tal que: 
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o de erro rεεε , 21=

++=

+++=

112022

11111011

O term ]Tε,..., tem média [ ( ) 0=εE  e variância Σ . Portanto, os 

termos de erro associados às diferentes respostas podem estar correlacionados. 

 not s Para se estabelecer uma ação similar àquela adotada no modelo clássico de regres ão 

linear, considere-se que [ ]jpjj zzz ,...,, 10  denota os valores das variáveis independentes para o 

j-ésim  experimento, sendo [ ]To jrjjj 21 YYYY ,...,,= as respectivas respostas e 

ε ,...,, 21= os erros associados. Assim o modelo de regressão multivariada poderá 

ser es mo: 

 

[ ]Tjrjjj εεε

crito co

 εβ += ZY                                                                                                                (135) 
 
Em notação matricial, a equação (135) assume a seguinte forma: 
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 (136) 
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Neste modelo, ( )

⎢
⎢

( ) 0=iE ε  e ( ) ( )( ) rki   Cov ikki ,...,2,1,, ==σεε . As r observações de cada 

uma das r m ser correlacionadas e assumem 

como atriz de variância-covariância 

 respostas em cada j-ésimo experimento pode

{ }ikσ=Σ ; m  entreta

diferentes experimentos (linhas) serão não-correlacionadas. 

d

                                                                                                     (137) 

 Usando os estimadores de mínimos quadrados da equação (137), pode-se formar a 

matri

nto, as observações de cada um dos 

 Uma vez estabeleci a a matriz de respostas Y e os valores das variáveis independentes 

Z, os coeficientes de regressão serão estimados através da técnica de mínimos quadrados de 

maneira análoga ao caso univariado, tal que: 

 

 ( ) YZZZβ TT 1ˆ −
=

 

z dos valores previstos Ŷ  e a resp ctiva matriz de resíduos ε̂  tal que: 

 
 ( ) YβY TT ZZZZZ 1ˆˆ −

==                                                                                             (138) 
 

e
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 ( )[ ] Y  YYε TT ZZZZI 1ˆˆ −
−=−=                                                                                (139) 

 
A soma de resíduos quadráticos e os produtos cruzados podem ser escritos como: 

 
 TβZZβYYYYYYεε TTTTTT ˆˆˆˆˆˆ −=−=                                                                       (140) 
 
 Como é possível notar, o modelo de regressão múltipla multivariada (MVR) não 

apresenta nenhum novo problema de estimação. Apesar da matriz da equação (136) apresentar 

im

a

odelo de 

regressão aparentemente não relacionada SUR (Seemingly Unrelated Regression) fornecerá 

estim

ermitir diferentes formas funcionais para as equações.  

Neste contexto, o sistema SUR pode ser considerado como uma generalização da regressão 

multivariada.  A ênfase no sistema SUR se dá sobre o processo de estimação dos parâmetros.  

 do que os obtidos 

com o tratamento de cada equação isoladamente.   

todos os coeficientes em uma única formulação, em termos práticos, cada conjunto de 

coeficientes pode ser est ado individualmente aplicando-se a técnica de mínimos quadrados 

a cada resposta particular. Nota-se, entretanto, que o modelo requer que o mesmo conjunto de 

variáveis independentes x seja utilizado para todas as respostas. 

4.7 - MODELOS “SUR” 

 Na maioria dos problemas de MSR com múltiplas respostas, o experimentador utiliza 

como ajuste para cada resposta o modelo de mínimos quadrados ordinários (OLS). Algumas 

vezes, quando se verificar problemas com a igualdade de variância para algum s respostas, o 

método de mínimos quadrados ponderados (WLS) poderá ser utilizado. 

 Entretanto, quando as múltiplas respostas se apresentarem correlacionadas, o m

ativas mais precisas dos parâmetros de regressão que o OLS. A melhoria na precisão de 

estimação pode conduzir a uma estimativa mais precisa do ponto de ótimo. Segundo Shah et 

al. (2004), é comum se encontrar variáveis de resposta correlacionadas em estudos MSR, 

logo, o modelo SUR torna-se uma técnica extremamente útil nestes casos. O modelo SUR 

diferencia-se do modelo MVR por p

Sob certas condições, esta abordagem obtém estimadores mais eficientes

 

 Considere-se um experimento com múltiplas respostas formado por r variáveis 

dependentes ryyy ,...,, 21 . Para cada resposta existem n observações, de acordo com o arranjo 
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experimental escolhido. Em notação matricial, um modelo genérico para a i-ésima resposta 

pode ser escrito como: 

 

 iiii Xy εβ += ,  ri ,...,2,1=                                                                                       (118) 

 

 Na equação (118), iy é um vetor ( n x 1) das observações experimentais obtidas da i-

ésima resposta, iX  é uma matriz ( n x p) de variáveis independentes (regressoras), iβ  é um 

vetor ( pi x 1) dos parâmetros desconhecidos do modelo de regressão, e iε  é o vetor de erro 

aleatório associado à i-ésima resposta de interesse. 

 O modelo SUR foi originalmente desenvolvido por Zellner (1962). Neste procedimento, 

assume-se que cada uma das r variáveis de resposta pode ser representada por um modelo de 

regressão polinomial. Para cada um destes r modelos, assume-se que os erros entre as 

observações são não correlacionados e que para qualquer um dos modelos individuais, os 

mesmos possuem variância constante. Entretanto, os erros dos diferentes modelos 

apresentarão forte estrutura de correlação. Matematicamente, isto significa que: 

 

 ( ) 0=iE ε                                                                                                                      (119) 

 ( ) niii IVar σε =                                                                                                             (120) 

 ( ) nijji IovC σεε =,      ji   rji ≠= ;,...,2,1,                                                                  (121) 

 

Os r modelos de regressão dados pela equação (119) podem ser representados na 

seguinte forma matricial pela equação (122), tal que: 

 

 εβ += XY                                                                                                                   (122) 

 

Onde [ ]T T
r

TT yyyY :...:: 21= , [ ]T T
r

TT ββββ :...:: 21= , [ ]T T
r

TT εεεε :...:: 21=  e X e a matriz 

diagonal-bloco, . 

 No caso específico de dois fatores e duas respostas, a forma matricial da equação (122) 

é dada pela equação (124). Combinando-se as equações (120) e (121), pode-se notar que 

( )rXXXdiag ,...,, 21

ε  

possui a seguinte matriz de variância-covariância: 

 

 ( ) nIVar ⊗Σ=ε                                                                                                            (123) 
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Onde  é a matriz de variância-covariância das múltiplas respostas e  denota o produto 

direto (ou Kronecker) de matrizes. O produto direto de duas matrizes, A , de ordens n1 x n2 

e m1 x m2, respectivamente, é definido pela matriz n1m1 x n2m2, A

Σ ⊗

 e B

 ⊗B. 

 A matriz  e a equação (124) pressupõem que a variância e a covariância entre 

períodos (o es) são constantes e que a autocorrelação entre os erros é nula. 

Considere-se um conjunto de r variáveis de resposta, cujos erros para cada resposta possam 

ser representados por 

Σ

u observaçõ

uiε  e vjε , respectivamente, onde u e v representem o número da 

observação. Então, a covariância entre os erros pode ser escrita como: 
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 ( )  
vu
vu

Cov ij
vjui

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
0

,
σ

εε   e  ji ≠                                                                            (125) 

 

Nota-se que variância para os erros é dada por: 

 

 ( ) i   Var iii ∀=σε                                                                                                          (126) 

 

Assim, o melhor estimador não tendencioso de β  na equação (122) é dado por: 

 

 ( )[ ] ( )Y IXXIX n
T 

n
T ⊗Σ⊗Σ= −− 11β                                                                    −1ˆ      (127) 

 

A matriz de variância-covariância de β̂  poderá ser escrita como: 
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 ( ) ( )[ ] 11ˆ −− ⊗Σ=
 

n
T XIXVar β                                                                                         (128) 

etor das respostas preditas de ordem (r x 1) no ponto x da região 

exper m

                                                                                       (129) 

Na equação (129)  e  é o vetor que expressa o ponto x na forma do 

modelo, e  é o estimador de 

 

Considerando ( )xŷ  o v

i ental, tal que: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]T 
r xyxyxyxy ˆ,...ˆ,ˆˆ 21=

 

i
T

ii xfxy β̂)()(ˆ = )(xfi

i iβ̂ β  obtido a partir da equação (128). A equação (129) pode ser 

escrita com

                                                                                                             (130) 

 

o: 

 

Onde ( )xTΛ  é a matriz bloco-diagonal, 

 ( ) ( )β̂ˆ xxy TΛ=

( ) ( ) ( )[ ]xfxfxfdiag T
r

TT ,...,, 21 . 

 Os valores de ( )TT
r

TT ββββ ˆ,...,ˆ,ˆˆ
21=  representam os valores estimados para cada resposta 

do conjunto múltiplo. Das equações (127) e (128), a matriz de covariância da resposta 

estimada é dada por: 

 

 ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )                                                 (131) 

 

xXIXxxyVar  
n

T T Λ⊗ΣΛ=
−− 11ˆ                    

Como a matriz de variância-covariância Σ  é raramente conhecida, Zellner (1962) 

propôs um estimador não-singular ( )ijσ̂ˆ =Σ  que pode ser definido como: 

 

 
( )[ ] ( )[ ]

n
yXXXXI XXXIy j

T
jj

T
jjn

T
i

T
iin

T
i

ij

11

ˆ
−−

−−
=σ                                                    (132) 

Na equação (132), ijσ̂  é calculado a partir do vetor de resíduos resultantes de um ajuste 

realizado utilizando-se mínimos

modelos individuais de resposta para seus respectivos dados. Usando o estimador descrito 

pela e

 quadrados ordinários (OLS), para o i-ésimo e j-ésimo 

quação (132), a equação (127) pode ser reescrita como: 
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 ( )[ ] ( )                                         (133a) Y IXXIX n
T  

n
T 

e ⊗Σ⊗Σ= −−− 111 ˆˆβ̂                             

A suposta não-singularidade de Σ  não garante a não-singularidade de Σ̂ . Srivastava e 

Giles (1987) demonstraram que se ero de resposta r é ma ero de 

observações n, então ˆ  será singular. Os pesquisadores também demonstraram que 

 o núm ior do que o núm

Σ nr ≤  é 

uma condição necessária, mas

 om a estimativa dos coeficientes, pode-se calcular os novos resíduos, estimar 

novam

i média exista, o estimador $

de Ze istribuição de qualquer elemento de $  converge para 

uma d  iterações do processo 

ação (Srivastava e Giles, 19

 se Xl ≠ Xk para algum l, k = 1, 

2, ..., L, os estimadores $  (l = 1, 2, ..., L) de Z

que os estimadores produzidos pelo método usual de OLS aplicado a cada equação 

isolad é maior 

quando se têm amostras grandes. 

 A vantagem do método SUR de Zellner, em relação ao método OLS univariado, 

aume  eis dependentes e 

equações bem diferentes em relação ao conjunto de variáveis independen

se as correlações forem muito baixas o método de Zellner tende a produzir estimativas piores 

do qu  ainda que, às 

vezes, o processo iterativo de estimação da matriz de variância-covariância ˆ  pode levar à 

perda de eficiência. Situações favoráveis aos estimado

correlações fortes entre as respostas e equações com termos bem diferentes. 

De acordo com Shah et al. (2004), há duas situações onde os regressores estimados 

através do método SUR serão equivalentes ao método OLS: (a) quando as correlações entre 

todos os modelos forem nulas e (b) quando os modelos para cada resposta envolverem o 

mesmo conjunto de regressores. Neste caso, os cenários de otimização múltipla empregando 

OLS serão inteiramente apropriados. 

 não suficiente de não-singularidade de Σ̂ . 

C

ente a matriz de variâncias e covariâncias e repetir o processo iterativamente. 

Admitindo-se que a distribuição dos erros seja simétr ca e que a β  

llner é não viciado. Além disso, a d β

istribuição normal.  Estas propriedades independem do número de

de estim 87). 

 Quanto à eficiência, se as correlações forem não nulas e

ellner são assintoticamente mais eficientes do β l

amente (Srivastava e Giles, 1987). Além disso, a eficiência do método SUR 

nta na medida em que se têm correlações fortes entre as variáv

tes. Por outro lado, 

e o OLS (Srivastava e Giles, 1987). Srivastava e Giles (1987) ponderam

Σ

res iterativos ocorrem quando houver 
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4.8 

r funções de transferência entre os 

dados e as variáve

viabiliza a determinação do ponto de ótimo. 

De acordo com Box e Wilson (1951), a otimização experimental de sistemas com uma 

 fases. A primeira consiste numa 

seqüência de procura linear na direção da máxima otimização. Esta procura é realizada até 

que h

rimeira fase será suficiente quando não 

houver m

ent) até que a resposta do experimento não 

experim

centrais deve ser aplicado para se determinar a nova direção. Este processo deve ser repetido 

até q ctada. A curvatura ou a falta de ajuste considerável do 

modelo ento estão próximos da região de máximo. 

Segundo Lin e Chou (2002); há duas coisas importantes a se observar na Fase 1: (a) 

determ nduzir o 

experimento para regi

O Método do Vetor Gradiente segundo Forster e Barthe (1990), indica a direção na qual 

a resp

ao lo

 

- OTIMIZAÇÃO DE UMA ÚNICA RESPOSTA 

O objetivo fundamental da metodologia de superfície de resposta é encontrar uma 

condição ótima de operação para um processo. Para tanto, algoritmos de modelagem como o 

OLS, SUR ou MVR são empregados para se estabelece

is de controle experimentais. A obtenção da função de aproximação 

única variável de resposta deve ser conduzida em duas

aja evidência de que a direção escolhida não resulta em melhorias adicionais para o 

modelo, ou, enquanto não houver evidências de falta de ajuste para o modelo de primeira 

ordem. De acordo com Lin e Chou (2002), a segunda fase só é realizada se for detectada falta 

de ajuste no modelo de primeira ordem. Evidentemente, nem todas as respostas requererão 

ajustes dessa natureza, e, em tais casos, o modelo da p

elhorias adicionais. 

Quando uma experimentação é planejada para um processo sobre o qual se conhece 

pouco, existe uma chance de que as condições iniciais estejam muito distantes da real região 

de ótimo. Conforme comentado anteriormente, o objetivo é manter o experimento ao longo da 

direção de máxima ascensão (Path of Steepest Asc

ente melhorias adicionais. Neste ponto, um novo experimento fatorial com pontos 

ue alguma curvatura seja dete

 linear indica que os parâmetros do experim

inar a direção de busca e (b) o comprimento do passo utilizado para co

ão de ótimo.  

osta aumenta mais rapidamente. Esta direção é paralela a uma reta normal traçada sobre 

as superfícies de respostas ajustadas (figura 4.3), passando pelo centro da região de interesse, 

a partir do modelo ajustado de primeira ordem. Conseqüentemente, o comprimento dos passos 

ngo desse caminho de melhoria é proporcional aos coeficientes de regressão. 
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Figura 4.3 – Método do Vetor Gra

 

De acordo com Box e Draper (1987), o tamanho do passo pode ser dado pela equação 

diente. 

(141), baseando-se no coeficiente de o maior valor absoluto jβ̂ .  

 jiki
x

x i
i =∆

β̂

jj

Posteriormente, deve ser feita a conversão de variáveis codificada

≠=
∆

   ;,...,2,1                 
/β̂

                                                                   (141) 

s para variáveis 

naturais. Para facilitar os cálculos, adota-se jx∆  igual a 1. Uma vez determinado o 

comprimento do passo para cada variável (codificada e natural), os experimentos devem ser 

realizados alterando-se os níveis dos fatores a partir da origem, de tal forma que se obtenham 

nívei  t  + lhorias na resposta y. 

Uma vez alcançado o

modelo seja avaliada. Contudo, se não for detectada falta de ajuste, o novo modelo de 

e o

que um modelo de segunda 

ordem

ue se alcance um 

incremento na resposta, é necessário que se maximize  sujeito à restrição de que o 

s do ipo X0, X0 + ∆X, X0 + 2∆X, X0  3∆X,..., enquanto houver me

 ponto a partir do qual y não sofre melhorias adicionais, um novo 

experimento deve ser realizado utilizando-se pontos centrais para que a falta de ajuste do 

primeira ordem deverá fornecer uma nova direção para a investigação. D  outro m do, o 

projeto experimental deve ser aumentado com pontos axiais para 

 seja avaliado.  

Segundo Khuri (2003), para se determinar a direção a ser seguida, tal q

)(ˆ xy

próximo ponto deva pertencer à região experimental de raio r, tal que: 
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2

1

2 rx
k

i
i =∑

=

⎛ kk

ltiplicador de Lagrange. Tomando as derivadas parciais de Q(x) e 

igualando a zero, obtém-se: 

                                                                                                                   (142) 

O raio da região experimental coincide com a distância axial α. Usando os métodos dos 

multiplicadores de Lagrange e considerando a restrição (142), tem-se: 

( ) ⎟
⎠

⎜
⎝

−−+= ∑∑
==

2

1

2

1
0

ˆˆ rxxxQ
i

i
i

ii λββ                                                                             (143) 

Onde λ é um mu

⎞

iix β
λ

ˆ
2
1

=                                                            

Para um máximo, λ deve ser positivo. Usando a equação de restrição (142), tem-se que: 

                                                         (144) 
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1

2ˆ
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=

k

i
ir

βλ                                                                                                         (145) 

Um máximo local é, então, alcançado no ponto cujas coordenadas são: 

 
( )

,,...,2,1,ˆˆ
2

1

1

2 ki    rx
k

i
iii =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−

=
∑ββ                                                                              (146) 

Se kie
k

i
iii ,...,2,1,ˆˆ

2
1

1

2 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

−

=
∑ββ , então, e = ( )Tkeee ,...,, 21  é um vetor unitário na direção 

de βββ ˆ,...,ˆ,ˆ . A equação do ponto de máximo indica que há uma distância de r unidades 

rigem do experimento, então a movimentação do experimento na direção de e é 

adequada. 

melhor conjunto de soluções para as 

variáveis independentes x1, x2, ..., xk que atendam uma determinada condição de Y. Se uma 

função possui ponto de máximo ou de mínimo, a derivada primeira dessa função é nula. No 

( )Tk21

da origem, um máximo aumento na resposta ocorre ao longo da direção do vetor 

e= ( )Tkeee ,...,, 21 . Desde que este é o único máximo local dentro da hiperesfera de raio r, deve 

ser também o máximo global absoluto. Se o valor da resposta obtida no ponto x = re exceder 

seu valor na o

4.8.1 - Localização do Ponto Estacionário 

 Otimizar uma resposta significa encontrar o 



 
80 

caso da função ser com

da função em relação a cada uma das variáveis independentes também devem ser nulas, para 

que h

 matemática, pode-se escrever como: 

posta de um conjunto de variáveis independentes, as derivadas parciais 

aja um ponto de máximo ou de mínimo. Este ponto é denominado Ponto Estacionário. 

Em notação

0
ˆ

......
ˆˆ

=
∂

==
∂

=
yyy

                                        
21 k

O ponto estacionário de ŷ  pode ser encontrado fazendo o 

∂∂∂
∂

xxx
                                                (147) 

( ) 0ˆ =∇ y , tal que: 

0)ˆ(,...,)ˆ(,)ˆ()ˆ( =⎥
⎤
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∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
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x
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x
yy                                       

21 ⎦⎣

T

k

                                       (148) 

 De acordo com Nash e Sofer (1996), a matriz das derivadas segundas de é chamada 

H]. Se [H] for positiva e definida, ou seja, se

 

matriz Hessiana [

ŷ

0>H , então, o ponto 

estacionário será um ponto de ótimo local. 

 

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂∂
∂

=∇=
ji

ij xx
yyH )ˆ()ˆ(

2
2                                        

empre matrizes simétricas, ou seja, 

                                                      (149)  

 
Nash e Sofer (1996) afirmam que todas as funções que possuírem derivadas segundas 

contínuas, serão s [ ]ji xxy ∂∂∂ /)ˆ(2  é igual a [ ]ij xxy ∂∂∂ /)ˆ(2 . 

S ja a seguinte função quadrática: e

 

( ) xbQxxxfy TT −==
2
1ˆ                                                                                              (150) 

)nxxx ,.., 21  vetor de comprimento n, e Q é uma matriz simétrica nxn .  

 ( )

Onde Tx .,= , b é um  

 Então, a função (150) também poderá ser escrita como: 

(

j

n

j
jkj

n

j

n

k
kjn xbxxQxxxf ∑∑∑

== =

−=
11 1

,21 2
1,...,,                                                                 (151) 

Formando-se uma expressão que envolva só os termos da variável segue que: ix

 iiki
jj ≠≠ 11

kiijijiii xbxxQxxQxQ −++ ∑∑ ,,
2

, 2
1

2
1

2
1                                                                (152) 

Tomando as derivadas parciais destes termos em relação a  tem-se: ix
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Admitiu-se Q como simétrica. Portanto, ( )xf∇  e H podem ser escritos como: 

( ) [ ] ji
i

ij Q
xx
xfxfHbQxxf ,

2
2 )()( =⎥
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⎣
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∂∂
∂

=∇=⇒−=∇                                                     (154) 
j ⎥⎦
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.......

cientes dos termos quadráticos puros. 

Os dem

 Bxxbxy ´´ˆˆ 0 ++= β                                                                                                    (155) 
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Segundo Box e Draper (1987), a equação (155) é a forma matricial de (154), onde b 

representa o vetor dos coeficientes de regressão de primeira ordem e B é uma matriz 

simétrica, com a diagonal principal formada pelos coefi

ais coeficientes de B são representados pela metade do valor dos coeficientes mistos. 

Fazendo-se ( ) 0ˆ =∇ y , o ponto estacionário xs, será escrito como: 

bBxs
1

2
1 −−=                                                                                                               (156) 

4.8.2 - Método de Draper (Ridge Analysis) 

A equação do ponto estacionário descrita anteriormente só é válida para condições não 

restritas de otimização. Entretanto, como os resultados experimentais só são válidos para o 

interior dos níveis dos fatores, deve-se pensar em uma estratégia de restrições para o ponto 

estacionário, de modo que a solução encontrada pertença ao espaço experimental Ω , 

delimitado pelos níveis extremos do arranjo estudado. 

Para este cenário, Hoerl (1959) e Draper (1963) formalizaram um método que ficou 

conhecido como Ridge Analysis. Este método é particularmente útil nos casos onde o ponto 

de ótimo cai fora da região experimental Ω . Necessitando-se, portanto, se otimizar uma 

resposta dentro uma hiperesfera de raio r, centrada na origem do experimento, deve-se utilizar 

o conceito de multiplicador de Lagrange, tal que: 
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⎝ =1i
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iferenciando F em relação a 
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λ                                                                                             (157) 
⎠

( )kixi ,...,2,1=  e igualando a zero, obtém-se: D
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Estas equações podem ser expressas na forma matricial como: 

( ) βλ ˆ
2

Segundo Khuri (2003), Draper (1963) propôs a resolução desta equação através de um 

processo iterativo. Primeiramente, (a) considera-se r como variável e fixa-se λ; (b) insere-se 

um valor para λ na equação (159) e resolve-se para x; (c) calcula-se ( )

1ˆ −=− xB                                                                                                           (159) 

2
1

xxr T=  e (d) avalia-se 

)(ˆ xy .Vários valores de λ podem conduzir a pontos estacionários que caiam na mesma 

hiperesfera de raio r. Isto acontece porque λ é escolhido para ser diferente de qualquer dos 

autovalores de B̂ . Portanto, a equação (159) tem uma única solução dada por: 

 ( ) βλ ˆˆ
2
1 1−

−−= kIBx                                                                                                     (160) 

Substituindo-se esta equação em (157), obtém-se: 

 ( ) 22
4ˆˆˆ rIB k

T =−
−
βλβ                                                                                                   (161) 

A escolha do multiplicador de Lagrange tem um efeito na natureza do ponto 

estacionário. Alguns valores produzem pontos para os quais a resposta alcança um máximo, 

enquanto que outros conduzem a valores de mínimo. Mais especificamente, sejam 1λ e 2λ dois 

valores possíveis para um multiplicador de Lagrange, com 2121 , e , rrxx os correspondentes 

valores de x e r, respectivamente. Os seguintes resultados estabelecidos por Draper (1963) 

apud Khuri (2003), podem ser úteis na seleção de um multiplicador de Lagrange que produza 

um ponto estacionário particular: 
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Resultado 1: Se 21 rr =  e 21 λλ > , então, 21 ˆˆ yy >  , onde 21 ˆ e ˆ yy  são os valores de 

)(ˆ xy em 21  e xx , respectivamente.   

 Este resultado significa que para dois pontos estacionários que estão à mesma distância 

da origem, )(ˆ xy será maior no ponto estacionário que possuir maior valor de λ. 

 Resultado 2: Seja M a matriz das derivadas parciais de segunda ordem de F: 

 ( )kIBM λ−= ˆ2                                                                                                             (162) 

Se rr = , e M21  é positiva definida para  e é indefinida para , então .  1x 2x 21 ˆˆ yy <

 Resultado 3: Se 1λ  é maior do que o maior dos autovalores de B̂ , então, a 

correspondente solução 1x  é um ponto de máximo absoluto para ŷ dentro da hiperesfera de 

raio ( ) 2
1

111 xxr T= . Se, por outro lado, 1λ  é menor do que o menor dos autovalores de B̂ , 

então, 1x  é um ponto de mínimo absoluto dentro da região de experimentação R. 

 Baseado no resultado 3 pode-se selecionar vários valores para os multiplicadores de 

Lagrange que excedam o maior dos autovalores da matriz característica B̂ .  

 

4.8.3 - Método do Gradiente Reduzido Generalizado  

trição for 

do tipo 

 O Gradiente Reduzido Generalizado (GRG) é um método para a resolução de problemas 

de programação não-linear com restrições. Basicamente, o método prevê apenas a utilização 

de restrições lineares ou não-lineares de igualdade. Entretanto, para casos onde a restrição for 

de desigualdade, contorna-se o problema introduzindo-se variáveis de folga (se a res

≤ ), ou variáveis de excesso (no caso de restrições do tipo ≥ ).  

 Segundo Lasdon et al. (1978), Nash e Sofer (1996), Del Castillo et al. (1993; 1999), 

Koksoy e Doganaksoy (2003) e Peterson (2004), o GRG é um algoritmo aplicado a problemas 

de otimização do tipo: 
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ões escritas na forma (163) são 

convertidas em restrições de igualdade adicionando-se variáveis de folga , tal 

que: 

Onde X é um vetor de n variáveis. O número de restrições de igualdade (neq) pode ser 

zero. As funções gi são consideradas diferenciáveis. As equaç

mnn XX ++ ,...,1

 

( )
( )
( )        

oritmo GRG é inicializado com a 

substituição das restrições na função objetivo, reduzindo assim o número de variáveis e, 

consequentemente, de gradientes prese

partição das variáveis em básicas (ou dependentes) e não-básicas (independentes), pode-se 

escre

                                                                                        (165) 

Com Z representando as variáveis independentes ou não-básicas (gradiente reduzido na 

configuração irrestrita), e Y,

escritas usando os resultados de Z). Reescrevendo-se a função objetivo e as restrições em 

termo ar

                                                                                                          (166) 

sando a expansão em série de Taylor, e derivando-se a função objetivo e as restrições, 

obtém

( )
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( ) .,1,0

,,1,0
,,1,

,1,0: 1

1
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                                                            (164) 

Estas duas últimas equações de (164) são os limites para as variáveis de folga.  

 A expressão “gradiente reduzido” significa que o alg

ntes. Dado um vetor viável x, então, fazendo-se a 

ver que: 
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⎩
⎨
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=
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X                              

 representando as variáveis dependentes ou básicas (aquelas 

s das v iáveis básicas e não-básicas, vem que: 
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( ) ( )YZhXh

YZFXF
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U

-se: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) dYXhdZXhXdh

dYXFdZXF
TT

T
Y

T
z

∇+∇=

∇+∇=
                                                                       (167  

Para atender à condição de otimalidade é necessário que ( ) 0=Xdhj , ou seja, as 

restrições ativas e viáveis permanecem neste estado. Então, definindo-se: 

 
( )

XdF

jYjzj

)

( )
( ) BdYAdZXdh

XhB   e  ;XhA

j

T
jY

T
jz

+=

∇=∇=
                                                                                (168) 
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Assim, pode-se escrever: ( )[ ] AdZBAdZXdhBdY j
11 −− −=−= . Esta é a relação entre as 

mudanças nas variáveis básicas e não-básicas. Substituindo-se esta expressão nas funções 

(167), tem-se que: 

 ( ) ( ) ( ) [ ]dZABXFdZXFXdF T
Y

T
z

1−−∇+∇=  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }dZ ABXFXF XdF TT
Y

T
z

1−−∇+∇=                                                       (169) 

Nota-se claramente, que o problema restrito original se transformou em um problema 

irrestrito, escrito apenas em função de Z. Utilizando-se estes resultados, pode-se definir o 

gradiente como: 

 ( ) ( ) [ ] ( )TY
T

zR XFABXFXF
dZ
dG ∇−∇== −1                                                              (170) 

nte Reduzido Generalizado (GRG) baseado em uma 

aproximação linear. Com este equacionamento, a direção de busca pode ser escrita como 

Esta é a formulação para o Gradie

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
Y

Z
X S

S
S , com RZ GS −=  e dYS Y = . Para as iterações, deve se utilizar 11 ++ += kkk SXX α , 

verificando-se em cada passo se 1+kX  é viável e se ( ) 01 =+kXh . Em seguida, basta resolver 

F(X) escrito em termos do multiplicador de Lagrange α. Para tanto, deve-se utilizar algum 

algor

4.9 

lise univariada a 

conclusões sem sentido (Khuri e Cornell, 1996). 

s de forma isolada na fase de 

const u te, especialmente se as 

respostas forem fortemente correlacionadas. 

itmo unidimensional de busca, tal como o método de Newton. 

– OTIMIZAÇÃO DE MÚLTIPLAS RESPOSTAS 

 Em grande parte dos produtos e processos, a qualidade não pode ser avaliada por apenas 

uma característica funcional do produto (Myers e Montgomery, 1995) e a análise individual 

de um experimento com múltiplas respostas podem conduzir a aná

 A quase totalidade das pesquisas em otimização que utilizam alguma metodologia 

experimental para múltiplas respostas, trata as resposta

r ção dos modelos de regressão. Este processo pode ser ineficien

 Box et al. (1973) chamam a atenção sobre a possível existência de dependências em 

dados multivariados. Como é usual em análise de regressão, supõe-se que cada observação 
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rgumentar que na medida em que o 

mater

os autovalores e autovetores da matriz de variâncias e 

covar

s e 

autov

observações em relação à média. Se o conjunto multivariado possuir p respostas com n 

observações cada, pode-se escrever que: 

 

possa ser expressa por dois termos: o valor esperado e o erro aleatório. Desse modo, três tipos 

de dependência podem surgir: (a) entre valores dos erros individuais, (b) entre os valores 

esperados das respostas ou (c) entre as respostas.  

 O caso (a) parece ser o mais geral. Por exemplo, ao se considerar a porosidade (y1) e a 

resistência (y2) de um material específico, pode-se a

ial é mais poroso ele tende a ter menor resistência (correlação negativa), mesmo 

considerando fixos os fatores controláveis do processo. 

 Sobre a dependência entre os valores esperados das respostas, Box et al. (1973) citam 

estudos onde se esperava alguns relacionamentos teóricos em cada ensaio. Estes 

relacionamentos esperados das respostas induzem dependências nos dados observados. Este 

tipo de dependência não deveria ser funcional devido à presença dos erros aleatórios. 

Contudo, se a análise for realizada sem se levar em conta tal relação, pode-se chegar a 

resultados sem sentido prático. Na construção dos modelos de regressão, os autores 

recomendam eliminar respostas que sejam (aproximadamente) combinações lineares de outras 

e sugerem um estudo prévio sobre 

iâncias das respostas, para se identificarem possíveis relações lineares entre os valores 

esperados das respostas. 

  Esta relação de dependência linear pode ser identificada com a análise de autovalore

etores da matriz da soma de quadrados de resíduos dos dados T DDSq = (Box et al, 

1973; Khuri e Conlon,1981). A matriz [D] é formada pelos desvios (resíduos) das 

 ( )( )∑∑
= =

−−=
p

r

n

i

T
rirrir xxxxD

1 1
                                                                                    (171) 

rnD                                                                                                              (172) 
 

 
Considerando-se a matriz de variância-covariância Σ, nota-se que: 

 
 =Σ  ( ) 11 −−

Para dados medidos em escalas diferentes, Johnson e Wichern (2002) recomendam a 

utilização da matriz de correlação R no lugar de Σ. Assim, pode-se adaptar a proposta de Box 

et al. (1973), utilizando-se a análise de componentes principais. 
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 A segunda maneira de se identificar as relações de dependência citadas, é avaliar a 

estrutura de correlação entre elas. Esta será a abordagem desta tese. 

4.9.1 - Metodologia de Superfície de Resposta Múltipla 

 A Metodologia de Superfície de Resposta (MSR) foi desenvolvida para ser utilizada na 

otimização de variáveis de resposta ajustadas por um conjunto de valores de um determinado 

rol de fatores, adequado principalmente quando o relacionamento entre as variáveis é 

desconhecido. Segundo Osborne et al. (1997), embora esta metodologia tenha sido publicada 

pela primeira vez por Box e Wilson (1951), só foi considerada para otimizar múltiplas 

respostas alguns anos depois com o estudo de Hoerl (1959). Neste estudo, Hoerl (1959) 

descreveu duas abordagens possíveis de otimização para múltiplas respostas: uma primeira 

que combinava todas as funções de resposta em uma função objetivo única, obtida através da 

média ponderada das respostas originais; um segundo método previa a otimização de uma 

resposta principal sujeita às funções de restrição criadas pelas demais. Este ainda é o método 

sugerido por Montgomery (2001). Após a fixação de limites, cada resposta foi otimizada 

individualmente e utilizando-se gráficos de contorno sobrepostos. 

 Myers e Carter (1973) apresentaram uma estratégia que ficou conhecida como Dual, 

cujo objetivo era otimizar uma primeira resposta sujeita aos limites da segunda. O método era 

baseado no conceito de multiplicadores de Lagrange associado com a segunda resposta e seu 

respectivo valor alvo. Após combinar as duas funções, então, uma função singular seria, 

posteriormente, otimizada (Del Castillo et al., 1999; Tang e Xu (2002), Miró-Quesada e Del 

Castillo, 2004). 

 A seleção dos níveis dos parâmetros que otimizam um conjunto de múltiplas respostas 

simultaneamente é uma tarefa difícil (Ko et al, 2005). Segundo Jayaram e Ibrahim (1999), nos 

problemas com múltiplas respostas, o objetivo principal é satisfazer as condições desejadas de 

todas as respostas, enquanto se minimiza a variabilidade de todas elas simultaneamente. Uma 

correlação forte entre as respostas torna esta operação impossível. Neste caso, uma solução de 

compromisso é sempre a solução mais viável (Myers e Montgomery, 1995). 

 Uma estratégia bastante difundida para problemas de otimização múltipla tem sido o 

emprego da redução de dimensionalidade. Variadas técnicas têm sido empregadas na tentativa 

de converter um problema com múltiplas respostas em uma função singular e representativa 
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do conjunto multivariado, cuja otimização conduza a uma solução razoável para a maioria das 

respostas originais. 

 Neste contexto, o mét o é o Des , 1965), 

que permite o ajust iduais e dos pesos relativos de cada 

resposta (Derringer sta função varia entre 0 e 1, 

dependendo do tipo ância entre o valor ajustado pelo modelo 

de regr  o Jeong, 2003). 

 Uma vez obtid o multivariado de respostas, a localização 

de uma condição de ótimo que atenda a todas as equações, ou pelo menos, à maioria delas, se 

torna um problema alização do ponto de ótimo individual 

raramente conduzirá

 Kros e Mastrangelo (2004) dem isturam respostas com sentidos 

diferentes de otimiza  de se obter uma função-objetivo singular 

para o conjunto mul  multiplicativos como o Desirability, são melhores 

que os modelos adit istura de sentidos de otimização nos 

modelos aditivos pod esposta final dos valores alvo.  

 Uma outra abo ltiplas respostas é a proposta por Khuri e 

Conlon (1981). Os a abordagem se iniciam com a identificação e 

posterior remoção de dependências lineares entre as respostas de interesse. Depois que as l 

dependên tas 

remanescentes, originando-se um modelo de segunda ordem para as funções. Cada uma das 

m-l funções é otimizada individualmente, produzindo um vetor de ótimos individuais Φ. Se 

todas as respostas estimadas alcançarem a 

combinação de fatores, x*, então o problema está resolvido. De outro modo, se isto não 

ocorrer, então uma solução de compromisso a 

resposta estimada e o corre ondente valor de 

 

odo mais utilizad irability (Wu, 2005; Harrington

e dos formatos das funções indiv

e Suich, 1980; Derringer, 1994). E

de otimização desejada e da dist

s limites para a função (Kim e 

os todos os modelos do conjunt

essão OLS e

adicional, uma vez que a loc

 a um ótimo geral.  

onstram que quando se m

ção, com a finalidade precípua

tivariado, os modelos

ivos. Os autores advertem que a m

e desviar consideravelmente a r

rdagem para um conjunto de mú

spectos particulares desta 

cias lineares são retiradas, uma regressão múltipla é utilizada sobre as m-l respos

seus respectivos ótimos para uma mesm

deve ser calculada usando a distância entre 

ótimo, tal que: sp

 [ ] ( ) ( )
( )( ) ( )
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                                                                 (173
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ma vez que  são estimativas das funções de resposta, Khuri e Conlon estabelecem 
 
U i

que i

ŷ

φ  são os resultados de uma variável aleatória. Portanto, a minimização imediata de 
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[ ]φρ −)(ˆ xy  pode conduzir a uma solução incorreta se for desconsiderada a aleatoriedade de 

φ . Para incorporar esta aleatoriedade, os pesquisadores introduzem, então, um intervalo de 

nfi as. O parâmetroco ança para o ponto de ótimo verdadeiro para as (m- l) respost φ é, então, 

trocado por um [ ]ςρ −)(ˆ xy vetor aleatório ζ, e o mínimo de  dentro do espaço experimental R 

não pode exceder o correspondente limite superior, determinado por: 

 

 [ ] [
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧≤−

∈∈
ηρςρ

ςη
),(ˆmaxmin)(ˆ xyxy

DRx
]                                                                              (174) 

 
Neste caso é a região de confiança em torno de ςD ης e, é um ponto em . Segundo 

Khuri e Conlon (1981) e Osborne et al. (1997), os valores verdadeiros 

 ςD

iς  estão cobertos pelo 

intervalo de confiança dado por: 

 

 ( ) ( ) ( ),,...,2,1   ,ˆ,ˆ, ,2/,,2/, l−=+≤≤− −− miMSXgMSXg pntiiiipntiiii αα ξφςξφ  

                                                                                                                                     (174) 

Onde  para valores 

particulares de ) atingem o ótimo individual, 

ξ̂  é um ponto interior a R no qual prioridades (desirability

( )xŷ φ . Nesta equação tem-se que: 

 

( ) ( )( ) ( )[ ] 2
11 ˆˆˆ, iiii zXXzXg                                                                                 (175) 

 

TT ξξξ −
=

 O processo de otimização é realizado iterativamente em vários passos. A métrica de 

distância ρ  é calculada utilizando o procedimento de busca randômica (Random Search) 

controlada de Price, conforme Osborne et al. (1997). Para cada x escolhido pelo algoritmo, ρ  

é maximizado com relação a η sobre ςD  utilizando a técnica do gradiente restrito de Carroll 

(1961), baseado no método do vetor gradiente (steepest ascent) dentro da região de interesse, 

R. As soluções que fornecem os menores valores de ρ  são selecionadas. A abordagem 

procura minimizar a distância do ponto ideal usando pesos gerados pela inversa da matriz de 

variância-covariância e os intervalos de confiança para o máximo ideal verdadeiro. 

 Rees et al. (1985) desenvolveram um método para otimização de múltiplas respostas 

envolvendo MSR e programação por objetivos (Lexicographic Goal Programming). Esta 

abordagem é considerada mais um enfoque de “atendimento” aos valores desejados do que de 

otimização, uma vez que, para cada resposta, é estabelecida uma amplitude para o valor 
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 alta prioridade. Obviamente, este programa 

neces

4.10 – O Método Desirability 

 Para tratar o problema das respostas múltiplas, Derringer e Suich (1980) criaram uma 

estratégia eficiente de otimização simultânea. O algoritmo criado originalmente por 

Harrington (1965) e, posteriormente aprimorado pelos pesquisadores, foi denominado de 

Desirability (por não se achar adequado, preferiu-se não se traduzir esta expressão). 

 Segundo Van Gyseghem et al. (2004), o Desirability é um método multicritério capaz 

de avaliar um conjunto de resposta simultaneamente, e que permite a determinação do 

conjunto de condições mais desejável para as propriedades estudadas.   

 O princípio é bastante simples: primeiro, deve se estabelecer um relacionamento entre 

as respostas e as variáveis independentes. Em geral, isto pode ser feito utilizando MSR e 

OLS. Então, usando a formulação de Harrington (unilateral ou bilateral), cada uma das 

respostas do conjunto original é transformada, tal que di pertença ao intervalo . O valor 

de di aumenta quando a i-ésima resposta se aproxima dos limites impostos. 

Combinando as respostas transformadas através de uma média geométrica, encontra-se 

o índice global D, tal como descreve a equação (176): 

 

desejado. Um programa iterativo de otimização é iniciado com a função de resposta de mais 

alta prioridade. Isto é seguido pela porção satisfatória que examina cada subseqüente resposta 

para se determinar o ótimo, sujeita às restrições de não existência de amplitude para os 

valores alvo de cada uma das respostas de mais

sita de algum algoritmo de auxílio na tomada de decisões para se determinar as 

prioridades de cada resposta e se identificar os valores objetivos adequados a cada função de 

resposta. 

10 ≤≤ id

 k
kk YdYdYdD

1

2211 ))()...().((=                                                                                            (176) 
 

O valor de D avalia de maneira geral os níveis do conjunto combinado de respostas. O 

índice global D também pertence ao intervalo [0, 1] e será maximizado quando todas as 

respostas se aproximarem o máximo possível de suas especificações. Segundo Osborne et al. 

(1997) e Rossi (2001), quanto mais próximo de 1 estiver D, mais próximas as respostas 

originais estarão dos seus respectivos limites de especificação. O ponto de ótimo geral do 
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sistema é o ponto de ótimo alcançado pela maximização da média geométrica (equação 176), 

calculada a partir das funções desirability individuais.  

 A utilização da média geométrica tem a vantagem de fazer com que a solução global 

seja alcançada de maneira balanceada, permitindo que todas as respostas atinjam os valores 

esperados e forçando o algoritmo a se aproximar das especificações impostas. Caso isto não 

seja possível, o algoritmo retorna uma solução inviável (e indesejável) para o problema. Na 

essência, este método condensa um problema de otimização multivariada em um problema 

svantagem, segundo Khuri e Conlon (1981), é que nesta transformação, a 

estrutura de variância-covariância das respostas é totalmente ignorada. Outra desvantagem do 

método segundo Ortiz et al. (2004), é o aumento da não linearidade de D à medida que se 

a 

localização de ótimos locais apenas. 

 O algoritmo de Derringer e Suich (1980) depende do tipo de otimização desejada para a 

resposta (maximização, normalização ou minimização), dos limites (valores desejados) e das 

 estabelecido pelos Quadros 4.3 e 4.4.  

 De acordo com Wu (2005) e Murphy et al. (2005), quando se deseja a maximização de 

ma resposta, a fórmula de transformação empregada é: 

univariado. A de

considera um número maior de variáveis de respostas. Neste caso, o método pode conduzir 

respectivas importâncias de cada resposta, tal como

u

 

⎪
⎩ >TiYî1

 

Onde: L

⎪ ⎥⎦⎢⎣ − LiTi ii
                                                                                      (177) ⎪
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⎤

⎢
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i

ˆ
ˆ
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i e Ti são, respectivamente, o maior e o menor valor aceitáveis para a i-ésima 

resposta. 

O valor de R na equação (177) indica a preponderância dos limites. Valores maiores que 

a unidade devem ser usados quando a resposta cresce rapidamente acima de Li. Portanto, di 

aumenta vagarosamente, enquanto o valor da resposta vai sendo maximizado. Logo, para se 

maximizar D, a i-ésima resposta deve ser bem maior que Li. Pode-se escolher R<1, quando 

não for crítico se encontrar valores para a resposta abaixo dos limites fixados. 
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Características Representação Esquemática 

Quadro 4.3 - Objetivos de otimização no Método de Derringer. 

 
Objetivo 

Minimizar 

O valor da função 

desirability aumenta 

enquanto que o valor da 

resposta original se aproxima 

 

de um valor alvo mínimo. 

Abaixo do alvo, d = 1; acima 

do limite superior, d = 0 

Quando a resposta se move 

Normalizar 

em direção alvo, o valor da 

função desirability aumenta. 

Acima ou abaixo dos limites, 

d = 0; no alvo d = 1. 

Maximizar 

O valor da função 

desirability aumenta quando 

o valor da resposta aumenta. 

Abaixo do limite inferior, d 

= 0; acima do alvo, d = 1. 

 

Quadro 4.4 - Relações de importância entre o Alvo e os Limites no Desirability. 

 

Se o peso é menor que 1 (valor mínimo é 
0,1), então, menos ênfase se dá ao alvo. 

Quando o peso é igual a 1, a importância 
dada ao alvo é igual à importância dada aos 
limites. 

 

Se o peso dado à resposta é maior do que 1 
(o valor máximo é 10), então, mais ênfase é 
dada ao alvo. 
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mação será dada por: 

 

De outro modo, quando for necessário se minimizar a resposta, a função de 

transfor

 

⎪
⎪

⎪
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                                                                                      (178) 

⎩ i

 

ste caso a formula de transform

Onde: Hi é valor aceitável mais alto para a i-ésima resposta. 

  

 As transformações bilaterais ocorrem quando a resposta de interesse possui duas 

restrições: uma de máximo e outra de mínimo. Este é o caso onde se deseja atingir um valor 

alvo. Para e ação é: 
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ˆ
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 A equação (176) é somente empregada quando todas as respostas têm a mesma 

importância, caso contrário, deve-se utilizar a equação (180).  

 

⎪
⎧ ⎤⎡ − LiYî ≤≤ TiYLi

R

ˆ

Wn

i
i

w
i YdD i

1

1

)ˆ( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∏

=

e fenômenos representados por múltiplas 

                                                                                                       (180) 

Onde: wi são graus de importância individuais e W, a sua soma. 

4.11 – CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO 

 Neste capítulo discutiu-se a maneira como diferentes métodos estatísticos são 

utilizados para resolver problemas de modelagem d

respostas correlacionadas. Foram apresentadas as deduções matemáticas, as principais 

estatísticas de teste, as vantagens e as desvantagens de cada um dos métodos, além dos 

principais arranjos experimentais disponíveis. 
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ação múltipla. 

 No capítulo anterior, foram apresentadas duas características da Análise de 

 para a otimização múltipla: (a) 

relação. Confrontando-se estes 

enfoques, vislumbra-se uma nova abordagem para os problemas com múltiplas respostas 

óximo capítulo tratará de uma proposta 

 Uma vez discutidos os algoritmos de obtenção das funções-objetivo e restrições, 

apresentou-se um breve relato sobre alguns métodos de otimiz

Componentes Principais (ACP), particularmente interessantes

a redução de dimensionalidade e (b) o controle da cor

correlacionadas. Se não se desejar a utilização de modelos SUR ou MVR, a aplicação do 

modelo OLS pode se adequada, desde que as respostas originais sejam transformadas em 

novas variáveis, essencialmente não correlacionadas, tais como os escores dos componentes 

principais. Assim, o modelo criado estaria isento das influências das correlações residuais 

sobre a estimação dos coeficientes do modelo de otimização, diminuindo, neste caso, o erro 

na determinação ou previsão do ponto de ótimo. 

 Combinando-se estes elementos, o pr

alternativa híbrida que seja capaz de gerar modelos corretos, do ponto de vista da dependência 

dos resíduos, ao passo em que consiga reduzir a dimensão do conjunto original de respostas.



 

Capítulo 5 

5.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

 o capítulo 1, apresentou-se uma visão geral da natureza multivariada dos processos de 

soldagem, mostrando porq

correlações significativas e fortes. Isto de certa forma caracteriza os processos de soldagem 

como l

as lacunas nos métodos de otimização 

múltipla, principalmente quando se trata de um conjunto de múltiplas respostas 

corre

agações. Embora não se 

queira exaurir o assunto, as oportunidades encontradas durante a análise crítica da literatura 

apontam para a necessidade de uma nova abordagem que seja o quanto possível, mais 

coerente. 

 Nos capítulos 3 e 4, foi discutida a teoria que envolve a otimização de processos com 

múltiplas respostas correlacionadas. A revisão teórica sobre a Análise de Componentes 

OTIMIZAÇÃO BASEADA EM COMPONENTES PRINCIPAIS 

 

 Nos capítulos anteriores, foram discutidos os conceitos fundamentais e necessários para 

a criação de um método de otimização que seja compatível com a natureza multivariada dos 

conjuntos de múltiplas respostas. 

N

ue as características de qualidade destes processos apresentam 

 problemas adequados para a aplicação do enfoque estatístico mu tivariado. 

 No capítulo 2, mostrou-se a existência de algum

lacionadas. Verificou-se que, mesmo as propostas multivariadas existentes, carecem de 

complementação e de soluções inovadoras para uma série de ind
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Principais (ACP), a Metodologia de Superfície de Resposta (MSR), os métodos de 

aprox  

 onsiderando-se o problema de pesquisa, as potencialidades e as limitações das técnicas 

descr

etodologia de superfície de resposta, baseando-se na análise de 

componentes principais e empregando-se o método dos mínimos quadrados ordinários.  

étodo de Khuri e Conlon (1981), e nem tão pouco, 

modelar as funções usando os métodos SUR ou MVR, esta tese apresenta a seguinte proposta: 

 

 Utilizar o m mo 

variável dependente o escore do 1) e como variáveis 

independentes, os fatores experim

imação de funções (OLS, WLS, SUR, MVR), os métodos de otimização (GRG) e a 

análise de Ridge. 

C

itas nos capítulos anteriores, o presente capítulo apresentará uma proposta híbrida e 

multivariada para a m

5.2 – A PROPOSTA MULTIVARIADA 

 Nos capítulos anteriores, mostrou-se que o método dos mínimos quadrados ordinários 

(OLS) falha quando o conjunto de respostas contém correlações altas e significativas. 

Mostrou-se também, que o tradicional e popular método de otimização múltipla Desirability 

não leva em consideração as estruturas de correlação. Como, em geral, o método desirability 

utiliza funções modeladas por OLS, quando houver a necessidade de se aplicar uma 

otimização múltipla de um conjunto com respostas correlacionadas, o erro na determinação do 

ponto de ótimo pode ser grande. Como não se deseja aplicar o método desirability modificado 

(Wu e Hamada, 2000; Wu, 2005) o m

étodo dos mínimos quadrados ordinários (OLS) considerando co

primeiro componente principal (PC

( )kxxxfPC ,...,, 211 =entais envolvidos, tal que . Como os 

arran

 índice ponderado 

(IGM) formado pelos escores dos componentes principais significativos. A ponderação dos 

escores dos componentes princ

Para se determinar quais componentes principais devem compor o índice proposto, 

recomenda-se o emprego dos testes estatísticos descritos no item 3.5 (equações 60 a 67). No 

jos experimentais propostos são do tipo Superfície de Resposta, a regressão utilizada 

conduzirá a um modelo quadrático completo (Eq. 80). A análise estatística da significância 

dos coeficientes poderá conduzir à eliminação dos termos não significativos, conduzindo ao 

estabelecimento de um modelo quadrático reduzido. Quando um único componente principal 

não for suficiente para explicar a maior parte da variância do conjunto original, o método 

OLS poderá ser empregado utilizando-se como variável dependente um

ipais significativos se dará pelos seus respectivos autovalores. 
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Apên

Para encontrar o ponto de ótimo, aplicar o método de otimização não-linear com 

restrições do Gradiente Reduzido Generalizado (GRG) ao modelo quadrático (completo ou 

reduzido) dos componentes principais ou do índice ponderado, considerando a restrição do 

espaço experimental . Eventualmente, restrições adicionais poderão ser consideradas. 

 

 Para a finalidade desta tese, a ACP apresenta duas vantagens sobre outras técnicas. A 

primeira é a capacidade de gerar variáveis de saída para os modelos de regressão que sejam 

independentes. É interessante lembrar que esta independência é obtida utilizando-se a relação 

de dependência representada pelas correlações Da equação (37) do capítulo 3, vem que, por 

YYCov ki , rincipais não têm 

correlação entre si. 

da componente principal, que pode ser representada pelo respectivo 

utovalor da matriz de correlação ou covariância. No caso específico dos processos de 

ldagem, que possuem unidad

 Uma vez estabelecido o escore do primeiro componente principal (PC1) descrito pela 

aso dos arranjos de superfície de resposta, PC1 ou o modelo aditivo 

onderado serão funções dos fatores experimentais. 

U , pode-se encontrar o 

dice C desta pesquisa, há um programa escrito em Matlab 6.5® que pode auxiliar nesta 

tarefa. 

 

Ω

. 

( ) ki    0e e k
T
i ≠=Σ= , ou seja, os componentes pdefinição, 

 A segunda vantagem da ACP é a possibilidade se gerar uma função representativa do 

conjunto de respostas. Uma prática muito comum na otimização múltipla é buscar uma função 

singular que condense todas as funções objetivo. É justamente isto que propõe o método 

desirability. Como demonstrado no capítulo 3, é justamente isto que a ACP faz. O primeiro 

componente principal é a combinação linear das respostas originais que tem máxima variância 

e que não mantém correlação com outros componentes, como descrevem as equações (36) e 

(37). Quando um único componente principal não é suficiente para representar uma grande 

parte da variação do conjunto original, outros componentes menores devem ser usados. Como 

o que se deseja é uma função singular que combine múltiplas respostas, neste caso haverá a 

necessidade de se adotar um modelo aditivo ponderado. Esta ponderação deve basear-se na 

importância de ca

a

so es de medida diferentes, utilizar-se-á a matriz de correlação.  

equação (59) ou a função aditiva ponderada, aplica-se sobre os resultados o método de 

regressão OLS. No c

p

 tilizando-se a equação resultante como uma função objetivo

respectivo ponto de ótimo utilizando-se um algoritmo não-linear tal como o GRG. 

Adicionalmente, para evitar que a solução ótima caia fora da região experimental Ω , deve-se 
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s também poderão ser adicionadas. 

5.2.1 - Algumas Particularidades do Método 

rdagem multivariada para avaliar um arranjo 

de projeto de experimentos, ele apontou uma série de desvantagens e dificuldades do método, 

entre

problema de pesquisa uma outra particularidade 

obser

 Uma outra dificuldade levantada durante esta pesquisa trata das direções de otimização. 

Como

originais através da análise de 

componentes principais, estabelece-se um

ossíveis a estas indagações. 

 

aplicar uma restrição esférica ou cuboidal, de acordo com o tipo de arranjo experimental 

utilizado. Outras restriçõe

 Quando Bratchell (1989) empregou a abo

 as quais se destacam: (a) a insuficiência de representação do primeiro componente 

principal, (b) a possibilidade de conflito de sentidos de otimização entre o primeiro 

componente principal e as variáveis originais, (c) a representação pobre ocasionada pela 

pequena estrutura de correlação entre os dados e (d) como incluir ou representar a informação 

contida nos componentes principais menores. 

 Além destas questões, agrega-se ao 

vada durante a realização desta tese: como transportar para os componentes principais, 

os limites de especificação das variáveis originais? Uma vez que um componente principal é 

uma variável latente (não observada) e adimensional, é difícil em um primeiro momento se 

visualizar tal equivalência. 

 definir o sentido de otimização de uma equação em termos dos componentes principais 

que reflita o sentido esperado pelas funções originais? 

 Além dos sentidos de maximização e minimização, um problema também insurgente é o 

das funções bilaterais, ou com duas especificações. Em geral, este tipo de problema é 

abordado como uma normalização, e utiliza algoritmos que forçam uma solução a cair dentro 

do intervalo formado pelas especificações.  

 Uma vez aplicada a transformação das respostas 

 conjunto novo de variáveis (componentes 

principais) que descrevem o comportamento do conjunto original como um todo. Desse 

modo, também é necessário se estabelecer um sistema de relações entre os componentes 

principais e as variáveis originais, de maneira a se equacionar os sentidos de otimização. 

 Nos próximos itens, serão apresentadas algumas respostas p
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.2.2 – Índice Multivariado  

 O principal problema abordado por esta pesquisa é o estabelecimento de um 

procedimento que seja capaz de contornar o aspecto da insuficiência de representação do 

primeiro componente principal. Embora em alguns casos, a equação de PC1 seja suficiente, 

em muitos outros a explicação deste componente não é condizente com a estrutura de 

correlação. Para os casos, portanto, onde PC1 não tiver uma representatividade hegemônica, 

outros componentes principais menores deverão ser utilizados em conjunto com PC1. 

 Como proposta, recomenda-se que se mantenham apenas os componentes principais 

significativos, ou seja, aqueles componentes que apresentarem autovalores maiores do que 1 

e/ou que em conjunto, representem 80% da estrutura de variação das respostas originais ou 

mais. Para confirmar que componentes principais devem integrar a função aditiva ponderada, 

pode-se empregar os testes de hipótese e os índices fornecidos pelas equações de (60) a (67). 

Um programa constante do Apêndice C desta tese foi desenvolvido em Matlab 6.5® para 

realizar os cálculos referentes a estas equações. 

 Uma vez estabelecidos quais componentes principais devem ser utilizados, pode-se 

compor uma função aditiva ponderada, cujos pesos podem ser (a) os próprios autovalores 

referentes a cada componente, ou (b) o percentual de explicação de cada componente. 

Avaliando-se a equação (44), nota-se que estas duas opções são similares. O resultado desta 

ponderação será denominado de “Índice Global Multivariado – (IGM)” e pode ser escrito 

matematicamente como: 

 

                                                                                                 (181) 

 
Onde: m = número de componentes principais significativos, 

5

 ( )[ ] PCs IGM
m

i
ii∑

=

=
1
λ

iλ = i-ésimo autovalor e 

PCsi = i-ésimo escore de componente principal. 

 

 Considerando-se a explicação acumulada e não os autovalores associados a cada 

componente principal significativo, o IGM poderá ser escrito como: 
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Onde: m = número de componentes principais significativos, iλ = i-ésimo autovalor e 

Csi = i-ésimo escore de componente principal. 

 

 No próximo capítulo, alguns estudos de caso serão utilizados para avaliar se esta 

proposta é consistente. 

5.2.3 - Dirimindo Conflitos no Sentido de Otimização 

 Um dos problemas de pesquisa abordados por esta tese é a de se fixar direções de 

otimização para os maiores escores dos componentes principais que sejam condizentes com o 

sentido de otimização exigido pelas variáveis originais. Apesar dos componentes principais 

serem variáveis latentes não-correlacionadas, eles também mantêm correlações distintas com 

as variáveis que as originaram, tal como descreve a equação (46). É muito provável que um 

componente principal só mantenha correlação significativa com um dado grupo de variáveis, 

sem sobreposição, ou seja, dificilmente dois componentes principais terão correlações fortes e 

significativas com as mesmas variáveis. Porém, como saber com que grupo de respostas um 

PC está relacionado? Para isto sugere-se o emprego de uma das seguintes técnicas estatísticas 

multivariadas. 

 

a) Análise de Fator 

b) Cluster Hierárquico baseado nas correlações; 

c) Cluster Hierárquico baseado nos valores de t-student; 

d) Análise de correlações. 

 

 Descoberto o melhor agrupamento de variáveis, basta observar o sentido da correlação 

existente entre elas. Assim, por exemplo, se PC1 mantiver correlação negativa com algumas 

variáveis, e se desejar minimizá-las, então a maximização de PC1 conduz à minimização das 

mesmas. Se o sentido, porém, for conflitante, deve-se recorrer a uma inversão da superfície de 

resposta, tal como mostra a figura 5.1. Segundo demonstram Nash e Sofer (1996), não há 

diferenças fundamentais entre minimização e maximização, uma vez que: 

 
]                                                                                           (183) 

 

P

[ ] [ )()( xf minxf max −=
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A condição necessária para que  seja um máximo local é que =∇ xf  e a matriz 

hessiana . Estas serão condições suficientes se a hessiana for negativa semi-

* *

( )

x ( ) 0

0*
2 =∇ xf

definida. 

 

  
 

Figura 5.1 – Superfícies de Respostas de f(x) e –f(x). 
 

 Assim, se a correlação entre PC1 (ou IGM) e um grupo de variáveis for positiva, sua 

maximização ou minimização implicará na maximização ou minimização de cada variável de 

resposta original. Se a correlação for negativa, os sentidos de otimização serão inversos. Se 

uma variável do conjunto não puder ser harmonizada com estas inversões, então, a 

multiplicação da resposta original por uma constante negativa, resolverá o problema. Esta 

multiplicação deve ser realizada antes de se proceder à análise dos componentes principais.  

 Uma outra alternativa plausível é aplicar-se a relação Sinal-Ruído de Taguchi (Wu, 

2005). De acordo 0), uma maneira de se adequar os sentidos de otimização 

de cada resposta é utilizar uma função matemática que transforme todas as variáveis do 

conjunto de interesse em variáveis que devam ser maximizadas. Para maximização, esta 

função é dada por: 

 

 com Antony (200
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osta original, a relação Sinal-

ruído é escrita como: 

 
 Analogamente, no caso em que se deva minimizar a resp

 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑

=

n

i
y

n
RS

1

21log10/                                                                                           (183b) 

 



 
102

 C

esso de otimização multivariada. Acredita-se que os 

m a obtenção de um ponto de ótimo mais coerente com a 

inais. 

nálise de arranjos experimentais, tais como o SAS, JMP, SPSS e STATISTICA. 

étodo é avaliar a possibilidade da 

e dimensionalidade e verificar se a estrutura de correlação existente é compatível 

om a utilização da Análise de Componentes

utilizado um programa especialmente criado para esta tese. Este programa, que consta da 

seção de an  ambiente Matlab 6.5®. 

Por as funções objetivo 

multiva iadas e não-lineares, dotadas de restrição também não lineares. Para resolver o 

problema de otimização atravé

l®. Outros softwares como o LINDO, LINGO, MATHEMATICA e 

ATLAB, também são capazes de fazer tal avaliação. 

omo as relações Sinal-ruído (SRi) de Taguchi devem ser sempre maximizadas, com 

este artifício é possível harmonizar os diferentes sentidos de otimização. Em seguida, pode-se 

padronizar as respostas transformadas com a conseguinte obtenção dos adequados 

componentes principais. 

 As figuras 5.2, 5.3 e 5.4 do item 5.3 apresentam fluxogramas destes procedimentos. 

5.3 DESCRIÇÃO DO MÉTODO 

Como foi apresentado na seção anterior, existem várias estratégias possíveis para se 

aplicar a abordagem multivariada a problemas de otimização de múltiplas respostas 

correlacionadas. Para proporcionar uma visão geral sobre o método ora proposto, foram 

construídos alguns fluxogramas do proc

passos estabelecidos promova

natureza multivariada dos dados orig

Nestes fluxogramas, a letra “A” indica que a etapa do método deve ser executada 

empregando-se um software estatístico. Nesta tese, utilizou-se o Minitab 14®; entretanto, 

outros softwares estatísticos também disponibilizam módulos dedicados à construção e 

a

A letra “B” indica que o método deve ser utilizado, empregando-se alguma rotina 

computacional que realize testes de hipótese multivariados, além do cálculo de alguns índices 

de mensuração da correlação. A finalidade desta fase do m

redução d

c  Principais. Nesta tese especificamente, foi 

exos, foi construído em

 fim, a letra “C”, faz menção ao processo de otimização d

r

s do algoritmo GRG, utilizou-se o aplicativo SOLVER do 

software MS-Exce

M
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Figura 5.2 – F
 

 

luxograma do método de otimização múltipla proposto. 
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Figura 5.3 – Fluxograma do método adotado para problemas do tipo Nominal-melhor. 
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Figura 5.4 – Fluxograma do método adotado para problemas Mistos. 
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.3.1 - Otimização com Restrições para as Respostas 

O método proposto até agora apresentou apenas alternativas

irrestrita. Porém, se algumas (ou todas) respostas contiverem restrições explícitas, propõe-se a 

abordagem adotada por Guanaraj e Murugan (2000) em um problema de otimização não-

ites inferiores, enquanto que, naquelas a serem minimizadas, subtrair-se-ão os 

 normalização (aqueles nos quais se 

eseja um valor alvo) a abordagem possível é a adoção da diferença entre a resposta estimada 

5

  para otimização múltipla 

linear com restrições. Esta abordagem discute a inclusão das restrições na própria função 

objetivo. Desse modo, nas respostas a serem maximizadas deverão ser adicionados os 

respectivos lim

respectivos limites superiores. Para os problemas de

d

( Ŷ ) e o valor do alvo (T). Também é possível se adotar duas equações complementares, uma 

considerando o limite superior e outra o inferior. A particularidade desta última opção é que, 

ao serem criadas duas equações distintas através das respectivas adição e subtração dos 

ites, o conjunto original passará a exibir uma dependência linear (co

1), independentemente dos valores assumidos pelas constantes. Este artifício torna a 

rdagem por ACP ainda mais adequada. As outras duas opções seriam: (a) adotar a 

lim rrelação perfeita, ρ = 

abo

minimização de TY −  ou (b) de ( )2TY − , onde Y é o resultado experimental e T é o valor do 

alvo. Entretanto, adotando-se o módulo ou o quadrado das diferenças conforme sugerido, uma 

ficientemente grande na estrutura de correlação e covariância dos dados originais 

amente forte pode ser extinta com 

estes dois tipos de transformação. 

E  pode soar estranho que a adição ou a subtração de uma 

e promovida em função do mesmo. Entretanto, cabe ressaltar 

qui a base da teoria de Projeto de Experimentos.  

Segundo Box et al (1978), o efeito de um fator é a mudança causada na resposta de um 

experimento quando se altera de –1 para +1 o nível de um fator. De maneira semelhante, o 

te de um fator é a mudança causada na resposta de um

 altera de –1 para 0, ou de 0 para +1, ou seja, os efeitos e os coeficientes são determinados 

nte em função de um incremento ou decréscimo sofrido pela resposta. Portanto, se a 

alteração su

ocorrerá; em algumas situações, uma correlação extrem

5.3.2 - Como Introduzir Limites nas Equações 

 m um primeiro momento,

constante ao modelo de regressão polinomial seja algo natural e que não altere 

substancialmente toda a anális

a

coeficien  experimento quando um fator 

se

merame
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a uma mesma constante, apenas o termo 

independente receberá a influência dessa alteração. Desse modo, quando for necessário se 

adicio

5.3.2.1 - Demonstração 

 Considere que uma variável aleatória simples, X1, seja multiplicada por uma constante 

k, então, o valor esperado de X1, será dado por: 

 
 

cada observação do arranjo for adicionada ou subtraíd

nar ou subtrair uma restrição, basta adicioná-la ou removê-la dos resultados do 

experimento.  

Como pode ser demonstrado, com estas alterações tanto a matriz de correlação quanto os 

autovalores, seus respectivos autovetores e os escores dos componentes principais se mantêm 

os mesmos. Contudo, quando se adicionar uma dependência linear no sistema de equações, 

então haverá modificação nos escores.  

111 )(.)( µkXEkkXE ==                                                                                               (184) 
 
 22 )()()( σµ kXVarkkkXEkXVar ==−=                                                           (185) 
 

111111

Se X

2

2 é uma segunda variável aleatória e se a e b são constantes não nulas, então, usando a 

propriedade da adição na expectância, vem que: 

 

 ))((                        
))((),( 221121

XXabE
bbXaaXEbXaXCov

−−= 2211

−−=
µµ
µµ

                                                                 (186) 
),(                        21 XXabCov=

 
Considerando-se: 
 

111 )()( µaXaEaXE ==                                                                                          (187 a) 
 

222 )()( µbXbEbXE ==                                                                                         (187 b) 
 

 Então:  
 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]2

2
212121

          

                          

)(

µµ

µµ

bbXaaXE

babXaXEbXaXVar

−+−=

+−+=+

( ) ( ) ( )([ ]
( ) ( ) ( )[ ]

1222
2

11
2

212
2

)2211
2

22
22

11
2

2211

2                             
,2

2                

σσσ

µµµµ

abba
XXabCovXVarb

XXabXbXaE

++=

++

−−+−+−=  

 

1
2                             XVara=

Com [ ] ( )21  , , bXaXbacT +=  pode ser escrito como: 
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 [ ] Xc
X
X

ba T=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1                                                                                                       (188) 

 
Analogamente, ( ) 2121 µµ babXaXE +=+ , se torna: 
 

 [ ] µ
µ
µ Tcba =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1                                                                                                        (189) 

 
E considerando-se a matriz de variância-covariância de X igual a: 
 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Σ

2212

1211

σσ
σσ

 

 
Então, a variância da combinação linear poderá ser escrita como: 
 
 ccXcVarbXaXVar TT  )()( 21 Σ==+                                                                           (190) 
 
Desde que: 
 

 [ ] 22
2

1211
2

2212

1211 2  σσσ
σσ
σσ

baba
b
a

ba ++=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
                                                         (191) 

 
 Os resultados anteriores podem ser estendidos para uma combinação linear de p 

variáveis aleatórias. 

Nota-se, portanto, que se ambas as constantes a e b assumirem simultaneamente o 

por conseguinte, os 

autovalores e autovetores se manterão. 

valor (-1), em nada se alterarão as expressões de variância e covariância; 

Fazendo-se, porém, a = (-1) e b = (+1) em (186), obtém-se: 

 

))((
))(())((),(

2211

2211221121

µµ
µµµµ

−−−=
=−−=−−=

XXE                        
XXabEbbXaaXEbXaXCov

 

1221 ),( σ−=bXaXCov                                                                                                  (192) 
 

Da definição de autovalores e autovetores da matriz de correlação vem: 
 

⎤⎡⎤⎡⎤⎡⎤⎡
⇒=Σ

0 ee
X X 

λσσ
λ ⎥

⎦
⎢
⎣

⎥
⎦

⎢
⎣

=⎥
⎦

⎢
⎣

⎥
⎦

⎢
⎣ 21

11

2

1

21

11

2212

1211

0 e
   

e
 

λσσ
                                                       (193) 

 
Realizando-se a multiplicação matricial e considerando 121 == λλ , pode-se escrever: 
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Se Σ contiver apenas correlações positivas, então: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=+
=+

12
22

2
11

2121221112

1121121111

ee
eee
eee

σσ
σσ

 

( ) 01

12

11
1121 >

−
=

σ
σee                                                                                                     (194) 

 
Ao contrário, ao se multiplicar ( )21   YouY  por (-1), então, 012 <σ  e, . 

 Uma outra maneira de se demonstrar que a inversão de sinais altera os autovetores é 

utilizando-se a definição de correlação segundo Johnson e Wichern (2002), e empregando-se 

a equação (46) do capítulo 3, onde: 

 021 <e

kk

iki
YY

e
ki σ

λ
ρ =, . Como kki σλ  e  são sempre positivos, 

quando a correlação entre as respostas (
ki YY ,ρ ), for negativa, então, . 

Assim, a multiplicação de uma resposta por (-1), não influenciará os autovalores, mas 

inverterá o sinal do autovetor referente à resposta que recebeu a inversão. 

Com esta demonstração pode-se entender também que uma ponderação das respostas 

originais do conjunto multivariado por graus de importância alteraria substancialmente a 

análise de componentes principais. Assim, se o vetor cT representar os pesos das respostas, 

cTX representará uma matriz ponderada do conjunto multivariado. Portanto, qualquer 

ponderação de respostas só é recomendada neste método, posteriormente à transformação por 

componentes principais. 

 Examinando-se a influência das adições ou subtrações de constantes, tem-se que: 

 

 

0<kie

ξµξξξξ +=+=+=+=+ ∑∑∑
=== n

nX
nn

X
n

 EXEXE
n

i
i

n

i

n

i
i

111

111)()()(                         (195) 

 
 ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] X XEXVar kkkkiiii ξµξξµξξ +−++−+=+ )(  
 
 )( )([ ] XXEXVar kkii µµξ ++=+ )(                                                                           (196) 
 

 A equação (196) demonstra que quando se adiciona (ou se subtrai) uma constante ξ  a 

todos os elementos de X, a média é aumentada deste valor, enquanto que a variância não sofre 

alteração. Se ξ  for negativo, a média é subtraída desse valor, enquanto que a va

também não muda. 

riância 
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 Da equação (193) nota-se claramente que, como a matriz de variância-covariância Σ não 

sofre alterações com a adição ou subtração de constantes, os autovalores permanecem os 

mesmos, uma vez que o determinante não sofre mudanças. O mesmo pode se dizer dos 

autovetores. 

 Logo, as adições ou subtrações de constantes, iguais ou diferentes, a uma ou a várias 

respostas do conjunto multivariado de estudo não acarretam transformações na análise de 

vetores, e, consequentemente, à proposta de transformação por ACP. 

Considere o caso do escore de um componente principal. Conforme já foi demonstrado 

autovalores e auto

pela equação (59), o PCk é dado por [ ][ ]AZPCk .= , onde: [Z] é a matriz formada

originais padronizados e [A] a matriz dos autovetores do conjunto original, tal que: 

 pelos dados 

 

[ ]
jY

jij
ij

YY
Z

σ
−

=                                                                                                               (197) 

 se altera. Portanto, ao se adicionar ou subtrair uma 

constante k à matriz reduzida [Z], obtém-se: 

  
 Como já se demonstrou anteriormente, a adição ou subtração de uma constante k 

qualquer a um conjunto de dados, resulta na adição ou subtração desta constante à média, 

enquanto que o desvio padrão não

 

 [ ]
jj Y

jij

Y

jij
ij

YYkYkY
Z

σσ
)()()( −

=
+−+

=                                                                           (198) 

 

 Portanto, como [Z] é função das observações obtidas durante os ensaios realizados 

segundo um arranjo de projeto de experimentos, esta matriz também não sofrerá as 

modificações introduzidas pela adição ou subtração das restrições. Assim, nota-se claramente 

que para representação em componentes principais é indiferente a consideração das restrições 

impostas a cada resposta do conjunto multivariado original. 

 Com estas deduções, pode-se assegurar que a proposta de se adicionar ou subtrair 

mite

orrelação dos dados e, por conseguinte, 

não se alteram significativamente os autovalores e a respectiva explicação provida pelos 

componentes principais das variáveis ajustadas. Logo, a proposta parece ser coerente. 

 Estudos de caso do capítulo 6 serão utilizados para avaliar a validade desta abordagem.  

li s às respostas originais, ou de se multiplicar uma dada resposta por uma constante 

negativa, não altera substancialmente a estrutura de c
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5.4 – EQUACIONAMENTOS E ESTRATÉGIAS 

ltivariadas, os 

sistemas de equações seguintes descrevem

equaçõe

 

Caso 1: O objetivo é maximizar [Y], considerando-se uma correlação positiva entre PC1 e 

[Y]. O arranjo é um CCD sem blocos (raio igual a α). Aplicam-se restrições esféricas ou 

 

 Depois de estabelecidas as formas de obtenção das funções objetivo mu

 os possíveis procedimentos de otimização. Nas 

s a seguir, [Y] representa a matriz do conjunto de respostas. 

cuboidais. 

 

 
ki     1;x1-  com   xx     :a   Sujeito

xxxxyCP      Maximizar

i
T

ji
ji

iji

k

i
iii

k

i
i1

,...2,1

ˆ
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=+≤≤≤
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<==

α

ββββ
                                 (199) 

 
Caso 2: O objetivo é maximizar [Y], considerando-se uma correlação positiva entre IGM e 

[Y]. O arranjo é um CCD sem blocos (raio igual a α). Aplicam-se restrições esféricas ou 

cuboidais. 

( )[ ] PCs IGM   Maximizar
m

i
ii

1

= ∑ λ

( ) 
ki     1;x1-(b)                      

     xx  (a)     :a   Sujeito

i

T

,...2,1
2, 42

=+≤≤
=≤ αα                                                                   (200) 

 
Caso 3: O objetivo é minimizar [Y], considerando-se uma correlação positiva entre IGM e 

[Y]. O arranjo é um CCD sem blocos (raio igual a α). Aplicam-se restrições esféric

k
=

as ou 

cuboidais. 
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i
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ji
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Caso 4: O objetivo é minimizar [Y], considerando-se uma correlação positiva entre IGM e 

[Y]. O arranjo é um CCD sem blocos (raio igual a α). Aplicam-se restrições esféricas e 

cuboidais. 
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( )[ ]
( )
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=
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Caso 5

    j

blo

,...,2,1
cos

=≤

nde: 

λ

: Otimização de IGM, utilizando-se um arranjo Box-Behnken. Neste caso, a única 

mudança é a restrição. Dada a natureza de um arranjo Box-Behnken, é adequado se adotar 

restrições cuboidais. 
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                                (203) 

 
Caso 6: Otimização de IGM ou PC1, sujeito à distância axial α referente a um CCD com 

blocos e restrições adicionais. 
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 e Myers (1990), Del Castillo e Montgomery (1993), Copeland e Nelson (1996) e 

el Castillo et al. (1996), inv ordar o Projeto Robusto de 

Taguchi, considerando-se os arranjos de super

Be  pesquisadores é lo ot ti ja 

mi uanto se mantém a méd o pro so is im ssível do 

va d ni M  (1  d RS al 

Response Surface). Em termos matemáticos, seu equacionamento pode ser escrito como: 

 

⎥
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⎝ cs nn

5.4.1 Aplicações em Problemas Duais 

 Vining

D estigaram um modelo geral para ab

fície de resposta, tais como o CCD ou o Box-

hnken. A sugestão destes  um ode m  de imizaçã joo cu  obje vo se

nimizar a variância enq ia d ces o ma próx o po

lor alvo (T). Esta estratégia foi denomina a por Vi ng e yers 990) e D  (Du
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ji
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ββββ

superfície de resposta adotado é o Box-Behnken. Segundo Kim e Cho (2002), 

o modelo do sistema de otimização descrito pela equação (205) fornece um erro sistemático 

nulo (desvio em relação ao alvo), com mínima variância.  

Para criar um modelo de variância para o processo em estudo, exige-se que o arranjo 

jiiji

k

iii

k

iˆ 2
0 +++= ∑∑∑∑ ββββσ

 da não-trivialidade do modelo de otimização proposto pelo sistema de equações 

(206), de ser 

ultivaria e prob p o p  estud étodo de 

transp s limites cificação spostas originais para o campo dos 

comp rincipais. Um e PC1 ou IGM são combi es lineare riáveis de 

resposta originai ão de regressão n al já está e belecida. De acordo com as 

combinações lineares obtidas com a equação  componente principal é o produto de 

cada autovetor pela respectiva variável padronizada. Outrossim, pode-se também estabelecer 

      imizarniM ˆ =σ xxxx

( )

( ) ( )b   x      a    x                       
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k

i
i 11

ˆ
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1
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∑
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ρ

µ                                             (205) 

 

A restrição (a) é uma restrição do tipo esférica, mais apropriada para o arranjo central 

composto. A restrição (b) é uma restrição cuboidal, adequada para os estudos onde o arranjo 

experimental de 

adotado contenha réplicas das respostas. Portanto, pode-se esperar que, como em geral as 

réplicas apresentam valores próximos, uma correlação forte entre elas possa existir. Se isto 

acontecer, pode-se empregar o método de análise de componentes principais para criar uma 

restrição não-linear multivariada para a variância, ao contrário de se utilizar a média. 

É óbvio que este enfoque é muito mais complicado do que simplesmente se adotar a 

média, mas considerando-se a ênfase deste estudo, esta análise pode satisfazer uma 

curiosidade científica. Adotando-se a proposta multivariada, a equação (205) pode ser 

reescrita como: 
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m da. Est lema também ode ser utilizad ara se ar um m

osição do de espe  das re

onentes p a vez qu naçõ s das va

s uma equaç atur sta
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a r

aridade, ou seja, uma deficiência na 

stimação dos coeficientes das variáveis regressoras em função da alta correlação existente 

entre elas. As Factor) para 

ada coe ciente do mo es de VIF maiores que 5 já indicam problema de 

multicolinearidade. Neste caso, a ativa ais coerentes de estim tes 

seriam os métodos PLS (Partial Least Squares) ou PCR (Principal Component Regression) 

(Hoskuldsson, 1988). 

.5 – CON R IN  D L

No presente capítulo, mostrou-se o método proposto nesta tese para dar o tratamento 

dequado aos sistemas de otimização de múltiplas respostas correlacionadas. Definiu-se 

também um enfoque espe m de se ter ressaltado a 

existência de mais do que uma maneira de se atingir os objetivos propostos. Discutiu-se a 

stemas de otimização e as variáveis 

originais e avaliando-se a consistência matemática da proposta. Também foram apresentados 

um egressão linear múltipla entre PC1 ou IGM com as respostas iniciais. Substituindo-se os 

valores dos limites nesta equação, obtém-se o valor da equação multivariada respectiva. Este 

procedimento é adotado em um estudo de caso do capítulo 6. A regressão múltipla, por sua 

vez, deve ser empregada com cautela. Uma vez que se deseja estabelecer uma relação entre 

um escore de componente principal e um conjunto de preditoras que originalmente são 

correlacionadas, podem surgir problemas de multicoline

e

sim, recomenda-se avaliar os valores de VIF (Variance Inflation 

c fi delo. Valor

ltern s m ação dos coeficien

5 SIDE AÇÕES F AIS O CAPÍTU O 

 

a

cífico para cada tipo de problema, alé

extensão e o impacto das alterações sugeridas sobre os si

alguns fluxogramas que podem servir de orientação para os leitores interessados na aplicação 

desta abordagem. 

 No próximo capítulo serão descritos alguns estudos de caso utilizados para validar o 

método e avaliar sua aplicabilidade. 

 



Capítulo 6 

APLICAÇÃO DA METODOLOGIA PROPOSTA 

 O ente c f itu e e  tem e 

em construir m plas respostas correlacionadas, funções singulares 

represen vas da a s, m ização de tais funções através de 

étodos não-lineares como o GRG. 

 Para testar e validar o procedimento proposto no capítulo 5, serão utilizados oito 

ranj

pres apítulo en atiza as s ações d studos experimentais onde se  interess

odelos para múlti

tati s respost s originai  bem co o a otim

m

ar os experimentais referentes a processos de soldagem com múltiplas respostas 

correlacionadas e um caso referente a um processo de usinagem. Parte destes casos foi 

desenvolvida nos laboratórios da UNIFEI durante o período de doutoramento do pesquisador. 

Outros casos foram escolhidos na literatura especializada para que se pudessem confrontar os 

resultados obtidos na proposta com aqueles já validados cientificamente, utilizando-se outros 

métodos de otimização. No caso dos processos de soldagem e usinagem, as respostas de 

interesse podem possuir unidades de medida diferentes, portanto, os autovalores e os 

autovetores utilizados na análise provirão da matriz de correlação dos dados (Johnson e 

Wichern, 2002). 

 Nos Apêndices A e B, encontram-se outros exemplos de aplicação geral, representando 

casos clássicos da literatura de otimização múltipla.  
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nco resposta s

odelar mais de um componente principal em unção da significância do conjunto e do grau 

de explicação do primeiro componente. O caso ilustra a introdução do IGM – Índice Global 

Multivariado, uma proposta alternativa para os problemas de otimização com múltiplas 

respostas correlacionadas. 

6.1.2 O Processo GMAW Pulsado 

 O processo GMAW (Gas Metal Arc Welding) é amplamente empregado no ambiente 

industrial para a soldagem de materiais ferrosos e não-ferrosos. Através da fusão continua do 

arame de solda, o processo alcança a coalescência dos metais. Como o processo de 

transferência é continuo, um procedimento de soldagem de alta qualidade é necessário.  

 Qua va-se um 

modo de transferência metálica do tipo globular; se, no entanto, a corrente for aumentada 

acima de um determinado valor de transição, o modo de transferência passa a ser spray. De 

 por spray oferece uma alta taxa de 

deposição. Para muitos materiais a corrente mínima é exorbitante. Além disso, o excesso de 

6.1 – CASO Nº. 1 – INSUFICIÊNCIA DO PRIMEIRO 
COMPONENTE PRINCIPAL PARA UM CONJUNTO DE 
RESPOSTAS COM CORRELAÇÕES MODERADAS 

6.1.1 Visão Geral 

 Como primeiro estudo de caso, será apresentado um experimento que trata de um 

processo de soldagem P-GMAW. Neste estudo, ci s de interes e, com correlações 

de intensidade moderada, foram utilizadas. Este caso retrata também a necessidade de se 

m  f

ndo o processo GMAW opera com correntes de soldagem baixas obser

acordo com Praveen et al. (2005), o modo de transferência

calor transferido à peça, a largura do cordão e a limitação à soldagens fora de posição são 

algumas desvantagens do processo. Para contorná-las enquanto se mantém os benefícios do 

modo spray, pode-se empregar a técnica de transferência pulsada (P-GMAW). O processo é 

caracterizado por uma corrente de soldagem pulsada, compreendida entre o nível básico e de 

pico, de tal modo que a corrente média esteja sempre abaixo do limite do valor de transição. A 
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o 

a toch ental. Todos os 

testes foram realizados usando a técnica Bead on Plate (BOP) com arame AWS ER 70S-6, 

diâmetro de 1.2 mm, e metal base aço ABNT 1045 com dimensões 120x40x6 mm. O gás de 

pro iliz i ura  Argôn  + 25 O lux constan de 15 

l/min. A velocidade de soldagem nt stan 40

realiz s e a ia  c peç 2.5  T .1 a o s e 

respe s ní iliz a ção a superfície de resposta do tipo arranjo 

centr mpo ra ci o  tem  pi  f tido ms 

enquanto que  d a ac m de p ão ela 

equação (207)

 

 

corrente de base é usada para manter o arco aberto, enquanto que a corrente de pico, mantida 

por um período adequado, garante o destacamento da gota fundida (Praveen et al., 2005).  

6.1.3 Arranjo Experimental 

 Para atingir os objetivos propostos nesta pesquisa, foi utilizada uma fonte de energia 

trabalhando com uma corrente de imposição pulsada. Um mecanismo automático foi utilizad

para mover a na velocidade de soldagem imposta pelo arranjo experim

teção ut ado fo uma mist  de io % de C 2 com f o te 

 foi ma ida con te em  cm/min para todos os testes 

ado  distânc bico de ontato- a, de 2  mm. A abela 6  mostr s fatore

ctivo veis ut ados n constru  de um

al co sto. Pa o fator clo ativ (Ca), o po de co (tp) oi man  em 4 

 o tempo e base v riou de ordo co o valor sejado ara relaç  dada p

: 

( )tb+
 

tp
                                                                                                        (207) 

 
Apó ldag dos po rov  seccionados transve te, s e 

atac uim te. a rí eom  d ra , re R), 

largura ( ) e l ( ordã de s a  cad  corp a. 

O Índice de Convexidade (CI) foi determinado através da relação entre o reforço e a largura 

do cordão.  

 
Tabela 6.1. Planilha Experimental.  

 
Fatores Unidade Níveis 

tpCa =

s a so em, to  os cor s de p a foram rsalmen  polido

ados q icamen Então, s caracte sticas g étricas e penet ção (P) forço (

W  área tota A) do c o olda foram determin dos para a o de prov

Corrente de Pico (Ip) A 245 280 315 350 385 
Corrente de Base (Ib) A 55 70 85 100 115 
Ciclo Ativo (Ca) (%) 35 40 45 50 55 
Velocidade de alimentação do arame (Va) m/min. 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 
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6.1.4 Resultados 

6.1.5 Análise das Correlações entre as Respostas 

 Relaçõe pend entos de soldagem, 

uma vez q  respo podem critas  fun e variáveis 

observadas. Entre as respostas que comu resen rrelações significativas podem 

ser citadas: o Rendimento, Taxa  Fusão e dep Índic esp Índice de 

Convexidade, Diluição, Área da Zona Fundida, dentre outras. Mendes da Silva e Scotti 

(2006), p senta ários ca de as r s são as 

de variáveis in entes obs das e c s, tais c mo reforço (R), larg a do cordão 

(W), penetração (P) e suas re l. (2000) citam 

também que respostas afetadas da mesma m neira pelos mesmos fatores tendem a ser 

correlacionada

 A T senta os testes d idade dice deq utilizados 

nesta pe se avalia  possi de  da e ponentes 

principais. De acordo com disp to no c 2, ve  que jun ados em 

questão a l de c lação el co propost

  
T estes e Ín s de ad  para ão da A P às respostas. 

 
Teste Valor Crítico Valor de Teste G.L. Valor P 

 A Tabela B.1 do Anexo B mostra os resultados experimentais obtidos com um arranjo 

central composto para as cinco respostas de interesse As respostas para os componentes 

principais PC1 e PC2 foram obtidas aplicando-se a equação (59) do capítulo 3. A razão para se 

escolher PC1 e PC2 é o fato de que apenas estes dois componentes principais apresentaram 

autovalores maiores que a unidade (Figura 6.1). De acordo com as informações da tabela 6.5, 

o autovalor referente ao primeiro componente principal (λ1) é igual a 2,98, enquanto que (λ2) 

tem valor 1,29.  

s de de ência linear surgem naturalmente em experim

ue algumas stas  ser es  como ções d outras 

mente ap tam co

 de , Taxa d osição, e de R ingos, 

or exemplo, apre m v sos on esposta  o tidb pela combinação 

depend erva alculada o  ur

lações, tais com W, W/PR. Scotti et ao P+R, R/

a

s. 

abela 6.2 apre e esferic  e os ín s de a uação 

squisa para r a bilidade emprego anális de com

os apítulo rifica-se  o con to de d

presenta um níve orre compatív m esta a. 

abela 6.2 - T dice equação apl açic C

Isotropia 11,075 25,619 5 0,000 
Lawley 16,920 93,156 9 0,000 
Bartlett 18,307 134,210 10 0,000 

ICG ID IKÍNDICES 0,007 25,756 2,440 
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A

úmero de autovalores 

significativos utilizando-se a matriz de correlação das respostas. Nota-se que o número 

  Tabela 6.3 mostra que as variáveis utilizadas neste experimento apresentam 

correlações significativas entre si, tanto para os valores observados quanto para os resíduos. 

Box et al (1973) ressaltam que quando existem estes tipos de dependências, a análise 

multivariada pode ser uma alternativa viável. A figura 6.1 mostra o n

adequado de componentes principais para este caso é 2. 

 

Tabela 6.3 - Análise de Correlação das propriedades dos modelos. 
 

 Respostas Resíduos 
 P R W CI P R W CI 

R 0,019 (r)    -0,366    
 0,919 (p)    0,043    

W 0,558 0,023   0,436 -0,454   
 0,001 0,903   0,014 0,010   

CI -0,533 0,337 -0,849  -0,601 0,700 -0,878  
 0,002 0,064 0,000  0,000 0,000 0,000  

A 0,722 0,331 0,792 -0,483 -0,580 -0,053 0,706 -0,526 
 0,000 0,069 0,000 0,006 0,001 0,777 0,000 0,002 

 
(r) – Coeficiente de correlação de Pearson; (p) – Valor de P (P-Value). 

 

Componente Principal

A
ut

ov
al

or

3,0

2,5

1,5

1

2,0

1,0

0,5

0,0

54321

 
 

Figura 6.1 - Autovalores significativos. 

6.1.6 Análise de Componentes Principais 

 Os dados da tabela 6.4 foram calculados utilizando as equações de (60) a (67). Ela 

vela que a adoção dos componentes principais pode conduzir à redução de 

dimensionalidade do conjunto original e que as correlações existentes são suficientes para se 

obter um número pequeno de variáveis latentes. Estes testes apontam que os componentes 

re
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rinci

tados na tabela 6.2, também revelam 

um razoável nível de correlação entre as variáveis.  

ram obtidos a partir da 

atriz de correlação das respostas originais. A razão para tal escolha é que neste estudo de 

caso, as respostas a-se também que 

os dois primeiros componentes principais representam 85,5% da variação do conjunto 

original do s e análi el a forte 

correlação positiva entre PC1 e as respostas P, W e A em eg o o passo 

que PC2 mantém u orrelação fortemente negativa . 

 
Tabela 6.4 - Análise de ACP para a m tri rr d s

m e  ip

p pais maiores (PC1 e PC2) são variáveis bem representativas do conjunto de respostas 

originais. A Tabela 6.3 demonstra a estrutura de correlação existente entre várias propriedades 

das respostas observadas e calculadas. Os índices apresen

 Os autovalores e os autovetores relacionados na tabela 6.4 fo

m

foram obtidas em unidades de medida diferentes. Observ

. Além disso, a análise s autovetore a se f torial r va e am um

, e fort ente n ativa c m IC, a

ma c  com R

a z de Co elação as respo tas. 
 

PrincCo pon ntes ais  
P 2  PC1 PC  PC3 C4 PC5 

Autovalores 2, 57 0 65 ,1 0  9775 1,29  ,51  0 856 ,0246
Proporção 0, 9 0 0 0,

lise rial 

5 5960 0,2 0 ,103  0370 0,0050 

Aná  Fato

Acumulado 0, 5 0 0 0, ã ax 5960 0,85 0 ,958  9950 1,0000 Rotaç o Varim
Respost ut tor   1 r 2 as A ove es Fator  Fato

0,4680  -0,0730 
P 0 ,062 (0,807) (-0,083)s ,7900 -0,3190 -0,2250 0,809 -0

0,0140  -0,8440 
R (0,024) (-0,961)s -0,2630 -0,4650 0,0400 0,049 -0,960 

0,5420  0,0450 
W (0,935)s (0,052) -0,4590 0,1340 -0,6900 0,933 0,076 

-0,4800  -0,4040 
IC (-0,829)s (-0,460) s 0,3060 0,5030 -0,5090 -0,816 -0,482 

0,5070  -0,3410 
A (0,875)s (-0,388) s 0,0590 0,6400 0,4610 0,885 -0,366 

 
Obs.: O nº. entre parênteses é o coeficiente de correlação entre a vari

(
ável de resposta e o componente principal. 
ue < 5%). 

 

o (R) e Índice de Convexidade (IC), 

minimizadas. O gráfico da figura 6.2 mostra um dendograma das respostas originais e dos 

componentes principais. Por esta análise hierárquica de Cluster baseada no coeficiente de 

correlação entre as respostas, nota-se a formação de dois grupos distintos: o primeiro, 

formado por PC1, P, W, CI e A, e o segundo, formado por PC2 e R. Observando-se também as 

s): Correlações significativas (P-Val

 Para a melhoria do processo, as respostas Penetração (P), Largura (W) e Área (A) 

devem ser maximizadas; enquanto que Reforç
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correlações existentes entre os componentes principais e as respostas originais descritas na 

Tabela 6.5, bem como os autovetores da análise fatorial rotacionada, nota-se que ao se 

maximizar PC1, as respostas P, W e A serão maximizadas, enquanto que IC será minimizado. 

Se PC2 for maximizado, R será minimizado. Como neste caso específico, um único 

componente principal pode não ser suficiente para a representação das variáveis originais, 

duas estratégias são propostas: a) maximizar apenas PC1 ou b) maximizar IGM, um índice 

formado por PC1 e PC2, ponderados, respectivamente, por seus autovalores.  

 
 Considerando-se o disposto no item (b), vem que: 
 
                                                                                        (208) 
 

 Observando-se o dendograma da figura 6.2 nota-se como PC1 e IGM são tão variáveis 

tão próximas. Este agrupamento foi obtido utilizando-se como medida de distância a 

correlação mo eio 

de ligação. Como 

21 .29,1.98,2 PCPCIGM +=

 entre as variáveis, e considerando o método de Ward (Rencher, 2002) co  m

21 λλ >> , PC1 e IGM terão praticamente o mesmo comportamento. Isto 

acontecerá sempre que o conjunto de respostas ossuírem variáveis com correlações elevadas. 

 Em ambos os casos, usando o método (GRG), serão impostas restrições esféricas para 

os níveis dos fatores, de modo que os valores que otimizam as respostas de interesse estejam 

compreendidos dentro do espaço experimental 

p

rxr i +≤≤− , tal que Ω∈x Estes limites são 

iguais ao valor do raio do espaço experimental, que neste caso é 2 (dis ial α). 
 

 

i  
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Figura 6.2 - Dendograma para as correlações absolutas entre as respostas. 

Nota: Método de Ward. 
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omo duas funções objetivo adequadas à aplicação do 

GRG, devem ser realizados os testes de significância estatística, verificando-se se os modelos 

 numa redução de R2 ajustado e em um aumento considerável 

odo, optou-se por se conduzir o estudo utilizando 

modelos de segunda ordem e significância de 5%.  

 
Ta  Aná d

 
PC1  

6.1.7 Modelos Matemáticos Multivariados 

 Para se obter os modelos matemáticos das funções singulares PC1 ou IGM, empregou-se 

o algoritmo de mínimos quadrados ao conjunto de dados obtido com o arranjo de superfície 

de resposta da Tabela B.1 (Anexo B). A tabela 6.5 descreve todos os coeficientes de um 

modelo quadrático completo, tal como estabelece a equação (80). Antes de considerar os 

modelos quadráticos de PC1 e IGM c

reduzidos são melhores que os modelos completos. A Tabela 6.5 destaca os modelos 

completos para cada resposta. Embora tenham sido identificados alguns coeficientes não 

significativos, a sua remoção acarretou uma diminuição brusca da explicação propiciada pelos 

modelos completos, implicando

da variância do erro residual (S). Deste m

 completos, avaliados segundo um nível d

 
bela 6.5 - lise do mo elo quadrático multivariado. 

IGM
Termo  

Coef.   
rão pt

Er
Padrão t0 pt

Erro
Pad t0 Coef. ro 

b0 0,014 1,296 0,301 4,304 0,001 2,845 1,037 2,756 
Ip 0,167 0,163 1,025 0,321 0,267 0,560 0,480 0,638 
Ib 0,466 0,163 2,866 1,556 0,011 0,560 2,787 0,013 
Ca 0,779 0,163 4,789 0,000 1,995 0,560 3,575 0,003 
Va 0,834 0,163 5,125 0,000 1,968 0,560 3,529 0,003 
Ip2 -0,259 0,149 -1,742 0,101 -0,597 0,513 -1,169 0,259 
Ib2 -0,191 0,149 -1,282 0,218 0,066 0,513 0,126 0,901 
Ca2 -0,395 0,149 -2,649 0,018 -0,998 0,513 -1,952 0,069 
Va2 -0,829 0,149 -5,564 0,000 -2,146 0,513 -4,199 0,001 
Ip.Ib 0,344 0,199 1,727 0,103 1,067 0,686 1,561 0,138 
Ip.Ca -0,243 0,199 -1,222 0,239 -1,305 0,686 -1,906 0,075 
Ip.Va 0,872 0,199 4,375 0,000 3,459 0,686 5,055 0,000 
Ib.Ca 0,329 0,199 1,653 0,118 1,477 0,686 2,158 0,046 
Ib.Va -0,044 0,199 -0,224 0,826 -0,297 0,686 -0,434 0,670 
Ca.Va 0,368 0,199 1,847 0,083 1,857 0,686 2,713 0,015 

 R2 (adj.) 78,7%  S=0,797 R2 (adj.) 73,7%  S=2,744 
 

 

 As Tabelas 6.6 e 6.7 apresentam uma ANOVA para os modelos quadráticos dos 

índices PC1 e IGM. Nestas tabelas, F0 representa o valor da estatística de teste F e pF é a área 

proporcionada por esta estatística. Tanto PC1 quanto IGM apresentaram resultados 
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melse hantes na ANOVA. O valor de pf menor que nível de significância de 5% conduz à 

rejeição da hipótese nula da regressão, na qual todos os coeficientes do modelo possam ser 

considerados nulos, indicando que o modelo quadrático completo é significativo. Percebe-se 

também que, individualmente, as porções linear, quadrática e de interação são 

individualmente significativas.  

 
Tabela 6.6 - ANOVA do modelo PC1 

 

Fonte Graus de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

Regressão 14 79,162 5,654 8,90 0,000 
Linear 4 37,143 9,286 14,62 0,000 
Quadrática 4 23,081 5,770 9,08 0,001 
Interação 6 18,939 3,156 4,97 0,005 
Erro Residual 16 10,164 0,635   

Falta de Ajuste 10 7,505 0,750 1,69 0,268 
Erro Puro 6 2,659 0,443   

Total 30 89,326    
 

Tabela 6.7 - ANOVA do modelo IGM
 

Fonte Graus de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

Regressão 14 737,44 52,675 6,99 0,000 
Linear 4 250,24 62,561 8,31 0,001 
Quadrática 4 157,17 39,293 5,22 0,007 
Interação 6 330,03 55,005 7,30 0,001 
Erro Residual 16 120,49 7,531     

Falta de Ajuste 10 91,34 9,134 1,88 0,227 
Erro Puro 6 29,15 4,859     

Total 30 857,94       
 

 Conforme foi estabelecido no capítulo 4, como o valor da estatística de teste F0 (1,88) 

é menor que o valor crítico de F para o nível de significância escolhido (α=5%) e os graus de 

liberdade associados (F(1-α;10;6)=4,06), então, aceita-se a hipótese nula de que não há falta de 

ajuste ao se utilizar os modelos quadráticos completos de PC1 e IGM.  

 Outra recomendação descrita no capítulo 4 é quanto à natureza dos resíduos 

proporcionados pelo modelo. No caso de resíduos das variáveis latentes, não se acredita ser 

necessária a construção de gráficos de resíduos em relação à ordem ou valor ajustado, uma 

vez que os componentes principais não foram coletados experimentalmente. Mesmo que haja 

algum problema no plano dos componentes principais, com certeza ele terá sido causado pelas 
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respostas originais. Espera-se, entretanto, que os resíduos das variáveis transformadas também 

tenham ajuste normal, para que as conclusões obtidas sejam válidas. Desse modo, recomenda-

este de 

 que os 

dados se

 De acordo com a figura 6.3, os valores de p são maiores que o nível de significância 

onduz à aceitação da hipótese nula de normalidade dos resíduos. 

 

se a análise de normalidade dos resíduos provenientes de PC1 e IGM, utilizando-se o t

normalidade de Anderson-Darling. Neste teste, a hipótese nula é uma suposição de

guem uma distribuição normal. 

adotado (α=5), fato que c
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Figura 6.3 – Teste de Normalidade para os resíduos de PC1 e IGM. 

6.1.8 Otimização Multivariada 

 De acordo com as correlações existentes entre o conjunto original de respostas e as 

variáveis latentes PC1 e PC2, o problema de otimização pode utilizará as duas abordagens 

descritas no item 6.1.6. Para o primeiro componente principal, emprega-se a equação (199). 

Considerando-se também uma função singular aditiva, formada pelos dois primeiros 

componentes principais e, adotando-se como pesos os autovalores da matriz de correlação 

descritos pela tabela 6.4, pode-se compor o Índice Global Multivariado (IGM) de acordo com 

a equação (200). Desse modo o problema de otimização não-linear restrita se torna: 
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tilizar o aplicativo Solver® , disponível no software MS-

Excel®. No Anexo A há uma ilustração desta aplicação. 

tivos entre os métodos. 

 

αα

λ
                        (209) 

 

 Para se resolver os problemas de otimização não-linear com restrições, propostos pelas 

equações (200) e (209), pode-se u

 A Tabela 6.8 ilustra os resultados obtidos com o emprego dos índices multivariados PC1 

e IGM, em comparação com o emprego do método Desirability (D). 

 

Tabela 6.8 - Resultados compara

Valor Ótimo 
Variável Independente Esférica D PC1

1 PC1
2 IGM3

Restrições 
s 

IP 2 2− ≤ +≤PI 2,000 1,000 1,033 0,856 
IB 22 ≤− +≤bI 1,003 1,000 1,135 1,299 
CA 22 ≤− +≤aC 0,839 1,000 0,908 0,907 
VA 

 
22 +≤≤− aV 2,000 1,000 0,906 0,870 

Variável Dependente L.I. N. L.S. Valor Ótimo 
 

P Maximizar 2,1 2,6 - 2,19 2,35 2,20 2,31 
R Minimizar - 3 3,5 2,69 2,65 2,69 3,10 
W Maximizar 7 10 - 9,93 9,58 9,72 9,62 

27,73 28,74 27,98 28,33 
CI Minimizar - 20 30 21,75 27,77 23,89 27,19 
A Maximizar 25 31 - 

 
( )11 ≤≤−(1) – GRG com restrições cuboidais ix  e esféricas; (2,3) – GRG só com restrições esféricas. 

(

e resposta para o índice multivariado 

rmado pelo primeiro componente principal PC1. 

L.I.: Limite Inferior; N: Valor Alvo (Nominal); L.S.: Limite Superior.  
 
 

 A Figura 6.4 apresenta as soluções ótimas encontradas com os três métodos, dispostas 

sobre os gráficos de contorno no plano de PC , para cada par de variáveis independentes. Esta 

figura demonstra a extrema proximidade entre as soluções multivariadas (PC  e IGM) em 

detrimento da solução obtida com o método Desirability D). Para os gráficos de contorno de 

alguns pares de fatores, nota-se que a solução obtida com o método desirability cai fora da 

região esférica de raio ± 2, violando a restrição imposta. 

 A Figura 6.5 apresenta o gráfico de superfície d

1

1

fo
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Figura 6.5 – Superfícies de Respostas de PC1 para alguns pares de Fatores. 

6.1.9 Discussões 

 Comparando-se os resultados da otimização alcançados com o emprego de funções 

objetivo escritas em termos de PC1 e IGM tal como descreve a tabela 6.8, nota-se que 

enquanto se utilizou apenas os modelos completos baseados em PC1, não se conseguiu uma 

solução de compromisso que atendesse às restrições impostas para a resposta “Reforço” (R). 

Isto se justifica em função da análise de autovalores realizada anteriormente, através da qual 

se verifica que neste  representar todas as caso, um único componente não é suficiente para
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Tabela 6.9 – Comparação entre métodos. 
 

respostas do conjunto multivariado. O mesmo se pode dizer da análise de correlações e da 

análise de fator realizada sobre o conjunto de respostas originais. A resposta reforço é bem 

representada por PC2 e não tem correlação significativa com PC1. Por sua vez, a otimização 

isolada de PC2 conduziria à otimização apenas da resposta Reforço em detrimento das demais 

respostas. Quando, porém, se empregou o índice global multivariado (IGM), ponderado pelos 

autovalores, encontrou-se uma solução de compromisso que atendeu satisfatoriamente a todas 

as restrições impostas para o sistema. 

 A Tabela 6.9 mostra uma comparação entre os métodos, descrevendo uma avaliação em 

termos de solução de compromisso, ou seja, que algoritmo proporciona a solução mais 

adequada (ótimos mais próximos dos limites impostos). Para esta finalidade, utilizou-se a 

função desirability individual. 

 

Método D (ACP) D (Tradicional) Diferença 
PC12,3 3 6 1,8% 0,584 55 0,57379  
PC11 0,5938 0 6 3,4% 

2 0 6 1,1% 
78 ,57379  

IGM2,3 0,580 77 ,57379
 

(1) – GR es is e RG striç

 O método desirability perm a tâ a tas sejam consideradas no 

cálculo do ponto de ó  para a um çã om sso. O algoritmo 

introduz as importânci ndividu  r  m te vo compreendido 

10≤

G com restriçõ cuboida  esféricas; (2,3) – G  com re ões esféricas. 
 

ite que s impor ncias d s respos

timo  que se lcance a solu o de c promi

as i ais das espostas como u  expoen  positi

entre 1,0 ≤ ξ . Diante disto, poderia se esperar que se as respostas recebessem pesos, a 

mpco aração estabelecida da tabela anterior pudesse se alterar favoravelmente em relação ao 

método tradicional. Neste caso específico, entretanto, as importâncias das respostas só trariam 

alterações ao sistema, se a importância dada à resposta Índice de Convexidade (IC), fosse 

superior às demais em 5%. Isto se justifica uma vez que (IC) é uma das respostas que 

apresentou soluções mais próximas dos valores desejados. Embora a Largura do Cordão (W) 

também tenha apresentado uma solução melhor, o valor individual do desirability para esta 

função é 1, uma vez que, assim como obtido com as soluções em ACP, a solução ultrapassou 

o valor inicial desejado. Neste caso, qualquer que seja a importância da resposta, a função 

Desirability global não se altera. 
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também revelou que um processo de soldagem pode ser 

em representado pelos componentes principais de suas respostas de interesse. Neste caso 

específico, apenas dois componentes principa  representam 85,5% da variação total. Os 

stes e ín ente para 

os multivariados se 

aproximaram mais das restrições impostas às respostas e que estas soluções só se alterariam 

as demais. Na prática, as 

 Este exemplo de aplicação demonstrou que a abordagem proposta é viável e que os 

resultados são satisfatórios. A análise 

b

is

te dices indicaram que as correlações entre as respostas eram fortes o sufici

suportar a abordagem, enquanto que a análise das correlações entre as respostas e os 

componentes principais dirimiu conflitos nos sentidos de otimização. Observou-se que o IGM 

é uma função mais adequada para este caso, uma vez que contempla os dois maiores 

componentes principais. A ponderação dos componentes principais no IGM pelos seus 

respectivos autovalores demonstrou-se satisfatória. Usando a função desirability para a 

comparação de soluções de compromisso, nota-se que os métod

caso a resposta CI tivesse uma importância 5% maior que todas 

respostas P, W e A são mais importantes que CI.  
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6.2.1 Visão Geral 

, lineares ou não-lineares, univariadas ou 

multivariadas. Ou seja onentes principais 

para a função objetivo, pode-se utilizar uma uação de componentes principais também 

como equação trição ta iáv  como inclusão de 

restrições c  funçõ objetiv  com ões aria ato é que 

também encontrou na ratura  me re o e 

restrição  escritas e  termos pone ncip red portanto, 

que esta é ibuiç esta pe

Do ponto de vista do processo de soldagem, este exemplo caracteriza-se pela adoção 

dos experimen lizados p odrig ), utilizando-se um rocesso e soldagem 

FCAW (Flux Cored Arc welding). Este processo de soldagem é caracterizado pela 

coalescência entre m ntre a peça a ser 

soldada e um eletrodo tubu ad mente. A soldagem com arame tubular se 

assemelha ao processo G q p ipa ntos e princípios de 

funcioname o-se de  pelo f ssui me rm ular, por 

onde pas  Isto permi ao proc part to fa  trab superar a 

alta taxa de deposição características da soldagem . Por outro lado, através da 

soldagem el ob a alta  com eletrodos revestidos 

no ajuste uímica e facilida rabalh mpo. A proteção do arco neste 

processo é fei fluxo inte do ara lico ou ão metálico) podendo ser, ou não, 

omplementada por um gás de proteção.  

6.2 – CASO Nº. 2: UTILIZAÇÃO DE RESTRIÇÕES NÃO-
LINEARES MULTIVARIADAS 

O exemplo a seguir será utilizado para demonstrar a utilização de uma restrição não-

linear multivariada em conjunto com as funções objetivo obtidas em termos de (a) PC1 e (b) 

IGM.  

Outro aspecto importante deste exemplo, é que as funções objetivo multivariadas 

podem requerer também restrições adicionais

, além se utilizar uma equação em termos dos comp

eq

 de res . Outras combinações m  vbém são eis,  a 

omuns ou de es o comuns  restriç multiv das. F

não se lite  qualquer nção sob a adoçã de equações d

 não-lineares m  de com ntes pri ais. Ac ita-se, 

 uma outra contr ão d squisa. 

tos rea or R ues (2005  p  d

etais, obtida através de arco elétrico estabelecido e

lar aliment o continua

MAW no ue diz res eito aos equ me

nto, diferind ste ato de po r um ara com fo ato tub

sa um fluxo. te esso com ilhar o al tor de alho e 

GMAW

 FCAW é possív ter versatilidade da soldagem

 de composição q de de t o em ca

ta pelo rno me (metá n

c
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 O fluxo interno do arame é composto de materiais inorgânicos ou metálicos, que 

possuem funções, tais como, melhoria das características do arco elétrico, da transferência do 

metal de solda, proteção à poça de fusão e também em alguns casos, quando necessário, a 

adição de elementos de liga, além de atuar como formador de escória. A escória formada por 

este processo, além de proteger a solda durante a solidificação, atua diretamente nas 

propriedades mecânicas da solda. 

 Na Tabela 6.10, são listados os parâmetros de controle do processo (Tensão (V), 

Velocidade de alimentação (Va) e Distância bico de contato-peça (D)) e seus respectivos 

níveis. Como respostas, foram adotadas a penetração (P), o índice de convexidade (IC), o 

rendimento (RD), a taxa de deposição (TD) e a diluição do cordão (D). Os resultados 

experimentais constam da Tabela B.2 do Anexo B. 

 
Tabela 6.10 - Parâmetros de controle do processo e seus níveis. 

Níveis 
 

  
Parâmetro Unidade -2 -1 0 +1 +2 

V (X1) V 26,6 29,0 32,5 36,0 38,4 
Va (X2) m/min 8,6 10,0 12,0 14,0 
D (X ) mm 13,3 15,0 17,5 20,0 

15,4 
3 21,7 

6.2.2 - Análise de Correlações entre as respostas 

ificativamente diferentes dos demais. Para o teste de 

rgência e 

ulback (ID e IK) maiores que zero também indicam uma estrutura de correlação compatível 

om a utilização da análise de componentes principais. 

 A Tabela 6.11 apresenta os principais testes multivariados e índices de adequação 

calculados com o conjunto original de respostas. 

 Para o teste de isotropia, como o valor de p é menor que o nível de significância de 5%, 

pode-se afirmar que os eixos representativos dos componentes principais não têm a mesma 

importância, ou seja, PC1 e PC2 são sign

Lawley, o valor de p igual a zero indica a rejeição da hipótese nula, o que comprova que o 

segundo autovalor (λ2) é diferente dos demais autovalores menores. A hipótese nula no teste 

de Bartlett também é rejeitada, indicando que existem correlações significativas entre as 

respostas do conjunto. Com o índice de convergência ICG próximo de zero, pode-se afirmar 

que existe uma correlação perfeita entre as variáveis. Os valores dos índices de Dive

K

c
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Tab as. 
 

Testes alor co r de T e G . 

ela 6.11 - Testes e Índices de adequação para aplicação da ACP às respost

V Críti Valo est .L P 
Isotropia 11,070 ,5 0,000 95 86 5 
Lawley 16,919 ,6 0,000 
Bartlett 18,307 ,0 0,000 

ICG IK

49 78 9 
72 61 10 

IDÍN  01  2,184 DICES 0, 27 13,672
 

 A Tabela 6.12 ta ici e c o e ti o , para as 

 conjunto original. Examinando-se estes resultados, verifica-se que existem 

res de papresen  os coef entes d orrelaçã  respec vos val

respostas do

correlações significativas e fortes em vários pares de resposta. A correlação entre o 

rendimento da soldagem (RD) e a taxa de deposição (TD), por exemplo, é de 85%. 

 
Tabela 6.12 - Análise de correlação entre as respostas. 

 
 Respostas Resíduos 
 P TD RD IC P TD RD IC 

TD 0,721    0,277    
 0,0001    0,237    

RD 0,541 0,852   0,028 0,591   
 0,014 0,000   0,906 0,006   

IC -0,027 0,447 0,416  -0,455 0,115 0,196  
 0,909 0,048 0,068  0,044 0,629 0,408  

D 0,491 -0,069 -0,104 -0,754 0,447 0,170 -0,030 -0,821 
 0,028 0,773 0,662 0,000 0,048 0,473 0,901 0,000 

 
(1) – Valor de p no teste de hipótese de correlação. H0 = correlação inexistente, α=5%. 

6.2.3 Análise de Componentes Principais 

 A Figura 6.6 apresenta os autovalores da matriz de correlação das respostas estudadas. 

 

Componente Principal

A
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Figura 6.6 – Autovalores da matriz de correlação. 
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t

as são representadas por unidades diferentes. Analisando-se os resultados obtidos, 

ota-se que os dois primeiros componentes principais juntos explicam 90,0% da estrutura de 

variação das respostas. Ainda de acordo com os critérios de Kaiser e Cattel, estes dois 

lementos devem ser mantidos na análise, uma

plicação mais do que 80% da variância original. 

onentes principais refletem o tipo de 

orrelação e a respectiva intensidade, existente entre um dado componente principal e uma 

variável  que há 

uma correlação negativa extremamente forte entre as respostas P, TD, RD e PC1, enquanto 

que a resposta IC a correlação positiva mais forte 2. Por fim, D apresenta 

uma correlação extremamente forte e negativa com PC2. 

 
Tabela 6.13 – Análise de componentes principais para as respostas do exemplo 2. 

 
Autovalor 2, 0,3049 301  

 Já a tabela 6.13 apresenta a análise de componentes principais da matriz de correlação 

das cinco respostas estudadas. Empregou-se, neste caso, a ma riz de correlação porque as 

respost

n

e  vez que possuem autovalores maiores que a 

unidade e ex

 Os sinais dos autovetores em uma análise de comp

c

 do conjunto original. Analisando-se os autovetores da tabela 6.13, percebe-se

 mantém um  com PC

5928 1,9075 0,1 0,0646
Proporção 0 0,061 26  
Acumulado 0 0,961 87 

Respostas P PC3 4 

,519 0,381  0,0 0,013
,519 0,900  0,9 1,000 
C1 PC2  PC PC5 

P -0,427 -0,469 0,529 45  -0,1 -0,545 
TD -0,600 -0,078 0,008 -0,441 0,663 
RD -0,566 -0,026 -0,701 0,314 -0,298 
IC -0,356 0,540 0,476 0,583 0,122 
D 0,100 -0,694 0,039 0,589 0,400 

 
  

 A Figura 6.7 apresenta um dendograma das respostas originais e dos componentes 

principais PC1, PC2 e IGM. Este gráfico, obtido a partir de uma análise hierárquica de Cluster 

com agrupamentos calculados segundo o método de Ward, mostra a similaridade entre as 

variáveis dependentes, segundo seus coeficientes de correlação. Do ponto de vista da 

otimização, uma função objetivo escrita em termos de PC1 provavelmente conduzirá as 

respost nqua 2, as 

respost que a 

tovetores nos planos de PC1 e PC2 praticamente iguais; entretanto, 

PC1 é uma representação melhor para P porque possui um autovalor maior. A análise de 

as P, TD e RD aos seus valores ótimos, e nto que se otimizando a função PC

as IC e D devem tender para os limites desejados. Na Tabela 6.13 nota-se 

resposta P tem seus au
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Cluster da figura 6.7 ilustra esta discussão e serve para dirimir quaisquer dúvidas a respeito da 

boa representatividade de P por PC1. 
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Figura 6.7 - Dendograma para as correlações absolutas entre as respostas. 

 
 Como nesta tese preferiu-se adotar o IGM como função objetivo representativa de 

sistemas com múltiplos componentes principais, acredita-se que esta função possa servir para 

timi

elos Matemáticos Multivariados 

 Tabela 6.14 - Análise do modelo quadrático reduzido multivariado. 
 

o zar o conjunto de respostas. Como, porém, IGM não mantém correlações fortes com 

PC2, IC e D, pode acontecer que esta função objetivo não seja suficiente para otimizar as 

cinco respostas conjuntamente. Neste caso, pode-se pressupor que PC2 deva ser utilizada 

como uma restrição não-linear multivariada para a otimização de IGM. 

6.2.4 Mod

 A Tabela 6.14 apresenta a relação de coeficientes e respectivas significâncias para os 

modelos reduzidos de IGM e PC2. 

 

PC2 IGM 
Termo  

Coef. Erro  tPadrão pt Coef. Erro 
Padrão t0 pt0

b0 -0,357 0,1295 -2,761 0,015 -0,588 0,4198 -1,401 0,183 
b1 -1,251 0,1226 -10,204 0,000 -1,421 0,3972 -3,578 0,003 
b2 -0,069 0,1226 -0,567 0,580 -4,791 0,3972 -12,063 0,000 
b3 0,331 0,1226 2,702 0,017 0,837 0,3972 2,108 0,053 
b1

2 0,523 0,1182 4,427 0,001 0,861 0,3832 2,246 0,041 
b12 -0,675 0,1602 -4,219 0,001 -1,167 0,5190 -2,249 0,041 

 R2 (adj.) 88,4 %  S=0,453 R2 (adj.) 89,9%  S=1,468 
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 Ao se criar a função objetivo e a restrição não-linear para IGM e PC2 utilizando o 

método dos mínimos quadrados ordinários, são necessárias algumas verificações quanto ao 

 

 

comple ignificativos nos modelos 

completos de IGM e PC2, optou-se por modelos reduzidos tal como descrito pela tabela 6.14. 

Como se observa, os ajustes são altos e os coeficientes individuais, significativos. 

 As Tabelas 6.15 e 6.16 apresentam, respectivamente, a ANOVA para os modelos 

 

Fonte  de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

ajuste e a significância de tais modelos. Assim como no exemplo anterior, foram analisadas as

significâncias individuais de cada coeficiente no ajuste proporcionado pelo modelo quadrático

to. Como foram encontrados alguns coeficientes não s

quadráticos reduzidos de PC2 e IGM. Observa-se que os modelos reduzidos não apresentam 

falta de ajuste, uma vez que os valores de p são maiores que o nível de significância de 5%. A 

rejeição da hipótese nula na ANOVA dos modelos reduzidos de PC2 e IGM revela ainda que 

pelo menos um termo linear, um quadrático e uma interação são significativos para explicar a 

variabilidade da resposta. 

 
Tabela 6.15 - ANOVA do modelo reduzido de PC2. 

Graus

Regressão 5 30,6035 6,1207 29,83 0,000 
Linear 3 22,9306 7,6435 37,25 0,000 
Quadrática 1 4,0211 4,0211 19,60 0,001 
Interação 1 3,6518 3,6518 17,80 0,001 
Erro Residual 14 2,8727 0,2052   

Falta de Ajuste 9 2,2329 0,2481 1,94 0,241 
Erro Puro 5 0,6398 0,1280   

Total 19 33,4762    
 
 

Tabela 6.16 - ANOVA do modelo reduzido de IGM.
 

Fonte Graus de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

Regressão 5 372,442 74,488 34,57 0,000 
Linear 3 350,677 116,892 54,25 0,000 
Quadrática 1 10,870 10,870 5,04 0,041 
Interação 1 10,895 10,895 5,06 0,041 
Erro Residual 14 30,165 2,155   

Falta de Ajuste 9 24,059 2,673 2,19 0,201 
Erro Puro 5 6,106 1,221   

Total 19 402,607    
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Teste de Normalidade de resíduos de IGM Teste de Normalidade dos resíduos de PC2
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Figura 6.8 – Análise de resíduos de IGM e PC

1,360023E-16
0,2838

20
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omo no exemplo anterior, a análise de resíduo da figura 6.8 mostra que não há 

problema de normalidade com os resíduos de IGM e PC2, uma vez que o valor de p maior que 

 

2. 
 
 Assim c

o nível de significância conduz à aceitação da hipótese nula de normalidade. 

6.2.5 Otimização Multivariada 

 Considerando-se as correlações existentes entre as respostas, pode-se pressupor que a 

minimização de PC1 conduz à maximização de P, TD e RD, uma vez que estas variáveis 

mantêm uma correlação negativa com o primeiro componente principal. Porém, como não há 

correlação entre PC1, IC e D, não se pode afirmar que a minimização de PC1 atenda os limites 

desejados para estas duas respostas. Por outro lado, PC2 mantém uma correlação forte e 

positiva com IC e forte negativa com D. 

 A Tabela 6.17 apresenta a análise das correlações existentes entre os componentes 

principais e as respostas originais. Observando-se tais correlações, nota-se que a minimização 

de IGM concorre para a maximização de P, TD e RD e para a minimização de PC1 e PC2, e 

embora não mantenha correlações com IC e D, concorre para a minimização de IC e a 

maximização de D, uma vez que IGM estabelece uma correlação positiva com PC2. 
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Tabela 6.17 – Correlações entre as respostas originais, PC1, PC2 e IGM. 
 

D D  1 PC P T R IC D PC 2

PC1  - 67 - 11 -0,573  -0,688 0,9 0,9 0,160    
 0,001  0 00 0,008  0,000 ,0 0,499    

PC2   - 35 0,746 -0,958 0,000 -0,648 -0,107 0,0   
 0,002   0,000 1,000 0,652 0,882 0,000   

IGM    -0,086 -0,376 0,846 0,534 -0,928 -0,875 -0,789
 0,000    0,000 0,015 0,000 0,000 0,718 0,102 

 
  

 Diant o ex es se ar est ão-lin r na fo a de PC2. 

Para es m iç tiv p um res ear últipla do 

tipo PC ,2 eta m va pre  (P, TD, Rd, IC e 

D) são cor acion  m de são  m  po rer acto da 

ridade (c  incremento da 

ariância de um coeficiente do modelo de regressão quando as variáveis preditoras são 

das, o tí  função VIF (Variance Inflation Factor), 

 ( )

e d posto, colheu- adicion  uma r rição n ea rm

crever u a restr ão mul ariada, ode-se a reg são lin m

( TDPf ,= ). EntrDICRd ,, nto, co o os as riáveis ditoras

rel adas, o odelo  regres  linear últipla de sof  o imp

multicolinea orrelação entre as variáveis preditoras). Para medir o

v

correlaciona s sof  estatwares stico m as utiliza

tal que: 

 

) [( ]ii xRxVIF 2                                                                                              (210a) 

 

s. Quando VIF>5-10 há indício de 

que os coeficientes de regressão são pobremente estimados em função da correlação das 

118,00529,00112,0108,08

11 −=

Quando o VIF > 1, então há correlação entre as preditora

preditoras. Neste caso, recomenda-se a utilização do algoritmo PLS (Partial Least Squares) 

(Hoskuldsonn, 1988; Geladi e Kowalski, 1986). Os valores de VIF para as variáveis P,TD, 

Rd, IC e D são respectivamente iguais a: 5,9; 8,4; 3,9; 3,8 e 5,4. Logo, a previsão para PC2 

deve ser estimada usando um modelo PLS, tal como indica a equação (210b). 

 
 PC 0,184,62 DICRdTDP −+−−                             (210b) 

2 maiores 

que -2,27 também atenderiam à restrição imposta. Assim, a restrição multivariada pode ser 

−=
 
 Substituindo-se os limites superiores das cinco respostas (3.5, 5.5, 90, 30, 45) nas 

variáveis preditoras da equação (210b) obtém-se como restrição, PC2 = -2,27 (b). Como os 

maiores coeficientes angulares desta equação são negativos, um incremento nos valores da 

resposta provocaria a diminuição do valor de PC2. Portanto, como são desejados valores 

menores que os limites superiores para as cinco respostas originais, valores de PC
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es  

in u tr fé m q entos foram 

con zan m  co  c s f . P s es, 

α = e  m o es es (a  s  de 

otimizaç  torna

 

 
5,

=

crita como 27,22 −≥PC . Como restrição adicional, deve-se submeter o problema de

m imização de IGM à ma res ição es rica, u a vez ue os experim

duzidos utili do-se u  arranjo central mposto om trê atores ara esta condiçõ

 1,682. Dess modo, antend -se a r trição férica ) de Ω∈ , oix istema

ão se : 

2,2−≥ 7
682,1,2≤

.907,1.90 12 2+=GM

2    
x    :a   Sujeito

CI   Minimizar
          1) 

  
 A a 6.1 n a a  o m ma 

de otim  da eq 2 m e y

 

os métodos de otimização. 

 

Tx  (a) 
PC   (b)                   

     αα

PPC
                                                       (21

 Tabel 8 aprese ta uma nálise comparativ  entre a solução btida co  o siste

ização uação ( 11) e o étodo d sirabilit . 

Tabela 6.18 – Análise comparativa de resultados d

Método Variáveis Limites 
D IGM/PC2

V(X1) 682,1682,1 1 +≤≤− x 1,543 0,612 
Va(X2) 682,1682,1 2 +≤≤− x  1,157 1,549 
d(X3) 682,1682,1  -1,682 -0,235 

3 +≤≤− x
P 1,9 ≥ 3,5 3,53 3,102 

T 3,8  ≥ 5,5 5,7  
R 0  ≥ 6  
I 2  ≥ 1  

3 ≥ 9  

≥ P 
≥TDD 9 5,680

D 8  ≥RD  90 8 ,24 87,861
C 2  ≥ IC  30 2 ,61 36,420
D 5≥ D  45 4 ,77 43,392

 
  A F  6 st p  d o   d r  igura .9 ilu ra a su erfície e resp sta e o gráfico e conto no para IGM. 

-10

10

X
12

14X2
16

0

10

30
35

40

300
X1

X1

X
2

9,6

6,
4

0,3

-5,

-9,

5
3,

-2,8

9

0

383634323028

15

14

13

12

11

10

9

 
(a) Superfície de resposta para IGM. (b) Gráfico de contornos de IGM. 

Figura 6.9 – Representação gráfica de IGM com d (X3) constante e igual a 17,5. 
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odelos quadráticos reduzidos para os 

omp

em termos de componentes principais. 

Para estabelecer uma relação entre o segundo componente principal e as variáveis de resposta 

originais, utilizou-se o algoritmo PLS, uma vez que a regressão linear múltipla revelou 

descobrir qual é o valor de PC2 para os respectivos 

limites superiores das respostas, os mesmos foram substituídos na equação de regressão de 

C2 =

regres m Entretanto, acredita-se que o modelo de regressão PLS 

u mesmo a regressão múltipla sejam mais simples, uma vez que para utilizar a combinação 

linear haveria a necessidade de se padronizar as variáveis de res

efetuar a substituição na combinação linear, com a sua conseqüente pré-multiplicação pelos 

utovetores, tal como demonstra a equação (59) do capítulo 3. 

os níveis ótimos 

ncontrados atendem satisfatoriamente às restrições impostas, ao contrário do método 

desirability. 

 Cabe ressaltar também, que além do desirability atender mais adequadamente a resposta 

IC, o ponto de ótimo indicado por este método também atende à restrição T , imposta à 

IGM. 

aneira geral a proposta feita nesta pesquisa também foi 

 
6.2.6 Discussão 

 Este exemplo ilustrou a aplicação dos m

c onentes principais e o índice global multivariado. Os resultados demonstram que a 

abordagem proposta independe do formato do modelo adotado. Além disso, mostrou-se como 

é possível introduzir equações de restrição escritas 

problemas de multicolinearidade. Para se 

P  f (P, TD, Rd, IC, D). Este artifício não seria necessário se fosse adotada como função a 

própria combinação linear de PC2, onde os autovetores seriam os coeficientes do modelo de 

são se  o termo independente. 

o

posta originais antes de se 

a

 Analisando-se a eficiência do método em comparação com as restrições impostas e o 

método desirability, nota-se que os resultados são bastante razoáveis. Para as respostas P, TD 

e RD os resultados são satisfatórios e equivalentes ao desirability; entretanto, não se 

conseguiu uma resposta que satisfizesse a restrição da resposta IC e neste caso, o desirability 

foi mais eficaz. Já para a variável de resposta D, a situação é inversa e 

e

xx

 Conclui-se, portanto, que de m

adequada para este caso de aplicação. 
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FORTEMENTE CORRELACIONADAS 

6.3.1 Visão Ge

 O exemplo a seguir ilustra a aplicação e l do (IGM) para 

otimizar oito caracterís s de qualidad  de um so  ored arc welding), 

utilizado na soldagem de aços inoxidáveis. Es  e em  que, mesmo que o 

conjunto original contenha correlações fortes e significativas, o primeiro componente 

principal pode não ser suficiente para representar todas as respostas de interesse. Deste modo, 

IGM deverá ser uma  opção , c s õ fortes, o primeiro 

autovalor deverá assum valores ndo qu porte de 

maneira muito semelhante a PC1

 As características de qualidade nalisada  n (2006a) foram: 

Penetração (P), Largura do Cordão (W), Refo

processo de revestimento por soldagem FCAW, é desejável que a Diluição (D) assuma 

valores baixos, o que implica numa compo aterial depositado muito próxima 

daquela encontrada n à corrosão. Segundo 

a penetração e reforço mínimos, enquanto a largura 

nde para um valor mais alto. Utilizando-se também os resultados de Kannan e Murugan 

(2006b), podem ser elencadas outras respostas de interesse, tais como: o Número de Ferrita 

calculada (NFc) em função do diagrama WRC-1992 (Kotechki e Siewert, 1992), o Número de 

Ferrita medida (NFm) e os valores de Cromo e Níquel Equivalentes (Creq, Nieq). Segundo os 

autores, é interessante que os valores do número de ferrita sejam maiores que 30 e menores 

que 70. Esta restrição permite que a resistência à corrosão não diminua consideravelmente 

enquanto se mantém boa ductilidade e tenacidade do metal de revestimento. 

 Para analisar o fenômeno, os pesquisadores utilizaram um arranjo central composto 

conforme descrito pela Tabela B.3 do Anexo B. Os fatores utilizados foram a corrente de 

6.3 - CASO Nº. 3: UTILIZAÇÃO DE IGM PARA RESPOSTAS 

ral 

do Índic  Globa Multivaria

tica e  proces  FCAW (Flux c

te estudo d  caso d onstra

boa . Entretanto omo a correlaç es são 

ir  altos, faze  com e o índice global se com

. 

 a s por Kannan e Muruga

rço (R) e Diluição (D). Segundo os autores, no 

sição do m

o metal de adição, mantendo-se a resistência 

Kannan e Murugan (2006b), uma diminuição na diluição aumenta o número de ferrita, o que 

em termos estatísticos, representa uma correlação negativa altamente significativa. A 

minimização da diluição implica em um

te
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soldagem I (A), a velocidade de soldagem S (cm/min), a distância bico de contato-peça N 

(mm) e o ângulo de soldagem T (º). 

 Do ponto de vista matemático, portanto, o objetivo principal é descobrir quais os níveis 

dos parâmetros de processo são capazes de minimizar a Diluição (D). Como esta variável de 

resposta é uma razão entre a área de reforço (A) e a área total, parece claro ao se analisar a 

figura 6.10 que W, R e P estão relacionados de alguma forma à definição das áreas (A) e (B). 

 
(D) = [B/(A+B)]x100 

 
Figura 6.10 – Geometria do Cordão de Solda. 

 Penetração (P), e a maximização da largura (W) e do 

Reforço (R), enquanto o número de ferrita (NFc e NFm) permaneça entre 30 e 70. Para fins de 

omparação, serão monitorados também os valores respectivos para cromo e níquel 

equivalentes. 

6.3.2 Análise das Correlações entre as Respostas 

 A Tabela 6.19 avalia a estrutura de correlação entre as respostas do exemplo 3. Como se 

percebe, o conjunto de dados revela pares de respostas com altas correlações. 

 A Tabela 6.20 mostra os resultados dos testes multivariados aplicados aos dados do 

exemplo 3. Com o valor de p menor que o nível de significância de 5%, pode-se afirmar sobre 

o teste de isotropia, que os eixos representativos dos componentes principais não têm a 

mesma importância, ou seja, PC1 e PC2 são significativamente diferentes dos demais. Para o 

teste de Lawley, o valor nulo de p indica a rejeição da hipótese nula, o que comprova que o 

segundo autovalor (λ2) é diferente dos autovalores menores. A hipótese nula no teste de 

Bartlett também é rejeitada, indicando que existem correlações significativas entre as 

respostas do conjunto. Com ICG muito próximo de zero, pode-se afirmar que existe uma 

correlação perfeita entre as variáveis. Os valores de ID e IK maiores que zero também indicam 

uma forte estrutura de correlação. Como todos os testes apontaram na direção de estruturas 

 
 Assim, pode-se pressupor que o problema de otimização múltipla seja escrito em termos 

da minimização de Diluição (D) e

c
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significativas de correlação, conclui-se que a análise de componentes principais (ACP) é 

adequada para este caso. 

 

 
Tabela 6.19 – Correlações entre as respostas utilizadas no exemplo 3. 

  W P R D FNc FNm Cr(eq) 
P -0,009             
p 0,962             

 -0,179           
0,335           

R 0,806
p 0,000 
D -0,279 0,883 -0,511         
p 0,129 0,000 0,003         

FNc 0,212 -0,730 0,509 -0,788       
p 0,251 0,000 0,003 0,000       

FNm 0,079 -0,838 0,402 -0,876 0,858     
p 0,674 0,000 0,025 0,000 0,000     

Cr(eq) 0,308 -0,747 0,507 -0,775 0,902 0,786   
p 0,092 0,000 0,004 0,000 0,000 0,000   

Ni(eq) 0,290 -0,615 0,410 -0,666 0,548 0,588 0,682 
p 0,114 0,000 0,022 0,000 0,001 0,001 0,000 

 
Tabela 6.20 – Índices multivariados do exemplo 3. 

 
Teste Valor Crítico Valor de Teste G.L. Valor de P 

Isotropia 31,41 343,80 20 0,000 
Lawley 40,11 324,31 27 0,000 
Bartlett 41,34 257,36 28 0,000 

ICG ID IKÍndices 6,06 x 10-5 32,19 4,86 

6.3.3 Análise de Componentes Principais 

 A

medida

correla ostas. A Tabela 6.21 revela que os dois primeiros componentes principais 

devem ser utilizados para representar as oi

autovalo ente, explicam 84,2% da variação do conjunto 

original de respostas. 

 Observando-se os autovetores de PC1, conclui-se que esta variável latente mantém uma 

cor

minimi o obtida em termos dos componentes principais tem a 

s respostas de interesse do processo de soldagem estudado possuem unidades de 

 diferentes. Logo, a análise de componentes principais deve ser baseada na matriz de 

ção das resp

to respostas estudadas, uma vez que seus 

res são maiores que um e, conjuntam

relação positiva com P e D, e uma correlação negativa com as demais variáveis. Assim, a 

zação da função objetiv
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ste caso λ1 é muito maior 

que λ2, então, IGM deverá seguir o mesmo comportamento de correlação que PC1. 

0,057 0,041 

tendência de maximizar W e R, enquanto minimiza P e D. Como ne

 
Tabela 6.21 – Análise de componentes principais para as respostas do estudo de caso nº. 3. 

 
Autovalor 5,153 1,586 0,526 0,337 0,218 0,082 
Proporção 0,644 0,198 0,066 0,042 0,027 0,01 0,007 0,005 
Acumula 1,000 do 0,644 0,842 0,908 0,95 0,978 0,988 0,995 

Respostas PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 
W -0,16 0 ,461 44 63  2 -0,703 0, 69 0,207 0  0, -0,148 0,0
P 0,372 -0,329 -0,088 -0,396 -0,055 0,63 -0,416 0,127 
R -0,268 -0,197 -0,464 -0,407 0,-0,584 0,033 224 -0,341 
D 0,412 -0,076 0,003 0,056 ,356 0,159 -0,641 - ,508 0 0

FNc 0,075 -0,395 0,019 05 -0 -0,107 -0,399  -0,422  -0,0 ,7 
FNm -0,398 0,21 -0,231 0,135 -0,416 0,689 0,278 0,026 
Cr -0,406 0,022 -0,067 -0,516 0,417 -0,144 0,558 0,241 (eq)

Ni(eq) -0,334 -0,018 0,857 -0,248 -0,256 0,055 -0,146 -0,04 

6.3.4 Modelos Matemáticos Multivariados 

 A Tabela 6.22 apresenta os modelos quadráticos completos para cada uma das oito 

respostas de interesse, obtidos com a aplicação do método OLS aos dados da Tabela B.3 do 

Anexo B. 

Tabela 6.22 – Modelos quadráticos completos para as respostas. 

 
Termo IGM PC1 W P R D FNc FNm Cr eq Ni eq

b0 1,45 0,23 28,29 0,80 4,48 11,68 26,43 32,00 23,57 12,29 
b1 4,50 1,05 2,48 0,10 0,13 1,47 -2,46 -3,75 -0,48 -0,08 
b2 9,91 1,74 -3,28 0,07 -0,48 2,73 -3,13 -4,33 -0,73 -0,20 
b3 -3,30 -0,65 0,42 -0,05 0,05 -1,04 1,21 1,00 0,42 0,07 
b4 3,88 0,88 -0,63 0,11 0,05 1,61 -0,88 -1,75 -0,33 -0,19 
b1

2 -1,59 -0,31 -0,43 -0,01 0,00 -0,02 0,67 0,73 0,20 0,11 
b2

2 -0,19 0,03 1,01 0,02 0,06 0,02 -0,08 -1,52 0,03 0,09 
b3

2 -0,54 -0,10 -0,18 -0,01 0,04 -0,22 0,55 0,48 -0,13 0,00 
b4

2 0,44 0,09 0,20 -0,02 0,02 0,25 -0,45 -0,40 -0,07 -0,02 
b12 -0,02 -0,02 -0,62 -0,01 0,00 -0,75 -0,56 -0,38 -0,07 0,02 
b13 -0,58 -0,12 -0,25 -0,02 0,01 -0,59 -0,19 0,38 -0,06 0,04 
b14 -1,47 -0,27 -0,12 0,01 0,03 -0,21 0,69 1,38 0,05 0,10 
b23 0,09 -0,01 0,25 0,00 -0,05 0,12 0,31 0,25 0,05 -0,01 
b24 3,83 0,78 0,11 0,06 -0,03 1,48 -1,06 -2,00 -0,34 -0,13 
b34 -0,83 -0,18 0,04 -0,02 -0,01 -0,33 0,56 0,25 0,06 0,01 

R2adj.(%) 89,1 89,2 89,1 81,6 85,2 79,3 75,7 83,8 71,9 37,4 
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a função obtida em termos de PC1 conduza à 

minimização de D e P, e à maximização de W e L.  

6.3.5 Otimização Multivariada 

k
2

Muito embora, PC1 represente bem um conjunto original de variáveis, se PC2 também 

for considerada, a explicação da estrutura de

supor que o índice formado pelos dois componentes principais significativos seja mais 

adequado. C mo

 De acordo com a estrutura de correlação entre as respostas e o primeiro componente 

principal (PC1), espera-se que a minimização d

 Depois de um exame cuidadoso, o ajuste quadrático completo revelou-se como a melhor 

opção de modelo para IGM e PC1, com R2,ajustado de 89,2% e 89,1%, respectivamente. Os 

coeficientes destes modelos constam da Tabela 6.22. 

 Como a variável latente PC1 mantém correlações contrárias ao sentido de otimização 

das respostas originais, a minimização da função objetivo PC1, sujeita à restrição não-linear 

Ω∈x  para 42 =α , pode ser escrita como: 

 

ki     2;x2-  com   xx     :a   Sujeito

xxxxyCP      Minimizar

i
T

ji
ji

iji
i

iii
i

i1

,...2,14
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11
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<==

ββββ
                                  (212) 

 

k

 

 variância sobe para 84,2%. Portanto, pode-se 

o  21 λλ >> o tipo de correlações que PC a análise 

de correlaç po firm r esta suposição. Assim a de otimização escrito em 

termos de (IGM) para o problema de otimização não-linear restrita torna-se: 

 

 
   :Suje

PC5,15PCPMinimizar

T

1 58,1 2+=

, IGM seguirá o mesm 1. Um

ão de con a , o problem

( )[
m

]

               x 4≤x  (a)    a ito

 Csi = 
i

i
1
∑IGM   
=                                               (213) 

6.3.6 – D u s

 A T a a  resentam os resultados obtidos com a otimização, 

aplicando s a  . a s d m o-os aos 

limites espe ado e ar n q trê d s soluções 

viáveis e valores bastante similares para as respostas, embora o ponto de ótimo tenha se 

λ

 

isc ssõe  

a lbe 6.23 e  figura 6.11 ap

-se a propost s IGM, PC1 e D  Analis ndo-se o  resulta os e co parand

r s para stas v iáveis, ota-se ue os s méto os apre entam 
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ility. Enquanto que com o método 

proposto se obteve uma solução que satisfaz a restrição esférica ( ), a solução 

obtida 

ariado de IGM se demonstrou adequado. 

 

 

deslocado consideravelmente com o emprego do desirab

00,4≤xxT

com o método desirability caiu totalmente fora da região experimental Ω 

( 58,10=xxT ). 

 Também neste caso, o enfoque multiv

Tabela 6.23 – Análise de Resultados 

Método Var te
P IGM D 

iáveis Limi s 
C1

I  22 1 +≤≤− x -1,566 -1,070 -1,607 
S  22 2 +≤≤− x -1,170 -1,606 -2,000 
N 22 2 +≤≤− x  0,378 0,505 -2,000 
T 22 3 +≤≤− x  -0 0 0

IGM i 4 23
,209 ,142 ,743 

/PC1 Minim zar - ,437 - ,342 - 
W Maximi 7 1 28

i 0,510 0,558 0,534 
i 4,957 5,344 5,292 

D izar 4,662 4,004 4,907 

zar 2 ,734 3 ,961 ,900 
P Minim zar 
R Maxim

Minim
zar 

FNc 30≤  FNc≤ 70 35,030 34,330 36,894 
FNm 30≤  FNm≤ 70 42,361 39,469 47,361 
Creq - 25,712 25,624 25,626 
Nieq - 13,121 13,098 13,047 
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Figura 6.11 – Gráficos de Contorno de IGM e D. 
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 A Figura 6.12(a) ilustra a superfície de resposta para o modelo quadrático completo de 

IGM, em termos das variáveis independentes I (corrente de soldagem) e N (distância bico de 

contato-peça), em unidades codificadas. 
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6.4.1 Visão Geral 

 estudo de Gunaraj e Murugan (2000a e 2000b) 

sobre a influência da tensão de soldagem (V), taxa de alimentação do arame (F), velocidade 

a) ndice global multivariado (IGM) baseado na quantidade de variação 

a estrutura de variância e a conseqüente 

formação dos autovalores, autovetores e componentes principais; 

c) Aplicação da estratégia de inversão de respostas. Para a resposta que apresentar 

sentido de correlação entre o componente principal e variável original contrário ao 

sentido desejado de otimização, será aplicada a multiplicação por constantes unitárias 

negativas; 

d) Introdução de dependências lineares para se representar processos com especificação 

e) Utilização da análise de Ridge em substituição ao GRG; 

f) Avalia  em todos os 

componentes principais. 

6.4 – CASO Nº4: IGM PONDERADO PELO PERCENTUAL 
DE EXPLICAÇÃO DOS COMPONENTES PRINCIPAIS  

 Este exemplo utiliza os dados de um

de soldagem (S) e distância bico de contato-peça (N) sobre as características de qualidade de 

um cordão de solda obtidas em um processo por arco submerso (SAW). As respostas de 

interesse foram: penetração (P), altura do reforço (R), largura do cordão (W), diluição (D), 

área de penetração (AP), área de reforço (AR) e volume total do cordão (TV). Neste caso, o 

exemplo será utilizado para ilustrar outras particularidades da abordagem multivariada 

proposta. Os aspectos relevantes deste estudo caso são: 

Criação do í

explicada pelos autovalores, ao contrário de utilizar seus valores numéricos, como se 

fez nos exemplos anteriores; 

b) Introdução de limites às respostas originais. O estudo procura investigar como a 

introdução de constantes pode alterar 

bilateral (limites superior e inferior); 

r a existência de alterações significativas para um IGM baseado
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6.4.2 Aná õ p

 A tabel m u n e aç  emprego da 

redução de dados através da Análise de Componentes Principais (ACP). A tabela, baseada nos 

senta três testes e três índices. 

lise de Correlaç es entre as Res ostas 

a 6.24 de onstra alg ns dos pri c tipais tes s de adequ ão para o

dados de Guanaraj e Murugan (2000) apre

 

Tabela 6.24 – Testes e Índices de adequação para aplicação da ACP. 
 

Testes Valor Crítico Valor de Teste G.L. Valor de P 
Isotropia 16,919 73,320 9 0,000 
Lawley 23,685 
Bartlett 

132,936 14 0,000 
24,996 227,131 15 0,000 

ICG ID IKÍNDICES 2,34 x 10-4 59,37 4,18 
 

Teste de Isotropia verifica se um 

determ

a

2

lores menores. Portanto, a hipótese nula neste 

caso é 

 o valor de P do teste é menor que o nível de 

significância, rejeita-se a hipótese nula; logo, todas as variáveis podem ser consideradas 

correlacionadas, o segundo autovalor é im

 Bartlett (1954) estendeu seu teste de esfericidade original para avaliar se o autovalor do 

ime c

 Conforme já descrito na revisão bibliográfica, o 

inado número de eixos não possui variação isotrópica importante, podendo ser 

desprezado na análise, o que resulta na redução de dimensionalidade. Isto ocorre 

freqüentemente quando as últim s raízes características são iguais. No presente exemplo, 

sendo p = 6 o número de respostas do arranjo experimental e admitindo-se que apenas m = 2 

eixos não possuem variação isotrópica, ou seja, apenas PC1 e PC2 são significativos, r = p-m é 

o número de eixos (ou componentes principais) que podem ser descartados na análise. Como 

o valor de P na tabela 6.24 é menor que o nível de significância adotado para o teste (α = 5%), 

rejeita-se a hipótese nula de que todos os eixos têm a mesma importância. O teste neste caso 

indica que apenas os dois maiores componentes principais, PC1 e PC2, devem ser utilizados. 

 O Teste de Lawley avalia se o autovalor do segundo componente principal (PC ) é 

significativamente diferente dos demais autova

que pelo menos duas variáveis são correlacionadas, ou seja, pelo menos o primeiro 

componente principal é significativo, e que o segundo autovalor não é significativamente 

diferente dos autovalores remanescentes. Como

portante e o método ACP pode ser aplicado. 

pr iro componente prin ipal é diferente dos demais. O teste aplicado neste caso é uma 

versão modificada por Jackson (1993). Neste teste a hipótese nula declara que todas as 

variáveis de interesse são não correlacionadas, logo, a ACP não se aplicaria. Novamente, 
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K

amente forte. De maneira análoga, o índice de divergência (ID) apresenta 

cor  conjunto de 

dados. Em princípio to mais próximo de 

zero, maior e mais perfeita é a correlação entre as variáveis; um ICG próximo de 1 revela a 

compl a o  

 xa -s l t s a ta m  o 

conj o d  e e t f  n m 

o estudo proposto. A Tabela 6.25 apresenta os coeficientes de correlação  r  

 

Tabela 6.25 – Correlações entre respostas originais e componentes principais. 

como o valor de P (Tabela 6.24) é menor que o nível de significância, rejeita-se a hipótese 

nula e pode se concluir que a ACP é adequado. 

 De maneira complementar, outros três índices são usados para ressaltar a estrutura 

favorável do conjunto estudado. O Índice de Kulbach (IK) é uma proposta para se avaliar a 

matriz de correlação. Quando IK é próximo de zero todas as variáveis são perfeitamente não 

correlacionadas. Como I  é bem maior do que zero, nota-se que a correlação entre as 

respostas é extrem

valores próximos de zero quando as variáveis não possuem correlação.  

 O Índice de Correlação Generalizada (ICG) é igual ao determinante da matriz de 

relação (Todeschini, 1997), e é usado para avaliar a correlação contida em um

, os valores de ICG pertencem ao intervalo [0; 1]. Quan

et falta de c rrelação.

E minando e os resu tados des es índice na tabel  6.24, no -se clara ente que

unt e dados studado t m uma es rutura per eitamente correlacio ada e compatível co

 entre as espostas.

 
 P R W AP AR D TV PC1

R 0,715        
 0,000        

W 0,338 0,420       
 0,063 0,019       

AP 0,667 0,548 0,737      
 0,000 0,001 0,000      

AR  0,250 0,380 0,608 0,321    
  0,175 0,035 0,000 0,079    

D 0,317 0,062 0,092 0,537 -0,484    
 0,083 0,742 0,621 0,002 0,006    

TV 0,532 0,570 0,791 0,739 0,855 -0,095   
 0,002 0,001 0,000 0,000 0,000 0,610   

PC1 0,731 0,746 0,823 0,865 0,687 0,138 0,932  
 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,460 0,000  

PC2 0,376 0,104 -0,116 0,400 -0,681 0,931 -0,282 0,000 
 0,037 0,578 0,533 0,026 0,000 0,000 0,124 1,000 
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6.4.3 Análise de Componentes Principais 

Analisando-se os resultados da tabela 6.26, nota-se que os dois primeiros componentes 

principais são capazes de representar 80,1% da variação total e que PC1 mantém uma 

orrelação positiva com todas as variáveis. 

valor 3,8740 1,7363 0,8425 0,2972 0,1533 0,0863 0,0105

c

  

Tabela 6.26 – Análise de componentes principais para caso Nº. 4. 
 

Auto
Proporção 0,553 0,248 0,120 0,042 0,022 0,012 0,001 
Acumul 1,000 

Respostas PC7 
ado 0,553 0,801 0,922 0,964 0,986 0,999 

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 
P 0,371 0,285 0 -0,135 ,498 -0,500 -0,514 -0,017 
R 0,379 9 ,0
W 0,418 -0,088 -0,483 -0,575 -0,240  

0,439 0,304 -0,257 -0,068 0,133 0,581  
0,349 -0,517 -0,045 -0,284 0,317 -0,504  

 0,070  -0,288 0,363 -0,505  

0,07 0,594 0,646 0,278 -0 57 0,004 
0,437 -0,067

AP 0,537
AR 0,417
D  0,707 -0,063 -0,145

TV 0,473 -0,214 -0,124 -0,229 0,278 0,270 -0,716 
 

De acordo com a análise de autovalores e autovalores da tabela 6.25 e a análise de 

luster da figura 6.13, nota-se que PC2 está mais associado a variável D. 

 

C
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-24,23

17,18

58,59

100,00

 
 

Figura 6.13 – Análise de Cluster para respostas e componentes principais. 
 

Porém, este caso tem algumas particularidades. Primeiramente, segundo os autores, 

deseja-se maximizar a resposta penetração (P) e minimizar as demais variáveis. Como as 

correlações entre o PC1 e as variáveis de resposta são todas positivas, surge o primeiro 



 
150

onflito entre as direções de otimização. Em segundo lugar, deseja-se incluir um limite de 

specificação para cada resposta. Gunaraj e Murugan (2000a e 2000b) propuseram que para 

os na 

ivo ou nas restrições, somando-se seu valor à média da resposta. Analogamente, 

dotada a proposta do capítulo 4, 

c

e

problemas de maximização, o limite inferior de especificação pode ser introduzido 

função objet

para os problemas de minimização, pode-se subtrair o limite superior da média. Para os casos 

de duas especificações simultâneas, podem-se criar equações para o limite superior e inferior.  

Para o problema de conflito de direções, será a

adequada aos casos nos quais as correlações são inversas aos sentidos de otimização 

desejados. Assim, para desfazer o conflito das correlações, multiplica-se a variável de 

interesse por uma constante negativa. Neste caso específico, propõe-se multiplicar a resposta 

P por (-1). A tabela 6.27 apresenta um resumo das modificações sugeridas. 

 
Tabela 6.27 – Funções objetivo e respectivos limites. 

 

Resposta (Y) Objetivo LI LS Correlação 
PC1 x Y 

Modificação 
Sugerida 

Penetração (P) Maximizar 3 - - -(P+3) 
Reforço (R) Minimizar - 1,8 + (R-1,8) 
Largura do Cordão (W) Minimizar - 15 + (W-15) 
Diluição (D) 
Áre

Minimizar - 50 + (D-50) 
a de Penetração (AP) Minimizar - 20 + (AP-20) 

Área de Reforço (AR) Minimizar - 22 + (AR-22) 
Volume Total do cordão (TV) Minimizar 20 45 + (TV-45) (TV+20) 

 
 Após as transformações sugeridas, obtêm-se os resultados da tabela 6.28.  

Tabela 6.28 – Análise de Componentes Principais para o caso Nº. 4 

Autovalor 4,777 1,794 0,852 0,310 0,162 0,091 0,014 0,000 

 

 

Proporção 0,597 0,224 0,107 0,039 0,020 0,011 0,002 0,000 
Acumulado 0,597 0,821 0,928 0,967 0,987 0,998 1,000 

Respostas PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 
1,000 

-(P+3) 0,312 0,336 0,502 -0,456 -0,564 -0,107 0,026 0,000 
R-1,8 -0,325 -0,141 -0,614 -0,627 -0,316 0,066 0,003 0,000 
W-15 -0,379 0,033 0,444 -0,521 0,586 0,189 -0,090 0,000 
AP-20 -0,382 -0,350 0,245 0,045 -0,114 -0,504 0,634 0,000 
AR-22 -0,343 0,462 0,008 0,221 -0,178 0,602 0,476 0,000 
D-50 -0,029 -0,696 0,311 0,088 -0,332 0,520 -0,174 0,000 

0,176 -0,408 -0,707 
TV+45 -0,441 0,152 0,093 0,185 -0,206 -0,176 -0,408 0,707 
TV-45 -0,441 0,152 0,093 0,185 -0,206 -
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lterações observadas mais contundentes se 

.4.4 - Otimização M ari

 Observando-se s õ e s  os componentes 

principais, nota-se q  a  à zação de P e à minimização 

das demais variáve en u i d n inimização de D. 

Aplicando-se o algo o im ad ) s la B4 do Anexo B 

, considerando-se PC1 como variável independente e os fatores experimentais v, f, s e n como 

 Conforme afirmação anterior nota-se que as modificações não introduzem alterações 

substanciais nas explicações dos autovalores. As a

dão nos autovetores quando as variáveis originais são multiplicadas por sinais negativos. 

Quando, porém, se adicionam as duas equações referentes às restrições bilaterais de TV, um 

oitavo componente principal é adicionado à análise. Este autovalor é nulo, o que indica a 

presença de uma dependência linear no conjunto. Por esta razão, a proporção acumulada de 

variação aumentou em relação à análise anterior com sete componentes. 

6 ultiv ada 

 a correlaç es entre as variáv is de re postas e

ue maximização de PC1 conduz  maximi

is, quanto q e a max mização e PC2 co duz à m

ritm de mín os quadr os (OLS  aos dado  da Tabe

e

variáveis independentes, obtém-se o modelo quadrático completo da equação (214): 

 

 
 sn, fn, fs, vn, vs,           

 vf, n, s,  f, v,           

  n ,  s ,  f, v ,1,22050 PC

146280141970340670062310118650
085860269450558830157820590380

498400670811166041517220
2222

1

+−+−+
+−−−+−

−

 

−+−−=

           (214) 

 
 Na equação (214), v, f, s e n representam os valores codificados dos parâmetros V, F, S 

e N. Derivando-se esta equação em relação a cada um dos quatro fatores experimentais e 

igualando-se cada uma delas a zero, obtêm-se as coordenadas do ponto estacionário Xs , que 

eve satisfazer ao seguinte sistema de equações: 

 

d

0146280141970062310269450).2(498400
ˆ

0146280340670 118650558830).2(670811
ˆ

0141970340670085860157820).2(166041
ˆ

0 062310118650085860 590380).2(517220
ˆ

=+−−−−=
∂
∂

=+++−=
∂
∂

=−+−+−=
∂
∂

=−+−−−=
∂
∂

 s, f, v, n,,
n
y

 n, f, v, s,, 
s
y

 n, s , v, f,,
f
y

n,s,f, v,,
v
y

 

 
 Resolvendo-se este sistema de equações obtêm-se os dados da Tabela 6.29. 
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Tabela 6.29 – Matrizes de coeficientes e Ponto Estacionário (Xs). 
 

b B1 Xs
-0,51722 -0,59038 -0,04293 0,059325 -0,03116 -0,16175 
-1,16604 -0,04293 -0,15782 0,170335 -0,07099 -3,08819 
1,67081 0,059325 0,170335 -0,55883 0,07314 0,54364 
-0,4984 -0,03116 -0,07099 0,07314 -0,26945 0,05499 

  

 De acordo com Khuri (2003), Montgomery (2001) e Nash e Sofer (1996), quando todos 

os autovalores da matriz característica [B1] são negativos e a matriz característica é positiva 

definida, o ponto estacionário Xs representa um ponto de máximo local. Como o determinante 

de [B1] é igual a 0,0081 (det[B1] > 0), a matriz característica é positiva definida e possui os 

seguintes autovalores: 

0850255053706990 4321 ,-   e  λ,-; λ,-; λ,-λ ====  

Logo, o ponto estacionário é um ponto de máxi o local. 

Entretanto, da tabela 6.29, depreende-se que neste caso não é conveniente se adotar o 

método do p rio co rido nt 00 ue o mesmo 

cai fora da região experimental al, n ço d áveis co as v, f, s e n, é 

uma esfera c rigem c  =

m

onto estacioná mo suge  por Mo g 2omery ( 1) z q, uma ve

Ω , a qu o espa as vari dificad

entrada na o  om raio r ( )42
k

, onde k ero de experimentos da parte 

étodo do ponto estacionário na forma de otimização não-linear 

irrestrita. Foi por esta razão que nos exemplos anteriores adotaram-se restrições esféricas e 

dificado de Draper (1963), e em acordo com o disposto 

na revisão bibliográfica desta tese, tem-se que: 

 é o núm

fatorial do arranjo composto central, sem incidência de blocos. Observando-se o ponto 

estacionário descrito na tabela 6.29, nota-se que como o método não propõe restrições para os 

valores das variáveis independentes, a solução encontrada não pertence ao intervalo 

investigado pelo arranjo experimental adotado; portanto, deve-se tomar cuidado ao se utilizar 

indiscriminadamente o m

cuboidais na utilização do algoritmo GRG. 

Aplicando-se o método de otimização com restrições (Ridge Analysis), proposto por 

Khuri (2003), segundo o algoritmo mo

( ) ( )42
1

*
1

2:
kT rr  a Sujeito

PC Maximizar

≤=α
                                                                                    (215) 
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anto, timização considerando como limites para as variáveis 

 Na equação (215), *
1PC é o escore do primeiro componente principal, obtido após as 

modificações realizadas sobre as respostas originais, tal como sugerido pela tabela 6.28. 

Repetindo-se, port  a o

independentes os pontos extremos do arranjo central composto adotado para a experimentação 

[-2, -2, -2, -2], obtém-se as soluções da tabela 6.30. Nesta tabela, Lλ  representa os 

ultiplicadores de Lagrange necessários em cada aproximação do m todo iterativo; 

representa a matriz dos valores do raio experimental, calculado segundo a equação (142), 

tomados como restrição em cada uma das iterações de PC1 para cada um dos quatro fatores 

 De a evem ser 

escolhidos de tal forma que sejam maiores que o autovalor máximo da matriz [B1], ou seja, 

é ir  m

estudados (v, f, s e n); y é o valor da função PC1 avaliada no ponto de ótimo em cada uma das 

i iterações. 

cordo com o método proposto, os multiplicadores de Lagrange d

Lλ  > -0,085. A Tabela 6.30 apresenta alg ra d  m

.3 çõ éto id si

umas ite ções obti as com o étodo. 

 
Tabela 6 0 – Itera es no m do de R ge Analy s. 

 
Lλ  1,0000 0,5000 0,4000 0,3000 0,2000 0,0900 0,0800 0,7700 

v -0,1618 -0,1690 -0,1783 -0,1873 -0,1945 -0,1939 -0,1928 -0,1924 
f -3,0882 -0,6847 -0,7905 -0,9421 0,1829 -1,7202 -1,8013 -1,8274 
s 0,7907 0,7878 
n 0,0550 -0,1915 -0,2032 -0,2130 -0,2145 -0,1743 -0,1645 -0,1612 
r 0,6650 0,9821 1,0927 1,2400 1,4500 1,9144 1,9834 2,0060 

 0,5436 0,6561 0,7043 0,7548 0,7995 0,7986 

y 2,3700 2,7400 2,8441 2,9631 3,1063 3,3140 3,3368 3,3438 
 

 Logo, o ponto de máximo local para a função multivariada é encontrado fazendo-se 

Lλ = 0,77, valor que torna r o mais próximo possível da restrição imposta, considerando-se 

suficiente uma precisão centesimal. 

 A Figura 6.14 ilustra o comportamento do multiplicador de Lagrange à medida que o 

 solução em cada iteração se aproxima da restrição imposta.  raio da região criada pela
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Figura 6.14 – Lambda versus raio do espaço experimental Ω. 

 
 

 A solução encontrada está em unidades codificadas (v, s, f, n). Transformando esta 

solução para as unidades decodificadas (V, S, F, N) das variáve

).(597,34
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 A tabela 6.31 mostra uma comparação do método multivariado proposto, baseado em 

PC1, com os métodos de otimização de múltiplas respostas com restrições e o método 

desirability. 

 
Tabela 6.31 – Comparação entre os métodos de otimização. 

 

Variável ACP Otimização Múltipla 
 (Gunaraj e Murugan, 2000) Desirability 

V (V) 27,610 28,000 28,297 
F (m/min) 0,739 0,700 0,700 
S (m/min) 0,653 0,640 0,596 
N (mm) 34,597 34,600 30,710 

 
A Figura 6.15 apresenta a comparação de soluções entre os métodos ACP e desirability no 

espaço bidimensional de PC1.  

 



 
155

 

2

0

-2 -2
-4

F*V

20-2

2

0

-1

1

-2

2

-4
-6

S*V

0

-2

20-2

2

-1

-2
0

-2

N*V

20-2

2

-1

-2

1

0

1

0

2

0

-2

-4
-6

S*F

20-2

2

1

0

-1

-2

2

0

-2

N*F

20-2

2

1

0

-1

-2

2

0

-2

-4

N*S

20-2

2

1

0

-1

-2

M D

M
D

M

DPC

PC

M
D

M

D

M

D

PC

PC

PC
PC

 
 

Figura 6.15 – Curvas de nível de PC1 para cada uma das combinações entre os fatores. 
 
  

 Na figura 6.15, PC é o ponto de ótimo encontrado na otimização da função multivariada 

C1 p

ty” de Derringer e Suich (1980). 

Murugan (2000b), encontra-se um valor de p igual a 0,464, valor 

ue conduz à aceitação de hipótese nula de igualdade entre as duas soluções. Analisando-se 

ontualmente, a maior diferença entre os dois métodos é para a variável F (5,57%). 

Repetindo-se o procedimento para a equação em PC2, encontra-se para um

P roposta nesta tese; M é o ponto de ótimo obtido na otimização múltipla, e D, o obtido 

com a função “Desirabili

 Utilizando-se um teste t emparelhado para se comparar a solução por ACP e a solução 

encontrada por Gunaraj e 

q

p

 Lλ = 0,533  

( Lλ > maxλ = 0,51) um ponto estacionário igual a (0.98; -0.0743; -0.7535; 1.5816). Este ponto 

conduz à minimização da diluição (D = 40,92%), o que comprova a afirmação de que a 

maximização de PC2 conduz à minimização da diluição (D), conforme se declarou 

anteriormente, em função da correlação negativa existente entre os dois modelos; entretanto, 

um valor melhor é obtido com o equacionamento de PC1 (D = 38%).  

 Uma questão levantada no capítulo 5 é sobre a possibilidade de se criar IGM 

considerando-se a explicação acumulada, e não os autovalores associados a cada componente 

principal significativo. Neste caso, como apenas os dois primeiros componentes principais são 

significativos, aplicando-se a equação (182), vem que: 



 
156

 =           (216) 

 Após a substituição, a equação (216) se torna: 
 

 f n
 

IGM )(224.0)(597.0 21 PCPC +                                                                     
 

 sn
 v

,
, s f0,10911 v             
 n s , f v 8

 fn, fs , vn, vs,             

0,5570IGM 

0485800828015537
03011623,0243

1001189366,030747,0

−
+−

0
0

+
−

0015170071430
025039,0

++−+
−−+− 5283,22

628,0010
22

−−= +−−

           (217) 

 
 Como as transformações anteriores conduziram a uma única direção de otimização, o 

ponto estacionário da equação (217) representará o um ponto de máximo para o Índice Global 

Multivariado (IGM). Assim, pode-se escrever: 

 

 
( ) ( )42

1

*

2:
kT rr      a  Sujeito

IGM    Maximizar

≤=α
                                                                                   (218) 

 

 Na equação (218), IGM* é o valor do índice global calculado com PC1 e PC2 obtidos 

após as transformações sugeridas pela tabela 6.28. 

 Para se resolver este problema de programação não-linear com restrições, novamente se 

empregará o método dos multiplicadores de Lagrange. Os autovalores da matriz formada 

o são todos negativos (-0.3092; -

0.2239; -0.1138; -0.0727). Assim, a superfície de resposta que representa IGM contém um 

pelos coeficientes dos termos quadráticos e de interaçã

ponto de máximo. Algumas das iterações do método estão descrita na tabela 6.32. 

 
Tabela 6.32 – Iterações no Método de Ridge Analysis. 

 
Lλ  0,077 0,080 0,085 0,090 0,105 

v -0,2607 -0,2600 -0,2588 -0,2563 -0,2537 
f -1,9305 -1,900 -1,8543 -1,7680 -1,6901 
s 1,0709 1,0680 1,0631 1,0519 1,0394 
n -0,0888 -0,0880 -0,0878 -0,0868 -0,0858 
r 2,225 2,1900 2,1550 2,0749 2,0021 
y 2,386 2,3770 2,3600 2,3312 2,3000 

 

 Assim, no ponto ário or o  ara esta condição, os 

valores ótimos dos xp to a  t 6.33. Para efeito de 

comparação, repetiram lor  tabela 6.31. Estes resultados também são 

confrontados utilizando-se paço e n

 de estacion , o val  máxim  de IGM é 2,3. P

fatores do e erimen  são d dos na abela 

-se os va es da

 o es xperime tal Ω  de es ico, IGM representa o 

ponto de ótimo obtido co  Índic l ar to de ótimo obtido a 

equação de PC1; M, a so  de G e an ); lução fornecida pelo 

 PC1. N te gráf

m o e Globa Multiv iado; PC, o pon

lução unaraj Murug  (2000  D, a so
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ware Minitab v.14®. A Figura 6.16 apresenta uma 

comparação entre os métodos. 

algoritmo Desirability, disponível no soft
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Figura 6.16 – Comparação dos pontos de ótimo obtidos por diferentes métodos. 
 

 Tabela 6.33 – Comparação entre os diferentes métodos. 
 

Variável IGM PC1 Múltipla Desirability 
V (V) 27,490 27,610 28,000 28,297 
F (m/min) 0,771 0,739 0,700 0,700 
S (m/min) 0,673 0,653 0,640 0,596 
N (m/min) 34,780 34,597 34,600 30,710 

 
  os 

uatro procedimentos, encontra-se um valor de p igual a 1, que conduz à aceitação da hipótese 

nula de igualda s pro r fi a figura 6.16 mostra a 

proximidade dos mé os multiva  (IGM ) so  p ta por Gunaraj e 

Murugan (2000). 

 Uma outra u ig  a o  global formado 

pela soma ponderad e todo nte nci ue su autovalores não-

nulos. Os pesos ne caso, t os tu  ã icadas pelo PC. 

rocedendo-se dessa forma, vem que: 

Utilizando-se uma ANOVA com uma categoria para se testar a igualdade entre

q

de entre o cedimentos. O próp io grá co d

tod riados e PC1 com a lução ropos

hip se qóte e pode ser invest ada é  de adotar-se índice

a d s os compone s pri pais q  pos írem 

ste am o bém sã percen ais de variaç o expl

P
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6

54321

PC               
PCPCPCPC

+
+

 
(597.0 PC    IGM

)(01.0
)(02.0)(039.0)(107.0)(224.0)= ++++

       (219) 

 Como os autovalores não-significativos são muito pequenos, a função objetivo de IGM 

sofrerá alterações muito pequenas. Portanto, o ponto de ótimo não deve sofrer alterações 

muito importantes. 

 Aplicando-se o algoritmo de mínimos quadrados à função IGM obtida a partir da 

equação (219), encontra-se um modelo de segunda ordem cujos autovalores são: 

 

-0.1116  e   0.1197 -0.2580; -0.3331; 4321 ==== λλλλ  

 Adotando-se valores para os multiplicadores de Lagrange maiores que o autovalor 

máximo de IGM e recorrendo-se à análise de Ridge, obtém-se a tabela 6.34. 

 

Tabela 6.34 – Iterações no método de Ridge Analysis para IGM (Total) 
 

Lλ  0,105 0,100 0,090 0,080 0,077 0,0715 
v -0,1927 -0,1936 -0,1955 -0,1973 -0,1978 -0,1986 
f -1,4860 -1,5136 -1,5724 -1,6364 -1,6567 -1,6955 
s 0,9837 0,9910 1,0055 1,0197 1,0239 1,0315 
n -0,1432 -0,1458 -0,5113 -0,1573 -0,1592 -0,1629 
r 1,7982 1,8253 1,8827 1,9445 1,9641 2,0011 
y 2,1734 2,1835 2,2037 2,2238 2,2297 2,2407 

 Decodificando-se as coordenadas do ponto de ótimo, obtém-se: 

 

 

 Nota-se claramente, que a adoção de todos os componentes principais não-nulos não 

altera substancialmente o índice global baseado apenas nos componentes principais 

significativos.  

6.4.5 Discussões 

 Este exemplo ilustrou a aplicação da proposta de tese a um processo de soldagem por 

arco submerso (SAW), com sete respostas correlacionadas. Embora nem todos os pares de 

V = 27,603; F = 0,770; S = 0,672; N = 34,593 
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respostas exibam correlações fortes, a maioria delas é significativa, chegando a coeficientes 

de correlação da ordem de 86%. De acordo com os testes de hipótese multivariados, o 

rsão das 

correlações com a adição ou subtração de limites de especificação, são procedimentos 

adequados e viáveis. Verificou-se também que a adoção de dependências lineares para 

representar os dois limites de especificação da resposta (TV) é um procedimento viável e que 

elmente sobre o método proposto. Na abordagem multivariada 

propo

é uma alternativa viável.  

 Por fim, mostrou-se não ser necessária a consideração de todos os componentes 

princ

 estudo de caso possibilitaram a 

avaliação de todas as particu

conjunto dados é realmente adequado à aplicação da proposta. 

 Analisando-se os resultados obtidos, pode-se concluir que a combinação da inve

não impacta desfavorav

sta, não é necessário que se excluam as dependências lineares, como no caso do método 

de Khuri e Conlon (1981), o que se acredita ser uma vantagem. 

 Verificou-se que índice IGM baseado no percentual de explicação também é um 

procedimento eficaz e que a busca do ponto de ótimo, utilizando-se o conceito dos 

multiplicadores de Lagrange (Ridge Analysis) 

ipais para se determinar uma condição ótima de operação baseada em funções objetivo 

multivariadas, uma vez que neste caso os componentes menores agregam uma parte muito 

pequena da informação. As análises efetuadas com o

laridades dispostas no item 6.4.1. 
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6.5.1 Visão Geral  

 m das maiores dificuldades em se empregar o método multivariado de ACP à 

probl o solução a 

este problema, apresenta-se agora um estudo de caso para o qual o índice global multivariado 

pode ser obtido através da relação sinal-ruído de Taguchi. O caso utilizado como exemplo tem 

como bjetivo a otimização simultânea de quatro parâmetros de qualidade de um processo de 

soldagem GMAW: penetraçã

Um CCD para três fatores (Tensão (t), Velocidade de alimentação do Arame (f) e Velocidade 

de Sold ,682, foi utilizado para se 

deter ótima de soldagem para um processo MAG (Metal Active Gas). 

 ndividualmente, o objetivo do estudo era maximizar P, D, W, mantendo-se R dentro de 

um intervalo conhecido. 

 binando as diversas respostas, Correia et al. (2005) apresentaram a seguinte função 

objet

 

6.5 – CASO Nº. 5: OBTENÇÃO DE IGM A PARTIR DA 
RELAÇÃO SINAL-RUÍDO DE TAGUCHI 

U

emas de otimização múltipla é a harmonização dos sentidos de direção. Com

 o

o (P), diluição (D), largura(W) e reforço (R) do cordão de solda. 

agem (s)), com seis pontos centrais e axiais, com α = 1

minar a condição 

I

Com

ivo para o problema: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

t

it

t

it

t

it

t

it

R
cr

W
cw

D
cd

P
cpiOf )exp()exp()exp()exp()( +++=     (216) 

 

Onde: P

rRwWdDpP 2222 −−−−

ntam os valores alvo desejáveis para as quatro respostas de 

intere
t, Dt, Wt e Rt represe

sse. Os subscritos exp(i) representam os valores experimentais obtidos com o CCD para 

cada uma das respostas, e cp, cd, cw e cr são os pesos de cada uma das respostas. Os 

pesquisadores adotaram cp = 0.5, cd = 0.3, cw = 0.1 e cr = 0.1, respectivamente. Correia et al. 

(2005) comentam que a minimização da função objetivo descrita pela equação (216) conduz à 

determinação dos níveis ótimos dos parâmetros de soldagem, os quais tornam as respostas de 

interesse o mais próximo possível dos valores individuais desejados. 

 A Tabela 6.35 apresenta os fatores e níveis utilizados no estudo de caso em questão. 
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Níveis 

Tabela 6.35 – Fatores e níveis do experimento (Correia et al., 2005) 

 

Parâmetro -1,682 -1 0 +1 +1,682 
Tensão (t) (V) 36 36,8 37,7 38,4 39,1 
Velocidade de alimentação (f) (m/min) 3,9 5,4 6,9 8,3 9,7 
Velocidade de Soldagem (s) (cm/min) 51,6 55 60 65 68,4 

  

 Como as respostas utilizadas neste caso possuem sentidos de otimização diferentes, 

aplicou-se sobre P, D e W a fórmula da relação Sinal-Ruído para maximização, tal como dado 

pela equação (183a), segundo o disposto no fluxograma da figura 5.4, do capítulo 5. Como se 

deseja que o reforço do cordão de solda (R) esteja dentro de um intervalo pré-determinado, 

com alvo igual a 1,5, optou-se por aplicar uma relação de Sinal-ruído do tipo minimização à 

diferença entre os dados experimentais e o alvo (R-1,5), tal como descrito pela equação 

(183b). Uma vez que as relações Sinal-ruído (SRi) devem ser sempre maximizadas, é possível 

uida, promoveu-se a normalização 

das quatro relações, com a conseguinte obtenção dos dois primeiros componentes principais.  

abela B.5 do 

Anexo B, obtém

que os dois m

espectivamente, são responsáveis pela explicação de 86,8% da estrutura de variância dos 

dados originais. Como lobal ariado é dom por PC1, ele manterá a 

mesma forma de correl rel inal (SN im, pode-se supor que a 

minimização de IGM con imi

 
Tabela 6.36 – Análise de Componentes principais para o caso Nº 5. 

 
Autovalor 2,552 0,921 0,415 0,112 

harmonizar os diferentes sentidos de otimização. Em seg

6.5.2 Análise de Componentes Principais 

 Tomando-se por base os dados de Correia et al. (2005), descritos pela T

-se a análise de componentes principais da tabela 6.36 a seguir. Verifica-se 

aiores autovalores referentes ao primeiro e ao segundo componentes principais, 

r

 o índice g  multiv inado 

ação com as ações s -ruído i). Ass

duza à max zação das re  SNlações i. 

Proporção 0,638 0,230 0,104 0,028 
Acumulado 0,638 0,868 0,972 1,000 

Respostas PC1 PC2 PC3 PC4 
SR1 -0,475 0,616 0,321 0,541 
SR2 -0,436 -0,600 0,664 -0,095 
SR3 -0,572 0,308 -0,202 -0,733 
SR4 0,507 0,408 0,644 -0,402 
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6.5.3 Otimização Multivariada 

 O arranjo de superfície de resposta proposto por Correia et al. (2005) é um CCD para 3 

fatores, sem blocos. Logo, de acordo com a equação (85), 682,1±=α . 

 Aplicando-se o método dos mínimos quadrados ordinários aos valores de IGM, 

calculado segundo as respostas descritas pela tabela B.5 e a equação (181), pode-se 

estabelecer o problema de otimização da seguinte forma: 

 

( )[ ]
( )     xx  (a)     :a   Sujeito

PCPC PC IGM   Minimizar
m

ii .55,2== ∑ λ
 

kT

i

42

21
1

2,

.92,0

=≤

+
=

αα

                                             (220) 

 
 O modelo quadrático completo foi aquele que apresentou o melhor ajuste para a 

representação de IGM e pode ser escrito em termos das variáveis codificadas t, s e f, tal como 

a equação (220 a): 

  

               (220 a) 

 

 A Tabela 6.37 exibe os resultados de aplicação do método proposto. Nesta tabela, T, F e 

S representam os valores lunas MSR e GA 

representam, respectivamente, o conjunto de resultados obtidos utilizando-se a metodologia 

d  e algoritmo o a 05 lun esenta 

os resulta tidos com b M, os resul ançados com esta proposta 

de tese. Para maiores detalhes sobre Algoritmos genéticos (GA) ver Kim e Rhee (2004). 

 
Tabela 6.37 – Comparação entre os pontos de ótimo obtidos por diferentes métodos. 

 
Resposta Alvo MSR IGM GA D 

fsts             
tfsftsftIGM

92,125,0
64,091,095,082,155,298,201,028,1 222

+−
−++−−+−+=

decodificados dos parâmetros de soldagem. As co

e superfície de resposta s genétic s (Correi et al, 20 ). A co a D repr

 o desira ility e, IGdos ob tados alc

P 5,3 5,5 5,54 5,5 5,3 
D 100 93,8 93,34 92,2 97,8 
W 8,5 8,3 9,09 6,5 8,64 
R 1,5 2,0 1,93 2,2 1,56 

Variável Limites MSR IGM GA D 
T 36,0 < T < 39,1 37,5 37,31 38,4 37,3 
F 3,9 < F < 9,7 8,5 9,01 9,7 8,22 
S 50 < S < 70 51,6 56,3 64,5 51,59 
ρ2 2,829 4,04 2,829 5,29 3,91 

 
(1) – Aplicação da restrição esférica à função objetivo proposta por Correia et al. (2005). 
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6.5.4 Discussões 

 A tabela 6.37 mostra como o método proposto se aproxima razoavelmente da solução 

apresentada por Correia et al. (2005), sem infringir nenhum dos limites impostos para as 

variáveis independentes. A solução obtida pela aplicação de algoritmos genéticos (GA) 

apresenta diferenças um pouco maiores. Segundo Correia et al. (2005), a vantagem do método 

dos algoritmos genéticos é não ser necessária a construção de modelos para a função objetivo. 

Neste caso, especificamente, a solução que mais se aproximou dos valores alvo estabelecidos 

foi aquela fornecida pela função Desirability.  Observando-se, entretanto, a última linha da 

tabela 6.37, verifica-se que os valores ótimos obtidos com os métodos não satisfazem à 

restrição esférica comumente imposta à otimização das funções objetivo singulares, formadas 

a partir de arranjos centrais compostos rotacionáveis. Assim, as soluções encontradas caem 

fora da região experimental Ω , o que segundo Montgomery (2001), não é uma escolha muito 

segura. A Figura 6.17 retrata esta condição. Observa-se que, para alguns pontos, a solução 

encontra-se nos limites de construção dos gráficos de contorno. 

 Deste exemplo, pode-se concluir que a proposta estabelecida no fluxograma da figura 

5.4 é viável e adequada aos casos onde as múltiplas respostas tenham diferentes sentidos de 

otimização. 

 

 
 

Figura 6.17 – Gráfico comparativo dos méto

Legenda: (R  (PC1) – 1 GA ri ét – Desirability.  

 

dos. 

) – MSR; º PC; ( ) – Algo tmo Gen ico; (D) 
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6.6 CASO Nº. 6: ABORDAGEM MULTIVARIADA PARA 
PROBLEMAS DUAIS  

 O

jeto Robusto” de Taguchi.  

Segundo Chandra (2001) e Kim e Cho (2002), o “Projeto Robusto” é um método efetivo 

de se determinar as condições de ótimo para as variáveis controláveis de um processo através 

da combinação de técnicas de projeto de experimentos e métodos de otimização, com o 

objetivo principal de reduzir os custos do processo e melhorar sua qualidade. De acordo com 

Phadke (1989), Taguchi se utiliza de uma expressão matemática para se computar a relação 

entre média e desvio denominada de “Função Perda” (Chandra, 2001), ou “Relação Sinal-

Ruído”, como cita Montgomery (2003). 

Como a perda da qualidade é considerada em termos da assimetria do processo em 

relação ao valor alvo para a característica de qualidade do produto ou processo, a função 

perda L(y) pode ser escrita como: 

 

                                                                                         (221) 

 
Os coeficientes k1 e k2 são positivos e representam o custo do não-qualidade. 
 
 De acordo com Kim e Cho (2002), o valor esperado para função perda (EQL, do inglês 

Expected Quality Loss), pode ser dado por: 

6.6.1 Visão Geral  

 estudo de caso nº. 6 será utilizado para se estudar a aplicabilidade desta proposta de 

tese para os arranjos de superfície de resposta utilizados na análise de projetos robustos. Além 

disso, será discutida a criação de restrições não-lineares multivariadas para os problemas 

duais, tal como descrito no item 5.8.1. Em termos matemáticos, seu equacionamento é 

definido como a equação (206) do capítulo 5. 

Como forma alternativa de verificação, uma maneira conjunta de se avaliar a distância 

em relação ao alvo concomitantemente com o valor da variância para uma dada solução, é a 

utilização do conceito de “Pro

( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

>−
≤−

=
TyTyk
TyTykyL

;
;

2
2

2
1
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                                                                                             (222) 

 
Onde  representa a função densidade de probabilidade (f.d.p.) do desempenho do 

produto Y e L(y) é a função perda dada pela equação (221). Assim, a função perda pode ser 

reescrita como: 

 
∞

∞−

+
T

Y dyyfyLdyy                                                                    (223) 

Fazendo-se: 
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Transformando Y em uma variável aleatória normal padronizada e usando: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1,1 2 rrrdzzz  e  rdzzz  rdzz
rrr

φφφφφ +Φ−==Φ−= ∫∫∫
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                                                                                     (226) 

 
Verifica-se que: 
 

( )[ ] ( )[ ]{ } ( )( )2121
22

1 ˆˆ ζζµσ +−−−+== kkTkyLEEQL                                               (227) 

tica Y e a sua respectiva equação para a média, será utilizado o conceito do valor 

esperado para a função perda. 

tida em função dos 

 

Nas equações (225) e (226), φ(.) e Φ(.) representam, respectivamente, a função 

densidade de probabilidade (p.d.f.) e a distribuição acumulada de probabilidade (c.d.f.) e. 

Para se verificar se o método proposto nesta tese é adequado para substituir as réplicas 

da caracterís

Para a avaliação numérica da proposta serão utilizados os dados adaptados de Gunaraj e 

Murugan (2002). Neste exemplo, três parâmetros de processo (Tensão (x1), Velocidade de 

soldagem (x2) e Taxa de alimentação (x3)) são utilizados para criar uma equação de 

otimização para a largura da zona de crescimento de grão (GGZ), ob
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so de soldagem SAW. Segundo Gunaraj e Murugan 

(2002), a GGZ é uma porção da região supercrítica da ZTA (Zona Termicamente Afetada) e 

é 3,0. 

Kim e Rhee (2003) tam por Vining e Myers (1990) 

de utilizar a metodologia de superfície de resposta para alcançar os objetivos da filosofia de 

Taguchi. A aplicação estudada tratava da otimização da penetração (P) d

obtida com os parâmetros de um processo GMAW. Neste caso específico, fo alizadas 

cinco réplicas de cada condição experime obtidas com arranjo central com  de face 

centrada 

parâmetros utilizados em um proces

influencia significativamente as propriedades do cordão de solda. A GGZ deve ser tão estreita 

quanto possível, e um valor alvo para o processo pode ser admitido como GGZ = 80,0. 

Baseado na variância experimental, três réplicas foram simuladas para cada uma das 20 

combinações de um arranjo central composto. Para efeito de estudo, o valor alvo para o 

desvio padrão 

bém aplicaram a abordagem proposta 

e um cordão de solda 

ram re

ntal, posto

)1( =α

 do aram

, com um ponto central por réplica, para dois fatores: (x1) a velocidade de 

alimentação e e (x2), a velocidade de soldagem. Em seguida, foram calculados a 

média e o desvio padrão de cada experimento. Uma análise deste problema, empregando-se a 

abordagem multivariada, encontra-se no final desta seção. 

6.6.2 Análise de Componentes Principais 

De acordo com a análise de componentes principais da Tabela 6.38, realizada 

utilizando-se os dados adaptados de Gunaraj e Murugan (2002) (Tabela B.6, Anexo B), 

verifica-se que o primeiro componente principal isoladamente, explica 90% da estrutura de 

todas as réplicas. Assim, a restrição do problema será escrita em termos de PC1. 

 
Tabela 6.38 - Análise de ACP para a matriz de Correlação das respostas. 

 
  

Autovalores 2,6994 0,2854 0,0153 
Proporção 0,900 0,095 0,005 
Acumulado 0,900 0,995 1,000 

Resposta Autovetores 
Y1 -0,554 0,774 0,306 
Y2 -0,604 0,221 -0,787 
Y3 -0,573 -0,621 0,535 
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6.6.3 Otimização Multivariada 

Os valores estimados para as funções de resposta da média e da variância e a equação de 

gressão em termos do primeiro componente principal (PC1) são respectivamente:  

31
2
3

22

039,0

80,1152,080,1824,029,1588,84ˆ

xx           

xxxxxx

++

+−−+++=µ

31

49,373,020,194,0

40,173,3484,153,

xxxxxxx           

xxx

++++

++++

 

                                    (230) 

 
Usando estas equações, um sistema de otimização para o problema dual pode ser 

escrito em termos do primeiro principal, como: 
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3311

2
13211

3211

2
21

41,008014,0,0

82,006,03,13001,60,0

49,373,020,194,0

40,16,173,3,484,153,4σ̂

=+−

++−−−−=

+++

+++=

∑
=

k

i
x                

Txx, xx                           

xxxxPC     :a   Sujeito

xxxxxx                                     

xxxximizarniM

              (230 a) 

 

 No sistema de eq 2 são, respectivamente, -0,252 e 

2,829. O valor do alvo (T) foi encontrado utilizando- onc ndam ntais da análise 

de componente cip  u de  = va dr s para o alvo 

em cada réplica o res mente: -0.119; 0.459; 0.088. Calculando-se os coeficientes de 

um modelo de regressão OLS de PC1 em relação às 3 réplicas, ou considerando a combinação 

linear dos autovetores da matriz de correlação para o primeiro componente e os valores das 

réplicas padronizados, encontra-se o valor de T descrito anteriormente. 

 
Tabela 6.39 – Análise comparativa dos métodos. 

 
Modelo x1* x2* x3* 
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uações (230 a), os valores de T e ρ

se os c eitos fu e

s prin ais para m valor  alvo T  80. Os lores pa onizado

sã pectiva

*)(ˆ xµ  *)(ˆ xσ  EQL 
Vining e Myers (1990) 0,1290 -0,2850 -0,2850 80,000 3,151 19,859 

ACP 0,1244 -0,2905 -0,2709 80,167 3,176 19,382 
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Comparando-se a proposta de Vining e Myers (1990) com a abordagem multivariada da 

ACP, verifica-se que os resultados referentes ao ponto de ótimo (x1*, x2*, x3*) e o valor de 

QL são muito próximos. Logo, a abordagem é viável, apesar de ser mais complexa que a 

ropo

6.6.4 Apli  d 3

Como no ite nterio ep  em v u os dados de 

Kim e Rhee (200 abela e  E do m ti o simultânea 

da média e da var ia da ã  ã ld a  da variação 

da velocidade de alimentaç a e a o  (x um processo 

GMAW. Para cada uma das nove combinações experimentais de um arranjo central composto 

de face centrada, com um ponto central apenas, foram geradas cinco réplicas da resposta (P), 

obtidas com a simulação de um fator de ruído formado pela distância entre as juntas a serem 

soldadas. A amplitude de variação foi estabelecida entre 0,4 e 1,2 mm. Com esta estratégia 

Kim e Rhee (2003) conseguiram avaliar qual a combinação de fatores e níveis seria capaz de 

minimizar a influência da variância, enquanto se aproximava a penetração média (

E

p sta original. 

cação ao Estudo e Kim e Rhee (200 ) 

m a r, será r etida a abordag  multi a driada al para 

3) (T  B.7, An xo B). stes da s refere -se à o mizaçã

iânc penetraç o (P) de um cord o de so a, obtid  através

ão de ar me (x ) 1  velocid de de s ldagem 2) em 

P ) de um 

valor alvo pré-estabelecido. 

A análise de componentes principais para as 5 réplicas revelou um 7,41 =λ  e uma 

explicação de 94,2% da estrutura de variação só por PC1. Usando a abordagem multivariada e 

considerando como restrição o fato do módulo de α ser igual a 1 para os arranjos centrais 

mp
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 No sistema de equações (2 o t o e cendo-se uma equação 

de regressão entre PC1 e a resp d é  termos de 

componentes principais. Na Tabe  ) m aração dos métodos de 

Vining e Myers (1990), Kim e R 3) ta ra um valor alvo T = 4 

mm. O índice (b) indica uma comp  d d  u efinido como T = 3,5 

co ostos de face centrada, um sistema de otimização para o problema dual pode ser escrito 

em termos do primeiro principal, como: 

 
( )

( )
k..,i      1=

xxx                 0462,00115,0 2
121

++

30 b), T p de ser de erminad stabele

osta mé ia, que a variável representada em

la 6.40, o índice (a  indica u a comp

hee (200  e a proposta des tese, pa

aração os méto os arap m alvo d
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mm e em (c), T = 3,0 mm. A proposta de Kim e Rhee (2003) utiliza a minimização da função 

. 

Tabela 6.40 – Análise comparativa dos m  
 

elo x1* 

( ) 22 ˆˆ σµ +−= TMSE

 
étodos.

Mod x2* T *)(ˆ xµ  *)(ˆ xσ  
Vining e Myers (a) 0,988 43 3,9975 0,3679  -0,9 4,0 
Vining e Myers (b) 0,994 0 3

s (c) 0,136 53 3,0000 0,5098 
Rhee (a) 1,000 -0,982 4,0214 0,3623 

 0,21 3,5 ,5001 0,4693 
Vining e Myer 0,2 3,0 

Kim e 4,0 
K hee (b) -0,09 6 3,4254 
Kim e Rhee (c) -1,000 -0,900 3,0 2,9927 0,2169 

ACP(a) 1,000 -0,922 -3,479 3,9952 0,4095 

im e R 8 -0,99 3,5 0,4329 

ACP(b) 1,000 0,213 -1,593 3,5025 0,4586 
ACP(c) 0,756 1,000 0,293 3,0104 0,5464 

6.6.5 Discussões 

Este exemplo demonstra que as variáveis latentes também podem ser utilizadas como 

restrições em problemas de otimização não-linear e que a abordagem multivariada pode ser 

aplicada aos problemas de otimização duais utilizados em projetos robustos. 

Embora a abordagem multivariada seja mais complexa que as propostas 

convencionais, não se pode negar que a alta correlação estabelecida em geral pelas réplicas, 

favoreça a um procedimento como o proposto. Por outro lado, os dois exemplos mostram 

como é possível se obter equações de restrição multivariadas para problemas de otimização. 

Embora tenha sido usado o enfoque dual, acredita-se que em sistemas com um grande número 

de restrições, a abordagem multivariada possa ser aplicada na obtenção de uma restrição 

singular, desde que tais equações tenham evidentemente uma estrutura de correlação 

compatível. Como não se encontrou nada parecido na literatura, acredita-se que esta seja outra 

contribuição desta pesquisa. 

Este caso ilustra também a aplicação do enfoque multivariado a um CCD de face 

centrada. Depreendem-se dos resultados, que os arranjos de superfície de resposta utilizados 

nos experimentos são os principais responsáveis pela definição das restrições a serem 

utilizadas pelos métodos de otimização e reforça-se a hipótese de que a aplicação do método 

multivariado independe do tipo de arranjo experimental escolhido. 
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6.7 - CASO Nº. 7: REPRESENTAÇÃO DE RÉPLICAS 
TRAVÉS DE COMPONENTES PRINCIPAIS 

6.7.1 V

 A formação das estruturas de correlação tem muitas vezes uma orige al. Um caso 

típico dessa situação são as réplicas das respostas utilizadas em estudos experimentais. Por 

definição, se os resíduos não contêm padrões não-aleatórios, se são normais, independentes e 

identicam o, a studada delagem do 

fenômeno de interesse e espera-se que possua apenas erro aleatório. Ass vidente que 

aparecerão correlações fortes entre salvo s  ruído não interferir 

significativamente sobre as observações. 

Dentro do contexto desta pesquisa, portanto, decidiu-se investigar se a estrutura de 

correlação entre as réplicas de algumas respostas também poderiam ser utilizadas para a 

e otimização baseado em componentes principais. Este caso é bem 

6.7.2 O Processo RSW – Resistence Spot Welding 

 Para ilustrar esta investigação, será utilizado o trabalho de Darwish e Al-Dekhial 

(1999). Neste estudo, os pesquisadores investigaram a influência de quatro fatores sobre a 

área soldada e a resistência à ruptura dos cordões soldados, em um processo de soldagem por 

tência (RSW – Resistance Spot Welding). A solda ponto é o mais conhecido e freqüente 

método de soldagem por resistência e pode ser utilizado em uma ampla variedade de 

aplicações. 

 Segundo Wainer et al (1992), a junção de duas peças na soldagem por resistência 

elétrica é feita através da geração de calor, devida à passagem da corrente elétrica e da 

aplicação de pressão entre as peças. Durante o processo, as peças aquecem-se e ocorre a fusão 

localizada no ponto de contato na superfície de separação entre ambas. A geração de calor se 

dá em função da resistência do conjunto à passagem da corrente elétrica. 

A

isão Geral 

m natur

ente distribuídos, entã  resposta e  é adequada para a mo

im, é e

as réplicas, e algum fator de

 

construção de modelos d

parecido com o estudo anterior. 

resis



 
171

6.7.3 Arranjo Experimental 

 arranjo 

 

das duas  Resistência à ruptura. Os fatores e níveis 

utilizados estão na tabela 6.41 a seguir. Os dados experimentais constam da seção de Anexos 

Tabela 6.41. Planilha Experimental.  
 

Fatores Unidade Níveis 

 Para atingir os objetivos propostos, Darwish e Al-Dekhial (1999) utilizaram um

central composto com 30 experimentos para quatro fatores, com três réplicas para cada uma

 respostas de interesse: Área de soldagem e

B, tabela B.9. 

  

Corrente (I) kA 13,8 15,2 16,6 17,9 19,4 
Força (F) N 756 980 1204 1428 1652
Tempo (T) ms 75 140 205 270 335 
Espessura das chapas (Th) mm 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 

6.7.4 Análise das Correlações entre as Respostas 

 A Tabela 6.42 apresenta os resultados de seis testes multivariados para o conjunto de 

dados formado pelas 6 réplicas em estudo. Os resultados apresentados foram obtidos 

utilizando-se um programa escrito em Matlab 6.5 ® que consta do Apêndice C desta tese. 

Este programa foi desenvolvido porque a maioria dos softwares estatísticos não contém os 

testes e índices de adequação utilizados nesta pesquisa. Adotou-se neste caso, n = 30 (número 

de observações por resposta), para p = 6 respostas. Neste caso específico, adotou-se q = 1 

para se testar a hipótese de que apenas o primeiro autovalor λ1 (referente à PC1) é suficiente 

para representar a estrutura de correlação do conjunto original. Estabeleceu-se como nível de 

significância α = 5%. 

 O valor de p menor do que o nível de significância α adotado indica, no caso do teste de 

Isotropia, que os eixos representativos dos componentes não têm a mesma importância. Para 

os parâmetros escolhidos, a rejeição da hipótese nula de isotropia revela que o primeiro 

componente principal é distinto dos demais componentes. Logo, PC1 é um bom representante 

do conjunto original. A rejeição da hipótese nula para o teste de Lawley, indica que o segundo 

autovalor também é diferente dos autovalores menores, entretanto, também é diferente do 

primeiro autovalor. Já para o teste de Bartlett, a rejeição da hipótese nula indica que as 

correlações existentes entre as respostas são suficientemente fortes para se adotar uma 

abordagem multivariada. Para valores próximos de zero de ICG, pode-se afirmar que há uma 
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Tabela 6.42 - Testes e Índices de adequação para aplicação da ACP às respostas. 
 

Valor de Teste G.L. Valor P 

correlação quase perfeita entre as variáveis originais. Já os valores de ID e IK bem maiores que 

zero, indicam que a estrutura de correlação apresentada pode ser adequadamente representada 

por componentes principais. 

 

Testes Valor Crítico 
Isotropia 23,68 427,70 14 0,000 
Lawley 23,68 127,85 14 0,000 
Bartlett 24,99 264,49 15 0,000 

ICG ID IKÍNDICES 4,076 x 10-5 39,09 5,054 
 

 Além dos testes descritos pela tabela 6.42, as próprias correlações entre as respostas 

apresentados na tabela 6.43, indicam que a abordagem multivariada é adequada para o caso. 

ota-se que todas as correlações são significativas e fortes. 

Tabel nálise de Co as propr  
 

 A1 A2 A3 

N

 
a 6.43 - A rrelação d iedades dos modelos.

 FL1 FL2 FL3 
FL2 0,947      (r)

 0,000(p)      
FL3 0,945 0,964     

 0,000 0,000     
A1 0,799 0,733 0,768    

 0,000 0,000 0,000    
A2 0,738 0,677 0,691 0,924   

 0,000 0,000 0,000 0,000   
A3 0,726 0,685 0,701 0,880 0,926  

 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000  
PC1 -0,939 -0,912 -0,924 -0,928 -0,900 -0,893 

 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
 

(r) – Coeficiente de correlação de Pearson; (p) – Valor de P (P-Value). 

6.7.5 Análise de Componentes Principais 

A Tabela 6.44 ilustra a preponderância do primeiro componente principal. Como se 

pode perceber, PC1 é suficiente para explicar 83,9% da estrutura de variação das seis 

respostas. 

 Além m todas as 

, como se deseja maximizar a resistência à ruptura do cordão de solda 

 

disso, percebe-se que PC1 mantém correlações fortes e negativas co

respostas. Desse modo
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(F) e também a área soldada (A), o problema de otimização poderá ser escrito em os da 

minimizaç  da e  d os quadrados obtida para PC1. 

 
T .4 l m es principais para as respostas do exemplo 7. 

 
Autovalor 1 9 1 0,0628 0,0500 0,0311 

 term

ão quação e mínim

abela 6 4 – Aná ise de co ponent

5,036 0,701 0,118
Proporção 0 0 0 0,0080 0,0050 

0 0 0 0,9950 1,0000 
Re     

0,839 0,117 0,020 0,0100
0Acumulado 0,839 0,956 0,976 0,986

spostas PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 
F1 -0,418 6 6 0,435  0,112 0,33 -0,13 -0,702
F2 -0,406     

2 3 4    
4 3 6    
1 9 4    

A3 -0,398 -0,443 0,683 -0,297 -0,298 -0,049 

 0,451 0,198 0,078 0,361 -0,676
F3 -0,41 0,41 0,03 -0,391 0,297 0,646
A1 -0,41 -0,31  -0,68 -0,435 -0,080 -0,254
A2 -0,40 -0,46 -0,06 0,612 0,441 0,215

6.7.6 Modelos Matemáticos Multivariados 

 Antes ar d a   como um ão objetivo 

adequada à  e   s  estatística, 

verificando-se se os m o n a

 A Tabela 6.45 revela que pa c m re r a melhor o 

comportame o linear d o te i um termo 

quadrático. 

De acordo com o que   e nta falta de 

ajuste, o que o qualifica como um bom representante da singularidade multivariada 

representada pelo primeiro componente principal. 

 
Tabela 6.45 - Análise do modelo quadrático multivariado. 

 
PC1

de consider os mo elos qu dráticos de PC1 a funç

aplicação do GRG, d vem-se realizar os teste  de significância

odelos quadráticos completos sã  realme te adequ dos. 

ra este aso, o odelo duzido epresent

nto nã e PC1. Este modelo não c ntém in rações, e só possu

  mostra a Tabela 6.46, o modelo r duzido não aprese

Termo  
Coef. Erro  

Padrão t0 pt

b0 -0,5120 0,2260 -2,266 0,033 
b1 -1,9231 0,1957 -9,826 0,000 
b2 0,7479 0,1957 3,821 0,001 
b3 -0,3708 0,1957 -1,895 0,070 
b4 -0,5285 0,1957 -2,700 0,012 
b4

2 0,6401 0,1787 3,583 0,002 
 R2 (adj.) 81,7%  S=0,951 
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Tabela 6.46 - ANOVA do modelo PC1 
 

Fonte Graus de Soma de Média F pLiberdade quadrados Quadrática 0 f

Regressão 5 123,985 24,7969 26,98 0,000 
Linear 4 65 30,51 0,000 
Quadrática 1 11,799 11,7987 12,84 0,002 
Interação 24 22,062 0,9193 * * 
Erro Residual 19 18,039 0,9494 1,18 0,467 

Falta de Ajuste 5 4,023 0,8046   
Erro Puro 29 146,047    

Total 5 123,985 24,7969 26,98 0,000 

112,186 28,04

 
 

 A Figura 6.18 apresenta o teste de normalidade de Anderson-Darling. Com um valor de 

p maior que o nível de significância de 5%, pode-se afirmar que os resíduos provenientes do 

modelo quadrático reduzido de PC1 seguem distribuição normal. Logo, o modelo é confiável, 

e deve se passar à fase de otimização. 
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Figura 6.18 – Análise de resíduos de PC1. 

6.7.7 Otimiza u iad

 De acordo cor s e s en nju rép as spostas 

de interesse e a v lat 1, o problema

1 e a equação (19

 

ção M ltivar a 

com as relaçõe xistente tre o co nto de licas d duas re

ariável ente PC  de otimização pode ser escrito como o Caso 

9). 
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Como o experimen zad ondu gun  a om central 

para 4 fatores, s s a e α id ) vando 

sta restrição para o problema de minimização de PC1, obtêm-se os resultados contemplados 

ela Tabela 6.47. 

 

 
Valor Ótimo 

to reali o foi c zido se do um rranjo c posto 

em bloco , o valor bsoluto d , fornec o pela equação (85 , é 2. Le

e

p

Tabela 6.47 - Resultados Comparativos entre os métodos. 

Variável Independente Restrições 
Esféricas PC1 D 

Corrente (I) 22 +≤≤− I 1,823 2,000 
Força (F) 22 +≤≤− F -0,709 -0,179 

Tempo (T) 22 +≤≤− T  0,351 -1,710 
Espessura (Th) 22 +≤≤− Th  0,226 1,222 

Variável Dependente Objetivo Valor Ótimo 
F1 Maximizar 1258,4 1264 
F2 Maximizar 1222,9 1223 
F3 Maximizar 1205,4 1217 
A1 Maximizar 23,5 26,0 
A2 Maximizar 24,2 26,7 
A3 Maximizar 25,3 29,6 

 

6.7.8 Discussões 

 Os resultados do método multivariado são compatíveis com os resultados alcançados 

pelo desirability, entretanto, apesar das variáveis independentes terem sido encontradas dentro 

dos limites individuais estabelecidos, o método desirability (disponível no Minitab®) fornece 

valores melhores. No entanto, ao se analisar a restrição esférica para o ponto de ótimo, 

encontra-se 45,8=xx ,valor bem maior que a restrição imposta ( 4 ). 

 

T 2 ≤ρ
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6.8 – CASO Nº. 8: OTIMIZAÇÃO DE IGM BASEADA EM 
RESTRIÇÕES CUBOIDAIS 

6.8.1 Visão Geral 

 Ao contrário dos casos anteriores onde se empregou um arranjo central composto, este 

exemplo ilustra a aplicação de componentes principais para a obtenção de uma função 

objetivo, para qual a restrição não é mais esférica ( )2ρ≤xxT , mas sim, cuboidal. Para 

restrições cuboidais, os valores ótimos em termos codificados devem pertencer ao intervalo 

formado por 11 +≤≤− ix , com i =1, 2,…, k. Desse modo, este exemplo é utilizado para se 

testar se o procedimento desenvolvido também apresenta resultados satisfatórios quando se 

ada com os métodos de Taguchi e redes neurais artificiais 

empregados pelos pesquisadores em questão. 

6.8.2 O Processo de soldagem com Laser de CO2

 Segundo Benyounis et al (2005b), o processo de soldagem com Laser de CO2 tem 

adquirido grande importância industrial em razão de suas vantagens sobre outros processos. 

Este tipo de soldagem se caracteriza pela geração de zona fundida com laterais paralelas, com 

cordões estreitos e alta penetração. Estas características são obtidas em função da energia ser 

altamente concentrada. 

adotam apenas restrições cuboidais para a função objetivo multivariada. Novamente, 

empregar-se-á o conceito de índice global multivariado (IGM) como forma de obtenção da 

função objetivo. 

 Em relação aos dados utilizados, este caso trata de um processo de soldagem à Laser de 

CO2, otimizado experimentalmente utilizando-se um arranjo de superfície de resposta do tipo 

Box-Behnken. Utilizando-se os dados de Olabi et al (2006) em conjunto com os resultados 

apresentados por Benyounis et al (2005a e 2005b), a solução obtida com a análise de 

componentes principais será compar



 
177

 Como em outros processos, os parâmetros de entrada determinam a forma do cordão de 

solda em função do controle do calor fornecido à operação. Para se obter cordões de solda 

, 

s. 

Assim, a opriada 

de otimi

rimental 

 

com boa qualidade, portanto, a combinação da fonte de energia, da velocidade de soldagem

da distância focal, do gás de proteção dentre outros, devem ser adequadamente selecionado

 aplicação da metodologia de superfície de resposta é uma alternativa bem apr

zação do processo. 

6.8.3 Arranjo Expe

 A Tabela 6.48 mostra os fatores e respectivos níveis utilizados no experimento 

desenvolvido por Olabi et al (2006) e Benyounis et al (2005a e 2005b). Os resultados obtidos 

pelos pesquisadores utilizando-se um arranjo de superfície de resposta do tipo Box-Behnken, 

encontram-se na Tabela B.10 da seção de Anexos desta tese. 

Tabela 6.48 - Planilha Experimental.  
 

Fatores Unidade Níveis dos Fatores 
Potência do Laser (A) kW 1,2 1,3125 1,425 
Velocidade de Soldagem (B) cm/min 30 50 70 
Posição Focal (C) mm 0 1,25 2,5 

6.8.4 Análise de Componentes Principais 

 Analisando-se os pares de correlação estabelecidos entre as seis respostas de interesse 

para o experimento, descritos pela Tabela 6.49, pode-se perceber que a estrutura de 

 com soldagem à Laser CO2. Nela verifica-se que 

os dois primeiros componentes principais são responsáveis pela explicação de praticamente 

80% da variação do conjunto original. Seguindo os critérios de Kaiser e Cattel, apenas os dois 

primeiros componentes apresentam autovalores maiores que a unidade, o que os habilita a 

representantes significativos das respostas experimentais. 

 

 
 
 

dependência favorece a aplicação na análise multivariada. 

 A Tabela 6.50 apresenta os autovalores e autovetores da matriz de correlação formada 

com as respostas originais do experimento
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Tabela 6.49 - Análise de Correlação entre as respostas experimentais. 
 

  P W WHAZ P/W P/WHAZ HI PC1 PC2
W 0,331        
  0,195        

WHAZ 0,736 0,541       
  0,001 0,025       

P/W 0,309 -0,767 -0,095      
  0,227 0,000 0,716      

P/WHAZ 0,091 -0,477 -0,578 0,587     
  0,728 0,053 0,015 0,013     

HI 0,345 0,470 0,619 -0,236 -0,438    
  0,174 0,057 0,008 0,362 0,079    

PC1 0,441 0,850 0,838 -0,585 -0,738 0,744   
  0,077 0,000 0,000 0,014 0,001 0,001   

PC2 -0,841 0,205 -0,463 -0,762 -0,377 -0,188 0,000  
  0,000 0,430 0,062 0,000 0,135 0,471 1,000  

IGM 0,079 0,863 0,593 -0,835 -0,826 0,612 0,921 0,389 
  0,763 0,000 0,012 0,000 0,000 0,009 0,000 0,123 

 
 
 

Tabela 6.50 – Análise de componentes principais para as respostas do exemplo 8. 
 

Autovalor 3,0585 1,7224 0,6952 0,4877 0,0217 0,0145 
Proporção 0,5100 0,2870 0,1160 0,0810 0,0040 0,0020 
Acumula 1,0000 

Respostas PC1 PC2 PC6 
do 0,5100 0,7970 0,9130 0,9940 0,9980 

PC3 PC4 PC5 
P 0,2520 -0,6 0  -410 -0,341 0,1490 0,2850 0,5530 
W 0,4860 0,156 10 -0,03 ,6400 0,054
WHAZ 0,4790 -0, 0,332 1620 0,692
P/W -0,3340 -0,5810 090 0,042 ,6730 -0,006
P/WHAZ -0,4220 -0,2870 -0,5610 -0,4320 0,1690 0,4580 
HI 0,4250 -0,1430 0,3410 -0,8230 0,0180 -0,0640 
P 0,2520 -0,6410 -0,3410 0,1490 0,2850 -0,5530 

0 -0,57 10 -0 0 
3520 0,1770 0 0, 0 

0,3 0 -0 0 

 

 A Figura 6.19 apresenta um dendograma obtido a partir da análise hierárquica de 

Cluster, com similaridades calculadas através do método de Ward. 

 Nota-se que a resposta P está associada ao segundo componente principal, enquanto que 

as demais respostas formam um grupo com PC1 e IGM. Com estes agrupamentos, é possível 

posteriormente, se entender como a otimização baseada em componentes principais pode 

afetar as respostas originais, conduzindo-as aos valores desejados.  
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Respostas e Componentes Principais
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Figura 6.19 - Dendograma para as correlações absolutas entre as respostas. 

6.8.5 Modelo Matemático Multivariado 

 A estrutura de corre ção a ada dados deste ex plo sugere que apenas o 

primeiro componente pr al n ufi par car a ariabilidade do conjunto 

original. Assim, novamente recorre-se ao ín b va GM), formado a partir 

dos dois maiores compone es pr  do s o , P C2, respectivamente. A 

análise de componentes principais realizada previamente, aponta que a utilização desses dois 

compon

 O índice glob  ad be foi obtido, portanto, 

multiplicando-se cad e pa eu tivo alor, de acordo com a 

equação 202 do Caso tul sim

 

 06,3 PCIGM =                                                                                          (231) 
 

 Após se calcular zan ua 1), pode se aplicar sobre as observações 

resultantes o método OLS. A análise estatística revela que o modelo quadrático completo de 

de determinação de 92,3% (Tabela 

6.51), o que o qualifica como uma função objetivo adequada à representação do conjunto 

original. A figura 6.20 mostra o comportamento normal dos resíduos de IGM (P = 0,248). 

Logo, o modelo da equação (231) é adequado para a otimização desejada. 

Nota: Método de Ward. 

la present  pelos  em

incip ão é s ciente a expli  v

dice glo al multi riado (I

nt incipais s dado riginais C1 e P

entes é responsável pela explicação de 80% da variação do conjunto original. 

al multivariado (IGM) apresent o na ta la 6.51 

a component  princi l pelo s  respec  autov

 4, constante do capí o 5. As , IGM é igual a: 

272,1 PC+1

 IGM utili do a eq ção (23

IGM não apresenta falta de ajuste e possui um coeficiente 
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Tabela 6.51 - Análise do modelo quadrático multivariado. 

 
Termo IGM P/W P/Whaz HI P W WHAZ

b0 -0,092 1,472 7,073 1313,330 3,678 2,419 0,531 
b1 0,217 0,000 0,327 -58,750 0,457 0,258 0,060 
b2 -6,126 0,191 0,983 -450,000 -0,530 -0,555 -0,157 
b3 -4,761 0,425 0,740 0,000 0,544 -0,384 0,030 
b1

2 0,653 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
b2

2 -1,749 0,263 0,000 126,670 0,000 -0,309 0,000 
b3

2 1,292 0,000 0,000 0,000 0,000 0,302 0,000 
b12 -2,122 0,000 1,005 -51,500 0,000 0,000 -0,080 
b13 -0,405 0,000 -0,132 0,000 0,000 0,000 0,000 
b23 0,255 0,000 0,000 0,000 0,000 0,231 0,000 

R2 adj. 92,3 % 91,8 % 77,9 % % 90,4 % 95,6 % 91,2 % 99,8
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Figura 6.20 – Teste de normalidade para os resíduos de IGM. 

6.8.6 Otimização Multivariada 

 O estudo de Benyounis et al (2005a) foi desenvolvido com o obj

parâmetro ue m mizass netração (P) e minimizassem  largura da 

zona fun ura da zona afet  calo  Para sto ossível, a 

quantidade de calor fornecido ao processo (HI) deveria ser mínim . Olabi et al (2006), 

propuseram, então, que estes objetivos de otimização poderiam ser alcançados com a 

maximização das razões P/W e P/WHaz. Como o intuito desta tese é tratar um número razoável 

0,e

-3,52659E
1,

0,

e Normal  para os r uos de IG

etivo de se encontrar os 

s de processo q axi em a pe  a

dida (W) e a larg ada pelo r (WHaz).  que i fosse p

a
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de respostas correlacionadas, utilizou-se um conjunto de respostas formado pelos dois 

trabalhos. 

 Na análise da tabela 6.49, observa-se que o índice global multivariado (IGM) mantém 

correlações positivas e significativas com W, WHaz e HI, enquanto que se verifica uma 

correlação negativa com as razões P/W e P/WHaz. Em virtude deste mecanismo de 

correlações, é possível que a minimização de IGM conduza às otimizações desejadas para 

cada resposta individualmente. Como comentado anteriormente, a restrição imposta a IGM 

será cuboidal. Desse modo, o problema de otimização pode ser escrito como a equação (202) 

do Caso 4, só com a restrição cuboidal. 

 Considerando os coeficientes de IGM, obtidos através da aplicação do método de 

ínimos quadrados ordinários, tem-se que:  

 

 bb                                    

bbbbGMI      Minimizar

,...
12,297,1

65,076,413,609,0

1312
2

2
1321

+≤≤
+−−

−+−−−=

                         (232) 

 
 A Tabela 6.52 apresenta os resultados comparativos obtido  método multivariado 

e o método de Taguchi associado às redes n tif

 

Tabela 6.52 - Resultados comparati e o os. 
 

Métod P W H  WHAZ

m

k
3

i     2,1=1;x1-     :a   Sujeito
b26,0 23b41,0−b 2,15 2

2 +

i

22,0+

s com o

eurais ar iciais. 

vos entr s métod

o /W P/ haz I P W 
IGM 2,351 9,995 9,750 4,14 0,385 87 9 1,962 

RNA/Taguchi 2,220 9,700 879,750 3,890 1,750 0,401 
 

6.8.7 Discussões 

 A solução encontrada com métod variado proposto tam  mesmo 

encontrado por Olabi et al (2006), ou seja, rm unidades 

codificadas igual a [1,000; 1,000; 1,000], ou, em termos de unidades decodificadas, [1,42 kW; 

70 cm/min; 2,5 mm]. A tabela 6.52 mostrou estas semelhanças entre os valores preditos para 

as respos zando  o mode  e a r ral ar l (R pregada 

por Olabi et al (2006). A difere  entre os de s asicam te à ma o os 

dois algoritmos prevêem observações futuras. 

o multi  é exa ente o

um ponto de ótimo em te os de 

tas originais utili -se lo IGM ede neu tificia NA) em

nça os métod ve- e b en neira com
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 Dos resultados apresentados, depreende-se que a proposta multivariada também pode 

ser aplicada quando se utilizam arranjos do tipo Box-Behnken, adotando-se como restrição o 

espaço experimental formado pelo arranjo. Tais restrições são chamadas de cuboidais, uma 

vez que a solução encontrada deve pertencer ao cubo formado pelos pontos centrais das faces 

comuns ao arranjo. Embora os trabalhos científicos devam conter-se quanto à impetuosidade 

das generalizações, o que se quis demonstrar é que a abordagem híbrida multivariada pode ser 

plicada em situações diversas. Sua validade, no entanto, dependerá de cada caso específico e 

resultados obtidos.  

a

dos respectivos 
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particularidade é a utilização conjunta de variáveis de processo com variáveis de 

custo, o que mostra que a abordagem apresentada também é adequada para medir variáveis 

econômicas dos processos de manufatura. 

6.9.2 Arranjo Experimental 

 Os dados utilizados neste exemplo foram extraídos de Paiva et al. (2005b). Este estudo 

apresenta um estudo detalhado sobre a aplicação da metodologia de projeto de Experimentos 

(DOE) na modelagem de fenômenos característicos do processo de usinagem de um aço 

SAE/ABNT 52100 – 55 HRC, bem como de sua interface com os métodos de otimização da 

6.9 – CASO Nº. 9: FUNÇÕES OBJETIVO MULTIVARIADAS 
COM MÚLTIPLAS RESTRIÇÕES NÃO-LINEARES 
APLICADAS A UM PROCESSO DE USINAGEM  

6.9.1 Visão Geral 

 Como último caso a ser estudado, apresenta-se agora um processo de usinagem por 

torneamento, de um aço duro ABNT 52100. A intenção da pesquisa ao utilizar este exemplo é 

demonstrar que o procedimento proposto não é exclusivo dos processos de soldagem. Outra 

particularidade do exemplo é a mudança da restrição não-linear.  

 Neste exemplo, apresenta-se a função objetivo sendo otimizada segundo uma restrição 

esférica proveniente de experimento com blocos. Este é um exemplo de aplicação da equação 

(204) do Caso 6. 

 Além da restrição esférica modificada, o problema apresenta a adição de uma restrição 

não-linear, obtida com a aplicação do método dos mínimos quadrados ordinários a uma das 

respostas experimentais. Considerando-se esta restrição de acabamento superficial, deseja-se 

maximizar a vida da ferramenta, minimizando-se os custos do processo, enquanto se atinge 

um determinado padrão de qualidade no acabamento. 

 Outra 
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programação não-linear. Os fatores investigados foram: Velocidade Corte (Vc), avanço (f) e a 

profundidade de corte (ap). Como respostas foram estudadas a Vida da Ferramenta (T) em 

minutos, rugosidade média (Ra), o tempo de corte (Tc), o tempo total de usinagem (Tt) e o 

custo total da operação (Kp). 

Para a operação de acabamento desenvolvida, foi utilizado um Torno CNC Nardini 

Logic 175, com potência máxima de eixo de 7,5 CV; rotação máxima de 4000 rpm; torre com 

orque máximo de 200 Kgf.m. Como suporte, foi adotado o modelo ISO 

DCLNL 1616H12. Na usinagem dos corpos de prova, foram empregados insertos de cerâmica 

mista (Al2O3 + TiC), classe Sandvik GC 6050, recoberta com TiN, com geometria ISO 

s de 49 mm 

mm de comprimento  

Para as medições necessárias, utilizou-se um Rugosímetro Taylor Hobson, modelo 

Surtronic 3+ e um Micrômetro Mitutoyo. O desgaste da ferramenta foi monitorado após o 

décimo passe de usinagem, utilizando-se um microscópio óptico. Utilizou-se como critério do 

erramenta. A Tabela 6.53 apresenta os fatores e níveis utilizados no 

arranjo. Os dados experimentais completos constam da Tabela B.8 da seção de Anexos. 

 

oito posições e t

CNGA 120408 S01525. Os corpos de prova utilizados nos ensaios têm dimensõe

de diâmetro e 50 

fim de vida, a quebra da f

Tabela 6.53 – Parâmetros de usinagem utilizados. 
 

Parâmetro Símbolo Unidade Nível Inferior Nível Superior 
Velocidade de Corte Vc m/min 200 240 
Avanço f mm/rotação 
Profundidade de Corte a

0,05 0,10 
0,15 0,30 p mm 

 

 Duas situ

proced

produtivos (Tc) e dos tempos totais (Tt) da 

qual é o m ento 

seja atingida. No segundo caso, deve-se apenas minimizar a função custo. 

 Para tran

autovalo

disposto nas tabelas 6.54 e 6.55. Em

componente principal é capaz de explicar 93,5% 

conjunto de respostas. C

PC1 deve ser suficiente para explicar o processo. Para se avaliar qual é o tipo de otimização 

ações foram testadas com o objetivo de minimizar o custo do processo. Tal 

imento implica no aumento da produtividade através da minimização dos tempos 

operação. No primeiro caso deseja-se determinar 

ínimo custo para a operação, desde que uma restrição na qualidade do acabam

sportar este problema para o campo multivariado, devem-se analisar os 

res e os autovetores da matriz de correlação das respostas conjuntas, tal como 

 primeira instância, observa-se que apenas o primeiro 

da estrutura de variância-covariância do 

omo o segundo autovalor é muito pequeno (0,2397), a modelagem de 
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que d

origin

autove

origin ve conduzir a minimização 

dos tempos de operação e do custo do processo. Associada a esta função objetivo 

multivariada, emprega-se como restrição uma superfície de resposta para a rugosidade média 

dos corpos de prova usinados. O valor sugerido é Ra ≤ 0,3 µm. Para que o ponto de ótimo 

caia dentro da região experimental, uma restrição esférica acompanha o sistema. Percebe-se 

tam

verific

6.9.3

Tabela 6.54 – Análise de correlações. 
 

eve ser exigido de PC1, basta que sejam avaliadas as correlações entre as respostas 

ais e o componente principal. Da Tabela 6.55, depreende-se que como todos os 

tores de PC1 são negativos, que a correlação entre a variável latente e as variáveis 

ais também seja negativa. Assim, a maximização de PC1 de

bém um autovalor nulo. Esta é uma indicação de dependência linear, que realmente se 

a entre as respostas Tt e Tc. 

 Análise de Correlações e Componentes Principais 

  Vida Tc Tt Kp 
Tc 0,899    

 0,000    
Tt 0,891 1,000   
 0,000 0,000   

Kp 0,768 0,953 0,960  
 0,000 0,000 0,000  

PC1 -0,919 -0,997 -0,997 -0,954 
  0,000 0,000 0,000 0,000 

 
 

Tabela 6.55 – Análise de Autovalores e Autovetores da Matriz de Correlação. 
 

Autovalores 3,7396 0,2397 0,0206 0,0000 
Proporção 0,935 0,060 0,005 0,000 
Acumulado 0,935 0,995 1,000 1,000 

Resposta PC1 PC2 PC3 PC4 
Vida (Y1) -0,475 0,8 0,366 -0,001 
Tc (Y2) -0,515 -0,068 -0,519 0,678 

31 -0,733 
1 0,058 

Tt (Y3) -0,515 -0,109 -0,4
Kp (Y4) -0,493 -0,586 0,64

6.9.4 Modelagem Matemática Multivariada 

Neste estudo de caso, além da função objetivo multivariada, deve-se obter também uma 

equação para a restrição de acabamento (Rugosidade). Esta equação será estimada utilizando 
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a Rugosidade (Ra) como variável dependente e os fatores experimentais (Vc, f, ap) como 

variáveis independentes. Será empregado na estimação o método dos mínimos quadrados 

ordinários. 

signific

apesar 

isolada

represe ficativa.  

 

 

 De acordo com a Tabela 6.56, conclui-se que o único fator que exerce influência 

ativa sobre a rugosidade é o avanço, assim como seu termo quadrático. Entretanto, 

da velocidade de corte (Vc) e da profundidade de corte (ap) não serem significativos 

mente, estes fatores devem ser mantidos, uma vez que a sua atuação conjunta, 

ntada pela interação Vc.ap é signi

Tabela 6.56 – Análise de significância do modelo completo para a rugosidade.

Termo Coef. Erro 
Padrão t0 pt

b0 0,3563 0,0238 14,985 0,000 
Vc 0,0165 0,0131 1,257 0,244 
f 0,1360 0,0131 10,381 0,000 

ap -0,0084 0,0131 -0,639 0,541 
1,627 0,142 

f 0,0696 0,0140 4,975 0,001 
2

f.ap -0,0175 0,0169 -1,035 0,331 

Vc2 0,0228 0,0140 
2

ap 0,0003 0,0140 0,020 0,985 
Vc.f -0,0262 0,0169 -1,552 0,159 

Vc.ap 0,0500 0,0169 2,957 0,018 

S = 0,0478 R-Sq = 94,9 % R-Sq (adj) = 89,1 % 
 

 A Tabela 6.57 apresenta a ANOVA do modelo quadrático completo para a rugosidade 

méd

6.57 – ANOVA do modelo completo de rugosidade.

 

ia. 

Tabela 

Fonte Graus de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

Regressão 9 0,3393 0,0377 16,48 0,000 
Linear 3 0,2511 0,0837 36,59 0,000 
Quadrática 3 0,0602 0,0201 8,78 0,007 
Interação 3 0,0279 0,0093 4,07 0,050 
Erro Residual 8 0,0183 0,0023   

Falta de Ajuste 5 0,0097 0,0019 0,68 0,673 
Erro Puro 3 0,0086 0,0028   

Total 17 0,3576    
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O modelo reduzido apresenta um ajuste de R2 (adj) de 87,1% e um termo de erro S = 

0,05204. Mas, se o modelo quadrático completo for considerado, este ajuste sobe para R2 

(adj) de 89,1% e erro S= 0,04783. Por esta razão, preferiu-se utilizar o modelo completo.  

 
 Procedendo-se de maneira análoga com PC1, decorre que o modelo quadrático completo 

é a opção mais adequada para a representação multivariada do conjunto de respostas original, 

uma vez que apresenta um R2 ajustado de 97,2%, e um valor de p para o teste de hipótese 

o-se um nível de significância de 5%, aceita-

se a hipótese de nula de que o modelo quadrático completo não apresenta falta de ajuste. Estes 

 

 
PC1

referente à falta de ajuste de 0,087. Considerand

resultados são apresentados na tabela 6.58 e 6.59. 

Tabela 6.58 – Análise de significância do modelo completo de PC1.

Termo  
Coef. Erro  

Padrão t0 pt

b0 0,6795 0,1615 4,207 0,003 
Vc 0,3642 0,0889 4,094 0,003 
f 1,4993 0,0889 16,852 0,000 

ap 1,3694 0,0889 15,392 0,000 
Vc2 0,0024 0,0951 0,025 0,981 
f2 -0,4632 0,0951 -4,871 0,001 

ap2 -0,4565 0,0951 -4,801 0,001 
Vc.f -0,1241 0,1148 -1,081 0,311 

Vc.ap -0,1214 0,1148 -1,057 0,321 
f.ap -0,4044 0,1148 -3,521 0,008 

 R2 (adj.) 97,2 %  S=0,325 
 

 
 

Tabela 6.59 - ANOVA do modelo reduzido de PC1.
 

Fonte Graus de 
Liberdade

Soma de 
quadrados

Média 
Quadrática F0 pf

Regressão 9 62,729 6,969 66,04 0,000 
Linear 3 56,744 18,915 179,22 0,000 
Quadrática 3 4
Interação 3 1

,436 1,478 14,01 0,002 
,549 0,516 4,89 0,032 

Erro Residual 8 0,844 0,106 * * 

   

Falta de Ajuste 5 0,766 0,153 5,91 0,087 
Erro Puro 3 0,078 0,026   

Total 17 63,574 
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6.9.5 Otimização Multivariada 

 O sistema de otimização adequado para este caso, poderá escrito na forma da equação 

(231), considerando-se uma função objetivo multivariada, representativa das quatro respostas 

originais; duas restrições, sendo uma referente ao raio do espaço experimental para o caso 
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conjunto de respostas oriundas do processo de torneamento do aço ABNT 52100. 
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0,00,0696f                            

0,022780Vc0,0084a-0,136f0,0165Vc0,356R                       

(233) 

  

A Tabela 6.60 apresenta os resultados obtidos com a abordagem multivariada para o 

Tabela 6.60 – Análise comparativa dos métodos. 

Modelo Vc f 
-0,398 -0,476 1,510 1,08 8,06 5,89 6,77 14,24 Restrição esférica 

 e rugosidade 
(p/blocos) 

212,04 0,063 0,338      

1,035 0,976 0,802 2,343 6,42 3,16 4,23 10,04 Ape
esférica (p/blocos) 240,69 0,099 0,285      

nas restrição 

6.9.6 Discussões 

à otim

opera

 Mostrou-se também, que é possível se adicionar restrições não-lineares ao sistema, 

mesmo que elas não estejam escritas em termos de componentes principais. Além disso, 

constatou-se também que é viável a utilização de restrições esféricas para arranjos centrais 

compostos projetados com blocos.  

 Este último exemplo mostrou que a abordagem multivariada também pode ser aplicada 

ização de processos de usinagem, e à variáveis econômicas, tais como o custo 

cional (Kp). 
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 a de pesquisa 

desta tese. Discutiram-se também todos os conceitos utilizados para a construção de um 

estabe

Superfície de Resposta, explic  a pesquisa para este viés.  

e vali exemplos práticos e casos reais. Tais exemplos trataram 

quase que exclusivamente, de ilustrar a aplicação da abordagem multivariada em processos de 

solda sinagem. Não obstante disto, acredita-se que muitos outros processos e sistemas 

possuam também estruturas de correlação suficientemente fortes para receberem tal 

exemplos descritos neste capítulo,

 suficiente para 

representar bem o conjunto original de dados e que neste caso, um índice que combine os 

muito . Nos casos onde os 

componentes principais têm correlações contrárias ao sentido de otimização das variáveis 

para uído de 

método parece não depender do tipo

pode incluir outros m

tenham ente o método proposto. Embora se saiba que outras abordagens 

possam ser mais eficientes, mais apropriadas, ou mais fáceis de se aplicar, supõe-se que as 

 

6.10 Comentários Finais do Capítulo 
Nos capítulos anteriores, discutiu-se o cenário no qual se insere o problem

modelo de otimização múltipla multivariado. Esta discussão, embora longa, permitiu que se 

lecesse uma forte conexão entre a teoria estatística multivariada e a Metodologia de 

itando as razões que conduziram

 Ao contrário de utilizar uma demonstração matemática mais profunda, preferiu-se testar 

dar o método sugerido com 

manufatura com múltiplas respostas correlacionadas, mais especificamente, dos processos de 

gem e u

tratamento. Os resultados alcançados com a aplicação da abordagem multivariada aos 

 ressaltam a boa adequação da proposta desta tese à 

otimização de processos de manufatura com múltiplas respostas correlacionadas. 

Observou-se que nem sempre um único componente principal é 

componentes responsáveis pela explicação da maior parte da variação original, demonstrou-se 

 eficaz quanto à determinação de pontos de ótimo viáveis

originais, demonstrou-se que a inversão do sentido da correlação é um procedimento viável 

resolver tais discrepâncias. No mesmo sentido, a utilização de relações sinal-r

Taguchi também se demonstraram adequadas. Os exemplos apresentados ilustraram que o 

 de arranjo experimental, e que o sistema de restrições 

odelamentos. Concluindo-se, acredita-se que os casos apresentados 

 ilustrado adequadam

respostas dadas algumas indagações que cercam o assunto, tenham sido úteis.  

 



Capítulo 7 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS 
FUTUROS 

 existente em alguns conjuntos de múltiplas 

adequ ordo com o exposto, 

observando-se a revisão da literatura e os resultados obtidos com os estudos de caso, podem 

• a dos casos estudados, um único componente principal não foi suficiente para 

representar bem o conjunto original de dados. Nesta situação, o Índice Global 

• Constatou-se também que, em comparação com outras metodologias, a abordagem 

ndo-se a análise de correlação e a análise de 

autovetores da matriz de correlação das respostas originais, empregando-se a 

7.1 Conclusões 

Valendo-se da estrutura de correlação 

respostas, demonstrou-se que índices formados a partir de componentes principais são 

ados para representar um conjunto de múltiplas respostas. De ac

ser destacadas as seguintes conclusões desta pesquisa: 

Na maiori

Multivariado (IGM) demonstrou-se bastante oportuno quanto à determinação de pontos 

de ótimo viáveis. Como não se encontrou na literatura tal alternativa, acredita-se que a 

proposta do índice multivariado ponderado seja uma das contribuições desta tese. 

proposta não divergiu consideravelmente. Acredita-se, portanto, ter se contornado o 

problema da insuficiência de explicação do primeiro componente principal e das 

divergências de direção entre os componentes principais e respostas originais. Tais 

divergências foram investigadas utiliza
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tratamento, assim como, acerca da construção do 

IGM, o que sugere que tal procedimento também é inédito. 

• ineares auxiliaram os algoritmos 

na busca de uma região definida pelos componentes principais, que contivesse as 

• 

 arranjos centrais compostos (CCD), e que as restrições 

anjo experimental utilizado. 

• O algoritmo de otimização não-linear GRG e o Método de Draper (Ridge Analysis) 

• , foram obtidos resultados satisfatórios tanto com 

modelos quadráticos completos quanto com modelos reduzidos. 

• 

 disso, combinações mistas, 

com restrições normais ou funções objetivo comuns, também se demonstraram 

 

sem exagero de extrapolação ou rocedimentos semelhantes sejam 

 

7.2 

 Considerando a delimitação da pesquisa e os resultados satisfatórios obtidos, podem-se 

multiplicação por constantes negativas ou relações sinal-ruído de Taguchi como 

métodos de harmonização dos sentidos de otimização. Não se encontrou na literatura 

nenhuma referência a este tipo de 

Ao longo do estudo, observou-se que as restrições não-l

soluções viáveis das funções univariadas. 

De acordo com os resultados, notou-se que as restrições esféricas são mais adequadas 

quando utilizadas com

cuboidais são mais apropriadas para os arranjos do tipo Box-Behnken ou CCD de face 

centrada. Observou-se, entretanto, que a metodologia proposta parece ser independente 

do tipo de arr

demonstraram-se eficientes e apresentaram resultados conflitantes. 

Quanto à natureza dos modelos

A substituição de variáveis originais por componentes principais demonstrou-se viável 

tanto para funções objetivo quanto para restrições. Além

possíveis. 

Embora os resultados apresentados tenham tratado de processos específicos, acredita-se, 

 generalização, que p

adequados a outros processos que envolvam múltiplas respostas correlacionadas.  

Sugestões para trabalhos futuros 

sugerir os seguintes estudos, cujo conteúdo está além do escopo deste estudo: 
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b) Aplicar o método aos arranjos experimentais exploratórios, tais como Plackett-

últiplas variáveis independentes e 

dependentes, simultaneamente.  

res 

d) os de Mistura; 

f)  índices multivariados com a Análise 

g)

ser otimizadas quanto à média e à variância, 

simultaneamente; 

h)

 

a) Aplicar o método multivariado a arranjos fatoriais fracionados, substituindo-se as 

respostas originais pelo índice global multivariado. O procedimento pode ser 

estendido também para os arranjos ortogonais de Taguchi. 

Burman, incrementado com pontos centrais. Tais arranjos poderiam ser utilizados para 

analisar a significância de efeitos principais dos fatores em termos de IGM. Assim, 

poderiam ser abordados os processos que possuem m

c) Estudar uma alternativa multivariada para o método do vetor gradiente (Steepest 

Ascent/Descent). Supondo-se que o primeiro arranjo fatorial (exploratório, fracionado 

ou completo) não detecte curvatura significativa para as respostas de interesse, veto

de um modelo linear de primeira ordem para componentes principais, também 

poderiam ser investigados. 

 Estender o procedimento aos arranj

e) Aplicar o IGM para problemas de múltiplas restrições. Desde que tal sistema de 

equações tenha uma correlação compatível, o procedimento pode ser empregado; 

 Realizar uma comparação da aplicação dos

Envoltória de Dados (DEA); 

 Estender a aplicação aos problemas com múltiplos duais, ou seja, processos onde 

várias características devem 

 Utilizar Algoritmos Genéticos para a otimização das funções objetivo multivariadas. 
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ES 

esta tese aos 

al. (1983). O objetivo da utilização deste caso é comparar a abordagem 

de Shah et al (2004), que utilizou o modelo de regressão 

la A.1 – Análise de Componentes Principais para os dados de Tseo et al. (1983). 

 Componente Principal 

APÊNDIC
 
APÊNDICE A: Dados de Tseo et al. (1983) apud Shah et al. (2004). 
 
 Este exemplo adicional ilustra a aplicação do procedimento proposto n

dados de Tseo et 

multivariada proposta, com o estudo 

SUR reduzido. 

 
Tabe

 

 PC1 PC2 PC3 PC4 
Autovalores 2,5719 0,9758 0,3975 0,0548 
Proporção 0,643 0,244 0,099 0,014 
Acumulado 0,643 0,887 0,986 1,000 
 Autovetores 

Y1 0,585 0,196 0,372 -0,694 
Y2 -0,597 -0,031 -0,370 -0,711 
Y3 -0,526 -0,036 0,850 0,001 

0,155 -0,980 0,055 -0,116 Y4 
 

 

Nota-se que Y1, Y2 e Y3 possuem correlações moderadas e fortes, porém, significativas 

paração entre o 

 e os resultados de Shah et. al. (2005), em uma primeira abordagem, Y4 será 

m nto. A tabela A.2 apresenta as direções de otimização e os limites desejados. 

ponentes principais e as variáveis 

dependentes originais, pode-se afirmar que, maximizando-se uma equação em termos de PC1, 

a, enquanto que Y2 e Y3 serão minimizadas. Se Y4 for multiplicada por (-

, então, a maximização de (-Y4) será igual à minimização de Y4. 

. Existem duas razões para isto: 

eiramente, apenas λ1 é superior à unidade; segundo, mesmo sendo o segundo autovalor 

 regressão por mínimos quadrados em função 
2 ero, o que indica a completa inadequação do 

(P-Value < 5%). O mesmo não ocorre com Y4. Entretanto, para efeitos de com

método proposto

antido no conju

Observando-se as correlações entre os com

Y1 será maximizad

1)

Neste caso, propõe a adoção apenas de PC1

prim

muito próximo de 1 (λ2 = 0,9758), a equação de

de PC2 apresenta um R  ajustado igual a z

modelo. 
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es para as variáveis dependentes e independentes presentes nos 

plados na tabela A.2. 

 
o et al (1983). 

 
estrições 

Os limites e as restriçõ

modelos estão contem

Tabela A.2 – Condições de otimização para os dados de Tse

Resposta Direção de otimização e R
Y1 Maximizar Y1 ≥ 1,7 
Y2 Minimizar Y2 ≤ 21 
Y3 Minimizar Y3 ≤ 20 
Y4 Minimizar Y4 ≥ 45 

Variáveis Limite Inferior Limite Superior 
X1 -1 +1 
X2 -1 +1 

+1 X3 -1 
 

Tabela A.3 – Testes e Índices de adequação para aplicação da ACP  

G.L. Valor P 
 

Testes Valor Crítico Valor de Teste
Isotropia 11,0705 130,652 5 0,0000 
Lawley 11,0705 23,2308 5 0,0003 

40,197 6 0,0000 
ICG ID IK 

Bartlett 12,5916 

ÍNDICES 0,05 11,0827   1,4529 
 

são completos obtidos por mínimos quadrados 
ios. 

egressão (Modelo Completo) 

Tabela A.4– Modelos de regres
ordinár

 
Coeficientes de RTermo do 

Modelo Y1 Y2 Y3 Y4 PC1(4) PC1(3)

Constante 1,88010 (s) 21,2616 (s) 17,9326 (s) 50,7343 1,50156 (s) 1,46515 (s)

1

2x  -0,00090 -0,2180 -0,0
x  -0,09739 (s) 5,6151 (s) 0,7442 2,2167 -0,81464(s) -0,89240 (s)

120 0,4110 0,02390 0,01174 
-1,0711 0,4889 0,26998 0,25800 

(s) -3,2351 (s) -1,51802 (s) -1,43885 (s)

008 0,5603 -0,10957 -0,12708 
(s) 0,4896 -0,24155 -0,25788 

2,5800 1,8000 (s) -0,2862 -0,52396 (s) -0,52094 (s)

2,1000 (s) 0,8512 -0,22871 -0,25642 
4125 -0,5750 0,1487 0,02613 0,02162 

S 0,04774 2,836 2,111 5,308 0,3480 0,4599 
90,6 % 72,4 % 0,0 % (*) 95,3 % 91,7 % 

3x  0,00905 -1,1808 
2x  -0,10287 (s) 8,1529 (s) 3,4525 1
2
2x  0,00143 0,4260 0,8
2
3x  0,00320 0,9793 1,5786 

21xx  -0,02625 
xx  31 -0,00375 -0,5800 

0,32xx  -0,00625 

R2 (adj.) 87,6 % 
(s) – Valor de P < 0,05, indicando efeito significativo.  

(*) – Adotando-se o modelo reduzido, a explicação melhora substancialmente. 
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la A.5 – Análise comparativa entre os resultados de Shah et. al. (2004) e o 
método proposto. 

imo 

Tabe

 
Valor ÓtC Valor Desejado 

Shah ACP (4) ACP (3)

X1 11 1 +≤≤− x -0,500 -0,4505 -0,5043 
X2 11 2 +≤≤− x  1,000 1,0000 1,0000 
X3 11 3 +≤≤ x  0,780 

1,907 
− 1,0000 1,0000 

Y1 Y1 ≥ 1,7 1,9074 1,90735 
Y2 Y2 ≤ 21 20,295 20,3276 20,2890 
Y3 Y3 ≤ 20 17,648 17,2625 17,1900 
Y4 Y4 ≥ 45 49,894 50,0663 49,7685 

(*) – Número de Componentes utilizados. 
 
 Os resultados exibidos na Tabela A.5 demonstram que o método multivariado proposto 

é bastante adequado, também quando comparado à modelagem SUR reduzida. 
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APÊNDICE B 

Os dado  a proposta de 

otimização com componentes principais para respostas originais do tipo NTB (Nominal-the-

Best). Neste caso, especificamente, deseja-se que todas as respostas se aproxime máximo 

possível dos seus respectivos valores alvo. Estes limites di os ela B.2. 

a sugerido pela figura 5.3 do capítulo 5, nos casos onde todas as 

respostas devam atingir um valor alvo, pode-se empregar com ri nde ntes as 

diferenças entre os valores experime dos e os respectivos alvos de cada resposta, 

tomada  valor absoluto. Se algum  d ão al, uma 

transfo ç  t Johnson der rr s d ep as

a ia a caç  da lis co on  principais é viável, procede-se, 

então, à análise de autovalores e autovetore es a en solutas 

normal a  r ad enc tra  n el 1.

b .1 n e u r u to a iz d rel

Autovalores 10 0  47 0  35 006

 
s de Tong e Hsieh (2001) são utilizados para se estudar

m o 

estão spost  na tab

Seguindo o fluxogram

o va áveis i pende

ntais observa

em a das iferenças não apresentar distribuiç  norm

rma ão do ipo po ia co igir a iscr ânci .  

Par  aval r se apli ão  aná e de mp entes

s d sa m triz de difer ças ab

izad s. Os esult os on m-se a tab a B.  

 
Ta ela B  – A ális de A tovalo es e A tove res d Matr e Cor ação. 

 
4,8 4 ,7213 0,3 4 ,0785 0,0 5 0, 9 

Proporção 0 5  0 ,00
Acumulado 0  98  99 ,00

o C   5 C

0,8 2 0,12 0,0 8 0,013 0,0 6 0 1 
0,8 2 0,922 0,  0,993 0,9  1 0 

Resp sta P 1 PC2 PC3 PC4 PC  P 6 
D1N 26 -  8  27 0,0-0, 4 0,958 0,0 5 0,049 0,0  - 4 
D2 44  13 -  55 ,19

3 43  7 -  54 ,00
4 40  75  03 ,30
5 44  03  17 ,8

D6 -0,419 0,168 57  23 ,41

 -0, 3 0,052 -0, 5 0,663 -0, 1 0 9 
D  -0, 9 0,147 0,2 4 0,377 0,7  0 3 
D  -0, 4 0,055 -0, 8 0,353 0,2  0 6 
D  -0, 9 0,162 -0, 3 0,212 -0, 2 -0 34 

0, 0,497 -0, 7 0 1 
 

Percebe-se claramente que a proporção de variância explicada por PC1 é de 80,2%, e de 

PC1 e PC2 em conjunto, de 92,2%. Assim, adotando-se o IGM, mais de 90% da estrutura de 

variância do conjunto original de seis respostas seria explicada apenas pelos dois maiores 

componentes principais. 

A análise da tabela B.2 demonstra que a abordagem “A” é aquela que apresentou o 

menor desvio absoluto médio em relação aos valores dos respectivos alvos de cada resposta. 

Pode se notar que, exceto pelo valor alcançado por Y4, para as demais respostas o método 

multivariado proposto é melhor que o método Desirability modificado (MDF) e uma Rede 
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Neural Artificial MLP (Multilayer Perceptron) quando se trata de se aproximar de um valor 

alvo específico. 

x  d str r te ci do odo para problemas de 

normalização. 

 
la R o p o çã ti  ter e I

 
Abordagem 1 X X3 Tipos de Restrição 

Este e emplo emon a cla amen a efi ência  mét

Tabe  B.2 – esultad s da a licaçã  da fun o obje vo em mos d GM. 

 X 2 
0,596 ,0 0 1 1 00 1,00A 91,91 7, 00 xi 

04 ,6 7  ≤

0,306 0,873 0 C 12 9, 303,486  ≤

85 ,9 3 
70 7, 48  ≤

0,321 0,947 0 
42 4, 00

xi  
 ≤ 2 

35 ,9 4 
70 2, 308,719

≥ 
 = 

Respostas Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 

9 382 500 300,0  -1 ≤  ≤ +1 

0,2
84,089 366,627 285,868 

 0 66 0,71B x'x  1 

1,07
86, 7 37 553  x'x  2 

0,3  0 97 1,36D 87, 3 38 312 318,1  x'x  3 

1,00
E 86, 8 38 184 300,0  

-1 ≤   ≤ +1 
x'x

0,3  0 22 1,17F 86, 2 38 611  
IGM 20,2 

(Di 0) 
Y1 Desvio 

A 189,26 3, 77 ,4 79  1 6  6 18 005 184,7  198 05 1 ,480 93,48 4,23
B ,33 8, 63 ,8 65  0 3 
C 187,215 180,118 182,584 191,607 175,750 190,856 4,47 
D 184,165 188,950 194,370 195,795 183,091 200,415 7,05 
E 187,470 180,555 182,063 194,093 176,454 190,635 4,70 
F 186,210 183,338 186,790 193,325 178,485 194,378 4,41 

MDF 186,900 173,000 170,100 190,000 170,900 182,400 7,78 
RNA 187,400 181,000 178,600 190,300 173,100 186,100 4,38 

ALVO 190,000 185,000 185,000 190,000 185,000 185,000 - 

189 7 16 648 168,3  183 90 1 ,550 178,05 11,0

 
(1) – Valor codificado; (2) – Valor decodificado. 
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CE C

Programa aplicado ao Exemplo 3. 
 
%UNIVERSID E AL T  E
%Instituto de Engenharia Mecânica - IEM 
%Programa  P ad  g a ic OU O.
 
%%%%TESTES DE HIPÓTESE E PRINCIPAIS ÍNDICES MULTIVARIADOS%%%% 
 
%Este prog ma it á  s  e ci  i ia
               %convergência, divergência e número de componentes principais  
            ni i O ra ve  a r ên
           ap ã A  os  c in de
               %otimizar processos com múltiplas respostas correlacionadas. 
 
%%%%%%% ENTRADA DE DADOS %%%%%%% 
 
% DADOS: na ur (  e 6b EX
 
% Parâmet  d ci ç
 
n = 31; % me  e me s n D.
p = 8; % er va i r a
q = 2; % número de autovalores significativos (por hipótese). 
r = p-q; úm e a  t te is
alfa= 0.05; % Nível de Significância do Teste 
 
% MATRIZE E DA R O OV IA
 
% Matriz CORRELAÇÃO 
 
R =[1.0000  -0.0088   0.8060  -0.2787    0.2123    0.0788    0.3077    0.2899; 
   -0.0088   1.0000  -0.1791   0.8826   -0.7296   -0.8377   -0.7469   -0.6152; 
    0.8060  -0.1791  1.0000   -0.5114    0.5089    0.4023    0.5075    0.4097; 
   -0.2787  0.8826  -0.5114    1.0000   -0.7880   -0.8759   -0.7755   -0.6655; 
    0.2123 -0.7296   0.5089   -0.7880    1.0000    0.8583    0.9025    0.5480; 
    0.0788 -0.8377   0.4023   -0.8759    0.8583    1.0000    0.7858    0.5876; 
    0.307  -0.7469   0.5075   -0.7755    0.9025    0.7858    1.0000    0.6822; 
    0.2899 -0.6152  0.4097   -0.6655    0.5480    0.5876    0.6822    1.0000]; 

 % Matriz COVARIÂNCIA 
  
S=[16.5489  -0.0063   1.5471   -4.2467   3.7816    2.0201    1.3367    0.4716; 
   -0.0063   0.0307  -0.0148   0.5797   -0.5600   -0.9257   -0.1398   -0.0431; 
    1.5471  -0.0148   0.2227  -0.9040    1.0512    1.1965    0.2557    0.0773; 
   -4.2467  0.5797  -0.9040   14.0312  -12.9213  -20.6791   -3.1021   -0.9968; 
    3.7816  -0.5600  1.0512  -12.9213   19.1656   23.6817    4.2193    0.9593; 
    2.0201  -0.9257  1.1965  -20.6791   23.6817   39.7226    5.2888    1.4809; 
    1.3367  -0.1398  0.2557   -3.1021    4.2193    5.2888    1.1405    0.2913; 
    0.4716  -0.0431  0.0773  -0.9968    0.9592    1.4809    0.2913    0.1599]; 
 
%%%%%%% TESTE DE ISOTROPIA %%%%%%% 
 
lambdas = sort(eig(S)); 
% FLIPUD: comando que inverte a ordem dos elementos de CIMA para BAIXO. 
lambdaS = flipud(lambdas)'; 
lbdS = lambdaS(:,q+1:p); 
logs1 = log(lbdS); 
log1 = sum(logs1); 
soma_lbdS = sum(lbdS); 
log2 = log(soma_lbdS/r); 
Chi_quad = -(n-1)*log1+(n-1)*r*(log2); 
df_iso= 0.5*r*(r+1)-1; 
Chi2_isot = chi2inv(1-alfa,df_iso); 
P_Value_Isot=1-chi2cdf(Chi_quad,df_iso); 
 
%%%%%% TESTE DE LAWLEY %%%%% 

APÊNDI  
 

AD FEDER  DE I AJUBA - UNIF I 

de ós-gr uação em En enhari  Mecân a - D TORAD  

ra  perm e o c lculo dos te tes de sferi dade, sotrop ,  

   %sig ficat vos. prog ma ser  para valia a coer cia 
    %na licaç o da CP aos arranj  MSR, om o tuito  

Kan n e M ugan 2006a  200 ) – AN O D 

ros e ini aliza ão: 

 nú ro de xperi nto
s de 

o CC  
núm o de riáve espost . 

% n ero d autov lores hipote icamen  igua . 

S D ENTRA  (COR ELAÇÃ OU C ARIÂNC ) 
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=rank(R); 
V=ey ); Cri uma tr iden ade.
L = R - V; % Anula a diagonal. 
LL=L./(k-1); % Divide todos os elementos da matriz com diagonal nula por k. 
Ls1= m(L 2); Enc ra  med  de  l ex nd  d al.
 
% Matriz formada apenas pelos valores acima da diagonal principal: 
for i = 1:k 
    r j 1:
      i i<j
            x(i,j) = R(i,j); 
        else 
            x(i,j) = 0; 
        end 
    end 
end 
 
s=sparse(x); % Matriz Esparsa (arquiva apenas os valores nao-nulos) 
s1=s s)
s2=sum(s1); 
y=2/(k*(k-1))*s2; 
F=fu y)
 
% Soma de Quadrados no Teste de Lawley (Jonhson & Wichern, 1992, pg. 387) 
full(s); 
SS = -F ^2;
 
% Matriz formada apenas pelos valores acima da diagonal principal para SS: 
 
for i = 1:k 
     j  1:k
     i i<j 
            XX(i,j) = SS(i,j); 
        else 
            SS(i,j) = 0; 
        end 
    end 
end 
 
aa=s se X); Mat  Es rsa ui en va  nao-nulos
a1= (a ; 
a2=sum(aa1); 
Faa=full(aa2); 
 
% Construção da Função Gama: 
 
gamma = ((p-1)^2*(1-(1-F)^2))/(p-(p-2)*(1-F)^2); 
 
% Estatística de Teste de Lawley (T) 
 
RR = (Ls1-F).^2; 
RR1 = sum(RR,1); 
 
T = ((n-1)/(1-F)^2)*(Faa-(gamma*RR1));% Estatistica de Teste 
df = (p+1)*(p-2)/2; % Graus de liberdade do Teste 
Chi2 = chi2inv(1-alfa,df); 
P_Value_Lawley=1-chi2cdf(T,df);% P-Value do Teste 
 
%%%%%%% TESTE DE ESFERICIDADE DE BARTLETT %%%%%%%% 
 
Chi_sphere=-(n-((2*p+11)/6))*log(det(R)); 
df_sphere=p*(p-1)*0.5; 
Chi2_sphere= chi2inv(1-alfa,df_sphere); 
P_Value_sphere=1-chi2cdf(Chi_sphere,df_sphere); 
 
% ÍNDICE DE DIVERGÊNCIA (ID) 
 
ID = 0.5*trace(inv(R)); 
 

k
e(k  % a  ma iz tid  

su L,  % ont  as ias  cada inha, cetua o-se a iagon  

fo
  

 =
f 
 k 

 

um( ; 

ll( ; 

 (x ).  

for
   

 =
f 

 

par
sum

(X
a)

% riz pa  (arq va ap as os lores ) 
a
a
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 ÍNDICE DE KULBACH (IK) 
 
IK = -0.5*log(det(R)); 
 
% Saída de Resultados 
 
fprintf(1,'*********** ANÁLISE DE RESULTADOS ***********\n'); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
fprintf(1,'     T E OT A        n'
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('   Teste    Critico       df     P_Value') 
disp ([Chi_quad Chi2_isot df_iso P_Value_Isot]); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
fprintf(1,'         TESTE DE LAWLEY\n'); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('   Critico    Teste       df     P_Value') 
disp ([Chi2 T df P_Value_Lawley]); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
fprintf(1,'  STE  E CI  DE RTL \n'
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('   Critico    Teste       df     P_Value') 
disp ([Chi2_sphere Chi_sphe
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('Índice de Correlação Generalizada (ICG)');disp ([det(R)]); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('Índice de Divergência (ID)');disp ([ID]); 
fprintf(1,'                                     \n'); 
disp ('Ín ce d ulbac IK)') sp ( ]);
fprintf(1,'                                     \n'); 
 
 

EXEMPLO DA ÍDA  PRO AM
 
 
>> *********** ANALISE DE RESULTADOS *********** 
                                      
       TESTE DE ISOTROPIA                  
                            
   Teste    Critico       df     P_Value 
  344.2433   31.4104   20.0000     0.000 
 
                                      
        STE  LAW
                                      
   Critico    Teste       df     P_Value 
   40.1133  324.3228   27.0000     0.000 
 
                                      
   TESTE DE ESFERICIDADE DE BARTLETT 
                                      
   Critico    Teste       df     P_Value 
   41.3371  257.3801   28.0000     0.000 
 
                                      
  Indice de Correlaçao Generalizada (ICG) 
             6.0525e-005   
 
  Indice de Divergencia (ID) 
              32.1931  
 
  Indice de Kulbach (IK) 
                4.8562 

%

  EST DE IS ROPI          \ ); 

 TE  DE SFERI DADE  BA ETT ); 

re df_sphere P_Value_sphere]); 

di e K h ( ;di [IK  

 SA DO GR A 

          

 TE DE LEY 
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ANEXOS  
 
ANEXO A tilizaçã cel® 
 
Dados do Exemplo N  1. (Item
 

 – U o do aplicativo Solver do MS-Ex

º  5.1) 

 
ra A lanil

 
Figu .1 – P ha do

 
Figura A.2 – Parâmetros d
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ANEXO B – Tabelas d

Tabela B1. Resultados Experimenta  o Arranjo Central Composto. 

 Fatores esp  Componentes  
Principais 

e Dados 
 

is com
 

R ostas

N Ip Ib Ca Va W CI PC1 PC2 P R A 
1 280 70 1, 2, 7 37 2 -1,031 1,677 40 5 60 87 ,7 ,2 0,7 
2 350 70 1, 2, 6 44 1 -2,627 1,085 40 5 60 90 ,6 ,4 9,0 
3 280 100 1, 2, 7 39 2 -1,556 1,703 40 5 70 80 ,0 ,6 0,7 
4 350 100 1, 3, 6 43 1 -2,339 0,366 40 5 87 10 ,3 ,0 8,7 
5 280 70 1, 3, 7 41 2 -0,927 0,491 50 5 90 00 ,3 ,6 3,2 
6 350 70 1, 3, 6 52 2 -3,366 -2,941 50 5 66 70 ,0 ,5 0,9 
7 280 100 1, 2, 8 35 2 -0,021 1,565 50 5 96 90 ,1 ,5 1,5 
8 350 100 1, 3, 7 38 2 -0,254 -0,333 50 5 90 30 ,9 ,0 2,8 
9 280 70 1, 3, 7 46 2 -2,619 -1,369 40 6 20 48 ,3 ,0 0,7 

10 350 70 1, 3,10 8 38 2 0,065 0,194 40 6 90 ,1 ,9 4,9 
11 280 100 1, 3, 7 48 2 -2,547 -1,860 40 6 22 50 ,2 ,3 3,0 
12 350 100 1, 3, 8 35 2 1,020 0,252 40 6 95 10 ,6 ,9 7,0 
13 280 70 2, 3, 8, 39 25 0,427 -0,342 50 6 10 20 1 ,2 ,7 
14 350 70 2, 3, 8 36 2 0,949 -0,025 50 6 08 20 ,7 ,4 5,1 
15 280 100 1, 3 8 36 2 0,646 0,735 50 6 96 ,00 ,4 ,4 5,5 
16 350 100 2, 3, 9 28 2 2,771 0,277 50 6 30 20 ,2 ,5 8,4 
17 245 85 5 1, 3 8 40 2 0,890 0,158 45 ,5 85 ,00 ,8 ,0 9,0 
18 385 85 2, 8, 38 27 0,967 -0,101 45 5,5 29 3,12 1 ,1 ,0 
19 315 55 5 1, 2 8 34 2 0,117 1,643 45 ,5 79 ,91 ,5 ,5 1,7 
20 315 115 5 2, 3 9 29 26,0 2,289 1,270 45 ,5 20 ,00 ,3 ,1 
21 315 85 1, 3 7 39,5 2 -1,323 0,862 35 5,5 42 ,00 ,6 2,3 
22 315 85 5 2, 3 9,2 32 2 2,098 -0,797 55 ,5 10 ,40 ,7 8,3 
23 315 85 4 1, 2 6, 46 1 -3,145 1,397 45 ,5 80 ,80 0 ,4 7,4 
24 315 85 6 2, 3 8 39 2 0,444 -0,453 45 ,5 02 ,20 ,1 ,5 6,8 
25 315 85 2, 3 8 36 3 2,527 -0,840 45 5,5 60 ,25 ,8 ,2 0,7 
26 315 85 2, 3 8 40 2 0,557 -1,036 45 5,5 10 ,30 ,1 ,7 7,6 
27 315 85 5 2, 3 8 38 2 1,491 -0,940 45 ,5 20 ,30 ,7 ,1 8,9 
28 315 85 5 2, 3 8 38 2 1,110 -0,119 45 ,5 50 ,10 ,0 ,8 6,9 
29 315 85 5 2, 3,35 7 42 2 0,608 -1,437 45 ,5 32 ,8 ,0 8,0 
30 315 85 5 2, 3 8 39 3 1,525 -1,253 45 ,5 40 ,30 ,3 ,8 0,1 
31 315 85 5 2, 3 8 36 2 1,259 0,170 45 ,5 40 ,10 ,4 ,9 5,9 
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T

B C IC D 

abela B.2 - Resultados Experimentais com o Arranjo Central Composto. 
 

A P TD Rd PC1 PC2 
29,00 10,00 15,00 1,89 3,62 82,49 32,1 38,76 1,550 0,604 
36,00 10, 5,00 1, ,4 1,68 ,26 2,82 -0,00 1 93 3,49 79 7 2  44 5 591 
29 , 5 2,40 5, ,8 5,49 ,2 ,257 2,078 ,00 14 00 1 ,00 14 86 3 5  30 6 -2
36,00 , 2, ,0 6,1 45,1 ,3 -1,757 14 00 15,00 88 5,28 86 3 2 3 -1 73 
29,00 , 0 1,55 3, ,8 9,58 ,5 73 1,210 00 2 ,00 74 82 2 2  35 1 1, 7 06 
36  , 0 1, ,50 25,52 ,2 77 -0,329 ,00 10 00 2 ,00 94 3,65 82  43 3 1, 8 
29,00 , 0 1,91 5, ,1 0,57 ,9 ,6 2,719 14 00 2 ,00 40 86 2 5  26 5 -1 98 
36  ,00 20 2, ,5 4,7 43,67 ,8 -1,00 14 ,00 85 4,90 85 8 2 -0 91 ,580 
26,61 12, 1, 4, ,2 50 6,8 ,050 2,00 17,50 90 63 86 1 2 8 -1 790 
38,39 ,00 17,50 2,40 4,59 84,10 23,8 42,11 0,184 -0,906 12
32,50 8,6 1, 3,11 80,90 30,5 35,2 567 0,644 4 17,50 60 2 2,
32  15,36 17 3, 06 89,12 45,8 44,3 ,6 -0,,50 ,50 10 6, 7 -3 51 260 
32  , 3 2, ,5 5,05 ,6 ,6 -1,2,50 12 00 1 ,30 80 4,88 84 0 2  41 6 -0 03 56 
32  , 1 1, 65 86,42 23,75 ,0 ,0 0,433 ,50 12 00 2 ,70 90 4,  35 5 -0 66 
32  12, 7,50 1, ,0 7,27 ,4 11 -0,236 ,50 00 1 90 4,55 86 5 2  42 3 0, 2 
32,50 12,00 17,50 2,28 4,25 ,51 24,91 42,19 0,695 -0,683 83
32,50 12,00 17,50 2,30 4,37 ,82 26,85 42,65 0,190 -0,684 84
32,50 12,00 17,50 2,15 4,18 ,49 26,79 39,8 0,036 -0,187 86
32,50 12,00 17,50 2,30 4,22 ,79 25,06 44,3 0,165 -0,968 85
32,50 12,00 17,50 2,35 4,50 ,08 27,15 45,1 -0,249 -1,040 86
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Tabela B.3 – Dados experimentai  Kannan e Murugan (2006 a, b) 
 

N W P R D FNc FNm Creq Ni IGM 

s de

eq

1 29,50 0,61 7,86 33,00 ,00 24,71 12 -14,14,97 37 ,81 9 
2 36,62 0,73 5,00 12,10 27,00 0  12,80 -5,37  31,0 24,20
3 24,20 0,63  11, 31,00 0  1 -5,4,23 35  36,0 24,31 2,74 57 
4 28,00 0,77 4, 11,9 22,00 0 12 8,43 27 8 24,0 22,85 ,32 
5 30,00 0,57  6,5 33,00 0  1 -175,00 4  38,0 25,09 3,08 ,68 
6 34,98 0,67  8,8 28,00 0  1 -10,5,29 2  34,0 24,23 2,85 88 
7 25,59 0,58 4  9,6 29,00 0  1 -8,18 9  37,0 24,43 3,17 ,08 
8 29,51 0,70 4  11, 24,00 ,00 2 1 6,,20 16 25 23,3 2,21 12 
9 28,34 0,73 5  8,9 30,00 0  1 -11,00 7  38,0 24,63 2,86 ,76 

10 34,50 0,97 5  13, 29,00 0  1 -0,10 75  31,0 23,82 2,12 ,38 
11 24,00 1,00 4  18, 21,00 0  1 20,00 52  21,0 22,03 1,73 ,94 
12 27,80 1,20 4  20, 19,00 ,00  1 23,34 58 20 21,76 1,74 ,41 
13 29,26 0,60 5  7,4 32,00 0  1 -14,,08 6  37,0 24,96 2,73 76 
14 34, 80 5  9,1 29,00 0  1 -980 0, ,28 4  34,0 24,20 2,73 ,58 
15 25, 97 4  18, 28,00 0  1 1430 0, ,00 00  25,0 23,17 1,59 ,12 
16 27,7 ,00 4  14, 20,00 0  12 150 1 ,20 80  24,0 21,92 ,23 ,35 
17 20,15 0,40 5,8 34,00 0 3 1 -153,98 6  47,0 25,2 2,75 ,48 
18 31,00 1,07 16,4 24,00 0  12,66 6,4,90 8  25,0 22,97 47 
19 39,53 0,70 5  5,3 33,00 0  1 -18,68 1  36,0 24,76 2,78 ,58 
20 23,10 1,00 3  17, 19,00 0  1 20,63 35  18,0 22,07 2,48 ,74 
21 25,10 0,83 4  11, 24,00 0  1 9,,32 71  33,0 21,02 2,17 27 
22 28,00 0,63 4  9,0 33,00 0  1 -9,81 1  37,0 24,53 2,32 ,92 
23 30,20 0,56 4,17 10,54 2 0 34,00 23,31 12,29 1,46 5,0
24 26,00 0,87 4,87 13,98 24,00 29,00 22,72 12,09 5,75 
25 27,88 0,70 4,55 10,33 29,00 32,00 23,75 12,28 -2,01 
26 29,42 0,83 4,34 13,60 25,00 30,00 23,70 12,80 2,19 
27 28,00 0,77 4,50 10,73 30,00 33,00 24,17 12,28 -2,65 
28 27,90 0,87 4,50 11,71 28,00 33,00 23,74 12,17 0,99 
29 29,20 0,83 4,32 13,76 25,00 30,00 23,40 12,25 5,52 
30 27,80 0,79 4,58 10,99 24,00 33,00 23,10 11,94 3,90 
31 27,80 0,80 4,57 10,67 24,00 33,00 23,14 12,28 2,22 
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Tabela B4 – Arranjo Central Composto. Dados de Guanaraj e Murugan (2000). 
 

N V F S N P R W AP AR D TV 
1 -1 -1 -1 -1 3,52 1,7 10,15 20,7 24,48 42,4 48,8 
2 1 -1 -1 -1 3,4 1,51 13,47 22,1 21,52 46,8 47,3 
3 -1 1 -1 -1 4,75 2,32 11,05 24,5 22,8 47,5 51,5 
4 1 1 -1 -1 4,1 1,85 15,64 26,3 24,15 50,3 52,2 
5 -1 -1 1 -1 3,25 1,38 8,28 18,3 23,17 40,7 44,9 
6 1 -1 1 -1 3,18 1,18 10,1 19,5 23,42 41,9 46,5 
7 -1 1 1 -1 3,52 1,5 9,15 21,5 18,9 48,6 44,3 
8 1 1 1 -1 3,33 1,82 9,86 23,2 19,25 49,8 46,6 
9 -1 -1 -1 1 3,85 1,61 10,66 20,2 27,48 39,4 51,3 

10 1 -1 -1 1 3,6 1,48 14,55 21,8 26,24 40,5 53,8 
11 -1 1 -1 1 4,1 1,92 13,38 23,1 27,82 42,1 54,9 
12 1 1 -1 1 3,8 1,8 15,96 26,5 31,16 42,9 61,8 
13 -1 -1 1 1 3,2 1,37 8,7 17,7 24,52 38,6 45,5 
14 1 -1 1 1 3,0 1,1 9,28 18,9 25,34 39,7 47,6 
15 -1 1 1 1 4,1 1,75 9,01 20,3 25,55 40,8 49,8 
16 1 1 1 1 3,88 1,5 10 21,1 23,87 42,3 49,1 
17 -2 0 0 0 4,1 1,62 10,28 19,4 24,25 41,1 47,2 
18 2 0 0 0 3,75 1,43 15,3 25,4 29,45 42,9 59,2 
19 0 -2 0 0 3,26 1,41 9,95 19,1 17,95 38,1 40,1 
20 0 2 0 0 4,97 1,75 10,96 27,7 21,53 51 54,3 
21 0 0 -2 0 4,25 2,3 16,11 25,3 31,33 41,3 61,2 
22 0 0 2 0 3,48 1,4 8,5 18,4 21,05 43 42,8 
23 0 0 0 -2 3,82 1,31 11,17 22,5 19,68 48,7 46,2 
24 0 0 0 2 3,58 1,27 12,05 23,2 27,83 42,5 54,6 
25 0 0 0 0 3,45 1,15 11,2 20,9 21,8 47,1 44,4 
26 0 0 0 0 3,47 1,3 10,58 21,7 21,4 46,5 46,6 
27 0 0 0 0 3,66 1,27 9,92 21,9 19,8 48,2 45,4 
28 0 0 0 0 3,6 1,31 11,13 21,2 19,9 47,6 44,5 
29 0 0 0 0 3,3 1,16 10,56 20,5 21,1 45,7 44,9 
30 0 0 0 0 3,6 1,27 10,84 22,6 21,5 47,3 47,8 
31 0 0 0 0 3,92 1,45 11,05 22,1 24,6 48,5 47,6 
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Tabela B.5 – Conjunto de dados de Correia et al (2005). 

  
n P D W R n P D W R 
1 3,5 81,8 5,1 1,2 11 11 3,1 79,7 3,8 
2 3,8 79,6 4,7 1,3 12 12 5,5 90,8 7,8 
3 5,1 91,3 9,1 1,8 13 13 4,3 88,0 6,1 
4 5,3 90,4 9,1 1,6 14 14 3,8 69,0 4,0 
5 3,0 79,4 4,8 1,0 15 15 4,0 74,3 5,5 
6 3,1 79,6 4,6 1,5 16 16 3,9 78,0 5,6 
7 4,5 70,9 7,0 1,3 17 17 4,0 72,1 6,2 
8 4,5 69,6 6,8 1,1 18 18 4,0 73,3 6,3 
9 3,5 84,2 6,7 2,0 19 19 3,8 73,5 6,2 

10 3,5 88,3 6,2 1,8 20 20 3,4 76,3 5,9 
 

Tabela B.6 – Análise de resultados do caso Nº 6. 
 

Fatores Largura Média D.P. PCB1 B 

n 
XB1B XB2B XB3 B YB1B YB2B YB3 B Y  σ   

1 -1 -1 -1 39 34 42 38,3 4,0 2,821 
2 1 -1 -1 60 53 68 60,3 7,5 1,216 
3 -1 1 -1 52 44 45 47,0 4,4 2,180 
4 1 1 -1 78 64 65 69,0 7,8 0,575 
5 -1 -1 1 80 71 91 80,7 10,0 -0,269 
6 1 -1 1 113 104 127 114,7 11,6 -2,768 
7 -1 1 1 97 68 60 75,0 19,5 0,158 
8 1 1 1 130 79 75 94,7 30,7 -1,229 
9 -1,682 0 0 59 51 60 56,7 4,9 1,480 

10 1,682 0 0 115 102 117 111,3 8,1 -2,524 
11 0 -1,682 0 50 43 57 50,0 7,0 1,975 
12 0 1,682 0 88 49 43 60,0 24,4 1,290 
13 0 0 -1,682 54 50 60 54,7 5,0 1,619 
14 0 0 1,682 122 109 119 116,7 6,8 -2,924 
15 0 0 0 87 78 89 84,7 5,9 -0,576 
16 0 0 0 86 79 85 83,3 3,8 -0,490 
17 0 0 0 88 81 87 85,3 3,8 -0,637 
18 0 0 0 89 82 87 86,0 3,6 -0,688 
19 0 0 0 86 79 88 84,3 4,7 -0,559 
20 0 0 0 88 79 90 85,7 5,9 -0,650 

Nota: Dimensões em 10P

-2
P mm; D.P. = Desvio Padrão. 
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Tabela B.7 – Dados experimentais (Kim e Rhee, 2003) 
 

Fator Denominação -1 0 1 
x1 Velocidade de alimentação do arame (mm/s) 60 75 90 
x2 Velocidade de Soldagem (mm/s) 6 8 10 

         
x1 x2 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Ym Ysd 
-1 -1 2,7 2,9 3,1 3,1 3,4 3,04 0,2608 
0 -1 3 3,2 3,3 3,6 4 3,42 0,3899 
1 -1 3,6 3,8 4,2 4,3 4,5 4,08 0,3701 
-1 0 2,4 2,6 2,6 2,7 2,8 2,62 0,1483 
0 0 2,5 2,7 3 3,5 3,8 3,1 0,5431 
1 0 2,9 3,3 3,6 3,7 4,1 3,52 0,4494 
-1 1 1,9 1,9 2,2 2,2 2,5 2,14 0,251 
0 1 1,8 2,4 2,7 2,9 3,2 2,6 0,5339 
1 1 2,6 2,7 3,2 3,5 3,9 3,18 0,545 

 
 

Tabela B.8 – Dados experimentais da usinagem de um aço 52100 (Paiva et al, 2005) 
 

N Vc f aBpB Vida Tc Tt KBpB 

1 200 0,05 0,15 16,75 15,39 16,93 22,39 
2 240 0,05 0,15 11,5 12,83 14,44 21,74 
3 200 0,1 0,15 9,85 7,7 9,12 15,78 
4 240 0,1 0,15 8,5 6,41 7,79 14,33 
5 200 0,05 0,3 11,5 7,7 9,03 14,58 
6 240 0,05 0,3 7,45 6,41 7,92 16,04 
7 200 0,1 0,3 8,2 3,85 5,09 10,81 
8 240 0,1 0,3 6,25 3,21 4,43 10,05 
9 220 0,075 0,225 8,6 6,22 7,66 15,02 

10 220 0,075 0,225 6,8 6,22 7,66 15,02 
11 187,34 0,075 0,225 10,1 7,3 8,65 14,49 
12 252,66 0,075 0,225 7,6 5,42 6,9 15,1 
13 220 0,03418 0,225 17,5 13,65 15,16 21 
14 220 0,11583 0,225 7,2 4,03 5,17 9,63 
15 220 0,075 0,10253 12 13,65 15,37 23,66 
16 220 0,075 0,34748 6,7 4,03 5,45 13,34 
17 220 0,075 0,225 7,2 6,22 7,66 15,02 
18 220 0,075 0,225 9,1 6,22 7,66 15,02 
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Tabela B9 - Dados de Darwish e Al-Dekhial (1999) 
 

 
N FL1 FL2 FL3 A1 A2 A3 
1 695 768 750 13,8 12,5 12,7 
2 930 1000 878 16,5 17,2 19,2 
3 674 754 689 11,0 10,5 10,5 
4 816 809 868 16,9 14,2 14,3 
5 719 790 698 12,0 13,5 11,2 
6 960 969 990 18,6 22,2 22,2 
7 702 772 642 11,6 9,1 12,0 
8 902 894 960 18,0 15,2 17,5 
9 688 808 779 13,0 12,0 10,5 

10 1275 1184 1135 22,5 24,0 20,7 
11 612 592 564 11,3 11,7 10,5 
12 966 945 871 15,0 14,7 15,0 
13 749 650 720 11,0 12,0 10,5 
14 1082 1060 1018 22,0 21,5 21,5 
15 819 870 878 12,8 11,7 14,0 
16 940 980 961 23,5 22,7 18,5 
17 821 801 807 15,2 17,7 18,7 
18 853 929 833 15,1 16,9 16,2 
19 1020 1074 1078 16,4 16,0 15,0 
20 954 951 978 16,1 16,6 15,7 
21 732 672 639 12,0 11,8 12,3 
22 1416 1320 1336 26,0 25,3 25,0 
23 1040 1140 1046 19,5 22,3 21,3 
24 798 792 696 11,5 13,0 12,0 
25 840 736 704 17,8 16,5 15,0 
26 964 988 968 17,3 19,5 19,5 
27 356 380 371 14,0 16,8 16,0 
28 790 770 758 17,3 18,0 18,8 
29 1088 1052 1000 19,1 20,3 17,3 
30 814 696 664 17,5 18,1 16,8 

 
 

Nota: FL = tensão de ruptura do material; A = área do ponto soldado. 
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Tabela B.10 – Dados de Olabi et al (2006) e Benyounis et al (2005 a, b) 
 

Box 
Behnken Respostas Originais Componentes 

Principais N 
A B C P W W BHAZB P/W P/WBHAZB HI PCB1B PCB2B IGM 

1 -1 -1 0 3,572 2,358 0,561 1,515 6,367 1920 0,87 0,14 2,92 
2 1 -1 0 4,322 2,805 0,872 1,541 4,956 2280 3,52 -1,10 8,89 
3 -1 1 0 2,705 1,342 0,392 2,016 6,901 823 -2,63 0,60 -7,02 
4 1 1 0 3,651 1,852 0,384 1,971 9,508 977 -2,66 -0,82 -9,54 
5 -1 0 -1 2,655 2,761 0,453 0,962 5,861 1152 0,43 2,69 5,95 
6 1 0 -1 3,888 3,381 0,569 1,150 6,833 1368 1,52 0,72 5,90 
7 -1 0 1 3,813 2,087 0,511 1,827 7,462 2100 0,03 -0,86 -1,39 
8 1 0 1 4,539 2,572 0,574 1,765 7,908 900 -0,30 -1,25 -3,05 
9 0 -1 -1 3,905 3,681 0,625 1,061 6,248 2100 2,98 0,69 10,32 

10 0 1 -1 2,367 1,982 0,375 1,400 6,312 900 -1,43 2,24 -0,51 
11 0 -1 1 4,987 2,423 0,762 2,058 6,545 1260 1,02 -2,46 -1,10 
12 0 1 1 3,824 1,649 0,413 2,319 9,259 1260 -2,61 -1,70 -10,90 
13 0 0 0 3,712 2,625 0,531 1,414 6,991 1260 0,28 0,37 1,48 
14 0 0 0 3,872 2,282 0,562 1,697 6,890 1260 -0,06 -0,39 -0,84 
15 0 0 0 3,586 2,567 0,466 1,397 7,695 1260 -0,31 0,50 -0,09 
16 0 0 0 3,505 2,413 0,478 1,453 7,333 1260 -0,34 0,51 -0,17 
17 0 0 0 3,626 2,293 0,506 1,581 7,166 1260 -0,35 0,12 -0,85 
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Tabela B11 –Dados de Tseo et. al. (1983) apud Shah et. al. (2005). 

 
N X1 X2 X3 Y1 Y2 Y3 Y4 PC1 
1 -1 -1 -1 1,83 29,31 29,5 50,36 -0,7598 
2 1 -1 -1 1,73 39,32 19,4 48,16 -0,5792 
3 -1 1 -1 1,85 25,16 25,7 50,72 0,10242 
4 1 1 -1 1,67 40,18 27,1 46,69 -1,9462 
5 -1 -1 1 1,86 29,82 21,4 50,09 0,39002 
6 1 -1 1 1,77 32,2 24 50,61 -0,4776 
7 -1 1 1 1,88 22,01 19,6 50,36 1,22343 
8 1 1 1 1,66 40,02 25,1 50,42 -1,6067 
9 -1,682 0 0 1,81 33 24,2 29,31 -1,0131 

10 1,682 0 0 1,37 51,59 30,6 50,67 -4,3189 
11 0 -1,682 0 1,85 20,35 20,9 48,75 0,98272 
12 0 1,682 0 1,92 20,53 18,9 52,7 1,65269 
13 0 0 -1,682 1,88 23,85 23 50,19 0,65449 
14 0 0 1,682 1,9 20,16 21,2 50,86 1,23431 
15 0 0 0 1,89 21,72 18,5 50,84 1,44364 
16 0 0 0 1,88 21,21 18,6 50,93 1,42284 
17 0 0 0 1,87 21,55 16,8 50,98 1,59496 
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