UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA - UNIFEI
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MATEMATICA

Camadas de Transicao Estaveis na Equacao
de Allen-Cahn Heterogénea.

Marcos Eusébio Agostini

Orientador: Prof. Dr. Maicon S6nego

Itajuba, 12 de setembro de 2022



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA - UNIFEI
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MATEMATICA

Marcos Eusébio Agostini

Camadas de Transicao Estaveis na Equacao
de Allen-Cahn Heterogénea.

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduagao em
Matematica como parte dos requisitos para obtencao do

Titulo de Mestre em Matemaética

Area de Concentracdo: Anéalise Matemética

Orientador: Prof. Dr. Maicon S6nego

12 de setembro de 2022

Itajuba



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJ UBA - UNIFEI
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM MATEMATICA

MATEMATICA

Camadas de Transicao Estaveis na Equacao
de Allen-Cahn Heterogénea.

Marcos Eusébio Agostini

Dissertagao aprovada por banca examinadora em
26 de Julho de 2022, conferindo ao autor o titulo
de Mestre em Matematica.

Banca Examinadora:
Prof. Dr. Maicon Sonego
Prof. Dr. Joao Biesdorf

Prof. Dr. Jacson Simsen

Itajuba
2022



Marcos Eusébio Agostini
Camadas de Transigao Estdveis na Equacao de Allen-Cahn Heterogénea/ Mar-

cos Eusébio Agostini. — Itajuba, 12 de setembro de 2022-
41 p. : il. (algumas color.) ; 30 cm.

Orientador: Prof. Dr. Maicon So6nego

Dissertagao (Mestrado)
Universidade Federal de Itajubd - UNIFEI
Programa de pés-graduagao em Matematica Matematica, 12 de setembro de 2022.

1. Palavra-chavel. 2. Palavra-chave2. I. Orientador. II. Universidade xxx. III.
Faculdade de xxx. IV. Titulo

CDU 07:181:009.3




Marcos Eusébio Agostini

Camadas de Transicao Estaveis na Equacao de
Allen-Cahn Heterogénea

Dissertagao submetida ao Programa de Pos-
Graduagao em Matematica como parte dos

requisitos para obtencao do Titulo de Mestre
em Matematica

Trabalho aprovado. Itajuba, 26 de Julho de 2022:

Prof. Dr. Maicon Sénego
Orientador

Prof. Dr. Jacson Simsen

Prof. Dr. Joao Biesdorf

Itajuba
12 de setembro de 2022



Agradecimentos

Agradeco a Deus pela presenca constante nessa caminhada e por ter colocado em
meu caminho pessoas especiais. Pessoas estas que me motivaram nos momentos que mais
precisei. Agradeco a minha familia, em especial minha mae Romeire, meu pai Luiz e meu
irmao Lucas, que estiveram presentes nos bons e maus momentos, sempre motivando para
que eu pudesse realizar esse sonho. Agradeco também a UNIFEI por ter me proporcio-
nado a bolsa de estudos, contribuindo assim para minha dedicagao exclusiva ao mestrado.
Agradego ao meu orientador Maicon Sénego por compartilhar experiéncias tao significati-
vas a minha formagao, sempre me incentivando e ajudando superar as dificuldades nesse
caminho. Aos meus amigos, sou muito grato pela motivagdo, paciéncia e empatia nos mo-
mentos que precisei, em especial a Ivana e Cleilson que além de todo incentivo, também
me ajudaram a compreender melhor algumas experiéncias vivenciadas no mestrado. Por

fim, muito obrigado a todos que contribuiram para que meu sonho se tornasse realidade.



'Se as leis da matemdtica referem-se a realidade, elas ndo estao corretas; e, se estiverem
corretas, nao se referem a realidade.”

(Albert Finstein)



Resumo

Esse trabalho estuda a existéncia de solug¢oes estacionédrias para o problema de reacao e

difusado abaixo
U = gy —u(u? — aX(z)), (2,t) € (0,1) x (0,00)

uz(0,t) = ux(1,t) =0, t € (0,00),

onde o é uma funcao de classe C?. Utilizamos a técnica de sub e super-solucoes para garan-
tir a existénicia de solucoes estacionarias estaveis que desenvolvem camadas de transicao

préximas aos pontos nos quais a(z) possui um minimo local.

Palavras-chaves: Sub e Super-solugdao. Camadas de Transicao. Estabilidade.



Abstract

This work studies the existence of steady-state solutions for the reaction-diffusion problem

below
Uy = €2umz - u(u2 - QQ(‘I))? (l’7t) S (07 1) X (07 OO)

uz(0,t) = u,(1,t) =0, t € (0, 00),
where « is a function of class C%. We use the sub and super-solutions technique to guar-
antee the existence of stable steady-state solutions that develop transition layers near to

the points where a(x) has a local minimum.

Key-words: Sub and Super-solution. Transition Layers. Stability.
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1 Introducao

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de reacao e difusao com condi-
¢oes de fronteira de Neumann homogéneas
u = Uy + f(z,u),  (z,t) € (0,1) x RT
uz(0,t) = u,(1,t) =0, teRT

(1.1)

onde f(z,u) = —u(u® — a?) e a é uma funcio de classe C?. O problema acima é um
modelo para diversos fendomenos oriundos da fisica, quimica ou biologia. Alguns exemplos
envolvendo fenomenos de dinamica populacional e reagoes quimicas podem ser vistos em
[1]. O termo de reacio f(z,u) = —u(u? — a?) é uma versao heterogénea da famosa nao-
linearidade presente nos modelos de Allen-Cahn, a saber: f(u) = u — u®. Problemas de
Allen-Cahn sdo amplamente estudados desde sua apresentacao em [2], e aqui deixamos

algumas referéncias sobre o assunto [3]. Veja também as referéncias citadas por estes

trabalhos [4], [5], [6].

Dizemos que u é uma solugao estacionaria de (1.1) se u é uma solugao independente
da variavel temporal t e, grosseiramente falando, dizemos que uma solucao estacionaria u é
estdvel se qualquer solugao v de (1.1) que em t = 0 estd préxima de u, continuard préxima
quando t — oo. O objetivo deste trabalho é, a partir de hipdteses sobre «, conseguir
solugdes estéaveis de (1.1) que desenvolvam camadas de transigdo no intervalo (0, 1). Isto
é, para € > 0 suficientemente pequeno, procuramos solugoes estaveis u, que em uma regiao
de (0,1) se aproxima de —« e no complementar desta regiao se aproxima de « a medida
que € — 0. A regiao na qual ocorre a mudanga de a para —a (ou vice-versa) é a chamada
interface da camada de transi¢io. A Figura 1 ilustra uma solugdo u,. desenvolvendo duas
camadas de transi¢do: em (zg,0) e em (21, 1) vemos u, se aproximando de « e em (xg, 1)
ue se aproxima de —a. Em particular, veja que as transi¢oes ocorrem préximas aos pontos
de minimos locais de a, em xg e x1. Tais pontos representam a interface de transicio entre
os estados o e —a. Todos os detalhes e defini¢oes sobre estes temas podem ser conferidos

no Capitulo 1 desta dissertacgao.

Resultados de existéncia ou nao de solugodes estéaveis sao fundamentais para a
compreensao da dindmica do problema. Solugoes estaveis convergindo para as raizes de

f (quando € — 0) em todo intervalo (0,1) (no nosso caso, « e —a) sdo encontradas
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¥

Figura 1 — Solucao u, desenvolvendo duas camadas de transicao

mais diretamente no Teorema 3.1. Neste trabalho, nos preocupamos principalmente nas
solugoes que mudam de fase em determinado ponto de transicao, o qual, como veremos,

esta diretamente relacionado com os pontos de minimos locais de .

A técnica usada aqui é aquela conhecida por sub e super-solu¢do. Em resumo, para
e suficientemente pequeno, procuramos por uma sub-solugao u.(x) e uma super-solugao
u*(z) de (1.1) veja as definigoes precisas na Defini¢ao 2.2, de modo que assim, usando
determinados resultados conhecidos sobre o assunto, possamos encontrar uma solucao
estavel u(z) tal que u, < wu < u*. Dai, o comportamento de u, e u* quando o parametro
e — 0, ditard o comportamento de u. Um 6timo material sobre a técnica de sub e super-

solucdo pode ser encontrado em [7].

A principal referéncia desta dissertacao é [8] e a dissertacao é dividida da seguinte
maneira: no Capitulo 1 fornecemos as defini¢oes principais necessarias nos capitulos se-
guintes; no Capitulo 2 apresentamos o principal resultado do trabalho, o Teorema 3.2. No
Capitulo 3, demonstramos uma série de resultados necessarios para a prova do teorema

principal, e no Capitulo 4 apresentamos a prova do Teorema 3.2. Finalmente, no Capitulo
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5 discutimos os resultados obtidos e vislumbramos novas possibilidades dentro deste tema.
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2 Preliminares

Nesse capitulo serao apresentadas defini¢oes e alguns resultados preliminares es-
senciais para o desenvolvimento do trabalho. O objetivo principal foi provar a existéncia
de solugoes estacionérias estéveis para (1.1) que desenvolvem camada de transigao interna

quando o parametro € se aproxima de zero.

Iniciamos com a defini¢do de solugao estacionaria estavel. Para tal, serd necessario
apresentar a norma || ||. espago de fungoes L™ e sua norma. Seja S o espago das
fungoes mensurdveis e essencialmente limitadas, isto é, aquelas que sao limitadas exceto
por conjunto de medida zero. Em S identificamos duas fungoes que apenas diferem em um
conjunto de medida zero, e assim obtemos o espaco de fungoes L*°. A norma apropriada

para este espaco é aquela dada pelo supremo essencial, a saber
[ flleo == nf{C = 0;[f(z)| < C q.t.p x}.

Defini¢ao 2.1. Uma solugio u, de (1.1) é chamada solugio estaciondria se satisfizer a

equacao abairo:
Uy + f(z,u) =0, z€(0,1)
uz(0) = u, (1) = 0.

(2.1)

Uma solugdo estaciondria u. serd chamada estdvel, se para cada n > 0 existir 6 > 0 tal
que para cada solugdo v. de (1.1) satisfazendo ||ve(-;0) — uc(-)||p= < 0 ocorrer ||ve(-;t) —

ue(+)||Le < m para todo t > 0.

Iniciamos agora a formulagao da definicao de sub-solucao e super-solucao. Para

isso considere o problema abaixo:

gy +g(z,u) =0 0<z<1
(@) (2.2)

uz(0) = dp, u.(l) =dy

onde g é uma fungao C? e dy, d; sdo constantes. Seja u : [0, 1] — R uma funcio continua

tal que para um nimero finito de pontos ay, as, ..., ay:

(i) w:[0,1] = R é de classe C* em (a1, as) U (ag,az) - U (am_1,an) €
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(i) existem os limites

lim u,(z), lm wu.(x)
ac—mj T—a;

em cada a; (a notagdo x — a; indica que x tende a a; pela direita de a;).

Seja P(ay,aq,...,a,) o conjunto de todas as fungoes u satisfazendo as condigdes

acima.

Definigao 2.2. Seja u* € P(ay,as, ..., a,). Diremos que u* € uma super-solugao de (2.2)

se as sequintes condicoes ocorrem.:
(h.1) para cadai=1,2,...,m

€2U;m+g($,u*) <0 em (al,amtl),

(h.2) para cadai=1,2,....,m

lim w}(x) < lim w}(x);

:z:—)(zzr T—a;

(h.3) u:(0) <dy eul(l)>d.

Neste trabalho, uma fungao u. € P(aq,as,...,a,) é chamada sub-solucao de (2.2)

se u, satisfaz as desigualdades acima com as desigualdades trocadas.

A proposicao abaixo é fundamental para os principais resultados desta dissertacao.
Sua demonstracao pode ser realizada através da combinacao de resultados presentes em
9] e [10]. Em resumo, temos em [8] um resultado que fornece condigdes para a existéncia
de sub e super-solucoes num contexto mais geral, isto é, para funcoes de classe C? em
todo [0, 1] por exemplo. J& em [10] temos um resultado que garante a existéncia de uma
solucao estavel entre as sub e super-solugoes. Apresentaremos um esbogo da prova que,
sob as hipéteses presentes aqui, garantimos que a nossa super-solugao de (2.2) satisfaz
as condigoes presentes em (2.2) e, com uma conta andloga, mostra-se 0 mesmo para as

sub-solugoes.

Proposicao 2.1. Seja u* € P(ay,as,...,a,) uma super-solugio de (2.2) e seja u, €
P(ay,aq,. .., a,) uma sub-solugio de (2.2) tal que u, < u* em (0,1). Entao, existe uma

solugao estavel u para (2.2) tal que u, < u < u*.
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Demonstragio. Como pode ser visto em [10], a condi¢do necessaria para que u* seja uma

super-solugao no sentido presente em [9] é

/01(62u*¢m + g(z, u")¢)dx — 2dyo(0) + €2 d1 (1) < 0,

para toda ¢ € C?(I) satisfazendo ¢,(0) = ¢,(1) = 0 e ¢ > 0. O mesmo ocorre para a

sub-solugao u,, porém com a desigualdade oposta.

Fazendo a integracao por partes na equagao acima, segue que:
1
| (€0 s+ (g, w))oda + Ed10(1) = o (0)

= u' g,

Lot
0 /0 Eutd, — gopdr + €did(1) — do(0)

m a1 1
-y / eyt gude + /0 gédz + Edi (1) — Edo(0)
=07 %

m
-3
1=0

aii1 m Qi1 1
a.+ Eute + Z/ ' ut pdx +/O gpdz + d1 (1) — dog(0)
' i=0 7 %

= —ulg

al 2
g

m—1 aiis m @it1 1
i — > Eulo ' —i—Z/ : ezu;xgbdx—f—/o gpdr+e*dyp(1)—e*dy(0)
=1 a“ i=0 7 @i

Gi+1

aq

= —cuy(ai-1)¢(aim1) + €uz(0)9(0) — *uz(1)e(1) + €*ug(am)d(am) — ng *uz0

m a;i1 1
+3 / ey gy /0 gédz + Edyp(1) — 2do(0)
i=0 " %

= €0(0)(u(0) — do) + €A(1)(dy — uy (1)) + D_ €d(ar) (uz(a)) — uy(a;)

=1

m a; 1
+ Z/ o u’ odr +/ godr < 0.
i=0 7% 0
O

A proposicao acima é uma importante ferramenta para a obtencdao de solugdes
estaveis. Como dito na Introducao, apresentamos aqui a seguinte proposicao que garante

a existéncia de solugoes estaveis se aproximando de a e —a quando € — 0.

Proposigao 2.2. Para € > 0 suficientemente pequeno, existem solugoes estdveis u!l e u?

de (1.1). Além disso, elas satisfazem:

li_r>r(1) ul(z) = —a(x) uniformemente em (0, 1) (2.3)
e
limu?(z) = a(x) uniformemente em (0, 1). (2.4)

e—0
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Demonstragao. Iniciaremos a demonstra¢do supondo inicialmente que —a,(0) < 0 e

—a,(1) > 0.

Seja u*(z) = —a(z) + €279 com 0 < 0, < 2, entdo obtemos
iy, + f(2,u") = (=€) (awe) + [z, —a(z) +&77).
Aqui devemos notar, que para € > 0 suficientemente pequeno e 0 < z < 1, temos
flz, —a(z) + 62791) < —mper ™"

para algum mo > 0. De fato, substituindo u por u* = —a(z) + €% em f(x,u) =

—u(u® — a?), temos que

flr,—a+e%) = —(—a+ M) (—a+e79)2 - (a?)
= (o — &) (a? — 20?70 + 4720 — 2)
902201 1 et | 0n A1 _ (630
902201 | 3et201 _ (630
= (=202 + 3ae? ™0 — 201) 20
< —mper 0,
01

Portanto, podemos notar que para e > 0 suficientemente pequeno tal que 3ae?=% —

€172 < 202 u* satisfaz (h.1), uma vez que

EQUZ:E + f(.T, U*) = _62ax:p + f(x7 -+ 62791) < —6204133 — m062791 < 0.

A condicao (h.2) vem diretamente da regularidade de o.

Além disso, considerando —a,(0) < 0 e —a,(1) > 0, temos que u* também satisfaz
(h.3) de modo que u* se torna uma super-solugao para (1.1).

€2=% . Derivando u*(x)

De fato, u* satisfaz o item (h.3) quando u*(z) = —a(z) +
segue que

uy(z) = —a/(z).
Como estamos considerando a hipdtese —a,(0) < 0 e —a,(1) > 0 entdo concluimos que

u* satisfaz o item (h.3). Portanto, construimos uma super-solucao u* de (2.3).

Se —a,(0) > 0 ou —a,(1) < 0, entdo precisamos de alguma modificagdo de u*
préximo a z = 0 ou z = 1. Iremos explicar nossa ideia para o caso —a,(0) > 0. Consi-

deremos 6, e 03 valores positivos satisfazendo 63 < 0, < 205 e 0y < 0,. Para 0 < z < €%,
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modificamos u* para u*(z) = —a(x) + 27 +e7%(x — %)% Em (0, €”*) podemos mostrar
que:

egu;x + f(.T, U*) S —620%33 + 262_02 - m0€2_01, (25)

onde usamos novamente que:
fla,u) < flo,—a(e) + %) < —mee* ™™, (2.6)

para € > 0 suficientemente pequeno.

Como 601 > 05, o lado direito da desigualdade (2.5) é negativo se € > 0 é sufici-
entemente pequeno. Consequentemente, podemos notar que, para u* = —a(x) + 70 4
e % (z — %)? temos

e, + faut) <0
satisfazendo portanto o item (h.1).
Observemos que u* também satisfaz (h.2) devido a regularidade de u* em [0, 1].
Resta verificar que u* também satisfaz (h.3) em z = 0. Para que u* satisfaga
(h.3) é necessario que u}(0) < 0. Observemos entao que, derivando

w(r) = —a(x) + 70 4 2 (2 — )2

segue que

uk(r) = —a(z) + 2 (2 — €%).

Aplicando no ponto x = 0, obtemos

u’(0) = —a, (0) — 2%,

xT

Um método andlogo pode ser feito caso —a(1) < 0.
Logo, concluimos que u* para o caso —a,(0) > 0 satisfaz o item (h.3).

Similarmente, podemos construir uma sub-solugao satisfazendo u, < u*. Portanto,
concluimos que pela Proposicao 2.1, podemos encontrar solugoes estaveis u! satisfazendo
(2.3). A existéncia de solugoes estéveis u? satisfazendo (2.4) pode ser demonstrada ana-

logamente. O

Apresentaremos a seguir trés propriedades no Lema 2.1 que serao fundamentais

para a construgao de super-solugoes e sub-solugbes, além disso, pelo item (i) e (i7) do
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lema a seguir podemos observar como e com qual velocidade a solucao u se aproxima de

ve—7.

Lema 2.1. (Lema 2.3, p. 6, [8]) Para cada v > 0 existe uma dnica solugio U(z;7y) de

com U(0;v) = 0. Além disso, temos as sequintes propriedades:
L d
(i) d—U(z;”y) > 0 quando z € R;
z

(i) existem constantes positivas Cy e Cy tais que,
U (2;7) — 7| < Cre™* se 2 >0,

\U(z;7) + 7| < C1e9%* se 2 < 0.
2 2

d
(1ii) @U(z;v) >0 paraz<0 e @U(z;y) <0 para z > 0.

Apresentamos aqui os seguintes resultados e defini¢bes que serao usados no decorrer

desse trabalho:

Definicao 2.3. Sejam h uma funcdo real de classe C* e p € Dy, onde Dy, representa o
dominio de h. Dizemos que p é um ponto critico de h se h'(p) =0 e p € ponto de mdzimo
local de h se existir r > 0 tal que

h(x) < h(p)

para todo x em |p — r,p+ r[NDy, e neste caso h"(p) < 0. Por outro lado, dizemos que p

é um ponto de minimo local de h se existir r > 0 tal que
h(x) > h(p)
para todo x em |p — r,p+ r[NDy, e, neste caso, temos h"(p) > 0.

Definig¢ao 2.4. Escrevemos f = O(g) quando x — 0 desde que exista uma constante C

tal que:
|f(@)| < Clg(w)|
para todo x suficientemente pequeno. Escrevemos ainda f = o(g) quando x — 0 se

e
0 g(m)
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3 Apresentacao do Resultado Principal

O objetivo deste capitulo é contextualizar e apresentar o principal resultado deste
trabalho. Muitos autores, por exemplo, [8] e suas referéncias, consideram o problema (1.1)
assumindo f(z,u) = —(u—a(z))(u—>b(x))(u—-c(x)) tal que a,b, c sejam funcoes de classe

N
=1

C? e existe um nimero finito de pontos {z;};_; (0 < 1 < 23 < -+ < xxy < 1) que sdo

raizes de W(z,a(x)) — W(x,c(z)) onde
W(x,u) = /Ou f(z,s)ds
e tais que
(A) (=1)'W(x,a(x)) — W(x,c(x)) >0 para x € (x;,741), comi=0,1,...N,
onde g =0e xny1 = 1.

Por exemplo, o teorema a seguir presente em [8], apresenta condigoes para se obter

informagoes sobre a posicao e direcao das camadas de transi¢ao de uma solugao estavel.

Teorema 3.1. Assuma (A) coma = 0 e c = 1. Para cada 6 > 0 e 0 > 0, existe
um €y > 0 tal que, se 0 < € < €y, entdo existe uma solucao estivel u.(x) de (1.1) tal
quel —o < u(x) <1 em (0,73 —0)U (T2 +0,T3—0)U..., e 0 <u(zx) <o em

(T1 +0,T2 —0) U (T3 +0,T4 — ) U ...

Podemos ver pelo teorema acima que o que decide o local e a dire¢do das camadas
de transicao é o sinal de W (x,1)—W(x,0). Aqui conseguimos informacoes sobre a localiza-
¢ao de camadas de transicao de solugoes de (1.1) quando nao ha diferenga entre W (z, a(x))
e W(z, —a(x)) para x € [0,1]. Uma conta simples mostra que, de fato, este é o caso assu-
mido aqui. Importante observar, ao custo de um pouco mais de contas, podemos chegar em
um resultado andlogo ao nosso assumindo f(z,u) = —(u—a(z))(u—>b(x))(u—c(x)). Neste
caso, para termos W (z, a(z))—W (z, c(z)) = 0 bastaria assumir b(x) = (a(z)+c(x))/2 para
todo z € [0, 1]. Aqui, optamos por fazer apenas o caso particular c¢(x) = —a(x) = a(x) e,

no capitulo final desta dissertagdo comentamos um pouco mais sobre o caso geral.

Apresentamos agora as hipdteses sobre a.

(C.1) al-) € C?[0,1];
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(C.2) a(x) possui um minimo local estrito nao degenerado em um nimero finito de pontos

x1,Z2,...,xx € (0,1), isto é,
o(z;) =0ea"(x;) <0 paratodoi=1,2,...,N. (3.1)
Defina L := {x1, 2, ..., x5}, escolnemos um subconjunto qualquer L de LuU{0, 1},

tal que L é composto por um numero par de elementos. Assim, sendo representado por
M

L= {ah,ah, ... ahy}, seja Q= | J(ah 1, 2h;) e Qo = (0,1) \ Q, onde Q denota o fecho
i=1
de Q. Para § > 0 pequeno, definimos Q2 = {z € Q; : d(x,9; \ 0Q) > 6} (i = 1,2).

Para uma melhor compreensao das defini¢oes acima, apresentaremos um exemplo

que ilustra tais conjuntos.

_ S Y Y S B o
Exemplo 3.1. Suponha L = {x1,x9,x3, x4, x5, 6,27} € L = {a}, x4, x4, x4} tal que x) =

0, ) = x1, x5 = x4 e v = xg. Neste caso, temos

Ql - (07.’1?1) U (ZU4,.T6)

QQ = ($1,£U4) U ([EG, 1)

Além disso,

Q({: (0,I1—6)U(I4+6,(L’6—5)

Qg: ($1+5,1’4—5)U(£L’6+5,1).

O principal teorema deste trabalho é apresentado abaixo.

Teorema 3.2. Assuma (C.1) e (C.2). Sejam Qy e Qs fizados. Para € > 0 suficiente-

mente pequeno, ezxiste uma familia de solugoes estaveis u. de (1.1), tal que:
lo(x) —u <o em Q) e|—alz) —ul| <o em QS
onde o = o(€) e § = 0(€) sao numeros positivos satisfazendo o(¢€),d(e) — 0 quando € — 0.

Observagao 3.1. Seja x; algum ponto em L. Se x; € f}, entdo o Teorema 3.2 implica que
existe solugao de (2.1) que possui camada de transicao prozima a x = x;. Além disso, se x;

¢ ponto de fronteira de um intervalo aberto em €y, entdo u. € mondtona crescente prozimo
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a x = x;. Nesse sentido, o Teorema 3.2 implica que a camada de transicao aparece proxima
de algum ponto de L e que a camada pode tomar qualquer direcdo. Essas informagoes sao
0s principais avangos deste trabalho pois complementam aquelas ja obtidas em [8], cujo

resultado principal pode ser visto no Teorema 3.1 desta dissertacdo.

Observagao 3.2. Fusco e Hale [11] consideraram o problema relacionado, em que o
coeficiente de difusao € nao-homogéneo: uy = (c(x)uy), + f(u), onde f(u) € do tipo nao-

linear biestdavel de modo que os dois minimos locais do potencial

sao iguais, como no nosso caso. Por um método completamente diferente, e usando a
nao-homogeneidade do coeficiente de difusdo, eles mostraram a existéncia de solugoes
com multi-camadas de transicio e uma solucao estavel com inica camada de transicio. A

existéncia de solugoes estaveis com multi-camadas nao foi discutida.
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4 Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados preliminares essenciais para a demonstra-
¢ao do nosso teorema principal, o Teorema 3.2. Inicialmente, para simplificar, assumimos

aqui L = {zo} com o'(xy) =0 e a(zg) > 0.

Lema 4.1. Para € suficientemente pequeno, ¢, € unicamente determinado por (4.6). Além

disso, também satisfaz

(Z) _61—01—02—6(6) < Cl +61—01 < _€1+0'1—0'2+6(6);

onde § é um wvalor positivo tal que §(e) — 0 quando € — 0
(ii) —a/ (¢ + xo) > €U (71 + e amg — €1771)).
Demonstracao. Considere
Fi(z) =U(e Yz — 20) + €™ a(mg — €77) + a(z) — 772

Pelo item (i4i) do Lema 2.1, observamos que:

U(e ' (z — x0) + € 7") é convexo para x < 79 — €',

De fato,

—1 —1 —0o1
_ _ € T € "Iog € o
lp—e ll‘o < —€e'=> — < ——F = < xg—E€ a1+l

e N (z—z0)+e " < 0= €
Notemos que Fi(z) é também convexa em (zg — 2¢' 7, zg — €' 771), pois U” > 0 nesse
intervalo, e o'(z¢) > 0 quando x € (zg — 2" 7, 7y — €' 7).

Além disso, Fi(z) tem no maximo duas raizes em (zo — 2¢'771,xyp — €' 771). Ve-
rifiquemos que de fato essas raizes existem. Seja k algum valor tal que k < g — 07 €

|k| < 201 — 5. Escolhendo zj, = zg — €' 791 — el+to1792+k "o qubstituindo em

Fi(z) =U(e (x — 20) + € 5 afmg — €77)) + a(z) — 77,
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segue que

Fi(zy) =U(e Y (zg— e 7 — T2t ) + €770 a9 — €1791)) + afxy,) — €72

=U(—e % — 1702tk 4 e=o1) (g — €1791)) + a(zy) — €272

= U(—e2 K q(mg — €1791)) + a(y) — €272,

Aplicando o Lema 2.1 observemos que:

Fi(z1) = —a(zg — €77 + afzg — 77 — T2 thy 272 1 (),

Tk

Usando a expansao de Taylor de o no ponto & = x5 — €!77!, podemos notar:

_ [0

f(x) = f(a)+ f'(a)(z — a) + R,(x), onde R,(z) = 5 (r—a)*coma<c<uw
-0 14+01—02+k _ =01 _ d=o1N\/__ 14+o01—02+k O{//(C) 14+01—02+k\2
a(ro—e € J—a(zg—e %) = o' (xg—e 7)) (—¢ )+72' (€ )e.
Portanto
/ 1—01\ 14+01—02+k 2—0o 2 (1+01—02+k)? Oé”(C)
Fi(xy) = —a/(zg — € "7)e T — 2792 4 0(€7) 4 ¢z T 2T Conde 3 = 5
O(€2+201—202+2k) '
Fl(l};) — _a,(x() . 61—0’1)61+0'1—0'2+k . 62—0’2 + O(€2+20—1_202+2k).
Aqui, devemos notar que:
—o/($0 . 61—01)61+01—02+k — a,/($0)€2_02+k + 0(62—02+k))
Portanto, visto que |k| < 201 — 09, podemos deduzir:
Fl(xk) = Oé,/(mo)€2_02+k — 62_02 + 0(62_U2+k).
Seja k > 0 fixado. Uma vez que o' (xg) > 0 é facil ver que
Fl(l'k) < 0, F1(Zlf_k’) >0 (41)

com z_p < xp. Consequentemente, usando o teorema do valor intermedidrio, podemos

encontrar (; tal que F(xg+ (1) =0 e xg+( € (v_g, zx). De (4.1), podemos observar que

dF:
d—l(él +x0) < 0 que significa que 2o+ ¢; é o menor ponto zero de Fy em (zg—2¢' 7 2y —
x

e!=91). Claramente (; satisfaz (i), portanto a prova estd completa.
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Lema 4.2. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno existe um tunico (3 € (—e' =1 0) satisfa-

zendo o(Ga + o) + €772 = U(e™ Qo+ € 7y afwo — €177)).

Demonstracao. Escolhendo
Fy(z) = a(z) + 7 — U(eil(x — o) + € 7Y oz — 61701»,

devemos mostrar que

dF:
Fy(x) <0, Fy(zg+e™)>0¢e d—Q < 0em (zog— €7, 20)
x

para obtermos a conclusdo. Pelo item (ii) do Lema 2.1, observemos que para ¢ > 0

suficientemente pequeno, segue que:

—U(e 7 a(mg — €7)) + afzg — €77) < Cre” @™
_U(E_Crl; CY(.T() — 61_01)) < —a(xo — 610_61_01) + 016—025—"1
U= a(o — €M) = —a(ao + &) + O(e )

Portanto,

Fy(0) = awo)+e2 2 —U(e 7 a(wg—e' ™)) = a(z) +€2 2 —a(zg—e' 7740 (e~ ™).

Pela expansao de Taylor de o em zq, segue que

O//<C]_)
2!

2coma§01§x

a(x) = alxg) + o' (xo)(z — xo) + (x — )

a//(cl)€272al

2!

arg — €77 = a(xg) +

Fy(z0) = a(0) + €77 — a(zy — € 77) + O(e” ™)

1
Fy(xg) = 2772 — 50&”(560)627201 +0(e27%7) < 0,

para € > 0 suficientemente pequeno, pois 207 > 03 e a’(xg) > 0. Portanto, verificamos
que Fy(zg) < 0. Observemos agora, que Fy(zo — €¢'771) > 0. De fato, substituindo x por

To— €7 em

Fy(z) = a(z) + 7 — U(eil(x — o) + € 7 oz — 61701»,
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segue que

FQ([EO — 61_‘71) — OZ(LEO . 61—01) + 62—02 —U(E_I(ZL‘O . 61—01—x0) + 6_01; CY(ZL‘O _ 61—01)) )

=0

Assim, obtemos

Fy(zg — %) = afag — €77 + 2772 > 0 (4.2)
e concluimos que Fy(zg — €' 791) > 0.

Finalmente, pelo item (i) do Lema 2.1 segue que:

d
%FQ(l‘) =a(r) —e U (e N r—mo) +e T alrg—e ) <0, 0<z<m (4.3)

De fato, podemos notar que a desigualdade acima é satisfeita, pois pelo item ()

do Lema 2.1 temos que
U.(e Mz — 20) + € 7 a(zg — 7)) > 0.

Como o/(0) > 0 e a(xg) = 0 temos que o/(z) < 0. Logo, concluimos que a desigualdade

(4.3) é satisfeita. Portanto a prova esta completa. O

Proposigao 4.1. Assuma o/(0) > 0 e o/(1) > 0. Sejam o, e o9 nimeros positivos satis-
fazendo o1 < 1 e 01 < 09 < 201. Para € suficientemente pequeno, existem (3 = (i(€) e

G = Go(€) tais que =271 < < —€'71 < (5 < 0 e a seguinte fungdo

—a(r) + €72, 0<z<z0+(,
() = QU (e Na —xz0) + €7, almg— ), mo+C <z <xo+ G (4.4)
a(z) + 272, o+ G <rzr<l,

¢ uma super-solugdo para
Uy + ula(r) —u)(a(z) +u) =0, 0<z<1 (45)
.5

Na Proposicao 4.1, devemos mencionar que (; e (5 sao escolhidos tal que u* €

Pz + (1,0 + (o) satisfaz (h.1) e (h.2). Mais precisamente (; é determinado por:

¢ = min{¢ € (—xzg, —€}7) :

(4.6)
—a(xg+ Q)+ =U(e ¢+ e 75 afzg — €77))}

e (» é um nimero negativo satisfazendo ¢, € (—€!771,0) e

a(lo+x0) + €2 =Ule o+ €7 alzg — 7). (4.7)
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Demonstragio da Proposi¢ao 4.1. Primeiro, mostraremos que u* satisfaz (h.1) em cada
intervalo, [} ;=0 <2 <204+, Lh=20+G <rx <2+ Gelzg:=x0+ < x <1

Definimos @4 (u)(z) = €*u,, + u(a?(x) — v?). Em I;, podemos verificar que:

(1) (@) = —a"(x) + (~a+ @) (0? — (—a+ )2

= —2a"(2) + (—a + 272 (a? — (a? — 20?702 4 eli7202)))

— _620//(3:) + (_a + 62—0’2)(2a62—02 _ 64—20’2)

— —EQOzll(ZE) o 20[26270'2 + ()4647202 + 20[64720'2 - €6730'2 < 0

= —c2a"(z) — 2a(x)e?7 72 + O(e'7272) < 0.
Observe que, na equacio acima O(e1722) = qe?292 + 2017292 — 67392 3 medida que €

se aproxima de 0. Vejamos que u* satisfaz (h.1) no intervalo Iy = ({1 + o, (o + ).

Sabemos que pelo Lema 2.1, U(z;7) é solucao de

U, +u(y? —u®) = 0. (4.8)
Como
u* = Uz —20) + €7 a(mg — €77)) em I,
observamos que, substituindo u por u* em ®(u)(x) = Uy, + u(a®(r) — u?) quando

x € I, segue que
@y (u)(2) = uy, +u'(a’(z) — (u)?).
Logo, derivando u* no intervalo I5, obtemos

* -1 _
uy, = Uge " = —

*

Agora, substituindo u}, segue que
®y(u”)(2) = €uy, + u'(0¥(z) — (u)?))
Py (u)(2) = Upe + U(e®(z) — U?).
Como U(z;7) é solucao de (4.8), segue que U(e ' (z — xg) + € 7; a(wg — €!791) satisfaz

Uge + u(a?((2g — €77) — u?) = 0.
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Portanto,
Oy (u)(x) = —U(a?(xg— e 7) —u?) +u(a?(x) — u?)
= U(a?(z) — a?(zg — €'71) (4.9)
=U(e (z —x0) + e a(zg — €1791)) {a?(x) — a?(zg — 171) }.

Aqui observemos que

Ule Nz —x) + €7 a(rg—e77) >0 ear) <alzg—e ),

se xg — €17 <z < 2 + (o,

U(eHx—m0) + e a(zg— 7)) <0 ea(r) > alry— ™),

sexg+ G <x<a9— €T

para € > 0 suficientemente pequeno. Portanto, o lado direito de (4.9) é negativo tal que

(h.1) estd verificado em cada I; (i = 1,2, 3).

Agora, vamos mostrar que u* satisfaz (h.1) quando u*(z) = a(x) + €772 no

intervalo I3 = ((; + @, 1) de (4.1). Para isso consideramos novamente ®1(u)(x) = ¢®ug, +

u(a(r)? — u?). Aplicando em u*, obtemos

B)) = () + (a4 0f — (ot ()
=2’ + (a+ ) (a? — a? — 206?772 — (e2792)2)

— €2a// . 20426270'2 . ae?(?*dg) _ 20{62(2702) _ 6(3(270‘2))

= e2a’ — 226> 72 + O(e*272) < 0.

Dessa forma, garantimos que o item (h.1) estd satisfeito. Para verificar que u* satisfaz
o item (h.2) precisamos utilizar o item (i7) do Lema 4.1 e a equagdo (4.3), os quais

relembramos aqui:

—a/(Gr+0) 2 UL G ey — ),

ijQ(x) = o/(z) — U7 (@ — @) + €7 a(zo — € 771)) <O



Capitulo 4. Resultados Preliminares 31

Primeiramente, consideramos o intervalo [0, zo + (] para verificar o item (h.2).

() = lim e (o - g0) el — d))
a0+t =0+ T

= e U (e7'¢ + e alry — €179))

< —a/ (¢ + o)

= lim —d/(z)
T—xo+C1

= lim u}(x).
r—xo+C1 "

m  ui(z) = o/(G+ x0)e UL G + €7 afmg — e171))

lim wp(z) = UG+ e a(zg —€77)) < —a/(G + 20)
Iﬁx0+gl+

lim —d(x) = lim ul.(z).
x—>w0+C1+ r—xo+(1

Analogamente ao resultado anterior, iremos garantir o item (h.2) utilizando o

intervalo [xo + (2, 1].

lim wi(z)= lim o'(z)=d(zo+ ()
x%x0+§2+ $‘>1'O+<2+

Pelo item (i) do lema (4.1), temos que

(g +C) < e U (7' + e a(ng — el ™o1)

= lim e 'U.(e (x — @) + ™ a(zg — €77))
r—=xo+C2 "

= lim wu}(x).
T—xo+C2

Vejamos agora que u* satisfaz o item (h.3) pela hip6tese de o/(0) >0 e /(1) > 0.

Para que u* satisfaca (h.3) precisamos verificar que:

uy(0) < dp e up(l) > d;.
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Pelo problema (4.5), vimos que d; e dy sdo iguais, dessa forma podemos concluir que a
solugdo u* também serd. Logo quando u* torna-se super-solugao de (4.5) ela também ird

satisfazer o item (h.3). O

Proposigao 4.2. Assuma o/(0) < 0 e o/(1) < 0. Sejam o1 e g9 0s mesmos valores da
Proposicio 4.1 e sejam o3 e o4 valores positivos satisfazendo o4 < 03 < 204 € 03 < 03.

Para € > 0 suficientemente pequeno, seque que a sequinte fungdo:

—a(x) + €792 + €793 (1 — €74)?, 0<z<e%™,
—a(r) + €772, €’ <z < (1 + o,
w= Ule (z —20) + e (g —€77), G +wo < <G+,
ofx) + €772, Gtro<z<1—€™,
a(z) + 2792 + 7% (. — 1 + €74)% l—er<z<l1

¢ uma super-solucao de (4.5). Aqui, (1 e (o sGo as mesmas constantes citadas na Propo-

steao 4.1.

Demonstragio. Precisamos verificar (h.1), (h.2) e (h.3) em I, e I5, sendo I, = (0,€7*)
e I5 = (1 — €7*), pois u* é idéntico com u* em (0,1)/I, U I5. Para u* = —a(z) + 2772 +
€73 (x—e74)? de 4.2, certifiquemos que ela satisfaz o item (h.1): Primeiro, vamos encontrar

a derivada de segunda ordem para u*, entao, derivando u* acima em relagao a x, obtemos:

up(e) = —d(z) + 27 (x — e)(1)
upe () = —=a(x) +2(e77 (@) + 2(e™ (e7) (4.10)
ut (r) = —a"(x)+ 2.

Dessa forma, podemos observar que
eut, + f(r,u*) = =2’ (z) + 2677 + f(z,u*).
Da desigualdade (2.6) de 2.2, obtemos a seguinte relagao
— 0y + 26272 + f(z,u") < — 0y, + 262772 —mpe? 72 < 0.

Portanto, segue que o item (h.1) estd satisfeito. Notemos que o item (h.2) também serd

satisfeito, pois como u* é C? préximo ao intervalo z = €7 e v = 1 — €74, logo u* serd
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continua e os limites

lim u,*(z) < lim u,*(z)
ac—)az' Tz—a;

serao iguais. Dessa forma, temos o item (h.2) satisfeito. Por fim, vamos mostrar que u*
satisfaz o item (h.3). Similarmente a demonstracao da Proposigdo 2.2 observemos que:

Escolhendo u*(x) = —a(z) + €792 4+ € 73(z — €7*)? de 4.2 segue que:
ur(0) = —a,(0) — 2¢777 < 0.

T

Logo, temos que ui(0) < dy com dy = 0 é satisfeito em (h.3). Analogamente iremos

verificar que u’(1) > d;. Aplicando a derivada da u* no ponto z = 1, obtemos
wi(z) =o' (x) + 2 (x — 1+ €™)

ui(l) =a'(1) +2¢7((1) — 1 4+ €7)

wi(l) = a/(1) + 2¢777% > 0.

Como 2¢7477 — +00, temos que a u*(1) > dp, satisfazendo assim o item (h.3).

Consideremos agora, da Proposi¢ao 4.2, a seguinte u*:
uw (z) = a(z) + 2 e B (x — 1+ ™)

Derivando a u* acima, temos que uf, (z) = o”(z). Assim pela desigualdade (2.6), apre-

sentada na Proposicao 2.2, segue que
o’ (z) + f(z,u*) <0.

Portanto, temos que a u* acima satisfaz o item (h.1). Como vimos anteriormente, sabemos
que u* = a(z) + €72 + e 7 (x — 1 + ¢74)? é C? proximo a x* = 1 — €7, portanto serd

continua, e assim, os limites

lim w,*(z) < lim wu,”(z)
x—)ai+ T—a;

sdo iguais, satisfazendo assim o item (h.2). Agora veriquemos que para u* acima, o item
(h.3) também serd satisfeito. Derivando u*, obtemos: u*(0) = o/(0) — 2673 4 2204773,

Portanto, como o/(0) < 0 concluimos que
u (z) = a(z) + €2 + e % (x — 1+ €™)?

satisfaz a condicao (h.3). Concluimos entdo, que em I e I5, u* satisfaz os itens (h.1),

(h.2) e (h.3), como queriamos demonstrar. O
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Com uma demonstracao analoga as demonstragoes anteriores pode-se obter a se-

guinte.

Proposicao 4.3. Para um e > 0 suficientemente pequeno, a sequinte u, é uma sub-solucao

de 2.3:
—a(z) — €272 — e 73 (x — €74)? 0<z<e,
—a(z) =7, €’ <z < G+ o,
ue =1\ U(e Lz — o) — €3a(e777%0)), G+ m <2< G+ a0
a(z) — €702, G+xo<ax<1-—e™,
a(r) — €792 — e (x — 1 + €74)2, l—e<zx<l.

Onde 04,03, ...04 G0 0s mesmos valores das Proposicoes 4.1 e 4.2, e (3 e (4 sdo
numeros positivos definidos pelas sequintes relagoes:
—a(ro+ G) + 2 =U(e ' — e 7 a(rg + €77))
G =max{C € (7,1 —xg); alzg + () — 2 =U(e ¢ — e alzg + ¢ 791)) ).
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5 Demonstracao do Teorema Principal

Iniciamos com a prova para o caso L = {2, }. Primeiramente supomos L= {x,,1}.
Das Proposigoes 4.1 e 4.2, podemos mostrar que existe uma super-solugao u* de (1.1) com
as seguintes propriedades:

o(z) <u(z) <alr) +¢, wp<aw<l, (5.1)

—a(zr) <u*(x) < —afx) + ¢, 0<xz<xe— 2677,
para € > 0 suficientemente pequeno e p > 0 tal que 0 < p < min{2 — 09, —03 + 204}.
A verificacao segue abaixo; faremos as contas seguindo a definicdo de u* apresentada
na Proposicao 4.2, uma vez que as contas para u* definida na Proposicao 4.1 sao casos

particulares. Para zo + (» < x < 1 — €, temos u* = a(z) + €272, e entao
a(r) < a(z) + €77 < alx) + €.

Como €772 > 0 e p > 0, tal que p < 2 — 09, podemos observar que a desigualdade acima

é satisfeita.

Para 1 — €4 < 2 <1 temos u* = a(z) + €272 + € 7 (x — 1 + €74)? e segue que

u () =ar)+ e + e % (x — 1+ ¢74)?
< a(x) + €272 4 ¢ 931204

< afx) + €.

Portanto, temos que a desigualdade a(x) < u* < a(x) +€” é satisfeita no intervalo
rg < x < 1. Verifiquemos agora que no intervalo 0 < z < g — 2¢!791 de (5.1), a
desigualdade também é satisfeita. Para u* = —a(x) + €272 nesse intervalo, podemos
notar claramente que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno e p > 0 tal que p < 2 — o9,
temos que as desigualdades —a(r) < —a(z) + €772 ¢ —a(x) + €772 < —a(x) + € s@o
satisfeitas. Para 0 < z < €7 temos u* = —a(z) + €272 + € 73 (z — €74)?, e a desigualdade
ocorre de maneira semelhante com argumento semelhante aquele usado anteriormente (no

intervalo 1 — €7 <z < 1).
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Portanto, concluimos que a desigualdade
—a(z) <u'(z) < —a(z)+€’, 0<z<ap— 2"
é satisfeita. Similarmente, a Proposicao 4.3 nos permite encontrar uma sub-solugao us,
satisfazendo:
a(z) — e < u.(r) < a(z) para o+ 271 <z <1 52)

—a(z) — € < uu(x) < —afx) para 0<z<x.

Uma vez que a Proposicao 2.1 assegura a existéncia de uma solucao estavel u tal

que u, < u < u*, desse modo, mostraremos que u satisfaz:
lu(z) — a(z)| < ¢ para xo+ 271 <z <1
lu(z) + a(z)] < ¢® para 0 <z < xo — 26771,
Considerando u, < u < u* e as desigualdades de (5.1) e (5.2), observe que
alz) — ¢’ <u, <u<u <alr)+ €.
Subtraindo a em todas as partes, obtemos
—e” <uy —ax) <ulz) —a(zr) <u' —ax) < €.

Portanto, temos a relagdo |u(x) — a(z)| < € satisfeita. Verifiquemos agora que |u(x) +
a(x)] < €. Considerando a wu, no intervalo 0 < x < x4 de (5.1) e a u* no intervalo

0 <z <xo— 2677 de (5.2), segue que:
—a(r) — €’ <wu, <u<u* < —ax) + €.
Adicionando «a(z) em todas as partes, obtemos
—€e’ <u,+a(x) <ulx)+alz) <u* + alz) < €.
Logo, concluimos que, de fato, a relagao |u(x) + a(x)| < € de (5.3) estd satisfeita.

Portanto, a prova estd completa para L = {0, 1}, Q1 = (20,1) e Qo = (0,29) .
Para L = {0, zo}, consideremos somente (4.5) com u e o substituidos por v(z) = u(1—z) e
p(x) = a(1 —x) respectivamente. No procedimento acima podemos visualizar a existéncia

de solucoes estaveis v para:

Ve +v(B8%(z) —0v?) =0 € (0,1)
v,(0) = v,(1) =0

(5.4)
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tal que v é mondtona crescente proximo a x = 1 — xy e v satisfaz (5.3) com «a e

substituidos por § e 1 — xy. Portanto, u(z) = v(1 — ) torna-se a solugdo desejada.

Finalmente, estudamos o caso quando L é composto de muitos pontos de minimos
locais. Tome L = {a, ), ..., 255 }. Os argumentos anteriores nos permitem construir
uma super-solugdo u* e uma sub-solu¢do u, adequadas. Por exemplo, em (2}, x}) com
0 < 2} < 24 < 1, uma super-solugio é definida por u*(z) = a(z) + €772 e uma sub-
solugo u, ¢ definida por u,(z) = a(x) — €792 em (2} + 271, 2, — 2¢'791) com oy > 0

e oo > 0. Observemos que se x estd em uma vizinhanca de x = 2/, entdo u* e u, sao

definidas com o uso de dilatacao, translagdo ou reflexdao adequada da solugao U para (2.7)

com U(0;v) = 0. Portanto, a prova estd completa.
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6 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho estudamos um problema de reacao e difusao com nao-linearidade
heterogénea do tipo biestavel f(z,u) = u(a?(x) — u?). Através da técnica conhecida
por sub e super-solucao, obtemos solucoes estaveis desenvolvendo camadas de transicao
interna quando determinado parametro tende a zero. Vimos que tais camadas podem
aparecer proximas aos pontos de minimos locais de a(x) e também conseguimos valiosas

informagoes acerca da direcao da transigao.

Gostariamos aqui de indicar alguns pontos que podem ser abordados a partir da

teoria estudada neste trabalho e que, aparentemente, ainda aparecem em aberto.

e O mesmo problema, mas com coeficiente de difusibilidade nao-constante, digamos
k(x), poderia ser considerado uma vez que tal coeficiente desempenha papel fun-
damental quanto a existéncia e comportamento de solugoes estaveis; aplicar este
método e entender as relagoes entre k(z) e a(x) na procura por solugoes estéveis

desenvolvendo camadas de transicao parece um 6timo tema de pesquisa.

« E bem conhecido que problemas deste tipo quando considerados em uma bola n-
dimensional, apenas possuem solugoes estéveis com simetria radial (desde que as
heterogeneidades do problema também sejam radiais). Dai, na procura por tais
solucdes, o problema se torna unidimensional, de modo que se torna viavel estuda-
lo usando as técnicas abordadas aqui. Situagao similar ocorre para problemas postos

sob superficies de revolucao imersas em R3.

o Uma leitura atenta no texto mostra que as condigoes de fronteira de Neumann nao
parecem determinantes para o resultado principal, dessa forma pode-se considerar
estudar este problema adotando outras condigdes de fronteira, como as condigoes

de Dirichlet ou condig¢oes mistas.

Por fim, é importante destacar que, com um pouco mais de contas, seria possivel
generalizar o resultado aqui apresentado para uma nao-linearidade do tipo f(z,u) =
(u—a(z)(b(z) —u)(u — c(z)) com a(z) < b(z) = M < ¢(z) para todo x € [0,1]. A

presente dissertagao tratou o caso particular ¢(x) = —a(x) = a(z), entdo, vale observar
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que, no caso geral, as camadas de transicdo aparecem préximas aos minimos locais de

c(x) — a(z). Os detalhes para esse caso podem ser conferidos na sec¢ao final de [8].
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