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Resumo

Seja f um homeomor�smo de�nido no toro T2. Sob quais hipóteses f tem proprie-

dades na sua dinâmica que são intrínsecas do toro? Isto é, que não estão presentes em

homeomor�smos de�nidos no plano ou no anel.

Koropecki e Tal em [5] apresentam o conceito de dinâmica estritamente toral no caso

em que f é não-errante (por exemplo, quando f preserva área) e homotópica à identidade.

Nesse cenário, f é dita estritamente toral se a sua dinâmica pode ser decomposta em dois

conjuntos onde um é união de discos periódicos limitados (podendo ser vazio) e outro que

suporta a parte rotacional da dinâmica e, portanto, uma vasta informação sobre a mesma.

Um exemplo de dinâmica estritamente toral é aquela cujo conjunto de rotação, de

acordo com a de�nição dada por Misiurewicz, M., Ziemian, K. em [15], tem interior não-

vazio. Sendo assim a limitação dos discos periódicos, é um resultado chave o qual nos

permite, entre outras coisas, generalizar os conceitos de �ilhas elípticas� e �região caótica�,

dado por Jäger em [24], pois esses tornam-se equivalente à decomposição acima.

Palavras�chave: Dinâmica, Homeomor�smo, Toro, Conjunto de Rotação, Folheação de

Brouwer.
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Abstract

Let f be a homeomorphism de�ned on the torus T2. Under what hypothesis f has

properties in its dynamics that are intrinsic of the torus? That is, they are not present in

homeomorphisms de�ned in the plan or in the annulus.

Koropecki and Tal in [5] exhibit the concept of strictly toral dynamic in the case where

f is nonwandering (for example, when f is area preserving) and homotopic to the identity.

In this scenario, f is said to strictly toral if its dynamics can be decomposed into two sets

where a is the union of limited periodic disks (possibly empty) and another that supports

the �rotational� part of the dynamic and therefore extensive information about the same.

An example of strictly toral dynamics is one whose rotation set, in the sense of Mi-

siurewicz, M., Ziemian, K. in [15], has nonempty interior. Thus the boundedness of these

periodic discs, is a key result which allows us, among other things, to generalize the

concepts of �elliptical islands� and �chaotic region�, given by Jäger in [24], because these

become equivalent to the above decomposition.

Keywords: Dynamics, Homeomorphisms, Torus, Rotation Set, Brouwer Foliations.
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Capítulo 1

Introdução

Um par ordenado da forma (M, f), onde M é um espaço e f é uma aplicação é

dito sistema dinâmico se f : M → M . Quando M é um espaço topológico e f um

homeomor�smo temos um sistema dinâmico topológico (inversível).

Um sistema dinâmico é uma abstração matemática usada para modelar e fornecer

previsões sobre inúmeros fenômenos físicos, econômicos, sociais e outros.

O estudo de sistemas dinâmicos topológicos, provavelmente teve início com Henri

Poincaré, matemático, físico e �lósofo do século XIX, com a publicação do seu �último

teorema geométrico�, atualmente conhecido como Teorema de Poincaré-Birkho�, devido

as contribuições dadas por Birkho� para o caso geral.

Uma pergunta chave em sistemas dinâmicos é sobre a existência de pontos que possuem

algum tipo de recorrência, isto é, a existência de pontos �xos, pontos periódicos, pontos

transitivos, etc. Por exemplo, o Teorema mencionado acima garante, sob certas condições,

a existência de pontos �xos numa coroa circular (anel) cuja a dinâmica nas fronteiras estão

orientadas em direções opostas.

Uma de�nição bastante útil no estudo de sistemas dinâmicos topológicos é o conceito

de número de rotação, que também foi introduzido por Poincaré para o caso de home-

omor�smos do círculo, S1, que preservam orientação. Para esse caso, Poincaré mostrou

que a órbita de qualquer ponto z ∈ S1 tem o mesmo número de rotação.

Desde então, o conceito de número de rotação tem sido amplamente explorado pela
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sociedade matemática e, ao generalizar tal conceito para endomor�smos no círculo de grau

1 e homeomor�smos homotópicos à identidade em superfícies como o toro (ou o anel),

obtemos não somente um número de rotação, mas sim um intervalo ou um conjunto de

rotação.

Embora não tão facilmente como no caso do número de rotação para homeomor�smos

no círculo, o conjunto de rotação nos dá muitas informações sobre a dinâmica em questão,

como por exemplo a existência de pontos periódicos. Nesse sentido, o estudo da geometria

e implicações dinâmicas desse conjunto forma uma importante área de pesquisa e de

grande interesse. Veja, por exemplo, [8], [9], [10], [11], [15] e [16].

Para esse trabalho, iremos utilizar a de�nição de conjunto de rotação dada por M.

Misiurewicz e K. Ziemian em [15], isto é, se F é um levantamento1 de f ∈ Homeo0(T2)

para o R2 então

ρ(F ) =

{
v ∈ R2; v = lim

i→∞

F ni(ẑi)− ẑi
ni

, ẑi ∈ R2, ni
i→∞−→ ∞

}
.

O objetivo é estudar homeomor�smos de�nidos no toro, T2 := R2/Z2, que possuem

propriedades na dinâmica que são próprias do toro, no sentido de que tais propriedades

não estão presentes em homeomor�smos de�nidos no plano ou no anel. Chamaremos tais

homeomor�smos de estritamente toral.

Apresentaremos esse conceito para homeomor�smos do toro que são homotópicos à

identidade2 e não-errantes. Denotaremos o conjunto dos homeomor�smos de�nidos no

toro homotópicos à identidade por Homeo0(T2).

Antes de apresentarmos os resultados, introduziremos, brevemente, alguns conceitos

que são necessários para o entendimento dos mesmos.

Dizemos que um conjunto aberto U ⊂ T2 é inessencial se qualquer curva fechada em

U for homotopicamente trivial, caso contrário U é dito essencial. Um conjunto U ⊂ T2

é totalmente essencial se seu complementar for inessencial, isto é, se o seu complementar

está contido na união de discos topológicos abertos.

1F : R2 → R2 é um levantamento de f para o R2 se π ◦ F = f ◦ π, onde π : R2 → T2 é a aplicação do

recobrimento universal.
2Em superfícies fechadas o conceito de homotopia e isotopia entre aplicações são equivalentes, ver [6].
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Sendo assim, um ponto z ∈ T2 é ponto essencial quando para qualquer vizinhança

U ⊂ T2 de z,
⋃
n∈Z f

n(U) é essencial. Caso contrário dizemos que z é ponto inessencial.

Ess(f) denotará o conjunto de todos pontos essenciais de f e Ine(f) o conjunto dos

pontos inessenciais.

A de�nição do conjunto dos pontos inessenciais não implica que Ine(f) é de fato

inessencial. Por exemplo, na aplicação identidade, f := Id, temos que Ine(f) = T2, pois

dado z ∈ T2 e ε > 0 su�cientemente pequeno, então
⋃
n∈Z f

n(Bε(z)) = Bε(z) é inessencial.

Uma das consequências de uma dinâmica estritamente toral é que Ine(f) é união

disjunta de discos periódicos e, além disso, os discos são limitados. Dado U ⊂ T2 aberto

e conexo, D(U) denotará o diâmetro de U no levantamento, isto é, D(U) := diam(Û)

independente da escolha de Û ∈ π−1(U). E, dizemos que U é limitado quando D(U) <∞.

Uma aplicação f é anelar se existem um levantamento F de f ∈ Homeo0(T2) para o

R2, M > 0 e v ∈ Z2
∗ tal que

|Pv⊥(F n(z)− z)| ≤M, ∀z ∈ R2 e n ∈ N.

Em certo sentido, essa de�nição implica que a dinâmica de f pode ser mergulhada

numa dinâmica do anel. Sendo assim para uma dinâmica f ser estritamente toral nenhuma

iterada de f deve ser anelar.

E quando f ∈ Homeo0(T2) não-errante é não-anelar? Isto é, quando a dinâmica é

ilimitada em todas as direções o que mais podemos dizer?

Em [2] há um exemplo de dinâmica ilimitada em todas as direções, portanto não-anelar,

mas tem um conjunto de rotação trivial (0, 0) e, além disso, tem-se Fix(f) é totalmente

essencial. Assim tal dinâmica não deve ser estritamente toral, pois após remover os pontos

�xos o que resta é uma dinâmica que ocorre no plano.

Então, para que uma dinâmica seja estritamente toral, se torna coerente exigirmos

também que para todo k ∈ Z não tenhamos Fix(fk) totalmente essencial e fk irrotacional.

Diante disso obtemos o seguinte Teorema, que será demonstrado no Capítulo 3.

Teorema A. Se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante, então vale uma das a�rmações:

(1A) Existe k ∈ N tal que Fix(fk) é totalmente essencial e fk é irrotacional;
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(2A) Existe k ∈ N tal que fk é anelar;

(3A) Ess(f) é não vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) é união de uma família

U de discos abertos periódicos dois a dois disjuntos tal que para cada U ∈ U , D(U)

é limitado por uma constante que depende somente do período de U .

Assim, o Teorema A caracteriza dinâmicas estritamente toral, que ocorre quando os

itens (1A) e (2A) não são satisfeitos. Em suma, se f ∈ Homeo0(T2) não-errante é estri-

tamente toral então sua dinâmica é decomposta em dois conjuntos: Ess(f) que carrega

a parte rotacional da dinâmica e Ine(f) que é união de discos topológicos periódicos

limitados, podendo ser vazio.

O próximo resultado, que será demonstrado no capítulo 5, é essencial para a demons-

tração do Teorema A, pois é ele que garante que se fk é não-anelar e não vale que Fix(fk)

é totalmente essencial e fk é irrotacional para todo k ∈ N então a dinâmica é estritamente

toral. A limitação dos discos segue diretamente desse Teorema.

Teorema B. Se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante e não-anelar então vale uma e somente

uma das a�rmações:

(1B) Existe M > 0 real tal que para cada disco topológico aberto f -invariante U ⊂ T2,

D(U) < M ;

(2B) Fix(f) é totalmente essencial e f é irrotacional.

A seguir enunciaremos resultados obtidos para uma dinâmica estritamente toral.

É possível caracterizar uma dinâmica transitiva no caso estritamente toral, dado pelo

seguinte resultado que será demonstrado no capítulo 3,

Corolário (3.4). Seja f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral. Então f é

transitiva se e, somente se, não houver discos topológicos periódicos limitados.

Outro resultado é re�etido sobre o conjunto Ess(f), no sentido de que tal conjunto

carrega a parte rotacional da dinâmica. M. Misiurewicz, K. Ziemian ([15] e [16]) mostram

que se v é ponto extremal ou ponto interior do conjunto de rotação então v é realizado
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por uma medida ergódica. Se v é um vetor racional do conjunto de rotação então Franks

([8]�[10]) e M. Misiurewicz, K. Ziemian ([15]) mostram que v é realizado por um ponto

periódico.

Nesse sentido o próximo resultado, que será demonstrado no capítulo 3, garante que se

a dinâmica é estritamente toral e v ∈ ρ(F )∩Q2 então v também é realizado por um ponto

do Ess(f). Além disso, se v /∈ Q2 então a medida ergódica associada à v é suportada no

Ess(f).

Teorema (3.1). Sejam f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral e F um levan-

tamento de f para o R2. Então,

1. se µ ∈ Me associada com ρµ(F ) /∈ Q2 então µ é suportado em Ess(f), isto é,

supp(µ) ⊂ Ess(f);

2. qualquer vetor racional de ρ(F ) que é realizado por algum ponto periódico é também

realizado por um ponto do Ess(f).

O próximo resultado garante que sendo f estritamente toral é possível, sob algumas

hipóteses, garantir que se z ∈ Ess(f) então para toda vizinhanda U ⊂ T2 de z existe

n ∈ N tal que fn(U) ∪ U é essencial.

Teorema (3.2). Sejam f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral e D um domí-

nio fundamental. Suponha que diam(F n(D))
n→∞−→ ∞. Então para toda vizinhança U de

z ∈ Ess(f) tem-se que fn(U) ∪ U é essencial para algum n ∈ N.

Um exemplo de dinâmica estritamente toral é a que apresenta conjunto de rotação

com interior não-vazio. Vários trabalhos mostram que uma dinâmica que tem o conjunto

de rotação com interior não-vazio implica em diversas informações sobre a dinâmica, por

exemplo, abundância de órbitas periódicas (ver [8]), medidas ergódicas com todos os tipos

de vetor de rotação (ver [16]) e entropia positiva (ver [11]).

Tobias Jäger mostra em [24] que se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante e o conjunto de

rotação tem interior, então a dinâmica pode ser decomposta em dois conjuntos, a saber:
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C(f) a região caótica (rotacional)3 e E(f) as ilhas elípticas.

De acordo com a de�nição dada em [24], se z ∈ C(f) então para toda vizinhança U

de z, int(Conv(ρU(F ))) 6= ∅ e todo ponto pertencente à E(f) pertence à algum disco

topológico aberto U tal que ρU(F ) é um único vetor racional. Além disso, C(f) apresenta

dependência sensível nas condições iniciais.

O próximo Teorema, que será demonstrado no capítulo 4, mostra a equivalência do

conceito de região caótica (rotacional) e a região das ilhas elípticas com o conceito de

dinâmica estritamente toral, para os casos que o conjunto de rotação tem interior não-

vazio. Dessa forma, generaliza-se o resultado obtido por Jäger uma vez que o Teorema A

garante a limitação dos discos periódicos.

Teorema (4.3). Sejam f ∈ Homeo0(T2) não-errante, F um levantamento de f para o

R2 e ρ(F ) com interior não-vazio. Então

1. Para todo z ∈ Ess(f) e para toda vizinhança U ⊂ T2 de z, Conv(ρ(F,U)) = ρ(F );

2. C(f) = Ess(f) e E(f) = Ine(f);

3. Ess(f) é externamente sensível nas condições iniciais.

3Pois podemos ter também dinâmica interessante (caótica) no interior das ilhas elípticas, mas no

sentido rotacional a dinâmica é trivial.



Capítulo 2

De�nições e Resultados Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar alguns resultados da Teoria Ergódica necessários

para o desenvolvimento desse trabalho e, para sermos mais precisos não demonstraremos

os teoremas e as proposições uma vez que podem ser facilmente encontrados em diversos

livros como [17], [20].

Em seguida, introduziremos a notação básica usada ao longo do trabalho, as de�nições

e os resultados preliminares.

2.1 Fundamentos da Teoria Ergódica

Um espaço métrico é um par (M,d) ondeM é um conjunto e d é uma métrica de�nida

em M .

Seja M(M) = (M,B, µ) o espaço de medida de probabilidade de Borel, ou seja,

µ : M → [0, 1] é medida de probabilidade de�nida em M e, B é a menor σ-álgebra que

contém todos os subconjuntos abertos de M . Nesse caso, temos que uma aplicação f

contínua é mensurável, pois dado A ⊂M aberto (portanto, mensurável), f−1(A) é aberto

(portanto, mensurável). Logo f é mensurável.

Dizemos que uma medida µ é invariante por uma aplicação mensurável f : M → M

se para cada E ∈M mensurável temos que µ(E) = µ(f−1(E)).

De�nimos a topologia fraca∗ em M(M) como a menor topologia na qual qualquer

7
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aplicação µ →
∫
f dµ é contínua sempre que f o for. Dado µ ∈ M(M), um conjunto

�nito Φ = {φ1, . . . , φN} de funções contínuas limitadas φi : M → R e ε > 0, de�nimos

V (µ,Φ, ε) =

{
ν ∈M(M) : |

∫
φi dν −

∫
φi dµ| < ε para todo i

}
.

E sendo M um espaço métrico compacto, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. O espaçoM(M) é compacto na topologia fraca∗.

O próximo teorema, garante a existência de medidas invariantes.

Teorema 2.2. Seja f : M → M uma transformação contínua num espaço métrico com-

pacto M . Então existe pelo menos uma medida de probabilidade de�nida em M que é

invariante por f .

A ideia da prova do Teorema 2.2 é bem simples. De fato, considere f : M → M uma

aplicação contínua, ν uma medida de probabilidade qualquer em M e forme a sequência

de probabilidades

µn =
1

n

n−1∑
i=0

ν(f−1(E)) para qualquer mensurável E ⊂M. (2.1)

Pelo Teorema 2.1 esta sequência admite algum ponto de acumulação, ou seja, passando

à uma subsequência se necessário, existe µ ∈M(M) tal que

1

n

n−1∑
i=0

ν(f−1(E))→ µ.

Assim, resta veri�car que µ é uma medida de probabilidade invariante por f . Que é o

resultado do seguinte Lema,

Lema 2.1. Todo ponto de acumulação de uma sequência (µn)n∈N2 tal como de�nida em

(2.1) é uma medida de probabilidade invariante por f .

Se µ ∈M(M) é invariante pela aplicação f : M →M , de�nimos o suporte da medida

µ por

supp(µ) = {z ∈M : cada vizinhança U ⊂M de z satisfaz µ(U) > 0} . (2.2)
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Dada uma aplicação mensurável f , uma medida µ é dita ergódica para f se, para todo

conjunto f -invariante E ⊂M temos

µ(E) = 0 ou µ(E) = 1.

Existe diversas formas de de�nir a ergodicidade de uma aplicação f : M → M com

respeito à uma medida de probabilidade invariante. Uma delas está proposta no próximo

Teorema, conhecido como Teorema Ergódico de Birkho�,

Teorema 2.3. Seja µ uma probabilidade invariante por uma transformação mensurável

f : M →M . As seguintes condições são equivalentes:

1. f é ergódica relativamente a µ;

2. Para toda função integrável ϕ : M → R o limite

ϕ̃(z) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ϕ(f i(z))

existe em µ-quase todo ponto z ∈M . E tem-se

ϕ̃(z) =

∫
ϕ dµ

para µ-quase todo ponto z ∈M .

Denote porM(f) ⊂ M(M) o espaço das medidas de probabilidades invariantes por

uma transformação contínua f : M → M , onde M é espaço métrico compacto. E, por

Me(f) ⊂M(f) o subespaço das probabilidades ergódicas.

Proposição 2.1. M(f) é compacto e convexo, isto é, se µ1 e µ2 são medidas de proba-

bilidades invariantes por f então µ = (1− t)µ1 + tµ2 também é probabilidade invariante,

para todo t ∈ [0, 1].

Teorema 2.4. Uma probabilidade invariante µ é ergódica para f se e, somente se, não

é possível escrevê-la na forma µ = (1 − t)µ1 + tµ2 com t ∈ (0, 1) e µ1, µ2 probabilidades

invariantes distintas. Em palavras, µ é ergódica se e, somente se, é ponto extremal de

M(f).
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Dizemos que um ponto x ∈ M é recorrente para uma aplicação f : M → M se existe

uma sequência ni →∞ em N tal que fni(x) ∈ U 6= ∅, onde U é uma vizinhança arbitrária

de x.

Teorema 2.5 (Recorrência de Poincaré). Sejam f : M → M uma aplicação mensurável

e µ uma medida �nita invariante por f . Seja E ⊂M qualquer conjunto mensurável com

µ(E) > 0. Então, para µ-quase todo ponto x ∈ E existem in�nitos valores de n para os

quais fn(x) ∈ E.

De�nição 2.1. Seja f : M →M um homeomor�smo. Dizemos que U ⊂M é não-errante

se existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ U 6= ∅, caso contrário U é errante. Um ponto z ∈ M

é não-errante se toda vizinhança de z é não errante, caso contrário o ponto é errante.

Finalmente, dizemos que f é não-errante se todo ponto z ∈M é não-errante.

É fácil ver que se U é aberto e contém um ponto não-errante então U é recorrente.

De fato, sendo z ∈ U ponto não-errante, temos que qualquer vizinhança de z é não-

errante. Daí como U é uma vizinhança de z, seja
{
B 1

r
(z)
}
r≥1

, sequência encaixante de

bolas centradas em x e de raio r−1. Note que a partir de algum r0, B 1
r0

(z) ⊂ U e, como

para todo r > r0 existe nr ∈ N tal que fnr(B 1
r
(z))∩B 1

r
(z) 6= ∅, segue que existem in�nitos

l ∈ N tal que f l(U) ∩ U 6= ∅.

Logo, sendo f um homeomor�smo não-errante todo aberto é recorrente.

Além disso, se M é um espaço métrico compacto e f : M →M é um homeomor�smo

que preserva a medida de Lebesgue, então f é não-errante.

De�nição 2.2. Seja f : M → M um homeomor�smo num espaço métrico. Dizemos

que o homeomor�smo f é transitivo se existe algum x ∈ M tal que a órbita de x,

{fn(x) : n ∈ Z}, é densa em M .

O próximo lema, é uma caracterização útil de transitividade para o caso em que M é

um espaço métrico completo, para mais detalhes ver Lema 4.3.4 em [17].

Lema 2.2. Suponha M um espaço métrico completo com base enumerável de abertos.

Então f : M → M é transitiva se e, somente se, para todo par de abertos U e V existe

k ≥ 1 tal que f−k(U) ∩ V 6= ∅.
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2.2 Notação Básica

Considere no R2 a seguinte relação de equivalência: dados z1 = (x1, y1) ∈ R2 e z2 =

(x2, y2) ∈ R2 então

z1 ∼ z2 ⇐⇒ z1 − z2 ∈ Z2.

De�na [ẑ] = {ẑ0 ∈ R2; ẑ ∼ ẑ0} como a classe de equivalência de qualquer ẑ ∈ R2

e, R2/Z2 o espaço dessas classes de equivalência. Esse espaço é chamado de toro bi-

dimensional plano ou, simplesmente, toro e denotado por T2 = R2/Z2. Note que assim

de�nido T2 é um espaço métrico compacto e, portanto, completo.

A aplicação de recobrimento universal do toro, de�nida por

π : R2 −→ T2

ẑ 7−→ π(ẑ) = [ẑ] = (e2πix̂, e2πiŷ)

é contínua e sobrejetora mas não é injetora, uma vez que a função ẑ 7→ e2πiẑ é bi-periódica

de período 1. Isso implica que dado ẑ ∈ R2

π (ẑ) = π (ẑ + (p, q))

para qualquer (p, q) ∈ Z2. Assim de�nida π é um homeomor�smo local, isto é, cada

ponto ẑ ∈ R2 tem uma vizinhança que é aplicada homeomor�camente por π sobre um

subconjunto aberto do T2. Sendo assim, para simpli�car a notação, a partir de agora

z ∈ T2 representará [z] ⊂ R2.

Sejam f : T2 → T2 e F : R2 → R2 homeomor�smos e, portanto, mensuráveis. Dizemos

que F é um levantamento de f para o R2 se

π ◦ F = f ◦ π.

Isto é, o diagrama abaixo comuta

R2 F−→ R2

π ↓ ↓ π

T2 f−→ T2
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Se f é homotópico à identidade então F comuta com as translações inteiras, isto é,

tomando arbitrariamente, v ∈ Z2 e de�nindo

Tv : R2 −→ R2

ẑ 7−→ Tv (ẑ) = ẑ + v

segue que

F ◦ Tv = Tv ◦ F ⇐⇒ F (ẑ + v) = F (ẑ) + v, ∀ẑ ∈ R2 (2.3)

Denotaremos por Homeo0(T2) o conjunto dos homeomor�smos de�nidos no toro que

são homotópicos à identidade.

Observação 2.1. Sejam f ∈ Homeo0(T2) e F1, F2 dois levantamentos de f para o R2

então a aplicação F1 − F2 é constante, isto é, para qualquer ẑ ∈ R2,

F1(ẑ)− F2(ẑ) = v, tal que v ∈ Z2.

Com efeito, basta observar que existem v1, v2 ∈ Z, tais que dado qualquer ẑ ∈ R2

temos

Fi(ẑ + vi) = Fi(ẑ) + vi, i ∈ {1, 2} .

Logo

π(Fi(ẑ + vi)) = π(Fi(ẑ) + vi) = π(Fi(ẑ)), i ∈ {1, 2} .

Mas π(F1(ẑ)) = f(π(ẑ)) = π(F2(ẑ)) implica que

π(F1(ẑ)) = π(F2(ẑ))⇔ π(F1(ẑ) + v1) = π(F2(ẑ) + v2).

E, consequentemente F1(ẑ)− F2(ẑ) = v2 − v1 = v ∈ Z2.

Observação 2.2. Seja f ∈ Homeo0(T2) e de�na a função deslocamento

φ : T2 −→ R2

z 7−→ φ(z) = F (ẑ)− ẑ,

onde ẑ ∈ π−1(z) qualquer, e F é um levantamento de f para o R2. Então, φ é uniforme-

mente limitada.



13

De fato, seja φ := (φ1, φ2), tal que dados v ∈ Z2 e z ∈ T2, temos que para qualquer

ẑ ∈ π−1(z)

F (ẑ)− ẑ = (φ1(ẑ), φ2(ẑ)) (2.4)

F (ẑ + v)− (ẑ + v) = (φ1(ẑ + v), φ2(ẑ + v)) (2.5)

Subtraindo (2.4) de (2.5) vem

F (ẑ + v)− F (ẑ)− v = (φ1(ẑ + v)− φ1(ẑ), φ2(ẑ + v)− φ2(ẑ)) (2.6)

Como f ∈ Homeo0(T2) segue imediatamente de (2.3) que o lado esquerdo da equação

(2.6) é igual à (0, 0), logo

φ1(ẑ + v) = φ1(ẑ) e φ2(ẑ + v) = φ2(ẑ)

o que implica que F − Id =: φ é Z2-periódica e, portanto, uniformemente limitada.

Assim de�nida a função φ mede o deslocamento de qualquer ponto z ∈ T2 no recobri-

mento R2.

2.3 Conjunto de Rotação

Sejam f ∈ Homeo0(T2) e F um levantamento de f para o R2.

De�nição 2.3. De�nimos o conjunto de rotação do ponto z ∈ T2 como sendo o conjunto

ρ(F, z) dos pontos de acumulação da sequência{
F n(ẑ)− ẑ

n
, n ≥ 1, ẑ ∈ π−1(z)

}
.

E o conjunto de rotação pontual de F de�nimos por,

ρp(F ) =
⋃
z∈T2

ρ(F, z).

O conjunto de rotação pontual de F é o modo natural de generalizar a de�nição de nú-

mero de rotação do círculo ([15]). Porém tal generalização não preserva boas propriedades,

por exemplo, a conexidade.

Há, no entanto, a de�nição de conjunto de rotação, dada em [15], de modo que pro-

priedades importantes são preservadas., como segue,



14

De�nição 2.4. De�nimos o conjunto de rotação de F por

ρ(F ) =

{
v ∈ R2; v = lim

i→∞

F ni(ẑi)− ẑi
ni

, ẑi ∈ R2, ni
i→∞−→ ∞

}
.

Segue imediatamente das De�nições 2.3 e 2.4 que ρp(F ) ⊆ ρ(F ).

A partir da De�nição 2.4 podemos restringir o conjunto de rotação do toro à um

conjunto local de rotação de um dado conjunto aberto U ⊆ T2 por

ρU(F ) =

{
v ∈ R2; v = lim

i→∞

F ni(ẑi)− ẑi
ni

, ẑi ∈ π−1(U), ni
i→∞→ ∞

}
. (2.7)

Em particular, ρ(F ) = ρT2(F ).

Outra forma de de�nir o conjunto de rotação é por medidas invariantes. Nesse con-

texto, a ideia fundamental é que o vetor de rotação mede o deslocamento médio do centro

de massa de f por uma medida.

Sejam f ∈ Homeo0(T2), F um levantamento de f para o R2 e φ : T2 → R2 como na

Observação 2.2.

Seja f : T2 → T2 e denote porM(T2) o espaço das medidas borelianas de probabili-

dade de�nidas em T2 e sejam

M(f) =
{
µ ∈M(T2); µ é medida f -invariante

}
e

Me(f) = {µ ∈M(f); µ é medida f -ergódica} ⊂ M(f).

De�nição 2.5. Dado µ ∈M(f), de�nimos o conjunto de rotação de µ por

ρµ(F ) =

∫
T2

φ dµ.

Note que ρµ(F ) é um vetor, pois φ é uniformemente limitada em T2 e esse vetor é o

deslocamento médio do centro de massa de f .

Uma vez que µ(T2) = 1,
∫
T2

ẑ dµ é o vetor do centro de massa inicial e
∫
T2

F (ẑ) dµ é

o vetor do centro de massa �nal, temos que

1

µ(T2)

(∫
T2

F (ẑ) dµ−
∫
T2

ẑ dµ

)
=

∫
T2

(F (ẑ)− ẑ) dµ =

∫
T2

φ dµ = ρµ(F )

A proposição seguinte reúne algumas consequências que resultam da De�nição 2.4.
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Proposição 2.2. Sejam f ∈ Homeo0(T2) e F um levantamento de f para o R2, valem:

(1) ρ(F ) é compacto;

(2) ρ(F ) é convexo;

(3) ρ(F n(ẑ) + v) = nρ(F ) + v, para qualquer n ∈ Z e v ∈ Z2.

Demonstração. (1) A De�nição 2.4 é equivalente à

ρ(F ) =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Kk(F ),

onde Kk(F ) =

{
F k(ẑ)− ẑ

k
: ẑ ∈ R2

}
.

De fato, seja v ∈ ρ(F ), isto é, que v ∈
⋃
k≥nKk(F ) para todo n maior ou igual à 1.

Fixemos n ≥ 1, como v ∈ ρ(F ) então dado ε > 0 existe mn ≥ n e ẑn ∈ R2 tal que

‖v−vn‖ < ε, onde vn = Fmn (ẑn)−ẑn
mn

. Mas, pela de�nição de Kk(F ) temos que vn ∈ Kmn(F )

logo vn ∈
⋃
k≥nKk(F ). Portanto, v ∈

⋃
k≥nKk(F ).

Para provar a outra inclusão, seja v ∈
⋂
n≥1

⋃
k≥nKk(F ). Então para todo n ≥ 1,

v ∈
⋃
k≥nKk(F ) e como consequência existe vn ∈

⋃
k≥nKk(F ) tal que ‖v − vn‖ < 1

n
.

Como vn ∈
⋃
k≥nKk(F ), existem xn ∈ R2 e mn ≥ n tais que vn = Fmn (ẑn)−ẑn

mn
. Mas

vn
n→∞→ v. Logo, v ∈ ρ(F ).

Como F − Id é Z2-periódica temos que Kk(F ) =
{
Fk(ẑ)−ẑ

k
; ẑ ∈ [0, 1]2

}
. Logo Kk(F )

é compacto e, portanto, ρ(F ) é compacto.

(2) e (3) Ver [15].

Os próximos resultados são devidos à De�nição 2.5.

Proposição 2.3. Sejam f ∈ Homeo0(T2) e F um levantamento de f para o R2, valem:

(1) se µ ∈ Me(f) é tal que ρµ(F ) = w ∈ R2, então para µ-quase todo ponto z ∈ T2 e

qualquer ẑ ∈ π−1(z),

lim
n→∞

F n(ẑ)− ẑ
n

= w;

(2) Se w ∈ ρ(F ) é um ponto extremal (no sentido de conjunto convexo) então existe

µ ∈Me(f); ρµ(F ) = w.
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Demonstração. (1) Seja µ ∈Me(f) de modo que ρµ(F ) = v ∈ R2 e φ a aplicação de�nida

na Observação 2.2, isto é, φ(z) = F (ẑ)− ẑ para todo z ∈ T2 e ẑ ∈ π−1(z).

Do Teorema Ergódico de Birkho� (ver Teorema 2.3) segue que

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

φ(fk(z)) =

∫
T2

φ dµ = v, µ− q.t.p, (2.8)

Como π(ẑ) = z e π ◦ F = f ◦ π temos

1

n

n−1∑
k=0

φ(fk(z)) =
1

n

n−1∑
k=0

φ(fk(π(ẑ))) =
1

n

n−1∑
k=0

φ(π(F k(ẑ)))

Do fato de que φ(z) = φ(π(ẑ)) = F (ẑ)− ẑ segue que o lado direito da equação anterior

é igual à
1

n

n−1∑
k=0

F (F k(ẑ))− F k(ẑ) =
F n(ẑ)− ẑ

n
. (2.9)

Daí segue de (2.8) e (2.9) que

lim
n→∞

F n(ẑ)− ẑ
n

=

∫
T2

φ dµ = w, µ− q.t.p.

(2) De�na o conjunto

ρmes(F ) =

{∫
T2

φ dµ; µ ∈M(f)

}
.

Como ρ(F ) é convexo, pelo item (2) da Proposição 2.2, devemos mostrar que ρmes(F )

é convexo. De fato, sejam r1, r2 ∈ ρmes(F ) e µ1, µ2 ∈M(f); ρµi(F ) = ri, tal que i = 1, 2.

Da Proposição 2.1 segue que o conjuntoM(f) é convexo e então para todo t ∈ [0, 1]

segue que µ := tµ1 + (1− t)µ2 ∈M(f). Mas

tr1 + (1− t)r2 = t

∫
φ dµ1 + (1− t)

∫
φ dµ2 =

=

∫
φ d(tµ1 + (1− t)µ2) = ρµ(F ), ∀t ∈ [0, 1].

Logo, tr1 + (1− t)r2 ∈ ρmes(F ), para todo t ∈ [0, 1]. Portanto ρmes(F ) é convexo.

• ρ(F ) ⊆ ρmes(F )

Seja v ∈ ρ(F ), então existem sequências (ẑi)i≥1 ∈ R2 e (ni)i≥1 ⊂ N tal que

lim
i→∞

F ni(ẑi)− ẑi
ni

= v.
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De�na a sequência de medidas de probabilidade (µi)i≥1 tal que

µi :=
δẑi + δF (ẑi) + . . .+ δFni−1(ẑi)

ni
.

ComoM(f) é compacto na topologia fraca∗ (ver Proposição 2.1), (µi)i≥1 tem algum

ponto de acumulação µ ∈ M(f). Passando à uma subsequência se necessário, podemos

assumir que µi
i→∞→ µ. Então

ρµ(F ) =

∫
φ dµ = lim

i→∞

∫
φ dµi = lim

i→∞

∫
(F (ẑ)− ẑ) dµi =

= lim
i→∞

(∫
F (ẑ) dµi −

∫
ẑ dµi

)
= lim

i→∞

F ni(ẑi)− ẑi
ni

= v.

E, portanto, v ∈ ρmes(F ).

• ρ(F ) ⊇ ρmes(F )

Basta mostrar que os pontos extremais de ρmes(F ) estão contidos em ρ(F ). Para tanto

considere o espaço vetorial C(T2) das funções contínuas de T2 em R2 e, considere o espaço

vetorial dual C∗(T2) de C(T2). Pelo Teorema da Representação de Riesz (ver [27], p. 130)

temos que C∗(T2) é isometricamente isomorfo à M∗(T2) = (T2,B, µ) que é o conjunto

das medidas regulares complexas de Borel de�nidas no toro, ou seja, B é a σ-álgebra de

Borel e µ é medida regular complexa de�nida no toro. Sendo assimM(T2)1 ⊂M∗(T2),

Considere a transformação linear

Lf : M(T2) −→ R2

µ 7−→ Lf (µ) =
∫
φ dµ.

Note que além de Lf ser linear, Lf (M(f)) = ρmes(F ).

Seja w um ponto extremal de ρmes(F ). Vamos mostrar que existe z ∈ T2 tal que

ρ(z, F ) = w. Para isso, vamos usar o seguinte resultado de análise convexa (ver [21]):

Se T : E1 → E2 é uma aplicação linear entre dois espaços vetoriais, E1 e E2, e C ⊂ E1

é convexo, então T (C) ⊂ E2 é convexo e ainda, para todo v ∈ T (C) ponto extremal, o

conjunto T−1(v) ⊂ C contém um ponto extremal de C.

Como Lf é linear e os conjuntosM(f) e ρmes(F ) são convexos, temos então que a pré-

imagem do ponto extremal w ∈ ρmes(F ) contém um ponto extremal deM(f) que é uma

1Lembre queM(T2) é o conjunto das medidas borelianas de probabilidade de�nidas no toro.
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medida µ f -ergódica, pois o Teorema 2.4 implica que uma medida de probabilidade f -

invariante é ergódica se e, somente se, é ponto extremal (no sentido de conjunto convexo)

do conjunto M(f). E, segue do Teorema Ergódico de Birkho� (ver Teorema 2.3), que

existe z ∈ T2 tal que

w =

∫
φ dµ = lim

n

1

n

n−1∑
k=0

φ(fk(z)) = lim
n

F n(ẑ)− ẑ
n

= ρ(F, z).

Então, ρ(F ) = ρmes(F )

Para concluir a demonstração, se w ∈ ρ(F ) = ρmes(F ) é um ponto extremal, basta

notar que L−1
f (w) contém uma medida ergódica µ tal que ρµ(F ) = Lf (µ) = w.

De�nição 2.6. Dado f ∈ Homeo0(T2), dizemos que f é pseudo-rotação quando o con-

junto de rotação consiste de um único vetor. E quando esse vetor pertence à Z2, dizemos

que f é irrotacional.

Desse modo f é irrotacional se existe um levantamento F tal que ρ(F ) = {(0, 0)}.

Pois sendo G um levantamento de f para o R2 de modo que ρ(G) = {v} e v ∈ Z∗, segue

da Observação 2.1 que existe um levantamento F de f para o R2 tal que G − F = v ⇔

F = G− v. Isso implica que ρ(F ) = ρ(G− v), donde pela Proposição 2.2 item (3) temos

que ρ(F ) = ρ(G)− v = {(0, 0)} .

De�nição 2.7. Seja F um levantamento de f ∈ Homeo0(T2) para o R2. Se v =

(p1/q, p2/q) é um vetor racional na forma reduzida, isto é, p1, p2, q são inteiros mutu-

amente co-primos e q > 0, então diremos que v é realizado por uma órbita periódica se

existe z ∈ T2 tal que F q(ẑ)− ẑ = (p1, p2) para qualquer ẑ ∈ π−1(z).

Segue da De�nição 2.7 que f q(z) = z e limn→∞
Fn(ẑ)−ẑ

n
= v. Pois, se existe z ∈

T2 tal que para qualquer ẑ ∈ π−1(z), F q(ẑ)− ẑ = (p1, p2), então

F q(ẑ) = ẑ + (p1, p2)⇔

π(F q(ẑ)) = π(ẑ + (p1, p2)) = π(ẑ)⇔

f q(π(ẑ)) = π(ẑ)⇔

f q(z) = z.
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E, ainda, segue de F q(ẑ) = ẑ + (p1, p2) que

F q(F q(ẑ)) = F 2q(ẑ) = F q(ẑ + (p1, p2)) = F q(ẑ) + (p1, p2) = ẑ + 2(p1, p2)

E assim sucessivamente, de modo que

F q(F q(. . . (F q(ẑ))))︸ ︷︷ ︸
n vezes

= F nq(ẑ) = ẑ + n(p1, p2).

Logo,

lim
n→∞

F nq(ẑ)− ẑ
n

= lim
n→∞

ẑ + n(p1, p2)− ẑ
n

= (p1, p2).

Portanto, ρ(F q, z) = {(p1, p2)}, e da Proposição 2.2 item (3) temos que

ρ(F, z) =
1

q
ρ(F q, z) =

1

q
(p1, p2) = v.

2.4 Conjunto Essencial, Inessencial, Preenchido e Limi-

tado

Entenderemos um disco topológico por um conjunto aberto homeomorfo à um disco

do plano e, analogamente, um anel topológico por um conjunto aberto homeomorfo à um

anel do plano.

Um arco em uma superfície S ligando a ∈ S à b ∈ S é uma aplicação contínua

γ : [0, 1]→ S onde os pontos γ(0) := a e γ(1) := b são os pontos extremais de γ. Quando

a = b coincidem, diremos que γ é uma curva fechada (laço). Denotaremos por [γ] o traço

de γ, isto é, γ([0, 1]).

Dado dois arcos α, β : [0, 1]→ S de tal modo que α(1) = β(0), podemos de�nir o arco

denotado por (α ∗ β) que representa a concatenação de α e β, isto é,

(α ∗ β)(t) =

 α(2t), se t ∈ [0, 1/2]

β(2t− 1), se t ∈ (1/2, 1]

De�nição 2.8. Seja U ⊂ T2 um conjunto aberto. Dizemos que U é inessencial se toda

curva fechada em U é homotopicamente trivial em T2, caso contrário U é dito essencial.
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Um conjunto arbitrário E ⊂ T2 é dito inessencial se existe alguma vizinhança de E que é

inessencial, caso contrário E é essencial. Dizemos que E é totalmente essencial se T2\E

é inessencial.

De�nição 2.9. Sejam f ∈ Homeo0(T2) e z ∈ T2, z é dito ponto essencial se para cada

vizinhança U ⊂ T2 de z,
⋃
k∈Z f

k(U) é essencial. Caso contrário, z é ponto inessencial.

Denotaremos o conjunto dos pontos essenciais por Ess(f) e dos pontos inessencias por

Ine(f). Note que T2\Ess(f) = Ine(f).

A�rmação 2.1. Decorre da De�nição 2.9 que

(1) Ine(f) é aberto e, portanto, Ess(f) é fechado;

(2) Ambos são f -invariantes.

Demonstração. (1) Seja z ∈ Ine(f), isto é, existe U ⊂ T2 vizinhança de z tal que⋃
k∈Z f

k(U) é inessencial. Se y ∈ U fosse ponto essencial então
⋃
k∈Z f

k(U) seria es-

sencial, absurdo. Logo U ⊂ Ine(f) e, portanto, Ine(f) é aberto. Como Ess(f) é o

complementar de Ine(f), Ess(f) é fechado.

(2) Ambos são f -invariantes. De fato, como f é homeomor�smo e k ∈ Z segue que,⋃
k∈Z

fk(U) é essencial ⇔
⋃
k∈Z

fk+1(U) é essencial.

Logo

z ∈ Ess(f)⇔ para toda vizinhança U ⊂ T2 de z,⋃
k∈Z

fk+1(U) =
⋃
k∈Z

fk(f(U)) é essencial ⇔ f(z) ∈ Ess(f).

Portanto, Ess(f) é f -invariante.

Do fato anterior segue que

f(T2\Ess(f)) = f(T2)\f(Ess(f)) = T2\Ess(f).

E, portanto Ine(f) é f -invariante.
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E Fill(E)

Figura 2.1: Conjunto Fill(E).

De�nição 2.10. Se E ⊂ T2 é aberto ou fechado, denotaremos por Fill(E) seu preenchi-

mento que é a união de E com todas as componentes conexas inessenciais de T2\E.

De�nição 2.11. Seja A ⊂ T2 um conjunto aberto e conexo. Nessa condição, A é anelar

se Fill(A) é homeomorfo à um anel topológico aberto no R2.

Assim, se A é anelar segue que Fill(A) deve ser necessariamente essencial, pois se

não o for a De�nição 2.11 implica que Fill(A) não pode ser preenchido, contradizendo a

De�nição 2.10.

Proposição 2.4. As próximas propriedades seguem das De�nições anteriores.

(1) Se E ⊂ T2 é um conjunto aberto ou fechado e totalmente essencial, então exatamente

uma componente conexa de E é essencial e, de fato, é totalmente essencial.

(2) Fill(E) é inessencial se E o for, totalmente essencial se E o for e nenhum dos dois

se E não for.

(3) Um conjunto aberto U ⊂ T2 tem uma componente anelar se e, somente se, U não

é inessencial e nem totalmente essencial.

(4) Se um conjunto aberto ou fechado E ⊂ T2 é invariante por um homeomor�smo

f : T2 → T2 então Fill(E) também é f -invariante.

(5) Seja U ⊂ T2 aberto e conexo e tome Û , componente conexa de π−1(U). Então,

(5a) U é inessencial se e, somente se, Û ∩ (Û + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗;

(5b) U é totalmente essencial se e, somente se, Û = Û + v para todo v ∈ Z2;
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(5c) U é anelar se e, somente se, existe v ∈ Z2
∗ tal que Û = Û + v e Û ∩ (Û + kv⊥)

para todo k 6= 0.

Dado um conjunto conexo por caminhos E ⊂ T2 e Ê ⊂ R2 uma componente conexa

de π−1(E) qualquer. Denotaremos por D(E) o diâmetro de Ê, isto é, D(E) = diam(Ê).

Esse valor é independente da escolha do representante Ê ∈ π−1(E).

Dados u, v ∈ R2, denotaremos o produto interno por 〈u, v〉 e Pv : R2 → R2 denotará a

projeção Pv(u) = 〈u, v
‖v‖〉 na direção de v. Sendo assim, se v ∈ R2

∗, denotaremos por Dv(E)

o diâmetro de Pv(Ê), que tembém independe da escolha do representante Ê ∈ π−1(E).

2.5 Homeomor�smo anelar

Dado v = (a, b) ∈ R2 usaremos a notação v⊥ = (−b, a) para representar o vetor

ortogonal de v. Seja f ∈ Homeo0(T2), se existir um levantamento F de f para o R2,

algum v ∈ Z2\ {0} e M > 0 tal que

|Pv⊥(F n(ẑ)− ẑ)| < M, ∀ẑ ∈ R2 e ∀n ∈ Z, (2.10)

diremos que f é anelar com direção v.

Observação 2.3. Segue imediatamente da inequação (2.10) que se f é anelar com direção

v então ρ(F ) ⊂ Rv.

De fato, (2.10) implica que

lim
i→∞

Pv⊥

(
F n(ẑ)− ẑ

n

)
= 0, ∀ẑ ∈ R2.

Logo Pv⊥(ρ(F )) = 0 que é equivalente à ρ(F ) ⊂ Rv.

Proposição 2.5. Se f ∈ Homeo0(T2), as seguintes propriedades valem:

(1) Se um conjunto aberto A ⊂ T2 é anelar, então diam(Pv(Â)) <∞ para algum v ∈ Z2
∗

onde Â ∈ π−1(A).

(2) Se existe um conjunto anelar f -invariante, então f é anelar.
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(3) Se f é não errante e fn é não-anelar para todo n ∈ N então qualquer conjunto

aberto essencial f -invariante é totalmente essencial.

(4) Se fn é anelar para algum n ∈ N e f tem ponto �xo então f é anelar.

Demonstração. (1) Se A é um conjunto aberto e anelar então A′ := Fill(A) é um anel

topológico e, portanto, A′ é de fato essencial.

Seja γ uma curva essencial simples e fechada em A′. Então qualquer componente

conexa Γ de π−1(γ) separa o R2 em exatamente duas componentes conexas.

Seja Â′ a componente conexa de π−1(A′) que contém Γ. Pela Proposição 2.4 item (5)

existe v ∈ Z2
∗ tal que Â

′ = Â′ + v e Â′ ∩ (Â′ + kv⊥ = ∅) para todo k ∈ Z∗.

Desse fato segue que Â′ situa-se entre Γ− v⊥ e Γ + v⊥, isto é, diam(Pv⊥(Â′)) <∞.

(2) Suponha que o conjunto A do item anterior é f -invariante, então A′ também o é e

então, podemos tomar um levantamento de F de f tal que Â′ seja F -invariante. Do item

anterior segue que existe uma constante M tal que Pv⊥(Â′) < M . Seja B a união de

Â′∪ (Â′+ v⊥) com todas as componentes conexas do seu complementar cuja projeção por

v⊥ é limitada.

Então, B é F -invariante e π(B) = T2. E, assim para cada ẑ ∈ R2 existe k ∈ Z tal que

ẑ + k ∈ B. E, o fato de que B é F -invariante e que Pv⊥(B) é limitado, implica que

Pv⊥(F n(z)− z) = Pv⊥(F n(z + k)− (z + k)

é limitado para todo n ∈ Z.

(3) Note que se U ⊂ T2 é f -invariante e essencial mas não totalmente essencial, então pelo

item (3) da Proposição 2.4 U tem uma componente conexa anelar. Como f é não-errante

e as componentes conexas de U são permutadas por f segue que existe n0 ∈ N tal que

fn0(A) = A. Então A é um conjunto aberto, anelar e fn0-invariante. E assim, segue do

item (2) dessa mesma Proposição segue que fn0 é anelar, contradizendo a hipótese.

(4) Suponha que fn é anelar para algum n ∈ N e que f tem ponto �xo. Então existe um

levantamento F de f para o R2 tal que F (z0) = z0 para algum z0 ∈ R2.

Como fn é anelar existe w ∈ Z2 tal que

−M ≤ Pv⊥((F n + w)k(z)− z) ≤M,
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para todo z ∈ R2 e k ∈ Z. Mas,

Pv⊥((F n + w)k(z)− z) = Pv⊥(F nk(z) + kw − z) = Pv⊥(F nk(z)− z) + kPv⊥(w),

então,

−kPv⊥(w)−M ≤ Pv⊥(F nk(z)− z) ≤M − kPv⊥(w),

para todo z ∈ R2 e k ∈ Z. Assim, se z = z0 a inequação acima implica que Pv⊥(w) = 0,

pois ela deve ser satisfeita para todo k ∈ Z. Portanto,

−M ≤ Pv⊥((F nk(z)− z) ≤M,

para todo z ∈ R2 e k ∈ Z.

Dado m ∈ Z arbitrário, podemos escrevê-lo como m = nk + r onde r ∈ [0, k) ∩ N. E

então, tomando M ′ = max {Pv⊥(F r(z)− z); z ∈ [0, 1]2 e r ∈ [0, 1) ∩ N} temos que

Pv⊥(Fm(z)− z) = Pv⊥(F nk(F r(z)) + F r(z))− Pv⊥(F r(z)− z) ≤M +M ′

para qualquer z ∈ R2. Portanto f é anelar.

Proposição 2.6. Suponha que existe um levantamento F de f para o R2 e um aberto

F -invariante V ⊂ R2;

P−1
v ((−∞, a)) ⊂ V ⊂ P−1

v ((−∞, b)) para algum a < b.

Então f é anelar.

Demonstração. Seja M = b− a+ ‖v‖. Tome arbitrariamente z ∈ R2 então existe k ∈ Z2

tal que a− ‖v‖ ≤ Pv(z + kv) < a e isso implica que z + kv ∈ V e como V é F -invariante

temos que F n(z + kv) ∈ V , ou seja, Pv(F n(z + kv)) ≤ b para todo n ∈ Z. E, sendo assim

Pv(F
n(z)− z) = Pv(F

n(z) + kv − kv − z) =

= Pv(F
n(z + kv))− Pv(z + kv) ≤ b− a+ ‖v‖ = M,

para todo n ∈ Z. Analogamente, existe k ∈ Z2 tal que b < Pv(z + kv) ≤ b+ ‖v‖ e, então,

F n(z + kv) /∈ V , ou seja, Pv(F n(z + kv)) ≥ a, para todo n ∈ Z. Assim,

Pv(F
n(z)− z) = Pv(F

n(z + kv))− Pv(z + kv) ≥ a− b− ‖v‖ = −M,

para todo n ∈ Z. Portanto, −M ≤ Pv(F
n(z)− z) ≤ M, para todo z ∈ R2 e todo n ∈ Z,

logo f é anelar.
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2.6 Outros resultados

De�nição 2.12. Seja f ∈ Homeo0(T2) e E ⊂ T2 um subconjunto invariante.

(i) E é dito externamente transitivo se para quaisquer dois conjuntos abertos U e V

que intersectam E existir n ∈ Z2 de tal modo que fn(U) ∩ V 6= ∅;

(ii) E é dito externamente sensível nas condições iniciais se existir c > 0 tal que para

todo z ∈ E e qualquer vizinhança U de z existe n ≥ 1 de tal modo que D(fn(U)) > c.

O resultado seguinte é uma versão do clássico Lema de Brouwer, para maiores infor-

mações veja [1].

Proposição 2.7. Se um homeomor�smo preservando orientação F : R2 → R2 tem um

ponto não-errante, então F tem um ponto �xo.

Já o próximo é devido à Brown e Kister, ver [14],

Teorema 2.6. Seja S uma superfície orientada e f : S → S homeomor�smo preser-

vando orientação (por exemplo, homeomor�smos homotópicos à identidade). Então cada

componente conexa de S\Fix(f) é f -invariante.

A proposição que se segue diz que nós podemos colapsar as componentes conexas do

preenchimento de um conjunto compacto, inessencial e invariante em pontos, preservando

a dinimica de fora do conjunto dado. Tal proposição será necessária para a demonstração

do Teorema B para simpli�car o conjunto dos pontos �xos, ver [5].

Proposição 2.8. Seja K ⊂ T2 um conjunto preenchido compacto e inessential e f :

T2 → T2 um homeomor�smo tal que f(K) = K. Então existe uma aplicação contínua e

sobrejetora h : T2 → T2 e um homeomorfsimo f ′ : T2 → T2 tal que,

• h é homotópica à identidade;

• hf = f ′h;

• K ′ = h(K) é totalmente desconexo;

• h|T2\K : T2\K → T2\K ′ é um homeomor�smo.



Capítulo 3

Resultados

3.1 Homeomor�smo Estritamente Toral

Teorema A. Seja f ∈ Homeo0(T2) não-errante, então vale uma das a�rmações:

(1A) Existe k ∈ N tal que Fix(fk) é totalmente essencial e fk é irrotacional;

(2A) Existe k ∈ N tal que fk é anelar;

(3A) Ess(f) é não-vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) é união de uma família

U de discos periódicos abertos dois-a-dois disjuntos tal que para cada U ∈ U , D(U)

é limitado por uma constante que depende somente do período de U .

Assim, se nem o item (1A) e nem o item (2A) valem, então vale o item (3A) que é o

caso que caracteriza homeomor�smos não-errantes estritamente toral. Isto é, se f é não-

errante e estritamente toral então sua dinâmica pode ser decomposta em dois conjuntos

de tal modo que um é união de discos periódicos limitados (podendo ser vazio), Ine(f),

e outro que suporta a parte rotacional da dinâmica e, portanto, uma vasta informação

sobre a mesma, Ess(f).

3.1.1 Demonstração do Teorema A

Como será demonstrado na seção 5.3 do Capítulo 5 o Teorema B implica que dado

uma aplicação g ∈ Homeo0(T2) não-errante e não-anelar, Fix(g) é essencial se e, somente

26
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se, Fix(g) é totalmente essencial e g é irrotacional (ver Proposições 5.6 e 5.7).

Sendo assim, se existe k ∈ N tal que Fix(fk) é essencial, como f ∈ Homeo0(T2)

e é não-errante segue que fk também o é. Então aplicando o Teorema B à fk temos

que ou Fix(fk) é totalmente essencial e fk é irrotacional ou, caso contrário, fk é anelar.

Provando os casos (1A) e (2A), respectivamente.

Assim, para �nalizar o Teorema A considere f tal que fk é não-anelar e Fix(fk) é

inessencial para todo k ∈ N. Note que estamos negando que valem os itens (1A) e (2A)

e, além disso, estamos nas hipóteses do Teorema B. Desse modo, vamos mostrar que sob

essas hipóteses que o item (3A) vale.

A�rmação 3.1. Cada z ∈ Ine(f) está contido em um disco topológico periódico limitado.

Demonstração. Como Ine(f) é aberto, dado ε > 0 su�cientemente pequeno temos que

Uε =
⋃
k∈Z f

k(Bε(z)) é inessencial e f -invariante, pois sendo f um homeomor�smo e

k ∈ Z, f(Uε) = f(
⋃
k∈Z f

k(Bε(z))) =
⋃
k∈Z f

k+1(Bε(z)) = Uε.

Considere Dε uma componente conexa de Uε, a qual contém z. Como f é homeomor�smo

não-errante segue que existe k ∈ N tal que

fk(Dε) = Dε e, f i(Dε) ∩Dε = ∅ ∀i ∈ N; 1 ≤ i < k.

Dessa forma U = Fill(Dε) é um disco periódico de período k. Assim o Teorema B aplicado

à fk garante que U é limitado, uma vez que Fix(fk) é inessencial para todo k ∈ N.

A�rmação 3.2. Ess(f) é totalmente essencial.

Demonstração. Note que é equivalente a�rmar que Ine(f) é inessencial. Sendo assim,

suponha por contradição que Ine(f) é essencial. E, como Ine(f) é aberto, segue que

contém uma curva γ essencial. Como T2 é compacto segue da A�rmação 3.1 que existe

uma família �nita de conjuntos conexos periódicos limitados U1, · · · , Uj de tal modo que

[γ] ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Uj. Não há perda de generalidade assumirmos que cada Ui, 1 ≤ i ≤ j

intersecta [γ]. Assim, existem Mi > 0 e mi ∈ N tal que

fmi(Ui) = Ui e D(Ui) ≤Mi, ∀i ∈ N; 1 ≤ i ≤ j.
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Tomando M = max {Mi; 1 ≤ i ≤ j} e m = mmc (mi; 1 ≤ i ≤ j) então

fm(Ui) = Ui e D(Ui) ≤M, ∀i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ j.

Seja g = fm e G um levantamento de g para o R2. Para cada 1 ≤ i ≤ j escolha uma

componente conexa Ûi de π−1(Ui).

Assim, existe vi ∈ Z2 tal que G(Ûi) = Ûi + vi e então Gn(Ûi) = Ûi + nvi ∀n ∈ Z.

Como diam(Ûi) ≤M segue que se z ∈ Ui e ẑ ∈ Ûi então

‖Gn(ẑ)− ẑ − nvi‖ ≤M, ∀n ∈ Z.

De�nindo ρz = limn→∞
Gn(ẑ)−ẑ

n
, segue que ρz = vi e tal vetor depende da escolha do

levantamento G e de qual Ui contém z.

Sendo assim, a aplicação U1∪· · ·∪Uj → Z2 de�nida por z 7→ ρz é localmente constante.

Mas como, cada Ui∩ [γ] 6= ∅ e [γ] ⊂ U1∪ · · ·∪Uj segue que U1∪ · · ·∪Uj é conexo e, então

ρz é constante em U1 ∪ · · · ∪ Uj.

Portanto v1 = v2 = · · · = vj, isto é, existe v ∈ Z2 tal que G(Ûi) = Ûi + v para todo

i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ j. Note agora que v só depende do levantamento escolhido, sendo

assim podemos substituir G por um levantamento adequado de g, o qual v = 0.

Resumindo, podemos tomar um levantamento G de g para o R2 de modo que

G(Ûi) = Ûi, ∀i ∈ N tal que 1 ≤ i ≤ j.

Assim se z ∈ [γ] e ẑ ∈ π−1(z) então

‖Gn(ẑ)− ẑ‖ ≤M, ∀n ∈ Z (3.1)

Agora vamos mostrar que isso implica g = fm é anelar, contradizendo a hipótese de

que fk é não-anelar para todo k ∈ N.

Como γ é uma curva essencial, então é levantada para o R2 para um arco simples γ̂,

que liga ẑ à ẑ + w, para algum w ∈ Z2
∗. Seja Γ =

⋃
k∈Z(γ̂ + kw).

Note que Pw⊥(Γ) ⊂ [a, b], onde a, b ∈ R estão relacionados com o mínimo e o máximo

que o arco γ̂ atinge em relação ao vetor w⊥. E, ainda como Γ ⊂ π−1(γ), segue de (3.1)

que ‖Gn(ẑ)− ẑ‖ ≤M , para todo ẑ ∈ Γ.
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Figura 3.1: Componente conexa V0.

Seja V0 a componente conexa de R2\Γ tal que P−1
w⊥

((−∞, a)) ⊂ V0 e, consequentemente

V0 ⊂ P−1
w⊥

((−∞, b)). Logo

P−1
w⊥

((−∞, a−M)) ⊂ Gk(V0) ⊂ P−1
w⊥

((−∞, b+M)), ∀k ∈ Z.

Assim, tomando V =
⋃
k∈ZG

k(V0) temos

P−1
w⊥

((−∞, a−M)) ⊂ V ⊂ P−1
w⊥

((−∞, b+M)).

Como V é G-invariante, de fato, G(V ) =
⋃
k∈ZG

k+1(V0) = V , segue da Proposição 2.6

que g é anelar, chegando a contradição pretendida.

Portanto Ine(f) é inessencial ou, equivalentemente, Ess(f) é totalmente essencial.

A�rmação 3.3. Para cada z ∈ Ess(f), se U é uma vizinhança de z então o conjunto

V =
⋃
n∈Z f

n(U) é conexo e totalmente essencial.

Demonstração. Note que V é f -invariante e como z é ponto essencial segue que V é

essencial, mas como f é não-errante e fn é não-anelar para todo n ∈ N então pelo item

(3) da Proposição 2.5 segue que V é totalmente essencial, isso implica que existe uma

componente conexa de V que é totalmente essencial. Como f é homeomor�smo, segue
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que as componentes conexas de V são permutadas por f , logo as componentes conexas de

V são duas-a-duas homeomorfas e uma vez que uma delas é totalmente essencial, todas

as outras serão. Como dois conjuntos abertos e totalmente essenciais não são disjuntos,

segue que V é conexo. E por argumento análogo concluímos que Ess(f) é conexo.

A�rmação 3.4. Se U é uma componente conexa de Ine(f) então U é um disco topo-

lógico aberto periódico. Além disso, para cada k ∈ N existe Mk > 0 de modo que cada

componente conexa U de Ine(f) fk-invariante satisfaz D(U) < Mk.

Demonstração. Como f é homeomor�smo não-errante e Ine(f) é inessencial, aberto e

f -invariante então se U é uma componente conexa de Ine(f), U é inessencial, aberto e fk-

invariante para algum k ∈ Z, pois como Ine(f) é f -invariante, temos que fk(U) ⊂ Ine(f),

qualquer que seja k ∈ Z, e sendo f não-errante e U uma componente conexa do Ine(f)

segue que existe k ∈ Z que fk(U) = U , isto é, U é fk-invariante para algum k ∈ Z.

Note que Fill(U) ⊂ Ine(f) herda as propriedades de U , isto é, Fill(U) é aberto,

inessencial e fk-invariante para algum k ∈ Z e, além disso é simplesmente conexo e

intersecta U , logo U = Fill(U) e, portanto, U é, de fato, disco topológico aberto e

periódico.

E ainda, como fk é não-anelar e Fix(fk) é inessencial para todo k ∈ N, então segue do

Teorema B que para cada k ∈ N existe uma constante Mk > 0 tal que cada componente

conexa U de Ine(f) que é fk-invariante satisfaz D(U) < Mk.

Assim as A�rmações 3.2 e 3.3 provam o que diz respeito ao conjunto Ess(f) e as

A�rmações 3.1 e 3.4 o que diz respeito ao conjunto Ine(f). Sendo assim está provado o

item (3A), concluindo a prova do Teorema A.

3.2 Aplicações

Os próximos resultados são consequências e aplicações de uma dinâmica estritamente

toral. E, o primeiro deles está relacionado com o conceito de conjunto de rotação.

Corolário 3.1. Se f ∈ Homeo0(T2) não-errante e o conjunto de rotação ρ(F ) tem inte-

rior não-vazio então f é estritamente toral.
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Demonstração. De fato, se ρ(F ) tem interior não-vazio então f não é irrotacional, logo

para todo k ∈ N fk não é irrotacional. E se existisse k ∈ N de tal modo que fk é anelar

com direção v então segue da Observação 2.3 que ρ(F ) ⊂ Rv e, portanto, teria interior

vazio. Logo, fk é não-anelar para todo k ∈ N. E, portanto, o Teorema A implica que f é

estritamente toral.

Corolário 3.2. Seja f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral, então Ess(f) é

externamente transitivo.

Demonstração. De fato, sejam U1 e U2 abertos do T2 intersectando Ess(f). A A�rmação

3.3 implica que Vi =
⋃
n≥1 f

n(Ui), i = 1, 2 é totalmente essencial e f -invariante. Como

dois conjuntos totalmente essenciais sempre se intersectam, segue que existem n1, n2 ∈ Z

tal que

fn1(U1) ∩ fn2(U2) 6= ∅,

assim

f−n1(fn1(U1) ∩ fn2(U2)) = U1 ∩ fn2−n1(U2) 6= ∅.

Logo, tomando m = n2 − n1 ∈ Z temos que U1 ∩ fm(U2) e o resultado segue.

Corolário 3.3. Se f ∈ Homeo0(T2) não-errante é estritamente toral, então Ess(fk) =

Ess(f) para todo k ∈ N.

Demonstração. Seja f tal como nas hipóteses e tome arbitrariamente k ∈ N.

A inclusão Ess(fk) ⊂ Ess(f) segue diretamente da de�nição. De fato, se z ∈ Ess(fk)

então qualquer vizinhança U de z é tal que V =
⋃
n∈Z(fk)n(U) é essencial implicando,

necessariamente, que V ′ =
⋃
n∈Z f

n(U) também é essencial, então z ∈ Ess(f).

Mostrar a outra inclusão Ess(f) ⊂ Ess(fk) é equivalente a mostrar que Ine(fk) ⊂

Ine(f).

Seja z ∈ Ine(fk) então existe uma vizinhança U de z tal que V =
⋃
n∈Z f

kn(U) é

inessencial. Como Ine(fk) é aberto, segue que V ⊂ Ine(fk).

Mas para cada i ∈ Z temos

f i(V ) = f i(
⋃
n∈Z

fkn(U)) =
⋃
n∈Z

fkn(f i(U)) ⊂ Ine(fk),
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isto é, f i(V ) é fk-órbita de f i(U) e, além disso, é inessencial para cada i.

Daí,

W =
⋃
i∈Z

f i(V ) =
⋃
i∈Z

(⋃
n∈Z

fkn(f i(U))

)
⊂ Ine(fk).

Mas como f é estritamente toral, fk também é, então Ine(fk) é de fato inessencial,

implicando que W é inessencial.

Sendo assim, existe uma vizinhança V de z tal que W =
⋃
i∈Z f

i(V ) é inessencial.

Portanto z ∈ Ine(f).

O próximo resultado é uma caracterização para homeomor�smos do T2 que são transi-

tivos (ver De�nição 2.2 e Lema 2.2) homotópicos à identidade, não-errantes e estritamente

torais.

Corolário 3.4. Seja f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral. Então f é tran-

sitiva se e, somente se, não houver discos topológicos periódicos limitados.

Demonstração. Tome f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral.

(⇒) Seja f transitiva e suponha, por contradição, que exista um disco topológico

limitado de período n ≥ 1.

Sejam U1, U2, · · · , Un as componentes conexas da órbita do disco, então fn(Ui) =

Ui, i = 1, 2, · · · , n. Note que como f é transitiva e
⋃n
i=1 Ui é aberto e f -invariante então

n⋃
i=1

Ui = T2. (3.2)

Para cada i = 1, · · · , n, tome componentes conexas Ûi ∈ π−1(Ui) e seja M > 0 tal que

D(Ui) ≤M para todo i = 1, · · · , n.

Seja H um levantamento de fn para o R2, assim existe v ∈ Z2 tal que H(Ûi) = Ûi + v,

sendo assim tome G = H − v, daí

G(Ûi) = Ûi, ∀i = 1, · · · , n. (3.3)

Sendo assim, dado z ∈ T2, segue de (3.2) que existe i = 1, · · · , n tal que z ∈ Ui e,

então existe ẑ ∈ π−1(z) pertencente ao Ûi.
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Como G é um homeomor�smo temos de (3.3) que G(Ûi) = Ûi e, portanto, a órbita de

ẑ ∈ Ûi por G,
{
Gk(ẑ); k ∈ Z

}
tem diâmetro limitado por M .

Analogamente , se v ∈ Z2, qualquer, então ẑ + v ∈
(
Ûi + v

)
e a órbita de ẑ + v por

G também tem diâmetro limitado por M . E assim, como z ∈ T2 é arbitrário, toda órbita

por G tem diâmetro limitado por M .

Logo, como G é um levantamento de fn, o fato anterior implica que fn é anelar para

algum n ∈ N contradizendo a hipótese de que f é estritamente toral.

(⇐) Como f é estritamente toral então o Corolário 3.2 implica que Ess(f) é exter-

namente transitivo . Por hipótese não há discos topológicos periódicos limitados, isto é,

Ine(f) = ∅. Logo Ess(f) = T2 então f é transitiva.

Teorema 3.1. Sejam f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral e F um levan-

tamento de f para o R2. Então

(1) Se µ ∈ Me associada com ρµ(F ) /∈ Q2 então µ é suportado em Ess(f), isto é,

supp(µ) ⊂ Ess(f).

(2) Qualquer vetor racional de ρ(F ) que é realizado por algum ponto periódico é também

realizado por um ponto do Ess(f).

Demonstração. (1) Mostrar que supp(µ) ⊂ Ess(f) equivale à mostrar que Ine(f) ⊂

T2\supp(µ). Sendo assim, como f é estritamente toral, se z ∈ Ine(f) segue da A�rmação

3.1 que existe U ⊂ T2 de tal modo que U é disco topológico periódico limitado e z ∈ U .

Assim, existe k ≥ 1 tal que fk(U) = (U).

Se Û ∈ π−1(U) então existe v ∈ Z2 tal que F k(Û) = Û + v implicando que

‖(F k)n(ẑ)− ẑ − nv‖ ≤ diam(Û) <∞, ∀ẑ ∈ Û .

Sendo assim, ρU(F k) = {v}, logo ρU(F ) =
{
v
k

}
e, portanto, ρ(F, z) ∈ Q2. Como µ-q.t.p

y ∈ T2 é tal que ρµ(F ) /∈ Q2 então µ(U) = 0. Concluindo que z /∈ supp(µ).

(2) Ideia da prova: Considere z ∈ T2 um ponto periódico que realiza v =
(
p1
q
, p2
q

)
com p1, p2, q inteiros mutualmente co-primos e q > 0, então a De�nição 2.7 implica que

F q(ẑ)− ẑ = (p1, p2) para qualquer ẑ ∈ π−1(z).



34

Tome g = f q e G = F q− (p1, p2) levantamento de g para o R2. Desse modo, G(ẑ) = ẑ,

ẑ ∈ π−1(z). Ou seja, Fix(G) 6= ∅.

Sendo assim, resta mostrar que π(Fix(G))∩Ess(f) 6= ∅. Pois sendo w ∈ π(Fix(G))∩

Ess(f) então w é essencial e qualquer que seja ŵ ∈ π−1(w) tem-se ŵ ∈ Fix(G) e o modo

como G foi tomada implica que w realiza v ∈ Q2.

Mas pelo Corolário 3.3 segue então que é su�ciente mostrar que π(Fix(G))∩Ess(g) 6=

∅. Para a demonstração completa ver [5] p. 355.

O próximo Teorema é um resultado encontrado em [26] que garante que, sob certas

hipóteses, sendo f estritamente toral e z ∈ Ess(f) então é possível encontrar uma iterada

n ∈ N de tal modo que fn(U) ∪ U já seja essencial para qualquer vizinhança U de z.

Teorema 3.2. Sejam f ∈ Homeo0(T2) não-errante e estritamente toral e D um domínio

fundamental. Suponha que diam(F n(D))
n→∞−→ ∞. Então para toda vizinhança U de

z ∈ Ess(f) tem-se que fn(U) ∪ U é essencial para algum n ∈ N.

Demonstração. O caso em que U é essencial a prova é trivial. Então, seja U uma vizi-

nhança de z ∈ Ess(f) inessencial.

Seja Û uma componente conexa de π−1(U). Como f é estritamente toral e, ainda

z ∈ Ess(f) então V =
⋃
i∈Z f

i(U) é totalmente essencial, invariante e conexo.

Sendo assim, existe curvas simples fechadas αi : [0, 1]→ T2, i = 1, 2, não homotopica-

mente triviais, cujas imagens estão em V e geram o grupo fundamental do T2. Ver �gura

3.2.

α1

T2

α2

U

z

V

Figura 3.2: Curvas α1 e α2.

Note que as componentes conexas do complementar de π−1(α1∪α2) são uniformemente
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limitadas. E, note também que se w ∈ (α1 ∪ α2) ⊂ T2 então existem iw ∈ N tal que

w ∈ f iw(U).

Como f é homotópica à identidade segue que se ŵ ∈ π−1(α1 ∪ α2) ⊂ R2 então existe

iŵ ∈ N e vŵ ∈ Z2 tal que

ŵ ∈ F iŵ(Û) + vŵ = F iŵ(Û + vŵ) = F iŵ ◦ Tvŵ(Û).

Seja D ⊂ R2 um domínio fundamental e considere o conjunto conexo D′ ⊂ R2 que é a

união deD com as componentes conexas do complementar de π−1(α1∪α2) que intersectam

D. Dessa forma D′ é limitado e o bordo está contido em π−1(α1 ∪ α2).

D

D′

Figura 3.3: Conjunto D′

Assim, por compacidade, existem ij ∈ N e vj ∈ Z com 1 ≤ j ≤ k tais que

∂D′ ⊂
k⋃
j=1

F ij(Û) + vj,

onde
⋃k
j=1 F

ij(Û) + vj é conexo.

Seja R > diam(D′). Por hipótese diam(F n(D))
n→∞−→ ∞, assim existe n ≥ 1 de tal

modo que diam(F n(D)) > k(k + 1)R.

Como F n(
⋃k
j=1 F

ij ◦ Tvj(Û)) =
⋃k
j=1 F

ij+n ◦ Tvj(Û) então,

diam(
k⋃
j=1

F ij+n ◦ Tvj(Û)) > k(k + 1)R. (3.4)

E assim para algum 1 ≤ j0 ≤ k temos que diam(F ij0+n ◦ Tvj0 (Û)) > (k + 1)R. Pois se

todos fossem menores ou iguais à (k + 1)R então não valeria (3.4).
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Mas então F ij0+n ◦ Tvj0 (Û) intersecta pelo menos k + 2 transladados inteiros de D′,

logo o mesmo intersecta pelo menos k + 1 transladados inteiros de ∂D′. Veja a �gura

abaixo, que ilustra essas a�rmações para o caso k = 2.

R

>3R

F
ij0

+n

⋃2
j=1 F

ij ◦Tvj (Û)

Figura 3.4: Ilustração para o caso k = 2.

Sejam wl com 1 ≤ l ≤ k + 1 vetores em Z2 tais que

F ij0+n ◦ Tvj0 (Û) intersecta Twl(∂D
′) para cada l.

Como cada Twl(∂D
′) é coberto por k conjuntos F ij ◦Tvj+wl(Û) então existem wl1 6= wl2

e algum 1 ≤ j1 ≤ k de tal modo que F ij0+n ◦ Tvj0 (Û) intersecta ambos os conjuntos

F ij1 ◦ Tvj1+wl1
(Û) e F ij1 ◦ Tvj1+wl2

(Û).

Isto é, para r = 1, 2 vale

F ij0+n(Û + vj0) ∩ F ij1 (Û + vj1 + wlr) 6= ∅

Aplicando a iterada F−ij1 temos,

F ij0−ij1+n(Û + vj0) ∩ (Û + vj1 + wlr) 6= ∅

E, portanto,

F ij0−ij1+n(Û + vj0 − vj1) ∩ (Û + wlr) 6= ∅.
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Sendo assim, existe uma iterada m := ij0 − ij1 + n de um transladado de Û que

intersecta dois outros transladados diferentes de Û . Em suma, π−1(fm(U)∪U) não pode

ser projetado injetivamente no T2, então fm(U) ∪ U é essencial.

Com esse resultado temos que se ρ(F ) tem interior não-vazio então para todo z ∈

Ess(f) e U uma vizinhança arbitrária de z existe n ∈ N tal que fn(U) ∩ U é essencial,

pois Ess(f) é externamente sensível nas condições iniciais (ver Teorema 4.3). E além

disso, se f é um homeomor�smo do toro cuja nenhuma iterada de f é pseudo-rotação com

desvio limitado então o Teorema 3.2 também aplica-se (ver o Lema 2.5 de [26]).



Capítulo 4

Ilhas elípticas e região caótica

Neste capítulos vamos apresentar os conceitos de ilhas elípticas e região caótica in-

troduzidos por Jäger em [24]. E mostraremos que, com certas condições sobre f , tais

conjuntos são equivalentes aos conjuntos Ine(f) e Ess(f), respectivamente.

4.1 Versão dinâmica

Vários trabalhos mostram que conjunto de rotação com interior não-vazio implica em

diversas informações sobre a dinâmica, como por exemplo, grande quantidade de órbitas

periódicas (ver [8]), medidas ergódicas que realizam todos os tipos de vetor de rotação

(ver [16]) e, também, entropia positiva (ver [11]).

Jäger mostra, no trabalho Elliptic Stars in a Chaotic Night, que se f ∈ Homeo0(T2)

é não-errante e o conjunto de rotação tem interior não-vazio então a dinâmica pode ser

decomposta em dois conjuntos como segue,

Teorema 4.1. Seja F : R2 → R2 um levantamento de f ∈ Homeo0(T2) não-errante.

Suponha que ρ(F ) tem interior não vazio. Então para qualquer conjunto U aberto, conexo

e limitado vale uma das a�rmações,

(1) ρU(F ) é reduzido à um único vetor racional e U está contido num disco topológico

aberto D ⊂ T2 que é invariante para alguma iterada fk e contém um ponto k-

periódico;

38
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(2) o fecho convexo de ρU(F ) tem interior não-vazio.

Dado A ⊂ R2, Conv(A) denotará o fecho convexo de A e int(A) denotará o interior

de A.

Nesse sentido,

De�nição 4.1. Seja f ∈ Homeo0(T2) tal que para qualquer levantamento F de f ,

int(ρ(F )) 6= ∅. De�nimos a região caótica (rotacional) de f como o conjunto

C(f) :=
{
z ∈ T2 : int(Conv(ρU(F ))) 6= ∅ para toda vizinhança U de z

}
.

E o conjunto das ilhas elípticas como

E(f) :=
{
z ∈ T2 : ρU(F ) = v tal que v ∈ Q2 para alguma vizinhança U de z

}
.

Para mostrarmos que E(f) = T2\C(f) iremos demonstrar o seguinte resultado, o qual

garante que se para alguma vizinhança U de z ∈ T2, int(Conv(ρU(F ))) = ∅, isto é, ρU(F )

está contido numa reta, então ρU(F ) é um único vetor de rotação racional.

Teorema 4.2. Se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante, ρ(F ) tem interior não-vazio e ρU(F )

está contido numa reta, onde U é aberto, conexo, recorrente e D(U) <∞, então ρU(F ) é

um único vetor de rotação racional, isto é, ρU(F ) = {v} tal que v ∈ Q2.

Primeiro apresentaremos algumas de�nições e resultados que são necessários para a

demonstração do Teorema 4.2, para mais detalhes consulte [24].

De�nição 4.2. Dado λ 6= 0, v ∈ R2
∗ e a ≤ b ∈ R ∪ {±∞} de�nimos (ver Figura 4.1):

i. A reta passando pelo ponto λv na direção v⊥ por Lλ,v := λv +
{
v⊥
}

;

ii. O segmento de reta Lλ,v[a, b] :=
{
z ∈ Lλ,v; a〈z, v〉 ≤ 〈z, v⊥〉 ≤ b〈z, v〉

}
⊂ Lλ,v;

iii. A região Cv[a, b] :=
{
z ∈ R2; a〈z, v〉 ≤ 〈z, v⊥〉 ≤ b〈z, v〉

}
;

iv. Cv[a, a] = R · (v + av⊥) que é a reta que passa pela origem na direção v + av⊥;

v. E a região Sv[a, b] = {z ∈ R2; 〈z, v〉 ∈ [a, b]}.
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Cv [a,b]

Lλ,v [a,b]

Lλ,v

b

a

v

v⊥

λv

Figura 4.1: Ilustração da De�nição 4.2

Seja ϕn(z) =
F n(ẑ)− ẑ

n
, n ≥ 1 e ẑ ∈ π−1(z).

Lema 4.1. Suponha F levantamento de f ∈ Homeo0(T2) e U ⊆ T2. Então para todo

ε > 0 existe n0 = n0(ε) tal que ϕn(U) ⊂ Bε(ρU(F )) para todo n ≥ n0.

Demonstração. Sabemos de 2.7 que

ρU(F ) =
{
ρ ∈ R2; ρ = lim

i→∞
ϕni(zi), ẑi ∈ π−1(U), ni

i→∞→ ∞
}
.

Então dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 temos que

ϕn(zi) ∈ Bε(ρ), para todo ẑi ∈ π−1(U).

Mas como ρ ∈ ρU(F ) é arbitrário, segue que, ϕn(U) ∈ Bε(ρU(F )).

Para os próximos resultados considere g ∈ Homeo0(T2) e U ⊂ T2 aberto conexo e

tome um levantamente G de g para o R2 tal que G(Û) ∩ Û 6= ∅. E, ainda, assuma que

λ 6= 0 e v ∈ R2
∗.

Lema 4.2. Suponha ρÛ(G) = Lλ,v[a, b]. Então todo ponto extremal de ρ(G) pertence à

Cv[a, b].
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Lema 4.3. Suponha ρÛ(G) = Lλ,v[a, b] com a < b. Então existe uma constante c > 0 e

N ′ ∈ N tal que

sup
z∈Û
〈Gn(z), v⊥〉 − inf

z∈Û
〈Gn(z), v⊥〉 > cn, ∀n ≥ N ′.

Lema 4.4. Suponha que ρÛ(G) = Lλ,v[a, b] com a < b. Então ρ(G) = Lλ,v[a, b].

Demonstração. Pelo Lema 4.2 temos que todo ponto extremal de ρ(G) pertence à Cv[a, b].

Logo basta mostrar que ρ(G) ⊂ Lλ,v.

Suponha, por contradição, que ρ(G) 6⊂ Lλ,v. Então existe um ponto extremal ρ ∈ ρ(G)

tal que ρ /∈ Lλ,v. Sem perda de generalidade, assuma que ‖v‖ = 1 e 〈ρ, v〉 > λ.

Como ρ é ponto extremal de ρ(G) então o item 2 da Proposição 2.3 implica que ρ é

realizado por uma medida ergódica e então o item 1 da mesma Proposição implica que

existe z0 ∈ R2 tal que

lim
n→∞

zn − z0

n
= ρ, onde zn := Gn(z0).

Assim, por continuidade, dado η > 0 existe k0 ∈ N tal que

〈zk − z0, v〉 > (1 + η)kλ, ∀k ≥ k0. (4.1)

Segue do Lema 4.1 e do fato de que ρU(G) ⊂ Lλ,v temos que

lim
n→∞
〈G

n(z)− z
n

, v〉 = λ uniformemente em Û ⇒

⇒ lim
n→∞
〈G

n(z)

n
, v〉 = λ uniformemente em Û .

Assim dado δ > 0, existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N

〈Gn(z), v〉 ∈ [(1− δ)λn, (1 + δ)λn] para todo z ∈ Û e n ≥ N ⇒

⇒ Gn(Û) ⊂ Sv[(1− δ)λn, (1 + δ)λn] para todo n ≥ N.

Fixe δ > 0 tal que

δ

(
1 +

15M

c

)
≥ η, (4.2)

onde M := supz∈R2 ‖G(z)− z‖ e c dado pelo Lema 4.3.
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Assim, para esse δ > 0, escolha n0 ∈ N de tal modo que

Gn(Û) ⊂ Sv[(1− δ)λn, (1 + δ)λn], para todo n ≥ n0 e δλn0 ≥ 2. (4.3)

Então escolha k ≥ k0 e n ≥ n0 tal que

4Mk + 2 ≤ cn ≤ 5Mk ⇔ 4Mk + 2

c
≤ n ≤ 5Mk

c
. (4.4)

Pelo Lema 4.3 existe Γ0 ⊂ Gn(Û) com pontos extremais ς1, ς2 ∈ Gn(Û) tais que

〈ς2 − ς1, v⊥〉 > cn e Γ0 ⊂ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉, 〈ς2, v⊥〉]. Ver �gura 4.2.

(1−2δ)λnv

v⊥

(1−δ)λn (1+δ)λn

Γ1

Γ0

Gn(Û)
Γ2

zk

z0

W0

ς2

ς1〈ς1,v⊥〉

〈ς2,v⊥〉

〈ς1,v⊥〉+kM

〈ς1,v⊥〉+2kM

〈ς2,v⊥〉−2kM

〈ς2,v⊥〉−kM

Figura 4.2: Ilustração do Lema 4.4.

Sejam Γ1 e Γ2 tal que Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ≈ R e

(Γi\ {ςi}) ∩ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉, 〈ς2, v⊥〉] = ∅ (4.5)

e, ainda está orientada de ς1 para ς2.

Denote por W a componente conexa de R2\Γ que está à esquerda de Γ. Assim

Sv(−∞, (1− δ)λn] ∩ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉, 〈ς2, v⊥〉] ⊂ W,

pois Γ0 ⊂ Gn(Û) e valem (4.3) e (4.5).
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Tome W0 := Sv[(1− 2δ)λn, (1− δ)λn]∩Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉+ 2kM, 〈ς2, v⊥〉− 2kM ]. Note que

(4.3) implica que

λn− δλn− λn+ 2δλn = δλn ≥ 2

e (4.4), por sua vez, implica que

〈ς2, v⊥〉 − 2kM − 〈ς1, v⊥〉 − 2kM = 〈ς2 − ς1, v⊥〉 − 4kM > cn− 4kM ≥ 2.

Logo W0 é um retângulo cujos lados têm tamanho maior ou igual que 2 (ver Figura

4.2). Assim W0 contém um domínio fundamental do T2 e, passando z0 à um transladado

inteiro se necessário, podemos admitir que z0 ∈ W0. Isso implica que

〈z0, v〉 ≥ (1− 2δ)λn. (4.6)

Além disso,

z0 ∈ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉+ 2kM, 〈ς2, v⊥〉 − 2kM ]⇒

⇒ 〈z0, v
⊥〉 ∈ [〈ς1, v⊥〉+ 2kM, 〈ς2, v⊥〉 − 2kM ].

Mas ‖G(z0)− z0‖ ≤M ⇒ zk := Gk(z0), ‖zk − z0‖ ≤ kM .

Então,

〈zk, v⊥〉 ∈ [〈ς1, v⊥〉+ 2kM − kM, 〈ς2, v⊥〉 − 2kM + kM ]⇒

⇒ zk ∈ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉+ kM, 〈ς2, v⊥〉 − kM ].

E, portanto, zk ∈ Gk(W ) ∩ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉+ kM, 〈ς2, v⊥〉 − kM ].

De (4.3) temos que Gn + k(Û) ⊂ Sv[(1− δ)λ(n+ k), (1 + δ)λ(n+ k)] e daí

〈Gk(Γ0), v〉 < (1 + δ)λ(n+ k)⇒

Gk(W ) ∩ Sv[(1 + δ)λ(n+ k),∞) ∩ Sv⊥ [〈ς1, v⊥〉+ kM, 〈ς2, v⊥〉 − kM ] = ∅.

E, assim,

zk ∈ Sv(−∞, (1 + δ)λ(n+ k)] (4.7)
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E então de (4.6) e (4.7) temos que

〈zk − z0, v〉 ≤ (1 + δ)λ(n+ k)− (1− 2δ)λn =

= (1 + δ)λn+ (1 + δ)λk − λn+ 2δλn =

= λn+ δλn+ (1 + δ)λk − λn+ 2δλn =

= 3δλn+ (1 + δ)λk ≤

≤ 15M

c
δλk + (1 + δ)λk =

=

[(
15M

c
+ 1

)
δ + 1

]
λk ≤

≤ (η + 1)λk.

Contradizendo (4.1). Logo ρ(G) ⊂ Lλ,v. Concluindo a prova do Lema 4.4.

Lema 4.5. Suponha ρÛ(G) ⊂ R·v é um segmento de reta de comprimento positivo. Então

ρ(G) ⊂ R · v.

Note que a reta R · v contém a origem, o que difere do Lema 4.4, pois sendo λ 6= 0

a reta Lλ,v não contém a origem. A demonstração, porém, segue o mesmo raciocínio da

anterior.

Lema 4.6. Suponha que F é um levantamento de f ∈ Homeo0(T2) e que U ⊆ T2 é aberto,

conexo, limitado e recorrente. Além disso, assuma que ρU(F ) = S ⊂ R · v é um segmento

de reta com 0 /∈ S e v, v′ são linearmente independentes. Seja Û uma componente conexa

de π−1(U). Então existem p ∈ N e w ∈ Z2 linearmente independentes de v′ tais que

(F P (Û)− w) ∩ Û 6= ∅ (4.8)

Em particular, se v não é múltiplo escalar de um vetor inteiro então existe in�nitos pares

(pi, wi) que satisfazem (4.8).

De posse dos resultados anteriores, vamos à demonstração do Teorema 4.2. Isto é,

vamos mostrar que sob as hipóteses de que f ∈ Homeo0(T2) é não-errante, ρ(F ) tem

interior não-vazio e ρU(F ) está contido numa reta, onde U é aberto, conexo, recorrente e

D(U) <∞, então ρU(F ) = {v} tal que v ∈ Q2.
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Demonstração do Teorema 4.2. Se ρU(F ) é um único vetor racional não há o que mostrar.

Se ρU(F ) não é reduzido à um único vetor racional vamos mostrar que ρ(F ) está

contido numa reta, contradizendo a hipótese de que ρ(F ) tem interior não-vazio.

A�rmação 4.1. Se S é um segmento de reta de comprimento positivo sem pontos raci-

onais e ρU(F ) = S então ρ(F ) = S.

Demonstração. Sejam f, F, U como no enunciado do Teorema 4.2 e suponha ρU(F ) = S

e seja Û uma componente conexa de π−1(U).

(1) Suponha que a reta que contém S não contém pontos racionais.

Como U ⊆ T2 é recorrente e, portanto não-errante, existe p ∈ N e w ∈ Z2 tais que

(F p(Û)− w) ∩ Û 6= ∅. Seja G := F p − w então

ρÛ(G) = pρÛ(F )− w = pS − w = Lλ,v[a, b], para algum λ ∈ R, v ∈ R2
∗ e a < b.

E ainda, a reta Lλ,v não contém nenhum ponto racional pois é transladado inteiro da reta

que contém pS e p ∈ N. E, portanto, λ 6= 0, pois caso contrário 0 ∈ Lλ,v.

Tomando g = fp temos que G e Û satisfazem a hipótese do Lema 4.4. E então

ρ(G) = Lλ,v[a, b] = pS − w e, portanto,

ρ(G) = ρ(F p − w) = pρ(F )− w ⇒ ρ(F ) =
ρ(G) + w

p
=

(pS − w) + w

p
= S.

(2) Resta considerar agora o caso em que a reta que contém S tem inclinação irracional e

contém um único vetor racional, pois uma reta com inclinação irracional não pode conter

mais do que um ponto racional.

Para esse caso, se λ 6= 0 então a prova é análoga à anterior.

Se λ = 0 então temos que L0,v = R · v⊥ passa por (0, 0) =: 0. Como no item

(1), sejam p ∈ N e w ∈ Z2 tais que (F p(Û) − w) ∩ Û 6= ∅ e G := F p − w. Então

ρÛ(G) = pρÛ(F )− w ⊂ L0,v.

Por hipótese, 0 /∈ S e como w e v⊥ são linearmente independentes, uma vez que w ∈ Z2

e o único racional que R ·v⊥ contém é o 0, então o Lema 4.6 garante a existencia de p′ ∈ N

e w′ ∈ Z2 tal que w e w′ são linearmente independentes e (F p′(Û)−w′)∩ Û 6= ∅. Tomando
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G′ := F p′ − w′ temos

ρÛ(G′) = p′ρÛ(F )− w′ = p′

p
ρÛ(G) +

p′

p
w − w′ ⊂ L0,v +

p′

p
w − w′.

Como w e w′ são linearmente independentes então p′

p
w−w′ ∈ Q2\ {0} , logo não pertencem

à L0,v. Portanto ρÛ(G′) ⊂ Lλ′,v para algum λ′ 6= 0. E o restante da demonstração é

análoga ao item (1).

Portando podemos concluir que ρ(F ) = S, onde S é um segmento de reta de compri-

mento positivo que não contém pontos racionais.

A�rmação 4.2. Se ρU(F ) = {ρ} com ρ = (ρ1, ρ2); ρ1, ρ2, ρ2/ρ1 /∈ Q2, isto é, ρ é

(totalmente) irracional então ρ(F ) = {ρ}.

Demonstração. Sejam F, f, U como no enunciado. Como na demonstração da A�rmação

4.1 existem p ∈ N e w ∈ Z2 e G := F p − w tal que G(U) ∩ U 6= ∅.

Então ρÛ(G) = pρÛ(F )− w = {pρ− w} = L1,pρ−w[0, 0].

Pelo Lema 4.2 todo ponto extremal de ρ(G) está contido em Cpρ−w[0, 0] = R · (pρ−w)

e isso implica que ρ(G) ⊂ R · (pρ− w) = R ·
(
ρ− w

p

)
.

ρ(G) = pρ(F )− w ⇒ ρ(F ) =
ρ(G) + w

p
⊂ R ·

(
ρ− w

p

)
+
w

p
=: A1. (4.9)

Pelo Lema 4.6 podemos repetir esse argumento para outro par p′ ∈ N e w′ ∈ Z2 com

w e w′ linearmente independentes (uma vez que w e ρ são linearmente independentes

pois w ∈ Z2 e o único vetor racional que R · ρ contém é o (0, 0)) e G′(U) ∩ U 6= ∅ onde

G′ := F p′ − w′. Daí

ρ(F ) ⊂ R ·
(
ρ− w′

p′

)
+
w′

p′
=: A2. (4.10)

Como a inclinação da reta ρ é irracional e os vetores w
p
e w′

p′
são racionais e linearmente

independentes então ρ− w
p
e ρ− w′

p′
são linearmente independentes.

Segue de (4.9) e (4.10) que ρ(F ) ⊂ A1 ∩ A2 = {ρ}. Portanto ρ(F ) = {ρ}.

Note que a A�rmação 4.1 nos mostra que se ρU(F ) = S é um segmento de reta de

comprimento positivo sem pontos racionais então ρ(F ) = S, isto é, ρ(F ) tem interior
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não-vazio. E a A�rmação 4.2 que se ρU(F ) = {ρ} então ρ(F ) = {ρ} e, portanto, ρ(F )

tem interior não-vazio.

Para concluí-lo, resta mostrar que os casos em que ou ρU(F ) é um segmento de reta

de comprimento positivo e que contém um vetor racional ou ρU(F ) é reduzido à um vetor

semi-racional ρ, também implicam que ρ(F ) tem interior não-vazio.

A prova desse último é análoga à A�rmação 4.2, exceto pela parte na qual garantimos

a existência de w′ ∈ Z2 que é linearmente independente de w ∈ Z2 para concluirmos que

ρ(F ) é um único vetor. Sendo assim, garantimos que ρ(F ) está contido numa reta que

contém o ponto ρ, isto é, tem interior vazio.

Para o outro caso suponha que ρU(F ) ⊂ R · v é um segmento de reta de comprimento

positivo e ρU(F ) contém um ponto racional. Passando à uma iterada se necessário, po-

demos assumir sem perda de generalidade que 0 ∈ ρU(F ). Novamente, existem p ∈ N e

w ∈ Z2 tal que G(Û) ∩ Û 6= ∅ onde G := F p − w. Nós temos que

ρÛ(G) ⊂ R · v − w = Lλ,v⊥ , tal que λ = 〈w, v⊥〉.

Se λ 6= 0, então o Lema 4.4 implica que ρ(G) = ρU(G) e então ρ(F ) = ρU(F ). Se

λ = 0 então ρÛ(G) ⊂ R · v e pelo Lema 4.5, ρ(G) ⊂ R · v, daí ρ(F ) = ρ(G)
p
⊂ R · v.

Concluindo a demonstração do Teorema 4.2.

Observação 4.1. Segue da De�nição 4.1 e do Teorema 4.2 que se f ∈ Homeo0(T2)

não-errante e int(ρ(F )) 6= ∅ então E(f) = T2\C(f).

4.2 Generalização das ilhas elípticas e região caótica

O próximo Teorema é o que garante, no caso em que ρ(F ) tem interior não-vazio,

a equivalência entre o conceito de dinâmica estritamente toral e os conceitos de ilhas

elípticas e região caótica (rotacional). Além disso, tal resultado generaliza o Teorema 4.1,

pois mostra que, de fato, os discos topológicos periódicos são limitados.

Teorema 4.3. Seja f ∈ Homeo0(T2) não-errante, F um levantamento de f para o R2 e

ρ(F ) tem interior não-vazio. Então
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(1) Para todo z ∈ Ess(f) e para toda vizinhança U ⊂ T2 de z, Conv(ρ(F,U)) = ρ(F );

(2) C(f) = Ess(f) e E(f) = Ine(f);

(3) Ess(f) é externamente sensível nas condições iniciais;

Sejam U ⊂ T2, ρ(F ) e ρU(F ) tais como nas De�nição 2.4. Note que ρU(F ) ⊂ ρ(F ), mas

ρU(F ) não é, necessariamente, convexo. Sendo assim, vamos considerar o Conv(ρU(F ))

que é o fecho convexo de ρU(F ).

Demonstração. (1) Vamos mostrar que para todo z ∈ Ess(f) e qualquer vizinhança U de

z, Conv(ρU(F )) = ρ(F ).

Primeiramente note que ρU(F ) ⊆ ρ(F ) ⇒ Conv(ρU(F )) ⊆ ρ(F ). Resta mostrar que

ρ(F ) ⊆ Conv(ρU(F )).

Como ρU(F ) é compacto então então Conv(ρU(F )) é convexo e compacto, assim como

ρ(F ). E como ρU(F ) ⊂ ρ(F ) temos que Conv(ρU(F ) ⊂ ρ(F ) e então existe w ∈ R2
∗ de

tal modo que

sup(Pw(ρU(F ))) < sup(Pw(ρ(F ))) (4.11)

sup(Pw(ρU (F ))) sup(Pw(ρ(F )))

w

Figura 4.3: Ilustração da desigualdade 4.11

Note que Pw(ρU(F )) ⊆ Pw(ρ(F )).

Seja z ∈ Ess(f) e suponha por contradição que

ρ(F ) 6⊂ Conv(ρU(F )), para alguma vizinhança U de z. (4.12)

Note que existe um ponto extremal v ∈ ρ(F ) tal que Pw(v) = sup(Pw(ρU(F ))), isso

implica que v /∈ Conv(ρU(F )). Mas como v é ponto extremal de ρ(F ) então existe x̂ ∈ R2
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tal que
F n(x̂)− x̂

n

n→∞−→ v.

Como v /∈ Conv(ρU(F )) então π(x̂) /∈ fn(U) para todo n ∈ Z.

Além disso, como z ∈ Ess(f) e U é vizinhança de z então V =
⋃
n∈Z f

n(U) é aberto,

invariante, totalmente essencial e conexo. Assim π(x̂) /∈ V . Logo π(x̂) ∈ T2\V que é

fechado e inessencial.

Então existe um disco topológico, D0, periódico e limitado tal que π(x̂) ∈ D0. Seja D

tal que D0 ⊆ D e ∂D ⊂ V . Como ∂D é fechado e limitado então ∂D é compacto, logo

existe N ≥ 1 tal que ∂D ⊂
⋃N
n=−N f

n(U).

T2

D0

D

π(x̂)

Figura 4.4: Disco topológico periódico D0 ⊂ D, onde ∂D ⊂ V .

Seja agora, D̂ a componente conexa de π−1(D) que contém x̂.

Temos que Pw(Fn(x̂)−x̂)
n

n→ Pw(v) e, se para cada n ≥ 1 escolhermos x̂n ∈ ∂D̂ então

Pw(F n(x̂n)− x̂) é maximal, isto é, Pw(Fn(x̂n)−x̂)
n

≥ Pw(Fn(x̂)−x̂)
n

. Sendo assim,

Pw(F n(x̂n)−x̂n + x̂n − x̂)

n
=
Pw(F n(x̂n)− x̂n)

n
+
Pw(x̂n − x̂)

n
≥ Pw(F n(x̂)− x̂)

n
.

E ainda, como |Pw(x̂n − x̂)| < diam(D̂), temos que

Pw(F n(x̂n)− x̂n)

n
≥ Pw(F n(x̂)− x̂)

n
− Pw(x̂n − x)

n

n→ Pw(v). (4.13)

Seja K ∈ R tal que ‖F (y) − y‖ ≤ K, para todo y ∈ R2, esse K existe pois F − Id é

uniformemente limitada. E, assim ‖F n(y)− y‖ ≤ nK, para todo y ∈ R2.

Logo, F n(x̂n)− x̂n é limitada e, então,
F n(x̂n)− x̂n

n
admite subsequência convergente,

lim
ni→∞

F ni(x̂ni)− x̂ni
ni

= v′, onde ‖v′‖ ≤ K. (4.14)
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Sendo assim, segue de (4.13) que Pw(v′) ≥ Pw(v). E como Pw(v) = sup(Pw(ρU(F )))

então Pw(v′) ≤ Pw(v). Logo Pw(v) = Pw(v′).

Note que π(x̂ni) ∈ ∂D e como ∂D ⊂
⋃N
i=−N f

i(U) existem ri tal que −N ≤ ri ≤ N e

f ri(π(x̂ni)) ∈ U , de modo que se deixarmos ŷi = F ri(x̂ni) então ŷi ∈ π−1(U).

Assim, se mi = ni − ri
Fmi(ŷi)− ŷi

mi

=
F ni−ri(ŷi)− ŷi

ni − ri

=
F ni(F−ri(F ri(ẑni)))− F ri(ẑni)

ni − ri

=
F ni(ẑni)− F ri(ẑni)

ni − ri

=
F ni(ẑni)− ẑni

ni − ri
− F ri(ẑni)− ẑni

ni − ri

=
ni

ni − ri

(
F ni(ẑni)− ẑni

ni
− F ri(ẑni)− ẑni

ni

)
i→∞−→ v′.

Pois,

ni
i→∞, |ri| < N e ‖F ri(ẑni)− ẑni‖ ≤ riK < NK, para todo ni.

Portanto v′ ∈ ρU(F ) isto é, sup(Pw(ρU(F ))) ≥ Pw(v′) = Pw(v) = sup(Pw(ρ(F ))). Con-

tradição com (4.11). Logo ρ(f) ⊂ Conv(ρU(F )). Concluindo que Conv(ρU(F )) = ρ(f).

(2) Ess(f) = C(f).

De fato, se z ∈ Ess(f) então segue da hipótese e do item (1) que int(Conv(ρU(F ))) =

int(ρ(F )) 6= ∅. Logo z ∈ C(f).

Para mostrar a outra inclusão é su�ciente mostrar que Ine(f) ⊂ E(f), pois

C(f) ⊂ Ess(f)⇔ T2\E(f) ⊂ T2\Ine(f)⇔ Ine(f) ⊂ E(f).

Sendo assim, tome z ∈ Ine(f), segue da A�rmação 3.1 que z ∈ U onde U é um disco

topológico periódico limitado. Assim, existe k ≥ 1 tal que fk(U) = (U).

Se Û ∈ π−1(U) então existe v ∈ Z2 tal que F k(Û) = Û + v implicando que

‖(F k)n(x̂)− x̂− nv‖ ≤ diam(Û), ∀x̂ ∈ Û .

Sendo assim, ρU(F k) = {v}, logo ρU(F ) =
{
v
k

}
, ou seja, #ρU(F ) = 1. E portanto,

z ∈ E(f).
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Como ρ(F ) tem interior não-vazio, a Observação 4.1 e a igualdade anterior implicam

que Ine(f) = T2\Ess(f) = T2\C(f) = E(f).

(3) O fato de Ess(f) ser externamente sensível nas condições iniciais segue diretamente

do item (1). Com efeito, tome z ∈ Ess(f) então o item (1) garante que dado uma

vizinhança U arbitrária de z, Conv(ρU(F )) = ρ(F ). Por hipótese, ρ(F ) tem interior

não-vazio, então segue que ρU(F ) contém, pelo menos, dois pontos extremais u, v de ρ(F )

distintos, que também são pontos extremais de ρU(F ).

Sendo assim a Proposição 2.3 restrita à U implica que existem µu 6= µv medidas

ergódicas tais que ρµu(F ) = u e ρµv(F ) = v. E, portanto, existem zu, zv ∈ U tais que para

qualquer ẑu ∈ π−1(zu) e ẑv ∈ π−1(zv),

lim
n→∞

F n(ẑu)− ẑu
n

= u e lim
n→∞

F n(ẑv)− ẑv
n

= v. (4.15)

Mas u 6= v implica que |u−v| = c > 0, então segue de (4.15) que para n su�cientemente

grande existe cn tal que∣∣∣∣F n(ẑu)− ẑu
n

− F n(ẑv)− ẑv
n

∣∣∣∣ = cn e cn
n→ c 6= 0.

Logo, |F n(ẑu)− F n(ẑv)| = ncn + ẑu − ẑv e cn
n→ c 6= 0.

E, assim, tomando o limite quando n → ∞ em ambos os lados da equação anterior

temos que diam(F n(Û))
n→∞, pois ẑu, ẑv ∈ Û ⊂ π−1(U).

Portanto, D(fn(U))
n→∞.



Capítulo 5

Limitação dos discos periódicos

Neste capítulo, primeiramente, introduziremos os conceitos e resultados fundamentais

para a demonstração do Teorema B. Contudo, os resultados que �carem sem demonstração

podem ser consultados em [5]. E, por �m, demonstraremos o Teorema B o qual garante,

sobre certas condições, a existência de uma cota superior para os discos periódicos f -

invariantes.

5.1 Folheações Brouwer tipo-gradiente

Seja S uma superfície orientada qualquer.

De�nição 5.1 (Folheação Orientada com Singularidades). Uma folheação topoló-

gica orientada com singularidades F de S é a união de um conjunto fechado Sing(F),

chamado conjunto de singularidades de F , com uma folheação F ′ topológica orientada de

S\Sing(F). Os elementos de F ′ são variedades unidimensionais orientadas que chama-

remos de folhas regulares de F .

De�nição 5.2. Um �uxo topológico é uma aplicação contínua φ : R×S → S que satisfaz:

(1) φ(0, z) = z;

(2) φ(t+ s, z) = φ(t, φ(s, z)) t, s ∈ R.

52
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Em [12] e [13] foi mostrado que qualquer folheação F é o conjunto de órbitas orientadas

de algum �uxo topológico φ : R× S → S, onde as singularidades de F coincidem com o

conjunto de pontos �xos de φ.

Dessa forma, os conjuntos α-limite e ω-limite das folhas de F podem ser de�nidos da

maneira usual, isto é,

De�nição 5.3. Seja Γ uma folha de F e z0 um ponto qualquer de Γ de�nimos

(1) ω(Γ) = {z ∈ S; ∃(tn)n∈N com tn →∞ e φ(z0, tn)→ z quando n→∞};

(2) α(Γ) = {z ∈ S; ∃(tn)n∈N com tn → −∞ e φ(z0, tn)→ z quando n→∞}.

Em palavras o ω-limite de Γ é o conjunto dos pontos de acumulação da folha Γ para

tempo futuro e α-limite de Γ é o conjunto dos pontos de acumulação da folha Γ para

tempo passado.

De�nição 5.4. Um arco γ é positivamente transverso à uma folheação orientada com

singularidades F se para cada t0 ∈ [0, 1] existir um homeomor�smo g levando uma vizi-

nhança U de γ(to) à um aberto V ⊂ R2 tal que g aplica a folheação F|U à uma folheação

de linhas verticais orientadas para cima de tal modo que t 7→ g(γ(t)) está crescendo na

primeira coordenada na vizinhança de t0.

Em palavras, [γ] não contém qualquer singularidade e cada interseção de [γ] com uma

folha de F é topologicamente transversa da esquerda pra direita.

De�nição 5.5. Duas aplicações contínuas g, f : S → S dizem-se homotópicas quando

existe uma aplicação contínua

H : S × [0, 1] → S

(z, t) 7→ H(z, t) =: ft(z)

tal que H(z, 0) = f0(z) = g(z) e H(z, 1) = f1(z) = f(z) para todo z ∈ S. Dizemos que a

aplicação H é uma homotopia entre f e g.

A homotopia é pensada como um processo de deformação contínua da aplicação f , que

se dá no transcorrer do parâmetro t, que pode ser imaginado como o tempo. Sendo assim,
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no instante t = 0 temos f , para t = 1 temos g. Nos instantes 0 < t < 1 as aplicações Ht

fornecem os estágios intermediários da deformação (ver [7]).

De�nição 5.6. Uma isotopia entre dois homeomor�smos g, f : S → S é uma homotopia

tal que ft é um homeomor�smo para todo t ∈ [0, 1]. Denotaremos por I = (ft)t∈[0,1]

Na de�nição anterior se g = IdS, isto é, se g é a aplicação identidade em S então

dizemos que f é isotópica à identidade.

De modo a sermos especí�cos, introduziremos as próximas de�nições e os próximos

resultados no contexto do trabalho.

Seja I = (ft)t∈[0,1] uma isotopia em T2 de f0 = IdT2 em f1 = f homeomor�smo

de�nido no T2. Sendo π o recobrimento universal do T2 então existe uma escolha natural

para o levantamento F : R2 → R2 de f . Isto é, tomando Î = (Ft)t∈[0,1] o levantamento

da isotopia I tal que F0 = IdR2 , de�nimos F = F1. Dessa forma, F comuta com as

translações inteiras do R2, como antes.

De�nição 5.7. Seja I uma isotopia da IdT2 em f homeomor�smo em T2, um ponto �xo

p de f é dito contrátil com respeito ao levantamento F , se a curva fechada (ft(p))t∈[0,1] é

homotopicamente trivial em T2.

Note que essa de�nição não depende da isotopia I, mas somente do levantamento F .

De fato, os pontos �xos contráteis de f com respeito à I são os pontos �xos de F .

Dada uma folheação orientada do T2, F , dizemos que a isotopia I é transversa à F se

para cada z ∈ T2 o arco (ft)t∈[0,1] é homotópico, com pontos extremais �xos, à um arco γ

que é positivamente transverso à F no sentido da De�nição 5.4. Nesse caso, dizemos que

F é dinamicamente transversa à I.

Os dois seguintes teoremas garantem a existência de folheações dinamicamente trans-

versas à isotopia. Tais teoremas são válidos para qualquer superfície orientável S. O

primeiro deles é uma versão do Teorema de Brouwer de Translação do Plano que foi dado

por Le Calvez (ver [19]),

Teorema 5.1. No contexto anterior, se não existe pontos �xos contráteis então existe

uma folheação sem singularidades F que é dinamicamente transversa à isotopia I.
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Como o conjunto de pontos �xos contráteis é usualmente não-vazio então temos a

seguinte versão do Teorema 5.1 dada por Jaulent (ver [18]).

Teorema 5.2. Dada uma isotopia I = (ft)t∈[0,1] da IdT2 à um homeomor�smo f : T2 →

T2 então existe um conjunto fechado X ⊂ Fix(f) e uma isotopia I ′ = (f ′t)t∈[0,1] da IdT2\X

à f |T2\X : T2\X → T2\X tal que

(1) Para cada z ∈ T2\X, o arco (f ′t(z))t∈[0,1] é homotópico, com pontos extremais �xos

em T2 à (ft(z))t∈[0,1];

(2) Não existe pontos �xos contráteis para f |T2\X com respeito à I ′.

Note que assim, o Teorema 5.1 implica que existe uma folheação FX em T2\X que é

dinamicamente transversa à I ′.

Observação 5.1. No contexto do Teorema 5.2 se X é totalmente desconexo é possível

estender a isotopia I ′ à um isotopia em T2 que �xa os elementos de X, isto é, f ′t(z) = z

para todo z ∈ X e para todo t ∈ [0, 1].

Com essas extensões, se considerarmos os respectivos levantamentos Î = (Ft)t∈[0,1] e

Î ′ = (F ′t)t∈[0,1] de I e I ′ respectivamente, de tal modo que, F0 = F ′0 = IdR2 então F1 = F ′1.

Além disso, se a folheação F̂ é o levantamento da folheação F com singularidades em

X̂ = π−1(X), então F̂ |T2\X é dinamicamente transversa à Î ′.

Proposição 5.1 (Arcos positivamente transversos). Seja I = (ft)t∈[0,1] uma isotopia

da IdT2 à um homeomor�smo f = f1 sem pontos �xos contráteis e F uma folheação

dinâmicamente transversa à I, dada pelo Teorema 5.1, então valem:

(1) Para todo n ∈ N e z ∈ T2, existe um arco positivamente transverso ligando z à

fn(z);

(2) Se z e w podem ser ligados por um arco então existem vizinhanças V de z e V ′ de w

tal que todo ponto de V pode ser ligado à todo ponto de V ′ por um arco positivamente

transverso;
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(3) Se z é ponto não-errante então existe uma vizinhança V de z tal que todo ponto de

V pode ser ligado à todo ponto de V por um arco positivamente transverso;

(4) Se K ⊂ T2 é um subconjunto conexo de pontos não-errantes então qualquer ponto

de K pode ser ligado a cada ponto de K por um arco positivamente transverso.

Faremos a demonstração do item (3) da Proposição anterior, para as demais demons-

trações ver [5].

Demonstração. (3) É su�ciente mostrar que sendo z não-errante então existe um arco

positivamente transverso ligando z à si mesmo. Do item (1) e (2) , sendo V vizinhança de

z e V ′ vizinhança de f−1(z) todo ponto de V ′ pode ser ligado à todo ponto de V por um

arco positivamente transverso, e também podemos encontrar uma vizinhança V ′′ de f(z)

tal que todo ponto de V pode ser ligado a todo ponto de V ′′ por um arco positivamente

transverso. Como z é não-errante, nós podemos encontrar w ∈ V tão perto de z de tal

modo que f(w) ∈ V ′′ e fn(w) ∈ V ∩ f(V ′) para algum n ∈ N su�cientemente grande, isto

é, fn−1(w) ∈ V ′. Então podemos encontrar um arco que liga z à f(w) e outro que liga

f(w) à fn−1(w) e um terceiro que liga fn−1(w) à z. A concatenação desses três arcos, é

um arco positivamente transverso que liga z à ele próprio, como queríamos. Ver Figura

5.1.

V

f(V ′)

z

w

fn(w)

V ′′V ′
fn−1(w)

f−1(z)

f(w)

f(z)

Figura 5.1: Ilustração da Proposição 5.1, item (3).
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Seja F uma folheação orientada com singularidades do T2 tal que o conjunto das

singularidades, Sing(F), é totalmente desconexo.

De�nição 5.8. Dizemos que uma folha Γ de F é uma conexão se ambos ω-limite e α-

limite de Γ são subconjuntos unitários de Sing(F). Por um ciclo generalizado de conexões

de F entenderemos como uma curva fechada (laço) γ tal que [γ]\Sing(F) é união disjunta

de folhas regulares, com sua orientação correspondente à orientação de γ.

Dizemos que F é uma folheação tipo-gradiente quando existir um laço fundamental1

Σ ∈ T2 para F . Mas a principal propriedade que iremos utilizar à respeito de uma

folheação tipo-gradiente está proposta no próximo Lema.

Lema 5.1 (Folheação tipo Gradiente). Se F é uma folheação tipo-gradiente então

(1) Toda folha regular de F é uma conexão;

(2) Não existe órbitas periódicas nem ciclos generalizados de conexões;

(3) Existe uma constante M de tal modo que D(Γ) < M para cada folha regular Γ ∈ F .

Para a demonstração, consultar [5].

Proposição 5.2 (Existência de folheações Brouwer do T2). Seja f : T2 → T2

isotópica à identidade e F um levantamento de f para o R2 de tal modo que Fix(F ) é

totalmente desconexo, então existe uma folheação orientada com singularidades F do T2 e

uma isotopia I = (ft)t∈[0,1] da IdT2 para f que além de I ser levantada para uma isotopia

Î da IdR2 para F , temos que

• Sing(F) ⊂ π(Fix(F ));

• F é levantada para uma folheação F̂ do R2;

• F é dinamicamente transversa à I (⇒ F̂ é dinamicamente transversa à Î) e

• I �xa as singularidades de F (⇒ Î �xa as singularidades de F̂).
1Se Σ ∈ T2 é um laço fundamental então T2\ [Σ] é união disjunta de discos topológicos abertos.
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5.2 Linking number

Nessa subseção assumiremos que Î é uma isotopia da IdR2 à um homeomor�smo

F : R2 → R2 e X̂ é um conjunto fechado de pontos que são �xos para a isotopia Î, ou

seja, se z ∈ X̂ então Ft(z) = z para todo t ∈ [0, 1].

De�nição 5.9 (Número de giro). Tome z ∈ R2 e um arco γ : [0, 1] → R2 tal que

z /∈ [γ]. De�na a aplicação

ξ : [0, 1] → S1

t 7→ ξ(t) =
γ(t)− z
‖γ(t)− z‖

,

e seja ξ̃ : [0, 1] → R um levantamento para o recobrimento universal do círculo, isto é,

e2πiξ̃(t) = ξ(t). Então, de�nimos o número

I(γ, z) = ξ̃(1)− ξ̃(0).

Sendo γ uma curva fechada (laço), então o número I(γ, z) é um inteiro e coincide com o

número de giro da curva γ ao redor de z.

Esse número não depende da escolha do levantamento ξ̃ nem da parametrização de γ,

desde que preserve a orientação. Note que se γ1 e γ2 são arcos tais que γ1(1) = γ2(0) e

z /∈ [γ1] ∪ [γ2] então I(γ1 ∗ γ2, z) = I(γ1, z) + I(γ2, z).

Além disso I(γ, z) é invariante por homotopia em R2\ {z} com pontos �nais �xos.

Decorre desse fato que se I(γ, z) 6= 0 e γ é fechado, então z deve estar numa componente

conexa limitada do R2\[γ].

Dado z ∈ R2 denotamos por γ̂z o arco (Ft(z))t∈[0,1] e para n ∈ N de�nimos

γ̂nz := γ̂z ∗ γ̂F (z) ∗ · · · ∗ γ̂Fn−1(z).

Sejam p ∈ X̂ (isto é, p é �xo para a isotopia Î), q um ponto periódico de F e k o

menor inteiro tal que F k(q) = q. Então de�ne-se o linking number de q em relação à p

como

IÎ(q, p) := I(γ̂kq , p) = I(γ̂q, p) + I(γ̂F (q), p) + · · ·+ I(γ̂Fk−1(q), p).



59

Note que IÎ(q, p) ∈ Z pois γ̂kq é uma curva fechada.

De modo a estender a de�nição anterior, pode-se considerar um conjunto periódico

simplesmente conexo ao invés de um único ponto periódico q.

De�nição 5.10. Sejam U ⊂ R2 um conjunto aberto periódico simplesmente conexo ar-

bitrário e k o menor inteiro positivo tal que F k(U) = U . Tome p ∈ X̂\U . Fixe z ∈ U e

σz um arco contido em U que une F k(z) à z. O linking number de U em relação à p é

de�nido como

IÎ(U, p) := I(γ̂kz ∗ σz, p).

Proposição 5.3. O linking number tal como na De�nição 5.10 não depende da escolha

de z nem do arco σz em U .

Demonstração. Seja σ′z outro arco em U que une F k(z) à z. Como p /∈ U e U é simples-

mente conexo segue que I(σz, p) = I(σ′z, p). Então

I(γ̂kz ∗ σz, p) = I(γ̂kz , p) + I(σz, p) = I(γ̂kz , p) + I(σ′z, p) = I(γ̂kz ∗ σ′z, p).

Considere, então, qualquer arco σz em U que une F k(z) à z, isto é,

σz(0) = F k(z)

σz(1) = z.

Agora seja z′ outro ponto em U e �xe um arco η em U que une z à z′, isto é,

η(0) = z

η(1) = z′.

Note que σz(1) = η(0).

Além disso, (F k ◦ η) é um arco em U que une F k(z) à F k(z′), logo o arco (−F k ◦ η)

une F k(z′) à F k(z). Então, (−F k ◦ η)(1) = σz(0).

Dessa forma, tome o arco σz′ := (−F k ◦ η) ∗σz ∗ η que está contido em U e une F k(z′)

à z′.

Usaremos a notação ηs para representar o sub-arco de η que une η(0) = z à η(s), isto

é, ηs(t) = η|[0,s](st), veja na Figura 5.2.
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U
z

Fk(z)

Fk(z′)

z′

η

ηs

−Fk◦ηs

−Fk◦η

σz

Figura 5.2: Sub-arco ηs.

Assim temos a seguinte homotopia

(γ̂kη(s) ∗ (−F k ◦ ηs) ∗ σz ∗ ηs)s∈[0,1] (5.1)

entre (γ̂kz ∗ σz) à (γ̂kz′ ∗ σz′) em R2\ {p}.

De fato, quando s = 0 temos que os arcos (ηs(t))t∈[0,1] e (−F k(ηs(t))t∈[0,1] são os pontos

z e F k(z), respectivamente, então temos que (5.1) é igual à (γ̂kz ∗ σz). E, quando s = 1

temos que (ηs(t))t∈[0,1] é exatamente o arco (η(t))t∈[0,1] e, portanto (5.1) é (γ̂kz′ ∗ σz′).

E, portanto, I(γ̂kz ∗ σz, p) = I(γ̂kz′ ∗ σz′ , p).

Como consequência da independência da escolha de z e σz dada pela Proposição an-

terior temos:

Corolário 5.1. Seja U um conjunto tal como na De�nição 5.10 e suponha que existe

q ∈ U tal que F k(q) = q, onde k é o menor inteiro tal que fk(U) = U . Então

IÎ(U, p) = IÎ(q, p) = I(γ̂kq , p),

para todo p ∈ X̂\U .

Demonstração. De fato, basta tomar z = q e o arco (σz(t))t∈[0,1] = z e como IÎ(U, p) não

depende da escolha de z nem do arco σz o resultado segue.

O próximo Lema relaciona os conceitos de Folheações de Brouwer tipo-gradiente e

Linking Number, sendo extremamente útil para a demonstração da limitação dos discos

periódicos.
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Lema 5.2 (Linking Lema). Seja U ⊂ R2 um conjunto F -periódico, aberto, simplesmente

conexo e assuma que não existe pontos errantes de F em U , isto é, F |U é não-errante.

Seja F̂ uma folheação orientada com singularidades do R2, onde X̂ := Sing(F̂), tal que

cada ponto z ∈ R2\X̂ o arco γ̂z é homotópico, com pontos �nais �xos em R2\X̂, à um

arco positivamente transverso à folheação.

Suponha que Γ é uma folha de F̂ que une p ∈ X̂\U à q ∈ X̂\U e intersectando U .

Então IÎ(U, p) 6= 0 ou IÎ(U, q) 6= 0.

Demonstração. Sejam U disco periódico de período k ∈ Z, isto é, F k(U) = U , F̂ uma

folheação do R2 dinamicamente transversa à isotopia Î e X̂ = Sing(F̂). Tome p, q ∈ X̂\U

e uma folha Γ ∈ F̂ que intersecta U. Vamos mostrar que IÎ(U, p) 6= 0 ou IÎ(U, q) 6= 0 mos-

trando que existe uma curva fechada (laço) não homotopicamente trivial em R2\ {p, q}.

Considere a compati�cação do R2 por um ponto, {∞}, S2 = R2 ∪ {∞}. Retirando os

pontos p, q do R2 e, consequentemente, de S2, temos um anel, seja A = S2\ {p, q}. Sejam

Ã o recobrimento de A, isto é, Ã = R2 e τ : Ã→ A a aplicação de recobrimento universal

(ver Figura 5.3).

q

p

U

Γ

∞

q

Γ

U

p

τ

R2

Ũ

Figura 5.3: Aplicação de recobrimento τ no anel A.

Note que a isotopia Î|R2\{p,q} pode ser estendida para A �xando o in�nito e essa

extensão pode ser, então levantada para uma isotopia Ĩ = (F̃t)t∈[0,1] de F̃0 = IdÃ em

F̃1 = F̃ homeomor�smo que comuta com as translações inteiras horizontais.

O mesmo acontece com a folheação, onde X̃ = τ−1(X̂ ∪ {∞}) e F̃ é dinamicamente

transversa à Ĩ, isto é, se z ∈ Ã não é �xo para Ĩ então o arco γ̃z é homotópico, com



62

pontos �nais �xos, à um arco positivamente transverso à F̃ .

Seja Ũ uma componente conexa de τ−1(U), então Ũ é um disco e τ |Ũ é injetora. Como

U é F k-periódico segue que

F̃ k(Ũ) = Ũ + (v, 0). (5.2)

A�rmação, v 6= 0.

Suponha, por contradição que F̃ k(Ũ) = Ũ . Seja z ∈ [Γ] ∩ U , escolha z̃ ∈ τ−1(z) (note

que não há exigência que z̃ ∈ Ũ) e tome Γ̃ a folha de F̃ que passa por z̃ então τ(Γ̃) = Γ.

Do fato de que ω-limite e α-limite de Γ são q e p, respectivamente, segue que Γ̃ é

um mergulho próprio de R em Ã ∼= R2, assim Ã\[Γ̃] tem exatamente duas componentes

conexas. Além disso, como F̃ é dinamicamente transversa à isotopia, temos que F̃ (Γ̃) e

F̃−1(Γ̃) pertencem à diferentes componentes conexas de Ã\[Γ̃].

Procedendo de maneira análoga para F̃ (Γ̃) concluímos que F̃ 2(Γ̃) e Γ̃ pertencem à

diferentes componentes conexas de Ã\[F̃ (Γ̃)].

Prosseguindo com esse raciocínio sucessivamente, concluímos que todo ponto de [Γ̃] é

errante para F̃ , em particular z̃ é errante para F̃ . Seja W uma vizinhança de z̃ tal que

F̃ n(W ) ∩W = ∅ para todo n ∈ N.

Como τ(z̃) = z ∈ U e F |U é não-errante, segue que z ∈ ∂U logo τ(W ) ∩ U 6= ∅.

Portanto existe m ∈ Z tal que (Ũ + (m, 0)) ∩W 6= ∅.

Como F̃ comuta com as translações horizontais inteiras segue que

F̃ k(Ũ + (m, 0)) = F̃ k(Ũ) + (m, 0) = Ũ + (m, 0).

Mas τ |Ũ+(m,0) = τ |Ũ é injetora e F k|U é não-errante, isso implica que F̃ k não tem pontos

errantes em Ũ + (m, 0) contradizendo o fato de que (Ũ + (m, 0)) ∩W 6= ∅.

Portanto v 6= 0.

Para concluir a demonstração do Lema, �xe z̃ ∈ Ũ . Tome o arco γ̃kz̃ e escolha um arco

σz̃ em F̃ k(Ũ) = Ũ + (v, 0) que une F̃ k(z̃) à (z̃ + (v, 0)). Tome a projeção de z̃, σ̃z̃ e de γ̃kz̃

em A, ou seja,

z = τ(z̃), σz = τ(σ̃z̃) e γ̂
k
z = τ(γ̃kz̃ ),

respectivamente.



63

F̃k(z̃)

Ũ+(v,0)

σ̃z̃

Ũ

z̃

γ̃kz̃

z̃+(v,0)

Figura 5.4: Arco γ̃kz̃ ∗ σ̃z̃.

Então, segue que o arco τ(γ̃kz̃ ∗ σ̃z̃) = γ̂kz ∗ σz é não homotopicamente trivial em A,

pois γ̃kz̃ ∗ σ̃z̃ une z̃ à z̃ + (v, 0). E, é claro, que ainda é não homotopicamente trivial em

A\∞ = R2\ {p, q}, pois a isotopia Î foi extendida para uma isotopia em A a qual �xa o

in�nito.

Isso signi�ca que I(γ̂kz ∗ σz, p) 6= 0 ou I(γ̂kz ∗ σz, q) 6= 0 e como σz é um arco em U

que une F k(z) à z, a De�nição 5.10 implica que IÎ(U, p) 6= 0 ou IÎ(U, q) 6= 0, como

queríamos.

Para as próximas Proposições considere f : T2 → T2 homeomor�smo homotópico à

identidade com o conjunto de pontos �xos totalmente desconexo e F um levantamento

para o R2 de f . Sejam F e I folheação orientada com singularidades e a isotopia dada

pela Proposição 5.2 isto é,

• Sing(F) ⊂ π(Fix(F );

• I é levantada para uma isotopia Î da IdR2 para F e F é levantada para uma

folheação F̂ do R2;

• F é dinamicamente transversa à I (⇒ F̂ é dinamicamente transversa à Î) e

• I �xa as singularidades de F (⇒ Î �xa as singularidades de F̂).
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E, ainda, assuma que F é uma folheação Brouwer tipo-gradiente, isto é, toda folha

regular de F une pontos diferentes de X = Sing(F) e, existe M > 0 tal que para cada

folha regular Γ ∈ F , D(Γ) < M . Consequentemente, F̂ também é tipo-gradiente. Seja

X̂ = Sing(F̂).

Proposição 5.4. Para cada k ∈ N existe uma constante Mk tal que se U ⊂ R2 é um

aberto, simplesmente conexo, F k-invariante sem pontos errantes e diam(U) > Mk então

U ∩ X̂ é não-vazio.

Demonstração. Como F̂ é folheação de Brouwer, existe uma constante M ′ tal que toda

folha regular Γ de F̂ conecta dois elementos distintos de X̂ e diam(Γ) < M ′.

Seja M ′′ = sup {‖Ft(z)− Fs(z)‖; s, t ∈ [0, 1] e z ∈ [0, 1]2}. Como F comuta com as

translações inteiras segue que diam([γ̂z]) ≤M ′′ para todo ponto z ∈ R2.

Como F k|U é não-errante a Proposição 2.7 implica que F k tem ponto �xo z ∈ U , isto

é, F k(z) = z.

Seja

A =
{
p ∈ X̂\U ; IÎ(z, p) 6= 0

}
.

E, como

diam(γ̂kz ) ≤
k−1∑
i=0

diam(γ̂F i(z)) ≤ kM ′′,

segue que A ⊂ B(z, kM ′′), pois IÎ(z, p) = I(γ̂kz , p), pela de�nição de linking number.

Por outro lado, o Corolário 5.1 implica que

A =
{
p ∈ X̂\U ; IÎ(U, p) 6= 0

}
.

Suponha que diam(U) > Mk := (kM ′′ +M ′). A�rmação: U ∩ X̂ 6= ∅.

Suponha o contrário, isto é, U ∩ X̂ = ∅. Então, como diam(U) > (kM ′′ +M ′), existe

w ∈ U\B(z, kM ′′ +M ′) e w /∈ X̂, pois U ∩ X̂ = ∅.

A folha Γ que passa por w tem diam(Γ) < M ′, logo Γ une dois pontos p, q ∈

X̂\B(z, kM ′′). Como U ∩ X̂ = ∅ então p, q /∈ U e segue do Lema 5.2 que ou IÎ(U, p) 6= 0

ou IÎ(U, q) 6= 0. Isso implica que p ∈ A ou q ∈ A, contradizendo o fato de que

A ⊂ B(z, kM ′′). Ver Figura 5.5.

Portanto, U ∩ X̂ 6= ∅.
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Figura 5.5: U ∩ X̂ 6= ∅.

Proposição 5.5. Seja U um conjunto aberto, simplesmente conexo e F -periódico que

intersecta X̂. Suponha que não existe pontos errantes de F , em U , isto é, F |U é não-

errante. Então toda folha de F̂ que intersecta U tem um ponto �nal em U .

Demonstração. Como, U ∩ X̂ então existe z ∈ U tal que F (z) = z. Seja k o menor inteiro

positivo tal que F k(U) = U , logo F k(z) = z. Sendo assim, o Corolário 5.1 implica que

IÎ(U, p) = IÎ(z, p) para todo p ∈ X̂\U . Como z é �xo para a isotopia, pois a isotopia �xa

as singularidades, segue que IÎ(z, p) = 0 para todo p ∈ X̂\U . Logo

IÎ(U, p) = 0 para todo p ∈ X̂\U. (5.3)

Sejam Γ uma folha regular de F que intersecta U e p1, p2 ∈ X̂ os pontos �nais de Γ.

Se nem p1 e nem p2 estão em U então o Lema 5.2 implica que IÎ(U, pi) 6= 0, para algum

i = 1, 2, contradizendo (5.3).

Portanto, um dos dois pontos �nais de Γ pertencem à U .

5.3 Demonstração do Teorema B

Teorema B. Se f : T2 → T2 é um homeomor�smo homotópico à identidade, não-errante

e não-anelar então vale uma e somente uma das a�rmações:
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(1B) Existe M > 0 real tal que para cada disco topológico aberto f -invariante U ⊂ T2,

D(U) < M ;

(2B) Fix(f) é totalmente essencial e f é irrotacional.

A prova do Teorema B será feita da seguinte forma:

1o) Vamos mostrar que se Fix(f) é essencial então, de fato, Fix(f) é totalmente es-

sencial e f é irrotacional. Além disso, mostraremos que para cada M > 0 e v ∈ Z2
∗

existe alguma componente conexa U de T2\Fix(f) tal que Dv(U) > M . Sendo

assim, concluiremos que Fix(f) é essencial se e, somente se, vale o item (2B).

2o) Após veri�car as a�rmações anteriores, será su�ciente considerar o caso em que

Fix(f) é inessencial. Para esse caso, mostraremos que o item (1B) é válido. Para

tanto iremos supor, por absurdo, que não é válido. Isto é, f : T2 → T2 é um

homeomor�smo homotópico à identidade, não-errante e não-anelar, e ainda, Fix(f)

é inessencial então para todo M > 0 real existe um disco topológico aberto f -

invariante U ⊂ T2 tal que D(U) > M .

5.3.1 O caso onde Fix(f) é essencial

Proposição 5.6. Seja f ∈ Homeo0(T2), não-errante e não-anelar. Suponha que Fix(f)

é essencial. Então Fix(f) é totalmente essencial e existe um levantamento F de f para

o R2 tal que, ρ(F ) = {0}, isto é, f é irrotacional. Além disso, π(Fix(F )) = Fix(f).

Demonstração. Suponha por contradição que Fix(f) não é totalmente essencial o que

implica que T2\Fix(f) não é inessencial, logo T2\Fix(f) é essencial. Então T2\Fix(f)

contém alguma componente conexa essencial A e como f é não-errante segue que existe

k > 0 tal que fk(A) = A.

Como Fix(f) é essencial e A ⊂ T2\Fix(f) então A ∩ Fix(f) = ∅, logo A não é

totalmente essencial e por isso deve ser anelar.

Assim a Proposição 2.5 item (2) implica que fk é anelar, mas como f tem ponto

�xo, pois Fix(f) é essencial, segue do item (4) dessa mesma proposição que f é anelar.

Contradição com a hipótese. Portanto Fix(f) é totalmente essencial.
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Logo existe uma componente conexa K de Fix(f) totalmente essencial. Tome z0 ∈ K

e um levantamento F de f para o R2 tal que F (ẑ0) = ẑ0 para qualquer ẑ0 ∈ π−1(z0). Seja

a aplicação φ : T2 → R2 de�nida por φ(z) = F (ẑ) − ẑ, onde ẑ ∈ π−1(z), que está bem

de�nida e é contínua. Como K ⊂ Fix(f) segue que φ(K) ⊂ Z. Sendo K conexo e φ

contínua, temos que φ(K) é conexo, mas φ(ẑ0) = F (ẑ0) − ẑ0 = 0 então φ|K ≡ 0. Logo,

π−1(K) ⊂ Fix(F ), isto é, K ⊂ π(Fix(F )) (portanto, π(Fix(F )) é totalmente essencial).

Vamos usar esse fato para mostrar que f é irrotacional. Suponha que não, isto é,

suponha que para todo levantamento de f para o R2 o conjunto de rotação é diferente de

zero, inclusive para o levantamento F tomado anteriormente, isto é ρ(F ) 6= {0}.

Sendo assim ρ(F ) tem algum ponto extremal não-nulo w e pela Proposição 2.3 item

(2) existe uma medida de probabilidade de Borel µ f−ergódica de�nida no T2 tal que

ρµ(F ) = w, isto é, para µ-q.t.p z ∈ T2,

lim
n→∞

F̂ n(ẑ)− ẑ
n

= w onde ẑ ∈ π−1. (5.4)

E pelo Teorema de Recorrência de Poincaré (Teorema 2.5) segue que µ-q.t.p z ∈ T2

é recorrente. Então o conjunto dos pontos recorrentes que satisfazem (5.4) tem medida

total. Logo existe z ∈ T2 recorrente valendo (5.4). Seja ẑ ∈ π−1(z) e U uma componente

conexa de R2\Fix(F ) que contém z e, então pelo Teorema 2.6 temos que U é invariante,

isto é, F (U) = U . Além disso, como π(U) ⊂ T2\π(Fix(F )) segue que π(U) ∩ K = ∅.

Logo π(U) é inessencial, pois K é totalmente essencial, então π|U é injetora.

Como z é recorrente, existe uma sequencia (nk)k∈N ⊂ Z tal que nk →∞ e fnk(z)→ z

quando k → ∞. E, sendo π|U injetora (portanto, bijetora), existe uma conjugação entre

F |U e f |π(U). Assim

F nk(ẑ)→ ẑ, quando k →∞ ⇒ F nk(ẑ)− ẑ
nk

→ 0 6= w, quando k →∞.

Contradição com a existência de um ponto recorrente satisfazendo (5.4). Portanto f

é irrotacional.

Para �nalizar, resta mostrar que π(Fix(F )) = Fix(f).

Tome z ∈ π(Fix(F )) então existe ẑ ∈ Fix(F ) tal que π(ẑ) = z. Isto é, F (ẑ) = ẑ,

aplicando π em ambos os membros e usando o fato que f é homotópica à identidade,
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segue que,

π ◦ F (ẑ) = π(ẑ)⇔ f ◦ π(ẑ) = π(ẑ)⇔ f(z) = z ⇔ z ∈ Fix(f).

Logo, π(Fix(F )) ⊂ Fix(f).

Agora, seja z ∈ Fix(f). Assim F (ẑ) = ẑ + w onde w ∈ Z2 e ẑ ∈ π−1(z), isso

implica que ρ(F, z) = w. Assim, se w 6= 0 então ρ(F, z) 6= 0 contradizendo o fato de que

ρ(F ) = {0}. Logo F (ẑ) = ẑ para todo ẑ ∈ π−1(z). Isto é, z ∈ π(Fix(F )). Portanto

Fix(f) ⊂ π(Fix(F )).

Proposição 5.7. Seja f ∈ Homeo0(T2), não-errante e não-anelar. Se Fix(f) é essencial,

então para cada M > 0 e v ∈ Z2
∗ existe alguma componente conexa U de T2\Fix(f) tal

que Dv(U) > M .

Demonstração. A proposição anterior implica que Fix(f) é totalmente essencial e existe

um levantamento F tal que π(Fix(F )) = Fix(f). O Teorema 2.6, por sua vez, implica que

cada componente conexa de R2\Fix(F ) é F-invariante. Se existisse um limite uniforme

no diâmetro de cada componente conexa então |F n(z)− z| seria limitado uniformemente

para z ∈ R2 e n ∈ Z, contradição com o fato de que f é não-anelar.

Portanto, com as Proposições 5.6 e 5.7 mostramos que Fix(f) é essencial se e, somente

se, Fix(f) é totalmente essencial e f é irrotacional.

5.3.2 O caso onde Fix(f) é inessencial

As Proposições 5.6 e 5.7 nos garante que é su�ciente considerar o caso onde Fix(f) é

inessencial.

Sendo assim considerando o caso que Fix(f) é inessencial o restante da prova é feita

por redução ao absurdo, isto é, vamos assumir que para cada M > 0 existe um disco

topológico aberto U , f -invariante tal que D(U) > M .

Esboço da prova. Sob essas hipóteses mostraremos que:

(1) Podemos �xar um levantamento F de f e uma sequência de discos topológicos

abertos (Un)n∈N F -invariantes tais que π(Un) é inessencial para cada n ∈ N e

diam(Un)
n→∞−→ ∞;
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(2) F |Un+v é não-errante para todo n ∈ N e v ∈ Z;

(3) Sendo Fix(f) inessencial, podemos assumir que Fix(f) é totalmente desconexo;

(4) diam(Pv(Un))
n→∞−→ ∞ para todo v ∈ Z2

∗;

(5) Un pode ser escolhido como um conjunto maximal com respeito à propriedade de

π(Un) ser aberto, f -invariante e simplesmente conexo, isto é, Un não está propria-

mente contido em outro conjunto com as mesmas propriedades;

(6) Existe uma folheação F Brouwer tipo-gradiente do T2 e, consequentemente, o le-

vantamento F̂ é uma folheação Brouwer tipo-gradiente do R2;

(7) A Proposição 5.4 implica que Un ∩ X̂ 6= ∅ para cada n ∈ N, onde X̂ = Sing(F̂);

(8) A Proposição 5.5 implica que para qualquer n ∈ N e v ∈ Z2 toda folha regular de

F̂ que intersecta Un + v tem ponto �nal em Un + v;

(9) Un é limitado para cada n ∈ N;

(10) π(Un) são dois-a-dois disjuntos, onde n ∈ N;

(11) Para �nalizar a prova do Teorema, a partir de U1, construiremos um conjunto O de

tal modo que Õ = Fill(O) é aberto, f -invariante e simplesmente conexo e U1 ⊂ Õ,

logo U1 = Õ, pois U1 é maximal com respeito à essas propriedades. Além disso, a

forma que Õ é construído implica que Õ contém todas as folhas que intersectam U1.

Portanto, U1 contém todas as folhas que o intersectam. E usando o fato de que U1

é aberto concluiremos que ∂U1 ⊂ X̂, contradição com o fato de que X̂ é totalmente

desconexo. Finalizando o Teorema.

Proposição 5.8. Se f ∈ Homeo0(T2) não-errante e não-anelar, e ainda, Fix(f) é ines-

sencial então existe M > 0 real tal que para cada disco topológico aberto f -invariante

U ⊂ T2, D(U) < M .

Suponha que não, isto é, suponha que para cada M > 0 existe um disco topológico

aberto U , f -invariante tal que D(U) > M .
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A�rmação 5.1. Existe um levantamento F de f e uma sequência de discos topoló-

gicos abertos (Un)n∈N F -invariantes tais que π(Un) é inessencial para cada n ∈ N e

diam(Un)
n→∞→ ∞.

Demonstração. Por hipótese existem discos topológicos abertos f -invariantes Dn de diâ-

metro arbitrariamente grande, isto é, diam(Dn) > Mn onde Mn > 0 e Mn → ∞ quando

n→∞.

Como f ∈ Homeo0(T2) é não-errante então segue da Proposição 2.7 que f tem ponto

�xo em cada disco Dn.

Seja F0 um levantamento de f para o R2, sabemos que F0 tem a propriedade de ser

uniformemente limitado, isto é, existe c > 0 tal que |F0(ẑ) − ẑ| < c para todo ẑ ∈ R2,

além disso qualquer outro levantamento de f para o R2 é um transladado inteiro de F0,

isto é, Fk é um levantamento de f para o R2 se e, somente se,

Fk = F0 + k, tal que k ∈ Z2.

Sem perda de generalidade podemos supor que Fix(F0) 6= ∅. Se |k| > c então

Fix(Fk) = ∅. Sendo assim Fix(Fk) 6= ∅ quando k ∈ [−c, c]2 ∩ Z2, ou seja, �nitos le-

vantamentos de f têm ponto �xo.

Seja D̂n ∈ π−1(Dn) então como f(Dn) = Dn e Dn é um disco existe um levantamento

Fkn tal que Fkn(D̂n) = D̂n. E como f |Dn tem ponto �xo, segue que Fkn|D̂n também tem

ponto �xo, para todo n ∈ N. Mas como tem �nitos Fkn com pontos �xos, deve existir Fk0

que �xa D̂ni para todo i ∈ N.

Tomando F := Fk0 e Un = Dni concluímos a A�rmação.

A�rmação 5.2. F |Un+v é não-errante para todo n ∈ N e v ∈ Z.

Demonstração. Como π(Un + v) = π(Un) é inessencial, para todo n ∈ N e v ∈ Z2. Assim

π|Un+v é um homeomor�smo sobre sua imagem que conjuga F |Un + v à f |π(Un). Como f

é não-errante, então f |π(Un) também o é e, portanto, F |Un+v é não-errante.

Sob as hipóteses da Proposição 5.8 é possível assumir que Fix(f) é totalmente desco-

nexo usando a Proposição 2.8 a qual garante que as componentes conexas de Fill(Fix(f))

podem ser colapsadas em pontos.
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Para tanto é necessário descartar que esse processo não leva à uma situação em que

não há mais discos topológicos arbitrariamente grandes. Ou seja,

A�rmação 5.3. Para cada M > 0 existe U ⊂ R2\Fix(F ) aberto, conexo e F -invariante,

tal que π(U) é inessencial e diam(U) > M .

Demonstração. Ver Claim 3 em [5].

A�rmação 5.4. Pode-se assumir que Fix(f) é totalmente desconexo.

Demonstração. Ver Claim 4 em [5].

A�rmação 5.5. diam(Pv(Un))
n→∞→ ∞ para cada v ∈ Z2

∗.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe v ∈ Z2
∗ e M > 0 de tal modo que,

passando à uma subsequência se necessário,

diam(Pv(Un) ≤M, ∀n ∈ N.

Como diam(Un) → ∞ então diam(Pv⊥(Un)) → ∞ e, somente nessa direção, caso

contrário se diam(Pv′(Un)) → ∞ para qualquer outro vetor v′ 6= v⊥ implicaria que

diam(Pv(Un))→∞.

Sendo

A =
⋃
k∈Z

⋃
n∈N

Un + kv⊥,

segue que

V − = P−1
v⊥

((−∞,−M)) e V + = P−1
v⊥

((M,∞))

estão contidos em diferentes componentes conexas de R2\A, Ṽ − e Ṽ + respectivamente.

Como cada Un é F -invariante então F (A) = A e assim as componentes conexas de

R2\A são permutadas por F . Mas, como f é homotópica à identidade temos que F (ẑ)− ẑ

é uniformemente limitado para todo ẑ ∈ R2. Logo F (Ṽ −) = Ṽ− e F (Ṽ +) = Ṽ +.

Note que V − ⊂ Ṽ − e Ṽ − é disjunta de Ṽ + e V + ⊂ Ṽ + então para M ′ ≤M temos que

Pv⊥((∞,−M ′)) ⊂ Ṽ − ⊂ Pv⊥((−∞,M ′)).

Então a Proposição 2.6 implica que f é anelar, contradição com a hipótese.
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A�rmação 5.6. Podemos assumir que cada Un é maximal com respeito às propriedades de

π(Un) ser aberto, f -invariante e simplesmente conexo. Isto é, Un não está propriamente

contido num conjunto com as mesmas propriedades.

Demonstração. O Lema de Zorn implica que existe um aberto simplesmente conexo f -

invariante Ũ ′n ⊂ T2 tal que π(Un) ⊂ Ũ ′n e Ũ
′
n é maximal com respeito à propriedade de ser

aberto, f -invariante e simplesmente conexo. A componente conexa Ũn de π−1(Ũ ′n) que

contém Un satisfaz as propriedades requeridas. Então podemos substituir Un por Ũn para

cada n ∈ N.

A�rmação 5.7. Se Un e Um são limitados e π(Un) ∩ π(Um) 6= ∅ então π(Un) = π(Um).

Demonstração. Se π(Un) ∩ π(Um) 6= ∅ então existe w ∈ Z2 tal que Un ∩ (Um + w) 6= ∅.

Seja U = Fill(Un ∪ (Um + w)), que é limitado e F -invariante, pois Un e Um o são.

Se π(U) for essencial então existe v ∈ Z2
∗ tal que U∩(U+v) 6= ∅. Seja V =

⋃
k∈Z U+kv.

Como U é limitado, segue que existe M > 0 tal que diam(Pv⊥(U)) ≤ M . Como V é F -

invariante segue que as componentes conexas de R2\V são permutadas por F , mas como

f é homotópica à identidade segue que F (ẑ) − ẑ é uniformemente limitado para todo

ẑ ∈ R2, o que implica que as componentes conexas de R2\V são F -invariantes. Sendo

assim, uma aplicação da Proposição 2.6 implica que f é anelar, contradizendo a hipótese.

Logo π(U) é inessencial.

Como U é preenchido e conexo, π(U) é aberto, f -invariante simplesmente conexo

que contém π(Un) e π(Um). Como π(Un) e π(Um) são maximais com respeito à essas

propriedades a A�rmação 5.6 implica que π(Un) = π(U) = π(Um), como queríamos.

A A�rmação 5.4 garante que podemos considerar Fix(f) totalmente desconexo, sendo

assim a Proposição 5.2 implica que existe uma folheação orientada F com singularidades,

X = Sing(F), do T2 e uma isotopia I = (ft)t∈[0,1] da IdT2 em f tal que

• Sing(F) ⊂ π(Fix(F );

• I é levantada para uma isotopia Î da IdR2 para F e F é levantada para uma

folheação F̂ do R2;
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• F é dinamicamente transversa à I (⇒ F̂ é dinamicamente transversa à Î) e

• I �xa as singularidades de F (⇒ Î �xa as singularidades de F̂).

A�rmação 5.8. A folheação F é tipo-gradiente.

Demonstração. Ver Claim 9 e Claim 10 em [5].

Sendo F tipo-gradiente, consequentemente F̂ também é tipo-gradiente, isto é, se X̂ =

Sing(F̂) então toda folha regular de F̂ une pontos diferentes de X̂ e, existe M0 > 0 tal

que para cada folha regular Γ ∈ F̂ , D(Γ) < M0.

A�rmação 5.9. Podemos assumir que Un ∩ X̂ 6= ∅ para cada n ∈ N.

Demonstração. Pela A�rmação 5.2, Un não tem pontos errantes para todo n ∈ N e pela

A�rmação 5.1, diam(Un) → ∞. Assim, passando à uma subsequência se necessário, a

Proposição 5.4 implica que Un ∩ X̂ 6= ∅ para todo n ∈ N.

A�rmação 5.10. Para qualquer n ∈ N e v ∈ Z2, toda folha regular de F̂ que intersecta

Un + v tem um ponto �nal em Un + v.

Demonstração. Como cada Un intersecta X̂, pela A�rmação 5.9 e X̂ é Z2-invariante, segue

que (Un+v)∩X̂ 6= ∅ para qualquer v ∈ Z2. Como a A�rmação 5.2 garante que Un+v não

tem pontos errantes a Proposição 5.5 implica que toda folha regular de F̂ que intersecta

Un + v tem um ponto �nal em Un + v.

Agora vamos mostrar a limitação de Un para cada n ∈ N.

A�rmação 5.11. Un é limitado para cada n ∈ N.

Suponha por contradição que não, isto é, que existe n ∈ N tal que U = Un é ilimitado.

Então poderíamos ter assumido desde o início da prova da Proposição 5.8 que U = Un

para todo n ∈ N, uma vez que as hipóteses valem para esse caso.

Em particular, a A�rmação 5.5 implica que diam(Pv(U)) =∞ para todo v ∈ Z2
∗.

As próximas A�rmações serão no sentido de chegar à uma contradição para provar a

A�rmação 5.11
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Seja W o conjunto formado pela união de U com todas as folhas de F̂ que intersectam

U .

Note que W é aberto, pois se z ∈ W então ou z ∈ U ou z ∈ Γ\U , onde Γ ∩ U 6= ∅.

Como U é aberto, se z ∈ U então existe Bδ(z) ⊂ U ⊂ W .

E, se z ∈ Γ\U , onde Γ ∩ U 6= ∅, tome p ∈ X̂ ∩ U ponto �nal de Γ = {φt(z); t ∈ R},

sem perda de generalidade, suponha que p = ω(Γ).

Como U é aberto segue que existe ε > 0 tal que Bε(p) ⊂ U e para t > 0 su�cientemente

grande φt(z) ∈ Bε(p). E, por continuidade da φt existe δ > 0 tal que se w ∈ Bδ(z),

φt(w) ∈ Bε(p). Logo Bδ(z) ⊂ W . Portanto, W é aberto. Ver �gura 5.6.

p
ε

δ
z

φt(z)

w
φt(w)

Figura 5.6: W é aberto.

Além disso, W é conexo por caminhos. De fato, sejam z, w ∈ W . Como U é simples-

mente conexo então se z, w ∈ U há um caminho que une z à w inteiramente contido em

U ⊂ W . Se z ∈ U e w ∈ Γ\U , onde Γ ∩ U 6= ∅ então sejam γ ⊂ Γ o subarco que une w à

p ∈ X̂ ∩ U ponto �nal de Γ e σ qualquer arco contido em U unindo p à z. Assim γ ∗ σ é

um caminho contido em W que une w à z. Se z ∈ Γ1\U , onde Γ1 ∩ U 6= ∅ e w ∈ Γ2\U ,

onde Γ2 ∩ U 6= ∅ então um caminho que une z à w seria o subarco γ1 de Γ1 unindo z ao

ponto �nal p1 de Γ1 concatenado com um arco σ ⊂ U qualquer que une p1 ao ponto �nal

p2 de Γ2 e esse concatenado com o subarco γ2 de Γ2 unindo p2 à w. Isto é, γ1 ∗ σ ∗ γ2 é

um arco contido em W unindo z à w.

A�rmação 5.12. W ∩ (W + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗.

Demonstração. Suponha que não, então, como π(U) é inessencial, existe Γ ∈ F̂ que

intersecta U e U + v, para algum v ∈ Z2
∗. Então Γ une um ponto p ∈ U ∩ X̂ à um ponto
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q ∈ (U + v) ∩ X̂. Seja σ qualquer arco em U + v que une q à p + v. Sendo assim Γ ∗ σ

une p à p + v. Então tomando Θ =
⋃
n∈Z[Γ ∗ σ] + nv é conexo, fechado, separa o R2 em

duas componentes conexas e diam(Pv⊥(Θ)) é limitado.

O fato que diam(Pv⊥(U)) =∞ implica que U +mv⊥ intersecta Θ para algum m ∈ Z∗
e então U + mv⊥ intersecta [Γ ∗ σ] + nv para algum n ∈ Z. Mas U + mv⊥ é disjunto de

[σ] + nv ⊂ U + (n+ 1)v, pois caso contrário

U +mv⊥ ∩ U + (n+ 1)v 6= ∅ ⇒ U +mv⊥ − (n+ 1)v ∩ U 6= ∅

e como mv⊥ + (n + 1)v 6= 0 pois m 6= 0 teríamos que um transladado inteiro de U

intersectaria U , constradizendo o fato que π(U) é inessencial.

Logo U + mv⊥ intersecta Γ + nv e a A�rmação 5.10 implica que Γ + nv tem ponto

�nal em U +mv⊥.

Por outro lado, temos que os pontos �nais de Γ + nv são p+ nv ∈ U + nv e q + nv ∈

U + (n+ 1)v, que analogamente ao caso anterior, ambos são disjuntos de U +mv⊥. Essa

contradição prova a A�rmação 5.12.

Agora seja O =
⋃
n∈Z F

n(W ). Note que,

• O é aberto , pois W é aberto e F é um homeomor�smo;

• F (O) = O, isto é, O é F -invariante;

• O é conexo. De fato, temos que W é conexo, pois é um conjunto aberto e conexo

por caminho, além disso, como U é F -invariante segue que U ∩ F n(U) 6= ∅ para

todo n ∈ N e então W ∩F n(W ) 6= ∅ para todo n ∈ N. Isto é, O é união de conjunto

conexos que se intersectam, portanto O é conexo.

A�rmação 5.13. O ∩ (U + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗.

Demonstração. Como W ∩ (W +v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗, em particular W ∩ (U +v) = ∅.

Como U + v é F -invariante, segue que F k(W ) ∩ F k(U + v) = F k(W ) ∩ (U + v) = ∅ para

todo k ∈ Z. E, portanto, O ∩ (U + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗.

A�rmação 5.14. O ∩ (O + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗, isto é, π(O) é inessencial.
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Demonstração. Suponha, por contradição que existe v ∈ Z2
∗ tal queO∩(O+v) 6= ∅. Como

O é conexo, segue que existe um arco σ em O que une algum ponto z ∈ O à z + v ∈ O.

Seja Θ =
⋃
n∈Z[σ] + nv, então Θ é limitado da direção v⊥ e como diam(Pv⊥(U)) = ∞

implica que U + mv⊥ intersecta Θ para algum m ∈ Z∗. Mas então U + mv⊥ intersecta

[σ] + nv para algum n ∈ Z, então U +mv⊥ − nv intersecta [σ] ⊂ O. Como m 6= 0 segue

que mv⊥ − nv 6= 0, contradizendo a A�rmação 5.13.

A�rmação 5.15. Se uma folha regular Γ de F̂ intersecta U , então está contida em U .

Demonstração. Seja Õ = Fill(O). Segue que Õ é simplesmente conexo e, ainda é aberto,

F -invariante e π(Õ) é inessencial. Mas U ⊂ Õ e a A�rmação 5.6 garante que U é

maximal com respeito às propriedades anteriores, logo U = Õ. E, se uma folha Γ de

F̂ intersecta U , então pela construção de W , O e, consequentemente, de Õ segue que

[Γ] ⊂ W ⊂ O ⊂ Õ = U . Provando a A�rmação 5.15.

A�rmação 5.16. ∂U ⊂ X̂.

Demonstração. Suponha que não, isto é, suponha que existe z ∈ ∂U regular. Então existe

uma folha Γ de F̂ que passa por z. Assim Γ ∩ U e, então a A�rmação 5.10 implica que

Γ tem um ponto �nal em U . Mas pela A�rmação anterior temos que Γ está inteiramente

contida em U . Contradição, pois U é aberto, ou seja, U ∩ ∂U = ∅ e mostramos que

z ∈ ∂U ∩ Γ e Γ ⊂ U . Portanto ∂U ⊂ X̂.

A A�rmação 5.16 é uma contradição com o fato de que X̂ é totalmente desconexo e

não pode conter a fronteira de um disco topológico que é conexo.

Essa contradição completa a prova da A�rmação 5.11. Isto é, Un é limitado para cada

n ∈ N.

Antes de completar a demonstração da Proposição 5.8 vamos mostrar que a limitação

de cada Un implica que a os discos (π(Un))n∈N são dois-a-dois disjuntos.

A�rmação 5.17. Os discos (π(Un))n∈N são dois-a-dois disjuntos.

Demonstração. Como por hipótese diam(Un) → ∞ quando n → ∞ podemos construir

uma subsequência de (Un)n∈N da seguinte forma, existe m1 ∈ N tal que diam(Um1) >
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diam(U1), existe m2 ≥ m1 tal que diam(Um2) > diam(Uk) para k ∈ {1, 2} e, sucessiva-

mente, existe mn+1 ≥ mn tal que diam(Umn+1) > diam(Uk) para todo k ∈ {1, · · · , n}.

Então π(Umn) 6= π(Uk) para todo k ∈ {1, · · · , n}. Sendo assim, a subsequência (Umn)n∈N

de (Un)n∈N é projetada para discos dois-a-dois distintos e a A�rmação 5.7 implica que

tais discos devem ser dois-a-dois disjuntos. Como não há perda de generalidade, podemos

assumir (Un)n∈N como sendo tal subsequência.

Agora podemos concluir a demonstração da Proposição 5.8. E, para �nalizar vamos

repetir as mesmas A�rmações que usamos para provar a A�rmação 5.11, com a diferença

de que sabemos que Un é limitado para cada n ∈ N e, portanto, (π(Un))n∈N são dois-a-dois

disjuntos. Isto é, as A�rmações são as mesmas, mas as demonstrações mudam.

Sendo assim, seja W a união de U1 com todas as folhas de F̂ que o intersectam. Por

justi�cativa análoga à anterior, W é aberto e conexo por caminhos, portanto, conexo.

A�rmação 5.18. W ∩ (W + v) = ∅ para todo v ∈ Z2
∗

Demonstração. Suponha que não vale, isto é, suponha que existe v ∈ Z2
∗ tal que W ∩

(W + v) = ∅. Como U1 ∩ (U1 + v) = ∅, pois π(U1) é inessencial, segue que existe uma

folha Γ de F̂ que intersecta U1 e U1 + v.

p

q

p+v

Γ σ

U1 U1+v U1+kv

v

v⊥

σ+(k−1)v

p+kv

q+(k−1)v

Figura 5.7: Ilustração da prova.

Então, Γ une um ponto p ∈ U1 ∩ X̂ à um ponto q ∈ (U1 + v) ∩ X̂. E, seja σ qualquer

arco em U1 + v que une q à p+ v. Sendo assim Γ ∗ σ é um arco unindo p à p+ v. Tome

Θ =
⋃
n∈Z[Γ ∗ σ] + nv. Ver Figura 5.8.
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O fato que diam(Pv⊥(Un)) → ∞ quando n → ∞ implica que dado n su�cientemente

grande, existe w ∈ Z tal que Un + w intersecta Θ e, então Un + w intersecta [Γ ∗ σ] + kv

para algum k ∈ Z.

Mas Un+w é disjunto de [σ]+kv ⊂ U1 +(k+1)v, pois caso contrário U1 +(k+1)v−w

intersectaria Un, contradizendo o fato que π(U1) ∩ π(Un) = ∅.

Portanto, Un + w intersecta [Γ] + kv e, pela A�rmação 5.10 [Γ] + kv tem ponto �nal

em Un + w.

Por outro lado, sabemos que os pontos �nais de [Γ] + kv são p + kv ∈ U1 + kv e

q + kv ∈ U1 + (k + 1)v que ambos são disjuntos de Un + w novamente pelo fato de que

π(U1) ∩ π(Un) = ∅.

Agora seja O =
⋃
n∈Z F

n(W ) que é aberto, conexo e F -invariante, por justi�cativa

análoga à anterior.

A�rmação 5.19. O ∩ (U1 + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗.

Demonstração. ComoW ∩(W +v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗, em particularW ∩(U1 +v) = ∅.

Como U1 + v é F -invariante, segue que F k(W )∩F k(U1 + v) = F k(W )∩ (U1 + v) = ∅ para

todo k ∈ Z. E, portanto, O ∩ (U1 + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗.

A�rmação 5.20. O ∩ (O + v) = ∅ para cada v ∈ Z2
∗, isto é, π(O) é inessencial.

Demonstração. Suponha, por contradição, que O∩ (O+ v) 6= ∅ para algum v 6= 0. Então

existe um inteiro n0 ∈ Z tal que F n0(W ) ∩ (O + v) 6= ∅, mas como O é F -invariante e f

é homotópica à identidade, tomando −n0 ∈ Z temos que W ∩ (O + v) 6= ∅.

Como π(U1) é inessencial, então temos que existem folhas Γ1 e Γ2 de F̂ tais que Γ1 tem

pontos �nais p1, q1 ∈ X̂ com p1 ∈ U1 (⇒ Γ1 ∈ W ⊂ O) e Γ2 tem pontos �nais p2, q2 ∈ X̂

com p2 ∈ U1 + v (⇒ Γ2 ∈ O + v), tal que F k(Γ2) ∩ Γ1 6= ∅ para algum k ∈ Z.

Seja γ1 o subarco de Γ1 de p1 à algum ponto de interseção z ∈ F k(Γ2) ∩ Γ1 e γ2 um

subarco de F k(Γ2) de z à p2 e σ qualquer arco em U1 + v que une p2 à p1 + v.

Como antes, o fato que diam(Pv⊥(Un)) → ∞ implica que dado n su�cientemente

grande, existe w ∈ Z2 tal que Un +w intersecta [γ1 ∗ γ2 ∗σ] +mv para algum m ∈ Z. Mas



79

o fato de que π(U1)∩ π(Un) = ∅ implica que Un +w é disjunto de [σ] +mv, então Un +w

intersecta ou [γ1] +mv ou [γ2] +mv.

Isso signi�ca que tomando w′ = w−mv temos que Un +w′ intersecta [γ1] ou [γ2], isto

é, Un + w′ intersecta [Γ1] ou F k([Γ2]).

Mas como Un +w′ é F -invariante então Un +w′ intersecta [Γ1] ou [Γ2]. Sendo assim a

A�rmação 5.10 implica que um ponto �nal de [Γ1] ou [Γ2] está em Un+w′. Como p1 ∈ U1

e p2 ∈ U1 + v e π(U1) ∩ π(Un) segue que q1 ∈ Un + w′ ou q2 ∈ Un + w′.

Sem perda de generalidade, suponha que q1 ∈ Un + w′.

Com um argumento análogo ao anterior, dado n′ ∈ Z tal que n′ > n segue que q1 ou q2

deverá pertencer à Un′+w′′ para algum w′′ ∈ Z2. Como q1 ∈ Un+w′ e π(Un)∩π(U ′n) = ∅,

temos que q2 ∈ Un′ + w′′. Ver Figura 5.8.

v

v⊥

p1

q1
Γ1

γ1

γ2

p2

p1+v

U1 U1+v

Un′+w
′′

Un+w′

q2

Γ2

Fk(Γ2)

σ
z

Figura 5.8: Ilustração da prova.

Repetindo esse processo uma terceira vez, isto é dado n′′ ∈ Z tal que n′′ > n′ concluí-

mos que existe um w′′′ ∈ Z2 tal que Un′′+w′′′ deverá conter q1 ou q2. Mas isso é impossível,

pois π(Un′′) é disjunto de ambos π(Un) e π(Un′). Chegando à uma contradição.

Portanto, π(O) é inessencial.

As demonstrações das próximas A�rmações são análogas às demonstrações das A�r-

mações 5.15 e 5.16. Difere apenas no conjunto, ao invés de ser o conjunto U considera-se
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o conjunto U1.

A�rmação 5.21. Se uma folha regular Γ de F̂ intersecta U1, então está contida em U1.

A�rmação 5.22. ∂U1 ⊂ X̂.

Sendo assim, a A�rmação 5.22 é, novamente, uma contradição com o fato de X̂ ser

desconexo. E com essa, contradição �nalizamos a demonstração da Proposição 5.8. E

com ela, completamos a demonstração do Teorema B.



Considerações �nais

Em [4] A. Koropecki, F. A. Tal além de estenderem os resultados obtidos a partir

de uma dinâmica estritamente toral para superfícies, os autores melhoram de maneira

signi�cativa o Teorema A.

Usando uma versão generalizada do Teorema B (ver [4] Theorem A) onde não é ne-

cessário exigir que f seja não-anelar para concluir que se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante

e Fix(f) é inessencial então os discos periódicos são limitados e com o resultado obtido

para superfícies (ver [4] Theorem C) chegam ao seguinte

Teorema A (nova versão). Se f ∈ Homeo0(T2) é não-errante, então vale uma das

a�rmações:

(1) Existe k ∈ N tal que Fix(fk) é totalmente essencial;

(2) Existe k ∈ N tal que fk tem deslocamento uniformemente limitado;

(3) Existe k ∈ N tal que fk tem um conjunto anelar essencial aberto e invariante;

(4) Ess(f) é não vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) é união de uma família

U de discos abertos periódicos dois a dois disjuntos tal que para cada U ∈ U , D(U)

é limitado por uma constante que depende somente do período de U .

Dizemos que uma aplicação f ∈ Homeo0(T2) tem deslocamento uniformemente limi-

tado se existem uma constante M > 0 e um levantamento F de f para o R2 tal que

|F n(ẑ)− ẑ| ≤M para todo ẑ ∈ R2 e n ∈ Z.

Sendo assim, os itens (1A) e (2A) são divididos nos itens (1), (2) e (3). Pois,

(a) Se Fix(f) é totalmente essencial segue o item (1);

81
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(b) Se Fix(f) é essencial, mas não totalmente essencial então existe uma região anelar

invariante e, portanto vale o item (3);

(c) Se Fix(f) é inessencial então

(c1) Se Ine(f) é essencial, mas não totalmente essencial, então como Ine(f) é aberto

e f -invariante segue que Fill(Ine(f)) é um conjunto anelar essencial aberto e

invariante, valendo o item (3);

(c2) Se Ine(f) é totalmente essencial implica que fk tem deslocamento uniforme-

mente limitado para algum k ∈ N, valendo o item (2);

(c3) E, �nalmente, se Ine(f) é inessencial então não valem os itens (1)-(3) e, por-

tanto, vale o item (4)2.

2Os itens (c2) e (c3) são consequencias dos resultados Theorem A e Theorem C obtidos em [4].



Referências Bibliográ�cas

[1] A. Fathi, An orbit closing proof of Brouwer's lemma on translation arcs, Enseign.

Math. (2) 33(3-4), (1987), 315�322.

[2] A. Koropecki, F. A. Tal, Area-preserving irrotational di�eomorphisms of the torus

with sublinear di�usion, Proc. Amer. Math. Soc., 142, 1�8, (2014).

[3] A. Koropecki, F. A. Tal, Bounded and unbounded behavior for area-preserving rational

pseudo-rotations. Proc. London Math. Soc. 109(3): 785�822 (2014).

[4] A. Koropecki, F. A. Tal, Fully essential dynamics for area-preserving surface home-

omorphisms arXiv:1507.04611v1 (2015).

[5] A. Koropecki, F. A. Tal, Strictly Toral Dynamics, Invent. Math., 196 (2014), 339�

381.

[6] D. Epstein, Curves on 2-manifolds and isotopies, Acta Math. 115 (1966) 83�107.

[7] E. L. Lima, Grupo fundamental e espaços de recobrimento, 4ed. Rio de Janeiro: IMPA

(2012).

[8] J. Franks, Realizing rotation vectors for torus homeomorphisms, Trans. Am. Math.

Soc., 311(1) (1989) 107�115.

[9] J. Franks, Recurrence and �xed points of surface homeomorphisms, Ergod. Theory

Dyn. Syst. 8 (1988) 99�107.

[10] J. Franks, The rotation set and periodic points for torus homeomorphisms, Dynamical

Systems and Chaos, v.1, Hachioji (1994) 41�48.

83



84

[11] J. Llibre, R.S MacKay, Rotation vectors and entropy for homeomorphisms of the

torus isotopic to the identity, Ergod. Theory Dyn. Syst. 11(1) (1991) 115�128.

[12] H. Whitney, Regular families of curves, Ann. Math. (2) 34(2) (1933), 244�270.

[13] H. Whitney, On regular families of curves, Bull. Am. Math. Soc. 47 (1941), 145�147.

[14] M. Brown, J. M Kister, Invariance of complementary domains of a �xed point set,

Proc. Am. Math. Soc. 91(3), (1984) 503�504.

[15] M. Misiurewicz, K. Ziemian, Rotation Sets for Maps of Tori, J. London. Math. Soc.,

40 (1989), 490�506.

[16] M. Misiurewicz, K. Ziemian, Rotation Sets and ergodic measures for torus homeo-

morphisms, Fundamenta Mathematicae, 137(1) (1991), 45�52.

[17] M. Viana, K. Oliveira, Fundamentos da Teoria Ergódica, Rio de Janeiro: SBM, 90,

2014.

[18] O. Jaulent, Existence d'un feuilletage positivement transverse à un homéomorphisme

de surface. arXiv:1206.0213v2 (2012).

[19] P. Le Calvez, Une version feuilletée équivariante du théorème de translation de

Brouwer, Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. 102, 1�98 (2005)

[20] P. Walters, An Introduction to Ergodic Theory, Springer Verlag (1982).

[21] R. Tyrrell Rockafellar, Convex analysis, Princeton University Press (1997).

[22] R.L. Devaney An introduction to chaotic dynamical systems, Second Edition, Addison

Wesley, Redwood, CA (1989).

[23] S. Zanata Area-preserving di�eomorphisms of the torus whose rotation sets have non-

empty interior. Ergod. Theory Dyn. Syst. (Print), 35, p. 1�33, (2013).

[24] T. Jäger, Elliptic Stars in a Chaotic Night, J. London. Math. Soc., 84 (2011), 595�

611.



85

[25] T. Jäger, Linearization of conservative toral homeomorphisms, Invent. Math. 176(3),

(2009), 601�616.

[26] T. Jäger, F. Tal, Irrational rotation factors for conservative torus homeomorphisms,

arXiv:1410.366v2 (2014).

[27] W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw�Hill Internetional Editions, Third

Edition, 1987.


