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Resumo

Seja f um homeomorfismo definido no toro T2. Sob quais hipoteses f tem proprie-
dades na sua dindmica que sao intrinsecas do toro? Isto é, que nao estao presentes em
homeomorfismos definidos no plano ou no anel.

Koropecki e Tal em [5] apresentam o conceito de dinamica estritamente toral no caso
em que f é ndo-errante (por exemplo, quando f preserva area) e homotopica a identidade.
Nesse cenario, f é dita estritamente toral se a sua dinamica pode ser decomposta em dois
conjuntos onde um é unido de discos periodicos limitados (podendo ser vazio) e outro que
suporta a parte rotacional da dinamica e, portanto, uma vasta informagao sobre a mesma.

Um exemplo de dinamica estritamente toral é aquela cujo conjunto de rotagao, de
acordo com a definicao dada por Misiurewicz, M., Ziemian, K. em [15], tem interior nao-
vazio. Sendo assim a limitacao dos discos periodicos, é um resultado chave o qual nos
permite, entre outras coisas, generalizar os conceitos de “ilhas elipticas” e “regiao caotica”,

dado por Jager em [24], pois esses tornam-se equivalente a decomposi¢ao acima.

Palavras—chave: Dinamica, Homeomorfismo, Toro, Conjunto de Rotacao, Folheacao de

Brouwer.



Abstract

Let f be a homeomorphism defined on the torus T?. Under what hypothesis f has
properties in its dynamics that are intrinsic of the torus? That is, they are not present in
homeomorphisms defined in the plan or in the annulus.

Koropecki and Tal in [5] exhibit the concept of strictly toral dynamic in the case where
f is nonwandering (for example, when f is area preserving) and homotopic to the identity.
In this scenario, f is said to strictly toral if its dynamics can be decomposed into two sets
where a is the union of limited periodic disks (possibly empty) and another that supports
the “rotational” part of the dynamic and therefore extensive information about the same.

An example of strictly toral dynamics is one whose rotation set, in the sense of Mi-
siurewicz, M., Ziemian, K. in [15], has nonempty interior. Thus the boundedness of these
periodic discs, is a key result which allows us, among other things, to generalize the
concepts of “elliptical islands” and “chaotic region”, given by Jéger in [24], because these

become equivalent to the above decomposition.

Keywords: Dynamics, Homeomorphisms, Torus, Rotation Set, Brouwer Foliations.
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Capitulo 1

Introducao

Um par ordenado da forma (M, f), onde M é um espaco e f é uma aplicacao é
dito sistema dinamico se f : M — M. Quando M é um espago topologico e f um
homeomorfismo temos um sistema dinamico topolégico (inversivel).

Um sistema dinamico é uma abstracao matemética usada para modelar e fornecer
previsoes sobre intimeros fené6menos fisicos, econémicos, sociais e outros.

O estudo de sistemas dinamicos topologicos, provavelmente teve inicio com Henri
Poincaré, matemaético, fisico e filésofo do século XIX, com a publicagao do seu “dltimo
teorema geométrico”, atualmente conhecido como Teorema de Poincaré-Birkhoff, devido
as contribuicoes dadas por Birkhoff para o caso geral.

Uma pergunta chave em sistemas dinamicos é sobre a existéncia de pontos que possuem
algum tipo de recorréncia, isto é, a existéncia de pontos fixos, pontos periodicos, pontos
transitivos, etc. Por exemplo, o Teorema mencionado acima garante, sob certas condicoes,
a existéncia de pontos fixos numa coroa circular (anel) cuja a dinamica nas fronteiras estao
orientadas em direcoes opostas.

Uma definicao bastante ttil no estudo de sistemas dinamicos topolégicos é o conceito
de ntimero de rotagao, que também foi introduzido por Poincaré para o caso de home-
omorfismos do circulo, S, que preservam orientacio. Para esse caso, Poincaré mostrou
que a 6rbita de qualquer ponto z € S tem o mesmo ntimero de rotacao.

Desde entao, o conceito de niimero de rotacao tem sido amplamente explorado pela



sociedade matemaética e, ao generalizar tal conceito para endomorfismos no circulo de grau
1 e homeomorfismos homotopicos a identidade em superficies como o toro (ou o anel),
obtemos nao somente um nimero de rotacao, mas sim um intervalo ou um conjunto de
rotacao.

Embora nao tao facilmente como no caso do niimero de rotacao para homeomorfismos
no circulo, o conjunto de rotacao nos da muitas informacoes sobre a dinamica em questao,
como por exemplo a existéncia de pontos periodicos. Nesse sentido, o estudo da geometria
e implicagoes dinamicas desse conjunto forma uma importante area de pesquisa e de
grande interesse. Veja, por exemplo, [8], [9], [10], [11], [15] e [16].

Para esse trabalho, iremos utilizar a definicao de conjunto de rotacao dada por M.
Misiurewicz e K. Ziemian em [15], isto é, se F' ¢ um levantamento! de f € Homeoy(T?)
para o R? entdo

Fri(7) — 2.
p(F) = {UER2; v = limM

; ,ZERZ,niH—O>Ooo}.
1—00 n;

O objetivo é estudar homeomorfismos definidos no toro, T? := R?/Z?, que possuem
propriedades na dinamica que sao proprias do toro, no sentido de que tais propriedades
nao estao presentes em homeomorfismos definidos no plano ou no anel. Chamaremos tais
homeomorfismos de estritamente toral.

Apresentaremos esse conceito para homeomorfismos do toro que sao homotdpicos a
identidade? e nao-errantes. Denotaremos o conjunto dos homeomorfismos definidos no
toro homotopicos a identidade por Homeoy(T?).

Antes de apresentarmos os resultados, introduziremos, brevemente, alguns conceitos
que sao necessarios para o entendimento dos mesmos.

Dizemos que um conjunto aberto U C T? é inessencial se qualquer curva fechada em
U for homotopicamente trivial, caso contrario U é dito essencial. Um conjunto U C T?
é totalmente essencial se seu complementar for inessencial, isto é, se o seu complementar

estd contido na uniao de discos topologicos abertos.

1F :R? = R? ¢ um levantamento de f para o R%2se mo F = fom, onde 7 : R2 = T2 ¢ a aplicacdo do

recobrimento universal.
2Em superficies fechadas o conceito de homotopia e isotopia entre aplicagoes sdo equivalentes, ver [6].



Sendo assim, um ponto z € T? ¢ ponto essencial quando para qualquer vizinhanca
U CT?de z U,z f"(U) é essencial. Caso contrario dizemos que z é ponto inessencial.
Ess(f) denotard o conjunto de todos pontos essenciais de f e Ine(f) o conjunto dos
pontos inessenciais.

A definigdo do conjunto dos pontos inessenciais ndo implica que Ine(f) é de fato
inessencial. Por exemplo, na aplicagao identidade, f := Id, temos que Ine(f) = T?, pois
dado z € T? e € > 0 suficientemente pequeno, entao |, f"(Be(z)) = Be(z) € inessencial.

Uma das consequéncias de uma dindmica estritamente toral é que Ine(f) é unido
disjunta de discos periodicos e, além disso, os discos sao limitados. Dado U C T? aberto
e conexo, D(U) denotara o diametro de U no levantamento, isto é, D(U) := diam(lA])
independente da escolha de Ue 7 1(U). E, dizemos que U ¢ limitado quando D(U) < co.

Uma aplicagiao f é anelar se existem um levantamento F' de f € Homeoy(T?) para o

R2, M > 0 e v € Z2 tal que
|Pu(F*(2) —2)| <M, V2z€R?® e neN.

Em certo sentido, essa definicao implica que a dinamica de f pode ser mergulhada
numa dindmica do anel. Sendo assim para uma dinamica f ser estritamente toral nenhuma
iterada de f deve ser anelar.

E quando f € Homeoy(T?) nao-errante ¢ nao-anelar? Isto é, quando a dindmica é
ilimitada em todas as dire¢oes o que mais podemos dizer?

Em [2| h4d um exemplo de dinamica ilimitada em todas as dire¢oes, portanto nao-anelar,
mas tem um conjunto de rotagao trivial (0, 0) e, além disso, tem-se Fiz(f) é totalmente
essencial. Assim tal dinAmica nao deve ser estritamente toral, pois ap0s remover os pontos
fixos o0 que resta é uma dinamica que ocorre no plano.

Entao, para que uma dinamica seja estritamente toral, se torna coerente exigirmos
também que para todo k € Z nao tenhamos Fiz(f*) totalmente essencial e f* irrotacional.

Diante disso obtemos o seguinte Teorema, que serd demonstrado no Capitulo 3.
Teorema A. Se f € Homeoy(T?) é nao-errante, entio vale uma das afirmagoes:

(1A) Euziste k € N tal que Fiz(f*) é totalmente essencial e f* é irrotacional;



(2A) Euiste k € N tal que f* é anelar;

(8A) Ess(f) € nao vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) é unidgo de uma familia
U de discos abertos periddicos dois a dois disjuntos tal que para cada U € U, D(U)

¢ limitado por uma constante que depende somente do periodo de U.

Assim, o Teorema A caracteriza dinamicas estritamente toral, que ocorre quando os
itens (1A) e (2A) ndo sdo satisfeitos. Em suma, se f € Homeoy(T?) ndo-errante é estri-
tamente toral entdo sua dindmica é decomposta em dois conjuntos: Ess(f) que carrega
a parte rotacional da dinamica e Ine(f) que é unido de discos topologicos periddicos
limitados, podendo ser vazio.

O proximo resultado, que serd demonstrado no capitulo 5, é essencial para a demons-
tragao do Teorema A, pois é ele que garante que se f* é nao-anelar e ndo vale que Fiz(f*)
é totalmente essencial e f* ¢ irrotacional para todo k € N entdo a dinamica é estritamente

toral. A limitacao dos discos segue diretamente desse Teorema.

Teorema B. Se f € Homeoy(T?) é nao-errante e nao-anelar entao vale uma e somente

uma das afirmagoes:

(1B) Eziste M > 0 real tal que para cada disco topoldgico aberto f-invariante U C TZ,
DU) < M;

(2B) Fix(f) é totalmente essencial e f € irrotacional.

A seguir enunciaremos resultados obtidos para uma dinamica estritamente toral.
E possivel caracterizar uma dindmica transitiva no caso estritamente toral, dado pelo

seguinte resultado que serd demonstrado no capitulo 3,

Corolario (3.4). Seja f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral. Entdo f ¢é

transitiva se e, somente se, nao houver discos topoldogicos periodicos limitados.

Outro resultado é refletido sobre o conjunto Ess(f), no sentido de que tal conjunto
carrega a parte rotacional da dinamica. M. Misiurewicz, K. Ziemian ([15] e [16]) mostram

que se v é ponto extremal ou ponto interior do conjunto de rotacao entao v é realizado



por uma medida ergddica. Se v é um vetor racional do conjunto de rotagdo entao Franks
(|8]-[10]) e M. Misiurewicz, K. Ziemian ([15]) mostram que v é realizado por um ponto
periodico.

Nesse sentido o proximo resultado, que serd demonstrado no capitulo 3, garante que se
a dinamica é estritamente toral e v € p(F)NQ? entao v também é realizado por um ponto

do Ess(f). Além disso, se v ¢ Q? entao a medida ergdodica associada & v é suportada no

Ess(f).

Teorema (3.1). Sejam f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral e F' um levan-

tamento de f para o R%. Entao,

1. se u € M, associada com p,(F) ¢ Q* entdo pu € suportado em Ess(f), isto é,
supp(p) C Ess(f);

2. qualquer vetor racional de p(F) que € realizado por algum ponto periddico € também

realizado por um ponto do Ess(f).

O proximo resultado garante que sendo f estritamente toral é possivel, sob algumas
hipoteses, garantir que se z € Ess(f) entao para toda vizinhanda U C T? de 2 existe

n € N tal que f"(U)UU ¢ essencial.

Teorema (3.2). Sejam f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral e D um domi-
n—oo

nio fundamental. Suponha que diam(F™(D)) — oo. Entdo para toda vizinhanga U de

z € Ess(f) tem-se que f"(U)UU € essencial para algum n € N.

Um exemplo de dinamica estritamente toral é a que apresenta conjunto de rotagao
com interior nao-vazio. Varios trabalhos mostram que uma dinamica que tem o conjunto
de rotacao com interior nao-vazio implica em diversas informagoes sobre a dinamica, por
exemplo, abundancia de orbitas periodicas (ver [8]), medidas ergodicas com todos os tipos
de vetor de rotagao (ver [16]) e entropia positiva (ver [11]).

Tobias Jiger mostra em [24] que se f € Homeoy(T?) ¢ nao-errante e o conjunto de

rotacao tem interior, entao a dinamica pode ser decomposta em dois conjuntos, a saber:



C(f) a regiao caotica (rotacional)® e £(f) as ilhas elipticas.

De acordo com a definicao dada em [24], se z € C(f) entdo para toda vizinhanca U
de z, int(Conv(py(F))) # 0 e todo ponto pertencente & £(f) pertence a algum disco
topologico aberto U tal que py(F) é um tnico vetor racional. Além disso, C(f) apresenta
dependéncia sensivel nas condigoes iniciais.

O proximo Teorema, que serd demonstrado no capitulo 4, mostra a equivaléncia do
conceito de regido cadtica (rotacional) e a regido das ilhas elipticas com o conceito de
dindmica estritamente toral, para os casos que o conjunto de rotacao tem interior nao-
vazio. Dessa forma, generaliza-se o resultado obtido por Jiger uma vez que o Teorema A

garante a limitacao dos discos periodicos.

Teorema (4.3). Sejam f € Homeoo(T?) nao-errante, F' um levantamento de f para o

R? e p(F) com interior nao-vazio. Entdo

1. Para todo z € Ess(f) e para toda vizinhanga U C T? de z, Conv(p(F,U)) = p(F);

2. C(f) = Ess(f) e E(f) = Ine(f);

3. Ess(f) € externamente sensivel nas condi¢oes iniciais.

3Pois podemos ter também dinamica interessante (cadtica) no interior das ilhas elipticas, mas no

sentido rotacional a dindmica é trivial.



Capitulo 2

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados da Teoria Ergédica necesséarios
para o desenvolvimento desse trabalho e, para sermos mais precisos nao demonstraremos
0s teoremas e as proposi¢oes uma vez que podem ser facilmente encontrados em diversos
livros como [17], [20].

Em seguida, introduziremos a notacao basica usada ao longo do trabalho, as definicoes

e os resultados preliminares.

2.1 Fundamentos da Teoria Ergodica

Um espago métrico ¢ um par (M, d) onde M é um conjunto e d é uma métrica definida
em M.

Seja M(M) = (M,B,u) o espago de medida de probabilidade de Borel, ou seja,
w: M — [0,1] é medida de probabilidade definida em M e, B é a menor o-algebra que
contém todos os subconjuntos abertos de M. Nesse caso, temos que uma aplicacao f
continua ¢ mensuravel, pois dado A C M aberto (portanto, mensuravel), f~1(A) ¢ aberto
(portanto, mensuravel). Logo f é mensuravel.

Dizemos que uma medida p é invariante por uma aplicacao mensuravel f : M — M
se para cada £ € M mensuravel temos que u(F) = u(f~(E)).

Definimos a topologia fraca* em M (M) como a menor topologia na qual qualquer



aplicagio p — [ f du é continua sempre que f o for. Dado p € M(M), um conjunto

finito ® = {¢1,...,¢n} de fungoes continuas limitadas ¢; : M — R e € > 0, definimos

Vi, @, ¢) = {V e M(M): \/gzﬁZ dv — /qﬁi du| < € para todoi}.
E sendo M um espago métrico compacto, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.1. O espagco M(M) é compacto na topologia fraca*.
O proximo teorema, garante a existéncia de medidas invariantes.

Teorema 2.2. Seja f: M — M uma transformacao continua num espago métrico com-
pacto M. Entao existe pelo menos uma medida de probabilidade definida em M que €

invariante por f.

A ideia da prova do Teorema 2.2 é bem simples. De fato, considere f : M — M uma
aplicacao continua, ¥ uma medida de probabilidade qualquer em M e forme a sequéncia

de probabilidades

n—1

1
[y = — Z v(f~'(E)) para qualquer mensuravel £ C M. (2.1)
n

i=0
Pelo Teorema 2.1 esta sequéncia admite algum ponto de acumulacao, ou seja, passando

a uma subsequéncia se necessario, existe u € M(M) tal que

Assim, resta verificar que p é uma medida de probabilidade invariante por f. Que é o

resultado do seguinte Lema,

Lema 2.1. Todo ponto de acumula¢io de uma sequéncia (fi,)nenz tal como definida em

(2.1) € uma medida de probabilidade invariante por f.

Se u € M(M) é invariante pela aplicacdo f : M — M, definimos o suporte da medida

11 por

supp(p) = {z € M : cada vizinhanca U C M de z satisfaz u(U) > 0} . (2.2)



Dada uma aplicagao mensurével f, uma medida p é dita ergodica para f se, para todo

conjunto f-invariante £ C M temos
w(E)=0ouu(E) =1.

Existe diversas formas de definir a ergodicidade de uma aplicacao f : M — M com
respeito a uma medida de probabilidade invariante. Uma delas esta proposta no proximo

Teorema, conhecido como Teorema Ergodico de Birkhoff,

Teorema 2.3. Seja p uma probabilidade invariante por uma transformacao mensurdvel

f:M — M. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1. f € ergadica relativamente a jui;

2. Para toda funcao integrdvel p : M — R o limite

5(2) = lm L3 o(£(2)

n—oo N, 4

existe em -quase todo ponto z € M. E tem-se

p(z) = / @ dp
para -quase todo ponto z € M.

Denote por M(f) C M(M) o espaco das medidas de probabilidades invariantes por
uma transformagao continua f : M — M, onde M é espago métrico compacto. E, por

M.(f) € M(f) o subespago das probabilidades ergodicas.

Proposicao 2.1. M(f) é compacto e convezo, isto €, se ui e ps sao medidas de proba-

bilidades invariantes por f entao pp = (1 —t)pq + tpo também € probabilidade invariante,

para todo t € [0, 1].

Teorema 2.4. Uma probabilidade invariante p € ergddica para f se e, somente se, nao
¢ possivel escrevé-la na forma p = (1 —t)py +tpy com t € (0,1) e p1, p probabilidades

nvariantes distintas. Em palavras, p é ergodica se e, somente se, € ponto extremal de

M(f).
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Dizemos que um ponto x € M é recorrente para uma aplicacao f : M — M se existe
uma sequéncia n; — oo em N tal que f™(x) € U # (), onde U é uma vizinhanca arbitraria

de z.

Teorema 2.5 (Recorréncia de Poincaré). Sejam f: M — M uma aplica¢cao mensurdvel
e i uma medida finita invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com
w(E) > 0. Entao, para pu-quase todo ponto x € E existem infinitos valores de n para os

quais f"(x) € E.

Definicao 2.1. Seja f : M — M um homeomorfismo. Dizemos que U C M ¢é nao-errante
se existe n € N tal que f"(U)NU # 0, caso contrario U é errante. Um ponto z € M
€ nao-errante se toda vizinhanca de z € nao errante, caso contrdrio o ponto € errante.

Finalmente, dizemos que f € nao-errante se todo ponto z € M ¢é nao-errante.

E facil ver que se U é aberto e contém um ponto nio-errante entdao U é recorrente.

De fato, sendo z € U ponto nao-errante, temos que qualquer vizinhanca de z é nao-
errante. Dai como U é uma vizinhanca de z, seja {B%(z)}TN, sequéncia encaixante de
bolas centradas em z e de raio r~'. Note que a partir de algum ry, B%(z) C U e, como
para todo r > r( existe n, € N tal que f”T‘(B%(z))ﬁB%(z) # (), segue que existem infinitos
l € N tal que f{({U)NU # 0.

Logo, sendo f um homeomorfismo nao-errante todo aberto é recorrente.

Além disso, se M é um espago métrico compacto e f: M — M é um homeomorfismo

que preserva a medida de Lebesgue, entao f é nao-errante.

Definicao 2.2. Seja f : M — M um homeomorfismo num espag¢o métrico. Dizemos
que o homeomorfismo f € transitivo se existe algum x € M tal que a orbita de x,

{f"(x): n€Z}, € densa em M.

O proximo lema, é uma caracterizacao util de transitividade para o caso em que M ¢é

um espago métrico completo, para mais detalhes ver Lema 4.3.4 em [17].

Lema 2.2. Suponha M um espaco métrico completo com base enumerdvel de abertos.
Entao f: M — M ¢ transitiva se e, somente se, para todo par de abertos U eV existe

k> 1 tal que f~5(U)NV #£0.
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2.2 Notacao Basica

Considere no R? a seguinte relagao de equivaléncia: dados z; = (x1,y1) € R? e 25 =
(72,12) € R? entdo

21N22<:>21—ZQEZ2.

Defina [z] = {Z) € R*Z ~ 2} como a classe de equivaléncia de qualquer z € R?
e, R?/Z? o espaco dessas classes de equivaléncia. Esse espaco ¢ chamado de toro bi-
dimensional plano ou, simplesmente, toro e denotado por T? = R?/Z2. Note que assim
definido T? é um espaco métrico compacto e, portanto, completo.

A aplicacao de recobrimento universal do toro, definida por

m: R> — T2

2 — w(3) = [3] = (2%, ¢2mil)

é continua e sobrejetora mas ndo é injetora, uma vez que a funcao z — e>™* é bi-periddica

de perfodo 1. Isso implica que dado Z € R?

T(Z) =7+ (pq)

para qualquer (p,q) € Z?. Assim definida 7 ¢ um homeomorfismo local, isto &, cada
ponto z € R? tem uma vizinhanca que é aplicada homeomorficamente por 7 sobre um
subconjunto aberto do T?. Sendo assim, para simplificar a notacao, a partir de agora
z € T? representara [z] C R2

Sejam f : T? — T? e ' : R? — R? homeomorfismos e, portanto, mensuraveis. Dizemos

que F é um levantamento de f para o R? se

mol = form.
Isto é, o diagrama abaixo comuta

R2 I, R2

Tl iy

™ —5 T2
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Se f é homotopico a identidade entao F' comuta com as translacoes inteiras, isto é,

tomando arbitrariamente, v € Z? e definindo

T,: RZ — R?

z — T,2)=Z+v

segue que

FoT,=T,0F <= F(Z+v)=F(Z) +v, VZ€R?

(2.3)

Denotaremos por Homeoy(T?) o conjunto dos homeomorfismos definidos no toro que

sao homotopicos a identidade.

Observagao 2.1. Sejam f € Homeoy(T?) e Fy, Fy dois levantamentos de f para o R?

entdo a aplicacio Fy — Fy € constante, isto é, para qualquer Z € R2,

F\(2) — F»(2) = v, tal quev € Z*.

Com efeito, basta observar que existem v,vy € Z, tais que dado qualquer z € R?

temos

Fi(Z+v)=F(3) +u, ic{l2}.

Logo
T(F(Z+wv)) =n(Fi(Z) +v) = n(F(2)), €{1,2}.

Mas 7(F1(2)) = f(7(2)) = w(F»(2)) implica que

T(F1(2)) = 7(Fy(2)) © 7(F1(2) +v1) = 7(F(Z) + ve).
E, consequentemente Fy(2) — Fy(2) = vy — vy = v € Z2.
Observagao 2.2. Seja f € Homeoy(T?) e defina a fungdo deslocamento

¢: T> — R
2 — 9(2)=F() -3

onde Z € 771(2) qualquer, e F' é um levantamento de f para o R*. Enldo, ¢ € uniforme-

mente limitada.
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De fato, seja ¢ := (¢, o), tal que dados v € Z* e z € T?, temos que para qualquer

zen (z)
FZ) -7z = (61(2), (%)) (2.4)
FZ+v)—(Z+v) = (1(Z+0),02(Z+v)) (2.5)

Subtraindo (2.4) de (2.5) vem
FE+v) = F(Z) —v = (61(Z +v) = 1(2), $2(Z + v) — ¢2(2)) (2.6)

Como f € Homeoy(T?) segue imediatamente de (2.3) que o lado esquerdo da equagao

(2.6) ¢ igual a (0,0), logo
01(Z +v) = ¢1(2) € 92(Z +v) = $2(2)

o que implica que F — Id =: ¢ & Z>-periodica e, portanto, uniformemente limitada.
Assim definida a funcido ¢ mede o deslocamento de qualquer ponto z € T? no recobri-

mento R2.

2.3 Conjunto de Rotacao

Sejam f € Homeoy(T?) e F um levantamento de f para o R2.

Definicao 2.3. Definimos o conjunto de rotacio do ponto z € T? como sendo o conjunto
p(F, z) dos pontos de acumulac¢ao da sequéncia
F"(2) -7 R
{ﬂ, n>1 z¢€ 71'_1(2)} :
n
E o conjunto de rotacao pontual de F definimos por,

po(F) = | p(F.2).

2€T?2

O conjunto de rotagao pontual de F' é o modo natural de generalizar a definicao de ni-
mero de rotacdo do circulo ([15]). Porém tal generalizacdo ndo preserva boas propriedades,
por exemplo, a conexidade.

Hé&, no entanto, a definicao de conjunto de rotacao, dada em [15], de modo que pro-

priedades importantes sao preservadas., como segue,
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Definicao 2.4. Definimos o conjunto de rotacao de F por

Pz~ 5
p(F):{v€R2; v = limﬁ

| ,zeRamﬁﬁw}.

1—00 ni

Segue imediatamente das Definigoes 2.3 e 2.4 que p,(F') C p(F).

A partir da Definicdo 2.4 podemos restringir o conjunto de rotacao do toro & um

conjunto local de rota¢io de um dado conjunto aberto U C T? por

pu(F) = {v € R* v = lim ﬁ, Zer N U), n; = oo}. (2.7)
71— 00 ni

Em particular, p(F) = pr2(F).

Outra forma de definir o conjunto de rotacao é por medidas invariantes. Nesse con-
texto, a ideia fundamental é que o vetor de rotacao mede o deslocamento médio do centro
de massa de f por uma medida.

Sejam f € Homeoy(T?), F um levantamento de f para o R? e ¢ : T? — R? como na
Observagao 2.2.

Seja f : T? — T2 e denote por M(T?) o espago das medidas borelianas de probabili-

dade definidas em T? e sejam

M(f) ={p € M(T?); pé medida f-invariante} e
M (f) ={p € M(f); ué medida f-ergddica} C M(f).
Definigao 2.5. Dado pn € M(f), definimos o conjunto de rotacio de u por
pu(F) = ¢ dp.
T2
Note que p,(F) é um vetor, pois ¢ é uniformemente limitada em T? e esse vetor é o

deslocamento médio do centro de massa de f.

Uma vez que u(T?) = 1, / Z dp é o vetor do centro de massa inicial e / F(Z)dué
T2 T2
o vetor do centro de massa final, temos que

aw ([r@ac [ za)= [ #e-2d0= [ odi=pm

A proposicao seguinte retine algumas consequéncias que resultam da Definicao 2.4.
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Proposigao 2.2. Sejam f € Homeoy(T?) e F um levantamento de f para o R?, valem:
(1) p(F) é compacto;
(2) p(F) é convexo;
(3) p(F™(2) +v) = np(F) + v, para qualquer n € Z e v € Z*.

Demonstracao. (1) A Defini¢ao 2.4 é equivalente a

p(F) = ﬂ UK/@(F),

n>1k>n

FHE) - %
onde Ky(F) = {% :QERQ}.

De fato, seja v € p(F), isto é, que v € J,~,, Ki(F) para todo n maior ou igual a 1.
Fixemos n > 1, como v € p(F) entdo dado € > 0 existe m,, > n e z, € R? tal que

llv—v,|| < €, onde v, = M En) =2 \[as, pela defini¢do de K (F) temos que v, € K, (F)

Mmn

logo vy, € Uys,, Ki(F). Portanto, v € (s, Kr(F).

Para provar a outra inclusdo, seja v € ()5, Uis, Kx(F). Entdo para todo n > 1,

v € Upsy Ki(F) e como consequéncia existe v, € (Jys, Ke(F) tal que |l — v,|| < 2.

n

ETn (En) =2 Mas

mn

Como v,, € Uan Ki(F), existem z, € R* e m,, > n tais que v, =
v, " 0. Logo, v € p(F).
. k(2)_3 o~
Como F — Id ¢ Z*-periodica temos que K (F) = {F (k) ; z €0, 1}2}. Logo K (F)

¢ compacto e, portanto, p(F') é compacto.

(2) e (3) Ver [15]. O
Os proximos resultados sao devidos a Definicao 2.5.
Proposicao 2.3. Sejam f € Homeoy(T?) e F um levantamento de f para o R?, valem:

(1) se € M(f) € tal que p,(F) = w € R?, entdo para pu-quase todo ponto z € T? e

qualquer z € m1(2),

Frz) -2
n—00 n

(2) Se w € p(F) é um ponto extremal (no sentido de conjunto convero) entao existe

1 e Mcl(f); pu(F) = w.
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Demonstragio. (1) Seja u € M.(f) de modo que p,(F) = v € R? e ¢ a aplicagio definida
na Observagao 2.2, isto ¢, ¢(z) = F(Z) — Z para todo z € T? e 2 € 7 1(2).

Do Teorema Ergodico de Birkhoff (ver Teorema 2.3) segue que

n—1
lim > ole)) = [ édu=v.u=atn. (2.8)

Como 7(z2) =zemo F = for temos

LS e = L ap e = L s

Do fato de que ¢(z) = ¢(7(2)) = F(Z) —Z segue que o lado direito da equacao anterior

¢é igual a
n—1 ~ ~
1 ~ ~ F'(®)-z
=Y F(F¥3Z) - F*3) = ————. (2.9)
n n
k=0
Dai segue de (2.8) e (2.9) que
Fr(z) -2
lim & —/ ¢ dyu =w, u—q.t.p.
n—oo n T2

(2) Defina o conjunto
Prmes(F) = {/Tzd)du; /e M(f)}-
Como p(F') é convexo, pelo item (2) da Proposigao 2.2, devemos mostrar que pyes(F')
é convexo. De fato, sejam 71,72 € pres(F) € pi1, o € M(f); pu,(F) =14, tal que i =1, 2.
Da Proposicao 2.1 segue que o conjunto M(f) é convexo e entdo para todo t € [0, 1]

segue que p:=tuy + (1 —t)ug € M(f). Mas

“"1+(1—t)7‘2—t/¢dﬂ1+(1—t)/¢du2_
= [0t + (=) = pu(), Vi € 0.1

Logo, try + (1 — t)re € pmes(F), para todo t € [0, 1]. Portanto p,,.s(F) é convexo.
o P(F) C pes(F)

Seja v € p(F), entdo existem sequéncias (Z;);>1 € R? e (n;);>1 C N tal que

i G 5
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Defina a sequéncia de medidas de probabilidade (p;);>1 tal que
_ 0z, + O0r@) + -+ Opni1(z)

n;

M -

Como M(f) é compacto na topologia fraca* (ver Proposi¢ao 2.1), (p;);>1 tem algum
ponto de acumulagdo p € M(f). Passando & uma subsequéncia se necessario, podemos

assumir que f; 2 . Entao
puF) = [ odp=tim [0 =t [ (F2)=2) ds =
1—00 1—00
P (5) = 5
= lim (/F(/z\) dui—/gdﬂi) = lim iz =4 = .

i—00 i—00 n;

E, portanto, v € ppes(F).

o p(F) 2 pimes(F)

Basta mostrar que os pontos extremais de pp,.s(F') estao contidos em p(F). Para tanto
considere o espago vetorial C'(T?) das fun¢oes continuas de T? em R? e, considere o espago
vetorial dual C*(T?) de C(T?). Pelo Teorema da Representacao de Riesz (ver [27], p. 130)
temos que C*(T?) é isometricamente isomorfo a M, (T?) = (T2, B, 1) que é o conjunto
das medidas regulares complexas de Borel definidas no toro, ou seja, B é a o-dlgebra de
Borel e p1 ¢ medida regular complexa definida no toro. Sendo assim M (T?)! ¢ M, (T?),

Considere a transformacao linear

Ly: M(T?) — R?
poo o Ly(p) = [ ¢dp.
Note que além de Ly ser linear, Ly(M(f)) = pmes(EF).

Seja w um ponto extremal de p.s(F). Vamos mostrar que existe z € T? tal que
p(z, F) = w. Para isso, vamos usar o seguinte resultado de andlise convexa (ver [21]):
SeT : By — Ey € uma aplicacao linear entre dois espagos vetoriais, e Fy, e C C Ey
é convero, entdo T(C) C FEy € convexo e ainda, para todo v € T(C) ponto extremal, o
conjunto T=(v) C C' contém um ponto extremal de C.

Como Ly é linear e os conjuntos M(f) e ppes(F') sao convexos, temos entao que a pré-

imagem do ponto extremal w € pyes(F') contém um ponto extremal de M(f) que é uma

Lembre que M(T?) é o conjunto das medidas borelianas de probabilidade definidas no toro.
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medida p f-ergodica, pois o Teorema 2.4 implica que uma medida de probabilidade f-
invariante é ergodica se e, somente se, é ponto extremal (no sentido de conjunto convexo)
do conjunto M(f). E, segue do Teorema Ergodico de Birkhoff (ver Teorema 2.3), que

existe z € T? tal que

1 n—1 Fn(3) — 3
v [t LS00t E) =i T ),

Entao, p(F) = pmes(F)
Para concluir a demonstragao, se w € p(F) = ppes(F) € um ponto extremal, basta

notar que L;l(w) contém uma medida ergodica p tal que p,(F) = L(p) = w. O

Definigao 2.6. Dado f € Homeoy(T?), dizemos que f é pseudo-rotagio quando o con-
Junto de rotag¢do consiste de um inico vetor. E quando esse vetor pertence o 72, dizemos

que [ € irrotacional.

Desse modo f ¢ irrotacional se existe um levantamento F' tal que p(F') = {(0,0)}.
Pois sendo G um levantamento de f para o R? de modo que p(G) = {v} e v € Z,, segue
da Observacao 2.1 que existe um levantamento I de f para o R®tal que G — F = v &
F = G —wv. Isso implica que p(F) = p(G — v), donde pela Proposi¢ao 2.2 item (3) temos
que p(F) = p(G) —v ={(0,0)}.

Defini¢ao 2.7. Seja F' um levantamento de f € Homeoo(T?) para o R?. Se v =
(p1/q,p2/q) € um vetor racional na forma reduzida, isto é, pi,ps,q sGo inteiros mutu-
amente co-primos e q > 0, entao diremos que v € realizado por uma orbita periddica se
existe z € T? tal que F1(Z) — Z = (p1, p2) para qualquer Z € 7 ().

Segue da Definigao 2.7 que f9(z) = z e lim, o0 Fn(i)_g = v. Pois, se existe z €

T? tal que para qualquer z € 7~ 1(2), F(Z) — Z = (p1,p2), entao

FIZ) =2+ (p1,p2) &
m(F(Z)) = 7(Z+ (p1.p2)) = 7(2) &
fin(z) ==(2) &
fiz) =z
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E, ainda, segue de F4(2) = Z + (p1, p2) que
FI(F1(2)) = F?1(2) = FY(Z+ (p1,p2)) = FU(Z) + (p1,p2) = 2+ 2(p1, p2)
E assim sucessivamente, de modo que

AR (F9(2))) = F™(Z) = Z + n(py, pa)-

N J

n vezes
Logo,
F(Zz) -2 z -z
lim ﬁ = lim St nlpupe) — 2 = (p1,p2)-
n—oo n n—00 n

Portanto, p(F'9, z) = {(p1,p2)}, € da Proposi¢ao 2.2 item (3) temos que

1 1
p(Fv Z) = ap<anz) = §<p17p2) =".

2.4 Conjunto Essencial, Inessencial, Preenchido e Limi-

tado

Entenderemos um disco topoldgico por um conjunto aberto homeomorfo a um disco
do plano e, analogamente, um anel topoldgico por um conjunto aberto homeomorfo a um
anel do plano.

Um arco em uma superficie S ligando a € S 4 b € S é uma aplicagao continua
v :[0,1] — S onde os pontos ¥(0) := a e y(1) := b sdo os pontos extremais de . Quando
a = b coincidem, diremos que 7 é uma curva fechada (lago). Denotaremos por [y] o trago
de v, isto &, ([0, 1]).

Dado dois arcos «, 5 : [0,1] — S de tal modo que a(1) = 5(0), podemos definir o arco

denotado por (a * ) que representa a concatenacao de « e 3, isto &,

a(2t), set € [0,1/2]
B2t —1), sete (1/2,1]

(axB)(t) =

Definicao 2.8. Seja U C T? um conjunto aberto. Dizemos que U € inessencial se toda

curva fechada em U é homotopicamente trivial em T?, caso contrdrio U é dito essencial.
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Um conjunto arbitrdrio E C T? é dito inessencial se existe alguma vizinhanca de E que é
inessencial, caso contririo E é essencial. Dizemos que E € totalmente essencial se T>\E

€ inessencial.

Definigao 2.9. Sejam f € Homeoy(T?) e z € T?, z € dito ponto essencial se para cada

vizinhanga U C T? de z, U,y fE(U) € essencial. Caso contrdrio, z ¢ ponto inessencial.

Denotaremos o conjunto dos pontos essenciais por Ess(f) e dos pontos inessencias por

Ine(f). Note que T*\Ess(f) = Ine(f).

Afirmacao 2.1. Decorre da Definicao 2.9 que
(1) Ine(f) é aberto e, portanto, Ess(f) é fechado;
(2) Ambos sao f-invariantes.

Demonstracdo. (1) Seja z € Ine(f), isto ¢, existe U C T? vizinhanca de 2 tal que
Urez [¥(U) é inessencial. Se y € U fosse ponto essencial entdo |J,, f*(U) seria es-
sencial, absurdo. Logo U C Ine(f) e, portanto, Ine(f) é aberto. Como Ess(f) é o
complementar de Ine(f), Ess(f) é fechado.
(2) Ambos sdo f-invariantes. De fato, como f é homeomorfismo e k € Z segue que,

U fF(U) & essencial < U fHY(U) é essencial.

kezZ kez

Logo

z € Ess(f) < para toda vizinhanca U C T? de z,

U YU = U fE(f(U)) é essencial < f(z) € Ess(f).

keZ keZ

Portanto, Ess(f) é f-invariante.

Do fato anterior segue que

F(T\Ess(f)) = F(T*)\f(Ess(f)) = T\ Ess(f).

E, portanto Ine(f) é f-invariante. ]
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Fill(E)

D D

Figura 2.1: Conjunto Fill(E).

Definigao 2.10. Se E C T? € aberto ou fechado, denotaremos por Fill(E) seu preenchi-

mento que € a uniio de E com lodas as componentes conezas inessenciais de T?\E.
Definicao 2.11. Seja A C T? um conjunto aberto e conexo. Nessa condigdo, A é anelar
se Fill(A) é homeomorfo & um anel topoldgico aberto no R.

Assim, se A é anelar segue que F'ill(A) deve ser necessariamente essencial, pois se
nao o for a Defini¢do 2.11 implica que F'ill(A) nao pode ser preenchido, contradizendo a

Definicao 2.10.
Proposicao 2.4. As prozimas propriedades sequem das Definicoes anteriores.

(1) Se E C T? é um conjunto aberto ou fechado e totalmente essencial, entdo exatamente

uma componente conexa de E € essencial e, de fato, € totalmente essencial.

(2) Fill(E) ¢ inessencial se E o for, totalmente essencial se E o for e nenhum dos dois

se B nao for.

(3) Um conjunto aberto U C T? tem uma componente anelar se e, somente se, U nao

é inessencial e nem totalmente essencial.

(4) Se um conjunto aberto ou fechado E C T? € invariante por um homeomorfismo

f:T? — T? entao Fill(E) também é f-invariante.
(5) Seja U C T? aberto e conexo e tome (7, componente conexa de w1 (U). Entdo,

(5a) U ¢é inessencial se e, somente se, U N (U +v) = 0 para cada v € Z2;

(5b) U é totalmente essencial se e, somente se, U=U+v para todo v € Z2;
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(5¢) U € anelar se e, somente se, existe v € Z2 tal que U = U +v e U N (U + kvt)
para todo k # 0.

Dado um conjunto conexo por caminhos E C T? e E C R? uma componente conexa
de 7~!(E) qualquer. Denotaremos por D(E) o diametro de E, isto ¢, D(E) = diam(E).
Esse valor ¢ independente da escolha do representante £ € 7~ (E).

Dados u, v € R?, denotaremos o produto interno por (u,v) e P, : R? — R? denotara a
projecao P,(u) = (u, HZ_H> na dire¢do de v. Sendo assim, se v € R?, denotaremos por D, (E)

o diametro de PU(E), que tembém independe da escolha do representante E € T (E).

2.5 Homeomorfismo anelar

Dado v = (a,b) € R? usaremos a notagio v- = (—b,a) para representar o vetor

ortogonal de v. Seja f € Homeoy(T?), se existir um levantamento F de f para o R?

algum v € Z*\ {0} e M > 0 tal que
|P,L(F"(2) —2)| < M, VZ€R?eVn € Z, (2.10)
diremos que f é anelar com direcao v.

Observacao 2.3. Segue imediatamente da inequacdo (2.10) que se f € anelar com diregcdo

v entdo p(F) C Ro.

De fato, (2.10) implica que

lim P,. (M) —0, VZecR2

1—00 n

Logo P, (p(F)) = 0 que é equivalente a p(F) C Ru.
Proposicao 2.5. Se f € Homeoy(T?), as sequintes propriedades valem:

(1) Se um conjunto aberto A C T? é anelar, entao diam(Pv(ﬁ)) < oo para algum v € 72
onde A € m(A).

(2) Se existe um conjunto anelar f-invariante, entio f € anelar.
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(3) Se f € nao errante e f" € nao-anelar para todo n € N entdo qualquer conjunto

aberto essencial f-invariante é totalmente essencial.

(4) Se f™ € anelar para algum n € N e f tem ponto fizo entdo f é anelar.

Demonstracao. (1) Se A é um conjunto aberto e anelar entao A’ := Fill(A) é um anel
topologico e, portanto, A" é de fato essencial.

Seja v uma curva essencial simples e fechada em A’. Entdo qualquer componente
conexa I' de 77 1(y) separa o R? em exatamente duas componentes conexas.

Seja A a componente conexa de 7~ !(A’) que contém I'. Pela Proposi¢ao 2.4 item (5)
existe v € Z2 tal que A’ = A" +v e A'N (121\’ + kvt = ) para todo k € Z,.

Desse fato segue que A’ situa-se entre I' — v+ e T + v, isto 6, diam (P, (A)) < cc.
(2) Suponha que o conjunto A do item anterior é f-invariante, entdo A’ também o é e
entao, podemos tomar um levantamento de F' de f tal que A seja F-invariante. Do item
anterior segue que existe uma constante M tal que P,UJ_(A\/> < M. Seja B a unido de
AU (ﬁ' +v1) com todas as componentes conexas do seu complementar cuja projecao por
vt é limitada.

Entao, B é F-invariante e 7(B) = T?. E, assim para cada Z € R? existe k € Z tal que

Z+k € B. E, o fato de que B é F-invariante e que P, (B) é limitado, implica que
P, (F"(z)—2) =P, (F"(z+k)— (2 + k)

é limitado para todo n € Z.

(3) Note que se U C T? é f-invariante e essencial mas nao totalmente essencial, entao pelo
item (3) da Proposigdo 2.4 U tem uma componente conexa anelar. Como f é ndo-errante
e as componentes conexas de U sao permutadas por f segue que existe ng € N tal que
f™(A) = A. Entao A é um conjunto aberto, anelar e f™-invariante. E assim, segue do
item (2) dessa mesma Proposicao segue que f™° é anelar, contradizendo a hipdtese.

(4) Suponha que f™ é anelar para algum n € N e que f tem ponto fixo. Entao existe um
levantamento F de f para o R? tal que F(z) = 2¢ para algum z, € R?

Como f™ é anelar existe w € Z? tal que

—M < P ((F" +w)*(2) = 2) < M,
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para todo z € R? e k € Z. Mas,
P ((F"+w)f(2) = 2) = P (F™(2) + kw — 2) = P (F™(2) — 2) + kP, (w),
entao,
—kP,(w) — M < P, (F™(2) — 2) < M — kP, (w),

para todo 2 € R? e k € Z. Assim, se z = 2y a inequacao acima implica que P,i(w) = 0,

pois ela deve ser satisfeita para todo k € Z. Portanto,
—M < P ((F™(2) —2) < M,
para todo z € R? e k € Z.
Dado m € Z arbitrario, podemos escrevé-lo como m = nk + r onde r € [0,k) NN. E
entao, tomando M’ = maz {P,. (F"(z) — 2); z € [0,1]* er € [0,1) N N} temos que
Py (F™(2) — 2) = Py (F™(F"(2)) + F'(2)) = Py (F"(2) — 2) < M + M’
para qualquer z € R%. Portanto f é anelar. O

Proposicao 2.6. Suponha que existe um levantamento F de f para o R? e um aberto

F-invariante V C R?;

P ((—o0,a)) CV C P, ((—o00,b)) para algum a < b.

Entao f ¢ anelar.

Demonstracdo. Seja M = b — a + ||v||. Tome arbitrariamente z € R? entao existe k € Z?
tal que a — ||v|| < P,(z + kv) < a e isso implica que z + kv € V e como V' é F-invariante

temos que F"(z+ kv) € V, ou seja, P,(F"(z+ kv)) < b para todo n € Z. E, sendo assim
P,(F™"(z) —z) = P,(F"(2) + kv — kv — z) =
=P,(F"(z 4+ kv)) — Py(z+ kv) <b—a+|v|| = M,

para todo n € Z. Analogamente, existe k € Z? tal que b < P,(z + kv) < b+ ||v|| e, entao,
F*(z+ kv) ¢ V, ou seja, P,(F™(z+ kv)) > a, para todo n € Z. Assim,

P,(F"(z) — z) = P,(F"(z 4+ kv)) — Py(z + kv) > a—b— ||v|| = =M,

para todo n € Z. Portanto, —M < P,(F"(z) — z) < M, para todo z € R? e todo n € Z,

logo f é anelar. O
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2.6 Outros resultados

Definigao 2.12. Seja f € Homeoy(T?) e E C T? um subconjunto invariante.

(i) E é dito externamente transitivo se para quaisquer dois conjuntos abertos U e V

que intersectam E existir n € Z* de tal modo que f"(U) NV # (;

(i1) E é dito externamente sensivel nas condicoes iniciais se existir ¢ > 0 tal que para

todo z € E e qualquer vizinhanga U de z existen > 1 de tal modo que D(f™*(U)) > c.

O resultado seguinte ¢ uma versao do classico Lema de Brouwer, para maiores infor-

magoes veja [1].

Proposicao 2.7. Se um homeomorfismo preservando orientacio F : R? — R? tem um

ponto nao-errante, entao F tem um ponto fizo.
Ja o proximo é devido a Brown e Kister, ver [14],

Teorema 2.6. Seja S uma superficie orientada e f : S — S homeomorfismo preser-
vando orientagdo (por exemplo, homeomorfismos homotdpicos a identidade). Entao cada

componente coneza de S\Fix(f) é f-invariante.

A proposicao que se segue diz que nds podemos colapsar as componentes conexas do
preenchimento de um conjunto compacto, inessencial e invariante em pontos, preservando
a dinimica de fora do conjunto dado. Tal proposicao sera necessaria para a demonstracao

do Teorema B para simplificar o conjunto dos pontos fixos, ver [5].

Proposicao 2.8. Seja K C T? um conjunto preenchido compacto e inessential e f :
T? — T? um homeomorfismo tal que f(K) = K. Entdo existe uma aplicacdo conlinua e

sobrejetora h : T? — T? e um homeomorfsimo f':T? — T? tal que,

e h ¢ homotopica a identidade;
o« hf=f'h;
o K'=h(K) € totalmente desconexo;

o hp2\g : T\K — T*\K' é um homeomorfismo.



Capitulo 3

Resultados

3.1 Homeomorfismo Estritamente Toral

Teorema A. Seja f € Homeoy(T?) ndo-errante, entio vale uma das afirmagoes:

(1A) Eziste k € N tal que Fix(f*) ¢ totalmente essencial e f* € irrotacional;
(24) Eziste k € N tal que f* é anelar;

(8A) Ess(f) € nao-vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) € unidgo de uma familia
U de discos periddicos abertos dois-a-dois disjuntos tal que para cada U € U, D(U)

€ limitado por uma constante que depende somente do periodo de U.

Assim, se nem o item (1A) e nem o item (2A) valem, entao vale o item (3A) que é o
caso que caracteriza homeomorfismos nao-errantes estritamente toral. Isto é, se f é nao-
errante e estritamente toral entao sua dinamica pode ser decomposta em dois conjuntos
de tal modo que um é unido de discos periddicos limitados (podendo ser vazio), Ine(f),
e outro que suporta a parte rotacional da dinamica e, portanto, uma vasta informacao

sobre a mesma, Fss(f).

3.1.1 Demonstracao do Teorema A

Como serd demonstrado na secao 5.3 do Capitulo 5 o Teorema B implica que dado

uma aplicagao g € Homeoy(T?) nao-errante e ndao-anelar, Fiz(g) é essencial se e, somente

26
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se, Fixz(g) é totalmente essencial e g é irrotacional (ver Proposi¢oes 5.6 e 5.7).

Sendo assim, se existe k& € N tal que Fiz(f*) é essencial, como f € Homeoy(T?)
e & nao-errante segue que f¥ também o é. Entdo aplicando o Teorema B a f* temos
que ou Fiz(f*) é totalmente essencial e f* é irrotacional ou, caso contrario, f* ¢ anelar.
Provando os casos (1A) e (2A), respectivamente.

Assim, para finalizar o Teorema A considere f tal que f* é nao-anelar e Fiz(f*) é
inessencial para todo k& € N. Note que estamos negando que valem os itens (1A) e (2A)
e, além disso, estamos nas hip6teses do Teorema B. Desse modo, vamos mostrar que sob

essas hipoteses que o item (3A) vale.
Afirmacao 3.1. Cada z € Ine(f) estd contido em um disco topoldgico periddico limitado.

Demonstra¢ao. Como Ine(f) é aberto, dado € > 0 suficientemente pequeno temos que
Ue = Upey /7(Be(2)) € inessencial e f-invariante, pois sendo f um homeomorfismo e
keZ, f(U) = f(UkeZ fk(BE(Z))) = Ukez fk+1<BE(Z)) = U..

Considere D, uma componente conexa de U,, a qual contém z. Como f é homeomorfismo

nao-errante segue que existe k € N tal que
f*(D)=D. e, fYD)ND.=0 VieN; 1<i<k

Dessa forma U = F'ill(D.) é um disco periodico de periodo k. Assim o Teorema B aplicado

A f* garante que U é limitado, uma vez que Fiz(f*) ¢ inessencial para todo k € N.  [J
Afirmacao 3.2. Ess(f) € totalmente essencial.

Demonstracao. Note que é equivalente afirmar que Ine(f) é inessencial. Sendo assim,
suponha por contradi¢ao que Ine(f) é essencial. E, como Ine(f) é aberto, segue que
contém uma curva ~y essencial. Como T? ¢ compacto segue da Afirmacao 3.1 que existe
uma familia finita de conjuntos conexos periédicos limitados Uy, - -- ,U; de tal modo que
[yl € Uy U---UUj;. Nao ha perda de generalidade assumirmos que cada U;, 1 < i < j

intersecta [y]. Assim, existem M; > 0 e m; € N tal que

f"U)=U; e DWU)<M,;, VieN;, 1<i<j.
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Tomando M = max{M;; 1 <i < j}em=mmc(m;; 1 <i<j) entdo
f™U;)=U;, e DU;) <M, VieNtalquel <i<j.

Seja g = f™ e G um levantamento de g para o R%. Para cada 1 < i < j escolha uma
componente conexa U; de 7= (1),
Assim, existe v; € Z? tal que G((Z) = (7, + v; e entao G”((?Z) = (7@ + nv; Vn € Z.

Como diam(@-) < M segue quese z € U; e Z € [71 entao

|G"(Z) —Z —nu|| < M, VneZ.

ni o

Definindo p, = lim,, m, segue que p, = v; e tal vetor depende da escolha do
levantamento G e de qual U; contém z.

Sendo assim, a aplicagdao U;U- - -UU; — Z? definida por z — p, é localmente constante.
Mas como, cada U;N[y] # D e [y] C Uy U---UU; segue que Uy U---UU; € conexo e, entio
p- € constante em U; U --- U Uj.

Portanto vy = vy = -+ = v, isto &, existe v € Z? tal que G(ﬁ,) = U +v para todo
1 € N tal que 1 < ¢ < j. Note agora que v s6 depende do levantamento escolhido, sendo

assim podemos substituir G por um levantamento adequado de g, o qual v = 0.

Resumindo, podemos tomar um levantamento G de g para o R? de modo que
G(U;)=U;, VieNtalquel<i<j.
Assim se z € [7] e Z € 7 1(2) entao
IG"(2) —z|| <M, VYnelZ (3.1)

Agora vamos mostrar que isso implica g = f™ é anelar, contradizendo a hipotese de
que f* é ndo-anelar para todo k € N.

Como ~ é uma curva essencial, entdao é levantada para o R? para um arco simples 7,
que liga Z & Z+ w, para algum w € Z2. Seja I' = J, ., (7 + kw).

Note que P, (I") C [a,b], onde a,b € R estao relacionados com o minimo e o maximo
que o arco ¥ atinge em relagao ao vetor wt. E, ainda como I' C 7 1(v), segue de (3.1)

que ||G"(z) — Z|| < M, para todo z € I.
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T2

Figura 3.1: Componente conexa V.

Seja Vj a componente conexa de R?\I' tal que P, ((—o0,a)) C Vj e, consequentemente

Vo C P_1((—00,b)). Logo

P l((—o00,a — M)) C G*(Vp) C Pl ((—o0,b+ M)), Vk € Z.

wL

Assim, tomando V' = (J, ., G*(Vp) temos

P l((—00,a—M)) CV C P H((—00,b+ M)).

wL

Como V é G-invariante, de fato, G(V) = ., G*™ (Vo) = V, segue da Proposi¢ao 2.6
que g ¢ anelar, chegando a contradicao pretendida.

Portanto Ine(f) é inessencial ou, equivalentemente, F'ss(f) é totalmente essencial. [

Afirmacao 3.3. Para cada z € Ess(f), se U € uma vizinhanca de z entdo o conjunto

V =U,ez [M(U) € conexo e totalmente essencial.

Demonstracao. Note que V é f-invariante e como z é ponto essencial segue que V é
essencial, mas como f é nao-errante e f™ é nao-anelar para todo n € N entao pelo item
(3) da Proposicao 2.5 segue que V é totalmente essencial, isso implica que existe uma

componente conexa de V que é totalmente essencial. Como f é homeomorfismo, segue
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que as componentes conexas de V' sao permutadas por f, logo as componentes conexas de
V sao duas-a-duas homeomorfas e uma vez que uma delas é totalmente essencial, todas
as outras serao. Como dois conjuntos abertos e totalmente essenciais nao sao disjuntos,

segue que V é conexo. E por argumento analogo concluimos que Fss(f) é conexo. O]

Afirmacao 3.4. Se U € uma componente conexa de Ine(f) entdo U € um disco topo-
logico aberto periodico. Além disso, para cada k € N existe M > 0 de modo que cada

componente coneza U de Ine(f) fF-invariante satisfaz D(U) < Mj.

Demonstra¢ao. Como f é homeomorfismo ndo-errante e Ine(f) é inessencial, aberto e
f-invariante entdo se U é uma componente conexa de Ine(f), U é inessencial, aberto e f*-
invariante para algum k € Z, pois como Ine(f) é f-invariante, temos que f*(U) C Ine(f),
qualquer que seja k € Z, e sendo f nao-errante e U uma componente conexa do Ine(f)
segue que existe k € Z que f*(U) = U, isto é, U é f*-invariante para algum k € Z.

Note que Fill(U) C Ine(f) herda as propriedades de U, isto é, Fill(U) é aberto,
inessencial e f*-invariante para algum k € Z e, além disso é simplesmente conexo e
intersecta U, logo U = Fill(U) e, portanto, U ¢, de fato, disco topologico aberto e
periodico.

E ainda, como f* é ndo-anelar e Fiz(f*) é inessencial para todo k € N, entao segue do
Teorema B que para cada k € N existe uma constante M; > 0 tal que cada componente

conexa U de Ine(f) que é fF-invariante satisfaz D(U) < Mj,. O

Assim as Afirmacoes 3.2 e 3.3 provam o que diz respeito ao conjunto Ess(f) e as
Afirmagoes 3.1 e 3.4 o que diz respeito ao conjunto Ine(f). Sendo assim esta provado o

item (3A), concluindo a prova do Teorema A.

3.2 Aplicacoes
Os préximos resultados sao consequéncias e aplicacoes de uma dinamica estritamente
toral. E, o primeiro deles esta relacionado com o conceito de conjunto de rotacgao.

Corolario 3.1. Se f € Homeoy(T?) nao-errante e o conjunto de rotagio p(F) tem inte-

rior nao-vazio entao f € estritamente toral.
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Demonstracao. De fato, se p(F') tem interior ndo-vazio entdo f nao é irrotacional, logo
para todo k € N f* ndo ¢ irrotacional. E se existisse k € N de tal modo que f* é anelar
com dire¢do v entao segue da Observagao 2.3 que p(F) C Ruv e, portanto, teria interior
vazio. Logo, f* é ndo-anelar para todo k € N. E, portanto, o Teorema A implica que f ¢

estritamente toral. O

Coroléario 3.2. Seja f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral, entao Ess(f) é

externamente transitivo.

Demonstragao. De fato, sejam U, e U, abertos do T? intersectando Ess(f). A Afirmagao
3.3 implica que V; = {5, f"(U;), i = 1,2 é totalmente essencial e f-invariante. Como

dois conjuntos totalmente essenciais sempre se intersectam, segue que existem ny,ny € Z

tal que
S U) N () # 0,
assim
fmU) N fe(Uz) = U n fr2m (Uz) # 0.
Logo, tomando m = ny — n; € Z temos que U; N f(Us) e o resultado segue. O

Corolério 3.3. Se f € Homeoy(T?) nao-errante é estritamente toral, entio Ess(f*) =

Ess(f) para todo k € N,

Demonstracao. Seja f tal como nas hipoteses e tome arbitrariamente k£ € N.

A inclusao Ess(f*) C Ess(f) segue diretamente da definigao. De fato, se z € Ess(f")
entdo qualquer vizinhanca U de z ¢é tal que V = [J,,(f*)"(U) ¢ essencial implicando,
necessariamente, que V' = J, ., f"(U) também é essencial, entao z € Ess(f).

Mostrar a outra inclusao Ess(f) C Ess(f¥) é equivalente a mostrar que Ine(f*) C
Ine(f).

Seja z € Ine(f*) entdo existe uma vizinhanca U de z tal que V = {J, o, f*(U) ¢é
inessencial. Como Ine(f*) é aberto, segue que V C Ine(f*).

Mas para cada ¢ € Z temos

£y = ) = U £ W)  Ine(f*),

neZ ne”Z
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isto &, fi(V) é fk-orbita de fi(U) e, além disso, é inessencial para cada i.

Dali,

W:UﬂW=U<UﬁWWWOCMWﬂ

1€EZL 1€EZ \n€ZL

Mas como f é estritamente toral, f* também é, entdo Ine(f*) é de fato inessencial,
implicando que W ¢ inessencial.
Sendo assim, existe uma vizinhanga V' de z tal que W = {J,; f*(V) € inessencial.

Portanto z € Ine(f). O

O proximo resultado é uma caracterizacao para homeomorfismos do T? que s3o transi-
tivos (ver Definigdo 2.2 e Lema 2.2) homotopicos a identidade, ndo-errantes e estritamente

torais.

Coroléario 3.4. Seja f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral. Entao f € tran-

sitiva se e, somente se, nao houver discos topoldgicos periodicos limitados.

Demonstragao. Tome f € Homeoy(T?) ndo-errante e estritamente toral.
(=) Seja f transitiva e suponha, por contradi¢do, que exista um disco topologico

limitado de periodo n > 1.

Sejam Uy, Us,--- ,U, as componentes conexas da orbita do disco, entdo f"(U;) =
U, i=1,2,--- ,n. Note que como f é transitiva e |J_, U; é aberto e f-invariante entao
n
Ju =1 (3.2)
i=1
Para cadai=1,--- ,n, tome componentes conexas (A]Z- e 7 1(U;) e seja M > 0 tal que

D(U;) < M para todoi=1,---  n.
Seja H um levantamento de f™ para o R?, assim existe v € Z? tal que H(ﬁz) = [/J\} +v,

sendo assim tome G = H — v, dai

GU)=U;, Vi=1--,n. (3.3)
Sendo assim, dado z € T2, segue de (3.2) que existe i = 1,--- ,n tal que z € U e,

entdo existe € 71(z) pertencente ao Us.
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Como G é um homeomorfismo temos de (3.3) que G(U;) = a e, portanto, a orbita de
ze a por G, {Gk(?); ke Z} tem diametro limitado por M.

Analogamente , se v € Z2, qualquer, entdo Z +v € (i%— v) e a oOrbita de 2+ v por
G também tem diametro limitado por M. E assim, como z € T? é arbitrario, toda érbita
por G tem diametro limitado por M.

Logo, como G é um levantamento de f", o fato anterior implica que f" é anelar para
algum n € N contradizendo a hipotese de que f é estritamente toral.

(<) Como f é estritamente toral entdao o Corolario 3.2 implica que Ess(f) é exter-
namente transitivo . Por hip6tese nao ha discos topologicos periddicos limitados, isto é,

Ine(f) = 0. Logo Ess(f) = T? entdo f ¢ transitiva. O

Teorema 3.1. Sejam f € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral e F um levan-

tamento de f para o R2. Entdo

(1) Se p € M, associada com p,(F) ¢ Q? entio p é suportado em Ess(f), isto é,
supp(p) C Ess(f).

(2) Qualquer vetor racional de p(F) que € realizado por algum ponto periddico é também,

realizado por um ponto do Ess(f).

Demonstracao. (1) Mostrar que supp(p) C FEss(f) equivale a mostrar que Ine(f) C
T2\ supp(p). Sendo assim, como f ¢ estritamente toral, se z € Ine(f) segue da Afirmagao
3.1 que existe U C T2 de tal modo que U é disco topolégico periddico limitado e z € U.
Assim, existe k > 1 tal que f*(U) = (U).

Se U € 7~1(U) entio existe v € Z2 tal que F¥(U) = U + v implicando que

1(F*)"(3) = % — || < diam(U) < o0, VZe U.

Sendo assim, py(F*) = {v}, logo py(F) = {%} e, portanto, p(F, z) € Q% Como p-q.t.p
y € T? é tal que p,(F) ¢ Q* entdo p(U) = 0. Concluindo que z ¢ supp(u).
(2) Ideia da prova: Considere z € T? um ponto periédico que realiza v = <%, %)

com py, po, q inteiros mutualmente co-primos e ¢ > 0, entao a Definicao 2.7 implica que

F1(Z) — Z = (p1, p2) para qualquer z € 7 ().
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Tome g = f9e G = F7— (p;, p2) levantamento de g para o R?. Desse modo, G(2) = Z,
z e (z). Ou seja, Fiz(GQ) # 0.

Sendo assim, resta mostrar que 7(Fiz(G)) N Ess(f) # 0. Pois sendo w € w(Fiz(G))N
Ess(f) entao w ¢ essencial e qualquer que seja @ € 7 (w) tem-se @ € Fiz(G) e o modo
como G foi tomada implica que w realiza v € Q2.

Mas pelo Corolario 3.3 segue entao que ¢ suficiente mostrar que 7(Fiz(G))N Ess(g) #
(). Para a demonstracao completa ver [5] p. 355. O

O proximo Teorema é um resultado encontrado em [26] que garante que, sob certas
hipoteses, sendo f estritamente toral e z € Ess(f) entao é possivel encontrar uma iterada

n € N de tal modo que f*(U)UU ja seja essencial para qualquer vizinhanga U de z.

Teorema 3.2. Sejam [ € Homeoy(T?) nao-errante e estritamente toral e D um dominio
fundamental. Suponha que diam(F™(D)) =3 oo. Entio para toda vizinhanca U de

z € Ess(f) tem-se que f"(U)UU € essencial para algum n € N.

Demonstracao. O caso em que U é essencial a prova é trivial. Entao, seja U uma vizi-
nhanca de z € Ess(f) inessencial.

Seja U uma componente conexa de 7~1(U). Como f é estritamente toral e, ainda
z € Bss(f) entdo V =,z f(U) € totalmente essencial, invariante e conexo.

Sendo assim, existe curvas simples fechadas o; : [0,1] — T2, i = 1,2, ndo homotopica-
mente triviais, cujas imagens estdo em V e geram o grupo fundamental do T2. Ver figura

3.2.

Figura 3.2: Curvas a; e as.

Note que as componentes conexas do complementar de 7! (a; Uaw) sdo uniformemente
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limitadas. E, note também que se w € (a; U ay) C T? entao existem i,, € N tal que
w € fr(U).
Como f é homotopica a identidade segue que se w € 7 (a; U ap) C R? entao existe

iz € Newvg € Z2 tal que
W€ F'o(U) 4 vg = F'o(U 4 vg) = F'o oT%(l?).

Seja D C R? um dominio fundamental e considere o conjunto conexo D’ C R? que é a
ido de D t d 1 tar de 71 (U intersect
uniao de D com as componentes conexas do complementar de 7~ (a; Uas) que intersectam

D. Dessa forma D’ é limitado e o bordo esta contido em 7! (a; U ).

BEATAR
A :
[ [0 [

Figura 3.3: Conjunto D’

Assim, por compacidade, existem i; € N e v; € Z com 1 < 7 < k tais que

D' O Fis(U) + v,
j=1
onde U?:l Fii(U) + v, é conexo.
Seja R > diam(D'). Por hipotese diam(F™(D)) =3 oo, assim existe n > 1 de tal
modo que diam(F"™(D)) > k(k + 1)R.
Como F™(JS_, Fii o T, (U)) = Ui, Fi*" o T, (U) entéo,
k

diam(|_J F+" o T, (U)) > k(k + 1)R. (3.4)

J
j=1

E assim para algum 1 < jo < & temos que diam(F%*" o T, (U)) > (k4 1)R. Pois se

todos fossem menores ou iguais a (k + 1)R entdo ndo valeria (3.4).
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Mas entao F%o™" o ijo(ﬁ) intersecta pelo menos k + 2 transladados inteiros de D',
logo o mesmo intersecta pelo menos k + 1 transladados inteiros de dD’. Veja a figura

abaixo, que ilustra essas afirmacoes para o caso k = 2.

Uz, FlioT,, (D)

Figura 3.4: Ilustracao para o caso k = 2.

Sejam w; com 1 <[ < k + 1 vetores em Z? tais que
Flot"o T, (U) intersecta T, (0D') para cada [.
0

Como cada T, (0D') & coberto por k conjuntos F' 0Ty, +uy ((7) entao existem wy, # wy,

e algum 1 < j; < k de tal modo que Fiiot" o ijo(fj) intersecta ambos os conjuntos

~

Fiin 0Ty, 4oy (U) € Fiit 0T, 1y (U).
Isto é, para r = 1,2 vale
Fiot™(U 4 vj,) 0 Fn (U +vj, +w,) # 0
Aplicando a iterada F~% temos,
Fin=n (U +v;,) 0 (U + vj, +wy,) # 0

E, portanto,
Fio™n (0 + v, —v3,) N (T +wy,) # 0.
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Sendo assim, existe uma iterada m := i;, — i;, + n de um transladado de U que
intersecta dois outros transladados diferentes de U. Em suma, 7 (f™(U)UU) nao pode

ser projetado injetivamente no T?, entao f™(U) U U é essencial. O

Com esse resultado temos que se p(F) tem interior ndo-vazio entdo para todo z €
Ess(f) e U uma vizinhanca arbitraria de z existe n € N tal que f*(U) N U é essencial,
pois Ess(f) é externamente sensivel nas condi¢oes iniciais (ver Teorema 4.3). E além
disso, se f € um homeomorfismo do toro cuja nenhuma iterada de f é pseudo-rotacao com

desvio limitado entao o Teorema 3.2 também aplica-se (ver o Lema 2.5 de [26]).



Capitulo 4

Ilhas elipticas e regiao cadtica

Neste capitulos vamos apresentar os conceitos de ilhas elipticas e regiao caodtica in-
troduzidos por Jager em [24|. E mostraremos que, com certas condi¢oes sobre f, tais

conjuntos sao equivalentes aos conjuntos Ine(f) e Ess(f), respectivamente.

4.1 Versao dinamica

Varios trabalhos mostram que conjunto de rotagao com interior nao-vazio implica em
diversas informacoes sobre a dinamica, como por exemplo, grande quantidade de 6rbitas
periodicas (ver [8]), medidas ergodicas que realizam todos os tipos de vetor de rotacao
(ver [16]) e, também, entropia positiva (ver [11]).

Jéger mostra, no trabalho FElliptic Stars in a Chaotic Night, que se f € Homeoy(T?)
¢ nao-errante e o conjunto de rotacao tem interior nao-vazio entao a dinamica pode ser

decomposta em dois conjuntos como segue,

Teorema 4.1. Seja F : R? — R? um levantamento de f € Homeoy(T?) nao-errante.
Suponha que p(F) tem interior nao vazio. Entao para qualquer conjunto U aberto, conexo

e limitado vale uma das afirmacoes,

(1) pu(F) € reduzido & um dnico vetor racional e U estd contido num disco topoldgico
aberto D C T? que € invariante para alguma iterada f* e contém um ponto k-

periodico;

38
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(2) o fecho convexo de py(F') tem interior nao-vazio.

Dado A C R?, Conv(A) denotara o fecho convexo de A e int(A) denotard o interior

de A.

Nesse sentido,

Definicao 4.1. Seja f € Homeoy(T?) tal que para qualquer levantamento F de f,

int(p(F)) # 0. Definimos a regido cadtica (rotacional) de f como o conjunto
C(f) := {z € T? : int(Conv(py (F))) # 0 para toda vizinhanga U de z} .
E o conjunto das ilhas elipticas como
E(f) = {z € T?: py(F) = v tal que v € Q? para alguma vizinhanca U de z} )

Para mostrarmos que E(f) = T*\C(f) iremos demonstrar o seguinte resultado, o qual
garante que se para alguma vizinhanga U de z € T2, int(Conv(py(F))) = 0, isto &, py(F)

esta contido numa reta, entao py(F') é um tnico vetor de rotagdo racional.

Teorema 4.2. Se f € Homeoy(T?) é nao-errante, p(F) tem interior nao-vazio e py(F)
estd contido numa reta, onde U é aberto, conexo, recorrente e D(U) < oo, entdo py(F) é

um tinico vetor de rotagdo racional, isto €, py(F) = {v} tal quev € Q.

Primeiro apresentaremos algumas definicoes e resultados que sao necessarios para a

demonstracao do Teorema 4.2, para mais detalhes consulte [24].
Definigao 4.2. Dado A # 0, v € R? ea < b € RU {£oo} definimos (ver Figura 4.1):
i. A reta passando pelo ponto v na diregio v+ por Ly, == \v + {UJ‘} ;
ii. O segmento de reta Ly ,[a,b] :== {z € Ly,; a(z,v) < (z,0) <b(z,0)} C Ly,;
iii. A regigo Cyla,b] := {z € R% a(z,v) < (z,v) < b(z,0)};
iv. Cyla,a] =R - (v+ avl) que é a reta que passa pela origem na direcdo v + avt;

v. E a regiio Syla,b] = {z € R? (z,v) € [a,b]}.
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A Lyolab]

Cyla,b]

L)\,v

Figura 4.1: Tlustracao da Definicao 4.2

Fr(3) —% R
Seja p,(2) = M, n>lezen (z).
n

Lema 4.1. Suponha F levantamento de f € Homeoy(T?) e U C T2 Entdo para todo

e > 0 existe ng = no(e€) tal que ¢, (U) C Be(pu(F)) para todo n > ny.

Demonstracao. Sabemos de 2.7 que

po(F) = {p € B p = lim ¢, (2), 5 € 77 (U), mi =5 oo}
11— 00
Entao dado € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng temos que
on(2) € Bp), paratodoz; € m H(U).

Mas como p € py(F) é arbitrario, segue que, p,(U) € B.(py(F)). O

Para os proximos resultados considere g € Homeoy(T?) e U C T? aberto conexo e
tome um levantamente G de g para o R? tal que G((/}) NU # (). E, ainda, assuma que
A#£0ewveR2

Lema 4.2. Suponha ps(G) = Lau[a,b]. Entdo todo ponto extremal de p(G) pertence
Cyla, b].
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Lema 4.3. Suponha p;(G) = Ly y[a,b] com a < b. Entdo existe uma constante ¢ > 0 e
N’" €N tal que
sup(G™(z),v') — inf (G™(2),v™) > en, ¥n > N'.

Zeﬁ zeU

Lema 4.4. Suponha que p5(G) = Lay[a,b] com a < b. Entio p(G) = Ly ,[a, b].

Demonstragao. Pelo Lema 4.2 temos que todo ponto extremal de p(G) pertence a C,[a, b].
Logo basta mostrar que p(G) C Ly,.

Suponha, por contradi¢ao, que p(G) ¢ L, ,. Entao existe um ponto extremal p € p(G)
tal que p ¢ Ly,. Sem perda de generalidade, assuma que ||v|| =1 e (p,v) > A.

Como p é ponto extremal de p(G) entao o item 2 da Proposi¢ao 2.3 implica que p é
realizado por uma medida ergodica e entao o item 1 da mesma Proposicao implica que

existe 2o € R? tal que

. RAn T R0
lim = = p, onde z, == G"(z).
n—00 n

Assim, por continuidade, dado n > 0 existe ky € N tal que
(z — 20,v) > (1 +n)kA, Yk > k. (4.1)

Segue do Lema 4.1 e do fato de que py(G) C Ly, temos que

lim (M, v) = A uniformemente em U =
n—0o0 '
G" ~
= lim ( () ,v) = A uniformemente em U.
n—0o00 n

Assim dado 0 > 0, existe V € N tal que para todon > N

(G"(2),v) € [(1=68)An, (14 0)An] para todo z € Uen>N =

= G™(U) C S,[(1 — 8)An, (14 6)An] para todon > N.

Fixe 6 > 0 tal que
15M
5 (1 + 57) >0, (4.2)

onde M := sup,cp2 ||G(2) — z|| e ¢ dado pelo Lema 4.3.
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Assim, para esse 0 > 0, escolha ng € N de tal modo que
G"(U) C S,[(1 = 6)An, (14 6)An], paratodon >ng e Ang > 2. (4.3)

Entao escolha k > kg e n > ng tal que

AMk + 2 SME
4Mk+2§cn§5Mk<:>—+§n§ . (4.4)
c c

~ A~

Pelo Lema 4.3 existe Iy € G™(U) com pontos extremais ¢, € G™(U) tais que
(63— s, vt) >cne Ty C Syi[(s1,vh), (G, v1h)]. Ver figura 4.2.

1)

G (o)

G2

e =200 =3 (1i5)m

Figura 4.2: Ilustragao do Lema 4.4.
Sejam 'y eIy tal que '=ToUTlN Ul =R e
P\ H) N Sype[{s1,v7), (s, 0H)] = 0 (4.5)

e, ainda estd orientada de ¢; para <.

Denote por W a componente conexa de R?\I' que esta a esquerda de I'. Assim
SU(_OO7 (1 - 5)/\71] N SvL [<§17 UL>7 <§2a Ul)] - VV)

pois Ty € G"(U) e valem (4.3) e (4.5).
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Tome Wy := S,[(1—28)An, (1 —8)An| N S,1[{s1,v) +2kM, (s, v) — 2k M]. Note que

(4.3) implica que
An — 0An — An + 20\n = 6 \n > 2

e (4.4), por sua vez, implica que

(G0, vF) — 2kM — (s, v) — 2kM = (¢ — g1, v") — 4kM > cn — 4kM > 2.

Logo Wy é um retangulo cujos lados tém tamanho maior ou igual que 2 (ver Figura

4.2). Assim W, contém um dominio fundamental do T? e, passando 2z & um transladado

inteiro se necessario, podemos admitir que zy € W,. Isso implica que
(zo,v) > (1 —20)An.
Além disso,

20 € Sy [{s1, v 4 2k M, (g, vT) — 2kM] =

= (20,v%) € [{s1,v) + 2kM, (¢o,vF) — 2kM].

Mas ||G(20) — 20]| < M = 2z == G*(20), |l2r — 20| < kM.

Entao,

(zg,v) € [{s1,vT) +2kM — kM, (s, vT) — 2kM + kM| =

= 2, € Syr[{s1,v) + kM, (G, vh) — kM.

E, portanto, z, € G¥(W) N S,1 (s, v) + kM, (6, v1) — kM].

De (4.3) temos que G" + k(U) C S,[(1 — H)A(n + k), (1 +6)A(n + k)] e dai

(GF(T),v) < (1 +O)An+ k) =

GEW) N S,[(1+ 8)A(n + k), 00) N Sy [{61,0) + kM, (e, v%) — kM] = 0.

E, assim,

2k € Sy(—00, (14 0)A(n + k)]

(4.6)

(4.7)
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E entdo de (4.6) e (4.7) temos que

(zr — 20,0) < (1 4+ H)A(n+ k) — (1 —20)An =
=(1+3)An+ (140 e — In+25An =
= A+ 0+ (1+ 6)Mk — An + 20An =
=30 n+ (1 + ) k <

15M
< 57(»1{ (148 =

[CRORIE

Cc

< (n+1)Ak.
Contradizendo (4.1). Logo p(G) C Ly,. Concluindo a prova do Lema 4.4. O

Lema 4.5. Suponha p;(G) C R-v € um segmento de reta de comprimento positivo. Entdo

p(G) CR-v.

Note que a reta R - v contém a origem, o que difere do Lema 4.4, pois sendo A # 0
a reta Ly, ndo contém a origem. A demonstrac¢do, porém, segue o mesmo raciocinio da

anterior.

Lema 4.6. Suponha que F é um levantamento de f € Homeoo(T?) e que U C T? ¢ aberto,
conezo, limitado e recorrente. Além disso, assuma que py(F) =8 C R-v é um segmento
de reta com 0 ¢ S e v,V sao linearmente independentes. Seja U uma componente conexa

de 771 (U). Entao existem p € N e w € Z? linearmente independentes de v' tais que

(FE(U)—w)nU #0 (4.8)
Em particular, se v nao € multiplo escalar de um vetor inteiro entdo existe infinitos pares
(ps, w;) que satisfazem (4.8).

De posse dos resultados anteriores, vamos a demonstracao do Teorema 4.2. Isto é,
vamos mostrar que sob as hipoteses de que f € Homeoy(T?) é nao-errante, p(F) tem
interior nao-vazio e py(F) esta contido numa reta, onde U é aberto, conexo, recorrente e

D(U) < oo, entao py(F) = {v} tal que v € Q.
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Demonstracao do Teorema 4.2. Se py(F) é um tnico vetor racional ndo hé o que mostrar.
Se py(F) ndo é reduzido & um unico vetor racional vamos mostrar que p(F') esté

contido numa reta, contradizendo a hipotese de que p(F') tem interior ndo-vazio.

Afirmacao 4.1. Se § ¢ um segmento de reta de comprimento positivo sem pontos raci-

onais e py(F) =S entao p(F) = S.

Demonstracao. Sejam f, F, U como no enunciado do Teorema 4.2 e suponha py(F) =S
e seja U uma componente conexa de 7(U).
(1) Suponha que a reta que contém S nao contém pontos racionais.

Como U C T? é recorrente e, portanto nao-errante, existe p € N e w € Z? tais que

(FP(U) —w) N U # 0. Seja G := FP — w entio
p5(G) = ppg(F) —w = pS —w = Ly ,[a,b], para algum A € R,v € R e a < b.

E ainda, a reta L), nao contém nenhum ponto racional pois é transladado inteiro da reta
que contém pS e p € N. E, portanto, A # 0, pois caso contrario 0 € L, ,.
Tomando g = f? temos que G e U satisfazem a hipotese do Lema 4.4. E entao

p(G) = Ly,[a,b] = pS — w e, portanto,

p(G) = p(F — w) = pp(F) — w = p(F) = ’)<G; tw_ S ‘;"> tu_g

(2) Resta considerar agora o caso em que a reta que contém S tem inclinagao irracional e
contém um tnico vetor racional, pois uma reta com inclinacao irracional nao pode conter
mais do que um ponto racional.

Para esse caso, se A # 0 entdao a prova é andloga a anterior.

Se A = 0 entdao temos que Ly, = R -v* passa por (0,0) =: 0. Como no item
(1), sejam p € N e w € Z2 tais que (FP(U) —w)NU # 0 e G :== FP — w. Entio
pi(G) = ppg(F) —w C Loy.

Por hipotese, 0 ¢ S e como w e v+

sao linearmente independentes, uma vez que w € Z?2
e 0 tinico racional que R-v* contém é o 0, entdo o Lema 4.6 garante a existencia de p’ € N

e w' € Z? tal que w e w' sdo linearmente independentes e (Fp'(ﬁ) —w')NU # 0. Tomando
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/ / /
p p
pﬁ(G,) = p,pﬁ(F) - w/ = Pﬁ(G) EU} - U)/ C L[)’U + Ew - U},.

Como w e w' sao linearmente independentes entao %w—w’ € Q2\ {0}, logo nao pertencem
a Lo,. Portanto p5(G’) C Ly, para algum )\ # 0. E o restante da demonstracao é
analoga ao item (1).

Portando podemos concluir que p(F) = S, onde S é um segmento de reta de compri-

mento positivo que nao contém pontos racionais. O]

Afirmacao 4.2. Se py(F) = {p} com p = (p1,p2); p1,p2,p2/1 & Q2, isto € p ¢
(totalmente) irracional entdo p(F') = {p}.

Demonstracao. Sejam F, f,U como no enunciado. Como na demonstracao da Afirmacao
4.1 existem p e New € Z? ¢ G := F? —w tal que G(U)NU # 0.

Entao p5(G) = ppp(F) —w = {pp — w} = L1 p,—0[0,0].

Pelo Lema 4.2 todo ponto extremal de p(G) esta contido em C,,_,,[0,0] =R (pp —w)
e isso implica que p(G) CR - (pp —w) =R <p - %)

p(G) = pp(F) —w = p(F) :p@% CR- <p—%> +%:; A, (4.9)

Pelo Lema 4.6 podemos repetir esse argumento para outro par p’ € N e w’ € Z? com
w e w' linearmente independentes (uma vez que w e p sdao linearmente independentes
pois w € Z* e o Gnico vetor racional que R - p contém é o (0,0)) e G'(U)NU # 0 onde
G = FY —w'. Dai

p

. . - L. . roL . . .
Como a inclinagao da reta p é irracional e os vetores % e % sao racionais e linearmente

wrrcx (o= 2) 4 o, a

. ~ / ~ - .
independentes entao p — % ep— % sao linearmente independentes.

Segue de (4.9) e (4.10) que p(F) C A1 N Ay = {p}. Portanto p(F) = {p}. O

Note que a Afirmagao 4.1 nos mostra que se py(F) = S é um segmento de reta de

comprimento positivo sem pontos racionais entdo p(F) = S, isto é, p(F) tem interior
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nao-vazio. E a Afirmacgao 4.2 que se py(F) = {p} entdo p(F) = {p} e, portanto, p(F)
tem interior nao-vazio.

Para conclui-lo, resta mostrar que os casos em que ou py(F') é um segmento de reta
de comprimento positivo e que contém um vetor racional ou py(F') é reduzido a um vetor
semi-racional p, também implicam que p(F) tem interior ndo-vazio.

A prova desse ultimo é analoga a Afirmacao 4.2, exceto pela parte na qual garantimos
a existéncia de w’ € Z? que é linearmente independente de w € Z? para concluirmos que
p(F) é um tnico vetor. Sendo assim, garantimos que p(F') esta contido numa reta que
contém o ponto p, isto é, tem interior vazio.

Para o outro caso suponha que py(F) C R-v é um segmento de reta de comprimento
positivo e py(F) contém um ponto racional. Passando a uma iterada se necessario, po-
demos assumir sem perda de generalidade que 0 € py(F). Novamente, existem p € N e

w € Z? tal que G((A]) NU # 0 onde G := F? — w. Nés temos que

p(G) CR-v—w=Ly,u, tal que A = (w,v").

A =0 entdo p5(G) C R-v e pelo Lema 4.5, p(G) C R - v, dai p(F) =

Se A # 0, entdo o Lema 4.4 implica que p(G) = py(G) e entdo p(F) = py(F). Se
'D(TG CR-v.

Concluindo a demonstracao do Teorema 4.2. O

Observagao 4.1. Segque da Defini¢io 4.1 e do Teorema 4.2 que se f € Homeoy(T?)
nao-errante e int(p(F)) # 0 entao E(f) = T\C(f).

4.2 Generalizacao das ilhas elipticas e regiao caodtica

O proximo Teorema é o que garante, no caso em que p(F) tem interior nao-vazio,
a equivaléncia entre o conceito de dinamica estritamente toral e os conceitos de ilhas
elipticas e regido caotica (rotacional). Além disso, tal resultado generaliza o Teorema 4.1,

pois mostra que, de fato, os discos topologicos periddicos sao limitados.

Teorema 4.3. Seja f € Homeoy(T?) nao-errante, F' um levantamento de f para o R* e

p(F) tem interior nao-vazio. Entdo
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(1) Para todo z € Ess(f) e para toda vizinhanga U C T? de z, Conv(p(F,U)) = p(F);

(2) C(f) = Ess(f) e E(f) = Ine(f);
(3) Ess(f) é externamente sensivel nas condigoes iniciais;

Sejam U C T2, p(F) e py(F) tais como nas Defini¢ao 2.4. Note que py(F) C p(F), mas
pu(F) ndo é, necessariamente, convexo. Sendo assim, vamos considerar o Conv(py(F))

que é o fecho convexo de py(F).

Demonstracao. (1) Vamos mostrar que para todo z € Ess(f) e qualquer vizinhanca U de
z, Conv(pu (F)) = p(F).

Primeiramente note que py(F) C p(F') = Conv(py(F)) C p(F'). Resta mostrar que
p(F) € Conv(pu(F)).

Como py (F') é compacto entdo entdo Conv(py(F)) é convexo e compacto, assim como
p(F). E como py(F) C p(F) temos que Conv(py(F) C p(F) e entao existe w € R? de

tal modo que

sup(Po(pu(F))) < sup(P(p(F)) (411)

sup(Puw (pu (F)))  sup(Puw(p(F)))

Figura 4.3: Tlustracao da desigualdade 4.11

Note que P, (pu(F)) C Pu(p(F)).

Seja z € Ess(f) e suponha por contradigdo que
p(F) ¢ Conv(py(F)), para alguma vizinhanca U de z. (4.12)

Note que existe um ponto extremal v € p(F) tal que P,(v) = sup(P,(pv(F))), isso

implica que v & Conv(py(F)). Mas como v é ponto extremal de p(F') entao existe T € R?
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tal que
— =
n

Como v ¢ Conv(py(F)) entao 7(z) ¢ f*(U) para todo n € Z.
Além disso, como z € Ess(f) e U ¢é vizinhanga de z entao V' = J,,o, f"(U) é aberto,

A~

invariante, totalmente essencial e conexo. Assim 7(Z) ¢ V. Logo n(Z) € T*\V que é

fechado e inessencial.
Entao existe um disco topologico, Dy, periddico e limitado tal que 7(x) € Dy. Seja D

tal que Dy € D e 9D C V. Como 0D é fechado e limitado entao 0D é compacto, logo

existe N > 1 tal que dD c J\__, f™(U).

T2

Figura 4.4: Disco topologico periddico Dy C D, onde 0D C V.

Seja agora, Da componente conexa de 7~!(D) que contém T.
PulP"(@)-3) % p (v) e, se para cada n > 1 escolhermos %, € dD entdo
n
Pu(F(@0)=3) » PulF"@)=F) gandg assim,
n

Temos que
P,(F"(z,) — T) é maximal, isto &,
P,(F™"(Z,)—2, + 7, —2)  P,(F"(Z,)—,) N P,(Z, — ) - P,(F"(z) — )

n B n n - n '

~

7)| < diam(D), temos que

Py (F"(2) — %)  Py(@n—2) n Py(v). (4.13)

n

E ainda, como |P, (7, —

P,(F™(Z,) — T,) >
n n

Seja K € R tal que ||F(y) — y|| < K, para todo y € R?, esse K existe pois F' — Id é

uniformemente limitada. E, assim ||F"(y) — y|| < nK, para todo y € R%
F(z,) —
M admite subsequéncia convergente,

Logo, F"(z,) — Ty, ¢ limitada e, entdo,

Fri(3,,) — %,
lim (Fn) =y _ V', onde ||v]] < K. (4.14)
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Sendo assim, segue de (4.13) que P, (v') > P,(v). E como P, (v) = sup(P,(pu(F)))
entdo P,(v') < P,(v). Logo P,(v) = Py, (V).

Note que 7(Z,,) € 9D e como 0D C Uij\i_N fY(U) existem r; tal que —N <r; < N e
fri(m(Z,,)) € U, de modo que se deixarmos y; = F"(Z,,) entao y; € 7~ (V).

Assim, se m; =n; —r;

@) =y F ) — b

m; n, —r;
_ T () — FT ()
n, —r;
N n, —r;
_ Fm(/z\nz) — /Z\nz _ Fn(/z\m) — /Z\ni
n; —T; n, —r;

— N Fr (’Z\nz) — /Z\nz o Fr (2”z> — /Z\”z H—O>O ’U,

ng — T n; n '

Pois,
ni oo, || <N e ||[F(Z) =%,/ <rK < NK, para todo n,.
Portanto v € py(F) isto &, sup(P,(pu(F))) > P,(v') = Py(v) = sup(Py(p(F))). Con-

tradigdo com (4.11). Logo p(f) C Conv(py(F')). Concluindo que Conv(py(F)) = p(f).
(2) Ess(f)=C(f).

De fato, se z € Ess(f) entdo segue da hipotese e do item (1) que int(Conv(py(F))) =
int(p(F)) # 0. Logo z € C(f).

Para mostrar a outra inclusao é suficiente mostrar que Ine(f) C E(f), pois
C(f) € Bss(f) & TAE(S) € TA\Tne(f) < Ine(f) < £(1).

Sendo assim, tome 2z € Ine(f), segue da Afirmacdo 3.1 que z € U onde U é um disco
topologico periodico limitado. Assim, existe k > 1 tal que f*(U) = (U).
Se U € 7~1(U) entio existe v € Z2 tal que F¥(U) = U + v implicando que

|(F*)*(Z) — Z — nv|| < diam(U), ¥z € U.

Sendo assim, py(F*) = {v}, logo py(F) = {%}, ou seja, #py(F) = 1. E portanto,
ze&(f).
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Como p(F) tem interior ndo-vazio, a Observac¢ao 4.1 e a igualdade anterior implicam
que Tne(f) = T2\ Ess(f) = TAC(f) = £(f).
(3) O fato de Ess(f) ser externamente sensivel nas condigoes iniciais segue diretamente
do item (1). Com efeito, tome z € Ess(f) entdo o item (1) garante que dado uma
vizinhanga U arbitraria de z, Conv(py(F)) = p(F). Por hipotese, p(F) tem interior
nao-vazio, entao segue que py(F') contém, pelo menos, dois pontos extremais u, v de p(F)
distintos, que também sdo pontos extremais de py (F).

Sendo assim a Proposi¢ao 2.3 restrita a U implica que existem pu, # p, medidas
ergodicas tais que p,, (F) =ue p,, (F') =v. E, portanto, existem z,, z, € U tais que para

qualquer z, € 7 1(z,) e 2, € 77 1(2,),

FnAu _Au Fn/\v _Av
o B F o B (4.15)
n— 00 n n— 00 n

Mas u # v implica que [u—v| = ¢ > 0, entao segue de (4.15) que para n suficientemente

grande existe ¢, tal que

Fn/\u _Au Fn/\v _AU n
(2u) = — (%) = 2 =c¢, e ¢, —>c#0.
n

n

Logo, |F"(Z,) — F"(Z,)| =ncy + 2, — 2, € cn > c#0.

E, assim, tomando o limite quando n — oo em ambos os lados da equagao anterior
temos que diam(F™(U)) 2 oo, pois 24,2, € U C 7~ 1(U).

Portanto, D(f™(U)) = oo. O



Capitulo 5
Limitacao dos discos peridédicos

Neste capitulo, primeiramente, introduziremos os conceitos e resultados fundamentais
para a demonstracao do Teorema B. Contudo, os resultados que ficarem sem demonstracao
podem ser consultados em [5]. E, por fim, demonstraremos o Teorema B o qual garante,
sobre certas condicoes, a existéncia de uma cota superior para os discos peridédicos f-

invariantes.

5.1 Folheacoes Brouwer tipo-gradiente

Seja S uma superficie orientada qualquer.

Defini¢ao 5.1 (Folheacao Orientada com Singularidades). Uma folheacao topold-
gica orientada com singularidades F de S € a unido de um conjunto fechado Sing(F),
chamado conjunto de singularidades de F, com uma folheagao F' topoldgica orientada de
S\Sing(F). Os elementos de F' sao variedades unidimensionais orientadas que chama-

remos de folhas requlares de F.

Definicao 5.2. Um fluzo topolégico € uma aplicacao continua ¢ : Rx S — S que satisfaz:
(1) ¢(0,2) = z;
(2) o(t+s,2)=o(t,0(s,2)) t,s € R.

02
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Em [12] e [13] foi mostrado que qualquer folheacdo F ¢ o conjunto de 6rbitas orientadas
de algum fluxo topologico ¢ : R x § — S, onde as singularidades de F coincidem com o
conjunto de pontos fixos de ¢.

Dessa forma, os conjuntos a-limite e w-limite das folhas de F podem ser definidos da

maneira usual, isto é,

Definicao 5.3. Seja I' uma folha de F e zy um ponto qualquer de I' definimos
(1) w() ={z€S8; Aty)nen com t, = 00 e ¢(z0,t,) = 2z quando n — 0o};
(2) o) =4z € S; Aty)nen com t, = —00 e ¢(z0,t,) — 2z quando n — 0o},

Em palavras o w-limite de I' é o conjunto dos pontos de acumulagao da folha I' para
tempo futuro e a-limite de I' é o conjunto dos pontos de acumulacao da folha I' para

tempo passado.

Definicao 5.4. Um arco v € positivamente transverso a uma folheacao orientada com
singularidades F se para cada ty € [0, 1] existir um homeomorfismo g levando uma vizi-
nhanga U de v(t,) a um aberto V C R? tal que g aplica a folheacio Fl|y & uma folheagdo
de linhas verticais orientadas para cima de tal modo que t — g(y(t)) estd crescendo na
primeira coordenada na vizinhanca de tg.

Em palavras, [y] nao contém qualquer singularidade e cada intersecio de [y] com uma

folha de F € topologicamente transversa da esquerda pra direita.

Definicao 5.5. Duas aplicagoes continuas g, f : S — S dizem-se homotdpicas quando
existe uma aplicacao continua
H: Sx|[0,1] — S
(z,1) = H(z,t) = fi(2)
tal que H(z,0) = fo(z) = g(2) e H(z,1) = fi(2) = f(2) para todo z € S. Dizemos que a

aplicagcao H € uma homotopia entre f e g.

A homotopia é pensada como um processo de deformacao continua da aplicacao f, que

se da no transcorrer do parametro t, que pode ser imaginado como o tempo. Sendo assim,
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no instante t = 0 temos f, para t = 1 temos g. Nos instantes 0 < ¢t < 1 as aplicagoes H,

fornecem os estéagios intermediarios da deformacao (ver [7]).

Definicao 5.6. Uma isotopia entre dois homeomorfismos g, f : S — S é uma homotopia

tal que f; € um homeomorfismo para todo t € [0,1]. Denotaremos por T = (fi)icio,1]

Na definicao anterior se ¢ = Idg, isto é, se g é a aplicacao identidade em S entao
dizemos que f ¢é isotopica a identidade.

De modo a sermos especificos, introduziremos as proximas definicoes e os proximos
resultados no contexto do trabalho.

Seja T = (fi)tepo,) uma isotopia em T2 de fy = Idp em f; = f homeomorfismo
definido no T?. Sendo 7 o recobrimento universal do T? entao existe uma escolha natural
para o levantamento F : R? — R? de f. Isto é, tomando 7= (F)iejo,1) © levantamento
da isotopia Z tal que Fy = Idge, definimos F' = F;. Dessa forma, F' comuta com as

translacoes inteiras do R?, como antes.

Definicao 5.7. Seja I uma isotopia da Idy2 em f homeomorfismo em T2, um ponto fizo
p de f € dito contrdtil com respeito ao levantamento F, se a curva fechada (fi(p))icpo) €

homotopicamente trivial em T?.

Note que essa definicao nao depende da isotopia Z, mas somente do levantamento F.
De fato, os pontos fixos contrateis de f com respeito a Z sao os pontos fixos de F.

Dada uma folheacdo orientada do T2, F, dizemos que a isotopia Z é transversa a F se
para cada z € T? o arco (ft)tep,1) € homotopico, com pontos extremais fixos, & um arco
que é positivamente transverso a F no sentido da Definicao 5.4. Nesse caso, dizemos que
F é dinamicamente transversa a Z.

Os dois seguintes teoremas garantem a existéncia de folheacoes dinamicamente trans-
versas a isotopia. Tais teoremas sao vélidos para qualquer superficie orientéavel S. O

primeiro deles é uma versao do Teorema de Brouwer de Translacao do Plano que foi dado

por Le Calvez (ver [19]),

Teorema 5.1. No contexto anterior, se nao existe pontos fizos contrdteis entao existe

uma folheacao sem singularidades F que € dinamicamente transversa a isotopia L.
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Como o conjunto de pontos fixos contrateis é usualmente nao-vazio entao temos a

seguinte versao do Teorema 5.1 dada por Jaulent (ver [18]).

Teorema 5.2. Dada uma isotopia T = (fy)ico,1) da Idy2 & um homeomorfismo f: T —
T? entdo existe um conjunto fechado X C Fiz(f) e uma isotopia T' = (f])iep) da Idy2 x
a flr2yx - TA\X — TA\X tal que

ara cada z € , 0 arco Z))telo.1] € ROMOoTopico, Com Ponios exriremaits Jiros
1) P d T\ X 1(2))teo,1) € homotdpi tos et '

em T? a (fe(2))tepo,n;
(2) Nao existe pontos fizos contrdteis para f|r=x com respeito a I'.

Note que assim, o Teorema 5.1 implica que existe uma folheacao Fx em T*\ X que é

dinamicamente transversa a Z'.

Observacao 5.1. No contexto do Teorema 5.2 se X € totalmente desconero é possivel
estender a isotopia I' a um isotopia em T? que fiza os elementos de X, isto €, f/(z) = z
para todo z € X e para todo t € [0, 1].
Com essas extensoes, se considerarmos os respectivos levantamentos 7= (Ft)te[o,l] e
7 = (F{)tcpo,1) de L e 1" respectivamente, de tal modo que, Fy = Fy = Idg> entiao Fy = Fy.
Além disso, se a folheacao F € o levantamento da folheagcao F com singularidades em

X =71 YX), entdo Flr=\x € dinamicamente transversa o 1’

Proposicao 5.1 (Arcos positivamente transversos). Seja T = (fi)icp,1) uma isotopia
da Idr2 a uwm homeomorfismo f = fi sem pontos fixos contrdteis e F uma folheagao

dinamicamente transversa a L, dada pelo Teorema 5.1, entao valem:

(1) Para todo n € N e z € T?, existe um arco positivamente transverso ligando z a

f(2);

(2) Se z e w podem ser ligados por wum arco entao existem vizinhancas V de z e V' de w
tal que todo ponto de V' pode ser ligado a todo ponto de V' por um arco positivamente

transverso;
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(3) Se z € ponto nao-errante entao existe uma vizinhan¢a V' de z tal que todo ponto de

V' pode ser ligado & todo ponto de V' por um arco positivamente transverso;

(4) Se K C T? é um subconjunto conexo de pontos ndo-errantes entio qualquer ponto

de K pode ser ligado a cada ponto de K por um arco positivamente transverso.

Faremos a demonstragao do item (3) da Proposi¢ao anterior, para as demais demons-

tracoes ver [5].

Demonstracio. (3) E suficiente mostrar que sendo z nio-errante entio existe um arco
positivamente transverso ligando z a si mesmo. Do item (1) e (2) , sendo V' vizinhanca de
z e V' vizinhanca de f~1(z2) todo ponto de V' pode ser ligado a todo ponto de V' por um
arco positivamente transverso, e também podemos encontrar uma vizinhanca V" de f(z)
tal que todo ponto de V' pode ser ligado a todo ponto de V" por um arco positivamente
transverso. Como z é nao-errante, nés podemos encontrar w € V tao perto de z de tal
modo que f(w) € V" e f"(w) € VN f(V') para algum n € N suficientemente grande, isto
é, " Y(w) € V'. Entao podemos encontrar um arco que liga z & f(w) e outro que liga
f(w) a f"Yw) e um terceiro que liga f"!(w) & z. A concatenagio desses trés arcos, ¢

um arco positivamente transverso que liga z a ele préprio, como queriamos. Ver Figura

5.1. O
FV)
/f"fL(w)
L/ g
/,/’ w\\\
e v
Ny /(=
T
e N e | L
— ()
V/ V/l

Figura 5.1: Ilustragao da Proposicao 5.1, item (3).
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Seja F uma folheacdo orientada com singularidades do T? tal que o conjunto das

singularidades, Sing(F), ¢ totalmente desconexo.

Definicao 5.8. Dizemos que uma folha I' de F € uma conexdo se ambos w-limite e a-
limite de T sao subconjuntos unitdrios de Sing(F). Por um ciclo generalizado de conezdes
de F entenderemos como uma curva fechada (lago) v tal que [Y]\Sing(F) € uniao disjunta

de folhas requlares, com sua orientagcao correspondente a orientacdo de 7.

Dizemos que F é uma folheacao tipo-gradiente quando existir um lago fundamental®
¥ € T? para F. Mas a principal propriedade que iremos utilizar & respeito de uma

folheacao tipo-gradiente esta proposta no proximo Lema.
Lema 5.1 (Folheacao tipo Gradiente). Se F ¢ uma folheagdo tipo-gradiente entao
(1) Toda folha regular de F € uma conexdo;
(2) Nao existe drbitas periddicas nem ciclos generalizados de conexdes;
(3) Eziste uma constante M de tal modo que D(I') < M para cada folha regular T € F.
Para a demonstracao, consultar [5].

Proposicao 5.2 (Existéncia de folheagoes Brouwer do T?). Seja f : T? — T?
isotdpica a identidade e F um levantamento de f para o R? de tal modo que Fix(F) ¢é
totalmente desconexo, entio existe uma folheacao orientada com singularidades F do T? e
uma isotopia T = (f;)icpo] da Idr2 para f que além de I ser levantada para uma isotopia

7 da ldg2 para F, temos que
o Sing(F) C m(Fix(F));
o F ¢ levantada para uma folheacao F do R2;
e F ¢ dinamicamente transversa ¢ T (= F ¢ dinamicamente transversa a f} e

e 7 fiza as singularidades de F (= 7 fiza as singularidades de ]?)

1Se 3 € T? ¢ um lago fundamental entdao T?\ [X] é unido disjunta de discos topologicos abertos.
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5.2 Linking number

Nessa subsecao assumiremos que Z é uma isotopia da Idzz & um homeomorfismo
F :R? - R? e X & um conjunto fechado de pontos que sdo fixos para a isotopia Z, ou

seja, se 2 € X entdo F,(z) = z para todo t € [0, 1].

Defini¢do 5.9 (Numero de giro). Tome z € R? e um arco v : [0,1] — R? tal que

z ¢ [v]. Defina a aplicacao

¢: 0,1 — St
V(t) — 2

AL O

e seja & 1 [0,1] — R um levantamento para o recobrimento universal do circulo, isto €,

™€) = ¢(t). Entéo, definimos o nimero
I(v,2) = £(1) = £(0).
Sendo v uma curva fechada (lago), entao o nimero I(7y,z) é um inteiro e coincide com o

numero de giro da curva 7y ao redor de z.

Esse niimero nao depende da escolha do levantamento ;5 nem da parametrizacao de v,
desde que preserve a orientagdo. Note que se 1 e v, 830 arcos tais que 7;(1) = 12(0) e
z ¢ [m]U ] entdo I(y1 %72, 2) = I(m1,2) + 1(72, 2).

Além disso I(7,z) é invariante por homotopia em R?\ {z} com pontos finais fixos.
Decorre desse fato que se I(7, z) # 0 e v é fechado, entdo z deve estar numa componente
conexa limitada do R?\[v].

Dado z € R? denotamos por 7, o arco (F;(z))ieo,1) € para n € N definimos

% =7,k /f)\/F(z) ook ;)\/F”_l(z)-

Sejam p € X (isto &, p é fixo para a isotopia f), g um ponto periodico de F' e k o
menor inteiro tal que F*(q) = ¢. Entdo define-se o linking number de ¢ em relagio a p

como

o~

I:(q,p) = 1(;,p) = 13 p) + I (Ar(q), ) + - - + I(Fre-1(q), p)-
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Note que I3(q,p) € Z pois :y\f; ¢ uma curva fechada.
De modo a estender a definicao anterior, pode-se considerar um conjunto perioédico

simplesmente conexo ao invés de um tnico ponto periddico q.

Definicao 5.10. Sejam U C R? um conjunto aberto periddico simplesmente conexo ar-
bitrdrio e k o menor inteiro positivo tal que F*(U) = U. Tome p € )A(\U Fize z € U e
o, um arco contido em U que une F*(2) & z. O linking number de U em relagio a p €

definido como
L(U,p) = 1(3} x 0., p).

Proposicao 5.3. O linking number tal como na Definicao 5.10 nao depende da escolha

de z nem do arco o, em U.

Demonstragdo. Seja o’ outro arco em U que une F*(2) a z. Como p ¢ U e U & simples-

mente conexo segue que I(o,,p) = I(o),p). Entao

I(% % 02,p) = I(L,p) + L(02.p) = I(3Z,p) + 1(0L.p) = (3% * oL, p).
Considere, entdo, qualquer arco o, em U que une F*(2) a z, isto é,

0.(0) = F*(2)

o.(1) = z.
Agora seja 2’ outro ponto em U e fixe um arco n em U que une z a 2/, isto ¢,

n(0) = 2
n(1) =2

Note que o,(1) = n(0).

Além disso, (F¥ on) é um arco em U que une F*(z) a F¥(2'), logo o arco (—F* on)
une F*(2') a F*(z). Entao, (—F* on)(1) = 0.(0).

Dessa forma, tome o arco o, := (—F¥on)* o, *n que esta contido em U e une F*(2’)
az.

Usaremos a notagao n® para representar o sub-arco de n que une 7(0) = z a n(s), isto

¢, n°(t) = nlp,s(st), veja na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Sub-arco n°.

Assim temos a seguinte homotopia

ey * (= FF o) % 02 %1% sefoy (5.1)

entre (7% x 0,) & (W% * 0.) em R?\ {p}.

De fato, quando s = 0 temos que os arcos (n°(t))iejo,1] € (—F*(1°(t))iejo,1] $30 0s pontos
z e F¥(2), respectivamente, entdo temos que (5.1) é igual a (3 x 0.). E, quando s = 1
temos que (17°(£))tejo1] é exatamente o arco (1(t))ico1] €, portanto (5.1) & (3% x 0./).

E, portanto, I(3% x 0., p) = I(3% * 0./, p). -

Como consequéncia da independéncia da escolha de z e o, dada pela Proposicao an-

terior temos:

Corolario 5.1. Seja U um conjunto tal como na Definicao 5.10 e suponha que existe

q € U tal que F*(q) = q, onde k é o menor inteiro tal que f*(U) = U. Entdo
I:(U,p) = I;(q,p) = I(3;,p),
para todo p € X\U.

Demonstragdao. De fato, basta tomar z = ¢ e 0 arco (0(t))icpo1] = 2 e como Iz(U,p) nao

depende da escolha de z nem do arco o, o resultado segue. O

O proximo Lema relaciona os conceitos de Folheacoes de Brouwer tipo-gradiente e
Linking Number, sendo extremamente ttil para a demonstracao da limitacao dos discos

periodicos.
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Lema 5.2 (Linking Lema). Seja U C R? um conjunto F-periddico, aberto, simplesmente
conero e assuma que nao existe pontos errantes de F' em U, isto €, F|y € nao-errante.
Seja F uma folheacao orientada com singularidades do R?, onde X = Sing(ﬁ), tal que
cada ponto z € R2\)A( 0 arco 7, € homotdpico, com pontos finais fizos em ]RZ\)A(, a um
arco positivamente transverso a folheacao.

Suponha que I' € uma folha de F que une p € )A(\U aq € )?\U e intersectando U.
Entao Iz(U,p) # 0 ou I3(U, q) # 0.

Demonstracdo. Sejam U disco periodico de periodo k € Z, isto ¢, F*(U) = U, F uma
folheacdo do R? dinamicamente transversa a isotopia TeX= Sing(]?). Tome p, q € )A(\U
eumafolhal € F que intersecta U. Vamos mostrar que I3(U, p) # 0 ou I3(U, q) # 0 mos-
trando que existe uma curva fechada (lago) ndo homotopicamente trivial em R?\ {p, q}.
Considere a compatificagdo do R? por um ponto, {oo}, S? = R? U {oo}. Retirando os
pontos p, ¢ do R? e, consequentemente, de S?, temos um anel, seja A = S?\ {p, ¢}. Sejam
A o recobrimento de A, isto é, A=R’e7:A— Aa aplicacao de recobrimento universal

(ver Figura 5.3).

R2

Figura 5.3: Aplicacdo de recobrimento 7 no anel A.

Note que a isotopia f]Rz\{M} pode ser estendida para A fixando o infinito e essa
extensao pode ser, entao levantada para uma isotopia 7T = (E)te[o,” de fo = Idj em
ﬁl — F homeomorfismo que comuta com as translagoes inteiras horizontais.

O mesmo acontece com a folheacdo, onde X = 7 1(X U {oo}) e F é dinamicamente

transversa a Z, isto é, se z € A nao é fixo para Z entao o arco 7, € homotopico, com
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pontos finais fixos, & um arco positivamente transverso a F.
Seja U uma componente conexa de 77(U), entdo U é um disco e 7|5 é injetora. Como
U & Fk-periodico segue que

F¥U) = U + (v,0). (5.2)

Afirmacao, v # 0.

Suponha, por contradicio que F¥(U) = U. Seja z € [[] N U, escolha Z € 71(z) (note
que nao ha exigéncia que z € 5) e tome I a folha de F que passa por % entdo 7(I') = I,

Do fato de que w-limite e a-limite de I" sd@o ¢ e p, respectivamente, segue que Té
um mergulho proprio de R em A~ R2?, assim g\[f] tem exatamente duas componentes
conexas. Além disso, como F ¢ dinamicamente transversa a isotopia, temos que F (f) e
F~4(T) pertencem & diferentes componentes conexas de A\[T].

Procedendo de maneira andloga para F(I') concluimos que F2(T') e T' pertencem &
diferentes componentes conexas de A\[F(I)].

Prosseguindo com esse raciocinio sucessivamente, concluimos que todo ponto de [f] é
errante para F , em particular zZ é errante para F. Seja W uma vizinhanca de Z tal que
Fr(W)NW = () para todo n € N.

Como 7(Z) = z € U e F|y é ndo-errante, segue que z € oU logo 7(W)NU # (.
Portanto existe m € Z tal que (U + (m,0)) N W # 0.

Como F comuta com as translagoes horizontais inteiras segue que
F¥(U + (m,0)) = F*U) + (m,0) = U + (m,0).

Mas 7|5 (0 = Tl € injetora e F¥|; é ndo-errante, isso implica que F* nio tem pontos
errantes em U + (m, 0) contradizendo o fato de que (U + (m, 0)) N W # 0.

Portanto v # 0.

Para concluir a demonstracao do Lema, fixe z € U. Tome o arco 7% e escolha um arco
oz em F*(U) = U+ (v,0) que une F*(%) a (Z+ (v,0)). Tome a projecdo de Z, 55 e de 3%
em A, ou seja,

2 =1(2), 0. = 7(07) e 71 = 7(3%),

respectivamente.
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U U+(v,0)

(v.0)
6\“/5’“\ .......... %3

Figura 5.4: Arco 7% x 0.

Entao, segue que o arco 7(3% x 53) = A% x 0, ¢ ndo homotopicamente trivial em A,
pois 7% x oz une Z a Z + (v,0). E, ¢ claro, que ainda é nao homotopicamente trivial em
A\oo = R?\ {p, ¢}, pois a isotopia 7 foi extendida para uma isotopia em A a qual fixa o
infinito.

Isso significa que I(3% % o.,p) # 0 ou I(3* x 0.,q) # 0 e como o, é um arco em U
que une F*(z) & z, a Defini¢do 5.10 implica que Iz(U,p) # 0 ou Iz(U,q) # 0, como

queriamos. O]

Para as proximas Proposicoes considere f : T? — T? homeomorfismo homotopico &
identidade com o conjunto de pontos fixos totalmente desconexo e F' um levantamento
para o R? de f. Sejam F e Z folheacdo orientada com singularidades e a isotopia dada

pela Proposicao 5.2 isto é,
o Sing(F) C m(Fix(F);

e 7 é levantada para uma isotopia 7 da Idg> para F' e F é levantada para uma

folheacao F do R?;
e F é dinamicamente transversa a Z (= F é dinamicamente transversa a 7) e

e T fixa as singularidades de F (= Z fixa as singularidades de F).
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E, ainda, assuma que F é uma folheagao Brouwer tipo-gradiente, isto é, toda folha
regular de F une pontos diferentes de X = Sing(F) e, existe M > 0 tal que para cada
folha regular I' € F, D(I') < M. Consequentemente, F também é tipo-gradiente. Seja
X = Sing(F).

Proposicao 5.4. Para cada k € N eziste uma constante My, tal que se U C R? ¢ um
aberto, simplesmente conexo, F*-invariante sem pontos errantes e diam(U) > My, entao

UNX ¢ nao-vazio.

Demonstra¢ao. Como Fé folheacao de Brouwer, existe uma constante M’ tal que toda
folha regular I’ de F conecta dois elementos distintos de X e diam(I") < M'.

Seja M" = sup{||F;(z) — Fs(2)||; s,t €[0,1] e z € [0,1]*}. Como F comuta com as
translagoes inteiras segue que diam([7y,]) < M” para todo ponto z € R2.

Como F*|;; é nao-errante a Proposicao 2.7 implica que F* tem ponto fixo z € U, isto
6, F*(2) = 2.

Seja

A= {p € )/(\'\U; I+(z,p) # 0}.

E, como

o
—_

diam(YF) <Y diam(Ypi(,) < kM”,

(2

I
o

segue que A C B(z,kM"), pois I5(z,p) = I(7%, p), pela defini¢ao de linking number.

Por outro lado, o Corolario 5.1 implica que

A= {p e X\U; I(U,p) o} .

Suponha que diam(U) > My, := (kM" + M’). Afirmacao: U N X # 0.

Suponha o contrario, isto é, U N X = . Entdo, como diam(U) > (kM" + M’), existe
we U\B(z,kM" + M) e w¢ X, pois UNX = 0.

A folha T' que passa por w tem diam(I') < M’ logo I' une dois pontos p,q €
)A(\E(z, EM"). Como U N X = () entdo p,q & U e segue do Lema 5.2 que ou Iz(U,p) # 0
ou I3(U,q) # 0. Isso implica que p € A ou ¢ € A, contradizendo o fato de que
A C B(z,kM"). Ver Figura 5.5.

Portanto, U N X # 0. O
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Figura 5.5: UNX # 0.

Proposicao 5.5. Seja U um conjunto aberto, simplesmente conexo e F-periddico que
intersecta X . Suponha que nao eziste pontos errantes de F, em U, isto é, F|y € nao-

errante. Entao toda folha de F que intersecta U tem um ponto final em U.

Demonstracao. Como, UNX entdo existe z € U tal que F(z) = z. Seja k o menor inteiro
positivo tal que F¥(U) = U, logo F*(z) = 2. Sendo assim, o Corolario 5.1 implica que
I5(U,p) = Iz(z,p) para todo p € )?\U Como z é fixo para a isotopia, pois a isotopia fixa
as singularidades, segue que Iz(z,p) = 0 para todo p € )A(\U Logo

I=(U,p) = 0 para todo p € )?\U (5.3)

Sejam I' uma folha regular de F que intersecta U e py,ps € X os pontos finais de I'.
Se nem p; e nem p, estdo em U entdo o Lema 5.2 implica que I3(U, p;) # 0, para algum
i = 1,2, contradizendo (5.3).

Portanto, um dos dois pontos finais de I' pertencem a U. O

5.3 Demonstracao do Teorema B

Teorema B. Se f : T? — T? é um homeomorfismo homotdpico a identidade, naio-errante

e nao-anelar entao vale uma e somente uma das afirmacoes:
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(1B) Eziste M > 0 real tal que para cada disco topoldgico aberto f-invariante U C TZ,
DU) < M;

(2B) Fix(f) é totalmente essencial e f € irrotacional.

A prova do Teorema B sera feita da seguinte forma:

1°) Vamos mostrar que se Fiz(f) ¢ essencial entdo, de fato, Fiz(f) é totalmente es-
sencial e f é irrotacional. Além disso, mostraremos que para cada M > 0 e v € Z2
existe alguma componente conexa U de T?\Fiz(f) tal que D,(U) > M. Sendo

assim, concluiremos que Fiz(f) é essencial se e, somente se, vale o item (2B).

2°) Apos verificar as afirmacgOes anteriores, sera suficiente considerar o caso em que
Fix(f) é inessencial. Para esse caso, mostraremos que o item (1B) é valido. Para
tanto iremos supor, por absurdo, que nao é valido. Isto é, f : T? — T2 ¢ um
homeomorfismo homotdpico a identidade, ndo-errante e nao-anelar, e ainda, Fix(f)
é inessencial entao para todo M > 0 real existe um disco topolégico aberto f-

invariante U C T? tal que D(U) > M.

5.3.1 O caso onde Fix(f) é essencial

Proposigao 5.6. Seja f € Homeoy(T?), nao-errante e nao-anelar. Suponha que Fix(f)
¢ essencial. Entao Fix(f) é totalmente essencial e existe um levantamento F' de f para

o R? tal que, p(F) = {0}, isto é, f ¢ irrotacional. Além disso, n(Fiz(F)) = Fiz(f).

Demonstra¢ao. Suponha por contradicao que Fiz(f) nao é totalmente essencial o que
implica que T?\ Fiz(f) nao é inessencial, logo T?\ Fiz(f) ¢ essencial. Entao T?\ Fixz(f)
contém alguma componente conexa essencial A e como f é nao-errante segue que existe
k> 0 tal que f*(A) = A.

Como Fiz(f) é essencial e A C T?\Fix(f) entao AN Fiz(f) = (), logo A ndo é
totalmente essencial e por isso deve ser anelar.

Assim a Proposicdo 2.5 item (2) implica que f* é anelar, mas como f tem ponto
fixo, pois Fiz(f) é essencial, segue do item (4) dessa mesma proposicao que f é anelar.

Contradicao com a hipdtese. Portanto Fiz(f) ¢ totalmente essencial.
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Logo existe uma componente conexa K de Fiz(f) totalmente essencial. Tome 2y € K
e um levantamento F de f para o R? tal que (%)) = Z, para qualquer Zy € 7 '(z). Seja
a aplicagao ¢ : T? — R? definida por ¢(z) = F(Z) — z, onde Z € 7 1(2), que estd bem
definida e é continua. Como K C Fiz(f) segue que ¢(K) C Z. Sendo K conexo e ¢
continua, temos que ¢(K) é conexo, mas ¢(zy) = F(Zy) — 2o = 0 entado ¢|x = 0. Logo,
7 1K) C Fiz(F), isto é, K C w(Fixz(F)) (portanto, m(Fiz(F)) é totalmente essencial).

Vamos usar esse fato para mostrar que f é irrotacional. Suponha que nao, isto é,
suponha que para todo levantamento de f para o R? o conjunto de rotacio é diferente de
zero, inclusive para o levantamento F' tomado anteriormente, isto ¢ p(F') # {0}.

Sendo assim p(F') tem algum ponto extremal nao-nulo w e pela Proposi¢ao 2.3 item
(2) existe uma medida de probabilidade de Borel p f—ergodica definida no T? tal que
pu(F) = w, isto é, para pu~q.t.p z € T?

o) -2
lim meE -2 =wondeZ € n . (5.4)
n—0o00 n

E pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré (Teorema 2.5) segue que p-q.t.p z € T?
é recorrente. Entdo o conjunto dos pontos recorrentes que satisfazem (5.4) tem medida
total. Logo existe z € T? recorrente valendo (5.4). Seja Z € 7'(z) e U uma componente
conexa de R?\ Fiz(F) que contém z e, entdao pelo Teorema 2.6 temos que U é invariante,
isto é, F(U) = U. Além disso, como 7(U) C T?\w(Fiz(F)) segue que 7(U) N K = ().
Logo 7(U) é inessencial, pois K é totalmente essencial, entdo 7|y é injetora.

Como z é recorrente, existe uma sequencia (ny)reny C Z tal que ny — oo e f™(z2) — z
quando k — oco. E, sendo 7|y injetora (portanto, bijetora), existe uma conjugacao entre
Fly e flz@). Assim
Fme(z) -2

F™(Z) — z, quando k — co =
ng

— 0 # w, quando k — oo.

Contradi¢ao com a existéncia de um ponto recorrente satisfazendo (5.4). Portanto f
é irrotacional.

Para finalizar, resta mostrar que 7(Fiz(F)) = Fiz(f).

Tome z € 7(Fiz(F)) entdo existe z € Fixz(F) tal que 7n(2) = z. Isto é, F(2) = Z,

aplicando m em ambos os membros e usando o fato que f é homotopica a identidade,
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segue que,
noF(Z)=m(z) e fom(Z) =7(Z) & f(2) =2z < z € Fiz(f).

Logo, n(Fiz(F)) C Fiz(f).

Agora, seja z € Fixz(f). Assim F(2) = 2+ w onde w € Z? e Z € 7 !(z), isso
implica que p(F,z) = w. Assim, se w # 0 entdao p(F, z) # 0 contradizendo o fato de que
p(F) = {0}. Logo F(Z) = Z para todo z € m(2). Isto &, z € m(Fiz(F)). Portanto
Fix(f) C n(Fiz(F)). O

Proposicao 5.7. Seja f € Homeoy(T?), nao-errante e nao-anelar. Se Fix(f) é essencial,
entao para cada M > 0 e v € Z? existe alguma componente conexa U de T?\Fixz(f) tal

que D,(U) > M.

Demonstrag¢ao. A proposicao anterior implica que Fix(f) é totalmente essencial e existe
um levantamento F' tal que n(Fix(F)) = Fiz(f). O Teorema 2.6, por sua vez, implica que
cada componente conexa de R*\Fiz(F) é F-invariante. Se existisse um limite uniforme
no diametro de cada componente conexa entao |F™(z) — z| seria limitado uniformemente

para z € R? e n € Z, contradicao com o fato de que f é nao-anelar. O

Portanto, com as Proposi¢oes 5.6 e 5.7 mostramos que Fliz(f) é essencial se e, somente

se, Fiz(f) é totalmente essencial e f é irrotacional.

5.3.2 O caso onde Fiz(f) & inessencial

As Proposigoes 5.6 e 5.7 nos garante que ¢ suficiente considerar o caso onde Fiz(f) é
inessencial.

Sendo assim considerando o caso que Fix(f) é inessencial o restante da prova é feita
por reducao ao absurdo, isto é, vamos assumir que para cada M > 0 existe um disco
topologico aberto U, f-invariante tal que D(U) > M.

Esboco da prova. Sob essas hipdteses mostraremos que:

(1) Podemos fixar um levantamento F' de f e uma sequéncia de discos topologicos

abertos (Up,)nen F-invariantes tais que 7(U,) é inessencial para cada n € N e

n—oo

diam(U,) — oc;
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(2) F|u,+v € ndo-errante para todon € N e v € Z;
(3) Sendo Fiz(f) inessencial, podemos assumir que Fiz(f) é totalmente desconexo;
(4) diam(P,(U,)) =3 oo para todo v € Z2;

(5) U, pode ser escolhido como um conjunto maximal com respeito a propriedade de
7(U,) ser aberto, f-invariante e simplesmente conexo, isto é, U, ndo esta propria-

mente contido em outro conjunto com as mesmas propriedades;

X1ste uma rolheacao rouwer tipo-gradiente do €, consequentemente, o le-
6) Exist folheacao F B tipo-gradiente do T? t t 1

vantamento F ¢ uma folheacao Brouwer tipo-gradiente do R?;
(7) A Proposicao 5.4 implica que U, N X # () para cada n € N, onde X = Sing(]?);

(8) A Proposicao 5.5 implica que para qualquer n € N e v € Z? toda folha regular de

F que intersecta U,, + v tem ponto final em U,, 4 v;
(9) U, é limitado para cada n € N;
(10) 7 (U,) sdo dois-a-dois disjuntos, onde n € N;

(11) Para finalizar a prova do Teorema, a partir de Uy, construiremos um conjunto O de
tal modo que O = Fill(O) é aberto, f-invariante e simplesmente conexo e U; C (5,
logo Uy = 6, pois U; é maximal com respeito & essas propriedades. Além disso, a
forma que O é construido implica que O contém todas as folhas que intersectam Uj.
Portanto, U; contém todas as folhas que o intersectam. E usando o fato de que U,
é aberto concluiremos que 0U; C X , contradicao com o fato de que X é totalmente

desconexo. Finalizando o Teorema.

Proposigao 5.8. Se f € Homeoy(T?) ndo-errante e nao-anelar, e ainda, Fiz(f) é ines-
sencial entao existe M > 0 real tal que para cada disco topologico aberto f-invariante

U cC T2, DU) < M.

Suponha que nao, isto é, suponha que para cada M > 0 existe um disco topologico

aberto U, f-invariante tal que D(U) > M.
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Afirmacao 5.1. Existe um levantamento F de f e uma sequéncia de discos topolo-
gicos abertos (Up)nen F-invariantes tais que w(U,) é inessencial para cada n € N e

n—o0

diam(U,) — oc.

Demonstracao. Por hipotese existem discos topolégicos abertos f-invariantes D,, de dia-
metro arbitrariamente grande, isto é, diam(D,,) > M, onde M, > 0 e M, — oo quando
n — oo.

Como f € Homeoy(T?) é nao-errante entao segue da Proposigao 2.7 que f tem ponto
fixo em cada disco D,,.

Seja Fy um levantamento de f para o R?, sabemos que F, tem a propriedade de ser
uniformemente limitado, isto é, existe ¢ > 0 tal que |Fy(Z) — Z] < ¢ para todo z € R?
além disso qualquer outro levantamento de f para o R? ¢ um transladado inteiro de Fy,

isto é, F, é um levantamento de f para o R? se e, somente se,
F, = Fy + k, tal que k € Z2.

Sem perda de generalidade podemos supor que Fixz(Fy) # 0. Se |k| > ¢ entao
Fiz(F},) = 0. Sendo assim Fiz(Fy) # 0 quando k € [—c,c|> N Z?%, ou seja, finitos le-
vantamentos de f tém ponto fixo.

Seja ZA?n € 7Y D,) entdo como f(D,) = D, e D, é um disco existe um levantamento
F}, tal que Fkn(ﬁn) = ﬁn E como f|p, tem ponto fixo, segue que Fkn‘ﬁn também tem
ponto fixo, para todo n € N. Mas como tem finitos F},, com pontos fixos, deve existir F,
que fixa 15” para todo i € N.

Tomando F' := Fy, e U, = D,, concluimos a Afirmacao. O

Afirmacao 5.2. F

U,+v € nao-errante para todon € N ev € Z.

Demonstragao. Como (U, +v) = 7(U,) é inessencial, para todo n € N e v € Z?. Assim
|y, +v ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem que conjuga F|U, +v a f|ru,). Como f

é nao-errante, entdo f|r,) também o é e, portanto, F|y, 4., é nao-errante. O]

Sob as hipdteses da Proposigao 5.8 é possivel assumir que Fiz(f) é totalmente desco-
nexo usando a Proposicao 2.8 a qual garante que as componentes conexas de Fill(Fiz(f))

podem ser colapsadas em pontos.
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Para tanto é necessario descartar que esse processo nao leva & uma situacao em que

nao ha mais discos topolédgicos arbitrariamente grandes. Ou seja,

Afirmacao 5.3. Para cada M > 0 existe U C R?\Fix(F) aberto, conezo e F-invariante,

tal que T(U) € inessencial e diam(U) > M.

Demonstragao. Ver Claim 3 em [5]. O
Afirmacao 5.4. Pode-se assumir que Fiz(f) € totalmente desconexo.

Demonstracao. Ver Claim 4 em [5]. O
Afirmacio 5.5. diam(P,(U,)) "= oo para cada v € Z2.

Demonstragao. Suponha, por contradicao, que existe v € Z2 e M > 0 de tal modo que,

passando a uma subsequéncia se necessario,
diam(P,(U,) < M, ¥n € N.

Como diam(U,) — oo entdo diam(P,.(U,)) — oo e, somente nessa dire¢do, caso
contrario se diam(Py(U,)) — oo para qualquer outro vetor v/ # v* implicaria que
diam(P,(U,)) — oo.

Sendo

A:UUUn+kvi,

keZ neN
segue que

Vo =Pl ((~00,=M)) e V' =P (M, 00)

v

estao contidos em diferentes componentes conexas de R\ A, VeV respectivamente.
Como cada U, é F-invariante entdo F(A) = A e assim as componentes conexas de
R?\ A sao permutadas por F. Mas, como f ¢ homotodpica a identidade temos que F(Z) -2
¢ uniformemente limitado para todo 2 € R2. Logo F(V™)=V— ¢ F(V*) =V*.
Note que V= C V=~ e V- ¢ disjunta de V* e VT C VT entdo para M’ < M temos que
P, ((c0,—M")) C V= C P,.((—o0, M")).

Entao a Proposicao 2.6 implica que f é anelar, contradicao com a hipotese. O
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Afirmacao 5.6. Podemos assumir que cada U,, € mazximal com respeito as propriedades de
w(U,) ser aberto, f-invariante e simplesmente conezo. Isto é, U, nao estd propriamente

contido num conjunto com as mesmas propriedades.

Demonstracao. O Lema de Zorn implica que existe um aberto simplesmente conexo f-
invariante (7,’1 C T? tal que 7(U,,) C (77’1 e (77’L ¢ maximal com respeito a propriedade de ser
aberto, f-invariante e simplesmente conexo. A componente conexa fjn de 71'_1([77;) que
contém U, satisfaz as propriedades requeridas. Entao podemos substituir U,, por [7” para

cadan € N, O
Afirmacgao 5.7. Se U, e U, sao limitados e 7(U,) N7w(U,,) # O entao ©(U,) = m(Uy,).

Demonstracio. Se n(U,) N7(U,,) # 0 entdo existe w € Z?* tal que U, N (U, + w) # 0.
Seja U = Fill(U, U (U, + w)), que é limitado e F-invariante, pois U,, e U,, 0 sao.

Se m(U) for essencial entdo existe v € Z7 tal que UN(U+v) # 0. Seja V = Uy, U+kv.
Como U é limitado, segue que existe M > 0 tal que diam(P,.(U)) < M. Como V é F-
invariante segue que as componentes conexas de R?\V sdao permutadas por F, mas como
f & homotopica a identidade segue que F(Z) — z ¢ uniformemente limitado para todo
Z € R? o que implica que as componentes conexas de R*\V sdo F-invariantes. Sendo
assim, uma aplicacao da Proposicao 2.6 implica que f é anelar, contradizendo a hipotese.
Logo 7(U) é inessencial.

Como U é preenchido e conexo, w(U) é aberto, f-invariante simplesmente conexo
que contém 7(U,) e ©(U,). Como w(U,) e w(U,,) sdo maximais com respeito a essas

propriedades a Afirmacao 5.6 implica que 7(U,) = n(U) = 7(U,,), como queriamos. [

A Afirmagao 5.4 garante que podemos considerar Fiz(f) totalmente desconexo, sendo
assim a Proposicao 5.2 implica que existe uma folheagao orientada F com singularidades,

X = Sing(F), do T? e uma isotopia Z = (f;)e0,1] da Idr2 em f tal que
o Sing(F) C m(Fix(F);

e 7 é levantada para uma isotopia 7 da Idg> para F' e F é levantada para uma

folheacio F do R?;
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e F é dinamicamente transversa a Z (= F ¢ dinamicamente transversa & f) e
e T fixa as singularidades de F (= 7 fixa as singularidades de F).
Afirmacgao 5.8. A folheacao F € tipo-gradiente.
Demonstracao. Ver Claim 9 e Claim 10 em [5]. O

Sendo F tipo-gradiente, consequentemente F também é tipo-gradiente, isto é, se X =
Sz’ng(]?) entao toda folha regular de F une pontos diferentes de X e, existe My > 0 tal
que para cada folha regular I € ﬁ, D(T) < M.

Afirmacao 5.9. Podemos assumir que U, N X # 0 para cada n € N.

Demonstracao. Pela Afirmacao 5.2, U,, nao tem pontos errantes para todo n € N e pela
Afirmagao 5.1, diam(U,) — oo. Assim, passando & uma subsequéncia se necessirio, a

Proposicao 5.4 implica que U, N X # () para todo n € N. O

Afirmacao 5.10. Para qualquer n € N e v € Z2, toda folha reqular de F que intersecta

U, + v tem um ponto final em U, + v.

Demonstracao. Como cada U, intersecta )?, pela Afirmacao 5.9 e Xé Z2-invariante, segue
que (U, +v)NX # 0 para qualquer v € Z2. Como a Afirmacdo 5.2 garante que U, 4+ v nao

tem pontos errantes a Proposicao 5.5 implica que toda folha regular de F que intersecta

U, + v tem um ponto final em U,, + v. O
Agora vamos mostrar a limitacao de U, para cada n € N.
Afirmacao 5.11. U, ¢ limitado para cada n € N.

Suponha por contradi¢ao que nao, isto é, que existe n € N tal que U = U, é ilimitado.
Entao poderiamos ter assumido desde o inicio da prova da Proposicao 5.8 que U = U,
para todo n € N, uma vez que as hipoteses valem para esse caso.

Em particular, a Afirmagao 5.5 implica que diam(P,(U)) = oo para todo v € Z2.

As proximas Afirmacoes serao no sentido de chegar 4 uma contradicdo para provar a

Afirmagao 5.11
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Seja W o conjunto formado pela unido de U com todas as folhas de F que intersectam
U.

Note que W ¢ aberto, pois se z € W entdo ou z € U ou z € I'\U, onde I' N U # 0.
Como U ¢ aberto, se z € U entdo existe Bs,) C U C W.

E,se z € I'\U, onde T NU # (), tome p € Xnu ponto final de I' = {¢;(z); t € R},
sem perda de generalidade, suponha que p = w(T").

Como U é aberto segue que existe € > 0 tal que B.(p) C U e para t > 0 suficientemente
grande ¢;(z) € B.(p). E, por continuidade da ¢; existe 6 > 0 tal que se w € Bs(z),
or(w) € Be(p). Logo Bs(z) C W. Portanto, W ¢é aberto. Ver figura 5.6.

#e(2)

w

Figura 5.6: W é aberto.

Além disso, W é conexo por caminhos. De fato, sejam z,w € W. Como U é simples-
mente conexo entao se z,w € U had um caminho que une z & w inteiramente contido em
UCW.SezeUeweTl\U, onde 'NU # ) entdo sejam v C I' o subarco que une w &
pE XnuU ponto final de I' e o qualquer arco contido em U unindo p & z. Assim y* o é
um caminho contido em W que une w & 2. Se z € T1\U, onde 'y NU # 0 e w € TL\U,
onde 'y NU # () entdo um caminho que une z & w seria o subarco v; de I'; unindo 2z ao
ponto final p; de I'; concatenado com um arco o C U qualquer que une p; ao ponto final
po de I's e esse concatenado com o subarco v, de I'y unindo py & w. Isto é, 7y x 0 x5 €

um arco contido em W unindo z a w.
Afirmagao 5.12. W N (W +v) = 0 para cada v € Z2.

Demonstrag¢ao. Suponha que ndo, entdo, como m(U) é inessencial, existe I' € F que

intersecta U e U + v, para algum v € Z2. Entao I une um ponto p € U N X aum ponto
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g€ (U+v)N X. Seja o qualquer arco em U 4+ v que une ¢ & p + v. Sendo assim I *x o
une p & p + v. Entdo tomando © = |J,,4[T * o] + nv ¢é conexo, fechado, separa o R? em
duas componentes conexas e diam(P,.(©)) é limitado.

O fato que diam(P,.(U)) = co implica que U +muv= intersecta © para algum m € Z,
e entdo U + mut intersecta [[" x o] + nv para algum n € Z. Mas U + movt é disjunto de

o] + nv C U + (n+ 1)v, pois caso contrario
Ut+mv-NU+n+ Do #0=U+mv-—(n+1)vnU#0

e como mvt + (n + 1)v # 0 pois m # 0 teriamos que um transladado inteiro de U
intersectaria U, constradizendo o fato que m(U) é inessencial.

Logo U + mv™t intersecta I' + nv e a Afirmacdo 5.10 implica que I' + nv tem ponto
final em U + mot.

Por outro lado, temos que os pontos finaisde I' + nvsaop+nv e U +nve g+nv €

U + (n+ 1)v, que analogamente ao caso anterior, ambos sio disjuntos de U + movt. Essa

contradicao prova a Afirmacao 5.12. n

Agora seja O =, ., F"(W). Note que,

ne”

e O é aberto , pois W é aberto e F' é um homeomorfismo;
e F'(O) =0, isto &, O é F-invariante;

e O ¢ conexo. De fato, temos que W é conexo, pois ¢ um conjunto aberto e conexo
por caminho, além disso, como U é F-invariante segue que U N F™*(U) # () para
todo n € N e entdao W N F™"(W) # () para todo n € N. Isto é, O é unido de conjunto

conexos que se intersectam, portanto O é conexo.
Afirmagao 5.13. ON (U +v) = 0 para cada v € Z2.

Demonstragao. Como W N (W +v) = () para cada v € Z2, em particular WN (U +v) = 0.
Como U + v é F-invariante, segue que F*(W) N F*(U +v) = F¥W) N (U +v) = () para
todo k € Z. E, portanto, O N (U + v) = ) para cada v € Z2. O

Afirmagao 5.14. ON (O +v) =0 para cada v € Z2, isto é, 7(O) € inessencial.
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Demonstracdo. Suponha, por contradigao que existe v € Z2 tal que ON(O+v) # ). Como
O é conexo, segue que existe um arco ¢ em O que une algum ponto z € O a z+v € O.
Seja © = (J,czlo] + nv, entdo © ¢ limitado da direcdo v+ e como diam(P,.(U)) = oo
implica que U + mov* intersecta © para algum m € Z,. Mas entdo U + mot intersecta
(0] + nv para algum n € Z, entdao U + mvt — no intersecta [o] C O. Como m # 0 segue

que mvt — nv # 0, contradizendo a Afirmacao 5.13. O

Afirmacao 5.15. Se uma folha reqular I' de F intersecta U, entao estd contida em U.

Demonstracao. Seja 0= Fill(O). Segue que Oé simplesmente conexo e, ainda é aberto,
F-invariante e W(@) ¢ inessencial. Mas U C O e a Afirmacdo 5.6 garante que U ¢
maximal com respeito as propriedades anteriores, logo U = 0. E, se uma folha I' de
F intersecta U, entao pela construcao de W, O e, consequentemente, de O segue que

[ c W c OcO=U. Provando a Afirmacio 5.15. O
Afirmacao 5.16. 0U C X.

Demonstracao. Suponha que nao, isto é, suponha que existe z € QU regular. Entao existe
uma folha T' de F que passa por z. Assim I'NU e, entdo a Afirmacdo 5.10 implica que
[ tem um ponto final em U. Mas pela Afirmacao anterior temos que I' esta inteiramente
contida em U. Contradicao, pois U ¢é aberto, ou seja, U N OU = () e mostramos que

2»cdUNT el C U. Portanto 90U C X. O

A Afirmagao 5.16 é uma contradi¢ao com o fato de que X & totalmente desconexo e
nao pode conter a fronteira de um disco topologico que é conexo.

Essa contradi¢ao completa a prova da Afirmacao 5.11. Isto é, U,, é limitado para cada
n € N.

Antes de completar a demonstragao da Proposi¢ao 5.8 vamos mostrar que a limitacao

de cada U, implica que a os discos (7w(U,))nen sdo dois-a-dois disjuntos.
Afirmacao 5.17. Os discos (1(U,))nen sGo dois-a-dois disjuntos.

Demonstra¢ao. Como por hipotese diam(U,) — oo quando n — oo podemos construir

uma subsequéncia de (U,),en da seguinte forma, existe m; € N tal que diam(U,,,) >
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diam(Uy), existe my > my tal que diam(U,,,) > diam(Uy) para k € {1,2} e, sucessiva-
mente, existe m,11 > m, tal que diam(U,,,,) > diam(Uy) para todo k € {1,--- ,n}.
Entao 7(Up,,) # 7(Ux) para todo k € {1,--- ,n}. Sendo assim, a subsequéncia (U, )nen
de (Un)nen € projetada para discos dois-a-dois distintos e a Afirmagao 5.7 implica que
tais discos devem ser dois-a-dois disjuntos. Como nao ha perda de generalidade, podemos

assumir (U, )nen como sendo tal subsequéncia. O

Agora podemos concluir a demonstracao da Proposicao 5.8. E, para finalizar vamos
repetir as mesmas Afirmacoes que usamos para provar a Afirmacao 5.11, com a diferenca
de que sabemos que U, é limitado para cada n € N e, portanto, (7(U,))nen sao dois-a-dois
disjuntos. Isto é, as Afirmacoes sao as mesmas, mas as demonstracoes mudam.

Sendo assim, seja W a uniao de U; com todas as folhas de F que o intersectam. Por

justificativa anéloga a anterior, W ¢é aberto e conexo por caminhos, portanto, conexo.
Afirmagao 5.18. W N (W +v) = 0 para todo v € Z2

Demonstragdo. Suponha que nao vale, isto é, suponha que existe v € Z2 tal que W N
(W +wv) = 0. Como Uy N (U; +v) =0, pois w(U;) é inessencial, segue que existe uma
folha T de F que intersecta Uy e Uy + v.

Figura 5.7: Ilustracao da prova.

Entao, I' une um ponto p € Uy N X aum ponto g € (U; +v) N X. E, seja o qualquer
arco em U; + v que une ¢ a p 4+ v. Sendo assim I' x ¢ € um arco unindo p a p + v. Tome

O = U,z " x o] + nv. Ver Figura 5.8.
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O fato que diam(P,.(U,)) — oo quando n — oo implica que dado n suficientemente
grande, existe w € Z tal que U,, + w intersecta O e, entao U, + w intersecta [[" *x o] + kv
para algum k € Z.

Mas U,, +w é disjunto de [o]|+ kv C Uy + (k+1)v, pois caso contrario Uy + (k+1)v —w
intersectaria U, contradizendo o fato que 7(Uy) N7 (U,,) = 0.

Portanto, U,, + w intersecta [['] + kv e, pela Afirmacao 5.10 [I'] + kv tem ponto final
em U, +w.

Por outro lado, sabemos que os pontos finais de [I'] + kv sdo p + kv € Uy + kv e
q+ kv € Uy + (k4 1)v que ambos sao disjuntos de U,, + w novamente pelo fato de que
m(Uy) N7 (Uy,) = 0. O

Agora seja O = o, F"(W) que ¢ aberto, conexo e F-invariante, por justificativa

analoga a anterior.
Afirmagao 5.19. O N (U; +v) = 0 para cada v € Z2.

Demonstragao. Como WN (W +v) = 0 para cada v € Z2, em particular WN(U; +v) = 0.
Como U; +v é F-invariante, segue que F*(W)N F*(U, +v) = FFW) N (U; +v) = 0 para
todo k € Z. E, portanto, O N (U} +v) = ) para cada v € Z2. O

Afirmagao 5.20. ON (O +v) =0 para cada v € 72, isto é, 7(O) € inessencial.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que O N (O +v) # () para algum v # 0. Entao
existe um inteiro ny € Z tal que F™ (W) N (O + v) # (), mas como O é F-invariante e f
é homotopica a identidade, tomando —ng € Z temos que W N (O + v) # 0.

Como 7(U;) é inessencial, entao temos que existem folhas I'y e I'y de F tais que I'; tem
pontos finais pi,q1 € X com pre U (=11 €W CO)el, tem pontos finais py, qa € X
com py € Uy +v (= Ty € O +0), tal que F¥(I'y) NIy # 0 para algum k € Z.

Seja 1 o subarco de T'; de p; a algum ponto de intersegdo z € F*(I'y) NIy e 75 um
subarco de F*(T';) de z & py e o qualquer arco em U; + v que une py a p; + v.

Como antes, o fato que diam(P,.(U,)) — oo implica que dado n suficientemente

grande, existe w € Z? tal que U, +w intersecta [y, * Yo * 0] + mv para algum m € Z. Mas
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o fato de que w(Uy) Nm(U,) = 0 implica que U, + w é disjunto de [o] + muv, entdo U, + w
intersecta ou [y1] + mv ou [y2] + mu.

Isso significa que tomando w’ = w — mw temos que U,, + w’ intersecta [y1] ou [72], isto
&, U, + w' intersecta [I'1] ou F*([['y]).

Mas como U,, +w’ é F-invariante entdo U,, + w’ intersecta [['1] ou [I's]. Sendo assim a
Afirmacao 5.10 implica que um ponto final de [I';] ou [I's] esta em U, +w'. Como p; € U;
epy € Up+ven(Uy) Nm(U,) segue que ¢; € U, +w' ou qu € U, +w'.

Sem perda de generalidade, suponha que ¢; € U,, + w'.

Com um argumento analogo ao anterior, dado n’ € Z tal que n’ > n segue que ¢; ou ¢
devera pertencer U, +w" para algum w” € Z?. Como ¢, € U, +w' e 7(U,) N7 (U}) = 0,

temos que ¢ € U,» +w". Ver Figura 5.8.

Up+w'

Figura 5.8: Ilustracao da prova.

Repetindo esse processo uma terceira vez, isto é dado n” € Z tal que n” > n’ conclui-
mos que existe um w”’ € Z? tal que U,,» +w" deveré conter ¢; ou go. Mas isso é impossivel,
pois 7(U,~) é disjunto de ambos w(U,,) e 7(U,/). Chegando a uma contradicao.

Portanto, 7(Q) é inessencial. O

As demonstracoes das proximas Afirmacoes sao analogas as demonstracoes das Afir-

macoes 5.15 e 5.16. Difere apenas no conjunto, ao invés de ser o conjunto U considera-se
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o conjunto Uj.
Afirmacao 5.21. Se uma folha reqular I' de F intersecta Uy, entao estd contida em Uy .
Afirmacao 5.22. 90U, C X.

Sendo assim, a Afirmacao 5.22 é, novamente, uma contradicao com o fato de X ser
desconexo. E com essa, contradi¢ao finalizamos a demonstracao da Proposicao 5.8. E

com ela, completamos a demonstracao do Teorema B.



Consideracoes finais

Em [4] A. Koropecki, F. A. Tal além de estenderem os resultados obtidos a partir
de uma dinamica estritamente toral para superficies, os autores melhoram de maneira
significativa o Teorema A.

Usando uma versao generalizada do Teorema B (ver [4] Theorem A) onde nao é ne-
cessario exigir que f seja nao-anelar para concluir que se f € Homeoy(T?) é nao-errante
e Fiz(f) é inessencial entdo os discos periodicos sdo limitados e com o resultado obtido

para superficies (ver [4] Theorem C) chegam ao seguinte

Teorema A (nova versdo). Se f € Homeoo(T?) é nao-errante, entao vale uma das

afirmacoes:
(1) Emziste k € N tal que Fix(f*) é totalmente essencial;
(2) Eziste k € N tal que f* tem deslocamento uniformemente limitado;
(3) Eziste k € N tal que f* tem um conjunto anelar essencial aberto e invariante;

(4) Ess(f) é nao vazio, totalmente essencial e conexo. Ine(f) é unido de uma familia
U de discos abertos periddicos dois a dois disjuntos tal que para cada U € U, D(U)

€ limitado por uma constante que depende somente do periodo de U.

Dizemos que uma aplicagao f € Homeoy(T?) tem deslocamento uniformemente limi-
tado se existem uma constante M > 0 e um levantamento F de f para o R? tal que
|F"(Z) — 2] < M para todo z € R*> e n € Z.

Sendo assim, os itens (1A) e (2A) sdo divididos nos itens (1), (2) e (3). Pois,
(a) Se Fiz(f) é totalmente essencial segue o item (1);

81
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(b) Se Fiz(f) é essencial, mas nio totalmente essencial entdo existe uma regido anelar

invariante e, portanto vale o item (3);
(c¢) Se Fiz(f) é inessencial entdo

(c1) Se Ine(f) ¢ essencial, mas nio totalmente essencial, entao como Ine(f) ¢ aberto
e f-invariante segue que F'ill(Ine(f)) é um conjunto anelar essencial aberto e

invariante, valendo o item (3);

C e [ne € totalmente essenclal 1mplica que €1 deslocamento uniiorme-
2) Se I ¢ totalment ial implica que f* tem desl t if

mente limitado para algum k € N, valendo o item (2);

(c3) E, finalmente, se Ine(f) ¢ inessencial entdo ndo valem os itens (1)-(3) e, por-

tanto, vale o item (4)%.

2(0s itens (c2) e (c3) sao consequencias dos resultados Theorem A e Theorem C obtidos em [4].
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