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Resumo

A Conjectura Jacobiana Real no plano, diz que uma aplicacao polinomial do plano no
plano com Jacobiano nao nulo é injetora. Sabemos que essa conjectura é falsa em geral.
Mas, é de grande interesse encontrar classes de aplicacoes que satisfacam as hipoteses e
tornem essa conjectura verdadeira. Neste trabalho, apresentamos uma maneira de abordar
esse problema utilizando a Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais. Mais especifica-
mente, veremos a conexao entre a Conjectura Jacobiana Real no plano e a existéncia de

um centro global de um campo de vetores Hamiltoniano.

Palavras—chave: Conjectura Jacobiana, Centro Global, Compactificacao de Poincaré,

Injetividade Global, Campo Hamiltoniano.
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Abstract

The Real Jacobian Conjecture in the plane says that a polynomial map of the plane
in the plane with non-zero Jacobian is one-to-one. We know that this conjecture is false
in general. But, it is of great interest to find classes of maps satisfying the hypotheses
in which the conjecture is true. In this work, we present a way to study this problem
using the qualitative theory of differential equations. More specifically, we will see the
connection between the Real Jacobian Conjecture in the plane and the existence of a

global center of a Hamiltonian vector field.

Keywords: Jacobian Conjecture, Global Center, Poincaré Compactification, Global In-

jectivity, Hamiltonian Field.
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Introducao

A Conjectura Jacobiana Real (CJR) no plano, diz que uma aplicacdo polinomial do
plano no plano com Jacobiano nao nulo é injetora. Sabemos que o Teorema da Funcao
Inversa garante que tal aplicacao é localmente injetiva em cada um dos pontos do seu
dominio. Mas, nao podemos garantir que ela seja globalmente injetiva. Essa conjectura
tem sido objeto de estudo para muitos matematicos. Em 1994, no artigo [12], Sergey
Pinchuk exibiu uma aplicagao polinomial satisfazendo as hipoteses da conjectura mas que
nao é injetora. Ou seja, a conjectura é falsa em geral. Mesmo assim, é de grande inte-
resse encontrar classes de aplicacoes que satisfacam as hipoteses e tornem essa conjectura
verdadeira.

Neste trabalho, apresentamos uma maneira de abordar esse problema utilizando a
Teoria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais. Mais especificamente, veremos a conexao
entre a CJR no plano e a existéncia de um centro global de um campo de vetores Hamil-
toniano. Essa conexao, foi apresentada em 1998, no artigo [15], por M. Sabatini. A ideia
bésica ¢ a seguinte.

Considere F' = (f, g) : R* — R? uma aplicagao polinomial com F'(0,0) = (0,0). Defina
a funcao My : R? — R por

M (z,y) = HF(SCQ,@/)H2 _ (flz,)? ;r (9(x.9))*

A partir desta funcao Mp defina o campo de vetores Hamiltoniano associado a Mg, ou

seja, Hyy, : R? — R? dado por

Hy, (r.y) (_GMF(:@ y) OMp(z, y)) |

oy Ox



Teorema 0.1 (Teorema de Sabatini). Considere F' : R?* — R? uma aplica¢io polino-
mial com F(0,0) = (0,0) e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto (x,y) € R?.

As sequintes duas afirmacoes sio equivalentes:

1. A origem é um centro global de Hyy, .

2. I é um difeomorfismo global.

Em outras palavras, nas hipoteses da CJR em R?, construimos o campo de vetores
Hamiltoniano Hys,. Se esse campo possuir a origem como um centro global, entao a
aplicacao F' é um difeomorfismo global, em particular é globalmente injetora. Assim,
temos uma nova maneira de abordar o problema; devemos procurar classes especificas de
aplicacoes polinomiais, F' : R? — R2, que satisfacam as hipoteses da conjectura, tal que
o campo de vetores H, tenha a origem como um centro global. Foi isso que fizeram F'.

Braun e J. Llibre, em 2015, no artigo [3], através do seguinte teorema.

Teorema 0.2 (Braun, Llibre). Considere F' = (f,g) : R*? — R? polinomial com Jacobi-
ano nao nulo em todo ponto. Suponha que grau(f) = grau(g) =m > 1. Se os polindmios
homogéneos de mais altos graus f,, e g, de f e de g, respectivamente, nao tém fatores

lineares reais comuns, entao F' € injetora.

O Teorema d4 uma condicao suficiente, mas nao necessaria, para a injetividade
global do campo de vetores F'. Essencialmente, a prova do Teorema (0.2 consiste em
mostrar que, nessas condi¢oes, s, tem um centro global na origem e, pelo Teorema
de Sabatini, segue que F' é um difeomorfismo global. Portanto, F' é injetora. Todas as
classes de aplicagoes F' = (f,g) : R? — R? nas hipoteses do Teorema , satisfazem
afirmativamente a CJR em RZ.

Em 2016, F.Braun, J.Giné e J. Llibre, no artigo [2] generalizaram o resultado obtido

no Teorema [0.2

Teorema 0.3 (Braun, Giné, Llibre). Considere F = (f,g) : R* — R? uma aplicagio
polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto e tal que F'(0,0) = (0,0), e o campo de
vetores polinomial Hyr,, = (P(z,y),Q(x,y)). Suponha que os polindmios homogéneos de

mais altos graus de P e de () nao tém fatores lineares reais comuns. Entao, ' € injetora.



Novamente, o Teorema[0.3]fornece apenas uma condigao suficiente, mas nao necessaria,
para a injetividade global do campo de vetores F. A prova do Teorema também
consiste em mostrar que nas hipéteses dadas, o campo de vetores H),, tem um centro
global na origem, pelo Teorema de Sabatini, F' é um difeomorfismo global, assim F' ¢
injetora.

Ao longo desta dissertacao mostraremos também que o Teorema [0.3] é mais geral do
Teorema [0.2] isto &, ha situagoes em que ndo podemos utilizar o Teorema [0.2] mas pode-
mos utilizar o Teorema [0.3] Nas hipoteses dos teoremas, F' é uma aplica¢do polinomial,
assim o campo de vetores H)s, também ¢é polinomial, logo, podemos aplicar a compacti-
ficacao de Poincaré sobre esse campo e analisar os pontos de equilibrio no infinito. Nas
hipéteses do Teorema [0.2} o campo de vetores Hy,,, quando compactificado, ndo possui
pontos de equilibrio no infinito. J& nas hipdteses do Teorema o campo H s, quando
compactificado pode ter pontos de equilibrio no infinito.

Em 2017, no resultado principal de [4], F. Braun e J. Llibre, obtiveram uma gene-
ralizacao do Teorema de Sabatini. As hipdteses do teorema a seguir, ndo exigem que a
aplicagao F' = (f,g) : U C R? — R? seja polinomial e nem que esteja definida sobre o

plano todo, basta um aberto U subconjunto do plano.

Teorema 0.4 (Braun, Llibre). Considere F' = (f,g): U C R* — R? uma aplicacio de
classe C?, com F(Zy) = (0,0), Zy € U, e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto

de U. O ponto de equilibrio Zy € um centro global de Hyy, se, e somente se, F' € injetora

e F(U) = R? ou F(U) = B((0,0),5), § > 0.

No mesmo artigo, F. Braun e J. Llibre, apresentam uma maneira de encontrar o anel
periddico do centro Zy de H)yy,. Neste caso, se Z, for um centro global de H),,, seu anel
periddico serd o subconjunto U \ {Zp}.

Finalizamos esta dissertagio apresentando o resultado principal do artigo [17], no qual

C. Valls e J. Llibre, demonstraram o seguinte teorema.

Teorema 0.5 (Llibre, Valls). Um sistema diferencial polinomial no plano de grau par

nao tem centro global.



A ideia é basicamente calcular a compactificacao de Poincaré do sistema diferencial
polinomial e verificar que os pontos de equilibrio em S! nao possuem setores hiperboélicos
degenerados. Em toda esta dissertacao, estamos considerando conhecidos alguns con-
ceitos e resultados basicos da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Excelentes referéncias para esses conceitos e resultados sao [8] e [16]. Finalmente, nesta
dissertacao utilizamos alguns softwares para geracao de figuras tais como, Mathematica,

Geogebra, Inkscape e P4.

Esta dissertagao estd estruturada da seguinte maneira:

e Capitulo 1, apresentamos as Conjecturas Jacobianas e algumas respostas encontra-

das na literatura.

e Capitulo 2, apresentamos a demonstragao do Teorema de Sabatini, do Teorema (0.4

e alguns exemplos.

e Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos preliminares, a demonstracao do Teorema
e do Teorema [0.3] Mostramos que o Teorema generaliza o Teorema [0.2] e

daremos alguns exemplos.

e Capitulo 4, apresentamos a demonstracao do Teorema [0.5]



Capitulo 1

Conjecturas Jacobianas

Neste capitulo apresentaremos as Conjecturas Jacobianas e algumas respostas encon-
tradas na literatura. Daremos enfoque na Conjectura Jacobiana Real em R2?, que é nosso

principal interesse.

1.1 Injetividade global e as Conjecturas Jacobianas

Um problema bastante abordado em matematica é, dada uma aplicacao, em que
condigoes ela admite uma inversa? Se admite, essa inversa é global? Sabemos que a
definicao de aplicacao exige que cada ponto do dominio esteja associado a um tinico ponto
na imagem, assim a injetividade da aplicacao garante que possamos calcular a inversa.
Para existir uma inversa global temos que garantir a injetividade global.

Mas, o problema assim colocado é muito geral e dificil. Deste modo, para tentar res-
ponder essa questdo, utilizam-se estruturas da Analise. E usual trabalhar com condicdes

relacionadas ao Jacobiano da funcao ou aplicagdao. Temos as seguintes defini¢oes.

Defini¢ao 1.1 (Matriz Jacobiana). Seja F : R" — R™ uma aplica¢iao, com dominio
e tmagem no espaco euclidiano n e m dimensionais, respectivamente. Tal aplicacao é
definida por um vetor de m componentes, sendo cada componente uma aplicacio F; :
R" — R. As derivadas parciais dessas fungoes em um dado ponto xo do dominio podem

ser organizadas numa matriz m X n, que € denominada matriz Jacobiana da aplicacao F



no ponto xog. Ao longo da dissertacdo denotaremos a matriz Jacobiana da aplicacio F no

ponto xo por DF(xg).

8F1 8F1 aF11

DF (IL’O) = : : :
oF,, oF,, oF,
011 (o) 0o (z0) - oz, (%0)

Definic¢do 1.2 (Jacobiano). Seja F': R" — R" uma aplicagdo de classe C'. Chamamos

de Jacobiano o determinante da matriz Jacobiana da aplicagao no ponto xg.

8F1 6F1 aF’l

det(DF(xp)) = det : : :
oF, oF, oF,
Oxy (z0) Oxy (z0) . Oxy, (z0)

Por exemplo, supondo que a aplicacao tem Jacobiano nao nulo em cada ponto, o que
pode ser dito em relacao a injetividade?

Neste contexto, a passagem do pontual para o local é dada pelo Teorema da Fungao
Inversa, isto é, se uma aplicacao F' possui Jacobiano nao nulo num ponto, entao a inje-
tividade é garantida pelo menos numa vizinhanca U desse ponto. Uma demonstracao do

Teorema [1.1] pode ser encontrada na pagina 239 do livro [14].

Teorema 1.1 (Teorema da Funcdo Inversa). Considere F: R" — R™ de classe C¥,

k>1, exqg e R"™ Suponha que a transformacao linear
DF(zy) : R® - R"

seja um isomorfismo. Entao, existem vizinhancas Uy e Vi de xy e de F(xg), respectiva-

mente, tais que F|y, : Uy — Vo € um difeomorfismo de classe CF.

Porém, sabemos que a condicao anterior nao é suficiente para garantir injetividade

global. Considere o seguinte exemplo.



Exemplo 1.1. Seja F : R? — R? q aplicacdo definida por

Flz,y) = (e“cos(y), e“sen(y).
Calculando o Jacobiano temos

€*cos —e’sen
det ) W] _ e*cos®(y) + e*"sen’(y) = € >0, V(x,y) € R%

e*sen(y) e”cos(y)

Seque do Teorema que a funcao F € localmente injetora, mas nao € globalmente

injetora. De fato, tome (0,0) # (0,27) e note que F(0,0) = (1,0) = F(0, 27).

A partir dos comentarios anteriores, podemos formular a seguinte pergunta: quais sao
os mecanismos que influenciam a passagem da invertibilidade local para a invertibilidade
global? No caso de aplicagoes polinomiais definidas em C™, Ott-Heinrich Keller introduziu

em 1939, no artigo [11], a Conjectura Jacobiana.

Conjectura 1.1 (Conjectura Jacobiana). Considere F' : C* — C" uma aplica¢ao
polinomial com Jacobiano constante nao nulo. FEntao, F' € invertivel e a sua inversa €

uma aplicacao polinomial.
No espago R™ esta conjectura é enunciada da seguinte maneira.

Conjectura 1.2 (Conjectura Jacobiana em R" (CJ)). Seja F : R* — R" uma
aplicacao polinomial com Jacobiano constante nao nulo. FEntao, I’ € invertivel e a sua

tnversa € uma aplicacao polinomial.

Se for exigido apenas que o Jacobiano seja nao nulo, mas nao necessariamente cons-

tante, na Conjectura Jacobiana Real temos o seguinte.

Conjectura 1.3 (Conjectura Jacobiana Real (CJR)). Seja F : R* — R" uma

aplicacao polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F' € invertivel.

Nessa dissertacdo, o foco principal é a Conjectura Jacobiana Real em R2?, enunciada

a seguir.

Conjectura 1.4 (Conjectura Jacobiana Real (CJR) no plano). Seja F': R? — R?

uma aplicacao polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F' € invertivel.



As Conjecturas Jacobianas sao consideradas como um dos principais problemas ma-
tematicos do século XX e XXI. Desde que a Conjectura Jacobiana foi introduzida por
Ott-Heinrich Keller, em 1939, muitos matematicos tém se interessado por ela. Como

veremos na proxima se¢ao, ha algumas respostas encontradas na literatura.

1.2 Respostas as Conjecturas Jacobianas

Temos que se uma aplicacao polinomial é injetora, entao ela é sobrejetora. Isto é,
basta garantir injetividade de uma aplicagao e a sobrejetividade serd uma consequéncia.
Esse resultado, ja conhecido anteriormente, foi provado, em 1995, por W. Rudin em [13].

Apresentamos ele como um lema, apenas para os casos reais, mas vale também em C".

Lema 1.1. Nas hipoteses das Conjecturas Jacobianas Reais, se F' : R™ — R" ¢é uma

aplicacao polinomial globalmente injetora, entao ela é sobrejetora.
Vejamos a seguinte definicao.

Definic¢ao 1.3. Uma aplica¢io F : R™ — R™ é chamada propria se F~*(K) C R" (imagem
inversa de K ) é um compacto sempre que K C R™ for um compacto ou, equivalentemente,

a aplicacao continua F € propria se ||F(X)|| — oo sempre que || X|| — oo.
74 ¢ prop pre q

Uma resposta afirmativa & Conjectura Jacobiana Real foi dada pelo Teorema de Ha-

damard. O Teorema a seguir pode ser encontrado no artigo [9], de Gordon.

Teorema 1.2 (Teorema de Hadamard). Seja F : R" — R"™ uma aplicagao de classe
C' com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao F é um difeomorfismo global se, e

somente se, F' é propria.

Contudo, de maneira geral, é dificil checar se uma aplicacao é propria. Em 1994, S.
Pinchuk provou, no artigo [12], que a Conjectura Jacobiana Real ¢ falsa em R?, ele exibiu
uma classe de exemplos de aplicagoes F' = (f,g) : R* — R? polinomial com Jacobiano

nao nulo em todo ponto, que nao ¢ injetora.



Teorema 1.3 (Teorema de Pinchuk). Eriste F = (f,g) : R? — R? polinomial com

Jacobiano nao nulo em todo ponto, que nao € injetora. A funcao f € dada por
flx,y) = (a%y — x + 1)(2'y’ — 32%y* + 22°y° + 32y — 20y — 2 +y),

e tem grau 10. A funcao g é mais extensa e possui grau 40.

33 381 363 75
g(x,y) = o 6lz + TCL’ — 38523 + 478z* — 357° + 7:106 — 7527 + ZIS + 50y +
135222y — 351223y + 62012y — 726225y + 561625y — 307827y + 127528y —
53551
3002%y + 91y? — 758wy + 357522 — 115640%y2 + 2 aly? — 442410y +

48033
5124725y* — 4140027y + ——a8y? — 99752%y? + 2250202 + 693> — 696xy> +

422472 — 17440253 4—52156x 3 _ 11535627y + 187781253 — 22165427y® +
71
187785283 — 114180x%3 + 47775x'% — 1050021 1y> + Z‘?ﬁ — 225xy* +

4017 94875 635821
22yt — 1162523y* + —— 5 rhyt — 14213325y + ——— 5 28yt — 53012127yt +
2605285 739035
1 28y* — 5811152%y* + 5 1% — 1569752yt + 34125212y +

2252215 — 255023y + 1710924y — 771122595 + 24880425y — 591740275 +
1045365x%y° — 13627822y + 12902492195 — 861498z !11® + 375375x1%y> —

2475
81900143y5+-—75—1:y — 131252595 4 7509625y5 — 28324827y5 +
1511655 2086137
5 28y% — 14658012%° + 207291721%° — 210931221y 64————5———142y6-—

675675213y5 + 1501502 4y5 + 41252097 — 4050027y7 + 20309425y7 —

6539402%y" + 14573012%" 2302442x11y7 + 25672502 %y" — 1955448z '3y" +

37125
933075z y" — 214500217y + —— 1 — 832502%y® + 3662192109 —

3699443 £128 — 23248350135 1 3892185
2 2
482625

5 21%9® + 14850210 — 1197002 1y? + 45621622y — 104706023y° +

15468902y — 1465530215y° + 825825210y — 214500217y + 17325212y10 —

1645083
1228502 3y'0 4 39623424410 735192aﬂ5y10—%-——72———m16 Y10 — 52552521 Ty10 +

1501502 8y10 4 148502yt — 9000025yt + 23642126yt — 333828217y +

12 18531
25252528yl — 81900219y + —— 57125 210y12 — 4612521 7y!2 + 8523 lesym—

887252 9y12 + 34125220y12 + 41252'8y13 — 15750219y'3 4 21525220413 —

2475
1050021 y! + = =a?y! — 32250y + 225007y + 22507y —

10043462 y® + x'4y8 — 9974252159 +




10

75
300223y + Zx24y16 — 346yz.

Em 2011, em [6], Campbell mostrou que o grau da segunda componente da aplica¢ao
polinomial de Pinchuk pode ser reduzido a 25.

Embora, em geral, a CJR no plano seja falsa, é de grande interesse encontrar condicoes
para que ela seja verdadeira para classes especificas de aplicagoes. Ha algumas maneiras de
abordar esse problema em R?. Vejamos a seguir alguns teoremas que fornecem respostas
analisando os conjuntos de nivel das fungoes coordenadas da aplicagao F' = (f, g) : R? —

R2.

Teorema 1.4. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicacio de classe C™ com Jacobiano
nao nulo em todo ponto. Se os conjuntos de nivel de f ou de g sao conexos, entao F €

injetora.

Prova do Teorema
Como o Jacobiano de F' = (f,g) é ndao nulo em todo ponto, segue que f,g: R? — R sdo

submersdes. Defina o campo de vetores Hamiltoniano associado a f por

HfZ]RQ—)Ra Hf(xay):(_fy(x7y)7f$(x7y))'

As curvas de nivel de f definem uma folheagao, F, sem singularidades em R?, a qual
coincide com as orbitas de Hy. Assim, cada componente conexa da curva de nivel f~!(c),
¢ € R, é composta por uma orbita de H;. Suponha que os conjuntos de nivel de f
sdo conexos (para g é analogo). Seja ¢:(x,y) o fluxo do campo de vetores Hy. Como o

Jacobiano de F' = (f, g) é nao nulo em todo ponto,

d

%(g(abt(x, y))) = det(D(f, 9)(¢:(z,y)) #0, V(z,y) €R.

Assim, a derivada é sempre positiva ou sempre negativa. Isto implica que a funcao g é

mondtona ao longo das 6rbitas de Hy. Considere (z1,y1) # (22, y2) arbitrarios. Queremos

mostrar que F'(z1,y1) # F(22,42). Se f(z1,41) # f(22,42), entdo F(z1,y1) # F(x2,32) e

a prova do teorema termina.
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Consideremos assim, f(x1,v1) = f(72,92) = a € R e seja L = f~(a). Por hipotese,
L € F; tem apenas uma componente conexa a qual contém (x1,y1) e (z2,92). Mas,

g é mono6tona ao longo da folha L. Entdo, g(z1,y1) # g(x2,v2), 0o que implica que

F(x1,y1) # F(x2,y2). [ |

Se considerarmos F' no Teorema [1.4] como aplicagao polinomial temos o seguinte re-

sultado.

Teorema 1.5. Seja F' = (f,g) : R? — R? uma aplicagio polinomial com Jacobiano nao
nulo em todo ponto. Entao, F' é injetora se, e somente se, os conjuntos de nivel das

aplicacoes f e g sao conexos.

Prova do Teorema [1.5t

(<) Suponha que os conjuntos de nivel de f e de g sejam conexos. Pelo Teorema F
¢ injetora.

(=) Suponha que F' é injetora. Pelo Lema sendo F' polinomial, F' é sobrejetora,
logo um difeomorfismo global. Considere a € R, arbitrario. E simples observar que
fY(a) = F7'(a x R), o qual é um conjunto conexo. Raciocinio anilogo vale para a

funcao coordenada g, terminando a prova do teorema. |
Vejamos no seguinte exemplo que a hipotese de F' ser polinomial no Teorema [1.5| é
essencial.
Exemplo 1.2. Considere a aplicacio F(z,y) = (f(z,v),9(z,y)) : R? — R?, dada por
F = ((1—2%eY, —xeY).
O Jacobiano é dado por

—2ze¥ e¥ — x2eY 20/ 9 9
det(DF(x,y)) = det =e¥(z"+1) >0, V(z,y) eR"

Pelo Teorema |1.4], como os conjuntos de nivel de g sao conexos, entao F € injetora. No
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entanto,

oy = {(z,y) eR*: f(a,y) =0}
= {(z,y) € R?: (1 — 2%)e¥ = 0}

= {-1,1} xR,
0 qual nao € conexo.

Ha na literatura algumas respostas afirmativas a Conjectura Jacobiana Real em R?
considerando os graus das componentes de F' = (f,g). Por exemplo, em 2001, Gwozd-
ziewicz provou, em [10], que a CJR no plano é verdadeira se os graus de f e de g sdo

menores ou iguais a trés.

Teorema 1.6 (Gwozdziewicz). Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicacio polinomial
com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao F € injetora se os graus de f e g sao

menores ou 1guais a trés.

Em 2010, F. Braun e J. R. dos Santos, em [I], melhoraram o resultado anterior. Os
autores provaram que a CJR no plano é verdadeira se os graus de f ou de g sao menores

ou iguais a trés.

Teorema 1.7 (Braun e dos Santos Filho). Seja F' = (f,g) : R? — R? uma aplicagio
polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Entao, F € injetora se o grau de uma
das funcoes coordenadas de F' seja menor ou tqual a trés, independentemente do grau da

outra.
Em 2016, F. Braun e B. Oréfice-Okamoto, em [5], melhoraram o resultado anterior.

Teorema 1.8. Seja F' = (f,g) : R? — R? uma aplicagio polinomial com Jacobiano nao
nulo em todo ponto. Entao, ' € injetora se o grau de uma das funcoes coordenadas de F

seja menor ou igual a quatro, independente do grau da outra.

Observacao 1.1. Vimos que, no contra-exemplo apresentado por Pinchuck, uma das

funcoes coordenadas tem grau dez. Diante do que vimos, fica em aberto a sequinte questao.
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Questao 1.1. O que pode ser dito a respeito da Conjectura Jacobiana Real no plano se o

grau de uma das fungoes coordenadas € maior ou igual a cinco e menor ou igual a nove?

No Capitulo [2] dessa dissertacao apresentamos numa maneira de abordar a CJR em

R? utilizando a Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais.



Capitulo 2

Conexao entre injetividade global e

centro global em R?

Neste capitulo veremos como, em 1998, no artigo [15], M. Sabatini estabeleceu a
conexao entre a CJR no plano e a existéncia de um centro global de um campo de vetores

Hamiltoniano. Mas, antes, faremos uma breve descricao de centros no plano.

2.1 Centro Global

Considere X : R? — R? dado por X(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) um campo vetorial de

classe C*, k > 1 e p um ponto de equilibrio de X. Temos as seguintes definicdes.

Definicao 2.1. Um ponto de equilibrio p de X € dito ser um centro se existir uma

vizinhanga V,, preenchida por orbitas periddicas exceto no ponto p.
Se p é um centro, podemos definir o anel periddico.

Definicao 2.2. O anel periddico do centro p é a maior (no sentido da inclusao) vizinhanca

Vp preenchida por orbitas periddicas exceto no ponto p.
Definigao 2.3. Dizemos que um centro p € global se seu anel periddico é R*\ {p}.

Definicao 2.4. Dizemos que p € um centro nao degenerado se o Jacobiano de X em p é

nao nulo.

14
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Vejamos alguns exemplos béasicos.

Exemplo 2.1. Considere o centro linear X : R* — R?, dado por X (z,y) = (—y,x) como
o primeiro exemplo de centro global. Note que H(x,y) = 2*+y*/2 é uma integral primeira
do campo X, assim as curvas de nivel de H coincidem com as drbitas do campo X (z,v).

Para todo k > 0, temos que, v> +y*/2 = k sao centros. Logo, o anel periddico da origem

do campo X ¢ R?\ {(0,0)}. Veja Figura[2.1]

=}

=
o b
=)

Figura 2.1: Centro linear.

Exemplo 2.2. Considere X : R* — R?, dado por X(x,y) = (—y — 2> + y*, = + 3zy)
como um exemplo de centro nao global. Note que a origem é um ponto singular. Porém,
o ponto (0,1) também € um ponto singular. Portanto, o centro (0,0) nao pode ser global.

Ou seja, temos que o anel periddico da origem nao é o R?\ {(0,0)}. Veja Figura .
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Figura 2.2: Centro nao global.

2.2 Teorema de Sabatini

Considere F' = (f, g) : R*> — R? uma aplica¢ao polinomial com F(0,0) = (0,0). Defina
a funcao My : R? — R por

CIF@ )2 _ (Flay)? + (g, y)?
2 2 ’

Mp(l',y)

Observacao 2.1. Note que a imagem de Mp contém apenas valores reais maiores ou

LGUaLs a 2ero.

A partir desta funcao Mp defina o campo de vetores Hamiltoniano associado & Mp,

ou seja, Hy, : R? — R? dado por

Hor (5.4 = (_8Mg§yx,y)’ (‘9Mg(xx,y)) |

Calculando as entradas do campo Hy,.(z,y), temos que

_aMFagj’y) = —(f(z,9) fy(2,y) + 9(z,y)gy(x,y)),
aMgf’ Y _ f(@,y) fe(m,y) + 9(z,9) g (2, y).

Temos as seguintes observagoes.
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Observagao 2.2. A notacio py(x,y) e py(z,y) significa a derivada do polinémio p com

relagdo as varidveis x ey, respectivamente, aplicado no ponto (x,y).

Lema 2.1. Temos que Mg é uma integral primeira do campo de vetores Hy,. Portanto,

as orbitas do campo Hyy, estao contidas nas curvas de nivel de Mp.

Teorema 2.1 (Teorema de Sabatini). Considere F : R?* — R? uma aplicagao polino-
mial com F(0,0) = (0,0) e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto (z,y) € R2.

As sequintes duas afirmagoes sao equivalentes:

1. A origem é um centro global de Hyy,.

2. I é um difeomorfismo global.
Faremos uso do seguinte lema na prova do Teorema [2.1}

Lema 2.2. Considere F' : R?> — R? uma aplicacio polinomial com Jacobiano diferente
de zero em todo ponto (x,y) € R?. Os pontos de equilibrio de Hy, sio centros, e sdao
0s zeros de Mg ou, equivalentemente, sao os zeros de F. Além disto, esses pontos de

equilibrio sao nao degenerados, equivalentemente, sao pontos de minimo isolados de Mp.

Prova do Lema 2.2}

Considere (xg,yp) um ponto de equilibrio do campo Hyy,., isto é

oM oM
a—yF(xmyo) = 8xF (l’oayo) = 0.

Equivalentemente,

f (o, y0) fo (0, Y0) + 9(70, Y0) e (20, Y0) = 0,

(2.1)
f(@o, yo) fy (20, yo) + 9(@o, Y0) gy (o, yo) = 0.
Podemos transformar (2.1)) no seguinte sistema
Ja(@o,90) 9220, 0) f(zo, o) 10 (2.2)
fy(z0:90)  gy(x0, Yo) 9(o, Yo) 0

A matriz que define o sistema linear (2.2)tem determinante igual ao Jacobiano de F' no

ponto (xg,v0), 0 qual por hipotese, é diferente de zero. Portanto, a tnica solu¢do do
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sistema é a trivial, isto é f(xo,%0) = g(xo,%0) = 0, 0 que implica que F(zo,y0) = (0,0),
assim Mp(xo,yo) = 0.

Como F(xg,y0) = (0,0) e F & localmente injetiva, pelo Teorema segue que existem
vizinhangas V', W de (z9,y0) e F(xo,%0), respectivamente, tais que F'(z,y) # (0,0) para
(x,y) # (x0,y0) € V. Assim (z9,yo) é um minimo local isolado de Mg, pois Mp(x,y) # 0,
para todo (x,y) # (xo,y0) € V.

A parte linear de Hyy,. em zg = (20, o) ¢

—fo(20) fy(20) — 92(20)9y(20) — 2 (20) — g5 (20)

D(Hurp ) (20) =
f2(20) + g2(20)  fa(20)fy(20) + g2(20)9y(20)

Como det(D(Hys,)) = (det(DF))? > 0, concluimos que (g, yo) ¢ um ponto de equilibrio
nao degenerado do campo Hy, e que os autovalores de D(Hyy,, ) (o, yo) sdo imaginarios
puros, pois tr(D(Hy,.)) = 0. Assim, (zo,%0) ¢ um ponto de equilibrio do tipo foco ou
centro. Como as orbitas de H)y, estdo contidas nos conjuntos de niveis de Mg, e (2o, o)
¢ um minimo isolado de Mp, concluimos que (xg,yo) € um centro do campo de vetores

Hy, |

e

Prova do Teorema de Sabatini 2.1k

(1) = (2) Assumindo que a origem é um centro global de H), queremos mostrar que F
¢ um difeomorfismo global. Para isto, mostraremos que F' é propria e pelo Teorema de
Hadamard, concluimos que F' é um difeomorfismo global.

Como a origem ¢é um centro global de H),,., ela ¢ o inico ponto de equilibrio desse campo
de vetores. Pelo Lema [2.2 (0,0) é o tnico zero de Mp, isto é Mp(0,0) = 0. Considere
uma reta L passando pela origem, grafico de uma funcao da forma y = ax,a € R. Segue
que a restricao da My a reta L é uma funcao polinomial de uma variavel, nao constante,
o que implica que é nao limitada. Logo, My é também nao limitada. Como os conjuntos
de nivel h > 0 de Mp coincidem com as oOrbitas fechadas de H)y,, eles sdo compactos.
Como Mp é constante ao longo das érbitas do campo Hy,., temos que, se ||(z,y)| tende
ao infinito, implica que a imagem de My também tende ao infinito, logo || F'(z,y)|| tende

ao infinito. Ou seja, F' é propria.
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(2) = (1) Assumindo que F' ¢ um difeomorfismo global. Pelo Teorema de Hadamard,
temos que [’ é propria. Devemos entao mostrar que a origem do campo de vetores Hyy,
¢ um centro global. Como F' é propria, temos que, Mg é propria também. Logo, toda
orbita de Hjy, tem fecho compacto, pois esta contida em um conjunto de nivel de Mp,
e para cada h > 0 € R, M '(h) é um compacto. Sendo F um difeomorfismo global,
segue que F é injetora e, por hipotese, F'(0,0) = (0,0). Assim, F(x,y) # (0,0) para
todo (z,y) € R*\ {(0,0)}, implicando, pelo Lema [2.2] que Hys, s6 tem um equilibrio
na origem. Para toda condicao inicial diferente da origem, os conjuntos « e w-limite da
orbita de Hjy,, por esta condigao inicial sao nao vazios e nao contém pontos de equilibrio,
pois a origem do campo H)s, ¢ um centro local. Pelo Teorema de Poincaré Bendixson,

segue que essa Orbita é fechada, de onde (0,0) é um centro global de Hyy,. |

Vejamos um exemplo pratico do Teorema de Sabatini.

Exemplo 2.3. Considere a aplicacio polinomial F(x,y) = (f,g) : R*> = R?, dada por
F=(y+y’z+ay).
E claro que F(0,0) = (0,0). Calculando o Jacobiano temos

0 1+ 3y?
det(DF(z,y)) = det i 4y =3yt <0, V(x,y) € R
1+y?  2ay

Pelo Teorema temos que F € injetora, como € polinomial, pelo Lema € um
difeomorfismo global. Pelo Teorema de Sabatini, a origem do campo de vetores Hy, € um
centro global. A funcdo Mp : R? — R para este exemplo é dada por
22yt P

9

+ %y +yt 4 5+

.’,172 y2
Mp(z,y) = 7 T3

cujo grdfico é um paraboloide em R3. Veja Figura .
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Figura 2.3: Paraboloide em R3, dado por Mp(z,y).

De posse de My, podemos calcular o campo Hyr, : R* — R?, dado por
Hy = (—(y + 2%y + 4% + 22%° + 3¢°), = 4 203” + zy*).

Como vimos, a origem do campo de vetores Hyr, € um centro global, pois F' é um dife-

omorfismo global. Veja, na Figum o retrato de fase do campo Hy, e que as curvas

de nivel da aplicagao Mp coincidem com as orbitas do campo de vetores de Hyy,,.

Figura 2.4: Na figura a esquerda temos o retrato de fase do campo H),, e na figura da

direita, temos as curvas de nivel de My juntamente com seu grafico.
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2.3 Generalizacao do Teorema de Sabatini

Nesta se¢ao apresentamos os resultados do artigo [4], no qual, F. Braun e J. Llibre,
obtiveram uma generalizacao do Teorema de Sabatini, no sentido em que nao exigem
que a aplicacao seja polinomial e nem que esteja definida sobre o plano todo, basta um

subconjunto aberto U do plano.

Ao longo desta secdo, assumiremos sempre que U C R? é um conjunto aberto conexo.
Como antes, considere F' = (f,g) : U C R*> — R? uma aplicacao de classe C%. Defina a

funcao My : U C R? — R por

_IE@I® _ (y)® + (g(z,9)°

A partir desta funcao My defina o campo de vetores Hamiltoniano associado a Mg , ou

seja, Hyr, : U C R? — R? dado por

Hup(z,y) = (_aMg;x,y)’ aMg(;’,y)) |

Teorema 2.2 (Braun, Llibre). Considere F = (f,g): U C R? — R? uma aplicacio de
classe C?, com F(Zy) = (0,0), Zy € U, e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto

de U. O ponto de equilibrio Zy € um centro global de Hyy, se, e somente se, F' € injetora

e F(U) =TR? ou F(U) = B((0,0),6), § > 0.
Para a demonstragao do Teorema precisamos dos lemas a seguir.

Lema 2.3. Considere F': U C R? — R? um difeomorfismo local de classe C?. Os pontos
de equilibrio de Hy,, sao centros, e sao os zeros de M ou, equivalentemente, sao os zeros
de F'. Além disto, esses pontos de equilibrio sao ndo degenerados, equivalentemente, sao

pontos de minimo isolados de Mrp.

Prova do Lema 2.3}

A prova desse lema é completamente analoga a do Lema e optamos por omiti-la. W

Lema 2.4. Considere ' : U C R? — R? um difeomorfismo local de classe C?, com
F(Zy) = (0,0), Zy € U. Suponha que F € injetora. Entao Zy é um centro global de Hyy,
se, e somente se, F'(U) = R?* ou F(U) = B((0,0),4), com § > 0.
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Prova do Lema

Como Z, € U & tal que F(Zy) = (0,0), pelo Lema [2.3] Z, ¢ pelo menos um centro local
de Hy,. Por hipotese, F' é injetora, novamente, pelo Lema Zy é o tnico ponto de
equilibrio de Hyy,,.

Temos que 0 < h € Mp(U) se, e somente se, existe um par (xg,y) € U tal que
Mp(z0,v0) = h, isto é,

h = Mp(zo,10) = ”F(xoé yo)”2 _ (f(xo,yo))g —21- (g(xo,yo))27

a qual é equivalente a

(F o, 90))* + (oo, 10))? = (V2R)

Ou seja, existe um ponto (u,v) € F(U) tal que (u,v) = F(xo,y0) e ||(u,v)|| = vV2h. A
partir do ponto F(zy,yy) vamos definir a circunferéncia S5, centrada em (0,0) e de raio

V2h, com h > 0. Veja a Figura . Assim, temos
2
Sy = {(u,v) eER?: v +0? = <v2h> }

Note que S}, é um subconjunto do contradominio de F'.

Da discussao acima, 0 < h € Mp(U) se, e somente se, S, N F(U) # 0.

J— Uc R? Sh
F:UCR > R
e/ - ”
® (19,70
... //
AR

//

!

]
Mp(U) |
| |
0 h = Mp(xo, yo) .

Figura 2.5: 0 < h € Mp(U) se, e somente se, S, N F(U) # 0.

(=) Suponha que Z; é um centro global de Hj;,. Devemos mostrar que F(U) = R? ou
F(U) = B((0,0),0), 6 > 0.
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Como U é conexo e My é continua, segue que Mp(U) C R é conexo. Assim, é um intervalo
de uma das formas Mp(U) = [0,1), com [ > 0,1 € R, ou Mp(U) = [0, 00).

Considere ¢ € F(U), ¢ diferente de (0,0) arbitrario. Considere F~!(¢) € U e defina
hy = Mr(F~'(q)). Por hipotese, Zy ¢ um centro global de Hy,, assim, as orbitas ndo
singulares de H), sao periédicas. Logo, as componentes conexas de M;l(hq) sao curvas
fechadas. Seja I'j, uma dessas componentes conexas. Portanto, F'(I'y,) é uma curva
fechada. Para cada p € Iy, temos que Mg(p) = hy € Mp(U), logo F(p) € F(U) N Sy,
assim F'(I',,) estd contida em F(U) e esta contida em S;,. Como F(I';,) ¢ uma curva
fechada e contida em S, , temos que F(I'y,) = Si, C F(U). Em outras palavras, se
q € F(U), entao a circunferéncia Sy, estd contida em F(U). Logo, a imagem de F'(U) é
folheada por circunferéncias, isto é

FU)={0,0}u |J S
heMp(U)
Portanto, F(U) = R? se [ = oo, enquanto que, se [ € R, [ > 0, F(U) é o disco aberto com

raio [ centrado em (0, 0).

(<) Assumindo que F(U) = R? ou F(U) = B((0,0),d), com § > 0. Queremos mostrar
que Zy é um centro global de Hy,. Para isto, vamos mostrar que as curvas de nivel de
MFp, que coincidem com as 6rbitas do campo H)yy,., sao fechadas.

Fixemos, arbitrariamente, h > 0. Como vimos, h € Mp(U) se, e somente se, S, N F(U) #
0. Por hipotese, F(U) = R? ou F(U) = B((0,0),6), com § > 0.

Assim, temos que, se F'(U) = R? entao S, C R?. Portanto, S, C F(U). Se F(U) =
B((0,0),0) e S,NF(U) # 0, entao S,NB((0,0),0) # @. Portanto, S, C B((0,0),0), o que
implica que S, C F(U). Concluimos que, 0 < h € Mp(U) se, e somente se, S, C F(U).

No que segue, temos que

A@%mzﬂameU:Mﬂ%wzhr=ﬁmwevwﬂawf+@mmf=(%ﬁf}

Por outro lado,

PR = (@) € U Flaa) € Sk ={ (o) € U (o) + o) = (VER) |
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Concluindo assim que, Mz'(h) = F71(S}).

Note que F'~1(S}) é um conjunto nao vazio, uma vez que, S, C F(U). Como F é continua,
e ¢ um difeomorfismo local, F~1(S,) ¢ uma curva de Jordan, isto ¢, uma curva fechada
simples. Logo, Mz'(h) é uma curva de Jordan. Como assumimos h € Mp(U), h > 0
arbitrario, segue que as orbitas nao singulares do campo H)y,. sao periddicas. Assim, o

centro Zy ¢ global. ]

Lema 2.5. Considere ' : U C R*> — R? um difeomorfismo local de classe C?, com

F(Zy) = (0,0), Zy € U. Suponha que Zy é um centro global de Hyy,.. Entao F ¢é injetora.

Prova do Lema

Temos que Z; é um centro global de H),,., assim Z; é o inico ponto de equilibrio de Hy,,,,
o qual corresponde a curva de nivel MEI(O). Pelo Lema Zy € o inico zero de F', isto
¢, F(Zy) = (0,0). Portanto, para cada 0 < h € Mp(U), o conjunto de nivel M4'(h) é
uma uniao de orbitas fechadas.

Afirmacao 1. Para cada 0 < h € My(U), M;'(h) C U é um conjunto conexo.

Suponha 0 < hy € Mp(U) tal que Mz"(hy) C U & nio conexo.

Sejam T'y, Ty C U duas orbitas fechadas distintas de My'(ho). Considere o anel aberto
A cujo bordo é I'y UTy. Considere uma curva « : [0,1] — A, tal que a aplicacio a seja
injetora, de classe C!, com «a(0) € T'y, a(1) € Ty e a(s) C A, para todo s € (0,1). Veja
Figura [2.6|

Como Mp(a(0)) = Mp(a(l)) = hg, segue que a fungdo Mg o o : [0,1] — R tem um
méximo ou um minimo em sy € (0,1). Considere a orbita I's € U passando por a(sy).
Veja Figura [2.6

Localmente, I'3 decompde o anel A em duas regices A; e A;. Como V My restrito a I's
nio se anula e é ortogonal a I's (VM se anula apenas no ponto Zy = Mz*(0)), entdo a
curva (0, 1) deve estar inteiramente contida numa das duas regides A; ou As. Mas isso

é uma contradicao, pois a curva « conecta I'; e I's. Provando a Afirmacao 1.
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Figura 2.6: Ilustracao do anel A cujo bordo é I'y U I's.

Denote por ', a orbita fechada M;'(h), 0 < h € Mp(U). Segue que, se 0 < h; <
hy € Mp(U), entdo 'y, estd contido na regiao limitada por I'y,. Do que acabamos de
analisar, se Py # P,, com P, € I'y, e P, € I'y,, entdo F(P,) # F(P), pois F(Py) € Sy, e
F(P,) € Sp,. Veja Figura

F:UcR - R?

Figura 2.7: F ¢é injetora em orbitas ', distintas.
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Para concluirmos que F' é injetora em U, falta-nos mostrar que F' é injetora em 'y, para

cada 0 < h € Mp(U). Considere
T ={0<he& Mgp(U) : F nao é injetora em I',}.

Para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar que o conjunto 1" é vazio.

Suponha que T' # (). Como a imagem de My é um intervalo da forma [0,1),l > 0 € R ou
[ = 00, note que T' é um subconjunto da imagem de Mp(U), assim, segue que 7' é limitado
inferiormente. Portanto, 7' é um subconjunto dos reais nao vazio e limitado inferiormente,
entao 1" possui infimo. Considere hg = infT, hy > 0, pois F' é um difeomorfismo local e,
portanto, injetora em uma vizinhanga de Zy = My'(0). Vejamos a afirmacio a seguir.
Afirmacgao 2. F' é injetora em ['y,.

Vamos demonstrar a Afirmacao 2 por contradigdo. Suponha que existam A, B € Iy,
A # B, com F(A) = F(B).

Como F' é um difeomorfismo local, pelo Teorema [1.1} existem U4, Ug C U, vizinhancas
de A e B, respectivamente, W C R? vizinhanca de F(A) = F(B) # (0,0), U4 NUg = 0
tais que [y = Fly, : Us = W e Fg = Fly, : Up — W sao difeomorfismos. Note que
F(A) = F(B) € Sp,- Considere o segmento de reta L unindo F(A) = F(B) a origem.
Seja C'= LN W. Veja Figura [2.8

Assim ficam bem definidas as curvas Cy = F;'(C) e Cp = F5'(C), as quais estio
contidas na regiao compacta limitada por I',,. De fato, suponha que a curva C4 nao
esteja contida na regiao compacta limitada por I'y,. Logo, existe um ponto ¢ € C4 tal
que ¢ € I'y,, para algum h; > hy. Portanto, F'(c) € Sy, e entdo F(c) € Ca, 0 que é um
absurdo. O mesmo raciocinio vale para a curva Cp.

Para 0 < h < hg, suficientemente proximo de hg, a orbita fechada I', tem interseccao
nao vazia com Cy e com Cpg. Portanto, existem pontos P, =1, NCy e Pg =1, NCp,
tais que Py # Pp, pois Py € Uy e Pg € Up. Sabemos que F(P,), F(Pg) € C e F(Py),
F(Pg) € Sy, logo F(P4) = F(Pg), concluindo que F nao é injetora em I',. Entdo,
heTel<h< hg, obtendo uma contradicao com o fato de que hy = infT’, provando a

Afirmacao 2.
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F:UCR - R? o’ .

-

F(Zy) = (0,0)

Figura 2.8: llustracao para a prova da afirmacao 2.

Da definicao de infimo, existe uma sequéncia (hy,), .y, decrescente, com h, > hg, para
todo n € N, tal que h,, converge para hg e F' é nao injetora em I'j, , para cada n € N. Isto
significa que, para todo n € N, existem A,, # B, A,, B, € T';,,, com F(A,) = F(B,).
Como (A,),cn € (Bn),ey €stao em um conjunto compacto limitado por ', existem
subsequéncias, que denotaremos por (a,),cy € (bn),cn, tais que a, converge para a e b,
converge para b, com a e b pertencentes a U. Como h, converge para hg, temos que a,
bely e Fla) = F(b), pois F(A,) = F(B,), para todo n € N. Pela Afirmagao 2, F ¢
injetora em I';,, assim temos que a é igual a b.

Por hipotese, F' é um difeomorfismo local em a, pois a € U. Assim, existem vizinhancas
Ve W de a e F(a), respectivamente, tais que F|y : V — W é um difeomorfismo local,
em particular, F'|;, é injetora. Portanto, obtemos uma contradi¢do com a hipdtese que
A, # B, e F(A,) = F(B,), para n suficientemente grande. Essa contradi¢ao prova que
o conjunto 7' é vazio, ou seja, F' é injetora em Iy, para cada 0 < h € Mp(U), concluindo

a prova do lema. |

De posse dos lemas anteriores podemos finalmente provar o Teorema [2.2
Prova do Teorema
(=) Primeiro assumindo que Z; ¢ um centro global de Hy,, entdo, pelo Lema
F ¢ injetora. Assim, utilizando o Lema concluimos que, F(U) = R? ou F(U) =
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B((0,0),6), § > 0.
(<) Assumindo que F ¢ injetora e F(U) = R? ou F(U) = B((0,0),6),d > 0, pelo Lema
Zp & um centro global de Hyy,.. [ ]

Podemos obter os seguintes corolarios do Teorema [2.2]

Corolario 2.1. Seja F = (f,g) : U C R* — R? uma aplicagio de classe C?, com
F(Zy) = (0,0), Zy € U, e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto de U. Entao,

valem as sequintes afirmacoes.

1. F € injetora em Py, onde Py, ¢ o fecho de Py, em U, Py, denota o anel periddico

de Zo.
2. F(Pg,) =R? ou F(Pg,) é um disco aberto de centro (0,0) e raio 6,6 > 0.

Prova do Corolario

Como F(Z,) = (0,0), pelo Lema Zy € um ponto singular do tipo centro do campo
de vetores H,.. Pela Defini¢ao Py, ¢ um aberto conexo contido em U. Considere
F|pZ0 — IR?, isto é a restricao da aplicacao F ao anel periodico de Zj.

O centro Z; do campo de vetores H), definido em Py, é global. Assim, pelo Teorema
F & injetora em Py, e F(Pz,) = R? ou F(Pgz) = B((0,0),4), com § > 0. Assim, esta
provado o item 2. Agora, consideremos P = Py, \ Py,. Para finalizar a prova do corolario
basta mostrar que F' é injetora em P. A prova que se segue é similar & prova feita no
Lema 2.5

Suponha que F' nao seja injetora em P, isto é, existe a, b € P, a # b, com F(a) =
F(b). Como F é& um difeomorfismo local, existem U,, U, C U, vizinhancas de a e b,
respectivamente, W C R? vizinhanga de F(a) = F(b) # (0,0), U, N U, = 0 tais que
F,=Fly, : U, =W e F,=F|y, : U, - W sio difeomorfismos.

Note que para cada p € P e cada h € Mp(Pz,) temos que Mp(p) > h. Logo, F(a) =
F(b) ¢ Sy, para todo h € Mp(Py,). Considere o segmento de reta L unindo F'(a) = F(b)
a origem. Seja C = LN W. Assim ficam bem definidos as curvas C, = F,(C) e

Cy = F, 1(C), as quais estdo contidas na regiao limitada por P. De fato, suponha que Cj,
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nao esta contida na regido limitada por P, entdo existe ¢, € Cy tal que F(cp) € Sy para
todo h € Mp(Pz,). Portanto, F(c,) ¢ C, o que é uma contradicdo. A mesma ideia pode
ser aplicada para C,. Veja a Figura[2.9

Para hy € Mp(Pyz,), existe uma orbita fechada I'y = Mgl(ho) € Py, suficientemente
proxima de P, tal que I'y tem interseccao nao vazia com C, e com (. Portanto, existem
pontos v, = [ NC, e v, = I'yNCy, tais que v, # vy, pois v, € U, e v, € U,. Veja a Figura
Sabemos que F(v,), F(v) € C e F(v,), F(vy) € Sp,. Portanto, F(v,) = F(w),
concluindo assim, que F' é nao injetora em I'y. O que é uma contradi¢do, pois ja vimos

que F' é injetora em Py, . |

F:UcCR — R? ...

-------

F(Zg) = (0,0);

Figura 2.9: Tlustracao da prova do Corolério .

Corolario 2.2. Seja F = (f,g) : U C R? — R? uma aplicacdo de classe C?, com
F(Zy) = (0,0), Zy € U, e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto de U. Entao, o
anel periodico é o maior conjunto aberto e conero que contém o ponto de equilibrio Zy e

tal que satisfaz

1. F € ingetora nele,

2. Sua imagem por F é R? ou um disco aberto de centro (0,0) e raio §, 6 > 0.

Prova do Corolario
Pelo Corolario sabemos que Py, satisfaz 1 e 2. Agora falta mostrar que Pz, ¢ o

maior conjunto aberto e conexo que contém o ponto de equilibrio Z, satisfazendo 1 e 2.
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Suponha que V' C U é um aberto conexo satisfazendo que F ¢ injetora em V e F (V) = R?
ou F(V) é um disco aberto de centro (0,0) e raio § > 0. Seja, F|y — R?, pelo Teorema
temos que Zy ¢ um centro global de Hy, : V C R? — R% Portanto, temos que as
orbitas do campo H);, que interceptam V' sao periddicas e estao contidas em V. Assim,
V' C Py, pois Pz, & a maior (no sentido da inclusdo) vizinhanga de Z, preenchida por

orbitas periédicas exceto no ponto Zj. |

Finalizamos essa secao com dois exemplos ilustrando a teoria apresentada.

Exemplo 2.4. Considere a aplicacio F = (f,g) : R* — R2, dada por

F(.T,y) = (ex - 173/)
Temos que F' € analitica, F'(0,0) = (0,0) e

e’ 0
det(DF(z,y)) = det =e" >0, VY(r,y) €R%
0 1

Além disso, F € globalmente injetora. De fato, sejam (x1,1y1) # (x2,y2). Temos as

sequintes implicacoes
Y1 # Yo = Fz,yn) = (€7 — Lyn) # (€™ — 1,y) = F(22,42).

T # 2 = Fa,y1) = (" = Ly) # (e = 1,12) = F(x2,12),

uma vez que a funcao exponencial € injetora.

A imagem de F € o conjunto (—1,00) x R. Assim, a imagem de F nao é o plano todo e
nem um disco de centro na origem. Portanto, pelo Teorema o centro (0,0) de Hyy,
nao € global. Pelo Coroldrio[2.9, o anel periddico Py, € o maior conjunto aberto e conexo
que contém Zy = (0,0) e tal que F é injetora nele. Além disso, a sua imagem por F € o
plano todo ou € um disco aberto com centro em (0,0).

O maior disco aberto com centro na origem contido na imagem de F que podemos obter

¢ B=1((0,0),1), o disco aberto de centro na origem e raio um. Entao,

Pz, = Fﬁl(B = ((O>O)a 1)) = {(x,y) € R?: F(mvy) €B= ((070)7 1>}

= {(z,y) e R? : > < €e¥(2—¢")).
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Para o exemplo dado temos que

(f(z9) + (gle,y)* (" =1 +y* ¥ —2e"+ 14y
2 2 2 '

MF(«T,ZJ) =

A partir da fun¢ao Mg definimos o campo de vetores Hamiltoniano Hyy, : R? — R? dado

por

Hugp (o) = (- 2MEE0) OB () 22220 ) (o ener - ).

Veja Figura[2.10,
Como vimos, o centro (0,0) de Hyr, nao € global. Veja Figura a curva em vermelho

representa o bordo do anel periodico da origem.

Figura 2.10: Retrato de fase do campo H),, juntamente com o anel periddico, a

esquerda. A direita, grafico da funcdo Mp dada no Exemplo

Exemplo 2.5. Considere a aplicacio F = (f,g) : R* — R2, dada por

F(x,y)z( T x2+(1+x2)2y)'

VIita? 1+ a2

E fdcil ver que F sé se anula em (0,0). O Jacobiano é dado por

1

=5 0

(1+22)*? B ,
det | 2 (24 3y + 3ty + 22(1 + 6y)) 1+ 2 =1>0, Y(z,y) cR.

(1+ x2)3/2
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Seque do Teorema 1.1 que F é um difeomorfismo local. Além disso, F € globalmente

injetora. Considere (x1,y1) # (za,y2). De fato, se

T 7é Ty = (ﬁ) 7é (\/%) = F(Il,yl) 7é F(l’g,y2>.

Por outro lado, se

oy = Ta £ o = (x%+ <1+x%>2y1) (x%+ (1+23)y,

1+ 2?2 V1+ a2

Em ambos os casos temos que F € globalmente injetora. A imagem de F' € dada por

) = F(x1,11) # F(22,92).

F(R?) = {(u,v) e R?: -1 <u < 1}.

Basta notar que a imagem da aplicagio f : R* — R dada por f(x,y) = $/m €
um intervalo da forma (—1,1) e a imagem da aplicagao g : R*> — R dada por g(z,y) =
2%+ (1 + 222y /1 + 22 € a reta real toda.

Como a imagem de F' nao € o plano todo e nem um disco com centro na origem, pelo
Teorema o centro (0,0) de Hyp, ndo € global.

Podemos encontrar o anel periddico de (0,0) utilizando o Coroldrio . Temos que F' €
injetora, e a imagem de F ndo € o plano todo. O maior disco aberto contido na imagem

de F' que podemos obter é B = ((0,0),1). Entao,

Py = F~(B = ((0,0),1)) = {(:c,y) epe, DHE@H A+ 1} .

14 2?
Seque que a aplicacao Mp relacionada a este exemplo tem a forma

(@) + (9(z,9)* 2+ (2° + (1 +27)%)*
2 2(1 + 22) |

Mp(l’,y) =

Veja Figura[2.11]

1
O anel periédico de Zy = (0,0) € ndo limitado e seu bordo é o conjunto My" <{§}), 0
qual € uniao dos grdaficos das duas fungoes

-1 1— 22
= e e TO Y e R.
1+ 22 Y ( v

Y 1+ 22)2

Seque que Hyp, = (P, Q) relacionado ao exemplo € polinomial e tem a forma

P(z,y) = —p? -t — Yy — 3x2y — 3x4y — xﬁy,
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Qz,y) =z + 2xy + 4x3y + 3:(:y2 + 6x3y2 + 3x5y2.

Como vimos a origem do campo Hyy,, nao € global. Veja a Figura [2.11]

J
/

A1)
/
)
/
/
~

bb
e

Figura 2.11: Retrato de fase perto da origem de Hj;,. As curvas destacadas
representam o bordo do anel periddico, & esquerda. A direita, temos o grafico da funcao

Mp dada no Exemplo



Capitulo 3

Condicoes para que a Conjectura

Jacobiana Real em R? seja verdadeira

Uma maneira de encontrar classes de aplicacoes F' : R?> — R? nas hipoteses da
Conjectura Jacobiana Real no plano, que tornem essa conjectura verdadeira, é impor
condicoes na aplicagao F' para que o campo de vetores Hjs, tenha um centro global na
origem. Pois, assim, pelo Teorema de Sabatini, F' ser4 um difeomorfismo global, logo F'
serd injetora. Foi isso que fizeram F. Braun e J. Llibre em 2015 no artigo [3]. Veremos
que, em 2016, F. Braun, J. Giné e J. Llibre, no artigo |2] melhoraram o resultado principal

de F. Braun e J. Llibre do artigo [3].

Ao longo deste capitulo utilizaremos alguns conceitos, tais como, a compactificacao
de Poincaré, indice topologico e setores de pontos de equilibrio. Para mais detalhes sobre

quaisquer um desses conceitos, consultar o livro [§].

3.1 A Compactificacao de Poincaré

Nesta secao apresentaremos a compactificacao de Poincaré, que é utilizada para o es-
tudo do comportamento no infinito de campos polinomiais e nao somente em vizinhancas
de pontos singulares. Considere X (z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) um campo vetorial polino-

mial definido em R2.

34
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Definicao 3.1. O grau do campo X € o nimero mdzximo entre os graus dos polindomios

P e Q, ou seja, d = max{grau(P), grau(Q)}.

Counsidere a esfera

S* = {(y1, v, y3) €R®: yf + 45 + 3 = 1},
a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano
TPNS2 = {(Z’l,l‘gyl'?)) & R3 X3 = 1}

que é tangente a esfera S* em Py = (0,0,1). O R? sera identificado com Tp, S*.
Nesta secdo convencionaremos que as coordenadas y; se referirdo a esfera S? e as

coordenadas z; ao plano Tp,S?, ¢ = 1,2, 3.

Definicao 3.2. Definimos

Hy = {(y1,v2,y3) €S* 1 y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H_ = {(y1,2,y3) €S*: y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

Sl = {@1792793) € 82 ‘Y = O}
como sendo o equador.

A compactificagdo de Poincaré de X consiste em fazer duas copias do fluxo de X, uma
sobre H, e outra sobre H_, usando a projecao central. Para isso, consideremos uma reta

L(t) que une a origem de R? a um ponto do Tp, S?,
L(t) = (0,0, O) + t(l’l,l'g, 1) = t(l’l,]}g, 1), teR.

Esta reta intercepta a esfera S? em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no

hemisfério sul. Ver Figura [3.1]
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Figura 3.1: Projecao central.

Agora, considerando a projecio do campo vetorial X de R? ~ Tp,S* para S* dada

pelas projecoes centrais, temos dois difeomorfismos

fT:TpS* - H, e f :TpS*— H_,
isto &, fT(p) (resp.f~(p)) & a intersecgao da reta que passa pelo ponto p = (x1,x2,1)
ligando a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S?, cujas expressoes sio dadas por

L 1
f+(x1’x27 ]') = M € f_(x17x27 1) = —M7

A(x) A(z)
onde A(x) = /a3 + 23 + 1.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X definido no plano tangente
a esfera, isto é, X : Tp S* — Tp S? e, assim, é possivel definir um novo campo em S%. O
campo X induzido em S?, a partir de X, através dos difeomorfismos f* e f~ sera dado
por

X(y) = Dff(x)X(x) se y=fr(z)eH"

X(y)=Df (2)X(z) se y=f(z)€H,

respectivamente.
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Destacamos que X é um campo vetorial em S? \ St que & tangente a esfera. Para
estudar o comportamento assintotico das orbitas nao limitadas de X analisando X, é
necessario estender X para o equador S! obtendo, assim, um campo na esfera.

O estudo de X em uma vizinhanca do equador nos dard informagoes sobre o com-
portamento do campo X no infinito. Entretanto, nem sempre é possivel estender X ao
equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender
X analiticamente ao equador. Antes de estudar a extensao de X ao equador, vamos esco-
lher um sistema de coordenadas conveniente para S? e calcular a expressio de X nessas
coordenadas.

Para S? usaremos seis cartas locais dadas por
Up={yeS :y >0}, Vi={yeS :y <0},

para k = 1,2,3. As aplicacoes locais correspondentes sao dadas por ¢, : U, — R? e

¥y Vi, = R? e definidas como

param <mnem,n # k.

th

Figura 3.2: Cartas locais sobre a esfera de Poincaré.

Queremos agora encontrar a expressao do campo na carta local (Up, ¢1). Seja y €
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U NH,, entaoy = fT(z), v € Tp,S* e

(610 12e) = u ") = (20350737

- (;&) Ax(f g AEx) A:c(f )>

o T2 1
-(22)
Portanto ¢y(z1,29,1) = (u,v), onde u = zo/x; e v = 1/x1. Observe que como
y € Uy N Hy, entdo x; # 0. Como X (y) = Df*(2)X(z) quando y = f*(x) segue que
Dér(y)X (y) = Dér(y) o DfF(2)X (x)
= D(¢10 f7)(2) X (2).

(3.1)

Seja j((y)|U1%Dr denotando o sistema de coordenadas definido como D¢, (y)f((y) e,
portanto, segue da equacao (3.1)) que
—XT2 1
X 22 P(z1,x2)
X(y) = D(¢y 0 fH)(@)X(z) = fll T 1, T2
U,NnH+ -1 . Q(xl xg)
“ ’ (3.2)

1
=2 (=29 P(x1,22) + 21Q(71, 22), —P (21, 22)) .
1

Esta ¢ a expressio de X em U; N H, nas coordenadas ¢;. Vamos colocé-las em funcio
de u e v para facilitar a analise. Usando que x; = 1/v, x9 = u/v e substituindo em (3.2)),

temos

X(y)

1 1 1
[ (:2)0(2) or ()]
UinH+ v v v v v v

Em geral, X nao permanece limitado quando nos aproximamos de S'. Mas, se multi-

plicarmos o campo por um fator p(y) = yg_l, onde d é o grau do campo X, a extensao se

torna possivel. Entao,

1 Udfl

P ) = Ky = BT

onde z = (u,v). Assim pX nas coordenadas (u,v) é dado por

pX (u,v) = %2;1 (—““P (% %) e (% %> o (% %)) (3.3)
i (o (1)
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Logo, ¢ a expressao do campo em U; \ S'. Verifica-se, facilmente que se y €
U, N H_, obtém-se a mesma expressao.

Faremos algumas consideracoes a respeito do que foi visto. Inicialmente observamos
que os pontos do equador S! N U; sdo representados por v = 0 nas coordenadas ¢;. Por
outro lado, estes pontos correspondem ao infinito do plano Tp,S?.

Observe também, que é possivel fazer v = 0 na expressao (3.3)), resultando em

pX(U, 0) = (—U.Pd + Qda 0)7

onde Py e (04 sao os termos de maiores graus em P e (), respectivamente. Na expressao
de p.f((u, 0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto significa que o vetor
p.X (u,0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S?. Podemos concluir entao que
o equador S' N U, ¢ invariante pelo campo p.X.

1
Nao é dificil remover o fator W de 1} por uma parametrizacao do tempo.
z

Assim, a expressio para o campo p.X na carta local (U, ¢;) é dada por

1 1
eefpr(:2)0(3)]
v v
(3.4)
Podemos calcular analogamente, a expressao do campo p.X na carta (Us, ¢2) que serd

i = o [P (9,1) —uQ (9,1»

v v v v (35)
. d ul
v = v+1Q(U,U).

Finalmente a expressao do campo p.X na carta (Us, ¢3) & dada por

dada por

= P(u,v),
U= Q(u,v).

(3.6)

Observacio 3.1. As expressoes para p. X nas cartas (Vi,d1), (Va,1bs) e (Va,13) terdo,
respectivamente, as mesmas expressoes que (3.4)), (3.5) e (3.6) multiplicadas por (—1)471L.

Observe que o fator (—1)4"! desempenha um papel fundamental no estudo das estabilidades
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das singularidades em S'. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

infinito, basta olharmos as cartas (Uy, ¢1) e (Us, ¢2).

Proposicao 3.1. Seja X um campo polinomial em R* de grau d. Seja p : S* — R,
ply) = yi™t, e seja X o campo induzido em S* \ S' através de f+ e f~ como definido

acima. Entao p.X pode ser estendido a um campo analitico de S? com equador invariante.

Demonstra¢do. Vimos acima que as expressoes de p.X nas cartas (Uy, ¢1), (Vi,¥1), (Us, ¢2)
e (Va,1)9) sao dadas por e (8.5), respectivamente, onde podemos ainda multiplicar
pelo fator (—1)?~! quando for o caso. Vé-se que as expressoes e sao perfeita-
mente definidas para v = 0, isto é, no equador S! e, como tais expressoes sdo analiticas,
podemos estendé-las analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em e obtemos

respectivamente

pX (u,0) = (—uPy+ Qq,0) e pX(u,0) = (Py,0)
e concluimos que o equador serd invariante por X. O]

Definicao 3.3. O campo vetorial estendido na esfera S* pelas cartas locais (U, ¢y) e

(Vk, ¥), chama-se compactificagao de Poincaré de X e serd indicado por P(X).
Definicao 3.4. A projecao de H. US' em R? é chamada de disco de Poincaré.

Definic¢ao 3.5. Chamamos de pontos singulares (ou de equilibrio) finitos de X, os

pontos de equilibrio de P(X) em S\ S'.

Definig¢ao 3.6. Chamamos de pontos singulares (ou de equilibrio) infinitos de X,

0s pontos de equilibrio de P(X) em S'.

Vejamos alguns resultados para singularidades infinitas. Ja observamos que os pontos
de equilibrio infinitos sao da forma (u,0).

Podemos escrever as componentes P e () do campo X da seguinte forma

P($7y) :Pm(xvy)—’_—l_Pd(xvy) € Q(x7y> :Qm(xvy)+"'+Qd(l‘7y)u

sendo P; e (); polindmios homogéneos de grau j de P e (), com j =m,--- ,d com m > 0,

os polindmios homogéneos nao nulos de menor grau.
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Proposigao 3.2. Seja X = (P,Q) um campo vetorial polinomial em R?. As sequintes
afirmacoes sao verdadeiras.

a) (u,0) € S'N(U; U V) € um ponto singular infinito de P(X) se, e somente se,
Fi(u) = Qq(1,u) — uPy(1,u) = 0.

b) (u,0) € S'N (U UVy) € um ponto singular infinito de P(X) se, e somente se,
Fy(u) = Qq(u, 1) — uPy(u,1) = 0.

Prova da Proposicao [3.2}
Considere o campo P(X) na carta (U, ¢1). Da expressao dada em (3.4) temos que

lim v [—uP (% %) +Q (9, 1)} — Qu(1,u) — uPy(1, u).

v—0 v v
(=) Assumindo que (u,0) € S' N (U; UV;) é um ponto singular infinito de P(X), entao
—uPy(1,u) + Qq(1,u) = 0.
(<) Agora, assumimos que Fi(u) = 0, de (3.4) temos que

lim —v4t P (1, E) =0.

v—0 Vv

Logo, (u,0) é um ponto singular de S' N (U; U V;).
b) A prova para o caso (u,0) € S' N (U U V3) é analoga. |

Lema 3.1. A compactificacao de Poincaré do campo de vetores X (z,y) = (P(x,y), Q(z,y))
polinomial em R? tem pontos de equilibrio no infinito se existe um fator linear real ax + by
que divide o polinomio xQq(x,y) — yPy(z,y), onde Qq e Py sao as partes homogéneas de

grau d de ) e P, respectivamente, d € o grau do campo X.
Vejamos um exemplo.
Exemplo 3.1. Considere o sistema

= P(z,y) =z, (37)

Y= Q(x,y) =Y.
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Este sistema tem apenas um ponto singular finito, a origem, o qual é uma sela. Seja
X = (P(z,9),Q(x,y)) o campo de vetores associado ao sistema . Entao a expressao

de p. X para a carta local (Uy, ¢1) é dada por

(3.8)

Portanto, existe um unico ponto singular em Uy, a origem, que € um nd estdavel no infinito
e como o grau de X ¢ impar, a ortgem de Vi também € outro nd estdvel. Observe que,
neste caso, a curva instavel da sela do sistema lrga a origem com os pontos estdaveis
no infinito na dire¢cio y = 0. Ver Figura[3.5

Agora, a expressdo de p.j( para a carta local (Us, o) € dada por

o) (e )] -
v v v v

Assim, o unico ponto singular em Us, a origem, € um nd instdvel no infinito, o mesmo

(3.9)

€ valido para a origem de V5. Neste caso, a curva estdvel da sela do sistema liga a

origem com o0s pontos instdveis no infinito na diregao x = 0. O retrato de fase do sistema

no disco de Poincaré estd ilustrado na Figura .

Figura 3.3: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.7)).
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3.2 Indice topolégico

Chamamos de setor eliptico, setor parabodlico e setor hiperboélico um setor que é topolo-

gicamente equivalente ao setor mostrado na Figura (1), (2) e (3), respectivamente.

setor hiperbdlico

(1) (2 (3)

setor eliptico setor parabdlico

Figura 3.4: Setores de um ponto singular.

Dizemos que um campo vetorial tem a propriedade da decomposicao setorial finita em
um ponto singular p se p é um centro, foco ou um né, ou tem uma vizinhanca que con-
siste em uma uniao finita de setores parabolicos, setores hiperbolicos ou setores elipticos.
Observamos que todos os pontos singulares isolados de um sistema diferencial polinomial
satisfazem a propriedade de decomposicao setorial finita. Em alguns casos mais compli-
cados podemos ter um nimero infinito de setores, com um tnico ponto singular. Para
mais detalhes ver pagina 17 de [§].

O indice de um ponto singular pode ser facilmente calculado usando a férmula do
indice de Bendixson, que leva em conta os setores hiperboélicos e os setores elipticos de

um ponto singular.

Teorema 3.1 (Férmula do Indice de Bendixson). Seja p um ponto singular isolado,
tendo a propriedade de decomposicao setorial finita, de um campo vetorial X : U C R? —
R? de classe C*. Denote por e e h o nimero de setores elipticos e setores hiperbdlicos,
respectivamente, numa vizinhanca do ponto p. Entao, o indice de p é dado por

(e —h)
2

ind(p) = + 1.

Proposicao 3.3. Um ponto singular p do tipo centro nao possui setores hiperbolicos e

elipticos numa vizinhanca de p. Assim, pela Formula de Bendizson, ind(p) = 1.
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Teorema 3.2 (Poincaré-Hopf). Seja X um campo vetorial polinomial. Se a compacti-
ficacao de Poincaré na esfera tem uma quantidade finita de pontos de equilibrio, entao a

soma dos indices desses pontos € dois.

Teorema 3.3 (Formula de Euler). Considere f : R™ — R uma funcdo de classe C!,

homogénea de grau k > 0. Entao, X - Vf(X)=kf(X),VX € R™.

3.3 Condicoes suficientes para a CJR em R?- parte 1

Nesta se¢ao veremos o resultado principal do artigo [3] apresentado por F. Braun e J.

Llibre.

Teorema 3.4 (Braun, Llibre). Considere F = (f,g) : R* — R? uma aplicagdo polino-
mial com Jacobiano nao nulo em todo ponto. Suponha que grau(f) = grau(g) =m > 1.
Se o0s polindomios homogéneos de mais altos graus f,, e g, de f e de g, respectivamente,

nao tém fatores lineares reais comuns, entao F' € injetora.

Prova do teorema:

Essencialmente, a prova do teorema consiste em fazer uso do Teorema de Sabatini, ou
seja, mostraremos que nessas condicoes Hjs, tem um centro global na origem, logo F'
¢ um difeomorfismo global. Em particular, F' é injetora. Nas hipotese do Teorema de
Sabatini é exigido que F'(0,0) = (0,0), vamos mostrar a seguir que caso isso nao ocorra,
basta fazer uma translacao.

De fato, suponha que F(0,0) = (a,b) # (0,0) € R? com a, b € R. Defina, G = (g1, 92) :
R? — R?, dada por G(z,y) = F(z,y) — (a,b). E imediato que G é polinomial, G(0,0) =
(0,0), grau(g1) = grau(g2) = m, o Jacobiano de G ¢é igual ao de F, logo ¢ diferente de
zero para todo ponto do plano, e as partes homogéneas de maiores graus de f e g sao as
mesmas de g; e gs.

Note que F' é injetora se, e somente se, G é injetora.

De fato, se I é injetora entdo se (x1, 1) # (T2, y2), isso implica que F(z1,y1) # F(x2,y2),
assim temos que G(z1,y1) = F(z1,51) — (a,b) # F(22,42) — (a,b) = G(22, ).
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Agora se G é injetora entdo se (x1,y1) # (x2,y2) temos G(z1,y1) # G(x2,y). Assim,
F(z1,11) # F(x2,y2). De fato, suponha que F(x1,y1) = F(x2,y2), entdo G(xy1,y1) =
F(z1,y1) — (a,b) = F(x2,y2) — (a,b) = G(x2,y2), 0 que é uma contradi¢do. Entdo, sem
perda de generalidade, podemos assumir que F'(0,0) = (0,0).

As componentes do campo de vetores Hyy,. = (P, Q) sdo

P(zr,y) = —aa]\ZF = —f(@,y) fy(x,y) — g(x,y)g, (7, ).
Q(r,y) = aé\f = f(z,y) fo(®,y) + 9(7,9)g2(7, y).

Deste modo, denotando por n o méaximo grau de P e @), temos n < 2m — 1. Veremos, a
seguir, que £Q,, — yP, = m(f2 + g2,). Assim a parte homogénea de grau 2m — 1 de P ou

@ nao é zero, provando que n = 2m — 1. Ou seja, o grau(Hy, )= 2m — 1. Pois, caso

OMp@m) _ OMpem) 0
oy oy ’

entdao f2 + g2, = constante.

Vamos mostrar que o campo H)y, tem um centro global na origem, isso decorre das trés
afirmacoes a seguir.

Afirmacao 1. A compactificagao de Poincaré de H),,, nao tem pontos de equilibrio
infinito.

Pelo Lema [3.1} o campo de vetores H)y, tem pontos de equilibrio infinito se existir um
fator linear da forma ax + by que divide o polinomio z@,, — yP,. As funcoes a seguir estao

aplicadas em (z,y), omitiremos isso para facilitar a nota¢do. Assim, temos

ot = o) 2o (52)] ol (5) 0on (5)
= (@9) 3V (4 42
= %2m (fo + 92)
= m(fm+om)-
A terceira igualdade anterior decorre diretamente da Formula de Euler. Assim a compac-

tificacao de Poincaré de Hjs, nao tem pontos de equilibrio no infinito. Pois, se existisse
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um fator linear real ax + by que dividisse o polinomio xQ,,(z,y) — yP,(z,y), ele dividiria
também f2 + g2, o que implica que dividiria ambos f,, e ¢.,, 0 que por hipotese, nio
ocorre.

Afirmacao 2. H);, nao tem pontos de equilibrio finitos diferente da origem.

Sabemos que os pontos de equilibrio de Hyy, satisfazem P(z,y) = Q(z,y) = 0. Vimos
que isso é equivalente ao sistema . Como a matriz que define este sistema linear
tem determinante igual ao Jacobiano de F' no ponto (x,y), ele é diferente de zero, entao
nao podemos ter uma quantidade infinita de soluges para F'(z,y) = (0,0). Pelo, Lema
todos os pontos de equilibrios finitos de Hjs, sao os zeros de [, assim temos uma
quantidade finita deles. Pelo Teorema de Poincaré-Hopf, o somatério dos indices desses
pontos singulares na esfera é dois.

Sabemos que cada ponto de equilibrio de Hj;, corresponde a dois pontos de equilibrio na
esfera de Poincaré quando compactificado, um no hemisfério norte e outro no hemisfério
sul. Além disto, pelo Lema [2.2] os pontos de equilibrio de Hj;, sdo centros e, portanto,
correspondem a centros na esfera de Poincaré. Temos que a origem do campo Hy,, é um
ponto de equilibrio, pois estamos assumindo que F'(0,0) = (0,0). Este ponto induz dois
centros na esfera de Poincaré, (0,0,1) e (0,0,—1), cada um deles tem indice um, pela
Proposicao Portanto, o somatorio desses indices na esfera é dois. Se existisse outro
ponto de equilibrio de Hj,,. diferente da origem, o somatoério dos indices excederia a dois,
a menos que, existisse pontos de equilibrio em S' com indices negativos para compensar
a soma, o que nao ocorre devido a Afirmacao 1. Portanto, a origem de H),, é o Gnico
ponto de equilibrio finito.

Afirmacdo 3. O anel periodico da origem de Hy, é o R\ {(0,0)}.

Suponha que o anel periodico da origem de Hys, ndo ¢ o R?\ {(0,0)}. Assim, o anel pe-
riodico da origem de Hyy, nao é o S' quando consideramos a projegao da compactificagio
do campo H)y, sobre o disco de Poincaré.

Entao, considere a projecao da compactificacao do campo H),, sobre o disco de Poincaré.
Sabemos que nao existe ponto de equilibrio finito, exceto a origem, e nao existe ponto

singular no infinito. Considere I' como o bordo do anel periédico, seja a um ponto no
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exterior da regiao limitada por I', como na Figura[3.5] Analisaremos a 6rbita -,, passando
por a. Temos que 7, tem I como w-limite ou a-limite, pois caso contrario, contradizemos
o Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdes de equacbes diferenciais. Assim, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, temos que I' é uma Orbita fechada, uma vez que possui
apenas pontos regulares.

Considere uma se¢ao transversal X sobre I'. A transformacao de Poincaré quando restrita
a interseccao de X com pontos de I' e a pontos do interior da regiao limitada por I' é a
aplicagao identidade, uma vez que nestas regioes o bordo e pontos do interior do bordo
sao Orbitas periddicas. Veja Figura Como a transformacao de Poincaré X é analitica,
pois o campo ¢é polinomial, portanto analitico, veja Proposi¢ao 1.21 do livro [§], ela deve
ser a identidade também quando restrita a intersec¢ao > com pontos do exterior da regiao
limitada por I'. Isto nos leva a uma contradicao com a definicao de anel periddico, pois o
anel periodico da origem ¢ a maior (no sentido da inclusao) vizinhanca de (0,0) tal que o

interior da vizinhanga é preenchida por o6rbitas periddicas.

DISCO DE POINCARE

Figura 3.5: Tlustracao da prova da Afirmagao 3.

Vejamos a seguir uma aplicacao do Teorema |3.4]

Exemplo 3.2. Considere a sequinte classe de aplicagoes polinomiais F = (f,g) : R —
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R2, dada por
F(z,y) = (—y + 2" =y z+ 2" +47),

com k > 1 impar. O Jacobiano de F' é dado por
det(DF(x,y)) = 14+ k(2" + ") + 282" "1 >0, V(z,y) € R

Temos que o grau(f) = grau(g) = k. Os termos f, = 2* — y* e g = 2 + 9* nao tem
fatores lineares reais em comum. De fato, supondo que exista um fator da forma ax + by
nao nulo que divida ambos f, e gp. Entdo, ax + by divide fi, + gp = 22%, logo b = 0, e
divide também fi,— g, = —2y*, logo a = 0. Obtemosa =0 eb = 0, que é uma contradicao.
Assim, estamos nas hipdteses do Teorema 3.4 Portanto, F € injetora, como ela é poli-
nomial, F' é um difeomorfismo global. Consequentemente, podemos obter uma classe de
campo de vetores que tenham a origem como um centro global. Calculando a aplicacao
Mp : R? — R para o ezemplo dado, obtemos
2

2
x
Mp(z,y) = B} + xR gk % + ayh 4y 4yt

A partir desta funcao Mp obtemos o campo de vetores Hamiltoniano associado ¢ Mp, o
2
qual € uma classe de campos de vetores que possuem a origem como um centro global,

considerando sempre k > 1 impar. As componentes do campo H s, sao dadas por
P(a,y) =" —y = kay™"* — (1+ k)y* — 2ky™ 2,

Qx,y) =z + (1 + k)a® 4 2k 2% — g™y 4y~

Note que se k =1 temos um centro linear Hy,, = (—5y,5x), para k = 3 temos um centro

global na origem para o campo
Hu, = (2% = 3zy® — y(1 + 4y” + 6y*), @ + 42° + 62° — 32y + ¢°) .

Veja a Figura 3.6
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Figura 3.6: Retrato de fase global de H)y,..

Observacao 3.2. Note que a CJR no plano € verdadeira para a classe de aplicacoes
polinomiais F = (f,g) : R* = R? dada por F(z,y) = (—y +aF —yF x 2k + yk) , com

k> 1 impar.

O Teorema[3.4] fornece apenas uma condigao suficiente para a injetividade da aplicacao

F', mas nao uma condigao necessaria. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3. Considere a aplica¢io polinomial F = (f,g) : R* — R?, dada por:

3z +y)° 43z + )3
F(z,y) = (2x—y+%,3x—y+<4—5) :

Note que grau(f) = grau(g) = 3. Calculando o Jacobiano, obtemos

2(3z + y)?

3 ) >0, V(x,y) <R

det(DF(z,y)) =1+ (

Temos f3(x,y) = (3x+y)3/27 e gs(x,y) = 4(3x+y)3/45. Logo, nio estamos nas hipdteses
do Teorema[3.4) pois 3z +y € um fator linear real comum a fs(z,y) e g3(z,y).
Por outro lado, F' € injetora, pelo Teorema[1.]. Isso mostra que temos apenas uma condi-

cao suficiente para a injetividade da aplicacao F', mas ela ndo € uma condi¢cao necessdria.
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3.4 Condigoes suficientes para a CJR em R? parte 2

Nesta secdo veremos como, em 2016, F. Braun, J. Giné e J. Llibre, no artigo [2]

generalizaram o resultado obtido no Teorema [3.4] através do seguinte teorema.

Teorema 3.5 (Braun, Giné, Llibre). Considere F = (f,g) : R* — R? uma aplicagio
polinomial com Jacobiano nao nulo em todo ponto, F(0,0) = (0,0), e o campo de vetores
polinomial Hy = (P(z,y), Q(z,y)) = (—=(ffy +99y), [ o+ 99:). Suponha que os polino-
mios homogéneos de mais altos graus de P e ), respectivamente, nao tém fatores lineares

reais comuns. Entao, F' € injetora.

Vejamos primeiramente um exemplo de que nos da uma pista que o Teorema [3.5] é

mais geral que o Teorema (3.4

Exemplo 3.4. Considere a aplicacdo polinomial F = (f,g) : R* — R?, dada por
F(z,y) = (v +2° —y,2° +y).

E fdcil ver que o Jacobiano de F € dado por 1+6x2, que é maior ou igual a zero para todo
(z,y) € R?%. Além disso, o grau(f) = grau(g) =3, fs(x,y) = 2% e g3(x,y) = 23, Assim o
fator linear x é comum a ambos. Portanto, nao estamos nas hipéteses do Teorema [3.]).

Por outro lado, é facil ver que F'(0,0) = (0,0) e os termos P e () de Hyy, sdo dados por
P(z,y) =z -2y, Q(z,y)=1z—y+ 42°+ 62°.

O polinémio homogéneo de mais alto grau de P é x —2y e o polinémio homogéneo de mais
alto grau de Q é 62°, 0s quais nao possuem fator linear em comum. Portanto, estamos nas
hipdteses do Teorema [3.5 Logo, F € injetora, e como é polinomial, é um difeomorfismo
global.

Pelo Teorema de Sabatini, a origem do campo Hy, é um centro global.
HMF(‘T’y) = (Pv Q) = (J} —2y,x — y+4x3 +6$5) .

Veja a Figura [3.7]
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Figura 3.7: Retrato de fase global de H)y,..

Notemos que o campo Hy,. associado a aplicagao F' dada no Ezemplo tem pontos de

equilibrio infinitos, o que nao ocorria com as hipdteses do Teorema[3.4).

A seguinte proposi¢ao é uma demonstracao de que o Teorema [3.5] é de fato uma

generalizacao do Teorema [3.4

Proposicao 3.4. Considere F = (f,g) : R> — R? uma aplicagao polinomial com Jaco-
biano nao nulo em todo ponto, F(0,0) = (0,0) e Hy, = (P(x,y), Q(x,y)) = (—(ff, +
99y), ffz + 992). Suponha que o grau(f) = grau(g) =m > 1. Se os polindmios homogé-
neos de mais altos graus f,, e gn de f e de g, respectivamente, nao tém fatores lineares
reais comuns, entao os polindomios homogéneos de mais altos graus de P e de ) também

nao tém fatores lineares reais comuns.

Prova da Proposicao [3.4;

Para facilitar a notagdo denotaremos (P(z,y)), e (P(z,y)), para indicar as derivadas
parciais do polinémio P(x,y) com respeito a x e y, respectivamente. As func¢oes nessa de-
monstragao estao sempre aplicadas em (x, y), omitiremos isso para facilitar a compreensao
e a notagao.

Primeiramente, note que (f7 +gz,), # 0 e (f3, + g7,), # 0. De fato, suponha que (f7, +

g2): = 0, entao f2 e g2 sao fungoes apenas de y, assim temos que f,,(z,y) = a,y™ e
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gm(z,y) = byy™, 0 que implica que y é um fator comum de f,,(z,y) e gm(z,y), 0 que ndo
ocorre, por hipotese. De forma analoga provamos que (f2 + g2,), # 0.

Assim, os termos homogéneos de mais altos graus de Q e P sao, a menos de sinal, dados

(f% +g%) . <f% +g%)
2 ). 2 ),

respectivamente por

Temos,

2 D) 2 = fim(fm)e + Gm(gm)e = Qn #Z 0,

= fu(fm)y + 9m(gm)y = —Pn £ 0.

(ern‘FQgﬁL) _ 2fm(fm)y i 29m (g )y
2 y 2 2

Faremos a prova da proposicao pela contrapositiva. Suponha a existéncia de um fator
linear real da forma ax + by que divide os termos homogéneos de mais altos graus de @)
e P. Devemos mostrar que ax + by divide os polindémios f,, e g,,. Deste modo, ax + by
divide qualquer combinacao linear dos termos homogéneos de mais altos graus de () e P,

em particular divide zQ,, — yP,. Agora,

2 2

. (Qfm(fm)x —2F 29m(gm)x) Ly (2fm(fm)y -QF 2gm(9m)y>

= 2 (fi(f)z + In(gm)a) + ¥ (f(fim)y + Gim(Gm)y)
= (z,9)- %V (f2+g2)

— %2m (f2 +g2)

= m(f2+92).

2 2 2 2
x y

Com isso obtemos que, az + by divide m (f2 + ¢2,). Portanto, divide f,, e g,,. Ou seja, é

um fator linear em comum de f,, e de g,,, terminando a prova da proposicao. |

Para a prova do Teorema [3.5] precisaremos dos seguintes resultados.
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Definicao 3.7. Denote por G,,, o conjunto de todos os campos vetoriais polinomiais
X(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) com grau(P) = m e grau(Q) = n tal que os polindémios

homogéneos P, e Q, nao tém fatores lineares reais em comum.

Definigao 3.8. Seja F = (P, Q) : R? — R? um campo de vetores polinomial. Considere
Py € S' um ponto de equilibrio infinito na compactificacio de Poincaré do campo F.
Suponha que Py tem um setor hiperbolico. Dizemos que esse setor hiperbolico é degenerado
se as duas separatrizes estiao contidas em S'. Caso contrdrio, esse setor hiperbolico é

chamado nao degenerado.

Veja a Figura 3.8 a qual apresenta uma ilustracao da defini¢cao anterior.

setor hiperbdlico

separatriz

Figura 3.8: Ilustracao de um setor hiperboélico e dois setores hiperboélicos degenerados,

nos quais as duas separatrizes estao contidas em S!.

O proximo resultado é devido a Cima, Gasull e Manosas, sua prova pode ser encontrada

em [7].

Teorema 3.6. Seja M : R? — R uma aplicacao polinomial. Seja ¢ um ponto de equilibrio

infinito do campo vetorial polinomial Hamiltoniano Hy; - R? — R?, tal que

i = (=G o). G o)) = (M ),

dy

com grau(M,) =m e grau(M,) = n. As sequintes afirmagoes sao vdlidas.

1. Sem=mn e Hy € Gy, entao q € um nd e, portanto, ind(q) = 1.
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2. Se q tem algum setor hiperbdlico nao degenerado h, entao Hyr & Gy -

3. Sem >n e Hy € Gy, p, entao

(a) Se m € par, entdo q € um nd e, portanto, ind(q) = 1.

(b) Se m € impar e n € par, entdo q tem um setor hiperbolico degenerado e um

setor eliptico, e, portanto ind(q) = 1.

(c) Se m e n sao impares, entdo q tem dois setores hiperbdlicos degenerados e

portanto ind(q) = 0, ou q tem dois setores elipticos e, portanto ind(q) = 2.

Do Teorema [3.6| segue, o seguinte corolario.

Corolario 3.1. Seja ¢ um ponto de equilibrio infinito do campo vetorial Hamiltoniano
polinomial Hy = (—M,, M) tal que grau(M,) = m e grau(M,) = n. Se Hy € Gpp,
entdo o ind(q) € maior ou igual a zero, e quando € zero o ponto de equilibrio q na esfera

de Poincaré é formado por dois setores hiperbdlicos degenerados.

Enfim, segue a demonstracao do Teorema |3.5
Prova do Teorema [3.5k
Por hipotese, o campo de vetores Hyy,, = (P,Q) ¢ Hamiltoniano tal que os polinomios
homogéneos de mais altos graus de P e () nao tém fatores lineares reais em comum.
Sem perda de generalidade, denotando por grau(P) = m e grau(Q) = n, segue que
Hyr € G-
A prova do Teorema [3.5|consiste em demonstrar que a origem é um centro global do campo
H)yy,., assim, pelo Teorema de Sabatini, ' ¢ um difeomorfismo global, em particular, é
injetora, terminando a demonstragao.
Entao, mostremos que a origem do campo Hj, ¢ um centro global, isso decorre das trés
afirmacoes a seguir.
Afirmacao 1. A origem do campo de vetores H);, é o tinico ponto de equilibrio finito.
Precisamos garantir que o campo H),, quando compactificado possui uma quantidade fi-
nita de pontos de equilibrio na esfera de Poincaré, para utilizarmos o Teorema de Poincaré-

Hopf.
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A justificativa que garante que H),, tem uma quantidade finita de pontos de equilibrio
finito é a mesma utilizada na Afirmacao 2 da prova do Teorema [3.4, Os pontos de
equilibrio infinito de H)y,., se existirem, sao isolados. De fato, denote por d = max{m,n},

entao
xQd($7 y) - de(Iv y) 7_é 0.

Temos que P,, e (J,, nao sao identicamente nulos.

Se m > n, entao xQqy — yPy = —yP,, Z 0. Se n > m, entao xQ, — yPy = ©Q,, Z 0.
Agora, se m = n, suponha xQq(x,y) — yPy(x,y) = Q. — yP, = 0, assim existe um
polinémio R,,(x,y) de grau m — 1 tal que P,, = zR,, e Q,, = yR,,, 0 que contradiz o fato
dos polindmios homogéneos de mais altos graus de P e () nao possuirem fatores em comum.
Portanto, a compactificagao do campo H)y, tem um nimero finito de pontos de equilibrio
na esfera. Logo, estamos nas hipdteses do Teorema de Poincaré-Hopf. A origem (0,0) do
campo My, ¢ um centro, assim ele induz dois centros na esfera de Poincaré. Logo a soma
desses indices na esfera é dois. Se existisse outro ponto de equilibrio de Hj,, diferente
da origem, o somatoério dos indices excederia a dois, a menos que, existisse pontos de
equilibrio em S! com indices negativos para compensar a soma, o que nao ocorre devido
ao Corolario Portanto, a origem de H),, é o tnico ponto de equilibrio finito.
Afirmacao 2. Se existir um ponto de equilibrio infinito de H);,. ele é formado por dois
setores hiperbdlicos degenerados.

Como Hy,, € Gy, segue do Corolario que se ¢ ¢ um ponto de equilibrio infinito da
compactificacao de Hyy,, entao o indice topologico de ¢ é maior ou igual a zero. Como
a soma dos indices na esfera ja é dois, se existir pontos de equilibrio infinitos, esses
pontos terao indice zero, e pelo Corolério [3.1] serao formado por dois setores hiperbdlicos
degenerados.

Afirmacao 3. O anel periddico da origem de Hj;, é o plano todo exceto a origem.

A prova dessa afirmacao é idéntica a da Afirmacao 3 feita na demonstracao do Teorema

por isso nao faremos novamente. |

Vejamos um exemplo de aplicagao do Teorema |3.5
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Exemplo 3.5. Considere a aplicacdo polinomial F = (f,g) : R> — R?, dada por

F(z,y) = (@x—i—y) :

O Jacobiano de F € dado por 1+ 22 > 0, para todo ponto (z,y) € R% As componentes do

campo Hys, sao dadas por

43 2P

Note que, 2°/3 e x + y ndo tém fatores lineares reais em comum. Portanto, pelo Teo-
rema (3.5, F € injetora, como F é polinomial, € um difeomorfismo global. Portanto, pelo

Teorema de Sabatini, a origem do campo Hyr, € um centro global.

Vejamos no exemplo a seguir que o Teorema também fornece apenas condicoes

suficientes, mas nao necessarias.
Exemplo 3.6. Considere a aplicacdo polinomial F = (f,g) : R> — R?, dada por
F(z,y) = (z+2° +y°,y).

O Jacobiano de F ¢ dado por 1+ 322 > 0, para todo (x,y) € R

As componentes do campo Hyy, sao dadas por
P(r,y) = —(y +32y° +3y°(z° +¢°)) e Qla,y) = +42® +y° +32°(2” +¢°).

Sabemos que, 3+ y> = (v + y)(2* — xy + y?), assim, os termos de mais alto grau de P
e Q possuem o fator linear x +y em comum. Portanto, nao estamos nas hipdteses do

Teorema (3.5 Porém, F € injetora. Basta utilizar o Teorema[1.7]

Veremos no proximo capitulo que qualquer sistema diferencial polinomial de grau par

nao tem centro global.



Capitulo 4

Um sistema diferencial polinomial de

grau par nao tem centro global

Finalizamos esta dissertacao apresentando o resultado do artigo [I7]. Nele C. Valls e
J. Llibre demonstraram que um campo de vetores polinomial no plano de grau par nao
possui centro global. As técnicas aplicadas nesse artigo sao muito parecidas com as ja
utilizadas nos capitulos anteriores dessa dissertagao.

Considere X (z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) um campo de vetores polinomial planar de grau

d e o sistema diferencial polinomial associado ao campo X

Y =Q(z,y).

O principal resultado obtido no artigo [17] é o seguinte.
Teorema 4.1. O sistema diferencial polinomial com d par nao tem centro global.

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 4.1} apresentamos duas proposicoes que nos
auxiliarao na prova desse teorema. A primeira dessas proposicoes é uma simples carac-
terizacao de centro global quando a compactificacao de Poincaré nao possui o infinito
formado somente por pontos singulares. A segunda envolve um resultado sobre a matriz

Jacobiana de um ponto singular em S' que possui dois setores hiperbolicos degenerados.

57
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Proposicao 4.1. Um campo vetorial polinomial X (z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) sem ter o
infinito formado somente de pontos singulares, tem um centro global se, e somente se,
tem um unico ponto singular finito que € um centro e todos os pontos singulares infinitos
na esfera de Poincaré, se existirem, devem ser formados por dois setores hiperbdlicos

degenerados.

Proposicao 4.2. Um ponto singular infinito q formado por dois setores hiperbolicos de-

generados tem a matriz Jacobiana no ponto q identicamente nula.

Prova da Proposigao (4.2}

A prova dessa proposicao segue da observacao que todos os retratos de fase locais de
pontos singulares hiperbodlicos, semi-hiperboélicos e nilpotentes estao completamente en-
tendidos, veja os Capitulos 2, 3 e os Teoremas 2.5, 2.19 e 3.5 do livro [§]. Como nenhum
desses retratos tem um ponto singular formado por dois setores hiperbdlicos degenerados,

concluimos que a matriz Jacobiana é nula. |

4.1 Prova do Teorema (4.1

Antes de iniciar a prova do teorema fixamos a seguinte notacao.
Definicao 4.1. Gy(z,y) = yPy(z,y) — 2Qq(z,y), Gq € um polinémio nas varidveis x e y.

Prova do Teorema [4.1k
Sabemos, pela Proposicao que os pontos singulares infinitos do sistema (4.1]) corres-
pondem aos fatores lineares que dividem Gg4(x,y). Separamos a prova do Teorema em

duas partes tratando dos casos em que G4 Z 0 e Gy = 0.

Caso 1: Primeiro vamos tratar do caso em que G4 nao ¢ o polinémio identicamente nulo.
Faremos a prova por contradigdo. Assuma que o sistema (4.1) com grau par tem um
centro global e Gy(x,y) # 0. Sabemos que todo polindmio homogéneo de grau d pode ser

fatorado como
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1 T2
H(aix + biy)h H(aka + Bexy + 1y?)E,
i=1 k=0

onde [; > 0 para todo i = 1,....r, jx > 0 e 82 —dagpy, < 0 para k = 0,...,75 ¢
S+ Y 2 = d

Como Gy(z,y) # 0, temos que o infinito nao é formado somente por pontos singulares.
Assim, por uma rotacao de coordenada em relacao a origem podemos assumir que todos os

pontos de equilibrio no infinito estao nas cartas U; U Vj. Introduzimos a seguinte notagao

Gd,k(l',y) = defk(%y) - xQdfk(may% k= Oa 17 s >d'

Escrevendo o sistema (4.1)) na carta Uy, obtemos

u' = —Gq(1,u) + vGa_1(1,u) + -+ +v¥71Go(1,u),

(4.2)
v = —vPy(1,u) — 2Py (1,u) — - — v Py(1,u).

Considere (@,0) um ponto singular na carta Uy, o qual existe pois G4 Z 0 tem grau d+ 1
impar. Logo, G4(1,%) = 0. A matriz Jacobiana associada ao sistema e aplicada no
ponto (u,0) é dada por
—%(1,@ Ga-1(1,7)
0 —Py(1,7)
Como estamos assumindo que temos um centro global, pela Proposicao [4.1, o ponto
(@, 0) deve ser formado por dois setores hiperbdlicos degenerados e, pela Proposigao
a matriz Jacobiana no ponto deve ser linearmente nula. Dito isto, temos que G4(1,%) =0
e 0G4(1,w)/0u = 0, o que implica que o ponto (@, 0) deve ter multiplicidade dois como

um zero do polinémio G4(1,u). Isso implica que Gy tem um fator linear real, com pelo

menos multiplicidade dois e, assim, podemos reescrever G4 da seguinte forma

T1 72
Ga = [ [(asx + i) [ [(ana® + By + ey, (4.3)
i=1 k=0
onde [; > 2 para todo i = 1,-+-,ry, jr > 0 e 7 — 4oy, < 0 para k = 0,--- ,ry €

Yol L+ 02k =d+ 1
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Como o grau de G4 é impar, existe pelo menos um i € {1,...,71} tal que [; é impar. Pois,
caso contrario, G teria grau par. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que tal

l; ocorre para i = 1, assim devemos ter [, impar e [; > 3. Entao

Ga(z,y) = (ayz + biy)" H(aix + biy)" H(Ozkl'Q + Bexy + 1y *. (4.4)
=2 k=0

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que b; # 0, caso contrario fazemos uma
rotacdo em relacao a origem. Na carta Uy o polindmio homogéneo Gy(z,y) dado em (|4.4)

Se escreve como

T1 T2

Ga(1,u) = (ay + byu)" [ [(ai + bw) T [ + Bew + yu)™.
=2 k=0

Introduzindo uma nova variavel, a; + bju = U em G4(1,u), obtemos que

U—
G (1552 ) vt (45)
1
onde l ,
= abl — b-al Lo Oékb2 — Bkalbl + ’Yk;(l2 Tk
I = - : : 0
[1(*5) TI( i ) #o
i=2 k=0
pois U = 0 tem exatamente multiplicidade [, e - -- representa os termos de ordens supe-

riores na variavel U.
Considerando as novas variaveis (U,v = V), segue de (4.2)) e (4.5) que o sistema na carta

local U; restrito a V' = 0 pode ser escrito como
U'lyeo = —(UMT + ), V' |y—o = 0.

Temos que o eixo U ¢é invariante. Lembrando que [; é impar, assim no semi-eixo positivo
{U > 0,V = 0} numa vizinhanca de (U,V) = (0,0) as 6rbitas fluem no sentido oposto
a orbita no semi-eixo negativo {U < 0,V = 0}. Veja a Figura . Assim o ponto
(U,V) = (0,0) ndo pode ser formado por dois setores hiperbolicos degenerados. Isso

contradiz a nossa suposi¢io que o sistema (4.1]) tem um centro global.
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Figura 4.1: Fluxo das 6rbitas numa vizinhanca de (U, V) = (0, 0).

Caso 2: Considere que Gy4(x,y) é o polinémio identicamente nulo.

Faremos essa parte da prova por contradicao novamente. Assuma que o sistema tem
um centro global e G4(z,y) = 0.

Como Gg4(x,y) = 0 temos que equador da esfera de Poincaré é formado somente por
pontos singulares. Desde que Gy(x,y) = 0 temos yPy(z,y) = xQq(x,y), assim existe um

polinémio Ry(z,y) de grau d — 1 impar tal que

Fa(w,y) = xRa(r,y) e Qalz,y) = yRa(z,y).
Escrevendo o sistema (4.1) na carta Uy, obtemos

u' = vGq 1 (1,u) + -+ v Go(1,u),

(4.6)
v = —vRy(1,u) — v*Py_1(1,u) — -+ — v Py(1,u).

Como ja sabfamos a curva no infinito v = 0 é formada por pontos singulares. Fazendo
uma reparametrizacao na variavel temporal da forma ds = vdt, obtemos que o sistema

(4.6) na nova variavel temporal ¢ dado por

’LL/ = Gd_l(l, u) + UGd_Q(l, u) + -+ Ud_ZG()(l, u),

(4.7)
v = —Rg(1,u) —vPy 1 (1,u) — - — v By(1,u).

Note que a reparametrizacao na variavel temporal nao altera o retrato de fase do sistema
, isto é, o sistema possui o mesmo retrato de fase do sistema . A reparame-
trizacao na variavel temporal faz com que as orbitas sejam percorridas com velocidades
diferentes, podendo inverter o sentido das 6rbitas, no caso anterior, inverter o sentido das

orbitas para v < 0.
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Como Ry(x,y) é um polinémio de grau d — 1, temos que Ry(1,u) # 0. Assim, existe u
tal que Ry(1,w) # 0. Em outras palavras, temos que o ponto (@,0) é um ponto regular
do sistema (4.7]).

Por outro lado, temos que
V)pmo = —Ra(L,u) #0 e V'|peou—m = —Ra(1l,7) #£0,

tal ponto que é um ponto singular do sistema (4.7)) é o a-limite ou o w-limite de alguma
Orbita do sistema (4.6]). Isso contradiz novamente a nossa suposi¢ao que o sistema (4. 1)

tem um centro global. |



Conclusoes

Apresentamos, neste trabalho, uma maneira de abordar a Conjectura Jacobiana Real no
plano através da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias, utilizando o
Teorema de Sabatini. Posteriormente, apresentamos maneiras de encontrar classes de
aplicacoes nas hipoteses da CJR no plano que tornem essa conjectura verdadeira. Dentre
esses resultados destacamos principalmente os trabalhos de F. Braun, J. Giné e J. Llibre.
Finalizamos esse trabalho mostrando que um sistema diferencial polinomial de grau par

nao tem centro global, esse resultado foi apresentado por C. Valls e J. Llibre.
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