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Resumo

A Conjectura Jacobiana Real no plano, diz que uma aplicação polinomial do plano no

plano com Jacobiano não nulo é injetora. Sabemos que essa conjectura é falsa em geral.

Mas, é de grande interesse encontrar classes de aplicações que satisfaçam as hipóteses e

tornem essa conjectura verdadeira. Neste trabalho, apresentamos uma maneira de abordar

esse problema utilizando a Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais. Mais especi�ca-

mente, veremos a conexão entre a Conjectura Jacobiana Real no plano e a existência de

um centro global de um campo de vetores Hamiltoniano.

Palavras�chave: Conjectura Jacobiana, Centro Global, Compacti�cação de Poincaré,

Injetividade Global, Campo Hamiltoniano.
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Abstract

The Real Jacobian Conjecture in the plane says that a polynomial map of the plane

in the plane with non-zero Jacobian is one-to-one. We know that this conjecture is false

in general. But, it is of great interest to �nd classes of maps satisfying the hypotheses

in which the conjecture is true. In this work, we present a way to study this problem

using the qualitative theory of di�erential equations. More speci�cally, we will see the

connection between the Real Jacobian Conjecture in the plane and the existence of a

global center of a Hamiltonian vector �eld.

Keywords: Jacobian Conjecture, Global Center, Poincaré Compacti�cation, Global In-

jectivity, Hamiltonian Field.

iii



Sumário

Agradecimentos i

Resumo ii

Abstract iii

Índice iv

Lista de Figuras vi

Introdução 1

1 Conjecturas Jacobianas 5

1.1 Injetividade global e as Conjecturas Jacobianas . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Respostas às Conjecturas Jacobianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2 Conexão entre injetividade global e centro global em R2 14

2.1 Centro Global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Teorema de Sabatini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Generalização do Teorema de Sabatini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Condições para que a Conjectura Jacobiana Real em R2 seja verdadeira 34

3.1 A Compacti�cação de Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Índice topológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Condições su�cientes para a CJR em R2- parte 1 . . . . . . . . . . . . . . 44

iv



v

3.4 Condições su�cientes para a CJR em R2- parte 2 . . . . . . . . . . . . . . 50

4 Um sistema diferencial polinomial de grau par não tem centro global 57

4.1 Prova do Teorema 4.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Conclusões 63

Referências Bibliográ�cas 64



Lista de Figuras

2.1 Centro linear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Centro não global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Parabolóide em R3, dado por MF (x, y). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Na �gura a esquerda temos o retrato de fase do campo HMF
e na �gura da

direita, temos as curvas de nível de MF juntamente com seu grá�co. . . . . 20

2.5 0 < h ∈MF (U) se, e somente se, Sh ∩ F (U) 6= ∅. . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.6 Ilustração do anel A cujo bordo é Γ1 ∪ Γ2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.7 F é injetora em órbitas Γh distintas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.8 Ilustração para a prova da a�rmação 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.9 Ilustração da prova do Corolário 2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.10 Retrato de fase do campo HMF
juntamente com o anel periódico, à es-

querda. À direita, grá�co da função MF dada no Exemplo 2.4. . . . . . . . 31

2.11 Retrato de fase perto da origem deHMF
. As curvas destacadas representam

o bordo do anel periódico, à esquerda. À direita, temos o grá�co da função

MF dada no Exemplo 2.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1 Projeção central. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Cartas locais sobre a esfera de Poincaré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.7). . . . . . . . . . . . . 42

3.4 Setores de um ponto singular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.5 Ilustração da prova da A�rmação 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.6 Retrato de fase global de HMF
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.7 Retrato de fase global de HMF
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

vi



vii

3.8 Ilustração de um setor hiperbólico e dois setores hiperbólicos degenerados,

nos quais as duas separatrizes estão contidas em S1. . . . . . . . . . . . . . 53

4.1 Fluxo das órbitas numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0). . . . . . . . . . . . . 61



Introdução

A Conjectura Jacobiana Real (CJR) no plano, diz que uma aplicação polinomial do

plano no plano com Jacobiano não nulo é injetora. Sabemos que o Teorema da Função

Inversa garante que tal aplicação é localmente injetiva em cada um dos pontos do seu

domínio. Mas, não podemos garantir que ela seja globalmente injetiva. Essa conjectura

tem sido objeto de estudo para muitos matemáticos. Em 1994, no artigo [12], Sergey

Pinchuk exibiu uma aplicação polinomial satisfazendo as hipóteses da conjectura mas que

não é injetora. Ou seja, a conjectura é falsa em geral. Mesmo assim, é de grande inte-

resse encontrar classes de aplicações que satisfaçam as hipóteses e tornem essa conjectura

verdadeira.

Neste trabalho, apresentamos uma maneira de abordar esse problema utilizando a

Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais. Mais especi�camente, veremos a conexão

entre a CJR no plano e a existência de um centro global de um campo de vetores Hamil-

toniano. Essa conexão, foi apresentada em 1998, no artigo [15], por M. Sabatini. A ideia

básica é a seguinte.

Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial com F (0, 0) = (0, 0). De�na

a função MF : R2 → R por

MF (x, y) =
‖F (x, y)‖2

2
=

(f(x, y))2 + (g(x, y))2

2
.

A partir desta função MF de�na o campo de vetores Hamiltoniano associado à MF , ou

seja, HMF
: R2 → R2 dado por

HMF
(x, y) =

(
−∂MF (x, y)

∂y
,
∂MF (x, y)

∂x

)
.

1
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Teorema 0.1 (Teorema de Sabatini). Considere F : R2 → R2 uma aplicação polino-

mial com F (0, 0) = (0, 0) e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto (x, y) ∈ R2.

As seguintes duas a�rmações são equivalentes:

1. A origem é um centro global de HMF
.

2. F é um difeomor�smo global.

Em outras palavras, nas hipóteses da CJR em R2, construímos o campo de vetores

Hamiltoniano HMF
. Se esse campo possuir a origem como um centro global, então a

aplicação F é um difeomor�smo global, em particular é globalmente injetora. Assim,

temos uma nova maneira de abordar o problema; devemos procurar classes especí�cas de

aplicações polinomiais, F : R2 → R2, que satisfaçam as hipóteses da conjectura, tal que

o campo de vetores HMF
tenha a origem como um centro global. Foi isso que �zeram F.

Braun e J. Llibre, em 2015, no artigo [3], através do seguinte teorema.

Teorema 0.2 (Braun, Llibre). Considere F = (f, g) : R2 → R2 polinomial com Jacobi-

ano não nulo em todo ponto. Suponha que grau(f) = grau(g) = m > 1. Se os polinômios

homogêneos de mais altos graus fm e gm de f e de g, respectivamente, não têm fatores

lineares reais comuns, então F é injetora.

O Teorema 0.2 dá uma condição su�ciente, mas não necessária, para a injetividade

global do campo de vetores F . Essencialmente, a prova do Teorema 0.2, consiste em

mostrar que, nessas condições, HMF
tem um centro global na origem e, pelo Teorema

de Sabatini, segue que F é um difeomor�smo global. Portanto, F é injetora. Todas as

classes de aplicações F = (f, g) : R2 → R2 nas hipóteses do Teorema 0.2, satisfazem

a�rmativamente a CJR em R2.

Em 2016, F.Braun, J.Giné e J. Llibre, no artigo [2] generalizaram o resultado obtido

no Teorema 0.2.

Teorema 0.3 (Braun, Giné, Llibre). Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação

polinomial com Jacobiano não nulo em todo ponto e tal que F (0, 0) = (0, 0), e o campo de

vetores polinomial HMF
= (P (x, y), Q(x, y)). Suponha que os polinômios homogêneos de

mais altos graus de P e de Q não têm fatores lineares reais comuns. Então, F é injetora.
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Novamente, o Teorema 0.3 fornece apenas uma condição su�ciente, mas não necessária,

para a injetividade global do campo de vetores F . A prova do Teorema 0.3 também

consiste em mostrar que nas hipóteses dadas, o campo de vetores HMF
tem um centro

global na origem, pelo Teorema de Sabatini, F é um difeomor�smo global, assim F é

injetora.

Ao longo desta dissertação mostraremos também que o Teorema 0.3 é mais geral do

Teorema 0.2, isto é, há situações em que não podemos utilizar o Teorema 0.2, mas pode-

mos utilizar o Teorema 0.3. Nas hipóteses dos teoremas, F é uma aplicação polinomial,

assim o campo de vetores HMF
também é polinomial, logo, podemos aplicar a compacti-

�cação de Poincaré sobre esse campo e analisar os pontos de equilíbrio no in�nito. Nas

hipóteses do Teorema 0.2, o campo de vetores HMF
, quando compacti�cado, não possui

pontos de equilíbrio no in�nito. Já nas hipóteses do Teorema 0.3, o campo HMF
quando

compacti�cado pode ter pontos de equilíbrio no in�nito.

Em 2017, no resultado principal de [4], F. Braun e J. Llibre, obtiveram uma gene-

ralização do Teorema de Sabatini. As hipóteses do teorema a seguir, não exigem que a

aplicação F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 seja polinomial e nem que esteja de�nida sobre o

plano todo, basta um aberto U subconjunto do plano.

Teorema 0.4 (Braun, Llibre). Considere F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de

classe C2, com F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U , e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto

de U . O ponto de equilíbrio Z0 é um centro global de HMF
se, e somente se, F é injetora

e F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), δ > 0.

No mesmo artigo, F. Braun e J. Llibre, apresentam uma maneira de encontrar o anel

periódico do centro Z0 de HMF
. Neste caso, se Z0 for um centro global de HMF

, seu anel

periódico será o subconjunto U \ {Z0}.

Finalizamos esta dissertação apresentando o resultado principal do artigo [17], no qual

C. Valls e J. Llibre, demonstraram o seguinte teorema.

Teorema 0.5 (Llibre, Valls). Um sistema diferencial polinomial no plano de grau par

não tem centro global.
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A ideia é basicamente calcular a compacti�cação de Poincaré do sistema diferencial

polinomial e veri�car que os pontos de equilíbrio em S1 não possuem setores hiperbólicos

degenerados. Em toda esta dissertação, estamos considerando conhecidos alguns con-

ceitos e resultados básicos da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias.

Excelentes referências para esses conceitos e resultados são [8] e [16]. Finalmente, nesta

dissertação utilizamos alguns softwares para geração de �guras tais como, Mathematica,

Geogebra, Inkscape e P4.

Esta dissertação está estruturada da seguinte maneira:

• Capítulo 1, apresentamos as Conjecturas Jacobianas e algumas respostas encontra-

das na literatura.

• Capítulo 2, apresentamos a demonstração do Teorema de Sabatini, do Teorema 0.4

e alguns exemplos.

• Capítulo 3, apresentamos alguns conceitos preliminares, a demonstração do Teorema

0.2, e do Teorema 0.3. Mostramos que o Teorema 0.3 generaliza o Teorema 0.2 e

daremos alguns exemplos.

• Capítulo 4, apresentamos a demonstração do Teorema 0.5.



Capítulo 1

Conjecturas Jacobianas

Neste capítulo apresentaremos as Conjecturas Jacobianas e algumas respostas encon-

tradas na literatura. Daremos enfoque na Conjectura Jacobiana Real em R2, que é nosso

principal interesse.

1.1 Injetividade global e as Conjecturas Jacobianas

Um problema bastante abordado em matemática é, dada uma aplicação, em que

condições ela admite uma inversa? Se admite, essa inversa é global? Sabemos que a

de�nição de aplicação exige que cada ponto do domínio esteja associado a um único ponto

na imagem, assim a injetividade da aplicação garante que possamos calcular a inversa.

Para existir uma inversa global temos que garantir a injetividade global.

Mas, o problema assim colocado é muito geral e difícil. Deste modo, para tentar res-

ponder essa questão, utilizam-se estruturas da Análise. É usual trabalhar com condições

relacionadas ao Jacobiano da função ou aplicação. Temos as seguintes de�nições.

De�nição 1.1 (Matriz Jacobiana). Seja F : Rn → Rm uma aplicação, com domínio

e imagem no espaço euclidiano n e m dimensionais, respectivamente. Tal aplicação é

de�nida por um vetor de m componentes, sendo cada componente uma aplicação Fi :

Rn → R. As derivadas parciais dessas funções em um dado ponto x0 do domínio podem

ser organizadas numa matriz m× n, que é denominada matriz Jacobiana da aplicação F

5
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no ponto x0. Ao longo da dissertação denotaremos a matriz Jacobiana da aplicação F no

ponto x0 por DF (x0).

DF (x0) =


∂F1

∂x1
(x0)

∂F1

∂x2
(x0) . . .

∂F1

∂xn
(x0)

...
...

...
∂Fm

∂x1
(x0)

∂Fm

∂x2
(x0) . . .

∂Fm

∂xn
(x0)

 .

De�nição 1.2 (Jacobiano). Seja F : Rn → Rn uma aplicação de classe C1. Chamamos

de Jacobiano o determinante da matriz Jacobiana da aplicação no ponto x0.

det(DF (x0)) = det


∂F1

∂x1
(x0)

∂F1

∂x2
(x0) . . .

∂F1

∂xn
(x0)

...
...

...
∂Fn

∂x1
(x0)

∂Fn

∂x2
(x0) . . .

∂Fn

∂xn
(x0)

 .
Por exemplo, supondo que a aplicação tem Jacobiano não nulo em cada ponto, o que

pode ser dito em relação à injetividade?

Neste contexto, a passagem do pontual para o local é dada pelo Teorema da Função

Inversa, isto é, se uma aplicação F possui Jacobiano não nulo num ponto, então a inje-

tividade é garantida pelo menos numa vizinhança U desse ponto. Uma demonstração do

Teorema 1.1 pode ser encontrada na página 239 do livro [14].

Teorema 1.1 (Teorema da Função Inversa). Considere F : Rn → Rn de classe Ck,

k ≥ 1, e x0 ∈ Rn. Suponha que a transformação linear

DF (x0) : Rn → Rn

seja um isomor�smo. Então, existem vizinhanças U0 e V0 de x0 e de F (x0), respectiva-

mente, tais que F |U0 : U0 → V0 é um difeomor�smo de classe Ck.

Porém, sabemos que a condição anterior não é su�ciente para garantir injetividade

global. Considere o seguinte exemplo.



7

Exemplo 1.1. Seja F : R2 → R2 a aplicação de�nida por

F (x, y) = (excos(y), exsen(y)).

Calculando o Jacobiano temos

det

 excos(y) −exsen(y)

exsen(y) excos(y)

 = e2xcos2(y) + e2xsen2(y) = e2x > 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Segue do Teorema 1.1 que a função F é localmente injetora, mas não é globalmente

injetora. De fato, tome (0, 0) 6= (0, 2π) e note que F (0, 0) = (1, 0) = F (0, 2π).

A partir dos comentários anteriores, podemos formular a seguinte pergunta: quais são

os mecanismos que in�uenciam a passagem da invertibilidade local para a invertibilidade

global? No caso de aplicações polinomiais de�nidas em Cn, Ott-Heinrich Keller introduziu

em 1939, no artigo [11], a Conjectura Jacobiana.

Conjectura 1.1 (Conjectura Jacobiana). Considere F : Cn → Cn uma aplicação

polinomial com Jacobiano constante não nulo. Então, F é invertível e a sua inversa é

uma aplicação polinomial.

No espaço Rn esta conjectura é enunciada da seguinte maneira.

Conjectura 1.2 (Conjectura Jacobiana em Rn (CJ)). Seja F : Rn → Rn uma

aplicação polinomial com Jacobiano constante não nulo. Então, F é invertível e a sua

inversa é uma aplicação polinomial.

Se for exigido apenas que o Jacobiano seja não nulo, mas não necessariamente cons-

tante, na Conjectura Jacobiana Real temos o seguinte.

Conjectura 1.3 (Conjectura Jacobiana Real (CJR)). Seja F : Rn → Rn uma

aplicação polinomial com Jacobiano não nulo em todo ponto. Então, F é invertível.

Nessa dissertação, o foco principal é a Conjectura Jacobiana Real em R2, enunciada

a seguir.

Conjectura 1.4 (Conjectura Jacobiana Real (CJR) no plano). Seja F : R2 → R2

uma aplicação polinomial com Jacobiano não nulo em todo ponto. Então, F é invertível.
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As Conjecturas Jacobianas são consideradas como um dos principais problemas ma-

temáticos do século XX e XXI. Desde que a Conjectura Jacobiana foi introduzida por

Ott-Heinrich Keller, em 1939, muitos matemáticos têm se interessado por ela. Como

veremos na próxima seção, há algumas respostas encontradas na literatura.

1.2 Respostas às Conjecturas Jacobianas

Temos que se uma aplicação polinomial é injetora, então ela é sobrejetora. Isto é,

basta garantir injetividade de uma aplicação e a sobrejetividade será uma consequência.

Esse resultado, já conhecido anteriormente, foi provado, em 1995, por W. Rudin em [13].

Apresentamos ele como um lema, apenas para os casos reais, mas vale também em Cn.

Lema 1.1. Nas hipóteses das Conjecturas Jacobianas Reais, se F : Rn → Rn é uma

aplicação polinomial globalmente injetora, então ela é sobrejetora.

Vejamos a seguinte de�nição.

De�nição 1.3. Uma aplicação F : Rn → Rm é chamada própria se F−1(K) ⊂ Rn(imagem

inversa de K) é um compacto sempre que K ⊂ Rm for um compacto ou, equivalentemente,

a aplicação contínua F é própria se ‖F (X)‖ → ∞ sempre que ‖X‖ → ∞.

Uma resposta a�rmativa à Conjectura Jacobiana Real foi dada pelo Teorema de Ha-

damard. O Teorema a seguir pode ser encontrado no artigo [9], de Gordon.

Teorema 1.2 (Teorema de Hadamard). Seja F : Rn → Rn uma aplicação de classe

C1 com Jacobiano não nulo em todo ponto. Então F é um difeomor�smo global se, e

somente se, F é própria.

Contudo, de maneira geral, é difícil checar se uma aplicação é própria. Em 1994, S.

Pinchuk provou, no artigo [12], que a Conjectura Jacobiana Real é falsa em R2, ele exibiu

uma classe de exemplos de aplicações F = (f, g) : R2 → R2 polinomial com Jacobiano

não nulo em todo ponto, que não é injetora.
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Teorema 1.3 (Teorema de Pinchuk). Existe F = (f, g) : R2 → R2 polinomial com

Jacobiano não nulo em todo ponto, que não é injetora. A função f é dada por

f(x, y) = (x2y − x+ 1)(x4y3 − 3x3y2 + 2x2y2 + 3x2y − 2xy − x+ y),

e tem grau 10. A função g é mais extensa e possui grau 40.

g(x, y) =
33

4
− 61x+

381

2
x2 − 385x3 + 478x4 − 357x5 +

363

2
x6 − 75x7 +

75

4
x8 + 50y +

1352x2y − 3512x3y + 6201x4y − 7262x5y + 5616x6y − 3078x7y + 1275x8y −

300x9y + 91y2 − 758xy2 + 3575x2y2 − 11564x3y2 +
53551

2
x4y2 − 44241x5y2 +

51247x6y2 − 41400x7y2 +
48033

2
x8y2 − 9975x9y2 + 2250x10y2 + 69y3 − 696xy3 +

4224x2y3 − 17440x3y3 + 52156x4y3 − 115356x5y3 + 187781x6y3 − 221654x7y3 +

187785x8y3 − 114180x9y3 + 47775x10y3 − 10500x11y3 +
71

4
y4 − 225xy4 +

4017

2
x2y4 − 11625x3y4 +

94875

2
x4y4 − 142133x5y4 +

635821

2
x6y4 − 530121x7y4 +

2605285

4
x8y4 − 581115x9y4 +

739035

2
x10y4 − 156975x11y4 + 34125x12y4 +

225x2y5 − 2550x3y5 + 17109x4y5 − 77112x5y5 + 248804x6y5 − 591740x7y5 +

1045365x8y5 − 1362782x9y5 + 1290249x10y5 − 861498x11y5 + 375375x12y5 −

81900x13y5 +
2475

2
x4y6 − 13125x5y6 + 75096x6y6 − 283248x7y6 +

1511655

2
x8y6 − 1465801x9y6 + 2072917x10y6 − 2109312x11y6 +

2986137

2
x12y6 −

675675x13y6 + 150150x14y6 + 4125x6y7 − 40500x7y7 + 203094x8y7 −

653940x9y7 + 1457301x10y7 − 2302442x11y7 + 2567250x12y7 − 1955448x13y7 +

933075x14y7 − 214500x15y7 +
37125

4
x8y8 − 83250x9y8 + 366219x10y8 −

1004346x11y8 +
3699443

2
x12y8 − 2324835x13y8 +

3892185

2
x14y8 − 997425x15y8 +

482625

2
x16y8 + 14850x10y9 − 119700x11y9 + 456216x12y9 − 1047060x13y9 +

1546890x14y9 − 1465530x15y9 + 825825x16y9 − 214500x17y9 + 17325x12y10 −

122850x13y10 + 396234x14y10 − 735192x15y10 +
1645083

2
x16y10 − 525525x17y10 +

150150x18y10 + 14850x14y11 − 90000x15y11 + 236421x16y11 − 333828x17y11 +

252525x18y11 − 81900x19y11 +
37125

4
x16y12 − 46125x17y12 +

185313

2
x18y12 −

88725x19y12 + 34125x20y12 + 4125x18y13 − 15750x19y13 + 21525x20y13 −

10500x21y13 +
2475

2
x20y14 − 3225x21y14 + 2250x22y14 + 225x22y15 −
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300x23y15 +
75

4
x24y16 − 346yx.

Em 2011, em [6], Campbell mostrou que o grau da segunda componente da aplicação

polinomial de Pinchuk pode ser reduzido a 25.

Embora, em geral, a CJR no plano seja falsa, é de grande interesse encontrar condições

para que ela seja verdadeira para classes especí�cas de aplicações. Há algumas maneiras de

abordar esse problema em R2. Vejamos a seguir alguns teoremas que fornecem respostas

analisando os conjuntos de nível das funções coordenadas da aplicação F = (f, g) : R2 →

R2.

Teorema 1.4. Seja F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação de classe C∞ com Jacobiano

não nulo em todo ponto. Se os conjuntos de nível de f ou de g são conexos, então F é

injetora.

Prova do Teorema 1.4:

Como o Jacobiano de F = (f, g) é não nulo em todo ponto, segue que f, g : R2 → R são

submersões. De�na o campo de vetores Hamiltoniano associado a f por

Hf : R2 → R2, Hf (x, y) = (−fy(x, y), fx(x, y)).

As curvas de nível de f de�nem uma folheação, Ff , sem singularidades em R2, a qual

coincide com as órbitas de Hf . Assim, cada componente conexa da curva de nível f−1(c),

c ∈ R, é composta por uma órbita de Hf . Suponha que os conjuntos de nível de f

são conexos (para g é análogo). Seja φt(x, y) o �uxo do campo de vetores Hf . Como o

Jacobiano de F = (f, g) é não nulo em todo ponto,

d

dt
(g(φt(x, y))) = det(D(f, g)(φt(x, y)) 6= 0, ∀(x, y) ∈ R.

Assim, a derivada é sempre positiva ou sempre negativa. Isto implica que a função g é

monótona ao longo das órbitas de Hf . Considere (x1, y1) 6= (x2, y2) arbitrários. Queremos

mostrar que F (x1, y1) 6= F (x2, y2). Se f(x1, y1) 6= f(x2, y2), então F (x1, y1) 6= F (x2, y2) e

a prova do teorema termina.
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Consideremos assim, f(x1, y1) = f(x2, y2) = a ∈ R e seja L = f−1(a). Por hipótese,

L ∈ Ff tem apenas uma componente conexa a qual contém (x1, y1) e (x2, y2). Mas,

g é monótona ao longo da folha L. Então, g(x1, y1) 6= g(x2, y2), o que implica que

F (x1, y1) 6= F (x2, y2). �

Se considerarmos F no Teorema 1.4 como aplicação polinomial temos o seguinte re-

sultado.

Teorema 1.5. Seja F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial com Jacobiano não

nulo em todo ponto. Então, F é injetora se, e somente se, os conjuntos de nível das

aplicações f e g são conexos.

Prova do Teorema 1.5:

(⇐) Suponha que os conjuntos de nível de f e de g sejam conexos. Pelo Teorema 1.4, F

é injetora.

(⇒) Suponha que F é injetora. Pelo Lema 1.1, sendo F polinomial, F é sobrejetora,

logo um difeomor�smo global. Considere a ∈ R, arbitrário. É simples observar que

f−1(a) = F−1(a × R), o qual é um conjunto conexo. Raciocínio análogo vale para a

função coordenada g, terminando a prova do teorema. �

Vejamos no seguinte exemplo que a hipótese de F ser polinomial no Teorema 1.5 é

essencial.

Exemplo 1.2. Considere a aplicação F (x, y) = (f(x, y), g(x, y)) : R2 → R2, dada por

F = ((1− x2)ey,−xey).

O Jacobiano é dado por

det(DF (x, y)) = det

 −2xey ey − x2ey

−ey −xey

 = e2y(x2 + 1) > 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Pelo Teorema 1.4, como os conjuntos de nível de g são conexos, então F é injetora. No
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entanto,

f−1({0}) = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0}

= {(x, y) ∈ R2 : (1− x2)ey = 0}

= {−1, 1} × R,

o qual não é conexo.

Há na literatura algumas respostas a�rmativas à Conjectura Jacobiana Real em R2

considerando os graus das componentes de F = (f, g). Por exemplo, em 2001, Gwozd-

ziewicz provou, em [10], que a CJR no plano é verdadeira se os graus de f e de g são

menores ou iguais a três.

Teorema 1.6 (Gwózdziewicz). Seja F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial

com Jacobiano não nulo em todo ponto. Então F é injetora se os graus de f e g são

menores ou iguais a três.

Em 2010, F. Braun e J. R. dos Santos, em [1], melhoraram o resultado anterior. Os

autores provaram que a CJR no plano é verdadeira se os graus de f ou de g são menores

ou iguais a três.

Teorema 1.7 (Braun e dos Santos Filho). Seja F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação

polinomial com Jacobiano não nulo em todo ponto. Então, F é injetora se o grau de uma

das funções coordenadas de F seja menor ou igual a três, independentemente do grau da

outra.

Em 2016, F. Braun e B. Oré�ce-Okamoto, em [5], melhoraram o resultado anterior.

Teorema 1.8. Seja F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial com Jacobiano não

nulo em todo ponto. Então, F é injetora se o grau de uma das funções coordenadas de F

seja menor ou igual a quatro, independente do grau da outra.

Observação 1.1. Vimos que, no contra-exemplo apresentado por Pinchuck, uma das

funções coordenadas tem grau dez. Diante do que vimos, �ca em aberto a seguinte questão.
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Questão 1.1. O que pode ser dito a respeito da Conjectura Jacobiana Real no plano se o

grau de uma das funções coordenadas é maior ou igual a cinco e menor ou igual a nove?

No Capítulo 2 dessa dissertação apresentamos numa maneira de abordar a CJR em

R2 utilizando a Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais.



Capítulo 2

Conexão entre injetividade global e

centro global em R2

Neste capítulo veremos como, em 1998, no artigo [15], M. Sabatini estabeleceu a

conexão entre a CJR no plano e a existência de um centro global de um campo de vetores

Hamiltoniano. Mas, antes, faremos uma breve descrição de centros no plano.

2.1 Centro Global

Considere X : R2 → R2, dado por X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) um campo vetorial de

classe Ck, k ≥ 1 e p um ponto de equilíbrio de X. Temos as seguintes de�nições.

De�nição 2.1. Um ponto de equilíbrio p de X é dito ser um centro se existir uma

vizinhança Vp preenchida por órbitas periódicas exceto no ponto p.

Se p é um centro, podemos de�nir o anel periódico.

De�nição 2.2. O anel periódico do centro p é a maior (no sentido da inclusão) vizinhança

Vp preenchida por órbitas periódicas exceto no ponto p.

De�nição 2.3. Dizemos que um centro p é global se seu anel periódico é R2 \ {p}.

De�nição 2.4. Dizemos que p é um centro não degenerado se o Jacobiano de X em p é

não nulo.

14
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Vejamos alguns exemplos básicos.

Exemplo 2.1. Considere o centro linear X : R2 → R2, dado por X(x, y) = (−y, x) como

o primeiro exemplo de centro global. Note que H(x, y) = x2+y2/2 é uma integral primeira

do campo X, assim as curvas de nível de H coincidem com as órbitas do campo X(x, y).

Para todo k > 0, temos que, x2 + y2/2 = k são centros. Logo, o anel periódico da origem

do campo X é R2 \ {(0, 0)}. Veja Figura 2.1.

Figura 2.1: Centro linear.

Exemplo 2.2. Considere X : R2 → R2, dado por X(x, y) = (−y − x2 + y2, x + 3xy)

como um exemplo de centro não global. Note que a origem é um ponto singular. Porém,

o ponto (0, 1) também é um ponto singular. Portanto, o centro (0, 0) não pode ser global.

Ou seja, temos que o anel periódico da origem não é o R2 \ {(0, 0)}. Veja Figura 2.2.
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Figura 2.2: Centro não global.

2.2 Teorema de Sabatini

Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial com F (0, 0) = (0, 0). De�na

a função MF : R2 → R por

MF (x, y) =
‖F (x, y)‖2

2
=

(f(x, y))2 + (g(x, y))2

2
.

Observação 2.1. Note que a imagem de MF contém apenas valores reais maiores ou

iguais a zero.

A partir desta função MF de�na o campo de vetores Hamiltoniano associado à MF ,

ou seja, HMF
: R2 → R2 dado por

HMF
(x, y) =

(
−∂MF (x, y)

∂y
,
∂MF (x, y)

∂x

)
.

Calculando as entradas do campo HMF
(x, y), temos que

−∂MF (x, y)

∂y
= −(f(x, y)fy(x, y) + g(x, y)gy(x, y)),

∂MF (x, y)

∂x
= f(x, y)fx(x, y) + g(x, y)gx(x, y).

Temos as seguintes observações.
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Observação 2.2. A notação px(x, y) e py(x, y) signi�ca a derivada do polinômio p com

relação às variáveis x e y, respectivamente, aplicado no ponto (x, y).

Lema 2.1. Temos que MF é uma integral primeira do campo de vetores HMF
. Portanto,

as órbitas do campo HMF
estão contidas nas curvas de nível de MF .

Teorema 2.1 (Teorema de Sabatini). Considere F : R2 → R2 uma aplicação polino-

mial com F (0, 0) = (0, 0) e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto (x, y) ∈ R2.

As seguintes duas a�rmações são equivalentes:

1. A origem é um centro global de HMF
.

2. F é um difeomor�smo global.

Faremos uso do seguinte lema na prova do Teorema 2.1.

Lema 2.2. Considere F : R2 → R2 uma aplicação polinomial com Jacobiano diferente

de zero em todo ponto (x, y) ∈ R2. Os pontos de equilíbrio de HMF
são centros, e são

os zeros de MF ou, equivalentemente, são os zeros de F . Além disto, esses pontos de

equilíbrio são não degenerados, equivalentemente, são pontos de mínimo isolados de MF .

Prova do Lema 2.2:

Considere (x0, y0) um ponto de equilíbrio do campo HMF
, isto é

∂MF

∂y
(x0, y0) =

∂MF

∂x
(x0, y0) = 0.

Equivalentemente, 
f(x0, y0)fx(x0, y0) + g(x0, y0)gx(x0, y0) = 0,

f(x0, y0)fy(x0, y0) + g(x0, y0)gy(x0, y0) = 0.

(2.1)

Podemos transformar (2.1) no seguinte sistema fx(x0, y0) gx(x0, y0)

fy(x0, y0) gy(x0, y0)

 f(x0, y0)

g(x0, y0)

 =

 0

0

 . (2.2)

A matriz que de�ne o sistema linear (2.2)tem determinante igual ao Jacobiano de F no

ponto (x0, y0), o qual por hipótese, é diferente de zero. Portanto, a única solução do
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sistema é a trivial, isto é f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0, o que implica que F (x0, y0) = (0, 0),

assim MF (x0, y0) = 0.

Como F (x0, y0) = (0, 0) e F é localmente injetiva, pelo Teorema 1.1, segue que existem

vizinhanças V , W de (x0, y0) e F (x0, y0), respectivamente, tais que F (x, y) 6= (0, 0) para

(x, y) 6= (x0, y0) ∈ V . Assim (x0, y0) é um mínimo local isolado deMF , poisMF (x, y) 6= 0,

para todo (x, y) 6= (x0, y0) ∈ V .

A parte linear de HMF
em z0 = (x0, y0) é

D(HMF
)(z0) =

 −fx(z0)fy(z0)− gx(z0)gy(z0) −f 2
y (z0)− g2y(z0)

f 2
x(z0) + g2x(z0) fx(z0)fy(z0) + gx(z0)gy(z0)

 .
Como det(D(HMF

)) = (det(DF ))2 > 0, concluímos que (x0, y0) é um ponto de equilíbrio

não degenerado do campo HMF
e que os autovalores de D(HMF

)(x0, y0) são imaginários

puros, pois tr(D(HMF
)) = 0. Assim, (x0, y0) é um ponto de equilíbrio do tipo foco ou

centro. Como as órbitas de HMF
estão contidas nos conjuntos de níveis de MF , e (x0, y0)

é um mínimo isolado de MF , concluímos que (x0, y0) é um centro do campo de vetores

HMF
. �

Prova do Teorema de Sabatini 2.1:

(1)⇒ (2) Assumindo que a origem é um centro global de HMF
queremos mostrar que F

é um difeomor�smo global. Para isto, mostraremos que F é própria e pelo Teorema de

Hadamard, concluímos que F é um difeomor�smo global.

Como a origem é um centro global de HMF
, ela é o único ponto de equilíbrio desse campo

de vetores. Pelo Lema 2.2, (0, 0) é o único zero de MF , isto é MF (0, 0) = 0. Considere

uma reta L passando pela origem, grá�co de uma função da forma y = ax, a ∈ R. Segue

que a restrição da MF à reta L é uma função polinomial de uma variável, não constante,

o que implica que é não limitada. Logo, MF é também não limitada. Como os conjuntos

de nível h > 0 de MF coincidem com as órbitas fechadas de HMF
, eles são compactos.

Como MF é constante ao longo das órbitas do campo HMF
, temos que, se ‖(x, y)‖ tende

ao in�nito, implica que a imagem de MF também tende ao in�nito, logo ‖F (x, y)‖ tende

ao in�nito. Ou seja, F é própria.
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(2) ⇒ (1) Assumindo que F é um difeomor�smo global. Pelo Teorema de Hadamard,

temos que F é própria. Devemos então mostrar que a origem do campo de vetores HMF

é um centro global. Como F é própria, temos que, MF é própria também. Logo, toda

órbita de HMF
tem fecho compacto, pois está contida em um conjunto de nível de MF ,

e para cada h ≥ 0 ∈ R, M−1
F (h) é um compacto. Sendo F um difeomor�smo global,

segue que F é injetora e, por hipótese, F (0, 0) = (0, 0). Assim, F (x, y) 6= (0, 0) para

todo (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}, implicando, pelo Lema 2.2, que HMF
só tem um equilíbrio

na origem. Para toda condição inicial diferente da origem, os conjuntos α e ω-limite da

órbita de HMF
, por esta condição inicial são não vazios e não contém pontos de equilíbrio,

pois a origem do campo HMF
é um centro local. Pelo Teorema de Poincaré Bendixson,

segue que essa órbita é fechada, de onde (0, 0) é um centro global de HMF
. �

Vejamos um exemplo prático do Teorema de Sabatini.

Exemplo 2.3. Considere a aplicação polinomial F (x, y) = (f, g) : R2 → R2, dada por

F = (y + y3, x+ xy2).

É claro que F (0, 0) = (0, 0). Calculando o Jacobiano temos

det(DF (x, y)) = det

 0 1 + 3y2

1 + y2 2xy

 = −1− 4y2 − 3y4 < 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Pelo Teorema 1.7, temos que F é injetora, como é polinomial, pelo Lema 1.1, é um

difeomor�smo global. Pelo Teorema de Sabatini, a origem do campo de vetores HMF
é um

centro global. A função MF : R2 → R para este exemplo é dada por

MF (x, y) =
x2

2
+
y2

2
+ x2y2 + y4 +

x2y4

2
+
y6

2
,

cujo grá�co é um parabolóide em R3. Veja Figura 2.3.
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Figura 2.3: Parabolóide em R3, dado por MF (x, y).

De posse de MF , podemos calcular o campo HMF
: R2 → R2, dado por

HMF
= (−(y + 2x2y + 4y3 + 2x2y3 + 3y5), x+ 2xy2 + xy4).

Como vimos, a origem do campo de vetores HMF
é um centro global, pois F é um dife-

omor�smo global. Veja, na Figura 2.4, o retrato de fase do campo HMF
e que as curvas

de nível da aplicação MF coincidem com as órbitas do campo de vetores de HMF
.

Figura 2.4: Na �gura a esquerda temos o retrato de fase do campo HMF
e na �gura da

direita, temos as curvas de nível de MF juntamente com seu grá�co.
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2.3 Generalização do Teorema de Sabatini

Nesta seção apresentamos os resultados do artigo [4], no qual, F. Braun e J. Llibre,

obtiveram uma generalização do Teorema de Sabatini, no sentido em que não exigem

que a aplicação seja polinomial e nem que esteja de�nida sobre o plano todo, basta um

subconjunto aberto U do plano.

Ao longo desta seção, assumiremos sempre que U ⊂ R2 é um conjunto aberto conexo.

Como antes, considere F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de classe C2. De�na a

função MF : U ⊂ R2 → R por

MF (x, y) =
‖F (x, y)‖2

2
=

(f(x, y))2 + (g(x, y))2

2
.

A partir desta função MF de�na o campo de vetores Hamiltoniano associado à MF , ou

seja, HMF
: U ⊂ R2 → R2 dado por

HMF
(x, y) =

(
−∂MF (x, y)

∂y
,
∂MF (x, y)

∂x

)
.

Teorema 2.2 (Braun, Llibre). Considere F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de

classe C2, com F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U , e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto

de U . O ponto de equilíbrio Z0 é um centro global de HMF
se, e somente se, F é injetora

e F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), δ > 0.

Para a demonstração do Teorema 2.2 precisamos dos lemas a seguir.

Lema 2.3. Considere F : U ⊂ R2 → R2 um difeomor�smo local de classe C2. Os pontos

de equilíbrio de HMF
são centros, e são os zeros de MF ou, equivalentemente, são os zeros

de F . Além disto, esses pontos de equilíbrio são não degenerados, equivalentemente, são

pontos de mínimo isolados de MF .

Prova do Lema 2.3:

A prova desse lema é completamente análoga a do Lema 2.2, e optamos por omití-la. �

Lema 2.4. Considere F : U ⊂ R2 → R2 um difeomor�smo local de classe C2, com

F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U . Suponha que F é injetora. Então Z0 é um centro global de HMF

se, e somente se, F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), com δ > 0.
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Prova do Lema 2.4:

Como Z0 ∈ U é tal que F (Z0) = (0, 0), pelo Lema 2.3, Z0 é pelo menos um centro local

de HMF
. Por hipótese, F é injetora, novamente, pelo Lema 2.3, Z0 é o único ponto de

equilíbrio de HMF
.

Temos que 0 < h ∈ MF (U) se, e somente se, existe um par (x0, y0) ∈ U tal que

MF (x0, y0) = h, isto é,

h = MF (x0, y0) =
‖F (x0, y0)‖2

2
=

(f(x0, y0))
2 + (g(x0, y0))

2

2
,

a qual é equivalente a

(f(x0, y0))
2 + (g(x0, y0))

2 =
(√

2h
)2
.

Ou seja, existe um ponto (u, v) ∈ F (U) tal que (u, v) = F (x0, y0) e ‖(u, v)‖ =
√

2h. A

partir do ponto F (x0, y0) vamos de�nir a circunferência Sh centrada em (0, 0) e de raio
√

2h, com h > 0. Veja a Figura 2.5. Assim, temos

Sh =

{
(u, v) ∈ R2 : u2 + v2 =

(√
2h
)2}

.

Note que Sh é um subconjunto do contradomínio de F .

Da discussão acima, 0 < h ∈MF (U) se, e somente se, Sh ∩ F (U) 6= ∅.

Figura 2.5: 0 < h ∈MF (U) se, e somente se, Sh ∩ F (U) 6= ∅.

(⇒) Suponha que Z0 é um centro global de HMF
. Devemos mostrar que F (U) = R2 ou

F (U) = B((0, 0), δ), δ > 0.
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Como U é conexo eMF é contínua, segue queMF (U) ⊂ R é conexo. Assim, é um intervalo

de uma das formas MF (U) = [0, l), com l ≥ 0, l ∈ R, ou MF (U) = [0,∞).

Considere q ∈ F (U), q diferente de (0, 0) arbitrário. Considere F−1(q) ∈ U e de�na

hq = MF (F−1(q)). Por hipótese, Z0 é um centro global de HMF
, assim, as órbitas não

singulares de HMF
são periódicas. Logo, as componentes conexas de M−1

F (hq) são curvas

fechadas. Seja Γhq uma dessas componentes conexas. Portanto, F (Γhq) é uma curva

fechada. Para cada p ∈ Γhq temos que MF (p) = hq ∈ MF (U), logo F (p) ∈ F (U) ∩ Shq ,

assim F (Γhq) está contida em F (U) e está contida em Shq . Como F (Γhq) é uma curva

fechada e contida em Shq , temos que F (Γhq) = Shq ⊂ F (U). Em outras palavras, se

q ∈ F (U), então a circunferência Shq está contida em F (U). Logo, a imagem de F (U) é

folheada por circunferências, isto é

F (U) = {(0, 0)} ∪
⋃

h∈MF (U)

Sh.

Portanto, F (U) = R2 se l =∞, enquanto que, se l ∈ R, l ≥ 0, F (U) é o disco aberto com

raio l centrado em (0, 0).

(⇐) Assumindo que F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), com δ > 0. Queremos mostrar

que Z0 é um centro global de HMF
. Para isto, vamos mostrar que as curvas de nível de

MF , que coincidem com as órbitas do campo HMF
, são fechadas.

Fixemos, arbitrariamente, h > 0. Como vimos, h ∈MF (U) se, e somente se, Sh∩F (U) 6=

∅. Por hipótese, F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), com δ > 0.

Assim, temos que, se F (U) = R2, então Sh ⊂ R2. Portanto, Sh ⊂ F (U). Se F (U) =

B((0, 0), δ) e Sh∩F (U) 6= ∅, então Sh∩B((0, 0), δ) 6= ∅. Portanto, Sh ⊂ B((0, 0), δ), o que

implica que Sh ⊂ F (U). Concluímos que, 0 < h ∈MF (U) se, e somente se, Sh ⊂ F (U).

No que segue, temos que

M−1
F (h) = {(x, y) ∈ U : MF (x, y) = h} =

{
(x, y) ∈ U : (f(x, y))2 + (g(x, y))2 =

(√
2h
)2}

.

Por outro lado,

F−1(Sh) = {(x, y) ∈ U : F (x, y) ∈ Sh} =

{
(x, y) ∈ U : (f(x, y))2 + (g(x, y))2 =

(√
2h
)2}

.
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Concluindo assim que, M−1
F (h) = F−1(Sh).

Note que F−1(Sh) é um conjunto não vazio, uma vez que, Sh ⊂ F (U). Como F é contínua,

e é um difeomor�smo local, F−1(Sh) é uma curva de Jordan, isto é, uma curva fechada

simples. Logo, M−1
F (h) é uma curva de Jordan. Como assumimos h ∈ MF (U), h > 0

arbitrário, segue que as órbitas não singulares do campo HMF
são periódicas. Assim, o

centro Z0 é global. �

Lema 2.5. Considere F : U ⊂ R2 → R2 um difeomor�smo local de classe C2, com

F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U . Suponha que Z0 é um centro global de HMF
. Então F é injetora.

Prova do Lema 2.5:

Temos que Z0 é um centro global de HMF
, assim Z0 é o único ponto de equilíbrio de HMF

,

o qual corresponde à curva de nível M−1
F (0). Pelo Lema 2.3, Z0 é o único zero de F , isto

é, F (Z0) = (0, 0). Portanto, para cada 0 < h ∈ MF (U), o conjunto de nível M−1
F (h) é

uma união de órbitas fechadas.

A�rmação 1. Para cada 0 < h ∈MF (U), M−1
F (h) ⊂ U é um conjunto conexo.

Suponha 0 < h0 ∈MF (U) tal que M−1
F (h0) ⊂ U é não conexo.

Sejam Γ1, Γ2 ⊂ U duas órbitas fechadas distintas de M−1
F (h0). Considere o anel aberto

A cujo bordo é Γ1 ∪ Γ2. Considere uma curva α : [0, 1] → A, tal que a aplicação α seja

injetora, de classe C1, com α(0) ∈ Γ1, α(1) ∈ Γ2 e α(s) ⊂ A, para todo s ∈ (0, 1). Veja

Figura 2.6.

Como MF (α(0)) = MF (α(1)) = h0, segue que a função MF ◦ α : [0, 1] → R tem um

máximo ou um mínimo em s0 ∈ (0, 1). Considere a órbita Γ3 ∈ U passando por α(s0).

Veja Figura 2.6.

Localmente, Γ3 decompõe o anel A em duas regiões A1 e A2. Como ∇MF restrito a Γ3

não se anula e é ortogonal a Γ3 (∇MF se anula apenas no ponto Z0 = M−1
F (0)), então a

curva α(0, 1) deve estar inteiramente contida numa das duas regiões A1 ou A2. Mas isso

é uma contradição, pois a curva α conecta Γ1 e Γ2. Provando a A�rmação 1.
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Figura 2.6: Ilustração do anel A cujo bordo é Γ1 ∪ Γ2.

Denote por Γh a órbita fechada M−1
F (h), 0 < h ∈ MF (U). Segue que, se 0 < h1 <

h2 ∈ MF (U), então Γh1 está contido na região limitada por Γh2 . Do que acabamos de

analisar, se P1 6= P2, com P1 ∈ Γh1 e P2 ∈ Γh2 , então F (P1) 6= F (P2), pois F (P1) ∈ Sh1 e

F (P2) ∈ Sh2 . Veja Figura 2.7.

Figura 2.7: F é injetora em órbitas Γh distintas.
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Para concluirmos que F é injetora em U , falta-nos mostrar que F é injetora em Γh, para

cada 0 < h ∈MF (U). Considere

T = {0 < h ∈MF (U) : F não é injetora em Γh}.

Para �nalizar a demonstração, precisamos mostrar que o conjunto T é vazio.

Suponha que T 6= ∅. Como a imagem de MF é um intervalo da forma [0, l), l ≥ 0 ∈ R ou

l =∞, note que T é um subconjunto da imagem deMF (U), assim, segue que T é limitado

inferiormente. Portanto, T é um subconjunto dos reais não vazio e limitado inferiormente,

então T possui ín�mo. Considere h0 = infT , h0 > 0, pois F é um difeomor�smo local e,

portanto, injetora em uma vizinhança de Z0 = M−1
F (0). Vejamos a a�rmação a seguir.

A�rmação 2. F é injetora em Γh0 .

Vamos demonstrar a A�rmação 2 por contradição. Suponha que existam A, B ∈ Γh0 ,

A 6= B, com F (A) = F (B).

Como F é um difeomor�smo local, pelo Teorema 1.1, existem UA, UB ⊂ U , vizinhanças

de A e B, respectivamente, W ⊂ R2 vizinhança de F (A) = F (B) 6= (0, 0), UA ∩ UB = ∅

tais que FA = F |UA
: UA → W e FB = F |UB

: UB → W são difeomor�smos. Note que

F (A) = F (B) ∈ Sh0 . Considere o segmento de reta L unindo F (A) = F (B) à origem.

Seja C = L ∩W . Veja Figura 2.8.

Assim �cam bem de�nidas as curvas CA = F−1A (C) e CB = F−1B (C), as quais estão

contidas na região compacta limitada por Γh0 . De fato, suponha que a curva CA não

esteja contida na região compacta limitada por Γh0 . Logo, existe um ponto c ∈ CA tal

que c ∈ Γh1 , para algum h1 > h0. Portanto, F (c) ∈ Sh1 e então F (c) 6∈ CA, o que é um

absurdo. O mesmo raciocínio vale para a curva CB.

Para 0 < h < h0, su�cientemente próximo de h0, a órbita fechada Γh tem intersecção

não vazia com CA e com CB. Portanto, existem pontos PA = Γh ∩ CA e PB = Γh ∩ CB,

tais que PA 6= PB, pois PA ∈ UA e PB ∈ UB. Sabemos que F (PA), F (PB) ∈ C e F (PA),

F (PB) ∈ Sh, logo F (PA) = F (PB), concluindo que F não é injetora em Γh. Então,

h ∈ T e 0 < h < h0, obtendo uma contradição com o fato de que h0 = infT , provando a

A�rmação 2.
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Figura 2.8: Ilustração para a prova da a�rmação 2.

Da de�nição de ín�mo, existe uma sequência (hn)n∈N, decrescente, com hn > h0, para

todo n ∈ N, tal que hn converge para h0 e F é não injetora em Γhn , para cada n ∈ N. Isto

signi�ca que, para todo n ∈ N, existem An 6= Bn, An, Bn ∈ Γhn , com F (An) = F (Bn).

Como (An)n∈N e (Bn)n∈N estão em um conjunto compacto limitado por Γh1 , existem

subsequências, que denotaremos por (an)n∈N e (bn)n∈N, tais que an converge para a e bn

converge para b, com a e b pertencentes a U . Como hn converge para h0, temos que a,

b ∈ Γh0 e F (a) = F (b), pois F (An) = F (Bn), para todo n ∈ N. Pela A�rmação 2, F é

injetora em Γh0 , assim temos que a é igual a b.

Por hipótese, F é um difeomor�smo local em a, pois a ∈ U . Assim, existem vizinhanças

V e W de a e F (a), respectivamente, tais que F |V : V → W é um difeomor�smo local,

em particular, F |V é injetora. Portanto, obtemos uma contradição com a hipótese que

An 6= Bn e F (An) = F (Bn), para n su�cientemente grande. Essa contradição prova que

o conjunto T é vazio, ou seja, F é injetora em Γh, para cada 0 < h ∈MF (U), concluindo

a prova do lema. �

De posse dos lemas anteriores podemos �nalmente provar o Teorema 2.2.

Prova do Teorema 2.2.

(⇒) Primeiro assumindo que Z0 é um centro global de HMF
, então, pelo Lema 2.5,

F é injetora. Assim, utilizando o Lema 2.4, concluímos que, F (U) = R2 ou F (U) =



28

B((0, 0), δ), δ > 0.

(⇐) Assumindo que F é injetora e F (U) = R2 ou F (U) = B((0, 0), δ), δ > 0, pelo Lema

2.4, Z0 é um centro global de HMF
. �

Podemos obter os seguintes corolários do Teorema 2.2.

Corolário 2.1. Seja F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de classe C2, com

F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U , e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto de U . Então,

valem as seguintes a�rmações.

1. F é injetora em PZ0, onde PZ0 é o fecho de PZ0 em U , PZ0 denota o anel periódico

de Z0.

2. F (PZ0) = R2 ou F (PZ0) é um disco aberto de centro (0, 0) e raio δ, δ > 0.

Prova do Corolário 2.1:

Como F (Z0) = (0, 0), pelo Lema 2.3, Z0 é um ponto singular do tipo centro do campo

de vetores HMF
. Pela De�nição 2.2, PZ0 é um aberto conexo contido em U . Considere

F |PZ0
→ R2, isto é a restrição da aplicação F ao anel periódico de Z0.

O centro Z0 do campo de vetores HMF
de�nido em PZ0 é global. Assim, pelo Teorema

2.2, F é injetora em PZ0 e F (PZ0) = R2 ou F (PZ0) = B((0, 0), δ), com δ > 0. Assim, está

provado o item 2. Agora, consideremos P = PZ0 \PZ0 . Para �nalizar a prova do corolário

basta mostrar que F é injetora em P . A prova que se segue é similar à prova feita no

Lema 2.5.

Suponha que F não seja injetora em P , isto é, existe a, b ∈ P , a 6= b, com F (a) =

F (b). Como F é um difeomor�smo local, existem Ua, Ub ⊂ U , vizinhanças de a e b,

respectivamente, W ⊂ R2 vizinhança de F (a) = F (b) 6= (0, 0), Ua ∩ Ub = ∅ tais que

Fa = F |Ua : Ua → W e Fb = F |Ub
: Ub → W são difeomor�smos.

Note que para cada p ∈ P e cada h ∈ MF (PZ0) temos que MF (p) > h. Logo, F (a) =

F (b) 6∈ Sh para todo h ∈ MF (PZ0). Considere o segmento de reta L unindo F (a) = F (b)

à origem. Seja C = L ∩ W . Assim �cam bem de�nidos as curvas Ca = F−1a (C) e

Cb = F−1b (C), as quais estão contidas na região limitada por P . De fato, suponha que Cb
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não está contida na região limitada por P , então existe cb ∈ Cb tal que F (cb) 6∈ Sh para

todo h ∈ MF (PZ0). Portanto, F (cb) 6∈ C, o que é uma contradição. A mesma ideia pode

ser aplicada para Ca. Veja a Figura 2.9.

Para h0 ∈ MF (PZ0), existe uma órbita fechada Γ0 = M−1
F (h0) ∈ PZ0 , su�cientemente

próxima de P , tal que Γ0 tem intersecção não vazia com Ca e com Cb. Portanto, existem

pontos va = Γ0∩Ca e vb = Γ0∩Cb, tais que va 6= vb, pois va ∈ Ua e vb ∈ Ub. Veja a Figura

2.9. Sabemos que F (va), F (vb) ∈ C e F (va), F (vb) ∈ Sh0 . Portanto, F (va) = F (vb),

concluindo assim, que F é não injetora em Γ0. O que é uma contradição, pois já vimos

que F é injetora em PZ0 . �

Figura 2.9: Ilustração da prova do Corolário 2.1.

Corolário 2.2. Seja F = (f, g) : U ⊂ R2 → R2 uma aplicação de classe C2, com

F (Z0) = (0, 0), Z0 ∈ U , e com Jacobiano diferente de zero em todo ponto de U . Então, o

anel periódico é o maior conjunto aberto e conexo que contém o ponto de equilíbrio Z0 e

tal que satisfaz

1. F é injetora nele,

2. Sua imagem por F é R2 ou um disco aberto de centro (0, 0) e raio δ, δ > 0.

Prova do Corolário 2.2:

Pelo Corolário 2.1, sabemos que PZ0 satisfaz 1 e 2. Agora falta mostrar que PZ0 é o

maior conjunto aberto e conexo que contém o ponto de equilíbrio Z0 satisfazendo 1 e 2.
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Suponha que V ⊂ U é um aberto conexo satisfazendo que F é injetora em V e F (V ) = R2

ou F (V ) é um disco aberto de centro (0, 0) e raio δ > 0. Seja, F |V → R2, pelo Teorema

2.2, temos que Z0 é um centro global de HMF
: V ⊂ R2 → R2. Portanto, temos que as

órbitas do campo HMF
que interceptam V são periódicas e estão contidas em V . Assim,

V ⊂ PZ0 , pois PZ0 é a maior (no sentido da inclusão) vizinhança de Z0 preenchida por

órbitas periódicas exceto no ponto Z0. �

Finalizamos essa seção com dois exemplos ilustrando a teoria apresentada.

Exemplo 2.4. Considere a aplicação F = (f, g) : R2 → R2, dada por

F (x, y) = (ex − 1, y) .

Temos que F é analítica, F (0, 0) = (0, 0) e

det(DF (x, y)) = det

 ex 0

0 1

 = ex > 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Além disso, F é globalmente injetora. De fato, sejam (x1, y1) 6= (x2, y2). Temos as

seguintes implicações

y1 6= y2 ⇒ F (x1, y1) = (ex1 − 1, y1) 6= (ex2 − 1, y2) = F (x2, y2).

x1 6= x2 ⇒ F (x1, y1) = (ex1 − 1, y1) 6= (ex2 − 1, y2) = F (x2, y2),

uma vez que a função exponencial é injetora.

A imagem de F é o conjunto (−1,∞)× R. Assim, a imagem de F não é o plano todo e

nem um disco de centro na origem. Portanto, pelo Teorema 2.2, o centro (0, 0) de HMF

não é global. Pelo Corolário 2.2, o anel periódico PZ0 é o maior conjunto aberto e conexo

que contém Z0 = (0, 0) e tal que F é injetora nele. Além disso, a sua imagem por F é o

plano todo ou é um disco aberto com centro em (0, 0).

O maior disco aberto com centro na origem contido na imagem de F que podemos obter

é B = ((0, 0), 1), o disco aberto de centro na origem e raio um. Então,

PZ0 = F−1(B = ((0, 0), 1)) = {(x, y) ∈ R2 : F (x, y) ∈ B = ((0, 0), 1)}

= {(x, y) ∈ R2 : y2 < ex(2− ex)}.
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Para o exemplo dado temos que

MF (x, y) =
(f(x, y))2 + (g(x, y))2

2
=

(ex − 1)2 + y2

2
=
e2x − 2ex + 1 + y2

2
.

A partir da função MF de�nimos o campo de vetores Hamiltoniano HMF
: R2 → R2 dado

por

HMF
(x, y) =

(
−∂MF (x, y)

∂y
,
∂MF (x, y)

∂y

)
=

(
−y, 2e2x − 2ex

2

)
= (−y, ex(ex − 1)) .

Veja Figura 2.10.

Como vimos, o centro (0, 0) de HMF
não é global. Veja Figura 2.10, a curva em vermelho

representa o bordo do anel periódico da origem.

Figura 2.10: Retrato de fase do campo HMF
juntamente com o anel periódico, à

esquerda. À direita, grá�co da função MF dada no Exemplo 2.4.

Exemplo 2.5. Considere a aplicação F = (f, g) : R2 → R2, dada por

F (x, y) =

(
x√

1 + x2
,
x2 + (1 + x2)2y√

1 + x2

)
.

É fácil ver que F só se anula em (0, 0). O Jacobiano é dado por

det


1

(1 + x2)3/2
0

x (2 + 3y + 3x4y + x2(1 + 6y))

(1 + x2)3/2
(1 + x2)

3/2

 = 1 > 0, ∀(x, y) ∈ R2.
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Segue do Teorema 1.1 que F é um difeomor�smo local. Além disso, F é globalmente

injetora. Considere (x1, y1) 6= (x2, y2). De fato, se

x1 6= x2 ⇒

(
x1√

1 + x21

)
6=

(
x2√

1 + x22

)
⇒ F (x1, y1) 6= F (x2, y2).

Por outro lado, se

x1 = x2, y1 6= y2 ⇒

(
x21 + (1 + x21)

2y1√
1 + x21

)
6=

(
x21 + (1 + x21)

2y2√
1 + x21

)
⇒ F (x1, y1) 6= F (x2, y2).

Em ambos os casos temos que F é globalmente injetora. A imagem de F é dada por

F (R2) = {(u, v) ∈ R2 : −1 < u < 1}.

Basta notar que a imagem da aplicação f : R2 → R dada por f(x, y) = x/
√

1 + x2 é

um intervalo da forma (−1, 1) e a imagem da aplicação g : R2 → R dada por g(x, y) =

x2 + (1 + x2)2y/
√

1 + x2 é a reta real toda.

Como a imagem de F não é o plano todo e nem um disco com centro na origem, pelo

Teorema 2.2, o centro (0, 0) de HMF
não é global.

Podemos encontrar o anel periódico de (0, 0) utilizando o Corolário 2.2. Temos que F é

injetora, e a imagem de F não é o plano todo. O maior disco aberto contido na imagem

de F que podemos obter é B = ((0, 0), 1). Então,

PZ0 = F−1(B = ((0, 0), 1)) =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2 + (x2 + (1 + x2)2y)2

1 + x2
< 1

}
.

Segue que a aplicação MF relacionada a este exemplo tem a forma

MF (x, y) =
(f(x, y))2 + (g(x, y))2

2
=
x2 + (x2 + (1 + x2)2y)2

2(1 + x2)
.

Veja Figura 2.11.

O anel periódico de Z0 = (0, 0) é não limitado e seu bordo é o conjunto M−1
F

({
1

2

})
, o

qual é união dos grá�cos das duas funções

y =
−1

1 + x2
e y =

1− x2

(1 + x2)2
, x ∈ R.

Segue que HMF
= (P,Q) relacionado ao exemplo é polinomial e tem a forma

P (x, y) = −x2 − x4 − y − 3x2y − 3x4y − x6y,
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Q(x, y) = x+ 2xy + 4x3y + 3xy2 + 6x3y2 + 3x5y2.

Como vimos a origem do campo HMF
não é global. Veja a Figura 2.11.

Figura 2.11: Retrato de fase perto da origem de HMF
. As curvas destacadas

representam o bordo do anel periódico, à esquerda. À direita, temos o grá�co da função

MF dada no Exemplo 2.5.



Capítulo 3

Condições para que a Conjectura

Jacobiana Real em R2 seja verdadeira

Uma maneira de encontrar classes de aplicações F : R2 → R2 nas hipóteses da

Conjectura Jacobiana Real no plano, que tornem essa conjectura verdadeira, é impor

condições na aplicação F para que o campo de vetores HMF
tenha um centro global na

origem. Pois, assim, pelo Teorema de Sabatini, F será um difeomor�smo global, logo F

será injetora. Foi isso que �zeram F. Braun e J. Llibre em 2015 no artigo [3]. Veremos

que, em 2016, F. Braun, J. Giné e J. Llibre, no artigo [2] melhoraram o resultado principal

de F. Braun e J. Llibre do artigo [3].

Ao longo deste capítulo utilizaremos alguns conceitos, tais como, a compacti�cação

de Poincaré, índice topológico e setores de pontos de equilíbrio. Para mais detalhes sobre

quaisquer um desses conceitos, consultar o livro [8].

3.1 A Compacti�cação de Poincaré

Nesta seção apresentaremos a compacti�cação de Poincaré, que é utilizada para o es-

tudo do comportamento no in�nito de campos polinomiais e não somente em vizinhanças

de pontos singulares. Considere X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) um campo vetorial polino-

mial de�nido em R2.

34
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De�nição 3.1. O grau do campo X é o número máximo entre os graus dos polinômios

P e Q, ou seja, d = max{grau(P ), grau(Q)}.

Considere a esfera

S2 = {(y1, y2, y3) ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1},

a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano

TPN
S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x3 = 1}

que é tangente a esfera S2 em PN = (0, 0, 1). O R2 será identi�cado com TPN
S2.

Nesta seção convencionaremos que as coordenadas yi se referirão à esfera S2 e as

coordenadas xi ao plano TPN
S2, i = 1, 2, 3.

De�nição 3.2. De�nimos

H+ = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H− = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

S1 = {(y1, y2, y3) ∈ S2 : y3 = 0}

como sendo o equador.

A compacti�cação de Poincaré de X consiste em fazer duas cópias do �uxo de X, uma

sobre H+ e outra sobre H−, usando a projeção central. Para isso, consideremos uma reta

L(t) que une a origem de R3 a um ponto do TPN
S2,

L(t) = (0, 0, 0) + t(x1, x2, 1) = t(x1, x2, 1), t ∈ R.

Esta reta intercepta a esfera S2 em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no

hemisfério sul. Ver Figura 3.1.
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Figura 3.1: Projeção central.

Agora, considerando a projeção do campo vetorial X de R2 ≈ TPN
S2 para S2 dada

pelas projeções centrais, temos dois difeomor�smos

f+ : TPnS2 → H+ e f− : TPnS2 → H−,

isto é, f+(p) (resp.f−(p)) é a intersecção da reta que passa pelo ponto p = (x1, x2, 1)

ligando a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S2, cujas expressões são dadas por

f+(x1, x2, 1) =
(x1, x2, 1)

4(x)
e f−(x1, x2, 1) = −(x1, x2, 1)

4(x)
,

onde 4(x) =
√
x21 + x22 + 1.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X de�nido no plano tangente

à esfera, isto é, X : TPnS2 → TPnS2 e, assim, é possível de�nir um novo campo em S2. O

campo X̃ induzido em S2, a partir de X, através dos difeomor�smos f+ e f− será dado

por

X̃(y) = Df+(x)X(x) se y = f+(x) ∈ H+

e

X̃(y) = Df−(x)X(x) se y = f−(x) ∈ H−,

respectivamente.
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Destacamos que X̃ é um campo vetorial em S2 \ S1, que é tangente à esfera. Para

estudar o comportamento assintótico das órbitas não limitadas de X analisando X̃, é

necessário estender X̃ para o equador S1 obtendo, assim, um campo na esfera.

O estudo de X̃ em uma vizinhança do equador nos dará informações sobre o com-

portamento do campo X no in�nito. Entretanto, nem sempre é possível estender X̃ ao

equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender

X̃ analiticamente ao equador. Antes de estudar a extensão de X̃ ao equador, vamos esco-

lher um sistema de coordenadas conveniente para S2 e calcular a expressão de X̃ nessas

coordenadas.

Para S2 usaremos seis cartas locais dadas por

Uk = {y ∈ S2 : yk > 0}, Vk = {y ∈ S2 : yk < 0},

para k = 1, 2, 3. As aplicações locais correspondentes são dadas por φk : Uk → R2 e

ψk : Vk → R2 e de�nidas como

φk(y) = −ψk(y) =

(
ym
yk
,
yn
yk

)
,

para m < n e m,n 6= k.

Figura 3.2: Cartas locais sobre a esfera de Poincaré.

Queremos agora encontrar a expressão do campo na carta local (U1, φ1). Seja y ∈
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U1 ∩H+, então y = f+(x), x ∈ TPN
S2 e

(φ1 ◦ f+)(x) = φ1(f
+(x)) = φ1

(
x1
4(x)

,
x2
4(x)

,
1

4(x)

)
=

(
x2
4(x)

4(x)

x1
,

1

4(x)

4(x)

x1

)
=

(
x2
x1
,

1

x1

)
.

Portanto φ1(x1, x2, 1) = (u, v), onde u = x2/x1 e v = 1/x1. Observe que como

y ∈ U1 ∩H+, então x1 6= 0. Como X̃(y) = Df+(x)X(x) quando y = f+(x) segue que

Dφ1(y)X̃(y) = Dφ1(y) ◦Df+(x)X(x)

= D(φ1 ◦ f+)(x)X(x).
(3.1)

Seja X̃(y)
∣∣
U1∩H+

denotando o sistema de coordenadas de�nido como Dφ1(y)X̃(y) e,

portanto, segue da equação (3.1) que

X̃(y)
∣∣∣
U1∩H+

= D(φ1 ◦ f+)(x)X(x) =


−x2
x21

1

x1
−1
x21

0


P (x1, x2)
Q(x1, x2)



=
1

x21
(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)) .

(3.2)

Esta é a expressão de X̃ em U1∩H+ nas coordenadas φ1. Vamos colocá-las em função

de u e v para facilitar a análise. Usando que x1 = 1/v, x2 = u/v e substituindo em (3.2),

temos

X̃(y)
∣∣∣
U1∩H+

=

[
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

)]
.

Em geral, X̃ não permanece limitado quando nos aproximamos de S1. Mas, se multi-

plicarmos o campo por um fator ρ(y) = yd−13 , onde d é o grau do campo X, a extensão se

torna possível. Então,

ρ(f+(x)) =
1

4(x)d−1
=

vd−1

4(z)d−1
,

onde z = (u, v). Assim ρX̃ nas coordenadas (u, v) é dado por

ρX̃(u, v) =
vd−1

4(z)d−1

(
−uvP

(
1

v
,
u

v

)
+ vQ

(
1

v
,
u

v

)
,−v2P

(
1

v
,
u

v

))
=

vd

4(z)d−1

(
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)
,−vP

(
1

v
,
u

v

))
.

(3.3)
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Logo, (3.3) é a expressão do campo em U1 \ S1. Veri�ca-se, facilmente que se y ∈

U1 ∩H−, obtém-se a mesma expressão.

Faremos algumas considerações a respeito do que foi visto. Inicialmente observamos

que os pontos do equador S1 ∩ U1 são representados por v = 0 nas coordenadas φ1. Por

outro lado, estes pontos correspondem ao in�nito do plano TPN
S2.

Observe também, que é possível fazer v = 0 na expressão (3.3), resultando em

ρ.X̃(u, 0) = (−uPd +Qd, 0),

onde Pd e Qd são os termos de maiores graus em P e Q, respectivamente. Na expressão

de ρ.X̃(u, 0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto signi�ca que o vetor

ρ.X̃(u, 0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S2. Podemos concluir então que

o equador S1 ∩ U1 é invariante pelo campo ρ.X̃.

Não é difícil remover o fator
1

4(z)d−1
de (3.3) por uma parametrização do tempo.

Assim, a expressão para o campo ρ.X̃ na carta local (U1, φ1) é dada por
u̇ = vd

[
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
,

v̇ = −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
.

(3.4)

Podemos calcular analogamente, a expressão do campo ρ.X̃ na carta (U2, φ2) que será

dada por 
u̇ = vd

[
P

(
u

v
,

1

v

)
− uQ

(
u

v
,

1

v

)]
,

v̇ = −vd+1Q

(
u

v
,

1

v

)
.

(3.5)

Finalmente a expressão do campo ρ.X̃ na carta (U3, φ3) é dada poru̇ = P (u, v),

v̇ = Q(u, v).
(3.6)

Observação 3.1. As expressões para ρ.X̃ nas cartas (V1, ψ1), (V2, ψ2) e (V3, ψ3) terão,

respectivamente, as mesmas expressões que (3.4), (3.5) e (3.6) multiplicadas por (−1)d−1.

Observe que o fator (−1)d−1 desempenha um papel fundamental no estudo das estabilidades
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das singularidades em S1. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

in�nito, basta olharmos as cartas (U1, φ1) e (U2, φ2).

Proposição 3.1. Seja X um campo polinomial em R2 de grau d. Seja ρ : S2 → R,

ρ(y) = yd−13 , e seja X̃ o campo induzido em S2 \ S1 através de f+ e f− como de�nido

acima. Então ρ.X̃ pode ser estendido a um campo analítico de S2 com equador invariante.

Demonstração. Vimos acima que as expressões de ρ.X̃ nas cartas (U1, φ1), (V1, ψ1), (U2, φ2)

e (V2, ψ2) são dadas por (3.4) e (3.5), respectivamente, onde podemos ainda multiplicar

pelo fator (−1)d−1 quando for o caso. Vê-se que as expressões (3.4) e (3.5) são perfeita-

mente de�nidas para v = 0, isto é, no equador S1 e, como tais expressões são analíticas,

podemos estendê-las analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em (3.4) e (3.5) obtemos

respectivamente

ρX̃(u, 0) = (−uPd +Qd, 0) e ρX̃ (u, 0) = (Pd, 0)

e concluímos que o equador será invariante por X̃.

De�nição 3.3. O campo vetorial estendido na esfera S2 pelas cartas locais (Uk, φk) e

(Vk, ψk), chama-se compacti�cação de Poincaré de X e será indicado por P(X).

De�nição 3.4. A projeção de H+ ∪ S1 em R2 é chamada de disco de Poincaré.

De�nição 3.5. Chamamos de pontos singulares (ou de equilíbrio) �nitos de X, os

pontos de equilíbrio de P(X) em S2 \ S1.

De�nição 3.6. Chamamos de pontos singulares (ou de equilíbrio) in�nitos de X,

os pontos de equilíbrio de P(X) em S1.

Vejamos alguns resultados para singularidades in�nitas. Já observamos que os pontos

de equilíbrio in�nitos são da forma (u, 0).

Podemos escrever as componentes P e Q do campo X da seguinte forma

P (x, y) = Pm(x, y) + · · ·+ Pd(x, y) e Q(x, y) = Qm(x, y) + · · ·+Qd(x, y),

sendo Pj e Qj polinômios homogêneos de grau j de P e Q, com j = m, · · · , d com m > 0,

os polinômios homogêneos não nulos de menor grau.
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Proposição 3.2. Seja X = (P,Q) um campo vetorial polinomial em R2. As seguintes

a�rmações são verdadeiras.

a) (u, 0) ∈ S1 ∩ (U1 ∪ V1) é um ponto singular in�nito de P(X) se, e somente se,

F1(u) ≡ Qd(1, u)− uPd(1, u) = 0.

b) (u, 0) ∈ S1 ∩ (U2 ∪ V2) é um ponto singular in�nito de P(X) se, e somente se,

F2(u) ≡ Qd(u, 1)− uPd(u, 1) = 0.

Prova da Proposição 3.2:

Considere o campo P(X) na carta (U1, φ1). Da expressão dada em (3.4) temos que

lim
v→0

vd
[
−uP

(
u

v
,

1

v

)
+Q

(
u

v
,

1

v

)]
= Qd(1, u)− uPd(1, u).

(⇒) Assumindo que (u, 0) ∈ S1 ∩ (U1 ∪ V1) é um ponto singular in�nito de P(X), então

−uPd(1, u) +Qd(1, u) = 0.

(⇐) Agora, assumimos que F1(u) = 0, de (3.4) temos que

lim
v→0
−vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
= 0.

Logo, (u, 0) é um ponto singular de S1 ∩ (U1 ∪ V1).

b) A prova para o caso (u, 0) ∈ S1 ∩ (U2 ∪ V2) é análoga. �

Lema 3.1. A compacti�caçao de Poincaré do campo de vetores X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y))

polinomial em R2 tem pontos de equilíbrio no in�nito se existe um fator linear real ax+by

que divide o polinômio xQd(x, y)− yPd(x, y), onde Qd e Pd são as partes homogêneas de

grau d de Q e P , respectivamente, d é o grau do campo X.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.1. Considere o sistemaẋ = P (x, y) = x,

ẏ = Q(x, y) = −y.
(3.7)
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Este sistema tem apenas um ponto singular �nito, a origem, o qual é uma sela. Seja

X̃ = (P (x, y), Q(x, y)) o campo de vetores associado ao sistema (3.7). Então a expressão

de ρ.X para a carta local (U1, φ1) é dada por


u̇ = v

[
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
= −2u,

v̇ = −v2P
(

1

v
,
u

v

)
= −v.

(3.8)

Portanto, existe um único ponto singular em U1, a origem, que é um nó estável no in�nito

e como o grau de X̃ é ímpar, a origem de V1 também é outro nó estável. Observe que,

neste caso, a curva instável da sela do sistema (3.7) liga a origem com os pontos estáveis

no in�nito na direção y = 0. Ver Figura 3.3.

Agora, a expressão de ρ.X̃ para a carta local (U2, φ2) é dada por
u̇ = v

[
P

(
u

v
,

1

v

)
− uQ

(
u

v
,

1

v

)]
= 2u,

v̇ = −v2Q
(
u

v
,

1

v

)
= v.

(3.9)

Assim, o único ponto singular em U2, a origem, é um nó instável no in�nito, o mesmo

é valido para a origem de V2. Neste caso, a curva estável da sela do sistema (3.7) liga a

origem com os pontos instáveis no in�nito na direção x = 0. O retrato de fase do sistema

(3.7) no disco de Poincaré está ilustrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.7).



43

3.2 Índice topológico

Chamamos de setor elíptico, setor parabólico e setor hiperbólico um setor que é topolo-

gicamente equivalente ao setor mostrado na Figura 3.4 (1), (2) e (3), respectivamente.

setor hiperbólico
setor elíptico setor parabólico

(1) (2) (3)

separatriz separatrizseparatriz separatrizseparatriz separatriz

Figura 3.4: Setores de um ponto singular.

Dizemos que um campo vetorial tem a propriedade da decomposição setorial �nita em

um ponto singular p se p é um centro, foco ou um nó, ou tem uma vizinhança que con-

siste em uma união �nita de setores parabólicos, setores hiperbólicos ou setores elípticos.

Observamos que todos os pontos singulares isolados de um sistema diferencial polinomial

satisfazem a propriedade de decomposição setorial �nita. Em alguns casos mais compli-

cados podemos ter um número in�nito de setores, com um único ponto singular. Para

mais detalhes ver página 17 de [8].

O índice de um ponto singular pode ser facilmente calculado usando a fórmula do

índice de Bendixson, que leva em conta os setores hiperbólicos e os setores elípticos de

um ponto singular.

Teorema 3.1 (Fórmula do Índice de Bendixson). Seja p um ponto singular isolado,

tendo a propriedade de decomposição setorial �nita, de um campo vetorial X : U ⊂ R2 →

R2 de classe C1. Denote por e e h o número de setores elípticos e setores hiperbólicos,

respectivamente, numa vizinhança do ponto p. Então, o índice de p é dado por

ind(p) =
(e− h)

2
+ 1.

Proposição 3.3. Um ponto singular p do tipo centro não possuí setores hiperbólicos e

elípticos numa vizinhança de p. Assim, pela Fórmula de Bendixson, ind(p) = 1.
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Teorema 3.2 (Poincaré-Hopf). Seja X um campo vetorial polinomial. Se a compacti-

�cação de Poincaré na esfera tem uma quantidade �nita de pontos de equilíbrio, então a

soma dos índices desses pontos é dois.

Teorema 3.3 (Fórmula de Euler). Considere f : Rm → R uma função de classe C1,

homogênea de grau k > 0. Então, X · ∇f(X) = kf(X),∀X ∈ Rm.

3.3 Condições su�cientes para a CJR em R2- parte 1

Nesta seção veremos o resultado principal do artigo [3] apresentado por F. Braun e J.

Llibre.

Teorema 3.4 (Braun, Llibre). Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polino-

mial com Jacobiano não nulo em todo ponto. Suponha que grau(f) = grau(g) = m > 1.

Se os polinômios homogêneos de mais altos graus fm e gm de f e de g, respectivamente,

não têm fatores lineares reais comuns, então F é injetora.

Prova do teorema:

Essencialmente, a prova do teorema consiste em fazer uso do Teorema de Sabatini, ou

seja, mostraremos que nessas condições HMF
tem um centro global na origem, logo F

é um difeomor�smo global. Em particular, F é injetora. Nas hipótese do Teorema de

Sabatini é exigido que F (0, 0) = (0, 0), vamos mostrar a seguir que caso isso não ocorra,

basta fazer uma translação.

De fato, suponha que F (0, 0) = (a, b) 6= (0, 0) ∈ R2 com a, b ∈ R. De�na, G = (g1, g2) :

R2 → R2, dada por G(x, y) = F (x, y)− (a, b). É imediato que G é polinomial, G(0, 0) =

(0, 0), grau(g1) = grau(g2) = m, o Jacobiano de G é igual ao de F , logo é diferente de

zero para todo ponto do plano, e as partes homogêneas de maiores graus de f e g são as

mesmas de g1 e g2.

Note que F é injetora se, e somente se, G é injetora.

De fato, se F é injetora então se (x1, y1) 6= (x2, y2), isso implica que F (x1, y1) 6= F (x2, y2),

assim temos que G(x1, y1) = F (x1, y1)− (a, b) 6= F (x2, y2)− (a, b) = G(x2, y2).
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Agora se G é injetora então se (x1, y1) 6= (x2, y2) temos G(x1, y1) 6= G(x2, y2). Assim,

F (x1, y1) 6= F (x2, y2). De fato, suponha que F (x1, y1) = F (x2, y2), então G(x1, y1) =

F (x1, y1) − (a, b) = F (x2, y2) − (a, b) = G(x2, y2), o que é uma contradição. Então, sem

perda de generalidade, podemos assumir que F (0, 0) = (0, 0).

As componentes do campo de vetores HMF
= (P,Q) são

P (x, y) = −∂MF

∂y
= −f(x, y)fy(x, y)− g(x, y)gy(x, y).

Q(x, y) =
∂MF

∂x
= f(x, y)fx(x, y) + g(x, y)gx(x, y).

Deste modo, denotando por n o máximo grau de P e Q, temos n ≤ 2m− 1. Veremos, a

seguir, que xQn− yPn = m(f 2
m + g2m). Assim a parte homogênea de grau 2m− 1 de P ou

Q não é zero, provando que n = 2m− 1. Ou seja, o grau(HMF
)= 2m− 1. Pois, caso

∂MF (2m)

∂y
=
∂MF (2m)

∂y
= 0,

então f 2
m + g2m = constante.

Vamos mostrar que o campo HMF
tem um centro global na origem, isso decorre das três

a�rmações a seguir.

A�rmação 1. A compacti�caçao de Poincaré de HMF
, não tem pontos de equilíbrio

in�nito.

Pelo Lema 3.1, o campo de vetores HMF
tem pontos de equilíbrio in�nito se existir um

fator linear da forma ax+by que divide o polinômio xQn−yPn. As funções a seguir estão

aplicadas em (x, y), omitiremos isso para facilitar a notação. Assim, temos

xQn − yPn = x

[
fm

(
∂fm
∂x

)
+ gm

(
∂gm
∂x

)]
+ y

[
fm

(
∂fm
∂y

)
+ gm

(
∂gm
∂y

)]
= (x, y) · 1

2
∇
(
f 2
m + g2m

)
=

1

2
2m
(
f 2
m + g2m

)
= m

(
f 2
m + g2m

)
.

A terceira igualdade anterior decorre diretamente da Fórmula de Euler. Assim a compac-

ti�caçao de Poincaré de HMF
não tem pontos de equilíbrio no in�nito. Pois, se existisse
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um fator linear real ax+ by que dividisse o polinômio xQn(x, y)− yPn(x, y), ele dividiria

também f 2
m + g2m, o que implica que dividiria ambos fm e gm, o que por hipótese, não

ocorre.

A�rmação 2. HMF
não tem pontos de equilíbrio �nitos diferente da origem.

Sabemos que os pontos de equilíbrio de HMF
satisfazem P (x, y) = Q(x, y) = 0. Vimos

que isso é equivalente ao sistema (2.2). Como a matriz que de�ne este sistema linear

tem determinante igual ao Jacobiano de F no ponto (x, y), ele é diferente de zero, então

não podemos ter uma quantidade in�nita de soluções para F (x, y) = (0, 0). Pelo, Lema

2.2, todos os pontos de equilíbrios �nitos de HMF
são os zeros de F , assim temos uma

quantidade �nita deles. Pelo Teorema de Poincaré-Hopf, o somatório dos índices desses

pontos singulares na esfera é dois.

Sabemos que cada ponto de equilíbrio de HMF
corresponde a dois pontos de equilíbrio na

esfera de Poincaré quando compacti�cado, um no hemisfério norte e outro no hemisfério

sul. Além disto, pelo Lema 2.2, os pontos de equilíbrio de HMF
são centros e, portanto,

correspondem a centros na esfera de Poincaré. Temos que a origem do campo HMF
é um

ponto de equilíbrio, pois estamos assumindo que F (0, 0) = (0, 0). Este ponto induz dois

centros na esfera de Poincaré, (0, 0, 1) e (0, 0,−1), cada um deles tem índice um, pela

Proposição 3.3. Portanto, o somatório desses índices na esfera é dois. Se existisse outro

ponto de equilíbrio de HMF
diferente da origem, o somatório dos índices excederia a dois,

a menos que, existisse pontos de equilíbrio em S1 com índices negativos para compensar

a soma, o que não ocorre devido a A�rmação 1. Portanto, a origem de HMF
é o único

ponto de equilíbrio �nito.

A�rmação 3. O anel periódico da origem de HMF
é o R2 \ {(0, 0)}.

Suponha que o anel periódico da origem de HMF
não é o R2 \ {(0, 0)}. Assim, o anel pe-

riódico da origem de HMF
não é o S1 quando consideramos a projeção da compacti�cação

do campo HMF
sobre o disco de Poincaré.

Então, considere a projeção da compacti�cação do campo HMF
sobre o disco de Poincaré.

Sabemos que não existe ponto de equilíbrio �nito, exceto a origem, e não existe ponto

singular no in�nito. Considere Γ como o bordo do anel periódico, seja a um ponto no
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exterior da região limitada por Γ, como na Figura 3.5. Analisaremos a órbita γa, passando

por a. Temos que γa tem Γ como ω-limite ou α-limite, pois caso contrário, contradizemos

o Teorema de Existência e Unicidade de soluções de equações diferenciais. Assim, pelo

Teorema de Poincaré-Bendixson, temos que Γ é uma órbita fechada, uma vez que possui

apenas pontos regulares.

Considere uma seção transversal Σ sobre Γ. A transformação de Poincaré quando restrita

à intersecção de Σ com pontos de Γ e a pontos do interior da região limitada por Γ é a

aplicação identidade, uma vez que nestas regiões o bordo e pontos do interior do bordo

são órbitas periódicas. Veja Figura 3.5. Como a transformação de Poincaré Σ é analítica,

pois o campo é polinomial, portanto analítico, veja Proposição 1.21 do livro [8], ela deve

ser a identidade também quando restrita a intersecção Σ com pontos do exterior da região

limitada por Γ. Isto nos leva a uma contradição com a de�nição de anel periódico, pois o

anel periódico da origem é a maior (no sentido da inclusão) vizinhança de (0, 0) tal que o

interior da vizinhança é preenchida por órbitas periódicas.

Figura 3.5: Ilustração da prova da A�rmação 3.

�

Vejamos a seguir uma aplicação do Teorema 3.4.

Exemplo 3.2. Considere a seguinte classe de aplicações polinomiais F = (f, g) : R2 →
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R2, dada por

F (x, y) =
(
−y + xk − yk, x+ xk + yk

)
,

com k ≥ 1 ímpar. O Jacobiano de F é dado por

det(DF (x, y)) = 1 + k(xk−1 + yk−1) + 2k2xk−1yk−1 > 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Temos que o grau(f) = grau(g) = k. Os termos fk = xk − yk e gk = xk + yk não têm

fatores lineares reais em comum. De fato, supondo que exista um fator da forma ax+ by

não nulo que divida ambos fk e gk. Então, ax + by divide fk + gk = 2xk, logo b = 0, e

divide também fk−gk = −2yk, logo a = 0. Obtemos a = 0 e b = 0, que é uma contradição.

Assim, estamos nas hipóteses do Teorema 3.4. Portanto, F é injetora, como ela é poli-

nomial, F é um difeomor�smo global. Consequentemente, podemos obter uma classe de

campo de vetores que tenham a origem como um centro global. Calculando a aplicação

MF : R2 → R para o exemplo dado, obtemos

MF (x, y) =
x2

2
+ x2k + x1+k − xky +

y2

2
+ xyk + y2k + y1+k.

A partir desta função MF obtemos o campo de vetores Hamiltoniano associado à MF , o

qual é uma classe de campos de vetores que possuem a origem como um centro global,

considerando sempre k ≥ 1 ímpar. As componentes do campo HMF
são dadas por

P (x, y) = xk − y − kxy−1+k − (1 + k)yk − 2ky−1+2k,

Q(x, y) = x+ (1 + k)xk + 2kx−1+2k − kx−1+ky + yk.

Note que se k = 1 temos um centro linear HMF
= (−5y, 5x), para k = 3 temos um centro

global na origem para o campo

HMF
=
(
x3 − 3xy2 − y(1 + 4y2 + 6y4), x+ 4x3 + 6x5 − 3x2y + y3

)
.

Veja a Figura 3.6.
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Figura 3.6: Retrato de fase global de HMF
.

Observação 3.2. Note que a CJR no plano é verdadeira para a classe de aplicações

polinomiais F = (f, g) : R2 → R2 dada por F (x, y) =
(
−y + xk − yk, x+ xk + yk

)
, com

k ≥ 1 ímpar.

O Teorema 3.4 fornece apenas uma condição su�ciente para a injetividade da aplicação

F , mas não uma condição necessária. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3. Considere a aplicação polinomial F = (f, g) : R2 → R2, dada por:

F (x, y) =

(
2x− y +

(3x+ y)3

27
, 3x− y +

4(3x+ y)3

45

)
.

Note que grau(f) = grau(g) = 3. Calculando o Jacobiano, obtemos

det(DF (x, y)) = 1 +

(
2(3x+ y)2

3

)
> 0, ∀(x, y) ∈ R2.

Temos f3(x, y) = (3x+y)3/27 e g3(x, y) = 4(3x+y)3/45. Logo, não estamos nas hipóteses

do Teorema 3.4, pois 3x+ y é um fator linear real comum a f3(x, y) e g3(x, y).

Por outro lado, F é injetora, pelo Teorema 1.7. Isso mostra que temos apenas uma condi-

ção su�ciente para a injetividade da aplicação F , mas ela não é uma condição necessária.
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3.4 Condições su�cientes para a CJR em R2- parte 2

Nesta seção veremos como, em 2016, F. Braun, J. Giné e J. Llibre, no artigo [2]

generalizaram o resultado obtido no Teorema 3.4 através do seguinte teorema.

Teorema 3.5 (Braun, Giné, Llibre). Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação

polinomial com Jacobiano não nulo em todo ponto, F (0, 0) = (0, 0), e o campo de vetores

polinomial HMF
= (P (x, y), Q(x, y)) = (−(ffy + ggy), ffx + ggx). Suponha que os polinô-

mios homogêneos de mais altos graus de P e Q, respectivamente, não têm fatores lineares

reais comuns. Então, F é injetora.

Vejamos primeiramente um exemplo de que nos dá uma pista que o Teorema 3.5 é

mais geral que o Teorema 3.4.

Exemplo 3.4. Considere a aplicação polinomial F = (f, g) : R2 → R2, dada por

F (x, y) = (x+ x3 − y, x3 + y).

É fácil ver que o Jacobiano de F é dado por 1+6x2, que é maior ou igual a zero para todo

(x, y) ∈ R2. Além disso, o grau(f) = grau(g) = 3, f3(x, y) = x3 e g3(x, y) = x3. Assim o

fator linear x é comum a ambos. Portanto, não estamos nas hipóteses do Teorema 3.4.

Por outro lado, é fácil ver que F (0, 0) = (0, 0) e os termos P e Q de HMF
são dados por

P (x, y) = x− 2y, Q(x, y) = x− y + 4x3 + 6x5.

O polinômio homogêneo de mais alto grau de P é x−2y e o polinômio homogêneo de mais

alto grau de Q é 6x5, os quais não possuem fator linear em comum. Portanto, estamos nas

hipóteses do Teorema 3.5. Logo, F é injetora, e como é polinomial, é um difeomor�smo

global.

Pelo Teorema de Sabatini, a origem do campo HMF
é um centro global.

HMF
(x, y) = (P,Q) =

(
x− 2y, x− y + 4x3 + 6x5

)
.

Veja a Figura 3.7.
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Figura 3.7: Retrato de fase global de HMF
.

Notemos que o campo HMF
associado a aplicação F dada no Exemplo 3.4 tem pontos de

equilíbrio in�nitos, o que não ocorria com as hipóteses do Teorema 3.4.

A seguinte proposição é uma demonstração de que o Teorema 3.5 é de fato uma

generalização do Teorema 3.4.

Proposição 3.4. Considere F = (f, g) : R2 → R2 uma aplicação polinomial com Jaco-

biano não nulo em todo ponto, F (0, 0) = (0, 0) e HMF
= (P (x, y), Q(x, y)) = (−(ffy +

ggy), ffx + ggx). Suponha que o grau(f) = grau(g) = m > 1. Se os polinômios homogê-

neos de mais altos graus fm e gm de f e de g, respectivamente, não têm fatores lineares

reais comuns, então os polinômios homogêneos de mais altos graus de P e de Q também

não têm fatores lineares reais comuns.

Prova da Proposição 3.4:

Para facilitar a notação denotaremos (P (x, y))x e (P (x, y))y para indicar as derivadas

parciais do polinômio P (x, y) com respeito a x e y, respectivamente. As funções nessa de-

monstração estão sempre aplicadas em (x, y), omitiremos isso para facilitar a compreensão

e a notação.

Primeiramente, note que (f 2
m + g2m)x 6≡ 0 e (f 2

m + g2m)y 6≡ 0. De fato, suponha que (f 2
m +

g2m)x ≡ 0, então f 2
m e g2m são funções apenas de y, assim temos que fm(x, y) = amy

m e
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gm(x, y) = bmy
m, o que implica que y é um fator comum de fm(x, y) e gm(x, y), o que não

ocorre, por hipótese. De forma análoga provamos que (f 2
m + g2m)y 6≡ 0.

Assim, os termos homogêneos de mais altos graus de Q e P são, a menos de sinal, dados

respectivamente por (
f 2
m + g2m

2

)
x

e

(
f 2
m + g2m

2

)
y

.

Temos, (
f 2
m + g2m

2

)
x

=
2fm(fm)x

2
+

2gm(gm)x
2

= fm(fm)x + gm(gm)x = Qn 6≡ 0,

(
f 2
m + g2m

2

)
y

=
2fm(fm)y

2
+

2gm(gm)y
2

= fm(fm)y + gm(gm)y = −Pn 6≡ 0.

Faremos a prova da proposição pela contrapositiva. Suponha a existência de um fator

linear real da forma ax + by que divide os termos homogêneos de mais altos graus de Q

e P . Devemos mostrar que ax + by divide os polinômios fm e gm. Deste modo, ax + by

divide qualquer combinação linear dos termos homogêneos de mais altos graus de Q e P ,

em particular divide xQn − yPn. Agora,

xQn − yPn = x

(
f 2
m + g2m

2

)
x

+ y

(
f 2
m + g2m

2

)
y

= x

(
2fm(fm)x + 2gm(gm)x

2

)
+ y

(
2fm(fm)y + 2gm(gm)y

2

)
= x (fm(fm)x + gm(gm)x) + y (fm(fm)y + gm(gm)y)

= (x, y) · 1

2
∇
(
f 2
m + g2m

)
=

1

2
2m
(
f 2
m + g2m

)
= m

(
f 2
m + g2m

)
.

Com isso obtemos que, ax+ by divide m (f 2
m + g2m). Portanto, divide fm e gm. Ou seja, é

um fator linear em comum de fm e de gm, terminando a prova da proposição. �

Para a prova do Teorema 3.5 precisaremos dos seguintes resultados.
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De�nição 3.7. Denote por Gm,n o conjunto de todos os campos vetoriais polinomiais

X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) com grau(P ) = m e grau(Q) = n tal que os polinômios

homogêneos Pm e Qn não têm fatores lineares reais em comum.

De�nição 3.8. Seja F = (P,Q) : R2 → R2 um campo de vetores polinomial. Considere

P0 ∈ S1 um ponto de equilíbrio in�nito na compacti�cação de Poincaré do campo F .

Suponha que P0 tem um setor hiperbólico. Dizemos que esse setor hiperbólico é degenerado

se as duas separatrizes estão contidas em S1. Caso contrário, esse setor hiperbólico é

chamado não degenerado.

Veja a Figura 3.8, a qual apresenta uma ilustração da de�nição anterior.

Figura 3.8: Ilustração de um setor hiperbólico e dois setores hiperbólicos degenerados,

nos quais as duas separatrizes estão contidas em S1.

O próximo resultado é devido a Cima, Gasull e Mañosas, sua prova pode ser encontrada

em [7].

Teorema 3.6. Seja M : R2 → R uma aplicação polinomial. Seja q um ponto de equilíbrio

in�nito do campo vetorial polinomial Hamiltoniano HM : R2 → R2, tal que

HM =

(
−∂M
∂y

(x, y),
∂M

∂x
(x, y)

)
= (−My,Mx),

com grau(My) = m e grau(Mx) = n. As seguintes a�rmações são válidas.

1. Se m = n e HM ∈ Gm,m, então q é um nó e, portanto, ind(q) = 1.
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2. Se q tem algum setor hiperbólico não degenerado h, então HM 6∈ Gm,n.

3. Se m > n e HM ∈ Gm,n, então

(a) Se m é par, então q é um nó e, portanto, ind(q) = 1.

(b) Se m é ímpar e n é par, então q tem um setor hiperbólico degenerado e um

setor elíptico, e, portanto ind(q) = 1.

(c) Se m e n são ímpares, então q tem dois setores hiperbólicos degenerados e

portanto ind(q) = 0, ou q tem dois setores elípticos e, portanto ind(q) = 2.

Do Teorema 3.6 segue, o seguinte corolário.

Corolário 3.1. Seja q um ponto de equilíbrio in�nito do campo vetorial Hamiltoniano

polinomial HM = (−My,Mx) tal que grau(My) = m e grau(Mx) = n. Se HM ∈ Gm,n,

então o ind(q) é maior ou igual a zero, e quando é zero o ponto de equilíbrio q na esfera

de Poincaré é formado por dois setores hiperbólicos degenerados.

En�m, segue a demonstração do Teorema 3.5.

Prova do Teorema 3.5:

Por hipótese, o campo de vetores HMF
= (P,Q) é Hamiltoniano tal que os polinômios

homogêneos de mais altos graus de P e Q não têm fatores lineares reais em comum.

Sem perda de generalidade, denotando por grau(P ) = m e grau(Q) = n, segue que

HMF
∈ Gm,n.

A prova do Teorema 3.5 consiste em demonstrar que a origem é um centro global do campo

HMF
, assim, pelo Teorema de Sabatini, F é um difeomor�smo global, em particular, é

injetora, terminando a demonstração.

Então, mostremos que a origem do campo HMF
é um centro global, isso decorre das três

a�rmações a seguir.

A�rmação 1. A origem do campo de vetores HMF
é o único ponto de equilíbrio �nito.

Precisamos garantir que o campo HMF
quando compacti�cado possui uma quantidade �-

nita de pontos de equilíbrio na esfera de Poincaré, para utilizarmos o Teorema de Poincaré-

Hopf.
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A justi�cativa que garante que HMF
tem uma quantidade �nita de pontos de equilíbrio

�nito é a mesma utilizada na A�rmação 2 da prova do Teorema 3.4. Os pontos de

equilíbrio in�nito de HMF
, se existirem, são isolados. De fato, denote por d = max{m,n},

então

xQd(x, y)− yPd(x, y) 6≡ 0.

Temos que Pm e Qn não são identicamente nulos.

Se m > n, então xQd − yPd = −yPm 6≡ 0. Se n > m, então xQd − yPd = xQn 6≡ 0.

Agora, se m = n, suponha xQd(x, y) − yPd(x, y) = xQm − yPm ≡ 0, assim existe um

polinômio Rm(x, y) de grau m−1 tal que Pm = xRm e Qm = yRm, o que contradiz o fato

dos polinômios homogêneos de mais altos graus de P eQ não possuírem fatores em comum.

Portanto, a compacti�cação do campo HMF
tem um número �nito de pontos de equilíbrio

na esfera. Logo, estamos nas hipóteses do Teorema de Poincaré-Hopf. A origem (0, 0) do

campo HMF
é um centro, assim ele induz dois centros na esfera de Poincaré. Logo a soma

desses índices na esfera é dois. Se existisse outro ponto de equilíbrio de HMF
diferente

da origem, o somatório dos índices excederia a dois, a menos que, existisse pontos de

equilíbrio em S1 com índices negativos para compensar a soma, o que não ocorre devido

ao Corolário 3.1. Portanto, a origem de HMF
é o único ponto de equilíbrio �nito.

A�rmação 2. Se existir um ponto de equilíbrio in�nito de HMF
ele é formado por dois

setores hiperbólicos degenerados.

Como HMF
∈ Gm,n, segue do Corolário 3.1, que se q é um ponto de equilíbrio in�nito da

compacti�cação de HMF
, então o índice topológico de q é maior ou igual a zero. Como

a soma dos índices na esfera já é dois, se existir pontos de equilíbrio in�nitos, esses

pontos terão índice zero, e pelo Corolário 3.1 serão formado por dois setores hiperbólicos

degenerados.

A�rmação 3. O anel periódico da origem de HMF
é o plano todo exceto a origem.

A prova dessa a�rmação é idêntica a da A�rmação 3 feita na demonstração do Teorema

3.4, por isso não faremos novamente. �

Vejamos um exemplo de aplicação do Teorema 3.5.
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Exemplo 3.5. Considere a aplicação polinomial F = (f, g) : R2 → R2, dada por

F (x, y) =

(
x(x2 + 3)

3
, x+ y

)
.

O Jacobiano de F é dado por 1 +x2 > 0, para todo ponto (x, y) ∈ R2. As componentes do

campo HMF
são dadas por

P (x, y) = −(ffy + ggy) = −(x+ y), Q(x, y) = ffx + ggx = 2x+ y +
4x3

3
+
x5

3
.

Note que, x5/3 e x + y não têm fatores lineares reais em comum. Portanto, pelo Teo-

rema 3.5, F é injetora, como F é polinomial, é um difeomor�smo global. Portanto, pelo

Teorema de Sabatini, a origem do campo HMF
é um centro global.

Vejamos no exemplo a seguir que o Teorema 3.5 também fornece apenas condições

su�cientes, mas não necessárias.

Exemplo 3.6. Considere a aplicação polinomial F = (f, g) : R2 → R2, dada por

F (x, y) = (x+ x3 + y3, y).

O Jacobiano de F é dado por 1 + 3x2 > 0, para todo (x, y) ∈ R2.

As componentes do campo HMF
são dadas por

P (x, y) = −(y + 3xy2 + 3y2(x3 + y3)) e Q(x, y) = x+ 4x3 + y3 + 3x2(x3 + y3).

Sabemos que, x3 + y3 = (x + y)(x2 − xy + y2), assim, os termos de mais alto grau de P

e Q possuem o fator linear x + y em comum. Portanto, não estamos nas hipóteses do

Teorema 3.5. Porém, F é injetora. Basta utilizar o Teorema 1.7.

Veremos no próximo capítulo que qualquer sistema diferencial polinomial de grau par

não tem centro global.



Capítulo 4

Um sistema diferencial polinomial de

grau par não tem centro global

Finalizamos esta dissertação apresentando o resultado do artigo [17]. Nele C. Valls e

J. Llibre demonstraram que um campo de vetores polinomial no plano de grau par não

possui centro global. As técnicas aplicadas nesse artigo são muito parecidas com as já

utilizadas nos capítulos anteriores dessa dissertação.

Considere X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) um campo de vetores polinomial planar de grau

d e o sistema diferencial polinomial associado ao campo X x′ = P (x, y),

y′ = Q(x, y).
(4.1)

O principal resultado obtido no artigo [17] é o seguinte.

Teorema 4.1. O sistema diferencial polinomial (4.1) com d par não tem centro global.

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 4.1, apresentamos duas proposições que nos

auxiliarão na prova desse teorema. A primeira dessas proposições é uma simples carac-

terização de centro global quando a compacti�cação de Poincaré não possui o in�nito

formado somente por pontos singulares. A segunda envolve um resultado sobre a matriz

Jacobiana de um ponto singular em S1 que possui dois setores hiperbólicos degenerados.

57
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Proposição 4.1. Um campo vetorial polinomial X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) sem ter o

in�nito formado somente de pontos singulares, tem um centro global se, e somente se,

tem um único ponto singular �nito que é um centro e todos os pontos singulares in�nitos

na esfera de Poincaré, se existirem, devem ser formados por dois setores hiperbólicos

degenerados.

Proposição 4.2. Um ponto singular in�nito q formado por dois setores hiperbólicos de-

generados tem a matriz Jacobiana no ponto q identicamente nula.

Prova da Proposição 4.2:

A prova dessa proposição segue da observação que todos os retratos de fase locais de

pontos singulares hiperbólicos, semi-hiperbólicos e nilpotentes estão completamente en-

tendidos, veja os Capítulos 2, 3 e os Teoremas 2.5, 2.19 e 3.5 do livro [8]. Como nenhum

desses retratos tem um ponto singular formado por dois setores hiperbólicos degenerados,

concluímos que a matriz Jacobiana é nula. �

4.1 Prova do Teorema 4.1

Antes de iniciar a prova do teorema �xamos a seguinte notação.

De�nição 4.1. Gd(x, y) = yPd(x, y)−xQd(x, y), Gd é um polinômio nas variáveis x e y.

Prova do Teorema 4.1:

Sabemos, pela Proposição 3.2 que os pontos singulares in�nitos do sistema (4.1) corres-

pondem aos fatores lineares que dividem Gd(x, y). Separamos a prova do Teorema 4.1 em

duas partes tratando dos casos em que Gd 6≡ 0 e Gd ≡ 0.

Caso 1: Primeiro vamos tratar do caso em que Gd não é o polinômio identicamente nulo.

Faremos a prova por contradição. Assuma que o sistema (4.1) com grau par tem um

centro global e Gd(x, y) 6≡ 0. Sabemos que todo polinômio homogêneo de grau d pode ser

fatorado como
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r1∏
i=1

(aix+ biy)li
r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk ,

onde li ≥ 0 para todo i = 1, . . . , r1, jk ≥ 0 e β2
k − 4αkγk < 0 para k = 0, . . . , r2 e∑r1

i=1 li +
∑r2

k=0 2jk = d.

Como Gd(x, y) 6≡ 0, temos que o in�nito não é formado somente por pontos singulares.

Assim, por uma rotação de coordenada em relação à origem podemos assumir que todos os

pontos de equilíbrio no in�nito estão nas cartas U1 ∪V1. Introduzimos a seguinte notação

Gd−k(x, y) = yPd−k(x, y)− xQd−k(x, y), k = 0, 1, . . . , d.

Escrevendo o sistema (4.1) na carta U1, obtemos

 u′ = −Gd(1, u) + vGd−1(1, u) + · · ·+ vd−1G0(1, u),

v′ = −vPd(1, u)− v2Pd−1(1, u)− · · · − vdP0(1, u).
(4.2)

Considere (u, 0) um ponto singular na carta U1, o qual existe pois Gd 6≡ 0 tem grau d+ 1

ímpar. Logo, Gd(1, u) = 0. A matriz Jacobiana associada ao sistema (4.2) e aplicada no

ponto (u, 0) é dada por  −∂Gd

∂u
(1, u) Gd−1(1, u)

0 −Pd(1, u)

 .
Como estamos assumindo que temos um centro global, pela Proposição 4.1, o ponto

(u, 0) deve ser formado por dois setores hiperbólicos degenerados e, pela Proposição 4.2,

a matriz Jacobiana no ponto deve ser linearmente nula. Dito isto, temos que Gd(1, u) = 0

e ∂Gd(1, u)/∂u = 0, o que implica que o ponto (u, 0) deve ter multiplicidade dois como

um zero do polinômio Gd(1, u). Isso implica que Gd tem um fator linear real, com pelo

menos multiplicidade dois e, assim, podemos reescrever Gd da seguinte forma

Gd =

r1∏
i=1

(aix+ biy)li
r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk , (4.3)

onde li ≥ 2 para todo i = 1, · · · , r1, jk ≥ 0 e β2
k − 4αkγk < 0 para k = 0, · · · , r2 e∑r1

i=1 li +
∑r2

k=0 2jk = d+ 1.
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Como o grau de Gd é ímpar, existe pelo menos um i ∈ {1, ..., r1} tal que li é ímpar. Pois,

caso contrário, Gd teria grau par. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que tal

li ocorre para i = 1, assim devemos ter l1 ímpar e l1 ≥ 3. Então

Gd(x, y) = (a1x+ b1y)l1
r1∏
i=2

(aix+ biy)li
r2∏
k=0

(αkx
2 + βkxy + γky

2)jk . (4.4)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que b1 6= 0, caso contrário fazemos uma

rotação em relação à origem. Na carta U1 o polinômio homogêneo Gd(x, y) dado em (4.4)

se escreve como

Gd(1, u) = (a1 + b1u)l1
r1∏
i=2

(ai + biu)li
r2∏
k=0

(αk + βku+ γku
2)jk .

Introduzindo uma nova variável, a1 + b1u = U em Gd(1, u), obtemos que

Gd

(
1,
U − a1
b1

)
= U l1Γ + · · · , (4.5)

onde

Γ =

r1∏
i=2

(
aib1 − bia1

b1

)li r2∏
k=0

(
αkb

2
1 − βka1b1 + γka

2
1

b21

)jk

6≡ 0,

pois U = 0 tem exatamente multiplicidade l1 e · · · representa os termos de ordens supe-

riores na variável U .

Considerando as novas variáveis (U, v = V ), segue de (4.2) e (4.5) que o sistema na carta

local U1 restrito a V = 0 pode ser escrito como

U ′|v=0 = −(U l1Γ + · · · ), V ′|v=0 = 0.

Temos que o eixo U é invariante. Lembrando que l1 é ímpar, assim no semi-eixo positivo

{U > 0, V = 0} numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0) as órbitas �uem no sentido oposto

à órbita no semi-eixo negativo {U < 0, V = 0}. Veja a Figura 4.1. Assim o ponto

(U, V ) = (0, 0) não pode ser formado por dois setores hiperbólicos degenerados. Isso

contradiz a nossa suposição que o sistema (4.1) tem um centro global.
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Figura 4.1: Fluxo das órbitas numa vizinhança de (U, V ) = (0, 0).

Caso 2: Considere que Gd(x, y) é o polinômio identicamente nulo.

Faremos essa parte da prova por contradição novamente. Assuma que o sistema (4.1) tem

um centro global e Gd(x, y) ≡ 0.

Como Gd(x, y) ≡ 0 temos que equador da esfera de Poincaré é formado somente por

pontos singulares. Desde que Gd(x, y) ≡ 0 temos yPd(x, y) = xQd(x, y), assim existe um

polinômio Rd(x, y) de grau d− 1 ímpar tal que

Pd(x, y) = xRd(x, y) e Qd(x, y) = yRd(x, y).

Escrevendo o sistema (4.1) na carta U1, obtemos u′ = vGd−1(1, u) + · · ·+ vd−1G0(1, u),

v′ = −vRd(1, u)− v2Pd−1(1, u)− · · · − vdP0(1, u).
(4.6)

Como já sabíamos a curva no in�nito v = 0 é formada por pontos singulares. Fazendo

uma reparametrização na variável temporal da forma ds = vdt, obtemos que o sistema

(4.6) na nova variável temporal é dado por u′ = Gd−1(1, u) + vGd−2(1, u) + · · ·+ vd−2G0(1, u),

v′ = −Rd(1, u)− vPd−1(1, u)− · · · − vd−1P0(1, u).
(4.7)

Note que a reparametrização na variável temporal não altera o retrato de fase do sistema

(4.6), isto é, o sistema (4.7) possuí o mesmo retrato de fase do sistema (4.6). A reparame-

trização na variável temporal faz com que as órbitas sejam percorridas com velocidades

diferentes, podendo inverter o sentido das órbitas, no caso anterior, inverter o sentido das

órbitas para v < 0.
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Como Rd(x, y) é um polinômio de grau d − 1, temos que Rd(1, u) 6≡ 0. Assim, existe u

tal que Rd(1, u) 6≡ 0. Em outras palavras, temos que o ponto (u, 0) é um ponto regular

do sistema (4.7).

Por outro lado, temos que

v′|v=0 = −Rd(1, u) 6≡ 0 e v′|(v=0,u=u) = −Rd(1, u) 6≡ 0,

tal ponto que é um ponto singular do sistema (4.7) é o α-limite ou o ω-limite de alguma

órbita do sistema (4.6). Isso contradiz novamente a nossa suposição que o sistema (4.1)

tem um centro global. �



Conclusões

Apresentamos, neste trabalho, uma maneira de abordar a Conjectura Jacobiana Real no

plano através da Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias, utilizando o

Teorema de Sabatini. Posteriormente, apresentamos maneiras de encontrar classes de

aplicações nas hipóteses da CJR no plano que tornem essa conjectura verdadeira. Dentre

esses resultados destacamos principalmente os trabalhos de F. Braun, J. Giné e J. Llibre.

Finalizamos esse trabalho mostrando que um sistema diferencial polinomial de grau par

não tem centro global, esse resultado foi apresentado por C. Valls e J. Llibre.
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