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Resumo

Este trabalho é baseado principalmente no artigo “Rotation sets with nonempty interior
and transitivity in the uniwersal covering”, no qual os autores demonstram que dado um
homeomorfismo transitivo no toro homotopico a identidade e um levantamento de f no
recobrimento universal do toro é suficiente que a origem do R? pertenca ao interior do
conjunto de rotacao do levantamento para que a dinamica no recobrimento universal seja
transitiva.

Apresentaremos a reciproca desse resultado, ou seja, dado um homeomorfismo, f, no toro
homotoépico & identidade e f um levantamento transitivo de f no plano, entao a origem

do R? est4 no interior do conjunto de rotacao e f ¢ transitiva no toro.

Palavras—chave: Conjunto de Rotacao, Transitividade, Homeomorfismos no Toro que

sao Homotopicos & Identidade.



Abstract

This work is mainly based on the article “Rotation sets with nonempty interior and tran-
sitivity in the universal covering”, in which the authors shown that give a transitive
homeomorphism of the torus homotopic to the identity, f, and a lift of f on the universal
cover of the torus then it is sufficient that the origin belong to the interior of the rotation
set for the dynamics on the universal cover be transitive.

We give a reciprocal of this result, that is, given a homeomorphism homotopic to the
identity, f, and f a transitive lift of f then the origin belongs to the rotation set and f is

transitive on the torus.

Keywords: Rotation Set, Transitive, Torus Homeomorphisms Homotopic to the Identity.
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Introducao

A matematica pode ser pensada como uma ciéncia que evolui a cada dia, sem modificar
as verdades ja estabelecidas, possuindo varias adreas de pesquisa, sendo os Sistemas Dina-
micos uma delas. Mas o que vem a ser os Sistemas Dinamicos? O conceito de Sistema
Dinamico nasce da necessidade de se construir um modelo geral (abstrato) de todos os
sistemas que evoluem por meio de uma lei que relaciona um estado presente aos estados
futuros. Assim, a teoria dos Sistemas Dinamicos é o estudo da estruturacao de técni-
cas capazes de compreender a evolucao de sistemas a longo prazo. Ha varias aplicacoes
de resultados e métodos de Sistemas Dindmicos na explicagao de fend6menos complexos
nas diversas ciéncias como na Quimica (reag¢des quimicas, processos industriais), Fisica
(turbuléncia, transicao de fase, otica), Biologia (competicao de espécies, neurobiologia),
Economia (modelos de crescimento econdémico, mercado financeiro) e muitos outros.

O matematico Henri Poincaré (1854-1912) é considerado um dos criadores da teoria
moderna dos Sistemas Dindmicos, pois foi responséavel por estabelecer muitos dos fun-
damentos da teoria qualitativa das Equacoes Diferencias, dentre outras contribuicoes.
Outros matematicos como Liapunov e Birkhoff, trabalharam no assunto e desde entao
esta teoria tem ocupado a atencao de intimeros matematicos. Pode-se ver os Sistemas
Dindmicos de duas maneiras, a saber, continuo, na qual aparece o conceito de fluxo, e
discreta (que sera o enfoque deste trabalho).

Um sistema dinamico discreto é uma aplicacao f definida em um certo conjunto X, ou
seja, f: X — X. A dinamica é vista como sendo a iteracao dessa aplicacao f e o conjunto

obtido pela unido das iteragoes de um ponto x (estado inicial ou presente) é chamado drbita

futura de z, denotado por orb(z) = Of(x) = {z, f(z), f(f(2)), ..., f*(z),...}.



Figura 1: Modelo de dinamica com tempo discreto.

Em outras palavras, uma espécie de evolucao do estado x sob a acao da dinamica
dada por f para o estado f(z). Uma questdo interessante, neste contexto, é estudar de
que maneira essa evolucao ocorre, ou seja, qual é o comportamento da 6rbita dos pontos
no espaco considerado. Para entender esse comportamento, surgem varios conceitos im-
portantes, como por exemplo, a existéncia de pontos periodicos (estados que se repetem),
pontos fixos, conjuntos minimais, a propriedade de transitividade, entre outros.

Para facilitar o entendimento global de um sistema, dentre os conceitos mencionados
anteriormente, usaremos o conceito de transitividade, pois conforme veremos no primeiro
capitulo (Proposi¢ao 1.3.1), os abertos invariantes pela a¢ao de uma aplicagao transi-
tiva devem ser, necessariamente, densos no espaco ambiente, dessa forma o conceito de
transitividade mostra-se essencial para o entendimento da dinamica de um dado sistema,
sendo assim, uma pergunta interessante neste cenario ¢ sobre a existéncia de dinamicas
transitivas no plano, isto é, se existe pelo menos um ponto com 6rbita densa. Ou mais
fortemente, se todo ponto pode ter o6rbita densa, isto é, sobre a existéncia de dinamica
planar minimal®.

No caso de um fluxo planar estudos comprovam que os conjuntos limites de qualquer
trajetoria sao bem entendidos como por exemplo sob certas hipoteses o Teorema de Poin-
caré - Bendizson nos garante que o conjunto w—limite de qualquer trajetoria deve ser um

ponto de equilibrio, uma orbita periodica ou um grafico, portanto, os possiveis conjuntos

1Um sistema dindmico é minimal se, e somente se, todo ponto de X tem érbita densa em X.



limites sao diferentes do plano e assim nao existe fluxo com alguma érbita densa no plano.
Entretanto, no toro existem fluxos transitivos, como por exemplo os fluxos irracionais. No
entanto, se a dinamica for discreta podemos ter uma aplicacao transitiva no plano a qual
¢ o levantamento 2 de um homeomorfismo do toro, transitivo e homotoépico & identidade.
Esse serd o principal assunto abordado neste trabalho e teremos como base o artigo [6].

Em [12], Henri Poincaré, quando analisava questoes de mecéanica celeste, introduziu
o conceito de nimero de rotacio para homeomorfismos do S! homotépicos a identidade.
Esse conceito foi generalizado para homeomorfismos do toro homotopicos a identidade
como um subconjunto do plano, conhecido como Conjunto de Rotacao. Espera-se que tal
conjunto contenha informacoes a respeito da dinamica do homeomorfismo homotopicos
a identidade, como por exemplo, sobre a existéncia de pontos periddicos. O resultado
conhecido como Teorema de Poincaré, o qual pode ser encontrado em [11]| garante que o
nimero de rotacao de um homeomorfismo do circulo S! que preserva orientagao é racional
se, somente se, o homeomorfismo possui um ponto periédico cujo periodo é igual ao
denominador de tal racional. No caso de um homeomorfismo homotopico a identidade
no toro T2, Franks demonstrou em [5] que se w € Z? e ¢ € N sdo tais que w/q é ponto
interior do conjunto de rotacdo entdo existe & € R? tal que fq(a?) = I + w, em outras
palavras,  se projeta num ponto peridédico no toro.

Neste trabalho, o conjunto de rotag¢ao serd umas das principais ferramentas para ga-
rantirmos a transitividade no plano. Existem varias nocoes deste conjunto para aplicacoes
de T?, utilizaremos a definigao proposta por Misiurewicz e Ziemian em [9], no qual eles
definem que dado um levantamento f : R? — R? de um homeomorfismo homotdpico a

identidade, o conjunto de rotacio associado a f, denotado por p(f) ¢

Ani P — A
p(f)=<ve R? .0 = lim M,onde T; € R2,ni — 00
71— 00 3

O objetivo desta dissertacao é mostrar que dado um homeomorfismo transitivo no toro

T2 e f um levantamento de f no plano € necessdrio e suficiente que a origem do R? seja

2f . R2 — R? é um levantamento de f no plano, se satisfaz f o1 = 7o f, onde 7 : RZ — T? aplicacio

de recobrimento.



um ponto interior de p(f) para que a dindmica no plano (recobrimento universal) seja
transitiva.

Dessa forma faz sentido pensarmos na reciproca deste resultado, ou seja, dado um
homeomorfismo no toro T? homotopico a identidade e f com um levantamento transitivo
de f € possivel que a origem do plano seja ponto interior do conjunto de rota¢ao?

Em 2010, Fabio Armando Tal na referéncia [4], enfraquece a hipotese acima, isto é, ao
invés de considerar um levantamento transitivo no plano, ele considera um levantamento
satisfazendo a propriedade T3 e mostra que a origem estd no interior do conjunto de
rotacao. Daremos uma ideia da prova deste resultado no dltimo capitulo deste trabalho.

A seguir apresentamos uma breve descricao de como esta dissertacao esta organizada.

No Capitulo 1, veremos algumas notagoes, defini¢oes e resultados importantes que se-
rao utilizados posteriormente, a saber, o conceito de transitividade e conjuntos essenciais.

O segundo capitulo é baseado no artigo de Michal Misiurewicz e Krystyna Ziemian,
"Rotations Sets for Maps of Tori ” no qual apresentaremos a definicao de vetor e conjunto
de rotacao para homeomorfismos do toro que sao homotépicos a identidade, bem como,
alguns exemplos e propriedades.

No capitulo 3, demonstraremos o Teorema Principal desta dissertacao.

No capitulo 4, definiremos os conjuntos By e w(By) os quais serdao fundamentais na

elaboragdo da prova da reciproca do Teorema Principal, dada em [4].

3Um levantamento f de um homeomorfismo no toro isotépico & identidade é dito ter a Propriedade
T se existe um ponto x7 € R? cujo o 6mega-limite de x7 por f, o qual denotaremos por w(z7), contém

todas as translagoes inteiras de xr, ou seja, o conjunto z7 + Z? esta contido em w(zr).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicoes e resultados importantes que serao

usados ao longo do trabalho.

1.1 Ferramentas Basicas

Lembremos que uma relacdo R sobre um conjunto A nao vazio é chamada de relacao de

equivaléncia sobre A se, e somente se, ela satisfaz as seguintes condigoes:
(i) (Reflexiva) Se a € A, entdo aRa;
(i) (Simétrica) Se a,b € A, e aRb, entao bRa;
(iii) (Transitiva) Se a,b,c € A, e aRb e bRc, entdao aRc.
Geralmente, costuma-se denotar relacao de equivaléncia por “~”.

Exemplo 1.1.1. Sejam %1, 2, € R?, denotados por 2, = (21,91) € 2o = (%9,92). Temos
que 31 ~ 29 & 3 — %9 € 72 é uma relacdao de equivaléncia em R2.

De fato, ~ ¢ reflexiva:
=S e b —5=%5—-4%4=(00)€Zc 3 ~ 4.
~ € stmétrica:

S~ B e B — 5 €T edal 39— 2 = — (3 — %) € Z2, ou seja, 3y ~ 3.



~ € transtitiva:
21N§2<:>7:’1—22€Z2 e 22N23<:>22—§36Z2,

portanto,

21— 33 = (81— %) + (32 — &) € Z*, ou seja, 31 ~ Z3.
Considere R? munido da relacdo de equivaléncia do exemplo anterior, isto &, dados
21, %5 € R?, definimos
B~ By o B — By € TP
Desta forma, podemos definir, para cada 2 € R?, a classe de equivaléncia de 2 como
2] ={% cR?| 2~ %)
O conjunto de todas as classes de equivaléncia
R?/ . :={[3] : 2 € R*}
¢ chamado do quociente de R? pela relacdo de equivaléncia ~, a qual denotaremos por
R?/ 7* :={[3] : 2 € R*}.

Dizemos que T? = R?/Z? é o toro bidimensional ou simplesmente toro.
Nestas condigoes, existe a seguinte aplicacao natural, que projeta cada ponto do plano no

toro, a qual é conhecida como aplicacao quociente

7:R2 — T?

5 w(3) =[],

que também é chamada aplicacao de recobrimento do toro.

Deste modo, temos que z € T? representara [2] C R?, conforme exemplificado na Fi-

gura 1.1.



R2

. > f

Figura 1.1: Aplicagoes no Recobrimento Universal.

E imediato que 7 é uma f uncao continua, sobrejetora, nao injetora e localmente
um homeomorfismo, isto ¢, dado & € R? existe um aberto U contendo %, de forma que

7(U) =V, onde V & um aberto em T? e 7 ¢ um homeomorfismo de U em V.

Definicao 1.1.1. Dada uma dindmica f : T> — T?, dizemos que f é um homeomorfismo

homotopico a identidade se existe uma aplicacao chamada homotopia, isto €,

I;:T? x[0,1] — T2

(x,t) — If(z,1),

tal que para todo x € T?

]f(‘r?O) = f(l’), If<x7 1) = Id(l‘) =T,



e nos instantes 0 < to < 1, Ir(x,t) € continua. Além disso, se para cada t € [0,1], I(x,1t)
for um homeomorfismo dizemos que f € um homeomorfismo isotdpico a identidade e Iy €

dita isotopia.

Em superficies fechadas o conceito de homotopia e isotopia entre aplicacoes sao equi-

valentes, ver [3].
Definicao 1.1.2. Dado v € R?, denotaremos por T, : R> — R? a translacio & — &+ v.

Conforme ja mencionado, se f : T? — T? é um homeomorfismo, dizemos que f : R? —

R? & um levantamento de f se satisfaz

fo7r:7rof, (1.1)

ou seja, o diagrama abaixo ¢ comutativo:

R L. R2

2 2
']I'—>f']I‘

A referéncia [2], diz que se f é homotopico & identidade, entao f comuta com o grupo
{T, : v € Z*} das translacoes inteiras, isto ¢, fo T, = T, o f ,¥ v € Z2. Desta forma,

dado % € R?, temos:

foTu@) = f(Tu(2) = f(@+v), (1.2)
T,o f(2) = T.(f(&) = f(@) +v. (1.3)

De (1.2) e (1.3) segue
fle+v)=f@)+v,V 2€R? ¢ V velZ

Portanto, a condicao de f ser homotopica a identidade, nos diz que os levantamentos dos

homeomorfismos de T? satisfazem:

flé4+v)=f@)+v, ¥V 2€R® e V veZ (1.4)



E conhecido que tal levantamento & tinico no seguinte sentido: se existe outro levan-
tamento, ¢, satisfazendo (1.1), entao f e ¢ diferem por um vetor de coordenadas inteiras.

De fato, observe que para qualquer & € R? existe v; com coordenadas inteiras tal que
f@+wv) = f(@) + o,
analogamente, existe vy € Z2, tal que
9(@ + va) = F(2) + vy,
como m(f(%)) = f(x(2)) = 7(§(&)) temos que
T(f(#)) = m(§(2)) & 7(f(2) + v1) = 7(§(2) + v2).

E, consequentemente, f(#) — (&) = vy — vy = v € Z2.
Denotaremos por (, a classe de todos os levantamentos de todas as fun¢oes continuas
definidas no toro T? que sao homotépicas & identidade.

Assim os elementos de ¢, sdo fun¢des continuas, tais que para todo k € Z? temos

fiR? — R’

(Z+k) — f@+Ek)=f(&)+Ek.

Observacao 1.1.1. Se f é um homeomorfismo homotdpico a identidade, entao [ preserva

orientacao.

Definicao 1.1.3. Dizemos que x é um ponto periodico de periodo p se p € o menor inteiro
tal que fP(x) = x. Quando p = 1, ou seja, f(x) = x, dizemos simplesmente que x é um

ponto fixo para f.

Quando temos uma o6rbita Of(x) podemos procurar os seus pontos de acumulacgao,
ou seja, os pontos em torno dos quais a 6rbita ird4 passar uma infinidade de vezes. Esse
conjunto é conhecido como w-limite de z e denotado por w(z). De forma mais técnica,

dizemos que y € w(x) se existe uma sequéncia infinita e crescente de nimeros naturais tal

que f"(x) — y.
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Definicao 1.1.4. Um ponto x € X € chamado recorrente se x € w(x).
Observe que todo ponto periédico ¢ um ponto recorrente.

Definicao 1.1.5. (Fung¢do ndo-errante). Seja X um espaco métrico e f : X — X uma

aplicacao continua, dizemos que U C X € nao-errante se existe n € N tal que
ffU)YNU # @.

Caso contrdrio U € errante. Dizemos que z € X € um ponto nao-errante, se toda vizi-
nhan¢a de z € nao-errante. FE, finalmente, dizemos que f € nao-errante se todo ponto

z € X € nao-errante.

Neste trabalho utilizaremos também a seguinte versao do Lema de Brouwer, a qual
serd utilizada na demonstracao da reciproca do Teorema Principal desta dissertacao e

pode ser encontrada nos trabalhos de Fathi em [1] e Brouwer em [7].

Teorema 1.1.1. Se f é um homeomorfismo que preserva a orientacdo do plano e possui

um ponto nao-errante, entao f tem ponto fizo.

Em outras palavras, diante destas hipoteses é possivel concluir que qualquer tipo de
recorréncia no plano implica em ponto fixo. Em particular, nao podemos ter uma dindmica

minimal visto que a orbita do ponto fixzo nao é densa no plano.

1.2 Nocoes Topologicas

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes basicas que podem ser facilmente encon-
trada em varios livros como por exemplo em [10].
Um espago métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d é uma métrica definida

em X.

Definicao 1.2.1. Seja X um espaco métrico. Uma cisao em X € um par U e V de
conjuntos abertos disjuntos em X cuja uniao € o proprio X. Se U ou V' for igual ao
conjunto vazio, tal cisao serd chamada de Cisao Trivial. Um espaco métrico é dito Conexo

se nao existe nenhuma outra Cisao além da Trivial.
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Observacao 1.2.1. Se A, C X € conexo para todon € N e A, N A, 11 # D entdo

U A, € conexo.

neN

O seguinte lema é uma consequéncia direta do Lema 3.1 de [8].

Lema 1.2.1. Sejam v € R*\{(0,0)} ¢ K C R? um conjunto conexo tal que K NT,(K) =
. Entao K NTYK) = @ para todo i € Z com i # 0.

Definicao 1.2.2. Um caminho ou arco em um espaco métrico X € uma func¢do continua
v :[0,1] — X, tal que os pontos v(0) e y(1) sao chamados respectivamente de ponto
inicial e ponto final do caminho e vy é dito ligar o ponto v(0) ao v(1).

Definicao 1.2.3. Um espagco métrico é dito conexo por caminhos se quaisquer dois de

seus pontos podem ser ligados por um caminho.

Definicao 1.2.4. Seja X um espaco métrico. Para cada ponto x € X, definimos a
Componente Conezxa do ponto x em X como sendo a reuniao C, de todos os subconjuntos

conexos de X que contém o ponto x.

Segue imediatamente da Definicao 1.2.4 que C, é o maior subconjunto conexo de X
que contém o ponto x, e ainda, dados dois pontos z,y € X, suas componentes conexas
C; e Cy em X, ou coincidem ou sao disjuntas.

Dado Z € R? denotamos por (#1) a proje¢ao de Z na primeira coordenada e por ()
a projecao de & na segunda coordenada. A norma em R? utilizada neste trabalho sera a

norma do mdzimo, dada pela seguinte expressao:

12l = max{|(@1)] , [(Z2)[}-

Definigao 1.2.5. Se f € um homeomorfismo no plano, diremos que um arco v = ([0, 1])

€ arco de translagao para f se

fF((0)) =~(1) e (YN f([7]) = {(D)}-

Exemplo 1.2.1. A Figura 1.2 nos fornece um exemplo de arco de translacdo para f.
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Figura 1.2: Arco de translacao para f.

T,(v(1))

Figura 1.3: Arcos que nao sao de translacao para f.

Exemplo 1.2.2. A Figura 1.3 exemplifica arcos que nao sao arcos de translacao para f.
Um espaco topologico ! que satisfaz o seguinte teorema ¢ chamado de Baire.

Teorema 1.2.1. (Teorema de Baire). Seja X um espaco métrico completo. Se (Ay)nen

€ uma sucessao de subconjuntos abertos e densos de X, entdo

A:ﬂAn

neN

é denso em X.

1Um espago Topolégico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 ¢ uma topologia em X.
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1.3 Transitividade

As seguintes defini¢oes e resultados podem ser encontrados em [11] e [13].

Definicao 1.3.1. Seja f : X — X uma aplicacao continua num espaco topologico, di-
zemos que f € transitiva, se existe pelo menos um ponto x € X cuja orbita é densa em

X.

Embora esta definicao seja a mais comum de transitividade, em alguns momentos

usaremos a definicdo que resulta do seguinte teorema de equivaléncia.

Teorema 1.3.1. Seja f : X — X, onde X € um espaco de Baire com base enumerdvel de
abertos. Entao f € transitiva se, e somente se, dados quaisquer dois abertos U,V C X,

existe um inteiro n > 1 tal que f*(U) NV # @.

Demonstracao. Suponhamos que f é transitiva, entao existe x € X cuja Orbita é densa
em X, isto é,

{fM(@)}nz1 = X,

Dessa forma, dado um aberto U C X existe ¢ € N tal que f'(x) € U. Como f'(z) €

{f™"(z)}n>1, que & denso em X entao a orbita de f'(z) também é densa em X, isto é,

{(fi(@) fnzr = X,

pois X nao possui pontos isolados e suas orbitas {f"(x)},>1 e {f"(f(z))}n>1 diferem de
apenas um numero finito de pontos. Assim, pelo mesmo argumento, dado outro aberto
V C X, existe j € N tal que f/(f'(z)) € V. Dessa forma, tomando n = j temos que

f*(fY(z)) € V e conforme ja mencionado f*(x) € U, logo,
NV 4 2.

Portanto, dados dois abertos U e V existe iterada de um que intercepta o outro.
Reciprocamente, suponha que dados dois abertos U e V' ambos contidos em X existe um
inteiro n > 1 tal que

fru)nv#e. (1.5)
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Aplicando f~™ em (1.5)
unf—™(V)#@.

Vamos supor que vale a condicao de intersecgao dos abertos.

Pela hipotese, f~"(V) intercepta qualquer aberto U C X, entao
oo
Urrw
n=0
é denso em X para todo aberto V. Como X é um espaco métrico com subconjunto enu-
meravel denso, entdo existe uma base enumeravel {V;},cn para a topologia de X. Assim,
oo
AU )
€N n=0
é intersecao enumeravel de abertos densos em X e, portanto, pelo teorema de Baire, é
denso e, em particular, nao vazio. Tomando
o0
re(VUJ )
i€N n=0

temos que Oy(z) = X, e assim f é transitiva. O

Proposicao 1.3.1. Sejam f : X — X uma aplicagao continua e transitiva num espago
topoldgico e A C X um aberto nao vazio tais que f(A) C A, isto é, A um conjunto

f-invariante. Entdo A = X.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existe um aberto nao denso A C X tal que
f(A) € A. Como A é nao denso, podemos tomar um aberto B C A° sendo assim
f"(A) N B = @ para todo n € N. Pelo Teorema 1.3.1 temos que f ndo é transitiva,

contrariando a hipo6tese. O

Portanto, os abertos invariantes pela acao de uma aplicacao transitiva sao densos no

espaco ambiente.

Observacao 1.3.1. Note que se f € um homeomorfismo transitivo entao f € nao-errante.
De fato, considere A e fY(A) como sendo dois abertos arbitrdrios, uma vez que f ¢

transitivo seque que existe n > 1 tal que

AN A #e. (1.6)
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Aplicando f~' em (1.6)
fHANA# 2,

isto €, dado um aberto A existe uma iterada de A que o intercepta, logo pela Definicao

1.1.5 temos que f € nao-errante.

1.4 Conjuntos Essenciais e Inessenciais

Os seguintes conceitos sao definidos em [2].

Definicao 1.4.1. (Conjunto essencial, inessencial e totalmente essencial).

Seja A C T2, um conjunto aberto. Dizemos que A € inessencial se toda curva fechada em
A é homotopicamente trivial em T?, caso contrdrio A € dito essencial. Um subconjunto
U C T? € totalmente essencial se seu complementar em T? for inessencial, isto €, se o

seu complementar estd contido na uniao de discos topoldgicos % abertos.
Definicao 1.4.2. Seja f : T? — T? um homeomorfismo homotépico & identidade.

(i) Diremos que x € T? é um ponto inessencial de f se existe € > 0 tal que o conjunto

U fY(B.(z)) ¢€ inessencial.

1EL

(ii) Diremos que x € T? é um ponto essencial de f se para todo € > 0 o conjunto

Ufi(Bs(SE)) é essencial.

1€EZ

(11i) Denotaremos por

Ess(f) = {x € T x ¢ essencial}

Ine(f) = T*\Ess(f) = {x € T = ¢ inessencial}.

Lema 1.4.1. Se f : T? — T? é um homeomorfismo homotdpico a identidade, entdo:

2Disco Topoldgico ¢ um subconjunto aberto homeomorfo 4 um disco do plano.
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(i) Ine(f) € aberto;
(i) Ess(f) é fechado;
(111) Ine(f) e Ess(f) sdo f—invariantes.

Demonstrag¢ao. Primeiramente mostraremos que Ine(f) é aberto, para isto considere = €

Ine(f), sendo assim z é inessencial, isto &, existe € > 0 tal que

U f™"(B.(x)) é inessencial.

nel

Suponha por contradicao que existe

y € U f"(B:(z)) tal que y é essencial,
neL

dessa forma,

U f™(B:(x)) seria essencial,
nez
o que é um absurdo, pois, por hipotese, o conjunto

U f™(B-(x)) é inessencial.

nez
Portanto, todo ponto em

U f(B(x))

nel

¢ ponto interior e assim Ine(f) é aberto.
Visto que Ess(f) = T?\Ine(f) e Ine(f) é aberto segue que Ess(f) é fechado.
Agora mostraremos que Ess(f) é f—invariante, isto é f(Fss(f)) = Ess(f).
Dado x € Ess(f) entao para todo € > 0 o conjunto

U f"(B:(z)) ¢é essencial.

nez

Observe que

U f"(B(z)) = U an(filBE(x))a

neZ ne’l

sendo assim f~!(z) é ponto essencial, em outras palavras,

f ) € Ess(f) <z € f(Ess(f)).
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Portanto, Ess(f) é f— invariante.

Notemos que
F(TA\Ess(f)) = f(T)\f(Ess(f)) = T*\Ess(f).

Logo, Ine(f) é f— invariante. O

Observacao 1.4.1. Em T? um conjunto essencial, conexo, aberto e periddico ou € to-
talmente essencial ou estd contido em um conjunto periddico homeomorfo a um anel

essencial.

Dado v = (a,b) € R? usaremos a notacdo v- = (—b,a) para representar o vetor

ortogonal de v. Dado f um homeomorfismo homotépico & identidade no toro, dizemos

que f & anelar se existir um levantamento de f no plano, M > 0 e v € Z? tais que

A

Po(f"(2)—2)| <M, Vi € RReVn € Z (1.7)

Definicao 1.4.3. Dizemos que f € irrotacional se existir um levantamento f tal que
p(f) =£(0,0)}.

O seguinte teorema fornece uma classificacao da dindmica toral® em termos dos con-

juntos definidos anteriormente, para outras informagoes veja |2].

Teorema 1.4.1. Seja f : T? — T?, um homeomorfismo nao-errante homotdpico a iden-

tidade. Entao vale umas das afirmacoes a sequir:
1. Emziste k € N tal que Fiz(f*) é totalmente essencial e f* € irrotacional;
2. Existe k € N tal que f* é anelar; ou

3. Ess(f) € nao vazio, conezxo e totalmente essencial, e ainda, Ine(f) é unido disjunta

de conjuntos periddicos, simplesmente conexos e limitados.

Vale ressaltar que, em conexao com essa dissertacao, quando o conjunto de rotacao
do homeomorfismo tem interior nao vazio, entao f satisfaz o item 3 deste teorema e,

portanto, denominado dindmica estritamente toral.

3Dizemos que uma dinamica é estritamente toral se esta tem propriedades préprias do toro, ou seja,

nao esta presente em homeomorfismo definidos no plano ou no anel.



Capitulo 2

Conjunto de Rotacao

Neste capitulo introduziremos o conceito de vetor de rotacao e conjunto de rotacao para
homeomorfismos do toro T? que sdo homotépicos & identidade. Como veremos, isto pode

ser feito naturalmente de trés maneiras distintas.

2.1  Vetor e Conjunto de Rotacao

A ideia é estudar a velocidade com que os pontos estdao se movendo no recobrimento uni-
versal do toro sob a acao de algum levantamento f , com o objetivo de extrair informacoes,
acerca da dinamica f, através desses conjuntos.

Matematicamente, este conjunto é dado pelos pontos de acumulacao da seguinte

sequéncia

n

{m;nZL i‘Eﬂ‘_l({L‘)}. (2'1)

Denotaremos o conjunto dos pontos de acumulacio de (2.1) por p(f,z).

Quando ,o(f, x) for um tnico vetor, isto é, (2.1) convergir, diremos que

v = lim Ja) - & (2.2)
n—oo n

& o vetor de rotacio de x € T? com respeito a f. E ainda, nestas condi¢des diremos que
v € R? ¢ realizado (como um vetor de rotac¢ao) por um ponto x € T? . Caso contrério, ou

seja, quando o limite de (2.2) ndo existir, p(fA7 x) serd o conjunto de rotagao de x € T2

18
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Ao invés de pensar no vetor de rotagao de cada ponto no toro, pensaremos no que seria
as velocidades possiveis para f por todos os pontos do toro, em tempos quaisquer. Assim,
estudaremos como o homeomorfismo f esta agindo em termos de rotacoes no toro. Uma
maneira intuitiva para prosseguir com esse raciocinio, seria definir o conjunto de rotagao

como sendo

~

U o(f.2),

z€T?
em outras palavras, é o conjunto das velocidades que algum ponto terd. Definido desta

forma, esse conjunto é conhecido como Conjunto de Rotacao Pontual de f, denotado por

~

pp(f)-

Note que p(f, x) pode depender de x e ndo possuir em geral boas propriedades topolo-
gicas. Como estamos considerando homeomorfismos do toro T? homotépicos a identidade
temos que p(f,z) depende apenas de © = w(2) e niio do ponto & escolhido em 7 1(z).

Neste caso, o conjunto p(f) nao precisa ser convexo, nem mesmo CONexo, como apresen-

tado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.1. Considere uma aplicacio no toro T2, com o sequinte levantamento

~

f(&1,22) = (T1 + cos(2mZs), P(12))

onde,
B(2y) = Byt @y (3 —d2),5¢0< 2y < 3
To+ (29 — 1) (%—ﬁrg),se% <1, <1
Nole que
£(0,0) = (1,0),
F(0,3) = (=1.3),
£(0,1) = (1,1)

Ainda, para &1 € [—1,1] temos
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Observe que o grdafico de ® ¢ esbocado na Figura 2.1,

[

—>

N =

Figura 2.1: Esboco do grafico da funcao .

Portanto, sobre os segmentos de retas [—1,1] x {0},[—1,1] x {3} e [=1,1] x {1} o levan-
tamento age como uma translacio de (1,0),(—1,0) e (1,0), respectivamente. Uma vez

que a orbita de qualquer ponto no toro T? tende a um dos segmentos de retas [—1,1] x

{0}, [-1,1] x {3} e [-1,1] x {1}, veja a Figura 2.2.

T2

Figura 2.2: Esboco do retrato de fase de f.
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Seque que

pp(f) = U P(f, z) ={(=1,0),(1,0)}.

z€T?
H4, no entanto, a seguinte definicao do conjunto de rotacao proposta por Misiurewicz

e Ziemian em [9], de modo que propriedades importantes sdo preservadas.

Definicao 2.1.1. Dado f € (o, entao o conjunto de rotacao associado af ¢ dado por

p(f) = {U€R2SU: lim w,onde fi€R2,ni—>oo}.

A A

Note que segue diretamente da definicao p,(f) C p(f).

A proxima proposicao nos fornece uma forma mais compacta da Definicao 2.1.1.

Proposicao 2.1.1. Dado f € (o, temos que

o) = (U Kk<f>) 0.3

n>1 \k>n

onde,
- A
A T)—12
Kk(f):{%:ﬁ:eﬂ%z e k;z1}.
O proximo resultado o qual esta provado em [9] nos garante que o conjunto de rotagao
definido como na Definicao 2.1.1 é sempre conexo.

Teorema 2.1.1. Se f um homeomorfismo homotdpico a identidade e f ¢ um levantamento

de f no plano, entao o conjunto de rotacao associado a f, p(f), € conero.

O seguinte resultado, cuja a prova também pode ser encontrada em [9], é uma con-

sequéncia da Definicao 2.1.1.

Teorema 2.1.2. Sejam f : T2 — T? um homeomorfismo homotdpico a identidade no

toro e f € (s, entao o conjunto de rotacao, p(f)7 € convero.

Observacao 2.1.1. Vale ressaltar que o conjunto de rotacao € conexo em T™ para qual-

quUer m porém, € convero apenas pare m = 2.
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O conjunto de rotacao nao depende apenas de f, se substituimos f por outro levan-

~

tamento g, temos que p(g) é apenas um transladado inteiro de p(f), por esta razao o

N

conjunto de rotagao é denotado por p(f) e ndo por p(f), o seguinte lema confirma esta

afirmacao.
Lema 2.1.1. Para todo v € Z2 temos que p(f +v) = p(f) + v.
Lema 2.1.2. O conjunto de rotacao p(f) é compacto.

Demonstracao. Inicialmente, note que o vetor de rotacao é invariante por translagoes de

vetores com coordenadas inteiras, ou seja,

{f%w)—(mv)} ) {f’f(@w—mv)} _ {M} e
)=zl |

k k

Sendo assim, o conjunto de rotacao pode ser definido usando somente pontos de um
dominio fundamental, que pode ser pensado como correspondente ao toro original. Dessa

forma, temos
Ki(f) = {fk(""“—;_“’ - & e 0, 1]2} .

Logo, os conjuntos Kk(f) sdo compactos, pois sao imagens do compacto [0, 1]> por uma

funcao continua, a saber, %(f' —id). Portanto, p(f) é compacto. ]

A seguinte proposicio relaciona p(f*) e p(f).

~

Proposicio 2.1.2. Dado n € N temos que  p(f") = n - p(f).

O estudo da geometria destes conjuntos e suas implicagoes dinamicas formam uma
area de pesquisa extremamente rica e de grande interesse. Como por exemplo o seguinte
teorema obtido por John Franks em [5], o qual garante que se o interior do conjunto de

rotacao possui um ponto com coordenadas racionais, entao existem orbitas periodicas.

Teorema 2.1.3. (Franks). Seja f um levantamento no plano de um homeomorfismo no
toro homotdpico a identidade. Se w € 72 e n € N sdo tais que

Ze p(f), entio existe # € R* tal que f*(2) = & + w.
n
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2.2 Conjunto de Rotacao para medida.

Nesta secao apresentaremos outra definicao do conjunto de rotacao. Conforme mencio-
nado na secao anterior o conjunto de rotacao é definido como sendo a velocidade com que
os pontos estao se movendo no recobrimento universal sob a acao de algum levantamento,
em outras palavras, o conjunto de rotacao é a média temporal do deslocamento (variagao
de posigdo de um ponto em um dado intervalo de tempo) de um ponto no recobrimento
universal. Como temos a média temporal da orbita de um dado ponto entao faz sen-
tido pensar o que seria a meédia espacial, isto é, ao invés de fixar um ponto e analisar o
seu futuro, fixaremos um determinado tempo e analisaremos o comportamento de todos
os pontos de uma vez, calculando a média em relacao a uma medida de probabilidade
f—invariante. Isso nos leva a definicao de conjunto de rotacao para medida, mas antes de
definirmos precisamente o conjunto de rotacao para medida, faremos uma breve revisao
de alguns conceitos e teoremas da Teoria da Medida e da Teoria Ergodica. Para mais

detalhes pode-se consultar [11] e [13].

Defini¢ao 2.2.1. (c—dlgebra). Dado um conjunto X # &, dizemos que uma cole¢do
B C P(X) de subconjuntos de X ¢é uma o—dlgebra sobre X se satisfaz as sequintes

condicoes:
e J€EB;
e Se A € B, entao A° € B;

e Se A, € B, Vn>1, entao UAnEB.
n>1

Nestas condigbes, o par ordenado (X,B) é denominado espaco mensurével e os ele-

mentos de B sdao denominados conjuntos mensuraveis.

Exemplo 2.2.1. Se X ¢ qualquer conjunto ndao vazio, entio {&, X} e P(X) sao o-

dalgebras.

Definicao 2.2.2. Se X ¢é um espaco topologico, chama-se o—dlgebra Boreliana de X a

o—dlgebra gerada pela familia de todos os subconjuntos abertos de X.



24

Definigao 2.2.3. Uma medida em um espago mensurdvel (X, B) € uma fun¢ao pu definida

em B e com valores em [0, +00] satisfazendo:

2. (Unzl A,) = > st M(An) para quaisquer A, € B dois-a-dois disjuntos.

A terna ordenada (X, B, u) é chamado de espaco de medida.
Considerando uma dinamica f nesse espago teremos o seguinte sistema dinamico ((X, B, ), f).
Dizemos que a medida p é finita, se u(X) < oo . Quando p(X) = 1 dizemos que p é uma

probabilidade, neste tltimo caso (X, B, 1) € um espaco de probabilidade.

Definicao 2.2.4. Seja (X, B, ) um espago de medida e f : X — X uma aplicacao.
Dizemos que f ¢é mensurdvel se para qualquer conjunto mensurdvel A C X, f~Y(A) ¢

mensurdvel.

Apresentaremos o conceito de medida invariante pois o seu estudo pode nos conduzir
a informacoes importantes sobre o comportamento dinamico do sistema, que seria dificil

obter de outro modo.

Definicao 2.2.5. Sejam (X, B, u) um espago de medida e f : X — X uma aplicagdo

mensurdvel, dizemos que a medida |1 € invariante por f se
w(B) = u(f~Y(B)) para todo conjunto mensurdvel B C X.

Heuristicamente, isto pode ser interpretado da seguinte forma: a probabilidade de um
ponto estar num dado conjunto é igual a probabilidade de que sua imagem esteja nesse
conjunto.

Neste caso também dizemos que f preserva pu.

Em termos de integral temos o seguinte teorema cuja prova pode ser encontrada em

[13].

Proposicao 2.2.1. Sejam f : X — X um transformagao mensurdvel e i uma medida

em X. Entao

[ preserva a medida pu se, e somente se,/¢>du = /(CIJ o f)du,

para toda funcao integravel ® : X — R.
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O seguinte teorema o qual esta provado em [13] garante a existéncia de medidas inva-

riantes para uma classe muito ampla de transformacoes.

Teorema 2.2.1. (Existéncia de medidas invartantes). Sejo f : X — X uma trans-
formacao continua num espagco métrico compacto. Entao existe pelo menos uma medida

de probabilidade em X que ¢ invariante por f.

Definicao 2.2.6. Seja (X, B, 1) um espaco de medida e P uma propriedade referente aos
elementos de X. Dizemos que P é verdadeiro em pu— quase todo ponto, o qual denotamos

por pu—qtp, se P ¢é verdadeiro para o complementar de um conjunto de medida p-nula.

O proximo teorema cuja prova se encontra em [13|, afirma que orbita de quase todo
ponto, relativamente a qualquer medida invariante finita, regressa arbitrariamente perto

de seu estado inicial.

Teorema 2.2.2. (Recorréncia de Poincaré). Sejo f : X — X uma transformacao
mensurdvel e seja 1 uma medida finita invariante por f. Seja B C X qualquer conjunto
mensurdvel com p(B) > 0. Entdo para jv quase todo ponto x € B existem infinitos valores

de n para os quais f™(x) também estd em B.

Seja f : X — X uma transformagdo fixada. E denote por M;(X) o espago de todas

as medidas de probabilidade Boreliana invariantes por f.

Lema 2.2.1. O espaco M;(X) é ndo vazio, compacto (com a topologia fraca™ ) ' e

cConvero.

Neste contexto, um conceito analogo ao da transitividade (da dinamica topologica) é
o de ergodicidade: o sistema é formado por uma tnica pe¢a dinamica, isto ¢, o estudo do
sistema nao pode ser dividido em diferentes partes “relevantes” , independentes entre si,

com respeito a uma dada medida.

LA topologia fraca* em M(X) é a topologia gerada pela base de vizinhangas {V(y,®,)} de p €
M;(X), onde & = {®q,...,P,} (conjunto finito de fun¢des continuas limitadas) ,e > 0, V(p, @,¢) :=
[v € Mp(X) : |[ udpp— [ Dudv| < ) e V1, ®,2) = M,V (1, D).
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Definicao 2.2.7. Uma medida i € dita ergodica com respeito a [ se, para todo conjunto

B € B tal que f~1(B) = B, temos u(B) =0 ou u(B) = 1.

Existem varias maneiras equivalentes de caracterizar ergodicidade de uma aplicagao

f X — X com respeito & uma medida de probabilidade invariante.

Definicao 2.2.8. Seja X um subconjunto convexo de um espaco vetorial. Dizemos que
x € X € um ponto extremal de X quando nao for combinac¢ao convera (nao trivial) de

nenhum ponto de X.

A proposigao seguinte cuja prova se pode ser vista em [13] nos afirma que as medidas

ergodicas sao os elementos extremais do convexo M f(X).

Proposigao 2.2.2. Dada 1 € M;(X) uma probabilidade invariante, p € ergddica se, e
somente se, ndo é possivel escrevé-la na forma p = (1 —1t)py +tpe comt € (0,1) e py, po

probabilidades invariantes distintas.

Um teorema fundamental da teoria ergddica o qual a prova pode ser encontrada em

[13] é o seguinte.

Teorema 2.2.3. (Teorema Ergédico de Birkhof). Seja (X,B,u) um espaco de pro-
babilidade ¢ f : X — X uma funcao mensurdvel que preserva p. Entao, dada qualquer
func¢ao integravel ¢ : X — R, o limite

n—1

Plr) = lim o Z%@ fi(
existe p—qtp em X. E quando p for ergodica, tem-se
P(z) = /@du p—qtp em X.

Observacao 2.2.1. Visto que f é um homeomorfismo homotdpico a identidade, (veja
equagao (1.4)) seque que f— 1d € bi-periodica de periodo inteiro. E além disso € limitada.

De fato, seja & € R? e (p,q) € Z* entao

f@+(p.q) — f(@) = (p,9). (2.4)
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Note que
(@) = & = (61(), d2(2)) (2.5)

A

f@+(,q) =2~ (p,q) = (01(2+ (p,q), b2(2 + (p,q)))- (2.6)

Tomando a diferenca membro a membro de (2.6) e (2.5) temos que

A

f@+ (p.a) = (&) =(p,a) = (61(2 + (p,9)) = D1(2), $2(2 + (p, @) — D2()).

g

(p,q)

Por (2.4) seque que

(01(2 + (P, q)) — ¢1(2), $2(Z + (P, @) — ¢2(2)) = (0,0).

Portanto,
¢1(2) = 01(2 + (pq)) e G2(2) = da2(& + (p, q))-

Logo, f— Id é limitada.
Defina

¢:T? — R

© — ¢(x) = f(#) =, onde # € n (x).

Note que a funcao ¢ nos fornece o deslocamento no recobrimento universal de qualquer
ponto x € T?. Pela Observaciao 2.2.1 temos que ¢ é Z2—periddica e uniformemente
limitada sendo assim ¢ esta bem definida, além disso ¢ é integravel. Desse modo, podemos
considerar p uma medida ergédica f—invariante e aplicar o Teorema Ergodico de Birkhof

2.2.3 para as coordenadas da funcao ¢, fazendo isto segue que

1 n—1
Jim 1 32004 = [ o n=av.

Observe que como (i) = z, entdo 7(f*(2)) = f¥(x), ¥ n > 0 sendo assim,

n—1 n—1

ISTH ) = S e (@)
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E ainda, pela definicao da ¢ temos

n—1 n—1

lm ST o) = 3 F(HE) - M@
n=0 1:i(1)

_ 1 kH1iay _ fh(a

= L -1

Portanto, para p—quase todo z € T?, se # € 7~ 1(x), temos

SR B A2 ey 2.7

n—oo n T2

lim
n—oo 1

Sendo assim

ddu C py(f).

T2
Desta forma podemos definir o conjunto de rotagao médio, o qual denotaremos por py,( f ),
da seguinte forma,

onlf)={ [Loan  weamymy}.

Além disso, temos a seguinte relacao de inclusao

p(f) C po(f) C p(f).

Definicao 2.2.9. (Conjunto de rotagdo para medida). Dada pn uma medida Boreli-
ana de probabilidade f-invariante, onde f : T? — T2, definimos o conjunto de rotacao

associado a (L por

pull) = | odu.

Note que pu(f) ¢ um vetor, pois ® é uniformemente limitada em T?, e esse vetor é o
deslocamento médio do centro de massa de f.
Diante das defini¢oes do conjunto de rotacao dadas anteriormente, adotaremos neste

trabalho a Definicao 2.1.1.

Definigao 2.2.10. Definimos o suporte de uma medida j € M¢(X) como sendo:

supp(p) = {x € X :  tais que (V) > 0 para toda vizinhanca V de x}.
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Os seguintes resultados, os quais sdo provados em [13], relacionam o conceito de medida

com transitividade.

Teorema 2.2.4. Seja [ : X — X uma aplicacao continua, onde X € um espaco de Baire
com base enumerdvel de abertos e u € uma medida ergodica para f. Entdo a restricao de

f ao suporte de u € transitiva.

Teorema 2.2.5. Suponha que [ é uma aplicacao continua definida num espaco métrico
compacto. Se existe uma inica medida ergodica p para f, entao f restrita ao suporte de

€ minimal. Em particular, transitiva.

2.3 Exemplos de Conjunto de Rotacao.

Conforme j& mencionado anteriormente o conjunto de rotacao de um homeomorfismo
do T2, homot6pico & identidade, é um subconjunto compacto e convexo do R2. Desta
forma ele pode ser um ponto, um segmento de reta ou possuir interior nao vazio. Para
uma melhor compreensao desses conjuntos em relacao a dindmica apresentaremos alguns

exemplos.

Exemplo 2.3.1. Considere a sequinte translacdo no toro T? na direcdo v

f(2) =2 +v, onde v € R
Note que
ff@)y=i+kv, ¥V k >1.

Sendo assim para todo & € R? e k> 1.
A f*(3) -2 i+ kv—2
Ku(f) = {—< )b frike Bl gy

Como K (f) = {v} seque que

o) = (Um) oY

n>1 \k>n n>1

Portanto, o conjunto de rotacao € apenas um ponto, isto é€, ,o(f) = {v}.
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Exemplo 2.3.2. Dado um conjunto A C T2, periddico homeomorfo a um anel entdo o

conjunto de rotacao de todo ponto x € A estd contido em um segmento de reta.

~

Observacao 2.3.1. Se f ¢ anelar com direcao v entio p(f) C R -wv, isto é, o conjunto

de rotacao de f estd contido em um segmento de reta com direcao v e portanto p(f) = @.

Com efeito, dado v € p(f), entio ezistem sequéncias {&;} C R? e {n;} C N tais que

Fn; r) — .
lim —f (F:) — & =
1—00 nl

De (1.7) implica que

Py (f”(%) — xz)
lim

1—00 ’]’LZ'

=0.

Logo, P,.(v) =0, isto ¢, P,.(p(f)) = 0 que € equivalente a p(f) C R - v.

Exemplo 2.3.3. Considere uma aplicacio no toro T?, com os sequintes levantamentos

A~

f<£17j2> - (‘f:17'%2 + ¢(i‘1)) € g<£17§:2) - ((2’1 +¢(‘f:2>7‘%2)7
onde

1
25,80 < s < 3,

U(s) = )
2—2s,5e5 <s<1 e Y(s+1)=1(s).

O grdfico da 1) € esbogcado na Figura 2.35.

A

v

N |

Figura 2.3: Esboco do grafico da funcgao 1.
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Observe que f mantém cada vertical invariante e faz um deslocamento ao longo dessa. E

ainda, [ tem os sequintes pontos fixos

(

£(0,0) = (0,0),

£(1,0) = (1,0),

f1,1) =(1,1),

£(0,1) = (0,1).
Além disso,

f(3,0) = (3, 1),

fG:1) =32

Sendo assim a imagem do [0, 1]? porf é a regiao hachurada da Figura 2.4.

Figura 2.4: Acao do levantamento f

Enquanto, g mantém a horizontal invariante fazendo um deslocamento ao longo dessa.

Note que g tem os sequintes pontos fixos

(
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E ainda,

Portanto, a imagem de [0,1]* por G é a regidgo hachurada da Figura 2.5 .

Figura 2.5: Ac¢ao do levantamento g.

Defina h = go f
Observe que h tem 4 pontos fizos no toro T2, a saber, (0,0), (0, %), (5,0) e (%, 3).

Além disso,

h(0,0) = (0,0),

1(0,3) = (0, %) + (1,0),
h(3,0) = (3,0) + (0,1),
M5 =3+,

~

Logo, os pontos (0,0),(1,0),(0,1) e (1,1) estdo no conjunto de rota¢ao, como p(f) é um
convezo segque que [0,1]2 C p(f) e por hipdtese (s + 1) = (s) entio pode-se provar que

p(f) = [07 1]2'



Capitulo 3

Transitividade no Recobrimento

Universal via Conjunto de Rotacao

Este capitulo ¢ dedicado & prova do Teorema Principal desta dissertacao que garante a
transitividade no recobrimento universal .

Na Secao 3.1 apresentaremos os resultados que serao usados para a prova do Teorema
Principal, a qual sera feita na Secao 3.2. Na Secao 3.3 sera apresentado e demonstrado a
maioria dos resultados usados na prova do teorema 3.2.1, cuja prova serd feita na Secao

3.4.

3.1 Resultados Necessarios

Conforme mencionado anteriormente, nesta se¢ao apresentaremos os resultados que serao

usados na prova da Teorema Principal, a qual serad feita na proxima secao.

Teorema 3.1.1. Sejam f : T? — T? wum homeomorfismo nao-errante homotdpico a
identidade e f um levantamento de f no plano. Se intp(f) é nao vazio, entio Ine(f) é

uniao disjunta de conjuntos periodicos, simplesmente conexos e limitados.

Demonstracao. Uma vez que estamos trabalhando com homeomorfismo f transitivo ho-
motopico & identidade, segue da Observacao 1.3.1 que f é nao-errante, sendo assim, vale

pelo menos uma das afirmacoes do Teorema 1.4.1. Mostraremos que diante de nossas

33
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hipoteses as afirmacgoes (1) e (2) ndo valem. E portanto vale (3), isto é, Ine(f) é unido
disjunta de conjuntos periddicos, simplesmente conexos e limitados, conforme desejado.
Por hipotese, int,o(f) ¢ nao vazio, sendo assim f nao é irrotacional entao para todo k € N,
temos que fk também ndo é irrotacional e portanto a afirmacao (1) ndo é vélida.
Observe que o homeomorfismo f é nao anelar para todo k£ € N.

Com efeito, suponha a existéncia de algum k € N, de forma que f’“ é anelar, sendo as-
sim, pelo Observacao 2.3.1 temos que mtp(fk) = @, em particular para k = 1, isto é,

intp(f) = @ o que é uma contradi¢cdo com a hipotese, deste modo a afirmacao (2) ndo é

valida. O]

Lema 3.1.1. Suponha que f ¢ transitiva e o interior do conjunto de rotacao do levanta-

mento de f é nao vazio, entdio Ess(f) = T

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigao que Ine(f) é nao vazio, sendo assim, considere
xo € Ine(f), logo xy € um ponto inessencial, isto é, existe ¢ > 0 tal que o conjunto

U f"(B:(xg)) é inessencial.

nez
Como f ¢ transitiva, existe pelo menos um ponto x em T?, de modo que, {f"(x)} é densa
em T?, portanto, existe ny € N tal que

o = fr(z) € |J f(B:(x0)).

nez

Denote por D a componente conexa de Ine(f) contendo x1, como Ine(f) é um conjunto
aberto, entao D é uma componente conexa aberta. Pelo Teorema 3.1.1, D é um conjunto
periddico, simplesmente conexo e limitado. Sendo assim, a componente conexa 15, de
7~1(D) é limitada.
Pela Observacao 1.3.1, segue que f é nao-errante, deste modo, existe & € N, tal que
FH(D) = (D).
Seja f o levantamento de f no plano, entao fk(f?) =D+v para algum v € Z2.
Observe que definindo § como sendo, § =T, ! o f’“ segue que D ¢ periddico.

v

Com efeito,
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Em virtude das observagoes acima, o conjunto
k—1
U= U f™(D) é limitado pela agdo de ¢ e ainda é § — invariante.
n=0

Além disso, observe que

e UCB.(&) = Uc B.(%), assim, U & limitado.

e O fato de D ser uma componente conexa e ¢ ser um homeomorfismo implica que a
imagem de D por g é uma componente conexa, sendo assim podemos dizer que U é

g—invariante.

Com isso, todos os pontos de U tem orbita g-limitada. Agora, consideraremos a projecao
de U no toro, a qual denotaremos por U, isto é, U = W(U) Como U & limitado e

g—invariante implica que U ¢é limitado e f— invariante em T?, em outras palavras,

k—1

U= ).

n=0
Sendo assim U contém x cuja orbita é densa em T? entao, U ¢ denso em T?, ou seja,
U =T
Portanto, todo ponto no toro tem orbita f—limitada e consequentemente, todo ponto no

R? tem oOrbita g— limitada. Com isso o conjunto de rotaciao de qualquer ponto de R? é

dado por
(@) = im = < 2 (0,0),
Logo,
p(g) = (0,0).
Como

= f*—0v entdo p(fk —v) =(0,0),
e pelo Lema 2.1.1 temos
p(fF =) = p(f*) —v.

E ainda pela Proposicao 2.1.2 segue que

~

p(f)—v=kplf) —v=k o —v=0
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E assim,

N

Portanto, intp(f) = @, contradizendo a hipdtese. Desta forma, Ine(f) = &, isto implica

que Ess(f) = T?, conforme desejado. ]

3.2 Teorema Principal

Nesta secao demonstraremos o Teorema Principal assumindo o seguinte teorema cuja

prova serd feita na ultima secao deste capitulo.

Teorema 3.2.1. Seja f : T? — T? um homeomorfismo homotdpico a identidade e seja

f um levantamento de f no plano, de forma que (0,0) estd no interior de p(f) Seja

O C R? um conjunto aberto, conexo, tal que ©(O) € inessencial e

U fM(m(0O)) é totalmente essencial.

nez

Entio para cada w € Z2 existe ng € N tal que f"°(0) N Ty(0) # 2.

Teorema 3.2.2. (Teorema Principal). Seja [ : T? — T? um homeomorfismo transi-
tivo homotopico a identidade e seja f um levantamento de f no plano. Se a origem €

ponto interior do conjunto de rotacao entao f € transitiva.

Demonstracao. Conforme ja mencionado, usaremos o Teorema 3.2.1 para demonstrar este
resultado, sendo assim, considere O; e O, abertos do plano e m : R? — T? a aplicacio de
recobrimento, dessa forma, m(O;) e w(0,) sao abertos em T?. Visto que f é transitiva,
segue que existe ng € N, tal que f™(7(O;)) N (7(02)) # @. Logo existe w € Z* tal que
(00 N T(02) # 2.

Seja & € f70(0y1) N Ty(O,), uma vez que f7(01) N T,(Os) é um conjunto aberto, entio
i ¢ ponto interior. Tome & > 0 tal que B.(2) C f™(01) N T, (Os).

Note que, para 0 < € < %, o conjunto MT(JE)) ¢ inessencial. Portanto, para aplicar o

Teorema 3.2.1 resta construir um conjunto totalmente essencial no toro. Por hipotese,
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f é transitiva e o interior do conjunto de rotacao é nao vazio, entao pelo Lema 3.1.1,
Ess(f) = T?, ou seja, dado x € T? e € > 0 temos que

U fY(B.(z)) é essencial.

i€Z
Para facilitar a notacao denotaremos tal conjunto essencial por A, note que além de A
ser essencial, A também é aberto e invariante. Sejam z € A e C, a componente conexa
de A que contém z. Visto que A é um conjunto f-invariante, sendo f nao-errante, C,
¢ periddica. Em suma, C, é um conjunto aberto, essencial, conexo e periédico. Pela
Observacao 1.4.1 um subconjunto com essas caracteristicas, é totalmente essencial ou
estd contido em um conjunto periédico homeomorfo a um anel essencial. Pelo Exemplo
2.3.2 segue que C, nao satisfaz o segundo caso, visto que o conjunto de rotacao nao é
um segmento de reta. Assim, C, é totalmente essencial e como C, C A segue que A é
totalmente essencial.
Observe que, B.(Z) satisfaz as hipoteses do Teorema 3.2.1, portanto, para cada w € Z?

existe n; € N tal que
f(B(#)) N T(—w)(B-(2)) # 2.

Desse modo,
frotm(0n) N Ty (Tu(02)) # 2.
Tomando n = ng + n; segue que

f"(O1) N Oy # @,

portanto, f é transitiva no plano. [

3.3 Resultados que serao usados na prova do Teorema

3.2.1

Nas hipoteses do Teorema 3.2.1, nosso objetivo é enunciar e demonstrar alguns resultados
~ . . d d . O RQ b .
que serao essenciais para provar que dado um conjunto O C R*, aberto, conexo e inessen-

cial, entdo existe uma iterada de O que intersecta um dado transladado (inteiro) de O.
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Precisamente, para cada w € Z? existe ng € N tal que
fr(0)NT,u(0) # 2.

Para isto, suponha construido um compacto K do plano tal que R?*\ K tenha uma com-

ponente conexa U limitada contendo um dominio fundamental, como na Figura 3.1 .

Figura 3.1: Representacao de uma componente conexa de R*\ K contendo um dominio

fundamental.
Suponha ainda que exista um inteiro positivo M de modo que,
Kc |J T.(f(0), onde S(M)={(i,v) € Z x Z*: |i| < M, |||, < M}.
(i0)€S(M)

Por hipétese, (0,0) € intp(f) entdo podemos escolher § > 0 tal que B;((0,0)) C

intp(f). Dessa forma, se

]

n > wa entao, v € mtp(f), donde podemos usar o Teorema de Franks 2.1.3.
n

Afirmacao 3.3.1. Para cada w € 72,

se n > H%’” = ([0,1]°) N T,,(]0,1]%) # @.
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Com efeito, visto que w € Z* e n € N sdo tais que
w ~
J— E ,
—en(f)

seque do Teorema de Franks 2.1.8, que existe & € R? tal que (&) = T,(Z).
Se 2 € 0,1 = f([0,1]*) N T,([0,1]?) # @, agora se & ¢ [0,1)%, basta tomar um

representante em [0,1)2 e teremos que f™([0,1]%) intercepta T, ([0,1]°).

A partir desta afirmacao e do fato que U contém um dominio fundamental podemos

concluir o seguinte resultado.

Proposigao 3.3.1. Sejam w € R* e n € N entao existe (ju,vy) € X(2M) tal que

~ A

(T, (0) NT,(0) # .

Demonstragio. Visto que f([0,1]*)NT,([0,1]%) # @ e [0,1]° esta contido na componente
conexa limitada U de R2\K, entdo, f"(U) N T,(U) # @, sendo U limitada, segue que
fr(0U) N T, (8U) # @. Uma vez que, OU C K, implica que

~ w . ~
FUE) A Tu(K) £ @, onde, 2 € intp(f),

n
em outras palavras, a n-ésima iterada do compacto K intercepta o transladado w de K.

E ainda, como

ke | nfoy

(i,0)EX(M)
segue que existem inteiros ny, ny € [—M, M] e vy, v € Z? com ||v1]| < M e |lv2], < M,
tais que

~ A

FPT, (F7(ON] N [T, (f™2(0) + w)] # @. (Ver Figura 3.2).

Fazendo [T, (f™(0))] = A e f™(0) = B segue que
ANT, w(B) # .

Aplicando T_,,, vem

vaQ(A) n Tw(B) 7é a.
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Figura 3.2: ITlustracao da Proposicao 3.3.1 .

Note que T,(B) = Tw(f”Q(O)) e ainda fato de f ser homotopica a identidade implica que,
Tw(f”2(0)) = fn (T»(0)). Dessa maneira,

T, (A) N T, (f"(0)) # .
Aplicando f‘”Q segue que
F (T, (A) NTL(0) £ 2.

Como A = [T, (f™(0))] temos que

~

F(Ty (fM(T, ™ (0)]) N TW(0) # 2.

Como o levantamento de f e a funcao translagao sdo homeomorfismos entao,

]En(fm—nval_vz (O)) N Tw(O) 7& .
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Concluimos entao que j, = ny — ny € v, = v1 — vo. E assim,

A~ ~

(T, (0)) NTW(0) # 2.
O

Agora, enunciaremos e demonstraremos o seguinte resultado o qual serd de extrema

importancia para provar o Teorema 3.2.1.

Proposicgao 3.3.2. Sejam v € R*\{(0,0)}, K, e Ky dois subconjuntos conexos por cami-
nhos de R? tais que T,(K1)N K, = @ e T,(Ky) N Ky = &. Suponha ainda que hd inteiros
i,7 comi > 0,7 >0 tais que T, (K1) N Ky # @ e TV (K1) N Ky # &. Entio KiNKy # @.
Além disso, existe um arco de translacao de T, contido em K1 U Ky e que liga ao ponto

S Kl a TU<SC) € KQ.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos que K intercepta Ks. Para isso defina um
arco simples « : [0,1] = K , tal que o(0) € T,%(K;) e «a(l) € T/(K;). Sem perda de
generalidade, podemos supor que K; é compacto e ainda como [a] é compacto (por ser
imagem de um compacto por uma fungao continua) e v é diferente de zero, segue que
existe ng € Z tal que se |n| > ng entdo 1'(K;) N [a] = @.

Agora considere
no
59 = max {t €[0,1] : aft) € U TU"(Kl)} ,
n=0

$1 = min {t € [s0,1] 1 a(t) € Cj Tf(fﬁ)} ;

como a(sg) € T,,™"(K;) para algum inteiro 0 < n < ny entdo podemos supor que n = i
sendo assim, «a(sg) € T, (K;), e analogamente considere j, o inteiro tal que a(s;) €

TH(Ky). Assim, a(t)

(so0,s1) NA0 estd contido em T7'(K), V n € Z tal que n < ng. Dessa

forma, podemos considerar o seguinte conjunto conexo o qual denotaremos por Ksj.
K3 == TU_ZO(Kl) U Oé([S()7 81}) U TgO(Kl)

Afirmacao 3.3.2. {0 =0 e jo = 1.
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Suponha, por contradi¢ao, que ig + jo > 1. Note que, por construcao,

alse,s1) ¢ | T (). (3.1)

nez

e por hipdtese T,(K1) N Ky = &, sendo assim seque do Lema (1.2.1) que
Como n = ig + jo que por sua vez € diferente de zero seque por (3.2) que

T, (T (Ky)) N TP (K;) = @. (3.3)

Lembrando que
Ky =T, (Kq) Ua([so, s1]) U T (Ky),
entao,
T,(K3) = T, " (K1) U T,a([s0, 51]) U TP (KY).
Seque de (3.1), (3.2) e (3.3) que
T (E) N T, 70 (k) =
T, (K1) N Toa([so, 51]) =

T () N TP (K =

@
@
" K 1]

a([so, 1)) N'T, (K1) = @,
a([s0, $1]) N Toar([s0, 51]) = @
a([so, s1]) N TP (Ky) = @

Ti(Ky) N T (Ky) = @
T (Ky) NTya([s0,51]) = @ e

T (Ky) N TP (K) = @,
logo, T,(K3) N K3 = @. Sendo assim, seque do Lema 1.2.1 que
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Mas, note que, considerando n = iy + jo temos que
T (K5) = T (Ky) U T a[so, 51]) U T ().

Visto que T (K,) C Kz seque que TT0(K3) N K3 # &, contrariando (3.4). Logo,
10 + Jo nao pode ser maior que 1, uma vez que iy € jo $GO Inteiros nao neqgativos, a Unica
possibilidade € que ig + jo = 1, por hipdtese jo nao pode ser zero, sendo assim 1o = 0 e
Jo=1

Note que, por construgao, a(sg) € Ko NT,™(K}), como ig = 0 segue que a(sg) €

K; N K,, ou seja, K intercepta Ky, como queriamos. (Veja Figura 3.3).

Figura 3.3: Tlustragao da demonstracao da Proposi¢ao 3.3.2.

Agora mostraremos a existéncia do arco de translacao para 7, contido em K; U K.
Observe que «a(s;) € T?(K;) = T,(K;), e seja 8 : [0,1] — K; um arco simples juntando
a(sy) — v com a(sg).

Dessa forma, [5] C K; e a([so,s1)) N T,(K1) UT_,(K;) = . Segue que

B N To(a[s0, 51)) = @ = T,[B] N ([0, 51))-
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Seja v a concatenagio de 3 com « 55,1, como T, (y(a(s1) —v)) = (1) e [\] N T,([7]) =
{7(1)} portanto,y é um arco de translagao para T, juntando o x = «a(s;) — v € K; com

T,(x) € K,. (Para facilitar o entendimento, veja novamente Figura 3.3). O
A seguinte proposicao mostrara a existéncia do compacto K.

Proposicao 3.3.3. Diante de nossas hipdteses existe um inteiro M e um compacto K tal

que, [0, 1]2 estd contido em uma componente conexa limitada de R*\K e

KEc |J T.(f(o).

(3,0)eX(M)
Demonstracao. Pelo Lema 3.1.1 segue que todo ponto no toro ¢ ponto essencial, isto é,
dado x € T? e para todo € > 0, segue que,
U fY(B.(z)) é essencial.
i€Z
Para facilitar notacdo denotaremos tal conjunto por A. Conforme ja foi mostrado na
secao 3.3, A é totalmente essencial. Consideremos U como sendo o correspondente de A

no plano, ou seja,

(i) EZXTL2
E facil ver que U é invariante por translacoes inteiras, pois a projecao descarta inteiros, é
aberto por ser pré imagem de abertos, e ainda segue da Observacao 1.2.1 que U é conexo.
E ainda, o fato de U c R2 e, ser aberto e conexo implica que U ¢ conexo por caminhos.
Dessa forma, dado y € U , existem dois arcos conexos a e 3 tais que « conecta y com
7+ (1,0) e 8 conecta g com g + (0,1). Considere
Lo = U T(q,()) [a] e T'p= U T(%,1)[5]-

ne”Z neL

Observe que I, e I's pertencem a U. Fixe R € Z, tal que R > max{||z|| : € [a] U [5]}.
Seja x € [a], observe que, se max{(z)y : © € 'y} = max{(z); : * € [a]} < R e
min{(z), : * € Ty} > —R, segue que, R?\T', tem duas componentes conexas. Uma

contendo do semi-plano {z : (x); > R} e outra contendo o semi-plano {z : (z)2 < R}.
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O mesmo ocorre se x € [f], isto é, max{(z); : * € 'y} = max{(x), : v € [f]} < R
e min{(z); : © € I3} > —R, segue que, R*\T's tem duas componentes conexa. Uma
contendo do semi-plano {z : (z); > R} e outra contendo o semi-plano {z : (z); < R}.

Agora considere,

F=Ta-0,R)|JTat(0,R+1) ] Ts—(R0) [ JTs+ (R+1,0)).

E facil ver que F C Ue R?\ F' tem pelo menos duas componentes conexas, consideraremos
a componente conexa que contém [0, 1]2 e esta contida em [-2R, 2R+ 1] x [-2R, 2R+ 1],
a qual denotaremos por W. Veja Figura 3.4.

I'y+(0,R+1)

s+ (0,R s+ (R+1,0)

'y +(0,R)

Figura 3.4: Demonstracao da existéncia de um compacto contendo um dominio funda-

mental.

Seja K = OW, como K é subconjunto fechado de um compacto, entdao K é compacto. Note
que [0, 1]2 esta contido na componente conexa limitada, digamos, U de R?\ K. Lembrando

que

U= JUUr((B2)

vEZ?2 i€
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e como K C U, segue que

(i,0)€ZXZ?

¢ uma cobertura aberta de K, uma vez que K é compacto segue que,
K C T, (f*(B(2))) U T,(f*(B(#))) U ... U T, (f"(B(#))).

eKc |J Tf(B.2)
(i,0)EX(M)

Em virtude da Proposicao 3.17 temos que
fr (T, (0) NTu(0) # &,
para simplificar a notagao definiremos para cada (j,v) € Z x Z* o conjunto
1(j,v) = {w € 2% : f/(T,(0)) N T(0) # &},
a partir do qual podemos concluir as seguintes observagoes.

Observacgao 3.3.1. Para quaisquer w,v € Z* e j € Z, temos Tg(I(j,v)) = 1(j, Tw(v)).
Com efeito, seja u € Tr(1(j,v)), entdo u =w +W < w = u — W.
Note que w € 1(j,v), sendo assim

F(T,(0)NTW(0) # & &

PT(0)NT, %(0) #2 «
F(Ty4(0)) N T.(0) # 2,

portanto, u € I(j,v+w) = 1(j, Tz(v)).

Observagédo 3.3.2. Se R>0en > £, entao

22N Br((0,0))c | I(+nv).
(n,w)eX(2M)

De fato, pela Proposi¢ao 3.17 eziste (jr,vr) € X(2M) tal que

A A

F1(FR(T,,(0)) NTR(O) # @, ou seja, f"HA(T,,(0)) NTr(0) # 2,



47

que por definicao € I(n + jg,vr). Portanto,

7N Br((0,0))Cc | J I(+nv).

(i,0)EX(2M)
Proposicao 3.3.4. Seja i, ko, ki, J inteiros tais que ko < ky e u € Z*. Se ambos (i, ko) e
(i, k1) pertencem a I(j,u), entao (i, k) € I(j,u), para cada inteiro k € [ko, k1]. Do mesmo
modo se ambos (ko,i) e (ki,1) pertencem a I1(j,u), entao (k,i) € I(j,u) V k € [ko, k1]

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que (i,k) € I(j,u),V k € [ko, k1], ou seja,
FUT(0) N Tiw(0) # 2.
Observe que considerando Ky = O + (i, k), Ky = f/(T,(0)) e v = (0,1), claramente

as seguintes afirmagoes sao satisfeitas.
Afirmacao 3.3.3. K, e K, sdo subconjuntos conexos por caminhos de R?.
Afirmacao 3.3.4. T{o1)(K1) N (K1) = @ e T(o1)(K2) N (Ky) = @, sendo assim temos:
e (i) Ty (J/(T(0)) N (FI(T.(0)) = 2.
De fato, suponha por contradi¢ao que T(OJ)(fj (T,(0)) N fI(T,(0)) + @
& T(0,1)+u(0) N Tu(O) £ O
= T(()J).:,.u_u(O) N (O) 7£ %]

O que é um absurdo pois de acordo com nossas hipdteses o transladado inteiro de

qualquer aberto 0 C R? ndo intercepta O.
o (i) To,1) T,y (0)) N (T (0)) = 2.
Suponha por contradicio que T(oq1)(T(i k) (O0)) N T ;1) (0) # O
& Tia+m)(0) N Tk (0) # 2
< Tiam-an(0)N(0) # 2
< T1(0)N(0) # 2.

O que é um absurdo, conforme jd mencionado o transladado inteiro de qualquer

aberto 0 C R? nado intercepta O.
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Afirmacao 3.3.5. Existem inleiros i,j comi >0 e j > 0 tais que T, (K;) N Ky # @ e
TIH(K) N Ky # 2.

De fato, primeiro mostraremos a existéncia do 1.
(i) T (O + (i, ) O (FI(T,(0))) # 2.

Por hipdtese, fj(Tu(O)) N Tir)(0) # D, usando algumas propriedades bdsicas temos

que

F(Tu(0)) N Tk (0) # @

Ti ks (0) N FI(T(0)) # @
Tiky+0k1-1(0) N f1(T,(0)) # @
Tio s —1)(O + (i, k) N f1(T.(0)) # @
T 0+ (6, k) N fI(TL(0)) # 2.

t ¢ ¢ O

Portanto, nesse caso i = ki — k.

Resta mostrar a existéncia do j, para isto mostraremos a sequinte afirmacao.
(i1) To1)(O + (i, k) N fI(T,(0)) # @.

Por hipdtese, fI (Tw(0))NT(i k) (O) # @, novamente usando algumas propriedades bdsicas

obtemos

F(Tu(0)) N Tk (0) # @
Tiko—k11)(0) N f1(TL(0)) # @
Tloko—ky+i0) (0) N f1(Tu(0)) # @
Tioko—1)(O + (i, k) N f/(T.(0)) # @
T (0 + (i, k) N fI(T.(0) # 2.

(A

Portanto, nesse caso j = kg — k.

Logo, de acordo com a Proposicao 3.3.2 segue que K intercepta K5, ou melhor,

F(T.0) N Tuw(0) # 2,

em outras palavras, (i, k) € I(j,u) para cada k € [k, k1].
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Agora mostraremos que (k,7) € I(j,u) para cada k € [ko, k1], ou seja,

fj<Tu(O)) N T(k;,i)(O) #+ 9.

O procedimento é andlogo ao caso anterior, basta considerar
Kl = T(k,z)(0)7 K2 = fj<Tu<O)) eV = (170)

Dessa forma os trés itens seguintes sao imediatos.
e (i) K, e K, sao subconjuntos conexos por caminhos de R?.
o (ii) Ti1,0)(f1) N (K1) = @ e T(1,0)(K2) N (Ky) = @, sendo assim temos:
Tao(F(T.(0)) N (F(T.(0) = @ ¢

Tt1,0) (T3, (0)) N (T30 (0)) = 2.
e (iii) Existem inteiros ¢,j com i > 0 e j > 0 tais que,
T (O + (i, k) N (F/(T.(0))) # @ e
Th1(O+ (i, k) N f/(T.(0)) # 2.

Portanto, novamente pela Proposicio 3.3.2 segue que f(T,(0)) N Tr,i)(0) # @, isto

(ki) € I(j,u) ¥ k € [ko, k).
0

O seguinte lema ¢ um dos principais resultados a partir do qual demonstraremos duas
propriedades que serao fundamentais para a prova do Teorema 3.2.1.
Para simplificar a notacdo para todo v € R? e L € N, defina a bola fechada quadrada

de centro L e raio w como sendo:
S, L)={weZ*: |w—n| <L}

Lema 3.3.1. Dado C; > 0 existe Co > 0 tal que, para qualquer w, € Z*, C > Cs, e
n > w existem wy € 72 e j € [—2M,2M]| N Z, tal que

S(UJQ,Cl) C S(wl,(]) N [(n—i—j,@)
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Demonstracdo. Defina as constantes auxiliares L = (4M + 1)® + 1, com cardinalidade
maior que X(2M).

R=2M+ |[w||,D =2C, + 2R+ 1eCy = L'D. Note que |Jw;|| + v2C > T entio
S(wy,C) C B((0,0),T). Por hipotese T >0 e n > %, entao pela Proposicao 3.17, existem
(jr,vr) € X(2M), tais que T' € I(n + jr,vr). Isto implica que

BO.O.T)C | i),
(jv)EX(2M)
Portanto,
(jv)EX(2M)
Agora, considere (ig, ko) inteiros tal que (ig, ko) = wy — (¢, ¢).
Note que (L —1).D = L. — D < (Cy < C. Sendo assim faz sentido definirmos para
1<s<L—-1,ks=ko+s.D.Eparal <s< L, podemos definir is € Z e (js,vs) € L(2M)

satisfazendo as seguintes propriedades:
o (1) : iy <iy<iq+ -2
. s—1 = ls > Us—1 s+
Nos diz que quanto maior o indice menor é o intervalo, sendo assim o menor intervalo

tem tamanho % e 0 maior tem tamanho %
e (2) : Vi€ [isis + 2 oponto (i,ks_1) € I(n+ js,vs).

Nosso objetivo agora é mostrar que (1) e (2) estao bem definidos. Para isto, basta

definirmos de maneira recursiva is.1 e (js11,Vss1) € mostrar que que ambos satisfazem

(1) e (2).

Para isto, considere os pontos da forma (i,,,ks) com 0 <r < L —1, onde

. . Co
lsy = 1s T o (3.6)
Note que
: . Co Cy is Gy
ZSVT:ZS_}_(L_]')‘LS—&-l :Z8+L‘Ls+l —m Sls‘l‘ﬁ. (37)

Observe que por (3.6) temos is < is,, ¥V r € [0,L — 1] e por (3.7) segue que

C.
z§@+L—2 Vo oelo,L—1].
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Dai,
L N
zsgzsmgzs—FEVr €0,L—1]. (3.8)
Por (1) temos que
) ) C: C ) C C: ) C.
1y < lg_1 + LS: — L_j =41+ L.L—i — L—i =is1+ (L— 1)L_§
Logo,
C!
is < ds1+ (L — 1)L—§
Cy Cy
< dg o+ (L— 1)'L5—1 + (L — 1).L8_1
Cy Cy (Y
< g L—-1). L—1). L—-1).—
=~ 1 3+< )Ls_2+( )Ls_l ( )Ls
i L 02 02 02 02 02 02
= g — . — _— - =
3 L372 Ls 2 Lsfl Ls 1 Ls Ls
02 OQ 02 02 C12 02
= 4 0= _—1?2=—=+11]1° - L —4+L—=—-—=
R T TN Tl RN R
Cy Cy
= 13 [5-3 - F
C.
= 19— C2 — L—i
Portanto,
. C.
1g < 10 + 02 — L—i
Entao,
. . Cs Cs
Zs,r S 10 + 02 - E + (L - 1).Ls+1
Cy Co ., (Cy
= ZQ‘FCQ—L——FLE.L _LS-‘rl
< g0+ Cy
< 0+ C.

Assim para k; fixado segue que (is,,ks) € S(wy,c), ¥V r € [0,L — 1] e por (3.5) existe
(jswvs,r) € Z(2M> tal que (is,m ks) € I(n + Jsrs Us,r)‘

Como a cardinalidade de L é maior que a cardinalidade de X(2M), pelo principio da
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casas dos pombos', existem ry < 7y tais que (s, Vs ) = (Jsrgs Usira)s OU S€ja, (ig,, Ks) €

(59, ks) € I(n+ Jsry, Vs ). Pela Proposicao 3.3.4 segue que

Vi € [isry,tsr,) 0 pONtO (i,ks) € 1N+ Jsry, Us iy )-

Note que
. . > - . Cy
Qsr = 1s+ T 1 entao gy, = isy + (re — rl)‘Ls-H'
Como 79 — r1 > 1 temos que
Ny Co
lsra = s + m
Portanto,
. o 2 . .
Vi€ <i<igy + Toe1 © ponto (i,ks) € I(n + Jsry, Vs )- (3.9)
Defina
fsp1 = Go (3.10)
e
(js+17 Us+1) = (jS,rmvsm)' (3'11)

Observe que (3.8) é valido V r € [0, L — 1], em particular é valido para 71, sendo assim
por (3.10) segue que i, < iy1q < i, + £2 e portanto (1) ¢ satisfeito. E ainda por ( 3.15),
vem

C
Vi€ igp <i<ig1+ Ls—il o ponto (i,ks) € I(n~+ Jsry, Vs, )-

E assim (2) é satisfeito. Portanto, is e (js,vs) estdo bem definidos V 1 < s < L.
Como a cardinalidade de X(2M) é menor que a cardinalidade de L, podemos usar nova-
mente o principio da casa dos pombos. Assim existem s; < s tais que (js,, Vs, ) = (Jsp, Vsy)

e pela propriedade (2) temos que

C
Vie {iSQ,iSQ + L—gj o ponto (i, ks,—1) € I(n + Jsy, Vs, ).

!Essa é uma ideia simples, mas bastante ttil: se temos n caixas (as casas dos pombos) e queremos
distribuir k objetos (os pombos) entre as caixas, com k > n, entdo certamente uma das caixas terd mais

de um objeto.
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. . C . C. ~ . . C. . . C
Como iy, e is, + 7 < i, + 7. Entao, [z32,232 + Lsﬂ C [231,251 + Lfl} . Novamente pela

propriedade (2) temos que

C
Vie {isl,isl + L_jl} o ponto (i,ks—1) € I(n + Js,, s, ).
Portanto, (i, ks,—1), (i, ks;—1) € I(n + Js,,vs,) = I(n + js,, Vs, ). Sendo assim,

C o : : :
Vi€, <i<ig+ L_822’ todos os inteiros (i, ks,) e (i,ks,) pertencem a I(n + js,, vs,)-

Logo, pela Proposicao 3.3.4, temos

V k€ [ks,_1,ks,—1], 0 ponto (i,k) € I(n+ js,, s,)-

Em suma,

C
{(z,k) L€ [zz + L—ﬂ e ke [ksl_l,ksrl}} C I(N 4 Japy Vsy)-

Cy
LS2

Note que > Deks, 1 —ks1 > D.FE conforme definido no inicio da demonstragao

D =2C) + 2R + 1, entao se definirmos
wy = (lgy, ks;—1) + (R+C1+ 1, R+ Cy + 1), temos que S(ws, R+ C1) C I(n+ jsy, Vs, ),
e ainda como C' > R + (] segue que

S(wq, R+ C1) C S(wy, ).

Assim temos

S(w27R+ Cl) - S(wlvc) N I(n+j827vs2)'

Afirmacgao 3.3.6. Uma vez que wy e v, pertencem a Z? e n+ j,, € 7 temos que se
S(we, R+ Ch) C I(n+ js,, vs,), entao S(we, R+ Cy — |lvs, —W|| ) C I(n+ Jsy, Usy)-
De fato, dado z € S(wq, R+ Cy — |jus, — W||.)) temos que

Iz = woll g < R+ C1 = [lvg, =Wl & |2 = wall o + [Jvs, W[l < R+ Ch

Como

||Z — Ws +U52 _wHoo S ||z - w2||oo + ||U52 —EH

0 !
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seque que
|(z + vsy —we) —w| < R+ Ch.

Entao,

(Z + Vsy +E) € S('LUQ, R+ Cl)
Por hipdtese, S(we, R+ C1) C I(n+ js,, vs,), logo (z+vs, +W) € I(n+ js,, Vs, ), fazendo
a sequinte translacao temos
TE—USQ (2 + Vsy — w) S TE—vSQI(n + jsza 1132),
pela Observagao, 3.3.1
TE—USQ (Z + Usy — m) S [(TL + jSzv Tﬁ—vsz (USQ)) = ](n + jszaw)'

Como Ty, (2 + vy, =) = = entio z € I(n + jo,, ).

Desta forma, de acordo com a Afirmacao 3.3.6 concluimos que
S(w27 R+ Cl - Hvsz - @HOO) - S(w17 C) N [(n + jSzv Z}82)'

Visto que ||vs,, — |, < R segue que S(wy,Cy) C S(wy,C) N I(n + js,,vs,) e ainda
considerando j,, = j e vy, = W temos S(ws, C1) C S(wy, C)NI(n+7j,w), como queriamos.

[
Denotaremos o ponto simétrico de v com rela¢ao a w por Rg(v) = 2w —v =T2_ (v).

Proposicao 3.3.5. Diante das nossas hipoteses mostraremos a existéncia de inteiros

ki, ke e v tal que S(v,1) C I(k1,w) e S(Rzv,1) C I(ke,w).

Demonstracao. Para mostrar a existéncia de k; e ks e U , aplicaremos o Lema 3.3.1 trés

vezes.

Seja C7 = 1 entdo existe Cy > 0 tal que, para qualquer w; € Z2, C > Cs, e n > w

existem wy € Z% e j € [—2M,2M| N Z, tais que

S(wy,1) € S(wy,C)NI(n+j,). (3.12)
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Agora seja C; = Cy + 1 e wy = (0,0) entao existe C, > 0 tal que para qualquer C' > C} e

n > Qwalvao)

existem v, € Z? e j; € [-2M,2M] N Z, tais que

Como (4.2) é valida para qualquer w; € Z?, entao podemos escolher w; = Ry(v;). Dessa

—(leuer\/EC) existem vy € Z? e jy € [—2M,2M] N Z, tais que

forma para C' > Cs, e n >
S(vg, 1) C S(Rg(v1),Co + 1) N I(ng + jo, W). (3.14)
Note que considerando vy =T e k; = ng + Ja, por (3.14) segue que
S(v,1) C I(ky,w).
Agora observe que

S(Rw(0),1) = Ry(S(7,1)) C Rg(S(Rw(t1),Ca+ 1)) = S(vy,Cy + 1).

Fazendo ko = ny + j; por (3.13) segue que S(Ry(v),1) C I(ke, w).

Para um melhor entendimento veja Figura 3.5. [

Proposi¢ao 3.3.6. Para cada R > 0 existe ng € N tal que, se n > ngy entdo f”(O)

intercepta cada um dos quatro conjuntos
Uy={(x,y): x> R,y >R}, Uy={(x,y):x<—R,y> R},
U3:{(x7y):x>R>y<_R}a U4:{(:c,y)x<—R,y<—R}

Demonstracao. Mostraremos que existe ng tal que se n > ngy entao

A~

fM(O)NU; # @ para todo @ € {1,2,3,4}.

Considere C; tal que O C B¢, ((0,0)) e seja Cy = max
re

f(x) - xH , que é finito pois f é
homotoépica a identidade.

Seja C' > 2M(Cy 4+ 1) + Cy + R, inteiro. E considere também

w1, = (C, C),UJQ = (C, —C),wg = (—C, C) € Wy = (—C, —C)
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S((0,0),Cy + 1)

(U1,0+ 1)
Ry
Vg = ol S(Rw(vl),Cl + 1) e /(U2)
\ ‘—‘—___—‘ U1
________________ P L e

¥
S(vg, 1/ Rg(v1) \‘\

Figura 3.5: Tlustragao da existéncia de inteiros tal que S(v,1) C I(ky,w) e S(Rgv,1) C
I(ky,w).

Lembrando que estamos considerando (0,0) no interior do conjunto de rotagao, sendo

assim, para n suficientemente grande

\/% € intp(f)

e portanto segue da Proposicdo 3.3.1 que para cadai € {1,2,3,4} existem (j;,v;) € X(2M)
tais que w; € I(n + j;,v;), isto &,

~ ~

FrPT,(0)) NTu(0) # 2.

Como T, (0) C T,,(B.,(0,0)) = B, (w;) para todo i € N, segue que
f(f#(T,,(0))) intercepta B, (w;) para todo i€ N. Note que

f(z) 2 fi(z) -

Cy = max , = 7.0 = max’
zER?

9
z€ER?2

sendo assim,

fAn+ji($) _ fn(I)H < |7i] .Cy < 2MCs, para todo x € R%,
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Dessa forma,

N

fn(TUzO) N Bcl+2MCz (wz) ?é <.

Como f é homotopica a identidade entao
T,.(f"(0)) N Beyanic, (wi) # @ & [*(O) N T, (Beyyomc, (wi) # 9.
Uma vez que ||v;]| < 2M, segue que,
Tq}:]-(Bcl+2MCQ (wi)) C Be,yom(cy1)(w;) C U

Portanto, f”(O) NU; # @. Para facilitar o entendimento veja Figura 3.6. m

Us

wy = (—¢,c)

(4R, R) (R, 1) \f”(f?fl"'("Tvl(O)))wl(O) # 2

w3 = (—¢, —c) wy = (¢, —c)

Figura 3.6: Ilustracao da prova da Proposi¢ao 3.3.6.
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Proposicao 3.3.7. Suponha que f”(O) N Tx(0) = @ para todo n € Z. Seja k € N e
v € Z? tais que S(v,1) C I(k,w). Entdo para cada n suficientemente grande, temos que

v € I(n, (0,0)).

Demonstra¢ao. Suponha por contradigao que existe uma sequéncia (n;);eny com lim n; =
1— 00

oo tal que Vi € Nyv ¢ I(ng, (0,0)), ou seja,

fr(0)NT,(0) =2,

assim pela Proposigao 3.3.4, segue que nao podemos ter v ©(0,1)? ¢ I(n;, (0,0)) para
uma mesma iterada. E o mesmo ocorre com v *(0,1), ou seja, v £(0,1) ¢ I(n;, (0,0))
simultaneamente.

Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que para muitos valores de 1,
v 7(1,0) e v £(0,1) ndo pertencem a I(n;, (0,0)).

Visto que os outros casos sao analogos a partir de agora consideraremos apenas v +

(1,0) e v + (0,1), ou seja,
fH(0) N (T(0) U Tt 1,0/(0) Tt 01)(0)) = 2. (3.15)

Como ja foi mencionado (3.15) é valida para muitos infinitos valores de 4, sendo assim
podemos extrair uma subsequéncia de (n;);ey € assumir que (3.15) vale para todo i € N.
Por hipotese, f*T5(0) N Ti10)(To(0)) # @ e f*Tiu(0) N Ty T(0) # @.

Note que, considerando Ky = T,(0), Ky = f*T5(0) e v = (O, 1) é imediato que:

e K, e K, sdo subconjuntos conexos por caminhos de R?;
o Tuo(L(0) N(T,(0) =2 e Tao(f*Ta(0) N (fFT5(0)) = 2.
e [xistem inteiros © = 1 e j = 1 tais que

T (To(0) N fH(T(0) # & e T}y ) (T.(0)) N fH(T(0)) # 2.

Dessa forma, pela Proposigao 3.3.2, T,,(O) intercepta f’“T@(O). E ainda, existe um arco
de translacdo 8 C T,(0) U f*T5(0) para T(0,1), juntando os pontos z; € T,(O) com

2p1(0,1) =v +(0,1) ev —(0,1)
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To)(z1) € f*T5(0). Uma vez que f*(0) NTy(0) = @, V n € Z segue que para cada
inteiro k

FHR0) N A TH(0) = @ = f4(0) N f*Tu(0) =@, Vi eN.

E ainda como v ¢ I(n;, (0,0)), isto &, f*(0) NT,(O) = @, concluimos que
(8] N f%(0)=@ V ieN.

Agora considerando K; e K3 como anteriormente e v = (1,0) novamente a proposigao
(3.3.2) garante a existéncia de arco de translacdo a para T(1 ), tal que [a] C T,(0) U
FET5(0), onde a conecta x5 € T,(O) com Ty 0)(22) € f*T5(0). E ainda [a] N f(0) =
@ Vi € N, pelo mesmo argumento 5 ¢ disjunto de f’“Tw(O) . Seja v : [0,1] — T,(O) um
arco de translacao conectando x; a x9. Defina

U T1 0 U T(Izo , Bt = U T(io,l)([ﬁ] U To 1)

ieN €N ieN ieN

Note que, f(0) ¢é disjunto de [a] U [3] U [4], para todo i € N, e [a], [8], [7], sdo arcos de
translacoes disjuntos. Segue do Lema 1.2.1 que f”(O) é disjunto de pelo menos um dos

quatro conjuntos abaixo:
Fi=atUptUla], h=a UB U], Fs=a UB [a], Fy=atUpB Ulal

Em outras palavras, existe j € {1,2,3,4} tal que f”l‘(O) N F; = @ para infinitos valores

de 7. Assumindo j = 1, visto que os outros casos sao andlogos, e extraindo novamente

uma subsequéncia de (n;);ey podemos assumir que f”’(O) N Fy = @ para todo i € N.
Seja

Ry = max |(z,y)||, Re = max [|(z,y)]|, Rs = max ||(z,y)]|.
(z,y)€a (z,y)€6 (zy)ey

E ainda note que,

max y < Ry e max z < R,.
(zy)€at (z,y)ep ™t

Finalmente, seja R = max{R;, Ry, R3}, de modo que

Fyc{(z,y) : o] < R} U{(z,y) : [y| < R}.
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Note que os conjuntos
Uy={(z,y):2>Ry>R} e Uy={(z,y) 1y < —-R,y > R}.

sao subconjuntos de componentes conexas disjuntas de R?\ F}, entao para todo i € N o
conjunto £ (0) é disjunto de U; ou Us.

O que é um absurdo, pois pela Proposicao 3.3.6 existe ¢ € N tal que
fO)NU# o e [5(0)NU, # 2.

Para entender melhor veja Figura 3.7.

Figura 3.7: Tlustragao da prova da Proposi¢ao 3.3.7.

3.4 Prova do Teorema 3.2.1

Agora demonstraremos o Teorema 3.2.1, usado na prova do Teorema Principal desta
dissertacao. Nas hipoteses do Teorema 3.2.1 provaremos que para cada w € Z? existe
algum n € N tal que f*(0) NT,(0) # @.

Com efeito, seja O C R? um conjunto aberto, conexo tal que

U f(m(O)) é totalmente essencial
nez
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e m(0) é inessencial. Suponha por contradigao que para todo n € N existe w € R?, tal

que

~

fMO)NT%(0) = @. (3.16)
E como a Proposicao 3.3.5 garante que existem k;, ko inteiros e v € Z? tais que
S(w,1) C I(ky,w) e SQ2w—71,1)C I(ke,w)

Segue da Proposicao 3.3.7 que para cada n suficientemente grande v e 2w — v pertencem

a I(n,(0,0)), ou seja,
FO)NTHO) £ 5 e f1(0) N Tom +(0) # 2. (3.17)
Note que, considerando K; = T (0), Ky = f”(O) ev=1w—1, ¢ imediato que
e K, e K, sao subconjuntos conexos por caminho de R2.
o Ty 5(T(0)) N (T(0)) = @ e ainda, Ty 5(f"(0)) N (f*(0)) = &.
e Segue de (3.17) que parai=1e j=1

T5'5(Tw(0) N (f*(0)) # @ e Tus(Tu(0)) N (f1(0)) # 2.

Logo, pela Proposicao 3.3.2 segue que K, intercepta K5, ou seja, f"(O) NTz(0) # 2.
Absurdo pois estamos supondo que f™(0) N Tx(0) = @.



Capitulo 4

Reciproca do Teorema Principal

Neste capitulo daremos uma ideia da reciproca do teorema principal desta dissertacao.
Conforme ja mencionado, ao invés de considerar um levantamento transitivo no plano,
consideraremos um levantamento satisfazendo a propriedade T, ou seja, existe zp € R?
tal que o 6mega-limite de xr por f contém todas as translacoes inteiras de zp.

Claramente a hipotese acima é mais fraca do que se considerarmos f transitiva. E
comum para difeomorfismos do T? preservando area, a existéncia de ilhas elipticas e
assim tais difeomorfismos e seus respectivos levantamentos nao podem ser transitivos,
mas ¢é possivel que sejam externamente transitivos, isto é, transitivos no complementar
do interior dessas ilhas. Deste modo, podendo ter a propriedade 7T

Antes de enunciarmos precisamente a reciproca do teorema principal, definiremos os

conjuntos By, Cy e estudaremos sua estrutura bem como algumas de suas propriedades.

4.1 Definicao dos conjuntos By e (y

Considere a compactificagdo de R? por um ponto, note que R? U {oo} é homeomorfo a
esfera S%, ou seja, R? U {oo} ~ S2.

Associaremos ao homeomorfismo f do toro T? e ao seu levantamento f no plano um
terceiro homeomorfismo o qual é induzido por f em S? fixando o infinito, denotado por

f, assim, f:S* = S? é 0 homeomorfismo induzido por f : R? — R2.

62
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Definigao 4.1.1. Para cada 0 € [0,27), definimos os conjuntos

Vit i={2 €R% (d;e9) >0} e Vp:={2 € R* (F;e9) = 0}
onde, ey = (cost, send).

Nestas condigoes, fixando € temos que a representa¢ao pictorica dos conjuntos V," e

Vy é dada na Figura 4.1.

Figura 4.1: Representacdo pictorica dos conjuntos Vy e V.

Observe que para 0 = 0,0 = 7,0 =7 e 0 = 37“ os respectivos V" sdo da forma:

Vo = {& e R (&), > 0},
V= {z e R (2), <0},
Vg = {2 € R%(2), > 0} e
V;‘FT" = {2 € R? (), < 0}.
Considere os conjuntos
Vit =Vt oo} e Vo= Vy U {ool,

como sendo os correspondentes de V' e Vj, respectivamente, em S?.
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Agora, estamos interessados nos pontos T € Vj 0s quais para iteradas futuras perma-

necem em XN/;“, em outras palavras, estamos interessados no seguinte conjunto fechado
Vin T W N0 v N
Denote por E@ a componente conexa de

M /) (4.1)

n<0

que contém o infinito e, por 59 a componente conexa de
N/ (4.2)
n>0
que contém o infinito. Desse modo, podemos definir By e Cy em R? que correspondem,
respectivamente, aos conjuntos Ee e 6’9. Uma vez que Ee e 59 sSao componentes conexas
no S? contendo o infinito segue que seus respectivos correspondentes By e Cy no plano sao
unides de componentes conexas ilimitadas dos conjuntos dado em (4.1) e (4.2), respecti-
vamente. Em suma, cada componente conexa de By e Cy é ilimitada. Observe também
que, €omo V;’ ¢é fechado e f ¢ um homeomorfismo, EQ e CN’(; sao fechados e assim By e Cy

sao subconjuntos fechados do plano.

Lema 4.1.0.1. By € a unido de todas as componentes conezxas ilimitadas de R?, a qual

denotaremos por D, cuja orbita futura estd contida em V,". Em outras palavras,
<f”(55);eg> >0V neNteV ieD.

Demonstracao. Conforme mencionado anteriormente E@ é fechado e por definicao é co-
nexo. Claramente, By nao precisa ser conexo pois retiramos o ponto no infinito, mas cada
uma de suas componentes conexas precisa ser conexa e fechada, além de ilimitada. Como
By é a uniao de suas componentes conexas, basta ver que a 6rbita futura dos seus pontos

permanecem em V," para sempre. Mas isto é consequéncia direta da Defini¢ao 4.1. O

Observagio 4.1.1. Se By(f1) denota o conjunto By para f=* entio By(f~) = Cy.
Sendo assim, Cy é a uniao de componentes conexas ilimitadas dos conjuntos dos pontos

T que estao em V}f e permanecem no mesmo para tempo passado.
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Proposicao 4.1.1. Para todo 0 € [0,27), temos que:
1. By é f—invariante, isto €, f(Bg) C By e para Cy, f_l(Cg) C Cy.
2. Se (p,q) sio pontos em V," N 7% entao By + (p,q) C By, € 0 mesmo vale para Cy.

Demonstracao. Provaremos apenas para By, pois o raciocinio é andlogo para Cy. Primei-
ramente mostraremos a invariancia de By por f , para isto, basta considerar um ponto
i € By e mostrar que f(i) € By.

De fato, seja I' uma componente conexa de By tal que & € T', sendo assim, f(:fc) € f(F) =
I, que por sua vez é conexo e ilimitado e, portanto f(a?) € By.

Agora, sejam & € By e (p,q) € V,” N Z?, mostraremos que & + (p,q) € By e assim o
item (2) sera provado. Para isto consideremos I uma componente conexa de By contendo
%, devemos mostrar que T + (p, q) C By.

Uma vez que a Orbita futura de todo ponto em By permanece em V," segue que para todo
yel,

P eV, viez
Isto implica que se Z é um ponto em I' 4 (p, ¢) entao para todo inteiro j

A .

P eV

Portanto, I'+(p, ¢) € um conjunto conexo, fechado, ilimitado cuja 6rbita futura de qualquer
ponto permanece em V.

Logo, I' + (p, q) C By, conforme desejado. O

4.2  Os Conjuntos Omega-limite de By e Cj

Considere o dmega-limite de By, denotado por w(By) e definido por
[c ol o]
w(By) == [ F/(By).
i=1 j=i
Note que dado & € w(By), existe uma sequéncia de inteiros positivos {n;} com n; tendendo

ao infinito tal que
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€ ["(By).

A

Segue da Proposicdo 4.1.1 que f(By) C By, visto que By ¢ fechado e f ¢ um homeo-
morfismo concluimos que fi+1(By) C fi(By), ¥V i > 0.

Como

m 1 fz-l—l( ) ")17
= (Be)

temos que o dmega-limite de By é dado por
E em S? temos,

Definiremos também os seguintes conjuntos no plano e em S?, respectivamente.

= ﬂf_Z(CQ e w Cg ﬂ
=1 =1

Neste cenério temos que w(By) para todo 6 € [0,27) é subconjunto fechado do plano
e como {00} C w(By) segue que todas as suas componentes conexas sio ilimitadas. E
ainda, w(ég) é um conjunto conexo nao vazio. Sendo By um conjunto f—invariante, segue

que w(By) C By para todo 6 € [0,27) e f(w(By)) = w(By).

De fato,
FetB) = OV @) = (7B = (W FB0) = (VB = (2

CBy

Neste caso diremos que w(By) é Totalmente Invariante por f

Proposicao 4.2.1. Se (p,q) sio pontos em V," NZ2, entio w(By) + (p,q) C w(By) € o

mesmo se aplica para w(Cp).
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Demonstrag¢ao. Como w(By) : ﬂf’ (By), temos
=1

80+ 0 = ()30 )= (700 )

Uma vez que f ¢ um homeomorfismo ¢ By + (p, q) C By, vem

() (Bs+ (p,9)) C () F'(Bo) = w(By).

i=1 i=1
Portanto, w(By) + (p, q) C w(By). O
Proposigao 4.2.2. Para todo 0 € [0,27), temos que w(By) = w(Cy).

Demonstra¢ao. A prova pode ser encontrada em [6].

Proposigao 4.2.3. O conjunto w(By)¢ possui uma inica componente conexa e o conjunto

B§ possut uma tnica componente coneza.

Provaremos apenas o que conjunto Bj possui uma tnica componente conexa, pois o

outro caso é analogo.

Demonstragio. Primeiramente, note que By C V,", de forma que podemos considerar
a componente conexa de B§ que contém R?/ V,". Mostraremos que Q¢ = By e assim {2

serd a tinica componente conexa de Bj. Para isto mostremos as seguintes inclusoes:
By CcQ° e Q°C By.
Como estamos supondo que 2 é componente conexa de B, segue que
Q C By = By C Q. (4.3)

Desse modo, resta mostrar que 2° C By. Inicialmente mostraremos que )¢ é f—invariante.

De fato, uma vez que By é f—invariante, isto é, f(B@) C By entao,

B; C f(By) (4.4)

De (4.3) e (4.4), vem que
QC f(Bj) (4.5)
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E ainda por (4.3) temos

A

f(Q) c f(Bf) (4.6)

De (4.5) e (4.6) segue que

QN fQ) # 2.

Visto que Q é componente conexa temos que Q C f(Q) e, portanto, f(QC) C Q°, como
queriamos.

Agora, mostraremos que )¢ C By, para isto basta considerar Z € )¢ e I' uma componente
conexa de )¢ contendo z e mostrar que I' esta contido em By.

Com efeito, como I' C Q° e Q° ¢ f—invariante segue que f(I') € Q¢ para todo n > 0.
Entao,

~

ffyNQ=oVvneN (4.7)

Além disso, visto que (V,7)¢ C Q segue que Q° C V," e como I' é conexo e V," é invariante

temos que a orbita futura de I' ndo sai de V", isto &,

M)y cvyt, ¥YneN

Note que I' é um conjunto fechado por ser componente conexa de §2°, que por sua vez é
fechado. Além disso, como 9(2¢) C By, temos que ['N By # &.

Sendo assim seja 2 € ' N By e © a componente conexa de By contendo Z. Sendo cada
componente conexa de By ilimitada segue que © é ilimitada. Além disso, © N I" # &
entao © C I'. Logo, I' é ilimitado. Em suma, I" é ilimitado, fechado cuja o6rbita futura de

qualquer ponto em I’ permanece em V," para todo tempo, portanto, I' C By. Portanto,

Q° C By. ]

Agora, provaremos o teorema que serd a nossa principal ferramenta para garantir a
existéncia de vetores de rotacao para a dindmica f, mas antes de enuncia-lo precisamente,

consideremos o seguinte lema intermediario.

Lema 4.2.1. Se w(By) = @, existe n € N tal que para todo i > n

J'(Bs) € V" +(1,0).
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Demonstracao. De fato, suponha por contradicao, que V n € N, existe ¢ > n tal que
fi(Bg) nio esta contido em V," +(1,0), em outras palavras, existe uma sequéncia i; — 0o

tal que para todo j, temos que o ponto Z; € Vj de forma que
fo(@:,) € Vo\(Vy" + (1,0)).
Isto implica que existe sequéncia de pares p;, g; inteiros tais que

<(pj7Qj); €9> > 0,

e ainda,

fii(@s,) + (pjrq5) € [1,2] x [0,1].
Uma vez que, &;, € V" C By e ((pj,q;),e9) > 0 segue do item (2) da Proposicao 4.1.1
que By + (pj,q;) € By e portanto, Z;; + (p;,q;) € By. Mas, por compacidade, o conjunto
{f%(&i, + (pj,q;)) }jen possui uma subsequéncia convergindo para um ponto @ € w(By),

o que é um absurdo, pois estamos supondo que w(By) = &. ]
Teorema 4.2.1. Se w(By) = &, entao eriste um nimero real positivo a tal que:

e Para todo & € By,

e Para todo x € Cy,

lim inf <— > a.
n—00 n

Demonstragdo. Assumiremos sem perda de generalidade que 6 € [0,7) e provaremos

apenas o primeiro item, pois o segundo é analogo.
Agora mostraremos que existe n € N tal que f"(By) C By + (1,0).
Para isto, seja & € By e I' uma componente conexa de By contendo z, pela afirmacao

anterior temos que existe n € Z* tal que

~

F(T) CVh+(1,0),V j >n,

sendo assim,

) = (1,0)C VY j>n.
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Como I' é fechado, ilimitado, conexo e f é um homeomorfismo segue que fj(F) também

¢ fechado, ilimitado e conexo. Logo,

~

F(T) = (1,0) C By,

dessa forma,

F1(T) € By + (1,0).
Visto que a escolha de I' é arbitraria segue que

fi(Bs) C By + (1,0). (4.8)
Aplicando f7 em (4.8)

FI(F(Bg)) € F(By+ (1,0)) <= f¥(By) C f7(By) +(1,0).
CBy+(1,0)

Logo,
F29(By) C By + (2,0).

Indutivamente, para k € N*,
f¥9(By) € By + (k,0) C V' + (k,0).
Em outras palavras,
(@) € Vit + (k,0) = f*9(3) — (k,0) € Vj.

Portanto,

(f¥9(2) — (k,0);e9) > 0= (f*I(2); ) — ((k,0);€9) >0,

desse modo,
(¥ (&);e0) > k- ((1,0);€0) ,

Como [|(L,0)]| = L e [leg]) = 1, além disso, ((L,0),eg) = |(1,0)]] - leg] - cos(8), temaos

(f*(2);e9) > k - cos(0).
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Dividindo ambos os membros por k - j, vem que

(49 (0); e6) k- cos(6)
kg = kg
A

af.j

Tomando o liminf da sequéncia {ay.;}r>1 temos que para todo & € By

lim inf f (x,);69> > COS,(G),
1—»00 /3 7

conforme desejado. O
O seguinte corolario é uma consequéncia imediata do teorema anterior.
Corolario 4.2.1. Se w(By) = @, entdo existe 11,75 € p(f) tal que
(ri;eg) >0 e (ra;eq) <O0.
Teorema 4.2.2. Para cada 6 € [0,7) pelo menos w(By) e w(Byyr) € vazio.

Demonstra¢ao. Suponha por contradicao que existe € € [0,7) tal que w(By) e w(Bgir)
sao ambos nao vazios, sem perda de generalidade vamos assumir que = 0, sendo assim,
w(Byp) e w(B;) sdo ambos ndo vazios. As respectivas proje¢oes no toro podem ou nio se

interceptarem. Assim, teremos dois casos a considerar:

(1) 7(w(Bo)) N7(w(Bx)) # &

(2) m(w(By)) Nm(w(By)) = 2.

Mostraremos que ambos os casos nao podem ocorrer e assim o teorema serd provado.
Comecaremos pelo caso (1), inicialmente observe que se m(w(By)) N7(w(By)) # & e
uma vez que a aplicagao 7 identifica pontos que diferem por coordenadas inteiros segue

que existem (pq,p2) e (¢1,¢2) ambos com coordenadas inteiras, tais que

(w(Bo) + (p1,p2)) N (w(Bx) + (91, 42)) # 9. (4.9)

e ainda para simplificar notacao, faremos

(p,q) = (1 — p1.q2 — p2).
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Assim, a expressao (4.9) fica da seguinte forma
w(Bo) N (w(Bx) + (p,0)) # 2.
Agora, denote o complementar da uniao deste conjunto por O, ou seja,
O = [w(Bo) U (w(Bx) + (p, )]
Além disso, considere
O1 = [w(Bo) — (L, 1) U (w(Bx) + (p+ 1,4+ 1))|.

Claramente, O; é aberto, invariante e o Lema 4.2.2, o qual a prova pode ser encontrada

em [4], nos assegura que O; possui infinitas componentes conexas.

Lema 4.2.2. O conjunto aberto Oy = [w(By)— (1, 1)U(w(By)+(p+1,¢+1))]¢ tem infinitas
componentes coneras. Além disso, o conjunto xp + Z* intercepta infinitas componentes

conezxas de O1.

Por hipotese, f satisfaz a propriedade T, isto é, existe zr tal que w(xr) contém todas

as translacoes inteiras de z, desse modo, como o conjunto

w(Boy) U (w(By) + (p,q))

¢ invariante, segue que x7 nao pode pertencer a este conjunto e, portanto xp pertence ao
seu complementar, o qual foi denotado por O;.

Visto que o 6mega-limite de 7 contém todas as translagoes inteiras de zp, em parti-
cular, x7r € w(zr), segue que , x é um ponto recorrente. Logo, existe n tal que f”(xT)
e rr estao numa mesma componente conexa de O, digamos U. Nessas condicoes temos
que,

~

1 U)NU # .

Uma vez que Oy, ¢é invariante, U é componente conexa de Oy e f é um homeomorfismo
segue que

) =U.
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Em outras palavras, a 6rbita de x7 intercepta uma quantidade finita de componentes co-
nexas de 01, o que é uma contradicao, pois diante de nossas hipoteses, o Lema 4.2.2 nos
garante que a7+ Z? intercepta infinitas componentes conexas de O,. Portanto, a projecao
de w(By) e w(B;) no toro ndo pode se interceptar.

Agora, mostraremos que o caso (2) nao pode ocorrer, isto é, assumiremos que m(w(By)) N
m(w(B;)) = @ e sob nossas hipoteses chegaremos em uma contradi¢do. Mas, primei-
ramente enunciaremos o resultado, o qual a prova pode ser encontrada em |4, que nos
garante que diante de nossas hipoteses, embora xr ¢ w(By), sua proje¢ao no toro inter-

cepta 7(w(By)).

Lema 4.2.3. Seja f um homeomorfismo satisfazendo a propriedade T. Entao para todo

0 <60 <2m, sew(By) # D seque que
7T(.CET) C W(W(Bg)).

Por hipotese, existe xr, cuja 6rbita futura intercepta infinitas vizinhancgas de transla-
dados inteiros de x7, ou melhor, dada U uma vizinhanga de zr + (p, q), existe n € N tal

que para todo i > n temos que

A

fi(CET) eU.

Logo, a orbita de z7 nao é composta apenas por transladados inteiros de z7, sendo assim,
x7 projetado no toro nao pode ser ponto fixo.
Uma vez que m(zr) ndo é ponto fixo no toro, existe € > 0 tal que considerando a bola

fechada de centro m(zr) e raio € segue que
f(B[r(21)]) N Be[r(ar)] = 2. (4.10)

Pelo Corolario 4.2.3 temos que

m(xp) C m(w(By)) N7 (w(By)).

Conforme ja foi argumentado, xr ¢ w(By) Uw(B;), além disso, é facil ver que diante de
nossas hipoteses, ha zr tal que 7! (7(z7)) C w(zr) entdo o conjunto xr + Z? também

tem a mesma propriedade, dessa forma o conjunto zr + Z* nao esta contido em w(By),
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porém zp + Z* esta proximo de w(Byg) para todo 6 € [0,27), em particular, podemos
considerar § € xp + Z? e p, q inteiros tais que a distancia de § a w(By) é € e a distancia
entre y — (p,q) e w(B;) também ¢é ¢.

Por hipotese, m(w(By)) N 7(w(B,)) = @ entdo a distancia entre os conjuntos compactos
w(By) N B:[y] e (w(Bx) + (p,q)) N B:[g] ¢ um ntmero estritamente positivo a. Note que
a < e. Chamaremos de v o segmento aberto de reta de comprimento a ligando um ponto

u € w(By) N B[g] e w € (w(Bx) + (p,q)) N B:[y]. Pela expressao (4.10) temos que

~

f(B:[g]) N Be[g] = @.

entao,

flv)yNnv=w.

Seja I' uma componente conexa de w(By) que contém u e © uma componente conexa de

w(Bx) + (p, q) contendo w. (Ver Figura 4.2).

w(Bx) + (p, q) T w(By)

Qo

Figura 4.2: Escolhemos (p,q) € Z? tais que uma componente conexa O fique suficiente-
mente proxima da componente conexa I de w(By). Ligamos essas componentes conexas

por um seguimento v.

Nestas cenario, enunciaremos os seguintes resultados, os quais as provas podem ser en-

contradas em [6].
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Lema 4.2.4. O conjunto (I' U 6)0 possui uma unica componente conexa. O conjunto
(TUBU)Y possui eratamente duas componentes conezas, as quais denotaremos por €

e Qy. Além disso, para todo x € T? temos que m ' (x) intercepta Qp e .

Lema 4.2.5. Diante de nossas hipdteses, temos que f(Ql) N #T e f(Qg) NQy #£ 3.
Com isso obtemos a seguinte proposicao.

Proposigio 4.2.4. Ou f() € Q; ou f(Q) € Q.

Nessas condicoes, observe que pelo Lema 4.2.4 existem iteradas de xp, cuja sua orbita
intercepta €2 e 29, 0 que é um absurdo, pois a Proposicao 4.2.4 nos assegura que 2y
ou €y sdo f invariantes. Portanto, para cada 6 € [0,7) pelo menos w(By) e w(Byir) €

vazio. O

Tendo em mente esses resultados, podemos entender a prova da Reciproca do Teorema

Principal deste trabalho.

4.3 Reciproca do Teorema Principal

Esta secao ¢ dedicado a prova da reciproca do Teorema Principal, com a alteragao men-

cionada no inicio do primeiro capitulo.

Teorema 4.3.1. Sejam f um homeomorfismo do T? isotopico & identidade e f um le-

~

vantamento de f no plano com a propriedade T. Entao (0,0) € intp(f).

Demonstracao. Por hipotese f satisfaz a propriedade T, ou seja, existe zp € R? tal que o
conjunto xp + Z? esté contido em w(xy). Em particular, z7 ¢ um ponto recorrente e pelo
Teorema 1.1.1 , existe & € R2 ponto fixo por f. Logo (0,0) € p(f).

Dessa forma, (0,0) é ponto interior ou ponto fronteira do conjunto de rotacao de f, ou

seja,

A

(0,0) € intp(f) ou (0,0) € d[p(f)].

~

Mostraremos que (0,0) ndo pode estar no bordo de p(f).

A

Suponha que (0,0) € 9[p(f)], por convexidade existe uma reta passando pela origem
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de forma que o conjunto de rotacao estd contido numa das componentes conexas do
complementar da reta. Considerando a componente conexa em que se encontra o conjunto

de rotagao temos que existe 6 € [0, 27| tal que
Vorep(f), (ries) 0.

E, como o conjunto de rotagao se encontra apenas em uma das componentes conexas do
complementar da reta segue que nao existe ro € ,o(f) tal que (rq;eg) < 0 assim, temos
pelo Corolério 4.2.1 que w(By) # @. Por outro lado, o Lema 4.2.2 nos garante que w(By)
e w(Byir) nao podem ser ambos diferentes de vazio, dessa forma, como w(By) # & entao
w(Byir) = @.

Sendo w(Bysr) = @ pelo Corolario 4.2.1 existe r € p(f) tal que
<T; 69) < 07

mas isso ¢ um absurdo pois nao temos vetores de rotacao nesta direcdo. Logo (0,0) €

A

intp(f), conforme desejado. ]



Conclusoes

De acordo com o que foi retratado no decorrer do trabalho chegamos a conclusao que
dada uma dindmica (de um fluxo ou de um homeomorfismo) no plano ndo é possivel
estabelecer condigoes para que tal dinamica seja minimal. Por outro lado, sob certas
hipoteses rotacionais é possivel termos uma dinamica transitiva no plano, desde que a
dinamica seja oriunda de um homeomorfismo transitivo do toro T2.

Além disso, podemos concluir o presente trabalho na forma do seguinte teorema:

Teorema 4.3.2. Seja f : T? — T? um homeomorfismo transitivo homotopico & identidade

e f um levantamento de f no plano, temos que

A A

[ € transitivo se, e somente se, (0,0) € intp(f).
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