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S ARBESHIEREANCET

In this job, we presented a study cbout zthe
hyperbelic functions, in the real numbers foint, as well as
in zhe complfex nembers foinz, and o4 {i8 scveral applications

an Engineccadlng cournse.

We developed, at §<irs82, the s2udy of , Zie
neal hypeabolic 4functions, emphasising Zhe graphic studiy,deo
mezaia Lnenrpretaiion of the ﬁupzabalic argument, and thein

dexivaiion and inZegraiion.

We made a study of the complex numbens A
joiﬁt, detaching thc hofomoaphic 5un£££ana zhat always d2
§ine a conjoxamal Zransformation, a powerful and smaxi + 4Lns
trument for Zhe so0fut ion of problems 04 an Engdineexning Coux

dcC.

Then, we developed a dtudy of the complex,

hyperbolic functions, showing zhat these anrc hoRomoaphics.

Finally, we presented applicaiions o4
the hyperbolic functions, elzhen xeal or complex ones, in

several problems of and Engincening Counrse,
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SUMHXRIO

Neste trabalho, apresentou-se um cstudo &
bre as funcoes hipenbolicas tanic no conjunto dos nameros re

als, como no confunto dos nimernos complexos, bem como de

suas mais vaniadas aplicagoes a Engenhandia.

Desenvolveu-se {ndicialmente o estudo das fun
¢6es hipeabolicas neais, dando enfase ao estudo grafico, 4in
Zerpreiagao gqeoreinica do arqumento hiperbofico, dexivagao ¢

integracao das mesmas,

Fez-s¢ ur estudo do confunto dos nuamencs oo

plexos, bem como das jungocs complexas, destfacando as furn
cocs holomonfas que secmpre definem uma ZLranrsfoamagao con
forme, um poderoso e eleqanie Lnstrumento matematico paaa

s0fugdo de problemas da Engenharia,

A sequin desenvolveu-sc o csiudo das fun
¢coes hipenbdlicas complexas, mostrando que as meamasd 420
1
holomorfas.
Finalmente, aphesdnmou-se aplicagocs das
fungges hiperbolicas tanio reais, como complexas, em vi

rios problemas de Engenharia.
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CAPITULO T

FUNCOES HIPEPBULICAS DEFINIDAS NO CONJUMTO

D0S NOMEROS PEAIS

1.1 - ORIGEM

Em muitas aplicacoes, quer na resolugao de

equagoes diferenciais, quer na resoluc3ao de problemas da
Fisica, as fungoes exponenciais, definidas per 2z, = e A
22 = e-“; nao aparecem isoladas , mas sim em combinacoes do

tipo:

e +5 e e = (}-‘)

Z. = S.E__E__ ety (1.2)

Devido a esse motivVo, se julgou conveniente,
atribuir a tais combinacdes de exponenciais, denominagoes es
peciais. E facil verificar que as expressoes (1.1) verifican,

|

a equagao da hipertole equilatera.

De (1.1) e (1.3) podemos ent3ao escrever:

= 39 o a7
abscissa da hip. equil3atera: x = S (1.4)
t 1



142
a -a

ordenada da hip.equilatera: y = S_,%_E__, . (1.5)

Sabemos ainda que a abscissa e a ordenada da

circunfer@ncia de raio unit2rio de equagao

Xir i Ei iy S v ) (1.6)

sao chamadas, respectivamente, “cosseno de a" e “seno de a"

isto e:

X = cos a (1.7)

Yy = sen a ’ ' (18

logo, n3c & dificil concluir, que as denominagdes apropriadas

para as cxpressoes (1.4) e (1.5), znalogamente a (1.7)
(1.8), s3do, respectivamente, cosseno hiperbolico de a

seno hiperbolico de a.

Em vista de tal justificativa temos:

DEFINIGRO 1.1

Cosseno hiperbolico de a € a expressao:

DEFIRIGKRO 1.2

Seno hiperb6lico de « & a expressio:

e

e

S



1.2 - STUBOLOS |
Usamos os simbolos: ;

ch = cosseno hiperbolico

sh = seno hiperbolico et

Logo:
. i -a
x = chaw=& S S : (1.9)
e - ¢
y = sha= ——0—"r (1.10)

1.3 = FUNCDES COSSENO HIPERBTILICO E SENO HIPERBULICO

DEFINIGKO 1.3

Chama-se funcao cosseno hiperbdlico a cor

respondencia que associa o numero real « ao numero real che .

Em simbolos:
Fungd@o ch: a + cha

DEFINIGCAO 1.4

Chama-se fung2o seno hiperbdlice a correspon

dencia que associa o niumero .real a ao nimero real sha .

Em simbolos:

Fung3o sh: « =+ sha ' i '



1.4 - CUTRAS FUNCOES HIPERBULICAS

Definimos ainda, em analcgia com as fun

goes circulares, as seguintes fungoes hiperbdlicas diretas:

DEFIRIGAO 1.5

Fung2o tgh: « =+ tghea

tal que:
sha
tgha = Tha para cha # 0 (1.11)

DEFINICRD 1.6

Fun¢3o cotgh: o + cotgha

tal que:
cotgha = %%% para sha # 0 (1.12)

DEFINIGAOD 1.7

Fun¢ao secnh: a = secha

tal que:
1
secha = <he Para cha # 0 ) (1.13)

=\



DEFINIGAO 1.8
Fungdo cosech: a + cosecha

tal que:

cosecha = E%E para sha # 0

Das definigoes 1,5; 1,6; 1.7 e 1.8

clui-se que:

Tohal s sha _ = el
g cha a -a

cotgha = Y e & . oG
secha = —%—'n

cha .. a . .-a
: ] 2
cosecha e m = eT--—e:-a-

08S.: O nimero real a €& chamado argumento hiperbdlico.

(1.17)

(1.1<)



1.6

-

4

1.5 = VARIACEXO E GR

FICO CARTESIANO DAS FUNCDES HIPERBULICAS

1.5.1 - Fungao seno hipernbdlico
Seja a funcdo definida por:

sh: x =y = shx = ——

QUADRO DE VARIACAD

Valores de x - = //, 0 Bt + o
///

<
'
g
o

Valores de

Logo:

D(sh)

]

{xX&R/=w < X < =} ou OD(sh) =R

C(sh) = {y&eR/-= < x < «} ou C(sh) =R

_FIG. 1.1 - GRAFICO DE y = shx



1.5.2 -~ Fungdo cosseno hiperbolico
Seja a fungao definida por:

x+e-x

ch:x-y-chx=-e—z—

OUADRO DE VARIACKO -

Valores de x - = ,/’ 0 ,/" + o
/

Valores de vy ¥ @ g 1

Logo:

D(¢h) = {xER/-= < x < w} ou D{ch) = R

C(ch) = {yER/1 < ¥y < =} ou C(ch) = [1.‘“)

FIG. 1.2 - GRAFICO DE y = chx

06S.: Tal curva se chama catenaria.



1.5.3 - Fungao tangente hiperbolica.
Seja a funcao definida por:
e
tgh; x - y = tghx =

OUADRO DE VARIACAO

Valores de x - o

///' 0 ///' + o
Valores de vy -1 ,//’ 0 ///’

Logo:

[}
o

D(tgh) = {XEC R/==< x <=} ou D(tgh)

C(tgh) = {ye R/=1 < y < 1} ou C(tgh)

('111)

FIG. 1.3 - Grafico de y = tghx



1.5.4 = Fungao cotangente hiperbdlica

Seja a fung3ao definida por:

e-x

o X
cotgh: X = y = cotghx = —
e* R

QUADRO DE VARIACKO

Valores de x - _~~ 0%ce ,//, + o
\

Valores de y S1E s e

Logo:

D(cotgh) = {x&R/x # 0 } ou D(cotgh) = R*

C(cotgh) = {yER/-= < y < =1 ou 1<y < =)

- e e - —————————

FIG. 1.4 - GRAFICO DE y = cotghx



1.5.5 - Funcg@o secante hipeabolica

Seja a fungio definida por:

sech: x = y = sechx = T
eENeie

QUADRN DE VARIACXO

Valores de x e _~ 0 e +e ' g
Valores de y (ot ] o

Logo:
D(sech) = {x & R/-= < x < »} ou D(sech) = R

C(sech) = {y &R/ 0 <y <1} ou C(sech) = (0,1)

FIG. 1.5 - GREFICO DE y = sechx



1.5.6 - Fungao cossecante hipexbolica

Seja a fungao definida por:

2
cosech: x y = cosechx = —
ex_ex
OUADRO DE VARIACXD
Valores de x SRR ARG o
Valores de y S o S 0
Logo:
D(cosech) = {x€R/x # 0 } ou D(cosech) = R*
C(cosech) = {x&R/y # 0 } ou C(cosech) = R¥
} EYf
(o} X
& cosechx

FIG. 1.6 - GRXFICO DE y



1.12

1.6 ~ RELACX0 ENTRE AS FUNCDES HIPERBILICAS

G (QUsERT S Qs U@ n (U UB) s (UoUE)) s

e (1.18) tiramos as relagoes:

a) ch®a - Shzc = ]
b) tgh @ . cotgh a = 1
c) sech? a =] = tghza
d) cosech? a = Cotghzu -1
e) cha + she = e%
f) cha = sha = e %
g) Estudo da paridade
As funcdes sh, tgh, cotgh e cosech s3o

pares, isto e:

sh(-a) = = sha . cotgh(=a) = =cotgha
tgh(-a) = - tgha ‘cosech(-a) = =cosecha

As fungOes ch e sech s3ao pares isto &:

‘ch(-a) = cha e sech(-a) = secha .

GUN7)

(1.19)
(1.20)
(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

==
= |

(1.25)

(1.26)



1.13
1.7 - INTERPRETACKO GEONETRICA DO ARGUMENTO HIPERBOLICOS
|

1.7.1 - Aagumento TrigonomZirico

Sabemos que, para as fungoes trigonometri -
cas (circulares) definidas por y = senx, y = cosx, etc... o
argumento trigonomeétrico (ou a variavel independente x) i e
uma numero real que repreﬁeﬁta a medida, em radianos, iquer
do arco orientado AP, quer do angulo orientado AOP, conforme,

ElqiomiR:Ze

P
<
n

FIG. 1.7- Interpretagio geométrica do argumento
trigonometrico

Procuremos agora qual a relagao exis
tente entre o nUmero S, que expressa a area do setor i cir

cular OAP, e o argumento trigonometrico x.

Ca Geometria Euclidiana, temos que:



1.14

/\ -
5= ratol x AP = 1T xS e
3 2 3
ou
X = 25 ' (1.27)
isto e:

0 argumento Zrigonomzirico x tamb&m xe

presenta, geomeiricamenite, o dobko do nimero que expressa a

crea do seton circulan.

CES.: Notemos que se poderia construir toda a trigonomé&tria ,
baseada nesta interpretacdo geométrica do argumento tri
gonométrico, ao inves das usuais interpretagoes de que o ar

gumento trigonometrico @ o niUmero que expressa a medida do

arco ou do angulo.

1.7.2 - Argumento Hipeabolico

Saja a hipérbole cquilatera x2-y2 =1 12:28)

conforrme ‘a Fig. 1.8.

fFig. 1.8 Interpretacao geométrica do argumento hiper-
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Tomemos sobre o ramo direito da hipérbolé

um ponto P(x,y), onde:

X = cha e y = sh a (1.29)
|
conforme foi visto em 1.1. i

!
Calculemos o numero S que expressa a area

do setor hiperbdlico AGP. Ma Fig. 8 vemos que: S & fgual §

medida da area do AAPD menos a medida da area APO, ou

; ¢ _
S -"—21-- J y dx (1.30)
3 . ‘
X
Cilculo de I = J Yy dx (1.21)
s 1

De (1.28) tiramos:

logo (1.31) fica:

S8 ex
= \/xz_-'l‘dx - -——z—i—--l"" =Sb(x+y (1.32)
1

levando (1.32) em (1.30), temos:

Q' F EEX Sy Xyd= L(x+v)) . " ;'

S = = L (x+y) (1.33)
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levendo (1.29) em (1.33) ven:

S = -g— L (sha + cha )

de (1.23) tecnmos:

ou
a = 2S5 . (1.34)
istos @:
0 argumento hiperbolico nepresenta, geomiiri
camente, o dobro do numeno que expressa a area do seiox h<
peabo2ice.

08S.: Notamos que existe analogia entre a interpretagao geo
meétrica do argumento hiperbolicc e uma das interpreta =

¢oes geometricas do argumento trigonometrico.

1.8 - INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS FUNCJES HIPERBJILICAS DI-

RETAS

Baseedos na interpretacao geometrica de
argumento hiperbolico, podemos dar uma interessante interpre-
tagZo geomEtrica as fungOes hiperbdlicas diretas, andloga a
Tnzerpreta¢§o geometrica das futhes trigonométricas. Se

nao, vejamos: .



FIG. 1.9 - Interpretacao gecmetrica das Fungoes Hiper
bolicas Diretas :

Seja a convengao:

@ < 0 para S acima de 0X

a < 0 para S abaixo de 0X

Na figura 1.9 temos:

sha = QP (ordenada de P) . (1.35)
cha = OP (abscissa de P) (1.36)
10) AO0OPQ ~ AOTA da7 as relagdes

%; = %% = %; ou devido a (1.35) e (1.36)



AT e sh
The = ohe = AT = opa = tehe
_A_._Ta_,]_..a.ﬁl)
sha cha 6$ 1
1 ik 0T
= — => secha = —
| che 55 0P
isto e

A Zargenie hiperbdlica de o neprcsenta  geo

meiricamente a ordenada do ponzo T.

A secante hiperbolica de a representa geo
meaicarenic a razdo enire as medidas algebricas dos segmenios

0T e OP.

29) AOPQF- A0BS dai as relagoes

ii.s 22 = 22 ou devido a (1.35) e (1.36)
0R /P OP
r_-
L S 1 Be - Che _
<he " TFs = BS = S cotgha
E,‘éu.i ::_Q—_S_::>1
chc ska op
1 0S 0S
—— = — => cosecha = —
(SN GP op
isto e:

A cotangenie hipenbdlica de o nreprestenta geo
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metricamente a abscissa do ponio S.

A cosecante hipexrbolica de a representa geo

meialcamenie a nazdo enire as medidas algibricas dos segmen -

Zos 0S e OP.

0BS.: '

a) Relag3ao entre o argumento hiperbdlico e o angulo R
do setor hiperbolico correspondente.

N\ -
Ha Fig. 1.9, seja 8 = AOT entao no AO0AT te

mos:
tg6 = AT
=> tgf = tgha  =>
tgha = AT
o A5 a -a
=> tgh = =" C _ => g = arctg =t (1.37)
e + e e® + e
b) Definindo 1 r;diano niperbolico ou *1 rad-hip* c

9
no o arqgumento hiperbolico unitario correspondente 3
Zreaa do setor hiperbdlico cuja medida e % (u.a), te

nos em (1.37) para a = 1 rad.hip :
-1
8 = arctg (E—i—fT-) que, no sistema sexagesi
mal de medida de angulos, nos da aproximadamente:

8 = 37017'33",7
logo para: : 3

a 2 1 rad,hip => 6 = 37917'33",7



1.9 - FORMULAS DECCRPRENTES DAS DEFINICDES DAS FUNCOES HIPER-

BILICAS DIRETAS

1.9.1 - Fungoes hiperbolicas da adigao e subiragdo  de

argumentos hipenbolicos.

1+
"

sh(a b) shachb + shhcha (1.38)

ch(a + b) chachb + shashb R (Ue39)

n

tgha + tahb
tgh(a + b) = (1.40)
5 1 + tgha tghb :

& + cotqha cotghb
cotah(a + b) = (1.41)
iy cotgha + cotghbd

1.9.2 - Fungoes hiperbolicas de argumentos mGliiplos e

divisao de argumenios

sn2x =

ch2x = ch®x + shéx \ (1.43)
2 tahx

EohRe X (1.44) -

i 1 + tgh®x

1 + cotnhzx

cotgh2x = —— —= (1.45)

2 cotghx
Shéni’w_xz;] (1.46)
X /ch~ + 1

2 shx chx g (1.42)
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1 -V1i - tqhzx

tgk ; - tghx < 3 (1.28)

1.9.3 - Foamulas de zthransformagac de sormas ou diferen-
¢as de funcgdes hipeaholicas em produtos ou quo

cienie e vice-versa

sh(a + b) + sh(a - b) = 2 sha chb (1.49)
sh(a + b) - sh(a = b) = 2 shb cha {1.50)
ch(a + b) + ch(a - b) = 2 cha chb (1.51)
ch(a + b) = ch(a = b) = 2 sha shb (1.52)
shp + shq = 2 sh 252 ch 2%3 (1.53)
shp - shq = 2 sh P-Eﬂ ch -'1;_,3 (1.54)
chp + chq = 2 ch B%ﬂ ch E%E (1.56)
chp = chq = 2 sh_E%E sh R%ﬂ (1.56)
sh(p + q) :
Thp katahqiss—————c—0 (A157:)
chpichy :
sh(p+q) ,
cotghp + cotghg = —— (1-58)
- shpshq .
2ch (B52) ch(352)
sechp + sechq = (1.59)
chp chq
2sh(252) sh(Z50) _
sechp - sechq = (1.60)

chp chq

2sh (550) ch(ﬂég)

' cosechp + cosechq = (1.81)

chn <ha
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1.10 - RELACDES EMTRE FUNCOES HIPERBULICAS E FUHCUES TRIGONO-

j:a

eaj

METRICAS

1.10.1 -

Formulas de

Ho estudo

Eulen

das series temos que:

2 3 n=1
85w Tan b R R R e (1.62)
21 31 (n=1)!
e 4 6 x (n-3%)
cosx a1 = A 4 XX () Ll
[ ' 1 T
22 4. 6. . [2(n-1)]:
(1.63)
3 5 7 2n=1
senx=x-—-’—‘-—-rx—--’-(—-...(-l)n'1-x—- (1.64)
e TR e T (2n-1)!
Fazendo em (1.62) x = o J onde a&R e
/=1, vem:
2 3 = 5 6 7
S TR - B - e S e T e e e (UG
25 31 3. 5% 6. U
Reagrupando os termos em j:
2 4 (Y ¢
=1 -2 48 L2 4 L+ i(e-S= 5 -Z4...) (1.66)
28 4. 6. 3 o'y 7
Levando (1.63) e (1.64) em (1.66) temos
ecj = cosa + J sena (1.67)
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Fazendo a = -a em (1.67) ven: |

|

e”® u cosa - § sena - : (1.68)

(1.67) e (1.68) s3o chamadas formulas de Euler. |

Das formulas de Euler pcdemos expressar,

senc e cosa em fungdo das exponencﬁais e o o7 ¢ te
mos: '
: aj -aj :
cosa = £ e (1.€9)
; 2
Cf I 1) |
sena = —— (52— , (1.70)

1.10.2 - Relacoes enixre funcoes hiperabolicas de angumen
tos imaginarios o jungbes Lrigonomiiricas  de

argumentos reads,

Sejam as formulas:

-aj

aj :
oho R Rg R (1.71)
2 v
eaj ! e-uj
shaj = (1.72)
{ 2
comparando com (1.69) e (1.70), respectivamente temos:
chaj = cosa (1.73)
shaj = j sena ©(1.74)

dai concluimos que:
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tghaj = j tga - : (1.75)
cotghaj = -j cotga ok (1.76)
sechaj = seca (1.77)
cosechaj = -j coseca (1.78{

1.10.3 - Relagoes enire as fungoes Taigonomerdicas de
argumentos Limaginarios e as fungoed hiperboli-

cas de argumentos xrealsd

No item anterior fazendo a = aj segue:

senaj = j sha (1.79)
cosaj = cha (1.80)
tgaj = j tgha . ' (1.81)
cotgeJ = =-j cotgha . : - - (1.82)
secaj = secha (1.83)
cosecej = =j cosecha (1.84)

1,10.4 - Fungoes seno e cosseno hipeabolico desenvoludi-

das em scnie de Maclaunin

Sabemos que:

e¥ =1 4 x4 5w STt gr ot oee. ¥ (1.85)



para X = =X, temos:

= 2 3 4 o n-1
ex-1-x+-§T--§T+%T...(*1)nl-(2—_r)-r ((He

Fazendo (1.85) + (1.86) e (1.85) - (1.

respectivamente temos

2 4 2n
e*re*w2e2i 252 4., +2 2 . (1.
2! i (2n)!

5 ’ 2n=-1
PR, S TIPS S8 Sl LS s ) e (1.
i Se (2n=1):
dividindo (1.87) e (1.88) por 2 e das Definigoes I e II,
cluimos: ’
- 4 x'.?n
chx i 22 GRS Tu s vy (1.
2 4 (2n)!
3 5 : 2n-1
SRR R e el B B e ST (1.
3! 5 . (2a-1)!
(1.89) e (1.90) s3o o desenvolvimento de ch e sh em série

Maclaurin,

i1.25
86)

8;6)

a?)

23)

L
89)
9c)

de
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1.11 - FUNCDES HIPERBULICAS TNVERSAS

t

1.11.1 - Fungdo 4inversa da fungdo seno hiparbolico

71.11.1.1 = Grajico Caniesiano

Y 1
I
" ’
i ‘/’
!
'
/
’ ,,
7/ ’I
l,/
g/
7,
- X
y=shx 7 0
s 7
n’ ’
rd i
7 ‘
L
i "‘
7 I | y=shx
; o Sl
A !
FIG., 1.10 Grafico da fungi3ao inversa da fungao seno
hiperbolico

Sabemos que a fung2o inversa possui
propriedade de ter o seu grafico cartesiano simétrico

grifico da funcio direta, em relagio 3 bissetriz do I?

III0 quadrantes.

temos construido o grifico de y = shx e o grafico da

¢3o inversa y = sh™1x.

ao

Baseados em tal propriedade, na Fig. 1.10
fun



1.11.1.2 - NoZagao
-1
y = sh 'x ou y = arg shx

0BS.: Devido a 1.7 (Interpretag3ao geometrica de argumento hi
perbGlico) alguns autores empregam a notagao y = arshx,
que se 1e: y & o dobro da 2rea do setor cujo senc hiper

bdlico & x,.

1.11.1.3 - Sentengca que define y = k™12

-1 ey - ™Y '
¥y = seh X => X = shy => X = e

resolvendo esta equagao exponencial em y temos: i
y = L (x +\(x2 + 1) 2

logo:
y = sahi)X = L(x +\/x2ehT) (1.91)

sendo:

B(sh™') =R e C(sh™') =R

1.11.2 - Fungao 4inverda da guucaa cosseno hipenbbiico

1.17.2.1 = Grafico Caxzesiano
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FIG. 1.11 gr3fico da fungao inversa da fungdo cosseno
hipertolico

Na Fig. 1.11 temos construido o grafico car
tesiano da fungdo y = chx e o grafico da fung3ao inversa S
y = ch~Tx.

03S.: Como a fungZo direta ¥ = chx nao ¢ bijetora fizemos uma
G 3

restrig3o 20 seu dominio, isto e:

D(ch) = R*
e assim sendo, o grafico de y = ch']x € somente 0 ramo po
sitivo de curva simetrica 3@ curva y = chx, em relagao ao

19 e IIIQ quadrantes.

1.11.2.2.- Notagao

y = chlx  ou y = argchx
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1.11,2,3 - Sentenga que define y = ch” 'x

y = ch™lx => x = chy s> x =

resolvendo esta equagio exponencial em y temos:

y = 1(x #\/x% - 1)

logo:

y = ch”Ix = 1(x +\/x2 - 1)

sendo:

D(ch™') = [1=) e C(ch"l) = Rt

1,11.3 = Fungao Tnveasa da Fungao Tangente

1.11.3.1 - Gaa4ico Cartesiano

—
1
I
|
1
i

.
-
- -

___l_____—f
,

FIG, 1.12 Grafico da fun

hiperbolica

Hiperbélicea

|

gao inversa da fungio tangenge
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Na Fig. 1.12 tenmos construido q grafico car
tesiano da fung2o y = tghx e o grafico da fungao inversa
y = tgh'1x.
1.11.3.2 - Noiagao
- -1
y = tgh 'x ou y = argtghx
1.11.3.3 - Senienga que define y = zgh-’x

~ Yy asy,
y-tgh1x->x=tghy=>x.—..e_____9___

resolvendc esta equagaoc exponencial em y temos:

y = =L (2
logo:

y = tgh™lx = o L(32E (1.93)
sendo:

D(toh™') = (-1,1) e C(tgh”!) = R

1.11.4 - FUNGRO INVERSA DA FUNGCAO COTANGENTE HIPERBULICA

1.711.4.1 - Grafico Carntesiano



y:cohh{vif,,a \

FIG., 1.13 Grifico da funcdo inversa da fungao cotangente
hiperbolica
Na Fig. 1.13 temos construido o qrafico car
tesiano da fungao y = cotghx e o grafico da fungao inversa |,
y = cotgh']x.

1.11.4.2 - Notagao

y = cotgh'1x ou y = arg cotgh x

1.11.4,3 - Sentenga que dedine y ¢ catgh";

1 ey + 7Y

y = cotgh” =
T o

X => x = cotghy => x =

resolvendo esta equagao exponencial em y temos:



agb:

y = co:gh'1x = —%— L (;-;-}) (1.94)
ando:

D(cotgh-1) = {x& R/Xx < =1 ou x > 1}

C(:otgh']) = R*

1,11,5 - FUMNCXRO TNVERSA DA FUNCAO SECANTE HIPERBJLICA
1.11.5.1 - Grdjfico Cantesiano

A

yesech x

Y=sechx

FIG. 1.14 Grafico da fungiaoc inversa da fung3o secante
hiperbolica 3
Na Fig. 1.14 temos construido o grafico car

esiano da funcdo y = sechx e o grafico da fungdo inversa 5

a gbrh-1y
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08S,: Como a fungao direta y = sechx nao @ bijetora fizemos
i

umz restri¢io ao seu dominio, isto &: D(sech) = R* = e
_assim sendo, o grifico de y = sech”'x @ somente o ra
mo positivo da curva simetrica 3@ curva y = sechx, ‘en

relac2o ao IQ e IIIQ quadrantes. y i

1.11,5,2 - Notacao

y = sech™'x  ou y = arg sechx

[}

1.11,5,3 - Sentenca que defire y = seck™ Ty

1 2

y = sech” 'x = x = sechy = x = ——
- ey + 7Y

resolvendo esta equagao exponencial em y temos:

2
o e\

logo:

X

2
y = cechsixiarl (l_I)ZEZ::;;3 (1.85)

sendo:

1 +

D(sech™') = (0,11 e C(sech™') =R

1.11.6 - FUNCAO INVERSA DA FUNCXO COSSECANTE HIPERBOLI-

CA.

1.11,8,1 - GRafico Carntesiano



Y = cosech x

1
.— Yy=cosach X

FIG. 1.15 Grafico da Tung3o inversa da fungao cossecante
hiperbolica

fla Fig. 1.15 temos construido o grafico - car
tesiano da fungao y = cosechx e o grafico da fungao inversa ,

y = cosech™ 'x.

7.11.6.2 - Notagao
y = ccsech']x ou y = arg cosechx

1.11.6.3 - Sentenga gue define y = cosech™Tx

2

-1
= h X => = h = X & e—
y cosec X X cosechy A

resolvendo esta equagio exponencial em y temos: 4

1 + xz)

1
yie L (—Y_.+ X



logo:

; 2 .
y = cqsech'lx a L (-—l— +E; (1.96)

x|

sendo:
D(cosech'l) ulR =S C(cosech-]) SRRE

1.12 - DERIVACAO DAS FUNCDES HIPERBULICAS

1.12,1 - FURMULAS DE DERIVAGCAO DAS FUNCUES HIPERBOLICAS

DIRETAS
d
e shx = chx (1.97)
d
T chx = shx (1.98)
d 2
T tohx = sech®x (1.99)
d - 2 :
T cotghx = =-cosech™x : (1.100)
EEE sechx = =-sechx tghx (1.101)

T x Cosechx = =-cosechx cotghx (1.102)
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0BS.: Tais formulas podem ser obtidas conforme exemplo a se

guir:

d d XA ¢ 3
Tx X = g () = - ghi(eX - et

1

= ——(e* + o

Z

"Xy a chx

1.12.1 - FORMULAS DE DERTVAGRO DAS FUNGUES HIPERBULICAS

d
T

arg

e

——larg

CE T

dgri=td

T= arg

INVERSAS
shx = )
1 +

chx = ]
xz -

cosechx = -

para

ERIER)
]xlw s g

para

0 <x <1

x #0

(1.103)

(1.104) -

(1.105)

(1.108)

(1.107)

(1.108)



0BS,: Tais formulas podem ser obtidas Eonforme exenplo I a

sequir: Seja-
y = arg shx =% (1.109)
l

=>x = shy (1.110)

derivando em relagao a y vem:
ou . ‘

de (1.19) vem:

dy 1

Ixike "“““‘;‘ !
\/1 + sh™x

de (1.110) venm: -

dy

de (1.109) ven:

HEY arg shx =

conforme (1.103).
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1.13 = INTEGRACXO DAS FUNCOES HIPERGULICAS

1.13.1 - FORMULAS DE INTEGRACAO DAS FUNGUES HIPERBULI:
CAS DIRETAS

Jsh f(x) . f'(x) dx = ch f(x) + € (1.111)
Jch f ()R (X)) TdxE="sh f(x) + C | (1.112)
thh Fx) < T () d X E=S N ChiEf (PG +R C (1.113)
Jcotgh f{x) et () d X =R EEsh f(x)-+ C ‘ (1.114)
!sech f(x) . f'(x) dx = 2 arctg ef(x) + C (1.115)
jcosechvf(x) . £'(x) dx = L tgh ff* +C {(1.116)
08S.: As formulas de (1.7111) a (1.115) s3ao imediatas, 0

mesmo nao acontece com (1.116) cujo calculo segue:

[cosech f(x) . £'(x) dx':J 8 . f'(x) dx
J F(x) _ o-f(x)

fazendo:
SE) 5 ¢ o ' S U0 )
=>ef(X)  f1(x) dx = dt

logo:



JEosech f(x) . f'(x) dx = =2 [

Notar que:

Yy = arg cotght =>

de (1.119) temos: '

dt
= arg cotght + C
| e e

-

de (1.94) segue:

dt 1 t + 1
= — L ( )£ C

levando em (i.]]s) temos:

Jcosech f(x) . f'(x) dx = -2 ., » L

De (1.117) temos:

1

1

dt

t

(1)

+

c

1.}9

(1.112)
I

'(1.J19)



fix) f(x
Z
o [ & = + C =
T(x féx}
e + e

= L tgh fix + C

1.13.2 - FORMULAS DE INTEGRACAO DAS FUNCUES HIPERBILI -~
CAS INVERSAS

Jargshx dx = x argsehx =1\/1 + xZ + C (1.120)

de (GI19111) =%
JL(x + x2+1) dx = x L(x +\ %241 -\/ 1+x2 & ¢ (1.121)
jargchs dx = x arg chx -\/xz—l + C : (1.122)

de (1.92)
JL(X P PPN TR ol (e o Pa) ol o 6 (1.123)
Iargtghx dx = x argtghx + L 1-x2 + € (1.124)
de (1.93)

=i : N ; 2 \
[- T:—‘;—dx=xLV1f—ijL\/1-x +C (1.125)

Frgcotghx = X arg cotghx + L\’]-xz + C (1.126)

de (1.94):
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JL/:—f’r dx-xL\/i—f}--&-L 1-x2 + ¢ . (1.127)

Jarg sechx dx = X argsechx + arcsenx + C (1.128)
de (1.95)

Wiey 57 \} a2
IL (J—ir—l—i—)dx = x L (l_i;_l_l_) + arcsenx + C (1.129)
Jargcosechx dx = X argcosechx + argshx + C (1.130)

4 de (1.96)
\/ 2 2
IL (% + —%15—)dx = X L(% +\£%£%:; + argshx + C (1.131)
x| X

Em (1.130) e (1.131) usamos + para x > O e

para x < 0,

BS.: As formulas de (1.120) a (1.131) podem ser calculadas ,
usando integragao por partes, conforme mostramos a

sequir: Seja resolver:

Iargshx dx

u = argshx =» du = gz de (1.103)
1+x2

1 + x2

: Jargshx dx = x argshx -J X b argshx-d 1+x2+c

Y IR, e e ]

e
~

e T N s e S e SR
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1
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1
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V] + xz

1,13,3 - INTEGRAIS ITMEDIATAS DECORRENTES DE 3.1.2

dx = argshx + C

J-——EE—— = argchx + C
>
NP

|

e argtghx + € para |[x]| <1
1 - x
fod -
= argcotghx + C parz |x|> 1
1 - x p
dX . - argsechx + C
1284
A =

o —— = - arg cosechx + C

———

[xiv‘xz + 1

(1.132)

(1.134)
(1.135)

|

(1.136)

(1,137},



CAPITULO 2

CONJUNTO DOS NOHMEROS COMPLEXOS

2,1 = DEFINICKO E PROPRIEDADES D0S NOMEROS COMPLEXOS

|
2 |
Seja R o conjunto dos numeros reais. Sabe

mos que se a,b,c,d pertencem a R entZo os pares ordenados

1

(2,6) = (c.d) <=> . (2.3)
b = d )

Seja agora C o conjunto de todos os pares . o

denados de nlimeros reais, para os quais definimos as operagoes

adig3o e multiplicagao, respectivamente, pelas relagoes : se

guintes:
(a,b) + (¢,d) = (a+c, b+d) (2.2)
(a,b) . (¢,d) = (ac-bd, ad+bc) . , (2.3)
Demonstra-se faciimente o teorema que Idiz

que o conjunto C & um corpo, isto &: Para todo Zy, Z,, 25 per
tencente a C, temos:

4 = Z

1*%5 ptZy (comutatividade da adigao) ) (2.4)

Z) 4 (2p425) = (zi+22) + 2, (assoclatividade da adig3o) (2.5)

b4 z - &7 LT F -aam-datd $ iz > Y082 ' aanT ® + £°



3o (3.3) = (5.3,).2 (associatividade da multipliicagio)

(2.7)
L (zzfz3) = I, Z,4I).2; (distributividade) (2.8)
23 um Unico u & C, sendo u = (0(0), tal que:
Z+u=zvz€c . (2.9)
3 um uUnico w & C, sendo w = (1,0) tal que I.H-I)Vééc
(2.%0)
23 um Gnic; (-a,=-b) tal que:
(a,b) + (-a,=-b) = (0,6) (2.11)
:3 um Gnico (a.b)—] tal que:
(a,b) . (a,b)"} = (1,0) (2.12)

DEFINIGKO 2.1

0 conjunto € @ chamado conjunto dos nimeros

conplexoss Os elementos de C se chamam numeros complexos.

Se z = (a,b) €C entio o nimero real a

se chama parte real, e o nlUmero real b parte imaginaria do

ninero conplexo z e denotanos:
a = Re(z), b = IN(Z)

0s niumeros da forma (2,0) forman um sub=-

conjunto de C que tem correspondencia bi-univoca com o con



junto R, isto @ (a,0)¢«—a, e como: j
(a,0) + (010) =L (azh0 aTD Gl |

(a,0) . (b,0) = (35.0)¢—+ab

onde vemos que 0S nuUmeros conp!exos.da forma (a,0) e | os
reais se comportam identicamente em relagao a adigzo e fnul
tiplicag3o, ent3o podemos identificar (a,0) com a o que f re
sulta que RC C. Por outro lado se i = (0,1) de (2.3) | re

i2 - -1, e o numero i @ chanado

sulta (0,1)2 = (-1,0) ou

unidade imaginaria. :

Seja agora um conplexo z = (a,b) como:

(a,0) + (0,1) . (b,0) = (a,b)
ou |

a + 1ib = (a,b) - !

resulta que todoo Z€.C pode ser representado pela forma:
Z= a + ib (2.13)

chamada -forma binomial dos numeros complexos.

DEFINIGAD 2.2

Dados dois numeros conplexos u e v o numero Z
solugao da equagao u + Z = v, se chama diferenga do minuendo,

u e subtraendo v e se denota z = v - u,




2.5

DEFINICKD 2.3

Dados dois numeros complexos u e v # 0

o

ntmero Z, solugao da eouagao u = v.Z, se chama quociente de

u por v e se denota z = '%‘ .

2.2 - OPERACUES ALGEBRICAS PE NIMEROS COMPLEXOS NA FORMA 8-

- NOMTAL

(a+ib) + (c+id)

(a+c) + (b+#d)i (adigao)

{(avib) = (c+id) (a=c) + (b-d)i (subtragao)

(ac-b5d) + (ad+bd)I (multiplicagdo)

"

(a+ib) . (c+id)

3::2 = a§+b3 + bcéadz i (divisZo, se c2+d? > 0)
cE+ds c¢“+d

DEFINIGKO 2.4

0 conjugado Z de um numero complexo:
Z = (a,b) = a + bi
€ o numero z = (a,-b) = a - bi
S3ao imediatas as propriedades:

U+ V=0UuU+V

URpo eVl = U

=
]
<}

u-vaTl

(2.14)

(2.15)

(2.16)

((21))

(2.18)

(2.19)

(2.20)




{
|
2.5

() = —— (v #0) : \ - (2:21)
T=u 3 - _ czjzz)
Re(u) = % (usd), Im(u) = % (u-T) © (2.23)
UERED u =T _ : (2.;24)

|

DEFINIGKO 2.5

e
0 modulo ou valor absoluto |z| de um nine

ro complexo Z = (a,b) = a + bi & o nGmero real .|X]| = ¢a2+§2.

S3ao imediatas as propriedades

l2] > 0, |2] = 0>z = 0 | (2;25,
IRe(z)| < 12|, |Im(2)] < |Z] (2l|26)
|2] = -2 [=s]2]- - (2.27)
|Z[cE=Rz 5z . (2;28)

[Z29+2,] <|2;] + |%,] ‘(2729)



2.6

2,3 - INTERPPRETACAQ GEOMETRICA DOS N{OMERQOS COMPLEX(QS

Ao conjunio.dos nineros complexos z=(a,b) po
demos associar o conjunto dos pontos P(a,b) do plano cartesia
no. Desta correspondencia bi-univoca, resulta podermos inter-
pretar geometricamente o nimero complexo como sendo um pon
to do plano cartesiano, que passa a se chamar plano complexo,
sendo o eixo das abscissas chamado de eixo real e o eixo das

ordenadas de eixo imaginario.

Podemos ainda interpretar um nﬁme;o complexo,

Z = 2 + bi cono sendo o vetor localizado OP conforme Fig.2.1.

FIG. 2.1 Interpretagao vetorial do njmero complexo

Logo o numero complexo Z,-2, & interpretado ,
g\ ] z .

P S

como sendo o vetor Pq7, conforme figura 2.2,

{;: ;)
la B

<




Pz(az| bz) i

Zi-Z2 !

Z
2 Py (ahb.() !

Z;
O X |

FIG. 2.2 Unterpretagiao vetorial do mumero complexo

llotamos que o conjugado Z de z E un ponto

m

simétrico de Z em relagao ao eixo real. 0 modulo de z
a distancia (euclidiana) do ponto z 3 origem. Ainda, 2 1 dis
tancia entre dois pontos Zy = (xq.yq) e z,=(x2,y2), nada

mais e que:

12,-2,1 ‘&/("1"‘2)2 i (yl'-"z)z‘ (e

2.4 - REPRESENTACAO POLAR DO0S HOMEROS COMPLEXOS j

Seja Z = x + iy um ponto diferente de i ze

ro, isto €, . ;

Pollfl 10 G

8 o angulo medido em radianos, formado pela direcio I po

—_—
cei+iyva da eiyn rva2l1 & nala vetor N3 s o ¥y aups 4



FIG. 2.3 Representag3ao polar dos numeros compéexos

»
n

medida de 8 (igual na trigonometria),
menos de um s5 nmiltiplo de 2N, se chama argumento dez’

denotamos arg(2). Como X = r cos8, y = r send, todo nimero
Z=x+ yi % 0 se pode escrever na forma:

Z = r(cos8 + isenB)

Se dos infinitos valores de @ se toma:
-n<o6<m

chamado argumento principal de z, que denotamos Arg(z),
tao se obten para KE€Z

z =r (cos® + i send)

.

(2.31)

(r = |2|, 8 = arg(z) = Arg(z) + 2 kI para z # 0).

O0s numeros r, 8 = Arg(Z) se chamam coordena =



das polares de Z e (2,31) € a representagao polar de Z,

-

DEFINIGKO 2.6

i

Para Z = x + 1y o valor de e* & dado pela féi

mula:
e® = e* (cosy + 1 seny) . ; (2.32)
Para z = {y (2.32) nos da: :
ey = cosy + i seny (férmula de Euler) f

j3 que e® = 1. Portanto (2.31) pode ser cada na forna:

: g i
2z ere® (r=|z|l ;8 = arg(z)) (2.23)

~

A expressao ez goza das sequintes proprieda -

des: '
|
Z b4 2,+%
HG Y nal 2naen ANE (2.34)
e 1 ;
e d— {(2.35)
e -
e 70 Y (2.36)
lef] = e*, y = arg(ef) (Z = x + iy) (2.37)
e =1z = 2T, KEL 3 (2.32)

Destas relagoes resultam importantes conclu -




-2.10

a) operando por iﬂteracio em (2,24) se obtem para

n é;ﬁ(ez)n =

e"?, sez = i6, temos:

(e’ = e"®  (F3rmula de Moivre) (2.39)

que comumente esScrevemos:

(cos@+isen8)" = cos(n8) + 1 sen (nd) (2.40)
18, i6, LT3
b) Se zZy =1y e e 2, =r,€e ent3o:
1(8148,)
Z] . 22 = ()"17‘2) (]
como: ;
i@rg(z].zz)
Zy . 2, = (r]rz) e ‘
segue que:
i(9]+92) i{érg(z].zz)
e = e
ou

A - N
iiﬁrg(zl.zz)-(e]+eztj
e -
logo de (2.38) conciuimos que:

I £\ [
Arg(zl.zz) =f%rg(z]) +}?rg(zz) + ij;\, k €Z (2.41)
Z Y 4 ~As
c)el ace 2 z,-2, = 2 k {[ 1 sendo k e 2,

Isto @ uma conscquencia de (2,33) e da equi

z z z,-2
valéncia ¢ | = e 2 el s ‘ ;

0S,: Uma aplicacio da formula de Moivre @ a determinag3o das

n-2simas raizes da unidade.



2,5 «- CONJUNTO DE PONTOS

Ao conjunto de pontos do plano complexo cha

mamos bidimensional ou simplesmente conjunto de pontcs.
Veremos algumas definigoes fundamentais. '

VIZINHANCAS : ,

DEFINIGKO 2.7

0 conjunto de todos os pontos " tais que: '
& - 2,] <8 ,86>0
€ chamado"é vizinhanca de um ponto Z %
Uma “6 vizinhanga perfurada de 25 & uma vi-

zinhenga de Z, que nio contém Z,, isto e:
0. i< jzi=rzo <t

PONTO DE ACUMULACAZOQ

DEFINIGAD 2.8

Dado um conjunto de pontos S, Z_ € chamado |
ponto de acumulagio de S, se toda dvizinhanga perfurada de

zZ, contém os pontos de S.

Notar que Z, pode ou ndo pertencer a S. i




212
CONIUNTO FECHADO

DEFINICKO 2.9

Um conjunto S @ chamado conjunto fechado se

todo ponto de acumulag3o de S pertence a S,

CONJIUNTO LINITADO

SEFINIGKD 2.10

Um conjunto S & dito limitado se podemos de

terminar uma constante M tal que |z|] < M para todo 2 =56

Um conjunto flimitado @ um conjunto que nao
€ linitado. Se S & limitado e fechado & tambem chamado compac-

1505

PONTNDSINTERICRES, EXTERIORES E DE FROMTEIRA

CEFINIGKO 2.11

Un ponto z € chamado um ponto interior de
um conjunto S se podemos determinar uma d&-vizinhanga de z,

intecirarmente contida em S.
Se toda é-vizinhanga de z conteém pontos perten
centes a S e também pontos nao pertencentes a §, 2o € chamado

um ponto da fronteira.
Se um ponto nao € interior nem um ponto da

fronteira de S entZo ele € um ponto exterior de S,

CONJUNTO ABERTO

DEFINIGKO 2.12

Um "conjunto aberto" & um conjunto que con

tém somente pontos interiores,



2,13

CURVAS PLANAS
DEFINIGAO 2,13

Seja a aplicacao z:tefa,b] +z(t)eC & qual

se representa por z = z(t), a < t < b. Tem-se:
z(t) = x(t) + 1y(t)

sendo: '

x = x(t), y = y(t)

fungdes reais definidas em [a,b] . Diz-se que z = z(t) e
continua em [a,b] quando as fungCes reais x = x(t), y = y{t)
forem cont{nuas em [E.b] . Diz-se que z = z(t) & derivsvei o
em (a,b) quando x = x(t), y = y(t) forem ai derivaveis. Una
fun¢Zo continua z = 2(t), 2 < t < b diz-se segmentariamente,
continuamente derivavel em (a,b) quando existe uma decomposi

¢3o de [a,b] em um nimero finito de intervalos.

[to't]] ’ [t].tz:[ 3 vee 3 [tn-'l'tn]

a =1t < t1 < t2 a0 &3 42

o (tnsb

n=1

de modo que a restrigao z = z(t) a cada um dos subintervalos

(ty_7sty) seja ai continuamente derivavel possuindo limizes,

laterais finitos nos ty.




2,74

CURVA cONTINUA

CEFINICAO 2.14

Denomina-se curva continua ao subconjunto vy
de C, imagem de um intervalo [a.b) de R, por uma fungao con

tinua = = z(t), a < t < b. NDiz-se que Z = z(t) @ a representa

o

¢2o paranétrica da curva Y , sendo t denominado o parEmetro »

deRvas

Seja y dada por Z = z(t), a < t < b.

Quando a < t; < t, < b, diz-se que Z(ty) pre
cede z(t,) sobre y . Logo quando t cresce de a ate b os pon
tos z{(t) percorrem <y de z(a) ate Z(b). z(a) e 2(b) 530

.08 extremos de y sendo Z(a) a origem de z(b) o ponto ternmi-

nal. Yemos entZo que Yy € uma curva orientada conforme a

~

ig. 2.4,

-

Z(b)

2=2Z(t)

Z{a)

(<)

FIG. 2.4 Curva continua orientada




ARCOS DE JORDAHN

DEFINIGRO 2,14

Uma curva continua y de equagao paramctrica ,
z = z(t), a <t <b, tal que para todo a < ty< t, < b ten-

se 7(tq) # z(t,) e denominada arco de Jordan,

0BS.,: Se em y Z(a) = Z(b) ent3ao y que € uma curva continua ,

fechada e denominada curva de Jordan.
DEFINIGAD 2.15

Um arco de Jordan y , com equagao paranetri
caz=1z(t), a <t<b, denomina-se regular, quandc 7 = Tt
for continuamente derivavel ecn (a.b) . Ele denonina-se seq
mentariamente reqular, ou um caminho y no plano conplexo,quan
do Z = z(t) for segmentariamente continuanente derivavel ‘eﬂ
%a.b). Logo um caminho Y @ uma colegao finita de arcos ‘rg

1

gulares de Jordan Yi» Yp eee Y tais que a origem dec Y4 cofn

cide com o ponto terminal Yis1e Escreve-se que:
Y-Y]UYZU.‘.UYH

0BS.:

Seja uma curva continua Z = Z(t), a <t <b ,

e uma decomposigao

D:a=t0< t]'<-..<t <Rt = b

n=-1 n

de [a,b] . Seja S(D) o niumero real definido por:

n
S(D) = k:i ll(tk) - i(tk.1)|



2,16

diz-se que a curva Y possui comprimehto finito ou e retifica- oy
vel, quando o conjunto {S(D)} for limitado., Neste caso o
supremo de {S(D)} denomina-se comprimento de y e representa = -

mos por C(y), isto e:
C(y) = Sup (S(D)}

Vemos entZo que un segmento de reta & um

co de Jordan regular. Poligonal @ um caminhoy , cujos

a & o
o Ix I

cos regulares de Jordan Y3 Que compoem Yy sao segmentos

reta. Resulta que uma poligonal possui comprimento. finito.

DONTNIO SIMPLESMENTE COHEXO

DEFINICKO 2.16.

Diz-se que um dominio ECCC & simplesmente co -
nexo quando toda curva de Jordan , retificavel contida em
E, possui o sau interior constituido somente de pontos de
E. 0s E que n3o s2ao simplesmente conexo denominam-se multipla

nente conexos. Yer Fig. 2.5.

25

X ) : W 7 X

FIG. 2.5-a: Dominio simplesmente conexo
b=c* Dominios multi nlicamants
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CONJUNTO COHEXO < J &.é
i & 3

: L&

or]

DEFINICKO 2,17 ! g !
7

b It

Um conjunto S € dito conexo se quaisquer do i E :

is pontos dele podem ser ligados por um caminho constituido , j %5

[

de segmentos de reta (caminho poligonal) inteirzmente con i Z}
tido em S, ¥ é.

REGIUES ABERfAS O0U DOMTINIOS

PR TANITIOUNS, myse VI
e ot a0 Nt s

DEFINIGKO 2,18 o | K _ -

.
e

Um conjunto conexo aberto € chamado regiao 2 Z.

~

berta ou dominio., - .

T A et Sl
NEAC-ST WA NS T

e el LILA R Ay
“t et

St s 2l Cinitan

AT g

.
-
-
— o AL 0a L ML PR 6 g Ay TalY e an e

—EYXAT



CAPTTULO 3

" FUNCDES PE VARIAVEIS COMPLEXAS

3.1 - VARIAVEL COMPLEXA

Sendo x e y variaveis reais entdo
Z = X + iy
2 uma variavel complexa,

3.2 - FUMCAQ COMPLEXA

DEFINIGAO 3.1

Sendo EC C, denomina-se fung3o complexa

toda correspondencia univoca definida em E com valores

Cs
Denoctamos:

fis k== C ou f: ZEE —Tf(2)&E C

0 sub-conjunto E, onde esta cdefinida a

(]

em



392

¢ao, denonina-se dominio de f e representamos por:

£ = D(f)

A parte de C igual a {f(z)/z&€E}denomina -
se conjunto imagen. de f ou contra-dominio de f e representa-

mos por C(f).

3.3 - TRANSFORHACIES

Se w = u + iv (onde u e v s3o funcoes = re

ais), & dado por w = f(Z), sendo Z = x + iy (onde x e y

sao
variaveis rcais), podemos escrever:
w= f(z) (3.1)
© ou
u + iv = f(x + iy) _ (3.2)
igualando as partes reais e imaginarias temos:
u = u(x,y)
(3.3)
v = v(x,y)
Assim a um ponto P(x,y) do plano XY, con

forme Fig. 3.1, corresponde un ponto P'(u,v) do plano UV,

0 conjunto das equagdes (3.3) ou o equivalen

te (3.1) & chamado transformacdo.

-

Dizemos que o0 ponto P e transformado no pon

to P', por meio da transformagdo f. P' & a imagem de p,

- wer LR



FIG. 3.1 Transformagao da curva PQ em P'Q’

0BS.:

Em geral unma transformagaoc f leva un con
junto de pontos do plano XY, tal como os pontos da curva PQ
em um conjunto de pontos do plano UV, tal comos os pontos da

curva P'Q' conforme HGs Solls

Genericamente uma transformagao w = f{Z) ,

€ representada, geometricamente conforme a Fig, 3.2.



FIG. 3.2  Representagao geométrica da transformagdo

W= f(z).

3.4 - COORDENADAS CURVILTNEAS

Dada a transformagdo w = f(z) dizemos que
(x,y) sZo as coordenadas retangulares‘do ponto P no plano Z
(Plano XY) e (u,v) sao as coordenadas curvilineas de P no

plano XY.

As curvas u(x,y) = Cq, v(x,y) = Cyy on
H Cy e , s2o constantes reais, sdo ditas curvas coordenadas
€ caca par dessas curvas intercepta em um ponto, Estas cur
vas transfornan-se en retas, mutuanente ortogonais no plano %

(P12no uV) confornme a figura 3.3.



. - .

R=Ci

Axy):=C > , |
v(x.yﬁ = = |
P

FIG. 3.3 Coordenadas curvilineas :

3,5 - LIMITE DAS FUNCUES CO!PLEXAS

DEFINIGRO 3.2
Sejam E um subconjunto de C, z un non
to de acumulagdo de E e f: E » C.

Diz-se que um ntnero complexo L & limite de
f em Z0 quando, pzra cada € > 0 , existe um nUnero positivo
§ =34 (c,zo) tal que: ;

[f(z) - L] < e para todo ZEE tal que:

0< |z -12,] <38



Usa-se a notagdo:

Time r(Z) =R
Z-*Zo

para significar que L ¢ o limite de f no ponto Z,-

€

FIG., 3.4 Representagao geometrica do lim f(z)
: 2+z
0

(=]
w
w
.
.

a) note qee, na definicdo de limite, exige-se apenas que
|z-zol < 0, ou, para os z de uma vizinhanga perfurada
de 7. Isto g, nZo @ necessario que f esteja definida en

7 para que ela a7 possua limnite.
o .

b) da definicdo de limite demonstra-se:



; 3.7

1) a unicidade do limite de uma fungio em um pcnto. |

L

2) que, se T possui limite L em um ponto Z,» ent ao f !

1imitada em zo

3) que, supondo f: E ~ C, g: E ~ C e que existan os linites ,

de f e g emZ,, ent3do, valem as sequintes igualdades:

Pile = 1im (Af(z) + wg(Z) ="Alim f(2) + ulim g(Z) [

1*20 Z*Zo Z*Zo

P.2 - lim f(z) . g(z) = lim #(2) lim g(2)

Z*Zo Z‘Zo I‘Zo

p.3 - Se 1im g(z) # 0 , ent3o: =2
Z+L, L Rime ()

Z2+Z
1im f%l% 5 it
9z 1in g(z)

7
o
1+ZO

3.6 = COMTINUTIDADE

Seja f: E + C e Z  um ponto de acunulagao ‘de

£ pertencendo a E. Diz-se que f e continua em Z quando | o

0.

limite de 7 em Z, for igual f(zo),

Diz-se que f:E - C @ continua em E, quando
for continua em cada ponto de e E', sendo £E' o conjunto de

todos 0S pontQS de acumulagao de E, Quancdo E* = 9 diz-se que

£: £ + C @ continua em E.



Seja EC C- um dominio e f: E » C uma fun
¢Zo. Tomemos um ponto Z & E e definamos a fungdo 4 (fiz,) em

E - {10} do seguinte modo:

f(z) - f(z,)
A (£37,) = — DT FENCN
- Zo

DEFINIGZO 3.3

uando existe o limite da fungao a(f,7,) no
ponto Z, € E, diz-se que f & derivavel em Z,, sendo este 11

nite danonminado a derivada da fungac f: E = C no ponto ZOGZE.

Representamos a derivada de f no ponto 7,
por:
st ] :
£1(z5) S dzZ
s = -
r4 Zo
logo temos:
as ) f(Z) =Rz
AN SR e (3.4)
z:zo SEe 74 O 10
147,

0BS,:

Na definicdo de derivada de fungio ‘com

plexa, quando Sé€ diz que

lim A (£.%0)



{3.9

existe, fica subtendido que ele @ um nimero compiexo W,  que

independe d9 caminho seguido por Z ao tender para Z,.

EXEMPLO
IS

Seja f: C ~ C definida por f(z) = Z a qual
1

¢ contfnua. Seja z, um ponto qualquer de C. tem=-se:

r|

- 7, (R ERIOEYR

3 1
Th= Zo (x-xo) + 1(y-yo)

8T ) =

ora:

£(z.) = lin (F.2.)
9 11 2

Examinemos se exfiste 1im 4 (f,zo) para ¢i
I~+Z
o

farentes caminhos seguidos por T

Na F{g. 3.5 temos assinalados os carinhos I

1

e II seguidos por Z ao tender para zo.

Y,

yp------ o z
______ L.

3 o

F16. 3.5 Caminhos Percorridos por
z



Para o caninho I en (3.5) prineiramente fa o
zenos Vv + Y © sequir X - X, 0 que resulta: g ki
X=X =l (=Y X=X _ = i - -
0 0 : : -y 3
lin : = lin 1in ot Yo N
-x o+ i(y- X ~ - g
1+, X=X, (3 Yo) X0 VYo X=X + 1(y-y°)

X = X
“lim i-‘—_-]
XX %o

Para o caminho II em (3.5) primeiramente fa

zemos X T X, € a seguir y - Yo © que resulta:

X=x_ = i(y-y,) x=x_ = i(y-y,)
9 0% = im T lam 0 U% 5

I°T, X=X+ 1(y-y°) Y Y o X=X Xt 1(y-y°)

-i(y-y,)
R ——C o o .7
YrYo & 2=y =
logo: f
xox = Aily=y )
lim A_ -
1+7, x-xo + 1(¥-¥,)

e portanto nao existe f'(Z,). Logo a exigencia de derivabili-

dade de fungao complexa € uma condig3o mais forte que a de

r'lvabﬂidade de fungEo real.

5.8 - FuncXo HOLOMORFA
- - i
pEFINIGKO 3-4 '

seja E um dominio e f: ’ s
. & C. Diz
: =Se que f



3.1
@ holomorfa em E quando f for derivavel em cada ponto Z de

E. Diz-sc que T & holomorfa em um ponto Z,, quando f for

holomorfa em um dominio E que contém Z,.
0BS,:

0 termo holomorfa foi proposto por Briot
(1817/1882) e Bouquet (1819/1895).

Lagrange (1736/1813) usava o termo funga . |,
analitica e alguns autores usam ainda o termo monogena em
Zo © analitica ou reqular em um dominio E, uma fung2o que

¢ mondgena em cada ponto de E.

Demonstra-se que

PROPOSIGAOD I

Se f for holomorfa em um dominio E ela 3

continua em E,

PROPOSICAO II

Sejam g e f funcoes holomorfas em unm do

ninio E. Ent3o, as fungodes f+g, Af, ix&C, f.g, f/q, ondé,
g(z) # 0 s3o holomorfas em E, valendo as seguintes regras de

derivagaos

2) (f+g)'(z) = F'(Z) + g'(2) (3.si)

f ' = Xfl
b) (A f) (z) (z) (3.7)

¢)  (f.9)'(Z) = T(Z) g(z) + f(z) 9'(z) (3.2)



a(z) f'(Z) - f(z) at(z)
9?(z)

o (e - (3.9)

PROPOSIGAO III

Seja h = g(f)a funcZo composta de f com g. Se:

f for derivivel em z , g derivavel em w = f(z,), entdo h

€ derivivel em Z_, valendo a seguinte regra de derfvagio:

h*(zy) = 9'(f(zZ,)) - ' (z,) 4 (3.10)

3.9 - EOQUACJES DE CAUCHY-RIEMANN

Veremos a sequir que o problema de sabermos se
una funcao complexa f & holomorfa em um ponto Z o= xotiy, per
tencente a E se reduz a questdoc de sabermos se as partes re

al e imaginZria de f s@ao parciaimente derivaveis em (Xg2%4) -

Seja f: E—C, sendo E C C um dominio e escrevamos f sob a
forma:

f(z) = u(x,y) + iv(x,y) . (3.11)
sendo:

u: E—R e v: E—R

TEOREMA 3.1

eja f: E— C e 7 P
Sej o) =X * 1¥,- Uma condig3o
ue T seja derivave] =

ara g em Z, @ que u e vy

ciais de primeira ordenm ep (x

necessaria P

suam derivadas Parm

~ *Yo)s sa -
sequinte condig3o: AROUCREL L

fazendo 2

pos,



(-2 = - (2 ' (3.12)
S ) ) |

DEMONSTRACKO

Se T € derivavel em Z, poderos escrever:

f(z) - f(zo) 2
Tim. =
Z-'lo Z - ZO
Zﬁzo

f'(zo)

= 1im

+ - i
x+x, X iy + X, e

=y,

|

u(x.y)-u(xo,yo)H [V(*.Y)'V("O-YO)]
a 1im
X*Xo X=X + i(y-yo)
Y=Y

(3.13)

Para o caminho I, fazemos en (3.13) prineira-

mente Y— Y, € 2 seguir X—X, e resulta:

ulx,y) + ivi(x,y) = u(xg.y,) = 1v(xg.¥)



3,14

-

u(X.y)'U(X » )+1 V(X,_V)'
f‘(:o) | e 0’ o [ V(Xoyo))

, -2
xrxo ¥7¥ et W)
ug,v)= uixg,y,) v(x,y) -
- lim B Oy B 2 o,
X+Xo x"xo X-vxo X = XO
ou
f'(z,) = (&) + 1 (3) (3.14)
; 3 X
(Xg2¥,) (Xgs¥4)

Para o caminho II, fazemos em (3.13) primeira

mente X ~ x, e a seguir ¥ » y, e resulta:

U(x,y)-U(xo.yo)+i[V(X.y)-V(xo.yo)]

£1(z,) = lin Nin

y-o-_yo X"Xo X—Xo + i(y-yo)
u(x,y)-u(x,,y,) V(x,y)=v(x,,y
= J.lin R e g ¢ o °)
Y*Yo Yo =S¥ y=Ye Y=Ys
ou
3V . 9 u
fl(ze)R=il{a—y) 2 ) (3.15
) S (XY 92 (xg2¥4) )

De (3.15) e (3.14) segue que:

et



3,15

au o L
FH (xge¥o) T CEEGEIN)

=) - - (LY g (3.12 ;
3_7 (xo.yo) 2 X (xo.yo) que e ( )

Supondo f holomorfa em um dominio E, resulta,
do Teorema 3.1, que u e v nossuem derivadas parciais de

primeira ordem em £, satisfazendo a condigio:

3 u_3Vv AU IRV 3.16
A N T e LY 3 X (35163

As equacoes (3.16) sao chamadas equagoes

Cauchy=-Riemann,

TEOREMA 3.2 - 5z

Sejam u e v fungoes reais definidas em Lm
domTnio £ C RZ, possuindo derivadas de primeira orden céﬂ

tTnuas em E e satisfazendoa as condicdes de Cauchy-Riemann

entZo, f(Z) = u(x,y) + iv(x,y) & holomorfa em um dominio E.

DEHONSTRACKO

SeJa .z = x + iy um ponto de E. Comc E & un

dominio ele cont&m ump ponto qualquer 7,

: N = X + Ax +1(yﬂy)'
tal que © segmento Z,Z est3d contido em [ :

e de acordog con

lor medi f 0
ma do vaio o das ungoes reais 4
. ‘Var iaveis

segue que: G



ul(x+ax, Y*ay) = u(x,y) = ax a4 U
( ’ ’ ax+ﬁ_yg_y

- = 3 Vv
v(X+8X, y+iy) V(":J‘) ax Ty & LY 3 v

3y

Ne derivadas sendo calculadas em un Ponto adequado dg

mento z]z. Fazendo: : . ,
£(Z) = ul(x,y) + iv(x,y)

irz‘= Ax + 1 ay

ghtemos de (3.16):

” 3 u 3u sV 3
( - f{Z) = AX + + (s OV
fli]) T{z) S T‘y Ay 3T AX + v ay)

" Substituinde en (3.18) as condicoes

Cauchy-Riemann de (3.1€) segue:

u v . v u
fzy)-f(z) = 28 ax - 22X ay + (@S ax + Lday) -
au

=——(ax+iAy).+iH(Ax+iAy)-

B2 130 & - D

Dividindo.(3.19) por zrﬂ 0 temos:

(3.17)

sen

(3.18)

" de

(3.19)



£(2,) - £(z) '
3 u : '
————— 0 & { 9V {

- 2 X X )
(3.20)

Em (3.20) fazendg ¢ + 7 i
1 as derwadas do

segundo membro passam a sep Calculadas op (x,y) |

) - ; X,Y) e exi |
acorde com a hipotese, entdo existe O e, stem de
: € do primeir : !
bro, e de (3.4) vemos que eje vale f1(zy. | : 0 mea
fa em E. 2R iR flOTonn_i:

3.10 ~ TRANSFORXACAO CONFORKE

3.10.1 - ANGULO DE puAs CURVAS

Sejam as cupvas orientadas Y]CC e

Tch tal que Y3 ﬂ Yz = Z, conforme Fig, 3,6,

FIG, 3.6 Angulo de duas curvas orientadas



3.18

peFINIGRO 3.5

0 angulo
g aino SCES N g duas Curvas orj

Pepdaser) & Y2 & 9 angulo entre as tangentes orientadas 3
as 3s

curvas no ponto Z .

£8S.:

As curvas orientada o
NGO ST 50 e de

reguiares dai determinar, cad 2
Jordan reg ' a uma delas, zpenas ypa

tengente orientada no ponto z,,. De fato, 4 tangente a Y ¢p

v poOAtd I, = z(to) e definida como a PoSicao limite da re
-. e : t +4t) ot 3
te que passa poer . por outro ponto 1= z(»omu) quando

1 ict a
4y + 2, 20 10ngo de vy , isto &, quando At » g, Como o ni
ero complexo 1=, pode ser representado pelo vetor de
1,21 item 2.3, conforme Fig. 3.7, o vetor correspondente,
az]-ZD/M, cnde At > 0, possui o mesmo sentido que aquele .

yetor. Segue que o vetor correspondente a

- (et =
z Z(t tat) - z(t)) i)

at At-+0 At

& tangente a vy en Z, e o anqulio entre este vetor e 0 SECTRRS

efx0 0% & 72 (1
e argz'(t)),



3.19]

2, 2(1o1h1)
argz(te)

FIG. 3.7 Sentido da tangente a y no ponto z
0

DEFINIGAO 3.6

Uma transformaco f:C—C definida por

w = f(z) dizemos que & uma transformagao conforme, se 0s
angulos entre as curvas orientada§ do plano complexo Z, sao
sentido, para as Cur

mantidos, tanto em grandeza quanto em

s correspondentes do plano complexo  W.

vas orfjentazdas imagen

WEP HiGle el



FiG. 3.8 Conservacao do angulo de duas curvas na trans
Tormagao conforme

TEOREMA 3.3
Se 2 fungaoc f: E + C & holomorfa em E e
'(z2) # 0, entdo, a transformada w =-f(z) & conforme pa

rz todo & E.

DEMINSTRACKO

u

Seja w = f(z) = u(x,v) * iv(x,y) tal que %

YCE & dada por z = 7(t), a < t < b.

IA

1 e a .
Entio 2 imagem.de y , pela funcao f, e
fini- >
€Urva orientada transformada y* do plano complexo v, de
bis
@ por y* de equacio w = w(t) = FlZ(E)ERaE<ACES y
de 2o ponto >
= 7(t.) correspon
0 ponto Z, (ty) e
tor tangente a Y

H(to) de y* ¢ wl(to) representa um ve



te ponto-

De acordo con (3.10) temos

dw - df EE_ 1
,a,‘€ 7 ® ou w (to) = f'(zo) L Z'(t )
0 (3.22)

Assim, se f!' (" ) i 0. vemes que w! (ty) F 0 l

a y* possui uma tangente Gnica en w(t o) 0 Rocr ’
0 entre

|

0
yetor tangente w'(t ) e o eixo OU sendq arg w' ()
De'
(2.41) e (3.22) obtemos: c;
argu'(t. ) = arg ';“ 7 + !
[s) ( 0) arg Z (to) (3.23L
| Ent3o, nesta transformac3o, a tangente  or?
entada 2 Y, em io' gira de um anqulo “
arg w'(to) - arg z'(to) = arg f'(z,) (3.24)

que € o anqulo entre os dois vetores tangentes a Y e Y*. (o
mo o sequndo membro de (3.24) & independente da escolha de.
Y , venos que este angulo & independente de y ; assim a
trensformacdo w = f(z) gira as tangentes a todas as curvas  ,

que passam por z\, de um mesmo angulo argf'(z,). Logo, G

as curvas que passam por Z, e que formam um certo angulo em |

L, s3o transformadas em curvas que formam 0 mesmo 3ngulo, tal

to en seatido quanto em grandeza, no ponto imagen W, CERE o

Portanto w = f(z) & transformagao conforme.

03s,

i
ne

z - {tiCOI e
2) 0 ponto em que '“(zo) = 0 e chamado pontfo cr

le a transformagdo nio & conforme.



5.22

~gs ainda qué de (3.4);

b) ve
G = f(zo) .
R, e
171, z 5

Por isso, a transformacio y = f(Z) ampli
! 1a os

comprinentos dos segmentos pequenos por um fator de ordem 4
1 de

|:"(:0)l . A imagem de uma pequena fiqura POSSui aproximada -

e 2 mesna forma. Entretanto, conmo f°

E (2) varfa ge ponto pa

S grande  fiqura pode possuir yma inagen cu

:; forma ¢ bem diferente da figura original,

v

de acordo com (3.14) e (3.16):

Vemos ainda que

i o SRR MERATR R T o, ) 7
rl? = 15+ 3 31T e Gt e 2.
;aulav—a_u Ay
SR, 1Ty DRINeR
isto 8:
3 u 3 u
% 5y ,
qroa el 3 uyuy
e () = e e i e
3 v &
% T |

i T "
onde 6 determinante @ charmado "Jacobiano da transformagao

-

W= f(z) que sob a forma real e:

u = u(x,y) v = v(x,y)

i i . Demonstra-se,
1090 a condigio AR AL UEDUUE 4 0emnZ
i \nsformagao
%e esta E uma condigZo suficiente pard que a Fra
ini jzinkanga  SU
- Conforne dada por w = f(Zz) seja univoca €m uma viz G

< : 3
“icientemente pequena de Z,-



3,11 = INTEGRACKO

5.11.1 = INTEGRAL DE ‘(TNHA

DEFINICAD 3.7 |
|

SeJ 0
a f E > C. conty lua Selldo Z I
(N

emos d
o ey um arco de Jordan segment 5
: X
tido em E. Seja y dada por U

= e I
a 7(t) x(t) + iy(t) a< tech
3} Bg (3.26)
Subdivi
dimos vy pelos pontos z f

19Z30e-esT  con
n e

forme Fig. 3.9.

FIG. 3.9 Integral de Linka

1o da subdivis3o escolhe

Sobre cada interva
zn)e formamQS

mos um ponto arbitrario eg, 1090 € €[Z” L



n
SERET IR (ch) BT onde A7z .
S s m= S S )
Tal divisdo, para n = 2,3 3
7 reeu, v de
(g3 Raneira independente, mas tal que o maximo laz_| 0
uR ml * pa
B - Logec obtemos uma sucessip da nimeros 1_
s comple
5 Il 0 limite desta sucess3o & chamagy Mintegral d
- 5 e
nha® de f ao longo de y e representamos por:
f(Z) dz (3.28)

A existencia de (3.28) decorre das hipoteses,

feitas. De fatc fTagamos
f(z) = u(x,y) + iv(x,y)

B & G oar ol B e AZ_ = Axm-,i [ (3.29)

Eritdo (3.27) pode ser escrito sob a forma

SRt T (uriv) (4 x, +1 8y (3.30)
onde u = Ul a8y, v = via A SelsonanosEer relagio a m de
Y2 n, Podenos decompor S, em quatro somas:.

(GIs1)

s Zudx = Tvay, + A8 ZUAYLEE L'Vﬁxm]

como f & contfnua U

(3.31) & -uma soma real.
] e

- . L= o X _r
®V0 s§o. Assim.fazendo n ~ © entao miximos AXy



3.25

+ 0 ¢ cada soma do segundo membro de (3,31) se torna uma

AYn

ntegral de Tinha:

e’ S, - J f(z)dz = J udx = [ vdy + 1 [ J udy + J vdx

i 2

n Y Y Y Y Y J(3.52
Isto mostra que (3.28) existe e que seu va

lor independe da escolha das subdivisdes e dos pontos ¢ A
o T

lém disso, do c@lculo integral real, cada integral de (3.32 )

pode ser expressada como sefue:

b b ( (b b '
Jf(z)di 5 J ux'dt - J vy'dt + il J uy'de + J vx'dt]‘

Y a a a a J
(3f33)
onde: 5
u o= u(x(t),y(t)) e “bive v(x(t),y(t)) i
podemos abreviar (72) escrevendo:
(3334)

o :
[ f(z)dz = { (u+iv) (x'+iy')dt
Y a

ou mais abreviadamente, ainda:

; 2 : (3.35)
J f(z) dz = [ Flz(t)) Z'(t) dt
Y a : .



—

3,26

»a0PRIEDADES FUNDAMENTATS
";__-———'

s de 1ntegra'1-
- . ‘ . = ntes Propriedad
859

Y [fmdz X J el *J f(2)az
Y Y : Y,

tal que:
Y]OT2=g e YIUYZ:Y

z

R [+] !
2.2) J f(z)dz = -J f(Z)dz (3.37)

o
“0 zn

-z

p.3) J[k{f](i)ﬂzfz(z)] dz=k, J f1(2)dtik, [ fo(z)dz
¥ Y i

(3.38)

! Sl (3.39)

orde £ & o conprimento de y e M uma constante real tal que

[f(z)]

| A

M (3.40),

TEQREMA 3.4 - TEQOREMA INTEGRAL DE CAUCHY
Se f:E~—~C 2 holomgpfa em um dominio £ sim

Plesrente conexo, entdo

»

(3.36)



3.21
= ) |
£(z) dz = 0
-

para toda curva de Jordan, regular, contida em g

DEMONSTRACAD

Seja T(Z) = u + iv continuamente derivavel!

em E e de (3.33) obtém-se:

Y
i

( :
JYf(z)dz = [Y(udxjvdy) + 1 J {udy+vdx) (3.41)

-

f(z) ¢© holoriorfa e portanto existe f'(z). Cauchy acrescentou

a hipotese que f'(z) @ continua. Ent3o u e v possuen d

()

rivadas parciais de primeira ordem conti{nuas em E. Portanto,
estas derivadas parciais sZo continuas no fecho do interior
de y. Seja tal fecho E1, conclui-se ser y a suz fronteirz .

Pela férmula de Green, da integral de 1inha real, temos:

[ r
(udx-vdy) = J (- 2% - %-%) dx dy (3.42)
Y E]‘ .
(vdx+xdv) = J (35 - 23) dx dy (3.43)
Y Eq
como f & holomorfa ent3o u eV <30 solugbes das equacoes . de
Cauchy=-Riemann; como consequencia 0S segundos membros “de

qo ambas as parcelas do sequndo

(3.42) e (3.43) szo nulos. Lo
membro de (3.41) sao nulas, provando 0 Teorena.



a 3oUY
) d nonst a de Ca hy n
v e uc sSu r
~ . Sa|t Ser po
que ) T0SSe contir ua. 0 qlle lept' nt um | n
c ese
3 a :
f z 1 1

portante resultado.

b) 0 teocer
) ma de Cauch_y ainda @& valid for
0 se 0
Y, um ca

minno |ech1d0
h T em i
m E a0 1nves de uma (:|VH'V d r
v a e JO d
an,

EXEMPLO: E e
genpLo: Se Yy € o perimetro de um poligono bd
» subdividimos
h i 0

poligono em tria
¢ anqul :
guios, conforme Fig, 3,10

FIG 2 2

. 3.10 cCaminho fechado ¥ contido em E
A soma dessas inteqrais e iqual a integral 60

o longo de cada seg

que as jntegrais

mento de sub

bre

Y, porque integramos 3
divisa -

sio em anmbos os sentidos, de sorte se

stando 2 integral sobre Y

ca °
ncelam aos pares, so ré



3.29
¢) Seja E un domTnio Multiplinente co ;
nexo

f: E—~C nest _ e
» te caso podenos efetuar yn ca
maneira que - resglte um domTnig simpl et s
plesmente .
me Fig. 3.11. onexo, confor-
Y ‘
|
!
]
i
FIG. 3.11 Corte de um dominio multiplamente conexo
Se f(z) for holororfa em Ersieite BRI B C 2
da ponto de Yy, Y2 entdo, Yi» Yp © T Dnfiean MR e
2

simplesmente conexa segue-sé do teorema de Cauchy que

no sentido indicado na

integral de f tomada sobre Yy Y» Y2
; L d
Fig., 3.11 possuf o valor zero. Como integrzmos ao 10ngo e
se

§ em ambos os sentidos, as integrais corresponcentes

cancelam e obtemos:

oy



3,30

f(z) dz + f(z) dz = 0
: (3.44)

) 2

¢ percorrida num senti 2
onde Y7 € P tido e Y, no sentido retrogra -

(o, Podemos escrever (3.44) como segue:

J f(z) dz = I f(z) dz (3.45)
Y] Yg A

de Yy €Y sado agora percorridas no mesmo sentido.

ond

Para dominios mais complicados (mais de um

buraco),intuitivamente, basta fazer mais de um corte.

Tais caminhos fechados simples s3o chamados .

ruites vezes de "contorno" e as integqrais, ao londo deles de

"inteqrais de contorno".

3.11.3 - CXLCULO DAS THTEGRAIS DE _LINHA MEPIANTE INTE -

GRACAO INDEFINIDA

Como no calculo real distinguimos as integra

: o . s iderivadas.Uma
is definidas e as integrais indefinidas cu antideriva
= = ; i g igual a
integral indefinida & uma fungao cuja derivada e 19
e io de inver =
uma funcio holomorfa dada em um dominio, Por meio

= = st nos encontrar
s20 de formulas de derivagao connecidas podemos

Puitos tipos de integrais indefinidas.



TEOREMA 3,5

r
contid
gam os dois pontos zq, 22€E- 05 em E qua i 1
i
22 : . |
f(Z)dZ = F(ZZ) = F(Z.‘) ‘
) (3.46)
I
DEMONSTRACAOQ
Seja:
|
z f
F(z) = J f(z*) dz* el
) o
2 J
0 ,
uma fungdo de z para todos os caminhos que existem em E e

unem z @ z. Mostraremos que F(z) & uma fungdo holororfz  de

2uemBENe  ES ((Z ) o Rri(00) 8

Mantemos z fixo. Como E & um dominio,  uma

vizinhanga V de z esta contida em E, Em V escolhemos um . pon

to z + Az, Ent3o o segmento de reta com pontos terminais 0z
ez +4z est3 contido em E, e de um obtemos:~
zt482Z z Z+AZ
F(z+b2)-F(z) = J f(z*)dz* - [ f(z*)dz* = T(Z9 2™
z |
Z, Z, |
(3.48)

s i longo daquele segmento ,
onde podemos integrar de z a z+Az a0 g l

Fig. 3.12,



Tra2

G 3,12 Caminho de zZ,az

Assim de (3.48) temos:

. {Z+AZ
HaebdoPl2) - or(z) = £l | lre-tm) e
74

porcue z & mantido fixo e de (3.48) fica:

Z+AZ z+Az
R J f(z)dz* = - £(2) J dz* = -f(z)
z

Z

s2bemos que f(z) & contTnua. Assim, para € > 0 podenmos

terminar um § > 0 tal que:

[£(zx) - f(z)] < ¢ quando  [z* - z| <8

0 consequencia, se |4z| < 6 entdo:

(3.49)

(3.50)

de



3.33

LE ) - gy] L1

2+42
[‘ .[f(z*)-f(z)] dz| e

lez| }i],
Z+47
€
: !
—_— dz* | . )
™ J € (3.51)
z 1
De (3.51) vemos que:
lim ﬂZT_AZtF_(i)- = f(z)
Az0 Az '
ou
F'(z) = f(Z) (3.52)

Entdo F(z) & uma antiderivada de f(z) ou
F(z) = jf(z) dz : (3.53)

entio F(z) € ‘holomorfaem E, cuja derivada & f(z).

De (3.47) segue-se que se z, for substitui- °
do por um outro ponto fixo de E, a fungdo F(z) e alterada por
U2 constante aditiva. Seiks(zE=Rliz)MNGAIRERG) en
tdo F'(z) - G' (z) = 0. Assim 2 fungio F(z) -6'(z) @ constan-
te. Isto mostra que as duas integrais {ndefinidas F(z) ¢

. 3.47) temos pa
Qz) diferem unicamente por uma constante. De ( )

i ARE de.
alquer caminho em
ra quaisquer pontos zp, 2, & E e qualq ,

Zl a ZZ.



22 z]
f(z}dz = f(z)dz =

f(z)dz = :
20 . ) 2 F(Zz) - F(Z])

[*]

, fica demonstrado o teorena,

18S. ¢
—

Este
toorema pernite 0 calculo das integrat
s

;e linha complexas por meio da integral \ndeﬁnida compl
omplexa,

5.11.4 - FORMULA THTEGRAL DE CAUCHY

Seja f: E = C uma func3o holomorfa em €
uz dominio sinplesmente conexo. Ent3o para qualquer ponto

1, € e qualquer caminho fechado vy CE que encerra z,

SAC BTN ) (3.54)

- o 4
e Y

“Fgrmula inteqral de Cauchy" a integracao
seaco efetuada no senticdo direto.
Escrevendo f(z) = f(z,) * tf(z)-f(zo)l(3.55)

¢ partindo de igqualdada:

|

1 ;

s 4 z)-f(z ) 6

\ [ R SR, O

| - 2 50 ZR=87 CNZZ0 :
Y 0 Y 0 i
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Cilculo de:

- 2 . '

S 7S <)
T 2, 30
Y Yo (3.57)

f(z) = (z-ze)'l n3o @ holoforfa Para z = 5 .

Seja y um caminho fechado descrito

pela equa
¢ao
z(t) = z, + p (costrisent) =z, +pelt @b
{3.58)
que e uma circunferéncia orientada de.raio p e centro o :
De (3.57) tiranmos:
(Z-Z-o)-] -1 p-I e-.'t !
e 1
dz = i peit dt - (3.59)
levando (3.59) em (3.57} temos: -
2i 2n i
J = - o~ Vemit 5 peltat =4 | dt = 2nd (3.69)
v 0 0
levando (3,60) em (3.56) temos:
flz) - flz,) (3.61)
g_;ld“sz(zonj_—m;—dz .
e 2 : Y

Mostremos que:

f{z) - f(z,)

Y2 oo

= 0
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Podemos substituip

POT uma pa;
\ Pequena Z
] _terencia k com centro em z_ gsepn Ak eir
cunte 0 cerar g
2 valor da in
reQral- Fig. 3.13, -
Y
X §
0 g%

FIG. 2.13 Caminho fechado y que encerra z,

Como f(z) © holonorfa € continua., Ent3do da

dous ¢> 0 pedenmos decerninar um & > 0 tal que

[f(z)

Tz )l < €
para todo z na vizinhanga |z - zg|< 6.

£scolhendo o raio p de k menor que 5 te

0os:

fz)e=f(z ) 3 ' : (3.62)
T L R
.

' - im de acor
W cada ponto de k. 0 comprimento de k 2:2Mp 235l

‘ “ con (3,40)
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—
& =y

J_ fi(z) N =N (28
k

<l R
P an = 2":

0 (3.53)'

como € pode ser tomado arbitrarianent
“SNte pequeno se
gue que

—_— d2 = 0 }

Z-Zo . |

J f(z) - f(z,)
8

e fica demonstrado & Teorena,

3,12 - DERIVADAS DE UMA FulCXo HOLCHORFA.

TEOREMA 3.7

Se f: £ = C for holororfa no dominio €, en
tao ela possui derivadas de todas as ordens em E, que sao
tambeém fungGes holororfas em E. 0s  valores destas derivadas

em um ponto zer'E sao dados pelas formulas:.

fi(z,) = aLE J f(2) 4 (3.84)
211 Y(Z-zo)z ;

f"(Z ) o ,g__‘___ —(—)——-f Z dz : (3.65)

21'1 Y (Z'ZO)J

e em geral:

A ) - -”_J fz)__dzi n €& (3.55):
2mi Jy (z-2,) :

erra z
onde yCE & qualquer caminho simples fechado que enc o
L : ; 2l 1Ge

& & percorrido no sentido direto, Fig. :



‘Y

FIG. 3.14

DENORSTRACKD

Caminho simples fechado y que encerra z

Demonstraremos apenas (3.64) com procedimen-

to enalogo se demonstra (3.65) e por indug3o fica demonstra-

do (3.66). De (3.4) temos:

fiz)-f(z")
f'{(z ) = 1im T
0 ZE=INZ
27z 0

f(z +az) -

para ‘4z = Z = 2,

(25) (3.67)

= 1im 9
az-0 AZ

lz,)

De (3.67) e (3.

.

54) segue que:



1
J = Jin — f
gz 4z+8 I —=1(z) dz -J

_fl2) i
2niaz| °Y o v
=(z, +a2) \f S
(2.68)
Partindo da identidade; |
—]7 [ 1 = 1l ] 3 1 AZ
— + e |
81 |z-(zgta2) 272 (2-z)) (z-2;-42)(z-2,)
0
podemos escrever (3.68) como seque:
1 filiz . i
f(Z20) = J HD o J o
oy W az-0 20V Y (2-2g-82)(z-2,}7 ¥
0
(3.69)

Assim (3.64) fica demonstrado se mostrzrmos ,
que a segunda parcela do segundo membro de (3.69) possui o

valor zero.

Sobre y f(z) & continua e, portanto, limita -

da em valor absoluto, |f(z)]| < M. Sejz d a distancia de Lm
ponto genérico de y que & mais proximo de 2,. EntZo parz
thO Z EY 3
1 ! 3.70
IZ Q.4 l > d e PR -<—T ( )
S#i [z-2,]
Alem disso |az] < .-g— ent3o para todos aqug
les z:
1 2
A g

; d
Jlzfi=iz oA 2 | B R eI |



Jr
e tand
Bepresetitando por L o Compr;
| ; i mento ¢
(3.491 obtemos: e
£(2) P
v e dz < !Azl : :
I?ﬁ y(3-2,-82) (2-2,) G H L (3.7
«71)
d . g2
Se A4z + 0 0 sequndo membrg de (3,73
Felalzero,n0g0 3 segunda parcela do seégundo m b.. ) B
. embro
de

(3_59) e nula.

Tal teorer
€M& nos mostra que uma fungio :holohor

fa conplexa se n
conp comporta de uma maneira mais simples que uma
Il

fungzo real que ad Ser uma vez derivivel nada se ‘conc‘lui d
a

axistencia das derivadas de ordem superior

TEQREMA 3.8 - TEOREMA DE MORERA

- g :
Se f: E— € for continua em E um dominic sinm

pesmen n [
ta conexo e se J.'.f(z) dz = 0 para todo caminho fe

thadoY C E, ent3o f & holororfa em E.

CHORSTRAGZO

: De (3,46) e (3.52) vimos que.se f(z) & holo,
REFEs . rz
Tfé. ap E entao F(z) = f f£(z*)dz* EhO]OﬂOI"fEh o A
iz
.F’(:) K. 0 )
= amos unicamente a con

f(z). Na demonstracdo empreg

Hl : .
"Widade de f(z) e a propricdade de sua integral em torno de .

ta] ipo
Uer caminho fechado vEE ser nula. Destas hipoteses con

tly
ings cue F(z) E holomorfa.. De acordo com (3.64) a derivada
a,

fa e
r ~ =
wi2) & holomorfa. em Em, ficando demonstrado © teorem



3,15 - DESIGUALDADE DE caqeqy i3

Seja y de :
(3.66) uma circunferncia de raio r

f(z) Sobre y

1 ceniro 3
com troem z eHgo naximo de

cando (3.40) encontramos: 7 B, apli

ARG ) o o8, | J A2 NI

ou simplesmente;

100 (2 )| < DM
il S n n e N (3.72)

que & a desigualdade de Cauchy

TEOREMA 3.9 - TEOREMA DE LIOUVILLE

-

Se f: £ =.C for bolomorfz e limitada em v
lor absoluto em E, para z'(finito) qualquer, entio f(z)

uma constante,
DEMONSTRAGAO

Por hipotese |[f(z)| & limitada, seja .en;io
[f(z)| < k para qualquer z.

k

De (3.72) seque-Se que [ i = e Como

t3o

isto & verdadeiro para qualquer r, podemos considerar r
que f'{z,) = 0. Como 2z,

¢

grande quanto desejamos, € concluir
€ arbitrario, f'(z) = 0, para qualquer z finito e f(z)

una constante. Fica pois demonstrado o tecremd.

- . 7



5,14 - EOUACAQ DE LAPLACE

hS arte
par ea] 1na 1a de uma uncﬂ
ST e Illaq | ¢ n f 0 COm

glexs f(z) = u(x,y) + iv(x,y) que 3 Ho%omorsa e un donTgio €
(v}

. 530 solugoes da equacac de Laplaca

2 2
Vzu 3 2 u i ad u =00
3 x2 o y2
Y2 ~2
2 o \'] Qo \4
YoV =2 — + =0
S '3—72 ‘ (3.73)

en E e possuen derivadas parciais de sequnda ordem continuas
»

em E.
DERONSTRAGXO

Do teorema 3.7,(3.66) conclui-se que u(x,y) e
v(x,y) ter3o derivadas parciais continuas de todas as or

dens em E.

De (3.16) -temos:

ARG dow o 3 ill o m ARV
ey 3 ¥ Yy I
i : = xea
cerivando estas equacdes, respectivanente, em relagao a
y obtenos:
2 2 b =0 3% v (3.74)
52, E 5 o _a_—”-‘ 5 o a 7 .
AL JERLE: cRx :
3 X
) '2
3%y 3%y 20u, AL
e g 2 vo % B
9X 3y oY =



3,43
como as derivadas Cruzadas sdo {quai

(3,75) segue que o

(4 u 32 u 32 2
o T R=NOR—e -7" 92 G
3 X 2y 9 X < 9y i

ficando demonstrado o teorena,

BSTSs

.

a) cono uma solugac da equacao de Laplzce Que possyi 'de

adas parciais de segunda orden continuas & chanad

LAV d

{funcdo harmdnica™ conclui-se QUe as partes real e fnaginiria

de uma fungio flonorfa sio funcges harmonicas. £ se uma fun
géo f: E—C eholomorfa. en £, entio u(x,y) @ chanada fun

¢3o harrmonica conjugada de v(x,y) en E e vice-versa, Logo

u(x,y) e v(x,y) formam um par de funcBes harmonicas cenjugy -

das em E,

b) (3.73) constitui uma das principais razoes da grande
importancia da ®Analise complexa* na matematica apli

cada 2 Engenharia.



CAPITuLO 4 bl
- by |
FUNCDES

HTPE»"BIELICAs COMPLEXAS

4,1 - DEFINICOES DAS FUKCD

ES HTPEPBGLTCAS CONPLEXAS

As fun

coes h1perh3‘licas complexas s3p i
< ce

finidas analogamente as fupcg i 614
funcoes hmerhohcas Teais como seque

DEFINICXO 4.1 - FUNCAO SEMNO HIPERBOLICO

sh:t Z = shz tal que shr = & - e

DEFINICAO 2,2 - FUNCKO COSSENO HIPERBOLICO

-7
EZ + @ %

ch: z +~ chz tal que chz = —_—

DEFINICAD 4.3 - FUNGAO  TANGENTE HIPERBOLICA

ZEC 7 {
tqh:z -~ tghz tal que thgz = Zz <

BEFINIGKO 4.4 - FUNGKO COTANGENTE HIPERBOLICA

z -z
3 e
cotgh: z .+ cotghz tal que cotghz = o @”
para z # 0

DEFINIGAO 4.5 - FUNCKO SECANTE HIPERROLICA

sechzisles el

sech:z ~ sechz tal que At

2o




4.2

y -':, = FU." A
DEFI.\{CKO 6 CAO COSSECANTE HIPERB“L{CA

cosech:EZExucosechziRtalNade cosech? w .2
-
’ e” - e‘Z

para z # 0

50 - PROPRIEDADES
S AR LA

Devido as definicdes do 3.1 e o analogia

Com
4 funcles hiperbolicas reais sio vilidas para as fungoes hj
Perha]icas complexas as propriedades das func¢des reais des

critas em 1.6 e 1.9.

(.3 - HOLOMORFISNO DAS FUNCDES HIPERRULICAS COMPLESAS

TEOREMA 4.1

As funcoes hiperbdlicas complexas sao holo

aorfas.

DENONSTRACKD

Faremos a demonstracao apenas para a funcao .
seno hiperbGlico. Para as demais funcoes a demonstragao tem

s {3 -
raciocinio analogo.

Seja sh: C—C tal que W = shz, fazendo:

zZ = % + yi, temos:

w = sh(x + yi) de (1.38) segue

: 4
w = shxchyi + shychx de (1.73) ¢ (1.74)
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W = shxcosy + { seny chx

(4.1)
Sejam as funcGes reais:

u = shx cosy i
(4.2)

y = seny chx |
(4.3)

I
Aplicando a (4.2) e (4.3) as condicoes de

cauchy-Riemann (3.16) temos:

9.0 h
X chx cosy L
3 u
T shx seny
3V
el seny shx
%—% = COSY chx
ou
|
5 u v J
YEEl 2 co
X Ty chx sy

38 .- 3V o - shx seny
3 Y 3 X

Do teorema 3,2 fica provado que wfu+1v-shz e

holomorga en C.
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> TRAUSFORNACAD” CONFORME
T By

Jo teoremz 4.1 segue que
- »

alen
m das partes .

in3 real d o g =it
wagmaria e as funcdes hiperbSlicas cq
mplexas serem

= i onjugad I 5
gincoes redls LonIEITEES MNONNCEs RasRTUncTe R e uhols
. cas

oaplexas dafinem uma transfornacio conforme, day a importa
i an

;i de seu estudo, devido ao poderoso instrumento matemat{ 5
matico

Re¥claserepresentan panaia solucdo de variados problemas de
engenheria. Veremes a sequir, como ilustracdo, alqumas trans
sorn2goRs definidas por tTuncées hiperb3licas conplexas, P:
. investigar 2s propriedades especificas de w = shz _e-
g = chz faremes as curvas dafinidas por u(x,y) = constante e
v(x,)f) = constante no plano z, isto € estudaremos as curvas.

de nivel das fungoes u e V.

2.4.1 - TRAMSFORMACRO w = shz

Seja w = shz para z = x ¢ iy de (4.1):

w = shxcosy + i sehy chx

e de (4.2)
U = shx cosy (4.4)

e de (4.3)
(4.5)

v = seny chx

.

; ' tiramos:
Para u = constante € V. = constante

(4.6)

y = arc cos(——)
shx



y = trc sen (a%)

Aplicando (4.6) e (4.7) construimos

Tabela 4.1 e 0s respectivos grificos cartesfanos, Fig. 4.1
- L} ’J- .
das curvas de nivel de y e v, '

085.:

a) de acordo com (3.25) o Jacobiano da transfornacio
pode ser calculado no sistema formado por (4.4)

(4.5) e cbtemos:

e gz__._luv") = chzxcoszy + shix senzy 0
X,y

my

para z # (—%‘— + k)i e portanto e transformagao w = shz

univoca em C = {(—g— + kIM)i}

b) Na Fig. 4.1 vemos que a regizo M, un quadrildtero

curvilfneo, do plano z & transformada na regiao W

unm quadrado, do plano w.
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4.9

gt TRANSFORMACK Y ox ek
= z

Seja w = Chz para Z = x 3 iy
W= ch(x + iy) ge (1.3¢)

W = chxchiy + shxshy§ del(1%73)Ne (1.74)

W = chxcosy + ishx seny

(4.8)
Sejam as funcGes reajs:
U = chx cosy (4.9)
|
v = shx seny (6.10)

Para u = constante e v = constante tiramos: .

¥ = arc cos (c_ﬁ') - ot

Yy = arc sen (E%Z) (4.12)§
Aplicando (4.11) e (4.12) construimo.s 2
Fig. 4.2 ,

Tabela 4.2 e os respectivos graficos cartesianos,

das curvas de nivel de u e v.

0BS, :

—

acao

2) de acordo com (3.25) o Jacobiano da transfornag .
4.9 e

pode ser calculado no sistema fornado por (4.9)

(4.70) e obtemos:



» 9 )
b)EHagklgc v avenasZquelalney o U, um quadrilitero .
" ! »

: 7
CUrYlin e o doRplanof: transformada na reqiio M

ym auadrzdo do planc w.
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4,14
4,4.3 = ALGUMAS TEANSFomrA('aes ESPECTIAT
JES s -
Ver
€mos a sequir alqumas tranSformagoes o
pecizis, envolvendo funcges hiperbslicas R =
g as ue
ten utilizacao pratica en Problemas de Engenharia ’,_- ;
: « Faremos o
descricdo apenas da transformagio definida pop: (
w = <h ‘Tz- “

#.4.3.1 - Transformagdo w « ch L2
a

Esta transformacio transforma a semi-faixa in
finita de largura a, do plano 2, no semi-plano acima do
-eixo u, conforme Fig. 4.3. De fato, no- plano z temos a se

mi-faixa infinita x >0,0 <y < a. Para:

isto @ C & transformado en C'. Para valores reais de
Z=Xx2>0=>w = chx que @ real e cresce de maneira monotona
ad partir de 1 quando x cresce. Assim o eixo positivo dos X

€ transfornmado no semi eixo u > 1 do plano w.

Para:

S e wzchulal___ai.chni-cosn a -]
ISt00E B 5 transfornade cniBeHconcie segmeﬁto BC e descrito.

Por x = 0, 0 < y < a e como:



4.15

T 5 i
w-ch_—a—:r"l cos —— y => Vo, lcuc

ent3o o segmento BC & transfornmado no segmento B'C* ;

Para o semi eixo BA, x > 0,

1 2
y=a => w:=ch—a—(x+a1)-chn—;‘-cosﬂ+ish¥senﬂ-f
T x

= I
“"Ch'—a—'->V"O.U'-Ch—a-i.comoxio briie

ch -n—a-’i cresce de maneira monotona a partir de 1, seque | que

o semi-eixo BA sera transformado em u < -1, v = 0 com o ' sen

tido de A' para B°',

0s pontos intér‘iores da faixa sao transforma-

dos em pontos do semi plano v > 0 e u real no plano w, Exem -
i
plo: Seja o ponto: i

: T, ool
z=%+%1=> wa=chz (y+gl)
) s 1
-ch.TZI.COS-TZI-+1Sh2-SEn-z 1Sh'2'

que estd no semi plano V 2 0 e u real. ;
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4,4,3.3 - Tx
] and 60:’::1&1(;.&0 0 = 3=l
L cotgh 2
Z

Esta transf a ’
ormagao transforma a semi
emi-faf{xa {
n-

finita, do plano z, numa faixa infinita
do plano - w conforn
ne

T T,

FIG. 4.5 Transformagao w = L coigh --E—-

4.5 - FUNCOES HIPERBULICAS THVERSAS COMPLEXAS

As funcGes hiperbdlicas inversas complexas  se@
obten - - ~
tén de modo anilogo a obtengdo das fungoes hiperbolicas in

versa i 7 i J
s reais, conforme o item 1.11. As fGrmulas que definenm

versas complexas sao fguais as

as fungbes hiperbdlicas in

obtidas no item 1.11.



s
-

o —
(=]

;.6 - DERIVACXO0 E TRTEGRACXO p
Te G

AS FUNCDES HIPERBTL1CAS COMPLEXAS

A derivagio e integracio das funcdes hiperbgiq- .
cas complexas nos dardo fgr

nulas anilogas as de deriva¢io

e ]
inteqracao de funcdes hiperbolicas reajs
. . - =

» conforme os {tens !

1,12 e 1,13 respeitando o estudp feito de derivacao e integra

¢3o complexa.



CAPTTULO 5 ' |

~APLICACDES DAS Fupe

JES £

HIPERHULICAS EH PROBLENAS
DE ENGENHART A
S AR

5.1 - INTRODUCRO ‘

Devido o grande nimero de aplicacoes das f :
un

Procuramos ped

Julgamos de mafor ocorren

goes hiperbolicas em problemas da Enqenhar'la
. »
te traba]ho, se?ecionar aqueles Que

cia na pratica.

5.2 - APLICACOES DAS FUNCDES HIPERBOLICAS REATS . !

5.2.1 - QUEDA LIVRE DOS CORPOS

PROBLEMA 5.1

A resistencia do ar na queda dos corpos ern
um paraquedas & proporcional ao quadrado da veiocidace com

3 qual o corpo se move, Achar a velocidade mixima de queda,

SOLugXo
As forgas que atuam no corpo sio:
(5.1)
decorrente do peso do corpo e

(5.2)
le-kvz k>o :



5.2

secorrente éa resistencia do ar, Como:
de - r =5

n
I F.=ma

f=

jevendo {5.1) e (5.2) em (5.3) temos:

mg-kv2=ma ora atg%

entéo:

~N
(=9
§l<

Separando as variaveis em (5.4):

m
— dv - dt = 0

ng = kv

inteqrando:

SIS S o @
n q 2

—_— -y
A

De 1.134 temos:

. dv k LLy
i /E_E arg tﬂhjm g

n
BRg R Ve

3

levando en (55159

n "' k _tnc
- - ﬁiﬁ arg tgh /74 V

5 = 0
e (5.6) parat=02 v=0=C

(5,3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)



antaos:

n /K "
va—mgargtgh\/;v_t.o
ou
T |
= m9q E—-ﬂ"
v ‘/—E—tgh‘/?.,

(&)

A velocidade mixj :
maxina =
(vmax) se obtem para s

tenpo muito grande, isto &, en (5.7) par

logo:

y m k
Vmax © llﬂ /‘151 tgh f-ﬁl t de (1.5.3) resulta:

)

5.2,2 - MOVIMENTO DE UM CORPO REPELIDO POR Ul CEHTF’O?

FIX0 0 PROPORCIONALHENTE A DISTANCIA

PROBLEMA 5.2

Ha Fig. 5.% determinar 2 equag2o do movimanto ,

de um ponto P, de massa m repelido pelo ponto fixo 0.

L Xo AJJP° : i

p repelido pelo ponto fixo 0 :

FIG, 5.1 Ponto




wis

5.

§OLUCRO:

Seja 5 i
p. a Dosicag iniciay de ap
a0scissa
X0

vy & velocidade inicia) 3
D i Orientada par, R &\ 1 e
sobre © COrpo & F = kzx, ke ot r¢a que age
o % (5.8)
@0
i=] Fi = na, temos;
2
kzx =m E_;
dt !
: (5.9)
fazendo:
2
o 92
T =W
: {5.10)
e levando em (5.9) temos:
2
digx 2
=W xS =)
at? (5.11)
cuja solucdo &: ;
2 vt -wt '
X C] e tc,e (5.12)
De (1.23) e (1.24) en (5.12) temos:
X = C](chwt+shwt) + C, (chwt-shwt)
(5.13)

X = (C]+C2)chwt + (Cl-cz)shwt



(5.13) fica:
x = A chwt + B shyt

derivando (5.14) temos:

dx
U e AW Shwt + u Bchwt

para t“o#XIxugxo-A

para t=0‘>\.'-'vog,v°.wa

logo (5.14) fica:

v
0
X = X, ch wt + = sh wt

que @ a solugdao procurada,

5.5

(5.14)

|

H

|

(5.15)

em (5,14)
em (5.15) ‘
(s.lsl)

5.2.3 = TRAJETORIA DE UMA PAPTTCULA ELETPIZADA

PROBLEMA 5.3

Determinar a trajetoria plana d

la eletrizada que & repelida por um centro fixo.

forca proporcional @ distancia.

e uma partfcu-

0. com una



FIG. 5.2 Trajetgria de uma Particula eletrizada
SOLUGRO

Seja P a posigao inicial e Vo @ velocidade
Inicial supgsta perpendicular a OX Seja a partfcula de mas
S¢ m situada em up ponto gualquer P(x,v) e F.a forca cen
trel, ent3o: 5

=tk e W apcRat (5.17)

_fujas Projecces sobre os ejxos s3o

2 gy 51
Fx-kx e Fy=K.Y ;

2 2 2 (5.19)
RIS =2 e oy dEAT



KE At
fazendo T SANERem (5 9 M en T

2
d 2 2
at dt =
Para t = ¢ temos (ep p )
)
XK, =2
0 e youo

as deriva#as sio (V, B perpendicular a 0X)

dx e T T d
TTa s lors e H% 8 BT

No Problema 5.2 vimos que a solucao

(121}
.s

0
x-xo Chwt'f'—s(-—sh wt

y =y, chut + —%L sh wt
levando. (5.21) e (5.22) em (5.23) ¢ (5.24) temos:

X
X = 4 chut ou chut = T

v AL
y = _wﬂ sh wt ou shwt'= Vo

como ch? o - sh?a = 1 de (5.25) e (5.26) resulta:

2 2.2
X VAT~
=, - L5 1

i3 v

5.7

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.20)

(5.23)

(5.24)

(5.27)



5.8

que ? 2 equagao procurada da trafetgpes
Jetoria, uma npep
centro 0. rbole de

5.2.4 - EOUILTBRIO poOS F

138 SUSPENSQS
SUSPENSOS

5.2.4.1 - Introducio

Rg

Cabo sujeito ao esforgo de tragao

EIGR 5.3
Na Fig. 5.3 temos o caso da suspensao da
ca ; <
rga pcr um cabo sujeito exclusivamente ao esforco de tra
¢30. A confiquracdo de equilibrio dos fios suspensos € a
de um & : . s
e uma das curvas funicularaes de cargas distribuidas que SuUS
tentam cuja equacio geral &:
2 ;
dsy a
d—z = --_P_— - (5.28)'
X
Esta equagao foi estabelecida para 0s



Badiate au e

eixos X e Y nas condig¢Bes dj Figura 5,4

.
V (]
1

FIG. 5.4 Cabo sujeito ao esforgo da tragio

Podemos evitar o sinal menos em (5.28)
tendo o cuidado de ifnverter novamente o sentido do eixo
conforme a Fig. 5.5.

¥ .

da tragzo

5.5 Cabo sujeito 2o esforgo

FIG.

v




Enta
cntao usamos a equacip

a2y a
e
dx
(5.29)

A in
ntegracao de (5.29) para Se Obtel

Wacgo cartesiana da confiquracio do equilThrs a
io do fio -
~dar da lei de distribuica s
depender triduicao das car
? gas, isto e
’ da

atureze ca fungao relacionando q a x Veremos o
0 T caso em qu
d ! e

5 fio @ sujeito ao prépric peso, esta
ndo, o0s po
ntos de apoi
0,

10 pesmo nivel.

FIG. 5.6 Fio sujeito ao proprio peso

Na Fig. 5.6 temos um fio sujeito ao priprio

%50 e suspenso por 2 pontos, A ¢ B. Seja p o peso ca unidade

¢e conprinento do fio. Seja um elemento do arco o A0 s
U seso desse clemento e:
s e (5.30)
¢ portanto a taxa de distribuigdo a seré:
(5.31)

o
]
i [e%
sl
n
<
o
1%}

n
n
[}
»



Jevando (5.31) em (5,29) temos:

[=%
~
<
=
a
73

i;{
i
5

fagamos:

H
S e b b
5 € R

e temos:

como:

21)2 em (5.34) temos:

Seja:
dv d?y _ dz
a: a 7 =m> -&—x-z CX

levando (5,36) em (5.35):

dz 1 2
5 o

5.34) |

(5.35)

(5.35)



5,12

ceparando as variiveis:

dz e agx
=
\]+zz

integrando de acordo con (1.132) tenos
X
arg shz 4 c]
cu
zZ = sh (q;‘—- +Cy)
levando (5.38) fica:
dv _ ,. Ty &
rrg e o) (5.37)
Tomeros a posicao conveniente dos ef

Xos de referencia para que a constante C; se anule. Supondo

(;=0¢e x = 0 teremos {:Yv = 0. Isto significa que o eixo Y

ave pascar pelo vertice da curva. Nestas condicdes (5.37) fi

ca:
d 4% s (5.38)

irtegrando ven: £ 3

- . (5.39)
Yy =bch 5+ Cy



53l
Palral G, o e
2 0 a3 Y =b, Iste ﬂﬁ

nifica que o eixo 0X deve flcar i
Ma distincia p .
do vertice

GapcLiy e Nestas CCnd'l(;oes ( »33) Sera.

y = b ch —
(5.40)

A-
curva, que & uma catenaria deve ser re

ferida aos eixos O0X e 0V nas condictes da fFig, 5.7,

Y
! ]
= [ ;
1 2 _E_ !
] RA
w2 2
¢ B H 0
Rg
v 1
5
b
© X
_FIG., 5.7 Posigdo da catenaria |
5,2.4.2 - Compnimento do Fio
sde o vertice 2

0 comprimento do fio de

um ponto M qualquer se obtem de (5.34) onde

(5.41)

(=%

‘<
o
x

ds = b

l

{ntegrando de V a H



S
T (5.42)
g (5.38)
= sh— ’
on (5.43)

Entao o comprimento de todo o cabo de A
até B serd:

L .

S =2b sh ¢ (5odty

Ve-se que todo problema sobre fio sujeito.
a0 seu praprio peso ira depender da determinag3o do parametro
b, Deterninemcs uma expressao 2uxilier que muito facilita as

aplicagoes.

Como:

: 1 de (5.40) e (5.43) temos:

2R 2
-2 =
b* b=
ou
45
2 A AL (5.45)



i
5.15
5.2,4,3 - Tensao num Ponzo qualouen |

Seja un seqnento qualquer do fig VM de
comprimento S em cuja extremidade N queremos determi :
: ) inar af
tensao T. Conforme exclarece o dinZmico, Fig, 5.8, o 17 |
3. 5.8, 0 equily -

!

brio nesse segmento, de peso ps, & realizado a custa da  ten
d n

s3o no vertice H e da tensdo na extremidade M. 0 tringulo |
- 4 |

ovm do dinamico nos da:

s€ + HE (5.46)

como H = pb (5.33) venm:

12 = p2s2 4 p?% u p?(sieb?) (5.47)

de (5.45) resulta:

(5.48)
T = py :

que nos di a expressdo da tens3o num ponto qualquer.



iy,

Ps

38—
o

~

F1G. 5.8 Tens3o num ponto qualquer M

PROBLEMA 5.4

(1)

lm fio pesando 100 gramas por netro,

suspenso de 2 pontos no mesmo nivel e distantes 500 m.

flecha & de 20 m. Determinar a tensao mixima e o comprimento,

do fio.




SOLUGKO s !

la,ax-zsa' x
> b
y P $

Como  y = b ch X_
SIS b +20 «p ¢ 250 ;
b b !

(5.49)

Vemos que (5.49) € uma eqy

3630 transcenden
tal em b e mediante a Tabela 5.3 by

na qual sucessivos valores

b " -
de 520 experimentados podenos atingir a precisio desejada

1 2 3 .
b 1 + 220 Diferenca
P o § R
1
1.000 1,02.000 - 1.0314 -0,01
2.000 1,01.000 1.0078 +0,0022
1.500 1,01 333 1.0139 -0,0006
1.600 1,01 250 1.0122 40,0003 |
1.0128 +0,00002 :
1.560 1,01282 J |
A tensio maxima se da justamente nos POREES
. y entao e

5 . res de
de suspensao, onde Sao nmaiores os valo

(5'48) temos:

: - 158 kg !
1.520 + 20) 158

T, = Tp =iraR R g =

obtém de (5.44)

0 comprimento do flo se

500

2 60F Sl

§ = 2b shop = 201%°0 5% 5Tk
e



TR R e N R

5'18

S = 3120 sh 0,16026 °

S = 3120 . 0,1610 = 502,3

5.2.5 - LTINHA TELEGRAFICA

Suponhamos que numa Tinha telegrafica se

- - m o ; -
tabeleceu um “estado continuo" de fluxo de eletricidade de

rapa— - <
A, estagao tramsmissora, para B, estacio receptora, com {iso
»

larento perfeito e fluxo linear uniforme

>
|
0

FIC. 5.10 Esquenma de uma linha telegrafica de A ate B.

Seja P um ponto intermediario entre as duas es

tagbes e considerenos:

a forga eletromotriz (volts), f.e.m E, em A
EB em 8

E em P . (5.50)

As constantes caracteristicas a e r, (5.51)

cujos valores dependem da resisténcia linear e do fluxo. Elas

$30 ntmeros positives.



S demcnstra-se, en Engenhars
= 3 2
trica, que E e I s3o funcles de Elg
X satisfazendo a5 3
equagoes:
2
d"E 2
— OO B o
dx (S.Fz)
dE ,
o I = - = ‘ ] 53)

Desejamos ach f i -
Janm ar a ¥.e.m,, E., e a e intensidadpe ,

da corrente I, en P.

Vemos que (5.52) & uma equacio diferencial anz
loga a (5.11) cuja sbluqio. de (5.14) sera da forma: ‘
E = A sha x + B cha x {5.55)
levando (5.54) em (5.53) temos:
d
roa I = = .a_.z (A shax + B Chﬂx)
ou
ro® I = - Aachax - Bashax
ou
. (5.55)
r-oI = = A chax = B shax .
= I =l
= EA e A
(5.55)

para X = 0 => E
| respectivamente en (5.54) ¢

Jevando estas condigoes,
encontramos:
A==-Tg I

B = EA
res en (5.54) e (5.55) temos:

Jevando estes valo



(518

-
L)
o

£ -y IA shax + EA chax

(5.56)
ol = rolg chax - EA shax
ou
1. ch Ea
1 =1, chax = — shax
4 o (5.57)

pRO3LENA 5.5

Numa linha teleqrifica se estabeleceu um
estzdo continuo de fluxo de eletricidade de A, com f.e.m, de
200 (v) para B, a 500 km de A. Sendo as .canstantes' caracte -
risticas a = 0,0025 e r = 4,000 (ohms) e nula a intensidade
da corrente em E. Achar a intensidade da corrente em A e

a forga eletromotriz em B,

EL=200fv] EB?OLA]
A S00Km ; B
FIG. 5.11 Esquema do problema 5.5
€n (5.56) e (5.57) temos:
ch 0,0025 %

E = 4.000(chm) I, sh0,0025% + 200 (V)



200(v
{ - I, ch0.0025x - WETT(%T%F) $h0,0025

ou

E = =4.000 I, sh qor + 200 ch X |
400 700 (5.53)

1 X
TElet il Ch et sh : j
» P 700 © 70 " 7 (5.59)

Para x = 0 > E = EB e IB = 0, levando tals

valores, respectivamente em (5.58) e (5.59):

00 0 ‘
Eg = - 4.000 I, sh 3 + 200 ch 0 (5.60)

500 _ 1 500 5.61)
0=IAChm"2‘65hm (-' s

De (5.61) temos:

] 5 . 0,06238 [A]
IA"?’UtghT 0,042 ( ;

levando IA en (5.60) terosk
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ur

5 sh? =
E = 200 (Ch 2— - —_.._5_:__)

chT

m
n
~n
o
o
—
=
—

200 5
Ep = —=—— = 200 sech 3 = 105,8 (v)

NS
ch

5.2.6 -~ APLICACOES DAS FOUACDES GERAIS DAS LIMHAS nE

TRANSHISSAO EXCITADAS POR CORRENTES ALTEPHADAS

SENOQIDAIS

5.2.6.1 - Equagdoes das Linhas homogineas excita
das pon Zensdes senoidais, ambem co

nhecidas como "eguagoes de Zelegrafia

. Uy 2y iy 2 = Vo ol t /o0

o, = 2 2 7C Vzyx , 72 2 C mvzy (5.62)

5 ] T s T, o I i -3y 3

Vo S Ep A e R (5.63)
X 2 2 Zg

° correntes
que nos permite determinar oS valores das tensoes &

em qualquer ponto ao longo da linha.



Em (5.62) e (5.63)

Y = Yi¥ para a fungio qa Propagacso tomgs, )

- ﬁ + i Z . Uaps 1, 7
L O I O 26 o (4)
282n 28 _ (5.65)
PROBLEMA 5.6 ;
Uma linha de transmissio trifasica possue , 05

seguinte parametros : resistencia Ghmica:

r = 0,0715 (ohmAkm) por fase

= reatdncia indutiva:

X, = 0,512 (ohm/km) por fase
= condutibilidade de dispersio:

g = 0 (Mho/km) por fase
= susceptdncia capacitiva:

b = 3,165 x 1082 (Mho/km) por: fase

Sendo f = 60 (Hz) a frequéencia do sistemz, o

: : n tenszo, no
comprimento da linha £ = 600 (kn}, e opere com te .
entre fases, de

,000 (V
receptor constante e igual a 380 (v),

terminar:

inha ope
e se 2 tensao no transs S50 lua do a i :
) ‘lual dev r ” ra n i by
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RS20, at1n de que 0 vayg, 4
at

¢eje ultrapassada? ndo
b) qual o valor da corrente da carga da 14 :
pera em vazio? Siance AT
S0LUGEO
Como, na Operacio en vazio, consideramg
. - ina e >
linha terminada en Uma 1ndutanc1a de valogp infy a
k nito, de
. or
mque I, = 0, as equacdes (5.64) o 606 o o =
ornanm:
: Up ¥x Y
= -.‘x
R (e + oYXy Gy (
5.66)
.
I, == (&YX 47yX A ;
iy Juoh(A) ; (5.67)
&) Empregando (5.65) temos:
-
b = < % =y%
Bl (e 4 o T1R) (v) N ((5268)
el oot i
como ————%—E——— = chyL em (5.68) vem:
U, = U2 chyz il
cemo ¢ = /3y = /(r + 3x) (a + J'b)l
ou
- ) -61
3 = J(0,0715+350,512) (§3,165x10°5)
(5.70)

1
= 1073 /0,2262075 - 1,72048

~<e
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1

Y = a+ j8 entio:
(5.71)
o+ 38 = 1073 [0,226974
= 1,72048 1 [o338k "3
L0 (5872)
devido a (2.33), entio:
p =/ (0,226207)% + (1,72048)7 . 1,635841 (5.73)
> _ 0,226297
S MR e 1) o 152,00 (5.78)
entao: o
o+ 83 =/ ped® . 10732 /1 635841 . 1073 (386,02
a + B8] = 1,279 x 1073 486,02 i = (5.75)
aplicando (1.67) em (5.75) venm:
« + 834 =1,279 x 10°° (cos 86,02 + § sen 86,02)
e portanto: :
, - =3 7
@ = 1,279 x 107% cos 86,02 = 0,0867 x 10 (5.76)
e
(5.77)

B8 = 1,279 x 107° sen 86,02 = 1,276 x 10

levando (5.71) em (5.69) vem:

0y = 0, ch( +3)& que de (1.39)
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ora:

ﬁ] = ﬁz (chaZ chjB2 + shap shjgy)

(5.78)
De (1.73) e (1.78) em (5.78) temos:

iy = U, (chal cosge + J shas sengg) (V) (5.79)

chof = ch8,0856x1075x600 = ch0,0502 = 1,001-4

cosBL = cos1,276x1073x600 = cos0,7656 = 0,7218

she2 = sh0,0502 = 0,052

sen8 2= sen0,7656 = 0,6921 (5.80)
levando (5.80) em (5.79)

U, = f;'z (1,0014 x 0,7218 + j0,052 x 0,6921) V)

iy = 0, (0,7219 + §0,038) (V) (5.81)

ou

U i e eferencia temos
Tomando U, = Us isto e, como I

L. 380.000 (5 7319 + §0,036) (V)
3

161,194 ¢

=0
L}

312,89 (v)
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b) o valor da corrente de carga da linha pode ser calculado,

a partir de (5.67)

g R
o s —= (eYi - e¥%) = & sh¥ (A) (5.82)
I ¢ :

De (5.71) em (5.82)

U ‘
2 20 LY -
10 ™ TE sh(a+Bj)%- (A) aplicando (1.38) e (1.73), (1:74),
temos: i
o A |
Iip ™ (shc? cosBi + jcha? senBR) (A) (5.83)
C

levando (5.80) em (5.83):

: U
G ?2 (0,052 x 0,7218 + §1,0014 x 0,6921) (A)

::o
-~
o
0
o
o>
~

.

I = YE (0,0375 + j0,6931) (A}

¢omo referencia:

Tomando Uz |
5.85)
VN2 202000 ¥((oF037 5 j0,6931) (&) ;
3 ZC
ora:
r + ixL 2;21&11;i£f§l£ ’ f §
j——1 J/—;‘ =Tt e |
: . X

ou
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. -33,980 ;
Ip = 403,9 e I " (ohm)

levando en (5.85) vem:

I Sas o U 3,380
g = 545 e (0,0375 + §0,6931) (4

ks 390,90
I]O = .‘)78,24 e (A)

5.3 = APLICACDES DAS FUNCOES HIPERBULICAS COMPLEXAS

PROBLEMA 5,7

Determinar a temperatura T(x,y) na faixa

con

siderada no item 4.4.3.1, se a temperatura no contorno for:

T = T, Tho segmento de 0 ali .

T = 0 nas fronteiras superior e inferior,

SOLUCAD

Como a temperatura T nio depende do tempo

(distribuicdo de temperatur

= = e.
¢3o do calor se reduz a equagio de Laplace.

T e
3 X2 3y

50 de (5.86) 1
e temos que determinar uma solugao '(

a de estado estacionarfo) a equa-

(5.86)

ue satisfaga as



1d1¢0
condicoes de contorno,

£
tamos a faixa por meig

Como o
Segument
e represent °0 E
p entado sobre o segm e e
i d gmento -] u 5 -
oes de conteong e
i eixo
plang w sao: g 2
T =7 sob
5 Te 0 segmento de =1 a |
(5.83)
T=0 sobr
e as T Ges
' . demais Porgoes do eixo ¢
conforme Fig. 5,12, | (5.8§)
Y
Vv
. ﬁ Tzo
T:=To
|
c ) T__o T=To 1
T=0 X il 3 U

FIG. 5.12 Esquema do problema 5.7

No item 3.14 vimos que 2 parte real e fmagind
ria das funcdes holomorfas ¢Zo solugoes da equacdo de Laplace.

a solucao T(u,v) na metade superior

Devemos ent3ao determinar um
condigoes de contorno. para tal

do plano w, que satisfaca as

finalidade consideremos as fungoes
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Lwsl) = L [Wil] + § 5

(5.90)
L{Z=1) = L [w=1] 4 i 6,
(5.91)
08S.: Justificativa dag fungdas (5.90) ¢ (5,91
Seja:
=Ry (
5.92)
de (2.33) tecmos:
z = |z] o® Para 8 = Apqz (5.93)
Seja w = u + qy : (5.94)
de (2.32) e (2.33) temos:
Wisal bV (5.95)
seja ainda:
z = ¥ 3 (5.96)
e 2 inversa:
(5.97)

B a2
levando (5.93) e (5,95) em (5.96) temos

u=L]z]

2ot S G



levande (5 !
( +98) o (5_99) en (s as) 3.31
2 3 teﬂos:

W 1- l l
e Z t ie de (Shgi) POdEﬂOS ESC!eVEI

Y22 L |z] 4 44
(5.100)
em (5.100) Tembrar que:
p
8 = Argz = arctq _Y_ ?
X e =T < g <I |
-— 1
Ent3o de (5 I
(5.90) e (5.91) temos: !
By = Arg (w+l) = Y
1 9 (o) AL e (5.101)
8, = Arg(w=-1) = ¥
2 g(w=-1) = arctgq o (5.102;

Como 8 (u,v) e 6,(u,v) s3o funcGes harmanicas

entdo €, - 8, & harmonice. Se w = u for real e menor Gue
-1, entdo 6, = 6y = -1 = 0; para um valor real v = u, no

intervalo =1 < u < 1 temos 92 =@y =T =-0=0 ,e, para va

Tores reais w = u > 1, tenos 8, - 8; = 0 - 0 = 0, Assin D
func¢ao

T |

; 5.103)

T = o (8 - 8) g

dn."

& harmonica no semi plano v> 0 e satisfaz as condigoes ‘

contorno no plano w. De (5.101) e (5.102) tenos:



th.l -\lr e NN
u+ th = Y.
segue-se que:
oy oS
tg(8, - 8;) = Ws, - tos,

1+ tg8, tg8,

entdo:

tg(ga - 91) = TZL.___.
u 5 4

eV w ]
ou
9, - By = arc tg 2V et S
5 L, VR | \ (")

levando (5.104) em (5.103) temos:

i
UGVl == 2 archtyy— et 5.105
: i T ( )

De (5.87) temos:

u+iv = ch(x+iy) = chxcosy + ishxseny

W o=
ent3o:
u = chx cosy (5.106)
e
v = shx seny . (5.107)
entao:
2 (5.108)

2

2
u +v2-1 = chzxcoszy+shzxsen2y = sh™x=sen’y




5.33
LEVanCtoR(E CTYRER(5 108) Heal(SHi05 He representando

T(u(x,y),v(x,y)) por T*(x,y), temos:

T*(x,y) TO 2shx seny
»¥Y) = —r arctg

e e (5.109)

Notando que o numerador e o denominador 530
respectivamente, as partes imaginirias e real da funcio |

(shx-s-fseny)2 podemos escrever:

T

T*(x,y) = _“2 arg |(shx + i;eny)2 (5.110})
como: :
arg(zz) = 2 argz (%.111}
De fato:

arg(xZ-yZ+2xyi) = 2 arg (x+yi)

= 2 arctg -3{'

2XY
LS ey
N

tomando tg membro a membro:

v

2 e
2.y e
2

2
5 2ty i S
2

X




5.34%

Entdo (5.110) devido a (5,111) fica:

T
T*(x,y) = 2 -Eﬂ arg (shx + i seny)

ou

2 Tf
T*(xr.V) »*

0 senv
arc tg () (5.112)

=]

e (5.112) & a solugéo procurada, pois esta fungio @ harmonica

no interior da faixa e satisfaZ as condigoes de contorno. De

fato:
T= =0 para y =0 ouy-=1
e
Tk TwiT cpara Xaei0
As isotérmicas (curvas.de jgual temperatura )
sao:
senv _ e v € R
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