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PREFACIO DO AUTOR

A ideéia de se fazer um trabalho de tese que abor-
dasse o tema Controlabilidade e Observabilidade surgiu a partir
do Curso de "Variaveis de Estado" e de "Controle' que cursei em
1977, cujas aulas foram ministradas pelo Ilmo. Professor Jaime
Feinstein.

Apos ter cursado esta cadeira, senti despertado
em mim o desejo de se fazer uma pesquisa sobre um assunto que pu
desse aplicar os ensinamentos que obtive. Sob a orientacao do
Prof. Feinstein escolhi o tema abordado neste trabalho, que enca
To como uma extensao ao curso que participei, e que me deu uma
nogao mais aprimorada de "Controle'".

Este trabalho servira talvez de base para futuros
estudos que pretendo realizar no campo de controle, assim como
permitira que eu introduza estes conceitos aos alunos do cCurso
de "Controle e Servo-mecanismo' da Universidade do Amazonas, on-
de pretendo desempenhar atividade de docencia durante (e pelo
menos) o proximo bienio.

Para finalizar este prefacio, deixo aqui os meus
agradecimentos a todos os professores da E.F.E.I., pelo excelen-
te curso de mestrado que nos proporcionaram, e de um modo espe-

cial para o orientador desta tese.

José Francisco F. Correa

Novembro, 1978
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e ABREVTATURAS ENCONTRADAS NO TEXTO

Co - Controlabilidade - Controlavel

CoE - De Estado completamente Controlavel

CoE - De Estado nao completamente Controlavel

CoY - De Saida Controlavel - Controlabilidade de Saida
EE - Equacao de Estado

ES - Equacdo de Saida

FC - Forma Candnica

FT - Fungao Transferéncia

Ob - Observabilidade - Observavel

Ob - Nao Observabilidade - Nao Observavel

VE - Variaveis de Estado
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2 - PRINCIPAIS CONVENGJES NOTACIONAIS

Os sistemas segundo considerados neste trabalho,
serao representados fundamentalmente por seu modelo de estado

e ocasionalmente pelo modelo transferencial.

2.1 - Modelo de estado

Neste modelo € importante distinguir os sinais e

0 sistema.

2.1.1 - Sinadis

Podem ser externos ou internos.
Externos: u(t), controle ou entrada

y(t), saida

Internos: x(t) variaveis de estado. Cada um des-
ses sinais sao vetoriais, de componentes ui(t), yi(t), xi(t). Es]
sas componentes sao definidas como fungoes R=+C, porém na maio-
ria das situacdes de interesse o contradominio e real.

As ordens genericas dos vetores apresentam-se na

tabela 1.
Fungao  Dom. Co.Dom. Geral Co.Dom. Usual
x(t) R 2 R"
y(t) R o R™
u(t) R e~ RT

Tabela 1

Em problemas concretos, ¢ usual a restrigao do do
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minio para {to, tf}. onde t, e te sdo os instantes inicial e £i
nal dos processos descritos pelo modelo de estado. Assim x(to)=
X, € o valor do estado no instante inicial e similarmente para
xftg) = xc, e para as entradas e saidas.

Salvo aviso em contrario, um vetor sera conside-

rado como coluna, Assim:

[x, (2]
x,(t)
x(t) = |°

x, (t)

mas seguindo uma pratica usual e para poupar espago, sera indica

do como o transposto de um Vvetor coluna ou seja um vetor fila.
X'(8) =[x (1) xy(t) ==--- % (0]

Dado que o dominio dos sinais x(t), u(t), y(t) e
sempre o tempo, nenhuma confusdao irda se produzir se o argumento

€ suprimido. Assim a Ultima equagdao podera ser escrita como

X = [xl XZ ® o 8 000 80000 Xn]

2.1.2 - Sistema

O Sistema esta representado pelas equagoes vincu-
lando a mudanga no estado e a saida, com os sinais.

Para expressar a mudanga no estado, adotar-se-a o
modelo continuo, onde o tempo € o conjunto real R, ou um sub-

conjunto {t , t.}. Neste modelo, as equagoes resultam diferenci
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ais (No outro modelo comum, o discreto, nao usado neste traba-
lho, as equagoes sao do tipo de diferencias finitas).
Sendo o estado e a saida fungoes vetoriais, as e-

quagoes do sistema resultaram da seguinte maneira :

X _ % = £(x,u,t) )
dt
y = g(x,u,t) (2.1.2-2)

onde obviamente f e g sao fungdes da ordem do estado (n) e da

saida (m) respectivamente.

Considerando o caso mais comum de vetores com com

ponentes reais, elas ficam formalmente definidas como

£ Rnx RY xR =~ R

g R"xR*xR  + R™

Uma particularizagao muito importante de (ol
2-1), e (2.1.2-2) & o modelo livre caracterizado pela ausencia

de entrada.
= B it) (2.152=3)
Y=t () (2.1.2-4)

Outra particularizagdo, constitue os sistemas li-

neares
X = A BBt 0 (Foilsdok)
- y = C(t)x + D(t) u (2.1.2-6)

ou ainda os invariantes

x = f(x,u) (2.1.2-7)

y = g(x‘u) (2.1.2'8)
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Casos especiais resultam da combinaciao dos 3 mode
.los acima . Entre eles destacam-se os modelos

Livre e invariante; ou autonomo .

X =l () (2.1.2-9)

y = g(x) (2-1-2-10)
Autonomo linear

x = Ax (2.1.2-11)

y = Cx N(Zoilo =il )
Finalmente citamos o modelo mais usual, o 1linear

invariante.

x = Ax + Bu (2.1.2-13)

y = Cx + Du (25105251043
As 4 matrizes de (2.1.2-5 -6 -13 -14) possuem

suas ordens compativeis com as operacoes indicadas.

Assim sendo, suas ordens estao indicadas na tabe-

IE e
Matriz  Ordem Denominacgdo
A n X n de sistema ou planta
B N X T de entrada de controle
C mx n de saida
D mxr de transmissao
Tabela 2

Na tabela 2, foram acrescentadas na ultima colu-
na, as denominagoes usuais para as matrizes.

Note que estas matrizes podem ser de elementos va
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riaveis (2.1.2-5-6) ou invariaveis (2.1.2-13-14).

Elas se distinguiram notacionalmente pela indica
’gﬁo do argumento (t) ou sua ausencia.

O conjunto das 4 matrizes A; B, €, DI seNindilcasa
coletivamente como (A,B,C,D).

Este quadruplo denomina-se: Realiza@ﬁo ou repre -

sentacao do sistema que se modeliza.

2.2 - Modelo Thansferencial

Este modelo s0 esta definido nos sistemas linea-
res invariantes, e constitue um caso particular das chamadas re-
presentagoes (ou modelos) externas. Vem dado no caso multivaria-
vel (varias entradas ou saidas) como uma matriz cujos elementos
sao '"fungoes de transferencia'.

Por sua vez uma fungao de transferencia, G(s), ¢&
uma fungao C + C, expressada como um quociente de polinomios
(nao consideraremos aqui expressoes mais gerais, embora existam,
que modelam por exemplo, sistemas com parametros distribuildos re
tardos de tempo, etc). No caso monovariavel ou escalar (uma en-

trada e uma saida), € claro que o modelo transferencial € do ti-

po G(s).



07

3 - INTRODUCAO AQ ESTUDO DE CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

DE SISTEMAS

O objetivo deste trabalho € o de introduzir ao
leitor os conceitos de controlabilidade e de observabilidade de
sistemas.

Considera-se de grande importancia para quem estu
da controle, porque este tema nos da uma visao bastante pratica
do papel das variaveis de estado (VE) de um sistema, ou em ou-
tras palavras, podemos avaliar o desempenho de um sistema, ba-
seando-se no tipo de estrutura que ele tem. Consequentemente |,
classificamos diversos tipos de sistemas segundo as suas equa-
coes de estado (EE) e equacoes de saida (ES), tendo em vista uma
possivel aplicagao pratica.

A literatura existente para este tema € bastante
vasta. Contudo, os autores que o tratam nao se diferenciam nos
principios basicos, havendo apenas uma diferenga quanto a nota-
gao empregada por cada um.

Em nosso estudo serao considerados sO os sistemas
lineares, sejam invariantes ou variantes. Quanto aos sistemas
nao-lineares, eles nao o serao, pois em se tratando de um traba-
lho introdutério, este estudo se coloca como um tema muito mais
avangado em relagao aos outros. No entanto, o leitor interessa-
do nesse tema, de modo nenhum pode prescindir da consideragao

desses conceltos em sSistemas lineares.
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4 - INTRODUGAO A0S CONCEITOS DE CONTROLABILIDADE (CO)

E DE OBSERVABILIDADE (0B)

Consideremos o seguinte exemplo

X, =x; tu (4.1)

X X, * U (4.2)
Subtraindo—se (4.2) de (4.1) teremos  :
G2 25 = 2l = )

Definindo uma variavel auxiliar z como

z =Xy =X,
teremos

cuja solugao sera

-(t-t))  =(t-t)
-zoe

z(t) = z(to) e
ou seja

-(t-t,)

x,(t) - x,(t) = [Xl(to) - xz(to)] e (4.5)

A diferenga entre X; e X, tende a zero para t-w
em forma monotona, (ou seja a trajetoria, tende a reta Xy =X, as
sintoticamente no tempo), porém o fato importante a ressaltar
aqui, € que a solugao nao depende da entrada u(t). Assim, qual-
quer que seja esta, um estado inicial x(to) = X situada num dos
semiplanos Xq < X, jamais podera passar ao outro. A figura 1

mostra dois estados iniciais e uma possivel trajetoria de cadaum

deles.
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KhiXa

x (1)

—11

2 (o)

FI1G.1

Este exemplo mostra que nem sempre € possivel de-

senhar controles adequados para certos sistemas e pode consti-

tuir uma das motivagoes do estudo que se efetuara neste traba-

lho, ja que desperta uma série de perguntas, algumas das quais

Sao

1

Quais sao as condigOes necessarias para que a saida de um sis
tema descrito pelo modelo de estado possa ser levado a algum

valor desejado ?
Idem com respeito ao seu estado.

Suposto resolvido 1 e 2, o que se pode dizer sobre o tempo

que leva para se chegar a solugao ?

Existem solugoes alternativas das quais uma exige menos tempo

que as demais ?

De uma maneira geral, existem solugdOes que minimizem um certo
- . o A -« .
indice de custo, ou maximizem um certo indice de ganho (em ge

ral otimizem um certo indice de performance) ?

Este problema foi considerado primeiramente por
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Kalman, precisamente em relagao a problem#s de controle otimo.
Seus resultados firmam um capitulo a parte na teoria moderna de
controle-junto com o conceito matematicamente dual, que € o de
observabilidade.

Constitue objetivo deste trabalho, apresentar os
conceitos fundamentais sobre controlabilidade (Co) e observabili
dade (Ob) e expor a teoria basica dos sistemas em relagao a es-
tes conceitos.

Feito isto, teremos dado respostas a algumas das
perguntas anteriores.

Sem duvida, as 2 Gltimas requerem a penetracdo na
teoria de controle otimo, saindo dos limites impostos a este tra

balho.
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5 - PRIMEIRA CONSTIDERACAO DOS CONCEITOS DE Co e Ob

E objetivo desta secdo familiarizar o leitor com
as idéias basicas que serdo apresentadas, de modo que os desen-
volvimentos matematicos posteriores nao tragam nenhum problema
para a compreensao do tema fundamental.

Para isto, retomaremos o exemplo da secdao 4, con
siderando-o com a técnica grafica do DFS correspondente ao exem-

plo citado (figura 2).

x,uo)

X

u(t) zalol

X2

Dele se observa a razao do 'descontrole'" de x; e
X5, pois eles nao podem ser controlados independentemente por
ey

E possivel imaginar outros casos de ''ndo controla
bilidade". Por exemplo o do sistema representado pelo DFS da fi
gura 3 onde qualquer que seja a entrada u(t), esta jamais podera

controlar Xoe

-~
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y(t)

ult)

FIG. 3

Esta variavel de estado, depende sé de seu estado

inicial, e sua evolugao no tempo € dada por

a(t=t_)
xz(t) = e xz(to)

Deste exemplo € possivel concluir que

1. O estado ndao € totalmente controlavel
2. A variavel X € controlavel

3. A sailda®y¥= X, € controlavel

Isto nos indica que se pode estabelecer varias de
finigoes sobre controlabilidade.

Em primeiro lugar uma definicao referida a cada
VE que sera apresentada como definigao 1.

Em segundo lugar uma referida ao estado em sua to
talidade (definigao 2).

) E em terceiro lugar, uma referida a saida (defini

caol 3)t.

Esta ultima justifica que o estado do sistema po-

de nao ser completamente controlavel, porem sua saida sim.
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Nos paragrafos anteriores, usou-se O vocabulo
"controlavel', numa concepgao in:tuitiva, € conveniente precisar

seu significado, e assim sendo, definiremos

Definicao 1

Uma variavel de estado x; (t) sera controlavel, se
for possivel atuar sobre ela, de modo a leva-la desde um estado

inicaa e FRas x;(t)), ate um estado final x,. = x;(to), tg > t .

Na definigao 1, nao se diz como se atua sobre
xi(t) porém obviamente € mediante outra fungao, convencionalmen-
te denominada entrada, atue ela de forma direta, ou atraves de
parte do sistema.

Tampouco foram estabeiecidas exigencias a Trespei
to do tempo que leva a agao do controle.

Supondo o sistema controlavel, o tempo pode ser :
infinito, finito, ou infinitesimal.

O primeiro caso, € de interesse classico, e sao
considerados um grande numero de sistemas que chegam & um certo
estado final para t + =.

Sem duvida, uma reflexao sobre o problema, nos
permitira retirar os '"controles de tempo infinito™ de nossa con-
sideragao, pelo seguinte motivo :

Em grande parte destes casos, a entrada esta fixa
da, por exemplo, consideram-se entradas tipicas cujas trans-
formadas de Laplace sao da forma 5

Se n > 0 tem-se fungdes impulsivas, se n <0,
teremos as familiares fungoes degrau, rampa e parabola de diver-

sas ordens.
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Porem, ndao hi porque restringir-se a estas ou ou
‘tras particulares fungoes u(t) senao que poderemos considerar
‘quaisquer fungoes (desde que elas possam ser matematicamente ma-
nipulaveis e que possam ser implementadas braticamente).

Assim, se uma determinada entrada u(t), leva b
a um valor desejado Xigr €M T + o, existira geralmente outra
u(t) que a leve em um tempo finito.

Entao, esta niao restrigao nas entradas faz com
que n3o seja necessario considerar Co em intervalos de tempo in-
finitos.

Também parece intuitivo, que esta liberdade na es
colha de entradas, permitira, em certos casos resolver o proble-
ma em tempos infinitesimais. Este problema sera discutido mais
adiante, porém o que foi dito basta para que em nossas primeiras

consideragoes sobre Co, consideremos tempos finitos (ou nulos so

como limite).

Definicao 2

"Umn sistema se diz de estado completamente contro
lavel se, para qualquer EIE RSt é possivel que todas as suas VE
sejam controlaveis".

A definigdo 2 ndo € condigao nem necessaria e nem

suficiente para a existencia de uma solugao para a controlabili-

dade de saida.

-

Definicao 3

"Um sistema se diz de saida completamente contro-

lavel se & possivel construir um apropriado sinal de entrada u(t)
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que leve a saida desde um valor inicial y(to) para um desejado
valor final y(tff num intervalo de tempo finito te = GO

Ainda que em geral a completa controlabilidade €
uma condicdo necessiaria para a existéncia de uma solugao do pro-
blema.de controle, onde a variavel t € indefinida, necessita-se
de uma propriedade mais forte de controlabilidade, quando o pro-
cesso de controle esta confinado a nao exceder de intervalos de
tempo fixos.

Esta propriedade pode se chamar de controlabilida

de total.

Definicao 4

"Um sistema se diz ser (de estado ou de saida) to
talmente controlavel se é completamente controlavel em cada in-

tervalo de tempo t < t

| A

tf".

A figura 4 ilustra-nos esta definigao.

Xf ———————————

Onde podemos notar que o estado x(t) € completa

mente controlavel "entre" toentoike também que pode existir uma
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funcao de controle a qual nos da o valor de Xg para qualquer tg.

Antes de darmos as definicoes do conceito dual ao
“de controlabilidade que € o de observabilidade, & conveniente £l
xar esta dualidade de forma intuitiva.

Para isto recorremos ao DFS da figura 5.

KZHQ) 11(10)

p(t)

FIG.5

Mesmo sem escrever as equacoes deste sistema, po
de-se afirmar que como X, niao esta conectado com a saida, nao se
ra possivel obter informagdes sobre esta variavel mediante a me-
dicGes efetuadas na saida y(t), o que & possivel com X - Entao

se diz que x, nao € observavel.

Definicao 5

"Uma variavel de estado x; se diz observavel em

t, se qualquer que for o valor X500 existe um t; > t_ tal que

X;, Possa ser determinado com o conhecimento das entrada u(t) e

saida y(t) em [to, tl]'
Se isso nao ocorrer, X4 dir-se-a "inobservavel" .
Estendendo este conceito para todas as variaveis

.

de estado que compoem o vetor de estado, teremos :
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Definicao 6

"Um sistema se diz completamente observavel em
'[to, tlj se cada VE € observavel".
: Essencialmente um sistema € completamente observa
(R -
vel se cada transigao no estado afeta as saidas do mesmo.
E da mesma maneira que se fez com Co aqui cabe

mencionar a Ob total.

Definigao 7

"Um sistema se diz totalmente observavel no inter
valo de tempo [to. t1] se ele € completamente observavel em cada

um de seus sub-intervalos'.
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6 - CONTROLABILIDADE DE ESTADO DE SISTEMAS LINEARES

E INVARTANTES

Considere um sistema representado por suas e-

quagoes de estado e saida.

AR B (6.1)

~
]

Cx + D u (6.2)

-
|

Para o estudo da controlabilidade de estado (CoE)
deste sistema encontramos duas importantes teorias.

A primeira delas € imediatamente extensivel a sis
temas variantes, mas nao permite em geral nos casos em que 0 Sis
tema for nao CoE (que indicaremos como CoE) a determinagao das
variaveis de estado que causam a nao controlabilidade. A segun-
da nao € facilmente extensivel, porém permite usualmente esta de
terminagao.

Assim, considerando s0 os sistemas lineares inva-
riantes, apenas a segunda teoria bastaria para a determinagao da
CoE, porém como veremos em segoes posteriores, consideraremos ou

tros tipos de sistemas. Por isso € conveniente a apresentacgao de
" ambas as teorias.
De cada uma delas poderemos obter um procedimento
concreto para a determinagao da CoE.
Apresentaremos também a teoria baseada na matriz
de transferencia "estado a entrada' de um sistema, que como vere

mos, pode-se considerar como a complementagao da primeira teo-

ria.



19

6.1 - Teornia Baseada na Solucao da Equa¢Eo.de Estado

Consideremos nest: teoria, que o sistema linear e

invariante € continuo no tempo.

As equagoes deste sistema ja foram dadas em (6.1)

e (6.2), mas repetiremos aqui por ser conveniente. Entao tere-

mos
x = Ax + Bu (@oiloit)
y = Cx + Du (6.1.2)

X = n - vetor (estado)

u =71 - vetor (controle)

Yy = m - vetor (saida)

A =nxn - matriz (sistema)

B =nxr - matriz (controle)

(@)
]
=3
~
=]
1

matriz (saida)

matriz (transmissao)

o
]
=
»
~
!

A CoE deste sistema pode ser determinada através

do seguinte teorema

Teorema 1
Um sistema continuo no tempo sera de estado com-
pletamente Co se e somente se a matriz P, de ordem n x nr dada

por

b0 ;
P = [ 'AB: e o 0 o o iAn—lB]
I

1

tiver classe igual a n (a matriz P tem n x r colunas)
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Demonstracao
| Suponhamos que o sistema seja de estado completa-
mente Céﬂ entao qualquer estado inicial xi(to) pode ser transfe-
rido para a origem do espago de estado, em um intervalo ae tempo
finitoit <t <te.
Sabemos que a solugéo da equagao (6.1.1) € dada

por (veja por exemplo (1), pp 385)

t
, £
x(t) = e [x(t ) J T Bu(x) dr

to

sem perda de generalidade, supoOe-se que Lo 0,entao para t-= te:
te
At : A(tf-'r) _
0 = e x(o) + e Bu(t) drt
0

At
e dado que e nunca € singular

L
x(0) = - J AT R
0

Podemos escrever e ' da seguinte forma

(Ref. (1) Sec 6-4)

onde p € o grau do polinomio minimo de A.

< Como a; € uma fungdo de t podemos escrever

ai(T) Al
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entao teremos

i
2 PNt o

()= a; (1) A'Bu(r) dr (6.1.3)

S i=0/ 7 g

u (1) pode ser escrito como

u (t) =
J

uj (1) kJ
i

N o~

onde 3 € um vetor unitario que contém 1 na fila j e zeros nas

outras.
Assim (6.1.3) fica
p-l T te - :
x(o) = - )} ) (J ui(r).uj(r).dr) AlBj
i=o j=1 ‘¢ ;

onde Bj € a j-ésima coluna de B

Definindo
te
] ai(r) uj () dr = Bij = escalar
0
entao teremos
p-1 T :
i
x(o) = - - : 6.1.4
(o)) = -~ 3da of sianguatn (6.1.4)
i=o j=1

Da equagdo (6.1.4) nos vemos que qualquer estado
inicial que possa ser transferido para a origem do espago de es-
tado, tem que ser uma combinagao linear de

~

Bt TADE ok e B R i e it
3 5 B} (j 62" copo i)

Assim, se a classe da matriz
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0O = |B i iB i AB | ] i 2 : 0 7 i
0 ll-DOI: r: 1i..o|IABriA B].!I-‘..EABri o v
~1p | R
IAp -Bl: o s 5 0 =A Br
= = [BEAB; ® % & o o iAp 1B]
I | 1

for igual a n, ou seja, a dimensao do espaco de estado, o x(o)
que € transferido para a origem pode estar em qualquer parte do
espago de estado.

Por sua vez se a classe de Q for menor que n (va-
mos sSupor q, q<n), os estados iniciais transferiveis pertencem a
um subespago do inteiro espago de estado e os x(o) que nao per-

engam a este subespago nao poderao ser transferidos para a ori-

gem (equivalentemente, as componentes fora deste subespago nao
serao controléveis).'

Entao a condigao de controlabilidade € p= n (po-
linomio minimo = polinomio caracteristico, ou equivalentemente "a
matriz A deve ser nao derrogatoria).

Mas se p = n, Q = P e o sistema sera CoE se clas-

se de §Ps= n, fclseq.dh

Exemplo 1
Dado o sistema cujas EE sao
3 =75 1 X 1
X = . B w u
0 =i X, 0

determinar se o sistema & CoE ou CoE

~

Solugao

Sabemos que o sistema sera CoE se e somente se a

matriz P
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.+ e e

1
P=[B§AB
I

A“‘IB]
tiver classe n, que no caso deste exemplo sera 2, assim

e

A

A classe de P e igual a um, & portanto, o sistema

resulta CoE.

Exemplo 2
Dado um sistema representado pelas seguintes EE
ESH R BESSUERSSE m L  0]
X, cotld 2 el ol (BAE ST o
X 0 0 0 0 X3 i 0 u,
_5( 4] _0 0 0 1J _x 4] _0 1_

determinar sua CoE

Solugao

A matriz P sera dada por :

~

P - [B | AB! A%B iAsBJ

Excluindo deste trabalho o desenvolvimento tene
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mos

00 O TR =) S OF

0 0 1 W =z @ SN0

PAE=

1 0 0 0 9 0O Q@ 0

| 0 1 0 1 DFERIEERE0 1
de onde deveremos verificar se a classe da matriz P & igual a
n = 4.

A classe de P sera igual a 4 se existir qualquer
sub-matriz pertencente a P, que tenha esta ordem e seja nao-sin-
gular, e podemos constatar que existe tal sub-matriz como por e

xemplo, a sub-matriz formada pelas colunas 1, 3, 5 e 8.

[ (R (S o]
0 1 -2 0
1 00 0:. 0

lo
o
o

1]

Esta sub-matriz denominada de C, tem classe igual
a 4, portanto, a classe de P sera igual a 4 e o sistema resulta
entao CoE.

A teoria exposta expressa entdo, a condigao de
ser ou nao controlavel um sistema, em fungac das matrizes A e B.

Porém, no caso de niao ser controlavel o sistema ,
esta teoria nao nos indica quais sao as variaveis de estado nao

controlaveis.
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6.2 - Teoria Bareada na Cancelacao da Funcao de

Trans ferencia Eszado a Entrada

a Um importante teorema, relacionado com o teorema

1, e diretamente aplicavel a sistemas de uma entrada, & o seguin

te

Teorema 2

Se a fungao de transferencia estado a entrada de

un sistema, G(s) = XS] dada pelo vetor

U(s)
2
= 1 .
(sI - A) B = —— . p .
|sT - Al 2 (3)
onde
B = matriz®™n x 'l
P.(s) = polinomios na variavel complexa s

contiver cancelacoes em qualquer um de seus polinomios Pi(s), en

tao a classe da matriz
i
e o © o 0o iAn 1 BJ

sera menor que n € 0 Sistema resultara CoE

Po= {? i AB

Por cancelacoes entende-se que [sI - A[ e algum

P;(s) tenham raizes comuns.

~

A demonstragao deste teorema e muito extensa e o
leitor interessado poderid consultar por exemplo (1), 7-3, teore-

mas 7-8, 7-9.
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Exemplo 1
O cistema cujas EE sao
Xy =13 1 X 1
- - + u
X, -2 195 X, 4
tem a seguinte matriz
P = [B AB]
1 1
P =
4 4
A classe desta matriz € igual a 1, portanto, o)

sistema € CoE, e em sua funcdo de transferéncia deve ocorrer can

celagoes, como veremos

M) = spa) E

U(s)
s+3 -1
(sI - A) =
2 s-1,5
[T ="Al| =i (s N2 5 ) S (s =415)
5 1 s = 1,5 + 1]
(sI - A) =
(isZRis)i((sE 1) — 5 s
s -1,5 +1] 1
(i = TR = L :
(s+2,5)(s-1) -2 S 8 4

de onde
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S <% 2.5

X(s) __Lds +:10
U(s) (s+2,5)(s-1)

.

. - i o~ &
visivel a existencia de uma cancelagao em Xl(s).

6.3 - Teoremas Baseados Na Passagem a F.C. de Jorndan

Foi dito no inicio desta secao que encontramos
duas importantes teorias para se determinar a controlabilidade de

um sistema linear e invariante.

A primeira delas, que ja foi apresentada na segao
(6.1), nao nos permite identificar quais VE nao sao controla-
veis.

Os teoremas que iremos apresentar agora, permite-
nos identificar quais VE niao sdo controlaveis, pelo menos, numa

FC particular,a FC de Jordan. Estes teoremas serdao apresentados

divididos nos seguintes casos

1°) matrizes A diagonalizaveis (por uma transformacdo de simila-

ridade), €

2°) matrizes nao diagonalizaveis,(e portanto, transformaveis por

similaridade para a forma de Jordan).

6.3.1 - Mataiz A diagohaﬂiz&veﬁ

Neste caso, existe uma matriz T (que denominare-

mos matriz ''modal') que diagonaliza A por similaridade

= n
37 : 771 AT = A = diagOh;))
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onde oS A, sao Os auto-valores de A.

C Uma vez efetuada transformagao, a equagao de es

rado (6.1.1) toma a seguinte forma

2

z(t) = Az(t) + Bu(t) (Go&o llo L)
onde
2(t) = T 1 x(t) ; 8 =115
Desenvolvendo a i-ésima fila da equagao (6.3.1.1)
teremos
4 2 =
S li 2 ) Bix Yk

Observa-se que existe um desacoplamento entre as
VE (zi), pois nao existe somatoria qﬁe as envolvam.-

Em consequéncia disto, se alguma fila de B for nu
la, o estado ao qual pertence esta fila (zi), nao podera ser cdn
trolado por nenhuma das entradas escalares u;, (ou componentes
escalares do vetor u(t) de entrada). Isto nos permite concluir

0 Sseguinte teorema

Teorema 3
"Um sistema representado pela equagao de estado

-~

(6.3.1.1) serd CoE se sua matriz B nao possuir nenhuma fila in-

teiramente nula'.

Sistemas originariamente na forma diagonal sao
poucos, e assim, o teorema 3 ndo ¢ de muita utilidade.
ﬁortanto, seria desejavel tirar conclusoes sobre a CoE do

primitivo sistema (6.1.1) antes da passagem por equivalenclia a

forma diagonal.
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Isto pode ser feito considerando o

Teorema 4

A CoE de um sistema linear invariante e invarian

te sob transformagoes de equivaléncia.

Demonstracao

Consideremos um sistema de equagoes (6.1.1), (re-

petidas aqui por conveniéencia)

X = Ax + Bu
(e Sollod)

y = Cx + Du
e um sistema equivalente a ele cuja EE & dada por

. =

X = Ax + Bu (6.3.1.3)
onde

A=1laz 5=l p RNl (6.3.1.4)

Para que o sistema (6.3.1.2) seja CoE € necessa-
2 S 3 o n-1 :
rio e suficiente que a matriz P = [B|AB| .... |A" "B] seja tam-
bém de classe n.
Provaremos entao este teorema, demonstrando que
classe P = classe de P, e consequentemente, quando o sistema pri
mitivo for CoE, o sistema equivalente tambem sera e vice-versa.

Pelas equagoes (6.3.1. 4, podemos escrever

A oo | A 0]

o~
1}

BN DAY et A EI =R I

av}}
n

TP

Como a classe de uma matriz nao muda pela sua mul

tiplicacdo por uma matriz nao singular (ref (3) teorema 2-7), fi

ca demonstrado o que se pretendia
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Os teoremas 3 ¢ 4 conjuntamente sao de grande uti
lidade Pols permite-nos averigua. sobre a CoE de um sistema dia-
—onalizavel, mas, originariamente, em qualquer forma canonica

(ou em nenhuma reconhecivel). Isto enuncia-se como :

Teorema 5

Um sistema de EE (6.1.1), com A diagonalizavel por
uma transformagao de similaridade de matriz T, sera CoE se a ma-
txrilz BN= B nao possuir nenhuma fila nula.

Vamos apresentar 2 exemplos

O primeiro € o caso comum de que A possui auto-va
lTeres: diferentest

O segundo apresenta A diagonalizévelicom auto-va

lores repetidos (A derrogatoria).

Exemplo 1
Seja estudar a controlabilidade de estado do exem

plo 1 sec. 6.1.
=2 1 1

) il 0

Os auto-valores e auto vetores resultam respecti-

vamente

(*) Sendo a A triangular, & conhecido que seus elementos diagona

is sao os seus autovalores.
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Portanto

e TP
T = -
ol 5 o - 3

o))
1
._.]
._I
o}
il
o r---l
|
= s—ll
I 1
o =
s SR
n
[
[ I =
e

B possue uma fila nula, portanto o sistema € CoE

Vemos neste exemplo que a variavel de estado- Z,
nao € controlavel, mas disto nao devemos concluir que a variavel

x, do sistema primitivo nao e controlavel.

Exemplo 2 : S
Seja o0 sistema :
P eSS 10
x = |0 208 =2N RS 6 . u {615 3ZH1IS5Y)
0 0 1 3

Verificar a CoE

e
Dt i O =8
te o 0 2 owde TE e @ 1 =2
9 0 1 o0 o 1
0 =3 ) @ =3 L €
N ZAm el 1 =2 o |0 2 =z G
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=)
n
-
ov)
I
o
B
!
()
(o)
n
S

Entao o sistema (6.3.1.5 & CoE.

Na FC diagonal, a VE incontrolavel € z, € a equa-

¢ao de estado fica

200‘{ 1
+ |0] u

z = 10 2 0 z
001_\ 3

6.3.2 - Matrniz A nao Diagonafizavel

Quando existem auto-valores multiplos, a matriz
A usualmente sera nao diagonalizavel.

Para estender este caso a teoria vista em 6.3.1,
devemos levar a matriz A a FC de Jordan, podendo aparecer na ma-
triz similar a A, denominada J, diversos blocos.

Os dois grandes casos que poderao aparecer sao
1) Diferentes blocos de Jordan sao associados a auto-valores dis
tintos (matriz A ndo derrogatoria).

2) Existem diferentes blocos de Jordan associados a um mesmo au

to-valor. Neste caso A é derrogatoria.

Un exemplo do primeiro caso sera o de uma matriz
A, possuindo 4 auto-valores, com tres deles iguais e tal que sua

J seja
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L 0 2.
indicando que A possue apenas 2 auto-vetores linearmente indepen
dentes.

As equagoes de estado deste exemplo ficam estrutu

radas da seguinte maneira :

r

2y = hq iz iz, D T
k=1
I

2% SR R
k=1
I

2y B A, e
k=1

L] r -~

Zge ke 2y SRR
k=1

Notam-se que as z; estao totalmente desacopladas
na fila que corresponde a ultima fila de cada bloco de Jordan.

Portanto, o controle destas 25 depende unicamente
dasZEikuk o que nos permite, considerando o Teorema 4, enunciar
0 seguinte

Teorema 6
"Um sistema sera CoE se cada fila de B correspon-

dente a Gltima fila dos distintos blocos de Jordan for nao  nu-

lan.
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Neste ¢
aso = s
v tambem as variaveis de estado que

am o descon i : :
caus trole ficam identificadas, A condigao para o se

ndo caso, ou sej -
gu 5 eja, auto-valores multiplos e varios blocos de
Jordan associados
COM O mesmo auto-valor (matriz A derrogatoria),

tem sido tratada por varios autores

Uma das dificuldades de sua exposicdo € a  exis

tencia de uma notagao que seja adequada a generalidade do caso .
| Aqui usaremos a da ref. (3) valida tanto para '

sistemas continuos (6.3.2.1) como:para discretos (6.3.2.2), por
isso abandonaremos neste seg¢ao somente a convengao para as @m=

dens das matrizes estabelecidas na Secao 2.

x = Ax + Bu

ety e (6.3.2.1)
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)
(6.3.2.2)
y (k) = Cx(k) k =2 0528 A
Em ambos os casos as matrizes serao
A s,
A = AZ B = %2
(n x n) RS (nxp) |,
L m ®n]
C = E:l Cy evven cm] (6.3.2.3)
(q xn)
~ Bs ] il
8.7 Ajp 4 =) %12
S X !
(n;x n;) ‘. (n;xP i
\
Bisr
L Air(i). S
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el 7 gl
= (B.lj
A= N o -

i 1o “5g = |Pass
(nlj % nij) 4
\

Na Ll o

= L _bl’.lJ_

B = T S e Se
1] [flj CZl] Cilj]

"A" € uma matriz constante de ordem (nxn) e esta
expressada na forma canonica de Jordan, com m (m< n) auto-valo
res distintos A X ys iaierenells

] e, 1m
. Denomina-se Ai ao conjunto dos blocos de Jordan

associados com o auto valor Ai’ e v(i) o numero de blocos que Ai

contém.
Seja Aij’ o .j-esimo bloco de Jordan de A, entdo
Ai = Diag (Ail, Aiz e e 0 0 0 Air(i)) (]
A = Diag (Al’ A2 ...... Am)

j - o= s de A. e A.. rTespectiva-
Sejam n; e nlJ as orden 4 i P

mente, entao

m Ml (E18)

DeF ) 35 g ) Z e o

1 den g= o
B e C sio matrizes constantes, de ordens (nxp) e (qxn) respec-

tivamente.

Correspondentemente com A; e Aij' B e C estao par

ticionadas como mostram as equagoes (6.3.2.3).
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bfij € bﬁij sao a primeira e ultima fila de

B e C

ij* Cpij © Cpy; @ primeira e Gltima fila de C;; respectiva

mente.

Com todos estes dados podemos formular a condig@o

de controlabilidade para este caso mais geral

Teorema 7

"Um sistema, cuja matriz A transformada por simi-
laridade apresentar a forma das equagoes (6.3.2.3) sera CoE se e
somente se para cada i = 1,2 ..... m , o conjunto dos r(i) veto-

b

res p-dimensionais b € linearmente in-

Pl b

PA2ENEE T (1)
dependente'.
A demonstragao deste teorema niao sera dada aqui.O
leitor interessado podera consultar a ref. (3) ja mencionada.
Como comentirio final a esta ultima condigdo de
CoE, pode-se concluir que, quando existe um problema deste tipo,
a menos que ele seja extremamente simples, precisaremos TeCOTYer

a métodos computacionais para verificar a independencia ou nao

dos vetores a que nos referimos neste teorema.

6.4 - A nao Invariancia da Controlabiflidade de Estado

em Relacao a Escolha das V E

A controlabilidade de estado nao tem porque ser

invariante com respeito a uma dada escolha de V.E.

. Este problema nao pode ser esclarecido independen
temente do conceito de observabilidade, e por isso sera conside-
rado logo apés da introdugdo deste tema na secao (9), onde exem-

plificaremos a propriedade negativa a que se refere o titulo des
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ta segao, porém aqui nos referimos a esta propriedade, porque re
sulta algo de surpreendente a primeira vez que a consideremos.

Isto ressalta-nos uma faceta interessante do mo-
derno enfoque de estado, ou seja que a escolha das VE € uma for-
ma de calculo que ndo expressa "caracteristicas absolutas" do
sistema.

E isto nos leva a formular a seguinte pergunta
O que se sucede com a possibilidade de controlar a saida, ja que

ela depende neste enfoque das variaveis de estado. Isto sera

considerado na secgao seguinte.
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7 - CONTROLABILIDADE DA SATDA

Quando se desenha um sistema, em geral, o que se
pretende controlar & a saida sendo que & bom lembrar aqui que a
CoE nao € condigdao nem necessaria e nem suficiente para a exis -
tencia da controlabilidade de saida.

0 modelo matematico de estado é dado usualmente
por duas equagoes matriciais.

A primeira delas refere-se i variacio do estado,
e a segunda expressa a saida. |

E obvio que a condigdo matematica da controlabili
dade da saida, devera ser expressa em termos das matrizes desta
segunda equagao ou seja C e D

Porém, as VE também afetam a saida, o que faz com
que a controlabilidade da saida dependa tambem das matrizes A e

-

B.

E possivel demonstrar,seguindo um criterio seme-
lhante com o desenvolvido para o Teorema 1, o seguinte teorema
(a prova € muito extensa, € nao sera considerada aqui; o leitor

interessado pode consultar (1), 7.3).

Teorema 1
Um sistema sera de saida completamente controla-

vel (CoY), se a matriz
[CoY] = [cB | cAB| CA%Bi.......ica" 1B|D]
tiver classe m.

: Lembrando que: as ordens de C,A,B e D sao (mxn),

(nixén) P (r1xr)'(n1x10 respectivamente e que a ordem de CoY = m X

(n+1)r, entao a condigao do teorema exige que a classe de CoY se

- - . -~
ja a maxima possivel.
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§ - OBSERVABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES INVARTANTES

O conceito de observabilidade & de certo modo
dual ao de controlabilidade.

Essencialmente, um sistema & de estado observavel

se cada uma de suas V E afeta alguma das saidas.

Do mesmo modo que em CoE, a condigao para um sis-

tema ser completamente observavel (abreviada por Ob) & determina

do por duas teorias duais as apresentadas em 6.1 e 6.3 que

sao as seguintes:

§.1 - Teoria Baseada na olucao da Equacac de Estado

Teorema 1

"O sistema descrito pelas seguintes equagoes

Cx

<
il

onde
y = escalar (sinal de saida)
C

= matriz de ordem (mXx n)

sera completamente observavel se a matriz [OB] de ordem (n xmn),

onde

[ob = [c*

tiver classe igual a n.

(ary"1 C*J

p
*

(@]
*

A demonstragao deste teorema sera aqui omitida, pois segue 0s

mesmos detalhes da desenvolvida para o teorema 6.1.

Nota: Em alguns textos, a matriz [pb] vem dada pela sua trans-

posta (veja p. ex. (3) pp 188).
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§.2 - Teonia Baseada na F.C. de Jordan

A semelhanca formal desta teoria com a que foi de
senvolvida para controlabilidade (segao 6.3) faz com que seja i

gualmente sub-dividida.

§.2.1 - Matniz A diagonaflizaver

No caso da CoE, exigia-se a diagonalizacdo de A,
na primeira equagao "Standard" de estado, por meio de uma trans-
formacao de similaridade.

Uma vez produzida, a segunda equagao "Standard" do

sistema fica na forma

€z + Du

Y

o»
]

onde z € o novo estado e GR

-~

Nota: Sabe-se que D = D.

Entdo toma-se C, e verifica-se existe alguma colu
na nula.

Suponhamos que a j-€sima coluna seja nula. Neste
caso a variavel z nao se refletira na saida, nao podendo ser ob-
servada.

Se na equagao primitiva se cumprir a nulidade da
j-ésima coluna de C, (agora A nao € diagonal) a j=-esima VE pode-
ria ainda exercer influéncia na saida por intermedio das outras
VE, através de A nao podendo entao determinar se o sistema € ob

servavel ou nao.

Exemplo explicativo: Seja um sistema monovaria-

vel de 23 ordem
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Como A nao é diagonal, a coluna nula de C nio in-

dica se X, e Ob ou nio.

Se em um caso concreto € ou nio Ob, isto vai de
pender dos valores atuwais dos a.. e cq -
i
Formando a [Ob] :

a
[Ob]= 1 111 = 11

-

e Sane  ©
a,,, e tambem do c;» com a restricdo de que c, # 0. Sea;,= 0

vemos que a classe de [Ob] independe dos valores de a

0 sistema € Ob, se a, # 0 € Ob. Vamos considerar um caso numé-

rico em ambas as possibilidades.

1°) Sistema Ob. Escolhe-se para isto a;, =0

Dada a forma triangular de A, os auto-valores sao

1,2, e um simples calculo conduz aos auto-vetores

= ct = [1 o] =C , indicativo de Ob pelo
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procedimento de passagem a FC diagonal.

Nota: Aqui nao € preciso calcular A = T > AT, ja que se sabe

que resultara diagonal.
2°) Sistema Ob - Basta para isto que a,, # 0 , por exemplo Ehig =

0 1
= X Gy = [0l

a A fica na forma companheira, sendo imediato escrever T como

1 1 2,
= .C. G =HCTE= ]
0 Z
nao sendo necessario aqui também obter A mediante TR A
Este exemplo ilustrou o fato de que um sistema

com A nao diagonal, e com colunas nulas em C pode ser ou nao Ob,
mas se A passa para a FC Diagonal entao a presenga (ausencia) de
colunas nulas na C & indicativa de Ob (Ob) e isso com carater ne
cessario e suficiente.

A formalizagao dos conceitos anteriores pode-se
fazer mediante teoremas duais aos considerados na subsegao 6.3 .
1.

Assim sendo podemos omitir o dual do teorema 6.3.
por sua pouca utilidade quando usado isoladamente @ cnunciar O

dual do teorema 6.4.

~

Teorema 2 :
"A Ob de um sistema & preservada sob transforma-

coes de equivalencia".
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E passar para o

Teorema 3

1" . = ] L

Se um sistema possui uma A diagonalizavel por
uma transformacao de similaridade de matriz T, tal sistema sera

Ob se a matriz C = CT nao POssuir colunas nulas, e Ob se as pos

suir.

O caso de A nao diagonalizivel & tratado na proxi

ma subsegao.

§.2.2 - Matriz A ndao Diagonalizavel

O estudo da Ob de sistemas com A n3o diagonaliza-
vel segue passo a passo o efetuado para a CoE na subsegao 6.3.2.

Se A for derrogatoria, entao

Teorema 4
Um sistema sera Ob se cada coluna de C correspon-

dente a primeira coluna dos distintos blocos de Jordan for nao nu-
la.

Se A for derrogatoria, entao :

Teorema §
Um sistema, cuja matriz transformada por similari

dade apresentar a forma das equagoes (6.3.2.3), sera Ob se e so-

mente se para cada i = 1,2, +....., m o conjunto dos r (i) veto-

res q-dimensionais Cg;q o Cpjp evvee Cfir(i) for linearmente in

dependente.
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9 - INFLUENCIA DA Co E DA 0b NA REALTIZAGAQ

DE FUNGUES DE TRANSFERENCIA

Uma realizagao de um modelo de estado consiste em
achar as quatro matrizes que determinam totalmente a representa-
cao de estado, ou seja, o quadruplo (A,B,C e D).

Nesta seg¢ao suponhamos conhecido o problema da re
alizagao, e consideraremos a influéncia da Co e da Ob nesse pro-
blema, quando os dados originais estao na forma de uma F T.

£ conhecido o fato de que existem infinitas repre
sentagoes de estado associadas com uma Gnica F.T racional e pro
pria.

Dessas infinitas representagdoes apenas umas pou-
cas tem importancia em certos problemas especificos na teoria de
controle. E
Essas representagoes especiais, ou distinguidas
sao reconheciveis por inspegao das matrizes (A,B,C e D) o que
significa que estas matrizes apresentam particulares estruturas.

Um dos exemplos mais visiveis de estrutura parti-
cular e para a matriz A, a forma diagonal ou sua extensao, a for
ma de Jordan.

Em relaciao ao problema que vamos considerar, exis
tem duas formas canonicas, caracterizadas por possuirem a A na
forma companheira e na dual a companheira, e as matrizes B e C
em formas correspondentes as de A conforme indicaremos no que se
guira.

Quanto a. "D" é simples demonstrar que se ela exis

tir, & invariante a qualquer que seja a Tepresentagao do estado.

Em certasliteraturastécnicas, essas duas formas
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sao conhecidas como variagoes da chamada "FC variavel de fase",
mas em relagao ao problema desta secdo, elas serio nomeadas como

"FC Controlavel" e "FC Observavel". A razio desta nomenclatura

esta esclarecida na Secao seguinte,

9.1 - Foamas Canonicas "Controlavel" e "Observavel "

Se a fungao transferencia G(s) for propria, mas
nao em sentido estrito (*), entio qualquer uma de suas represen-
tagoes de estado possue D # 0.

Alias D € o quociente dos coeficientes de maior
grau do numerador e do denominador se o grau desses polinomios
for o mesmo.

Se esse for o caso, uma divisao leva G(s) a for-
ma :

G(s) = Us) - g 4 S ' (9.1.1)
P(s) P(s)

onde agora grau Ql(s) < grau P(s)is «0r2d idem(Ire1s) e o D da re
alizagdo e por ser invariante em todas as realizagoes dessa G(s),
nao influi em nada do que se vai considerar.

Por isso vamos supor daqui em diante que a  dada
G(s) & estritamente propria, ja que as expressoes a apresen
tar serao mais simples.

Entao, a FT mais geral que consideraremos € a se-

guinte

~

i _ G -
(*) Vamos definir uma FT racional como propria se grau nul. ¢

grau den. e estritamente propria se grau num. < grau dent
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G(s) = ol n-2 1 o
(9.1.2)

Baseado na informacao dos coeficientes b, e a., e

; J
possivel escrever uma realizagao de (9.1.2) como (*)
B0 oo O
0. 0 T 0 0]
R0 5a00800000 O 0
i T | e o - X + u (9-103)
0
W W ) sooccoonoo ol
LAl 2 [1]
ao al ® ¢ 9 @ 9 @ 0 o 0 an—l
y = E)O bl © e e 9 0 0 0 bn—]_:] X (9-1--4)

que sera denominada "FC Controlavel'.

A Tazio dessa denominagao, € que (9.1.3) e (9.1.4)
sera sempre CoE quaisquer que forem os coeficientes a., bi'

A demonstracdo do que foi afirmado esta dada no

que se segue

A matriz P =[:B ABgaoo....iAn-lB] desta forma ca
nonica, sO contem os elementos do conjunto {ai} ja que todos os
bi estao contidos na C.

Alias, as colunas de P, serao B, AB, ..... ,An'lB,
e dada a estrutura de B, as colunas a partir da segunda ate a

= - =l 2 - el
n-esima serao as ultimas colunas de A,A°, ..... A 5

(*) Ver p. exemplo (2), cap. 3, 3.1l.1.
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E simples ver que AZ, A3, etc possuem na ultima

coluna o 1 nas filas n-3, n- n-1

4 até a primeira para A" .

Entao a ( P) resulta triangular inferior com 'ums"
na’ diagonal ndo principal, portanto seu determinante sera igual
a "-1" independente dos a;. Sendo isto assim, a classe de (P)
€ a maxima possivel, isto &, n.

A outra realizagdo importante de (9.1.2) & uma

forma companheira dual a (9.1.3) e (9.1.4) denominada F C obser

vavel que vem dada como

[0 0 0 .eevnvan. 0 -ag B ]
o)
L by
X =8 g 5 Xt | u (Esl55)
gEOERaRE cees 0 -ca DI
- L -
ERCRSURSERSEEE - e
yoi= [0 SO e ONo 0] x (9.1.6)

0 motivo da denominacao F C Observavel € que (9.
1.5) e (9.1.6) sera sempre observavel quaisquer que forem os coe
ficientes a; e bi'
A demonstracao do que foi afirmado e bastante sim

ples, basta verificar que a matriz P de (9.1.3) e (9.1.4) sera

sempre igual 3 matriz [Ob] de (9.1.5) e (9.1.6) dada por

i : : n-l *
[Ob] = [-C*:A*Ci: (A*)z C*E « 0o o @ E (A*) C J
e que as exigencias para ambas sao as mesmas, entao o sistema

descrito por (9.1.5) e (9.1.6) sera sempre Ob.
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9.2 - 0 Problema da Cancelacdo

Seja o modelo transferencial (9.1.2). Se o nume-
raéor Q(s) e o denominador P(s) possuirem raizes comuns, € alge-
bricamente possivel cancelar os fatores (s- A ), (onde A_: raiz co

c 2 c —

mum) de ambos os P(s) e Q(s).

Nesta secao consideraremos o problema da Co e da
Ob de uma tal G(s).

O tema sera abordado, considerando que pelo visto
em 9.1 , e sempre possivel, e so com a informagao dos Gy & bgo
escrever as FC Co e Ob de uma dada G(s), donde se deduz que segu
ramente e ainda no caso de raizes comuns, existe uma realizagao
Co, e outra Ob da G(s).

Entretanto, o que ocofre nestes casos, e que a FC
Co € Ob (sistema nido completamente observavel), e a FC Ob & Co- .

Efetuaremos a demonstracgao deste teorema apenas
para a FC Co.porque a da FC Ob € dual a esta.

Se Q(s) e P(s) possuem raizes comuns, e A_ € uma

dessas, entao obviamente

Q(r.) =0 (9.2.1)
P(AC) =0 (95252)
Vamos introduzir por simplicidade de notagao o ve
tor
= 2 Tl‘l]
ClR = [l AC )‘C ......... AC

Entao considerando o vetor C da FCCo, (9.1.4) e

a (9.2.1) desta segao teremos

2 M1 18] )
ct R ] =0 A

]
CT‘I
(o]
+
o
p—t
>
(o]
+
o
(8]
>
(g]
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Além disto,

A =
C

Aa 2

1}
>

e considerando (9.1.2), a ultima fila de Aa sera AE.

Entao

Aa = Ac ' (9.2.4)
® que incidentalmente poderia ter sido escrito diretamente ja
que AC , sendo raiz de P(s), deve ser um auto-valor de A (P (%?=

@I-A), e a, na forma em que foi definida um auto-vetor de A (ve
£

Jja (2), cap."2 ap. EIL).

Prée-multiplicando (9.2.4) por A, teremos

i X i i
A.Aa = Aza = ACAa Aga, Em consequencia, Au = Aca , € por

R o i
(9.2.3) vemos que: CAa CACa = ACCu = 0 e similarmente CA™@ =

AZ Co=R0 0 produto [Ob]a resultara entao
G 3 [Ca 1
[Ob] a = |CcA a o EAs = 0 (9R2SS)

ca! cal 14
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Como o # 0, obtém-se: "Classe [Db] < n" (*) entao fica demonstra

do que se ha cancelacdo a FC Co & 0b.

| Se A. nao for raiz comum a Q(s) e P(s) mas for
raiz de um destes polinomios, entdo revisando a demonstragao aci
ma, obtém-se que o produto [ObJa de (9.2.5) & diferente de zero
(agora ou (9.2.3) & diferente de iero ou a ultima fila de A nao
podera igualar-se a Ag » € (9.2.4) nao sera correta).

Se n3o existir nenhuma raiz comum (9.2.5) nao po

de ser valida para nenhum a, e o sistema e Ob. Porém ja era Co.

9.3 - Co e 0Ob na Equivalencia de Sistemas

Lembrando que duas realizagoes Sq =H(ATBRCRD) B S5
(A,B,C,D) sdo ditas equivalentes se existir uma matriz T nd3o sin
gular, tal que
=il

A = T “AT
g =71
(9.3.1)
C = CT
b=0D

sabe-se que uma G(s) apresentando cancelagoes pode-se realizar em

forma Co mas Ob, ou vice-versa.

Sabe-se ainda que a Co € preservada por mudangas
de coordenadas no espago de estado (teorema 6.4), e dualmente pa

ra Ob (teorema 8.2). Entdao conclui-se que

~

: s
(*) Ord. [pb]=n xn. Vamos demonstrar que |Ob 0. Suponha que

= = & LE =1
nao e.Entao 3 [Ob] 1, e pre-—multiplicando (9.2.5) por [0b] 4

teria-se a = 0, em contradigao com sua definigao.
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1?) Uma =~
) G(s) com cancelagGes pode ser representada por infinitas
realizagoes Co ou por infinitas Ob, mas qualquer representa

ao : Lses ]
¢ao de um desses conjuntos ndo & equivalente a qualquer ou-
tra do outro.

Teorema 1
Se uma realizagdo monovariavel & Co(Ob), entao

ela pode ser transformada equivalentemente para a FC Co (FCOb).

Demonstragao

Consideremos entao uma realizagao que seja Co.
Sabemos pelo teorema (6.1) que a matriz
PR (IR ABE.....iAn_lB] desta realizacdo contém um conjunto de
vetores (colunas) linearmente indepeﬁdentes. Alem disto, para
sistemas escalares, ord P = nxn. Portanto, todas suas colunas
devem ser linearmente independentes.

Por este motivo, o seguinte conjunto de nx1 veto

res
t" = B
n-1 o Atn + a tn = AB + a B (9.3-2)
t T n-1 n-1
1 _ a¢l P IV o S T
t = At + aﬂ"l n=1 1

6 linearmente independente e qualifica-se como base para o espa-

go de estado em questao.

E na (9.3.2), 0s 3a; foram escolhidos como os coe-
ficientes do polinamio denominador da fungao transferencia cor-

respondente ao quadruplo (A,B,C,D) eq. (9.1.2).
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)

: 1 2 =
Se os vetores t VRS s it sacnusados como

uma basé, entao a l-esima coluna da nova representagdo A, & a re

g i X
presentacao de At™ em relacio a base tl, t? 2

[} ® e e o o ’tl

P

Observe que :

Al = (A" 4 q a1l

il ceeee alA + aOI) ) = aoB

Dada a escolha dos a;, a equagdo caracteristica de A é

[T =A== =l

il D 000000 all AT 0

e pelo teorema de Cayley - Hamilton deve também ser satisfeita

por A, entdao por isto o parenteses da expressiao acima, € igual a

Zero.
1 - = 5 A 1 2 n =
At = -aoB SR-anteis [} R R 1 ] .f 0
0
0
Apoh= ¢l - altn = |:t1, tz, tn] g ks 11
0
0
0
l.-._al_.
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Rt o il n _ ey - 5
t an_.lt = t ’ tz e e 0 0 tn]c 0
0
0
1
"%n-1,
Assim se nos escolhemos tl, tz, ceaen g T RECOMS

-~

uma nova base para o espago de estado, entdo A passa para uma A

que forma-se justapondo as colunas da seguinte maneira

’_0 | [ S o o (0 0F 25l
0 1058 S 6 e e 0 0
- 0 0 0."...'... 0 0
A= L ] L] L] L] L]
[ P S e b ) 1
G - RLOTRRRPRRRY -a_ -an_%-
£ claro que A resulta semelhante a A : & =1 lar ,

e a matriz T €

(o=}}
n
-3
=
w
([@})
]
(@]
]
ge]
(o]
Lo ]
f-p
[+
=
t
o

pela primeira S (Yo &0 i) o

M

onde a ultima igualdade

Comparando os 2% e 4° membros
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o< })
n

Agora, CT e um vetor fila dado por :
¢ =cr = [bo, By o ail bn_l]

e comparando com (9.1.4), os bi terao que ser os coeficientes do

polinomio numerador.
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10 - CONTROLABILIDADE E OBSERVABI LIDADE DE STSTEMAS COMPOSTOS

Nesta segdo, a controlabilidade e a observabilida
de. de sistemas compostos & descrita a partir da controlabilidade
e da observabilidade de seus subsistemas.

Apresentaremos teoremas, que se referem a conexao
de dois sub-sistemas, conectados em paralelo, em série, e de sis
temas realimentados.

Sucessivas aplicagOes destes teoremas, estendem o
resultado para sistemas compostos que consistem de varios sub-
sistemas conectados em paralelo e em serie.

Un fato importante a comentar aqui € que se levar
mos os subsistemas a FC diagonal (ndo considerando a FC de Jor
dan geral por simplicidade , como ja foi visto na segao 6.3.1.2),
a representacao dos sistemas compostos sera muito mais simples\e
a teoria que se segue sera uma aplicacao direta da vista em (6.3.
1). Por este motivo todos os sistemas considerados nesta segao

sio primitivamente diagonais ou sistemas nao diagonais diagonali

zados.

10.1 - Conexao em Paralelo

Dado dois sistemas Sa e Sb’ de dimensoes n ., Ny e

auto-valores Ala’ AZa e 5 aile Anaa e Alb’ AZb Sl aties Anbb' o siste

ma S resultante da conexao em paralelo tera

3 Ordem S = n = n, + n,

= o) 2 )

Auto-valores de S = Al, Az SHehoils xn ia , ib



€ 0 seguinte diagrama :

€ sSuas

onde

guinte

56

Yo Ya

’b
|~ e

2.

EE e ES terao a seguinte forma :

A 0 B

a a
E % u @0 1958)
= [c, ¢yl x = D = DESn (10.1.2)
X
a
- i, =, e | SRR
*b

Uma vez que apresentamos S podemos enunciar o se-

teorema

Teorema 1

ja CoE

A condigdo necessaria e suficiente para que S se-
(Ob) e que ambos Sa e Sb sejam CoE (Ob).

A prova deste teorema pode ser verificada pela

simples inspegao das eq. (10.1.1) e (10.1.2).
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10.2 - Conexao em Cascata

Se i : -
considerarmos dois sistemas S, e Sy identicos

aos ja consi = .
: siderados na segdo 10.1, o sistema S resultante da co-

nexao e =
m Cascata terd a mesma ordem, e os seus auto-valores os

de S de 10.1.

Sua configuragio sera :

Uz ug Yooion Y= Y

el (S

G T i
S

E suas EE e ES serao ( veja (5) ).

. A, 0 B,

X = Xt u (Li0525518)
Bb(-:a Ay BbDa

y = [Db.c&1 C,] x + [D,D Ju (21052852

Pela simples inspegao de (10.2.1) e (10.2.2) nao
se pode tirar nenhuma conclusao sobre suas CoE e Ob, pois elas

nao estao na FC diagonal.

No entanto, é possivel diagonaliza-la atraves da

seguinte matriz T.

onde
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C »
Goa EEPEEBii
TR e
; la jb

A Sy BemEl

(Bbca)ij denota os elementos ij de BC, e as novas matrizes

A, B, C, D ficarao

Aa 0 _ Ba
A = =
0 Ay (-8 B ana)
C = [(DC, + CB) C] D= S IDASDN]

A partir do que foli escrito, podemos enunciar o

seguinte teorema :

Teorema 2
Para que S seja CoE (Ob) € necessario mas insufi-

ciente que S, e Sb sejam CoE (Ob).
A demonstracao deste teorema € a seguinte

Seliss € CoE, pelo menos uma fila de B, sera zero,
portanto S sera CoE. Inversamente, se S, € CoE, nenhuma fila de

B, sera zero.

Se Sb ¢ CoE (pelo menos) uma fila de Bb sera zero.

Isto implica que ByD_ possuira esta fila igual a
jero, também g e portanto -8 B_.

Logo, é necessario que Sy seja CoE para ter a pos
sibilidade da submatriz inferior de B, nao possuir filas nulas.

Mas ainda sendo Sb CoE, a expressao BbDa =SBRES da submatriz in-
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ferior possibilita a aparicao de uma fila nula na submatriz infe
rior de B.

A demonstragdo da parte Ob & dual, fazendo-se o

mesmo raciocinio com a T.

. - . & o
Estes raciocinios indicam que um enunciado mais
preciso pode-se efetuar para a propriedade inversa :
Teorema 2
Para que S seja CoE (Ob) & suficiente, mas desne-

cessario, que Sa seja CoE (Sb seja 0b).

10.3 - Sistemas com Realimentacao

Este tipo de sistema esta ilustrado na figura a-

baixo. 3

Up

Este sistema S quanto a ordem e identico aos ante

. o 2 :
riores (n n, ny )

Antes de introduzirmos a teoria a respeito deste

sistema definiremos

conexdo em cascata de S_ seguido de Sy

(0]
]

conexao em cascata de Sy seguido de S,

wn
n
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« - Dado que a reglimentagéo altera os autovalores, nao existem
aqui-relagoes simples entre i; e Ay, e 0os A de S, e assumire-
mos que a matriz (I+-Dan) € nao singular, pois se nio for, o
ganho estatico do sistema dado por DE=S(CIEESD Db)_lD =
) a a
-...1 s
D, (I +_DbDa) nao pode ser definido. (*)

Feito isto podemos enunciar o seguinte teorema
1) Uma condigao necessaria e suficiente para que S seja CoE (Ob)

€ que S. (5,) seja CoE (Ob).

2) Uma condigao necessaria mas insuficiente para que S seja CoE

(Ob) e que ambas as S, e Sy sejam CoE (Ob).

A demonstragao deste teorema sera omitido aqui, o

leitor interessado podera consultar ref (5).

(*) Neste caso D ¥ 0.
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11 - CONTROLABILIDADE e OBSERVABILIDADE

DE SISTEMAS LINEARES VARTANTES

Nas definigGes basicas apresentadas na segao 5,
nada & dito a respeito de que as "x" ou "y" que intervem nelas
pertencam a sistemas invariaﬁtes ou variantes. Assim sendo a Co
e Ob de sistemas lineares variantes, podem ser baseadas nas mes
mas definigGes 1 ate 7.

A metodologia para se verificar a CoE,.CoY, e Ob
nesses sistemas € a mesma que para os sistemas invariantes, ou
seja: determinar condigoes a partir do modelo de estado que ago-

Tra se escreve como

X

A(t)x + B(t)u E11%515)

y C(t)x + D(t)u

e expressar essas condigoes como teoremas.

Assim sendo, nio € preciso voltar a apresentar os
desenvolvimentos com todo o detalhe, como foi feito para siste-
mas invariantes, conformando-se com a apresentagao de um teorema
para cada uma das caracteristicas CoE, CoY, e Ob (para as suas

demonstracoes indicamos por exemplo (1), es)

Teorema 1
Dado o sistema (11.1), ele sera CoE em tstete se

e somente se a matriz W (to. tf) dada por
: t

£
W(to, tf) =[ ¢('t0,t) B(t)B* (t) ¢* (to.t)dt Q11529

to
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i.
for nao singular.
4 Em (11.2), ot .t) = ¢"1(t,to) e ¢(t,t) €a ma
Friz de transigao correspondente a A(t).

% s

Nota

No caso de sistemas variantes, a matriz de transi
¢ao nao e mais em geral, obtida por exp (At) e nem sequer esta
garantido que ela podera ser dada por expressoes formulisticas ,

embora existam muitas situagGes particulares onde isto € possi-

vel.

Em geral @(to,t) pode-se expressar a partir de
uma matriz fundamental do dado sistema, sendo esta qualquer ma-
triz quadrada de ordem n que satisfaz a mesma equagao de estado
homogénea que o dado sistema.

Se ¥(t) € tal matriz entao ¥(t) = A(t) ¥(t) e a

matriz de transicao se obtém como ¢(t,t0) = y(t) g1

(to) (veja
p. ex.(3),4.2). - Fim de nota.
0 integrando de (11.2) permite-nos reconhecer a

W(to,tf) como uma matriz de Gram (*), e assim sendo W so pode
ser definida ou semi-definida positiva ((1), 7.2).

No primeiro caso W € nao singular, no segundo,sin

gular.

A importancia desta observagdo baseia-se no fato

de que tomada a W (t_,tg) , a nio singularidade ou singularidade

pode-se determinar, aplicando-se critérios existentes para veri-

(*) Uma matriz de Gram pode-se definir de varias formas equiva

. * -
lentes, sendo uma delas como O produto GG™ de uma matriz G

(em geral retangular) por sua transposta conjugada. Aqui

G = ¢B.
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ficar se a W € positiva definida ou ndo (veja ref (4) X.4).

. Teorema 2
Dado o sistema (11.1), ele sera CoY em tostste se

e SO se i
a matriz V(to,tf) dada por

t

f
V(to,tf) = J Ctg)e (tg.t) B(t) B* (t) ¢*(tf,t).c*(tf)dt

= : To
for nao singular.

Observe-se que V € tambem uma matriz de Gram, e
aplicam-se as mesmas observagoes formuladas no paragrafo prece -

dente ao teorema.

Teorema 2
Dado o sistema (11.1), ele sera Ob se e somente

se a matriz M(to,tf) dada por

t
f
M(t,.tg) = I ¢*(t,to) CEe) Clt)d (t.t)) dt (11.4)

o

for nao-singular.
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12 - RELACAO ENTRE A CONTROLABILIDADE E A OBSERVABILIDADE

Nesta secao discutiremos a relagdo entre a contro

labilidade e a observabilidade de sistemas dinamicos.

A analogia aparente entre a controlabilidade e a

observabilidade, pode ser expressa pelo principio de dualidade

que se deve a Kalman.

12.1 - Principio de Duafidade

Considere o sistema Sl definido por

X

A(t)x + B(t)u (19271 n)

Y =Gty (°21817%2)

onde seus elementos foram dados na segao 11 e o sistema dual S2

definido por :

z = A¥{t)z * C(t)v
w = B*(t)z
onde
z = n vetor (vetor de estado)
v = m vetor (vetor de controle)
w = r vetor (vetor de saida)

e o asterisco indica "transposta conjugada'.

0 principio de dualidade estabelece que S, e de es

tado completamente controlavel (observavel) se e somente se o
sistema S, for completamente observavel (de estado completamente
controlavel).

para verificar este principio, escrevemos a condi

cdo necessaria e suficiente para a CoE e a Ob de S; e S,.
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Para o sistema S1 teremos

1) Sl sera CoE se

t
1
J e(t,t;) B(t) BY(t) o*(t_,t) dt

to

for nao singular.

2) sy sera Ob se
t
1
J @*(t,to) GEEE)CEta (t,to)dt

to

for nao singular

Para S2 teremos
1) s, sera CoE se
to
J vt ,t) C*(t) C(t) y*(t,.t)dt
]

for nao singular

2) S, sera Ob se

t
J ow*(t,to) B(t) B*(t) w(t,t )dt

1551

a i : 30 as matrizes de
for nao singular, onde: ¢(t,t0) e ¢(t,t°) sao as

: ica i . Tais matrizes devem satis
transigao de S, € S, r§5pect1vamente

fazer as seguintes equagoes:
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m et @ Al o(tit)), ot .t ) =1

T (t.to) =IAR((D) w(t,to), ¢(t0t0) = I

Como os sistemas S, e S, sao adjuntos (veja (1).

7.2), as matrizes de transicao estdo relacionadas por :

* Y =
Y (t.to) Zad (t’to) = (I’(to’t)

Pela simples comparacao das condigoes de CoE e Ob

de S; e S, poderemos constatar a veracidade do principio de dua

lidade.

A figura ilustra os sistemas duais S, e S

1 28

:::i> B(1) fat Gikt)

A(1)

SISTEMA 1

W 851 : 2 — Jd' cln) <I__'

@
- A(t)
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Um importante ponto a considerar a respeito do

principio de dualidade & que um sistema limitado a saida pode

ser convertido em um sistema limitado & entrada.

Assim, a solugdo do tempo minimo de observacio se
ra identica a ‘solugao! do) Cempolmiming o
Note que as propriedades de CoE e Ob de um siste-

ma sao invariantes em relagao a uma transformagao linear nao sin

gular.
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13 - A IMPORTANCIA DAS Co o 0b - CONCLUSOES

Para finalizar este trabalho surge-nos a seguinte
pergunta: Qual € a importancia dos conceitos expostos nele ?

As referéncias iniciais sobre eles foram devidas
a Kalman, e apareceram em 1960,

A nosso conhecimento, a primeira publicacao e (6)
de abril desse ano, onde na segao 5, aparece tratada a controla-
bilidade em relagdo ao problema de controle otimo.

Quase a seguir, vem o trabalho (7) (junho 27, a
julho 7), e a partir de 1la, os trabalhos sobre o tema multipli
cam-se. A existéncia de Abstracts periodicos (veja por exemplo
SCIENCE ABSTRACTS, section B - Electrical Engineering) nos exime
de fazer uma listagem exaustiva sobre o tema.

Assim, desde o inicio, Co aparece vinculada ;o
problema de controle 6timo, ja que parece natural que antes de
se tentar controlar "otimamente" uma variavel de estado, se ave-
rigua a respeito de que se € possivel controla-la (nao otimamen-
te).

0 autor desta tese, € claro, € um estudante sobre
o tema, e por isso acha conveniente sintetizar a opiniao de pes-
quisadores e autores conhecidos, sobre o tema desta secgdo.

Comegamos com (1), 7.6, porque comega relacionan-

do Co e Ob com o controle otimo. Ogata opina

1) "Os conceitos de Co e Ob fornecem uma solugao completa ao pro
blema do regulador otimo. As condigdes de independencia 1li-

near para Co e Ob sdo de importancia fundamental na analise e

sintese de sistemas de controle multivariaveils.
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A familiaridade com os conceitos de Co e Ob permi
te-nos ggrmular problemas de con“role significativos e efetuar

a S . et C 3 -
A3S suposigoes necessarias (se for preciso alguma) no comego da

o .
analise.

2) Co e Ob sao duais. Portanto, o problema da filtragem de

Wiener pode ser considerado dual ao problema do regulador oti

mo.

3) Os conceitos de Co e Ob esclarecem a relagao entre o sistema

dinamico linear e a funcao de resposta ao impulso (ou a fun-

¢ao de transferencia)".

Passa-se agora para (8), onde citamos o ja classi
co resultado de Wonham sobre re-locagao de polos, nas palavras
do proprio autor :

"A Co de um sistema de lago aberto e equivalenée
a possibilidade de destinar um conjunto arbitrario de polos a ma

triz transferencia do sistema de lago fechado, formada por meio

de uma adequada realimentagdo linear de estado'.

Finalmente resumimos de (9)

"O0s conceitos de controlabilidade e de observabi-
lidade sao de particular importancia no projeto de controladores
realimentados e filtros lineares para sistemas estacionarios li-

neares, em presenga de perturbagoes gaussianas brancas.

£ um fato importante que se o sistema e CoE entao

~

o sistema realimentado -linear obtido usando a teoria de controle

O 8 = s 2 = 1"
otimo com um custo quadratico e assintoticamente estavel'.

(0 conceito de Ob tem uma interpretagao dual em
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termos de teoria de filtragem de Kalman, que foge ao escopo des-

ta tese).

" .
Os conceitos de Co e Ob sdo também importantes ,

em r a = 2
elacaoc com a construgdo de modelos matematicos. Verdadeira-

mente, ainda querendo usar um modelo de espago de estado para

. . . =
efetuar um projeto analitico, nos frequentemente partimos com um

modelo entrada-saida que pode ter sido obtido experimentalmente.

Ao realizar o modelo de espaco de estado que pro-
duz a desejada relagao entrada-saida nos poderemos resolver dois
problemas ao mesmo tempo, requerendo para isto que esta realiza-
¢ao seja minima, isto €, que seja uma representacio exata que
nao introduza nenhum fenomeno que nao figure ainda que implicita
mente na descrigao entrada-saida. ;

Pois bem, sucede-se mais ou menos acidentalmente
que essa minimalidade, esta intimamente relacionada com o circu-

lo de conceitos que incluem Co e Ob".

E interessante o esclarecimento dos autores de
(9) acerca do vocabulo "acidentalmente' que aparece no paragrafo
anterior :

'""Nao queremos implicar que nao exista uma explica
cdo intuitiva simples porque isto deve ser assim.

O que dizemos é que parece nao haver nenhuma ra-
z30 apriori porque a possibilidade de alcangar Co e Ob esta re-
lacionada com estes aspectos de construgdo de modelos™.

; Uma vez que ja citamos nos paragrafos anteriores
a importancia da Co e da Ob, €& interessante indicar que nem to-
ores concordam que estes conceitos tao comuns na moder

dos os aut

na teoria de controle tenham realmente a importancia atribuida
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pela maioria dos autores.

Como exemplo de opinices diferentes achamos inte-
" ressante transcrever o paragrafo final de (10) que sintetiza os
argumentos desse paper (10) e outros anteriores nele referencia
dos :

"O prego principal pago pelos beneficios da reali
mentagdo, € que a velocidade de resposta dos lagos de realimenta
cao, tem que ser muito mais rapida que os do sistema considerado
como um todo.

Em sistemas lineares invariantes, esta rapida ve-
locidade de resposta esta associada com as faixas de largura das
fungoes de transmissdao de lago. O real desafio da engenharia
sao os projetos de multiplos lagos e a exploracio de variaveis
internas que possam ser detectadas, com o fim de reduzir drasti-
camente as faixas de largura de transmissao de lago.

A moderna teoria de controle realimentado nao tem
respondido a este desafio.

Também, os conceitos de Co e Ob, que se tornaram
"incontestaveis'" na moderna teoria de controle, podem ser total-
mente ignorados em projetos de controle de sistemas realimenta-
dos lineares invariantes, sempre que a incerteza parametrica se-
ja devidamente considerada, como deveria ser em qualquer teoria
de sinteses competente'.

Os autores de (10) tiveram por objetivo quando o
escreveram a desmistificagdo do uso das variaveis de estado na
fesolugﬁo de problemas relacionados com representacoes matemati-

cas de sistemas.

Especificamente, em relagao a controlabilidade |,
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= . i 1 o
eles afirmam a nao necessidade das variaveis de estado citand

Chen (11) como resolvendo por metodos transferenciais problemas

relacionados com Co.

Uma outra critica que eles fazem as variaveis de
estado, critica esta que eles defendem literalmente, € o fato de
que as saidas do sistema s3ao na grande maioria dos casos fungoes
continuas no tempo, e nao um conjunto de estados para algum ins-
tante, como € considerado no conceito de controlabilidade.

O autor desta tese, reconhece que nao tem meios
para contestar ou apoiar (10). No entanto, pela limitada experi
encia que tem na area de controle pode afirmar que particularmen
te considera pelo menos em principio, o método de variaveis de
estado na determinagao da controlabilidade de representacoes ma-
tematicas de sistemas, bastante valido porque a seu ver simplifi
ca as equagOes matematicas, e permite-nos encontrar métodos ex-
tremamente simples e entendiveis para obter resposta a certos
problemas (b. ex. re-locagao de polos, cuja possibilidade é for-
temente dependente na controlabilidade da planta).

Por outro lado, a grande maioria dos autores que
tratam do problema da controlabilidade de sistemas, resolvem o
problema usando métodos que necessitam de variaveis de estado e
usando métodos que nio as necessitam. Uma vez que estes métodos
sao aplicados ao mesmo exemplo, e obtem os mesmos resultados, en
tao podemos afirmar que pelo menos na literatura citada neste
trabalho, o método de estado (incluindo Co-0Ob) € tao ou até mais

valido que o transferencial.
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