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cAPfTUIO 1

INTRODUGAO

Muitas foram as técnicas desenvolvidas nos ultimos anos
para a analise, sintese e projeto de sistemas multivaridveis (£).
Todas elas, no entanto, foram influenciadas e transformadas pe-—
la introdugdo do conceito de estado. O enfoque por varidveis de
estado surgiu como tentativa de solugao de um conjunto de proble-
mas, ornde as técnicas que configuram o que agora se conhece co-
mo enfoque classico, evidenciaram ser insatisfatdrias, ou seja,
no tratamento de sistemas que difiram do sistema basico. (§)
em mais de uma caracteristica adicidnal, por exemplo, nao line-
aridade, mﬁltiplas entradas e saidas, etc., ou ainda para cer-
tas caracteristicas especificas, tais como variancia de parame-

tros e outras.

Este enfoque retoma as equagoes diferenciais como ponto
de partida, porém da-lhes um tratamento diferente do do enfogque
classico, utilizando-se das poderosas ferramentas do calculo
matricial e tomando "emprestados" todos os algoritmos computa-
cionais pertinentes. Foi uma técnica desenvolvida por pesguisa—
dores com mentalidade matematica, ou por:mateméticos mesmo , dad
a preocupacao com formulagoes matematicas rigorosas dos proble—
mas envolvidos, bem como do estabelecimentc de condigoes de su—

ficiéncia e necessidade para as solugoes procuradas. A utiliza-

(£) MacFarlane faz uma distingao entre os termos "sintese e “jrojeto". Fara ele, um tratalho
de sfntese relaciona-se com probleras que siao formulados e salucicmedos dentro de todo rigor
ratemitico disponivel, de preferéncia coz a ajuda de algoritzes camputaciorais. Em contrapar-

tida, um trabalho de projeto utiliza a pra'.tica, a experiéncia e principalmente o raciocinio
f{sico coro ferramenta de solugao.

(§) Sistema bdsico & definido como O simtema que cumpre as restrigGes: de ser linear, invari-

ante, possuir parametros concentrados, nfo conter retardos, ser manovaridvel, etc. (veja a

respeito disso em [F—F—C], Vol.I, cap-l).

ST



gao deste enfogue possibilitou resoiver Importantes problemas
de controle, principalmente no campe aemespacial, além de des-

pertar um grande interesse nas suas possibilidades de aplicacgao. ;

Contudo, a técnica de realimenizgmo de estado necessita
de modelos de planta razoavelmente precisos como ponto de parti-
da e portanta n3o é adequada péra certos tipos de aplicagOes in-—
dustriais onde somente e poss:fvel obter=e modelos exXxperimen-
tais relativamente grosseiros e, mesmo mie se pudesse obter es—
tes modelos apurados, outras desvantagens foram evidenciadas no
percurso do tempo. No caso de sistemas mue difiram do basico a-
penas pela existéncia de miltiplas entrafzs e saidas — denomi-—
nados no que se segue de sistemas mxltireriaveis (SM) - algumas

dessas desvantagens podem ser listadas:

(a) N3o fornece informacgdoes sobre como proceder a compen—

sagao dinZmica dos elementos;

(B) Nao fornece meios de gSe corrsiacionar a resposta
"transitoria do sistema a laco fechado (agual envolve os zeros
de todas as funcgoes de transferencia) coma posigao dos polos

das funcades de transferéncia a lago fechsfoj

(e¢) Nao fornece meios de ge contmlar os estados do sis-
tema; somente combinagOes lineares desses estados € que s3o can-
troladas (a saida do sistema é um=z combir®mgao linear de esta-
dos). Em certas circunstancias, isto pode produzir situagoes em
que o sistema assim controlado acabe possxindo peéssimas propri—
edades de rejeigao de perturba¢8es, easo ®aracteristico de con-—
troladores cuja matriz possui posto umitario; além disso, podem

ocorrer g:r-andes disturbios dos estados, messmo quando sao utili-

zados ganhos elevados no ‘controlador. (Ver [Ml] 5 . pag. 2042901

Cabe aqui esclarecer que as Incamwenientes assinalados
nao sao'"absolutos"; existem trabalhos omfe essas dificuldades
encontram-se parcialmente superadss, mas em geral em contextos

= 8 =



de Nyquist-Bode Generalizados e o Método do Lugar das Raizes’

Multivariavel. O Metodo da Decomposigao Diadica também pode ser

inserido nesta categoria;

(c) Métodos de resposta em freqiéncia para otimizar
projetos de controladores miltivariaveis sob restrigoes, tais

como o Método Wiener-Hopf Multivariavel;

(d) Métodos que buscam extender ao dominio da freqtién—
cia os poderosos resultados que vem surgindo do concentrado es—

forgo realizado, desde 1960, na andlise e projeto de controla—
dores. Estes métodos estio mais interessados na determinacio de
técnicas exatas de sintese, contrastando com as generalizacgoes
das técnicas cléssicas, cujos métodos de projeto ﬁermitem e, a0
'mesmo tempo, requerem uma grande capacidade de julgamento intui-

tivo. Nesta categoria visa-se muito a utilizacgao de resultados,

. " l'd = -
tais como o primcipio do modelo intrinseco de Wonham.

Este trabalho focalizara um destes métodos como tema
central: o Método da Decomposicgio Diadica, ou abreviadamente
MDD. Este método, engenhosamente formuiado por Owens e publicado
originalmente em.[ozﬂ,no ano de 1973, foi ainda tema para uma

sequéncia de papers publicados pelo autor, cada um deles abrin-
do uma nova perspectiva de utilizacdo do método e culminando
‘com [béﬂ , seu livro texto, onde,além de recapitular seus arti-
g£0S, Owens acrescenta novos e interessantes detalhes. De um mo-
do geral, a formulagdo de todos os artigos, inclusive o livro,
e feita através de uma linguagem matemdtica bastante complicada,
0 gue torna o tema obscuro sob o ponto de vista computacional.

Isto motivouw o objetivo didatico deste trabalho.

-No capitulo 2 sao relembrados conceitos basicos neces-
sarios ao desenvolvimento do tema Principal, tais como: modela-—

. ? & 2 : :
gem de sistemas por variavels de estado e por fungoes de trans-

o T
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ferénéia, critérios de performance, etc., bem como topicos de
notagao e terminologia. No capitulo 3 desenvolve-se o tema prin —
cipal propriamente dito. £ realizada uma apresentacao onde sao
abordados detalhes matematicos e computarionais do método. Ain-—
da neste capitulo é apresentada uma extenszo do método, ou se—
ja, a utilizagao de Expansoes Diadicas aproximadas. No capitulo

4 é feita uma aplicagao pratica.

Durante todo o desenvolvimento deste trabalho, e espe-—
cialmente dos capitulos 2 e 3, sao feitos muitos paralelos en-—
tre .0s modelos de estado e os transferencizis por dois motivos:
(1) Forte tendéncia de unificacgao dos enfogues classicos e mo-—
dernos (por varidves de estado) presente ®m praticamente toda
obra recente sobre o assunto; (2) Possibilidade de utilizar al-
goritmos numéricos (préﬁrios do controle moderno) e contar com
a correspondente interpretégéo fisica dos resultados obtidoé

(caracteristica do modelo transferencial).




cApfTUIO 2
CONCEITOS DE SISTEMAS MULTIVARIAVEIS

2,1 - NOTAGAO E SIMBOLOGIA

Nesta segao faz-se o esclarecimento de alguns topicos

sobre a notagio adotada e relaciona-se, na forma de uma tabela,
todos os simbolos que sao utilizados corremtemente. A existén-—

cia desta tabela, e seu prévio conhecimento, permite ao leitor

empreender uma consulta a qualquer segao, sem ter que vasculhar
segses prévias, a cata de notas sobre a simbologia. Alguns sim-—
bolos, o0s que nao siao de uso corrente, foram dispensados da ta—
belas

As principais convencoes notacionais utilizadas no tex-—
to s2o: 4 ‘

(12) Sera usada a classificacgfo decimal para a divisao
dos capitulos, ou seja, o primeiro digito indicard o capitulo
em questao, o segundo digito indicara a segao, o terceiro, a

subsecao, etc..

(2:2) A numeragao das equagoes sera feita sequencialmen-—
te, se(B0 POT Segao, POT Um uUnico numero entre parentesis. O mes—

mo ocorrera nos apeéndices. Dentro de uma mesma sSegao, as equa—

- ~ o Fd
¢oes serao referenciadas somente pelo seu mumero. Quando for o

caso de se referenciar uma equagao de outra segao, do mesmo ca-

pitulo ou nao, isto sera expressamente imdicado.

. o~ ot ’
~ (3a) As figuras nao sao numeradas. Quando for necessa-

rio referencia-las, sera formecido o numero da pagina onde se
encontram.

(48) As referéncias bibliograficas serfo indicadas por

[f] , com a inicial do ou dos autores. Se houver mais de um au-
tor. serdo indicadas as iniciais de todos eles, separadas por
] 3
-—7_
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tragos, na ordem em que aparecem na respectiva referéncia: Se

houver mais de uma referencia correspondente a4 mesma sigla 1i-
-~ r'd ~ - - -~ -

teral, serao agregados numeros a partir da primeira referéncia

de igual sigla, ou seja, existirao as referencias [MJJ . [Méﬂ 5

etc., mas nio existira [M] x

(58) As expressdes de uso mais freqliente s3o abreviadas.
Tais abreviaturas estao listadas no comego deste trabalho, logo

em seguida 2o indice.
Segue-se agora uma exposigao da simbologia utilizada:

Toda matriz de ocrdem mxn definida sobre o campo dos
’ . - a - ’ c
numeros reais ou complexos e simbolizada através de letras mai-—

r
usculas, exemplos: A, M, B, etc.

As matrizes de Funcgoes de Transferencia sao notadas por

letras maiusculas acompanhadas da variavel complexa s entre pa-

réntesis, exemplos: G(s), H(s), K(s), etec..

Os vetores (arranjos de ordem nx1) sao simbolizados

por letras minﬁsculas, exemplos: e, W, .2, etc., para o caso nu-—
’ = ~
merico; g(s), u(s), x(t), etc., para vetores de fungoes. Os ve-

tores transpostos (ou vetores filas) recebem a mesma notagao

i t t
acrescida de um super-indice t, exemplos: X , W , ¥ (s), etc..

Na forma expandida, qualquer matriz ou vetor sera re—

presentédo atraves do seu arranjo caracteristico delimitado por

chaves, exemplos:

0 1 1/s 1/s+1 1/s

A= 5 ®(m) = ; u(s) = : wt=[1 2 é]
=SB 1/s+2 1/s 0

0 determinante e a adjunta de uma matriz ou de uma ex-

pressao matricial sao indicados .pelas abrev1aturas det e adj,

respectivamente, exemplos: det A, det G(s), adj (sI-A), etc.

— & —
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Utitiza—se o super-indice -1 para indicar a inversa e t

para indicar a transposta de uma matriz. Por exemplo, para as

K R 2 : . T
matrizes A, H(s) e C, indica-se as suas inversas como: A ,

H-l(s) ,C’l';e suas transpostas como: At, Ht(s) e Ct.

O posto e a ordem de uma matriz sao notados por r(:) e

ord (.), respeectivamente. Exemplos: r(A4), r(G(s)), ord (Ai),
ord (M), etc.

Uma matriz diagonal e representada como diag {alﬁ%?,",gn},

onde ps85yeeesB sao os elementos situados na diagonal principal.

Obedecendo ao que foi exposto, tem—-se a seguinte lista

de simbolos:

X constante escalar real ou .complexa;

A autovalor;

e . vetor base (todos os seus elementos sao nulos
exceto o k-ésimo, que vale 1);

' F A
numero de entradas e saldas de um SMj; ordem das

n
MPFT's;

o) dimensao do modelo de estadoj

s indeterminada ou variavel complexa;

t variavel tempo;

e, e(t) vetor de erro;

T, r(t) vetor de referénciaj;
u, u(t) vetor de entradaj;
x, x(t) vetor de estado;

v, y(t) vetor de saida;

e(s) vetor de erro complexo;

r(s) vetor de referéncia complexo;
u(s) vetor de entrada complexo;
x(s) vetor de estado complexo;
y(s) vetor de saida complexo;

— G —



G(s)
K(s)
H(s)
F(s)
G,(s),G5(s)

Ho(s)

A (s)

h, (s)

h. (s)
g;(s)
ki(S).
g;(s)
.éi(S)

e(s)

’ e
erro complexo na saida J;
. ’ f r -
erro estacionario na saida J;

vetor de estado transformado;

Primeira derivada do vetor de estado;
matrizes de modelo de estado;

matrizes do modelo de estado equivalente;
matriz unitéria;

matriz modal; matriz de autovetores;

matriz diagonal; matriz de autovalores;
matrizes de transformagao;

coluna i da matriz Z;

fila i da matriz W;

MFT da plantas

MFT do controladors;

MFT do sistema a lago fechadogs
MFT do sistema a lago aberto;
MFTD's aproximadas da MFT G(s);

MFT do sistema a lago fechado onde a planta
Go(s) s

FT's caracteristicas;

FT caracteristica i de H(s);
FT caracteristica i de HB(S);
gubsistema i de G(s);
gsubsistema i de k(s);
subsistema i de GA(S);
gubsistema i de GB(S);

polindmio caracterf{stico;

- 10 —
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polindmio caracteristico do sistema
aberto;

polindmio caracteristico do sistema
fechado

polindmio caracteristico do sistema
fechado com falha;

polindmio caracteristico do sistema
aberto com falha de atuadors;
polindmio caracteristico do sistema
fechado com falha de atuador;
polindémio caracteristico do sistema

fechado com falha de sensor.

- 11'_
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lago

lago

lago

lacgo

laco
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2.2 — SISTEMAS MULTIVARIAVEIS

- & r 4 ) o ~
A teoria de controle, como hoje e conhecida, nao se con-
centra no estudo direto de sistemas fisicos, mas ao estudo de

uma. classe de representagoes matematicas ou modelos desses sis—

\
temas.

Neste trabalho somente sao estudados modelos de siste—

- ~ . - . 7 . - - -
mas dinamicos multivariaveis que sejam simul taneamente lineares,

invariantes e de dimensfao finita. Por brevidade, tais sistemas

~ - & - ~ Lr =
sao tratados simplesmente por "sistemas mmltivariaveis" e abre-

viadamente por SM.

A representacdo de um SM é tal como na figura abaixo:

Entrada 1o = » Saida 1

Entrada 2o = - = Saida 2
SM :

Entrada no > Saida q

ou ainda (no caso da representagio vetorial das entradas e
saidas?): :

n entradas J‘> SM > q saidas

Representagoes graficas de um SM.

A figura mostra o caso mais geral de SM, ou seja, dis-
E I'd = ~ rd
tintos numeros de entradas e saildas, o que evidentemente nao &

0 caso a ser estudado neste trabalho, pois desde.um ponto de

vista de controle de um tal sistema, q>n’ indica usualmente um

Fiiofam



"descontrole", ou existéncia de g — n saidas linearmente depen-—
dentes (cada entrada normal é uma forma de indicar a uma saida
0 que se deseja que ela execute, ou equivalentemente, que fun—
¢ado de tempo deve implementar; se q>n uma unica "indicagfo"
deveria governar mais de uma saida). Se em vez n >q, haveria
entradas redundantes, ou equivalentemente, varias entradas pPre—
tenderiam governar um menor numero de saidas; isto somente se-

ria possivel se as entradas nao fossem independentes.

i
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2.3 — MODELO DE ESTADO DE SISTEMAS MULTIVARIAVEIS

O conceito de modelo de um sistemz dinfmico é, por si

7 . - - ~o, b - .
S0, bastante complicado, pois envolve informagoes a priori e a

posteriori sobre a estrutura, comportamemtso e leis fisicas que

governam os componentes individuais do shiistema. Algumas das

r o o ~ r A -
Possiveis informagoes necessarias para se econstruir um modelo

~

Sao0:

(a) Dados obtidos experimentalmemife pela excitagao do
sistema com sinais de teste perfeitamente eonhecidos (exemplos:
degrau unitario, senoide, etc.) e posteriaor mensuragao dos si-—

nais obtidos como respostaj

. ~ - o P, P W2
(b) Um conjunto de equagdes diferemciais ordindrias ou
parciais, lineares ou nao-lineares, obtifs a partir do conhe —
2 : f25 % R s
cilmento das leis filisicas que governam a diimamica do sistema.

, & ~ ~ ~
Eventualmente, varios parametros presentzm=s nestas ggquagoes sao

estimados experimentalmentes;

(c) Resultados da analise estatistica dos dados do sis-—

- - - 7
tema para quantificar os efeitos do rulde mos componentes;

. z -~ ’ S
(d) Um conjunto de consideragoes mecessarias para des-—

crever os componentes do sistema, cujas imformagoes obtidas te-

oricamente e experimentalmente sao inademumdas;

(e) Uma réplica em escala reduzifim ou um prototlpo do

31stema, que implemente o modelo ma tematHimo .

N3o é objetivo deste trabalho camsdiderar todas estas
informagdes na modelagem de sistemas, nem #ampouco e necessario
para o desenvolvimento gque se segue. Estm elassificagio é aqui
apresentada somente para fornecer uma ideiim global do assunto e

mostrar quao elementares podem ser os modelos lineares e inva-

riantes, se comparados com modelos_mais eomplexos e elaborados

o



que incorporam uma gquantidade muito maior de informacgZo.

Esta seg@o sera dedicada exclusivamente & apresentacio
de um modelo bastante importante na teoriz de controle, resulta-
do da unido das informagoes contidas nas equacgdes diferenciais
do sistema (assinaladas no item (b) da classificacio dada acima)

com a moderna teoria matricial. Tal é o HModelo de Estado.

2.3.1 - OBTENGAO DO MODELO DE ESTADO A PARTIR DAS EQUAGOES
DIFERENCIAIS (§)

. . : I d
Seja o equacionamento de um SM com n entradas e n sai-—
das, atraves de um conjunto de p 2 n equagoes diferenciais ordi-—
’ . o ! - ~ ~
narias de primeira ordem, escritas na forma padrao da equacgao

(1) abaixo:

y dx. :
= = eoo c - e oo - - O = A. T LS
X, dtl a;q ¥l+, 4-aip:§p+-b11ul+ + D u , xl( ) Tlo,(l<1<p)
(1)
— 9 P ~ - . co@ e Ad.-. u 1$ ‘sn
yj 0311;14- + CJP Xp - dglul + + - s (1<jsn)

L4 A VS ~
onde t e a variavel tempo , xl,... 5 xp sao as deno-
minadas variaveis de estado, ul, 500 6 un representam as entra-
& L - W e :
das ou variaveis de controle e yl’ SO yﬁ representam as res-—

- - ¥ L ’ - - -
postas ou variaveis de saida do sistema. Como ndo ha possibili-
dade de confusao, o argumento t entre parentesis foi suprimido.

~ - ’ - ‘
da notagao das varlavels X, u e y , apesar de serem todas elas

fungoes temporais lineares (g£),

(§) Praticamente todo este capitulo estd taseado nas referémsias [L2], [06] e [#], onde o as-
ounto ¢ tratado a nivel de capitulo. introdutdrio e [ﬂ], obra onde o assunto é abordado com
algo mis de detalne.

(£) 0 conceito de westado® é suposto conhecido.

- 15 -~
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Definindo-se as matrizes A, B, C e D como na eg. (2) e
0os vetores X, ¥y e u como na eq. (3), pode—sSe reescrevera eq.

(1) na forma compacta dada pelas egs. (4) e (5).

5 g L - - 3
L %2 Sl Fbll"'hln SeheceC ) eedyy
A=|: * GBS Sl e || 8 S B e o | (2)
2. e b b (e ) s B & G
PlEEEaaDpp P! nl np nl nn
E- .J [ : _J : — J — 2

( 1 'y 7 i [ oo
x1 AL ul lo
x = [ Zil SRR e | e , X = %20 ' (3)
po Vi u X
n n o
2 p-‘ L g} Ly d L PJ
X = AX + Bu (4)
y = Cx + Du (5)

As equacgoes (4) e (5) s3o denominadas "equagao de esta-—
do" e "equacdo de saida", respectivamente e o par, equagoes (4)
e (5) juntas, compoe a forma padrao matricial do modelo de es-
tado. As matrizes A,B, C e D recebem os nomes especiais de ma-
triz de sistema, matriz de entrada, matriz de saida e matriz de
transmissdo, nesta ordem. Os Vetores X, y e u também possuem
suas designagoes préprias, ou seja, vetor de estado, vetor de

saida e vetor de entrada, respectivamente.

Quando for necessario fazer alusdo ao conjunto de matri-
zes A, B, C e D, sera usada a nomenclatura "representagao (A,B,
C,D)". Do mesmo modo, qualgquer sub-conjunto pode ser tratado de
maneira semelhante, por exemplo: reppesentagﬁo (A, BIC) s (CACSEI)
(A;C). ( Convém esclarecer que esta nomenclatura nio é para

indicar que o modelo de estado em questao possua somente as ma—

s TG



trizes A e B ou A e C, mas que somente estas matrizes s3ao de

interesse na aplicagao. tedrica feita na oportunidade).

A figura abaixo forneeve uma interpretagao grafica do
modelo de estado dado pelas egs. (4) e (5).

Representacgao em blocos matriciais do modelo de estado

% muito mais provavel gque, ao invés das p equagdes di-—
ferenciais ordinarias de primeira ordem, dadas inicialménte pe-—
la equacgao (1), disponha-se, em certoponto do eguacionamento, -
de apenas n equacgoes diferenciais de ordgm.pl, -+-y P, Tespec-
tivamente, e onde somente fossem relacionadas as entradas e sa-
{das do sistema, bem como suas sucessivas derivadas. Neste caso
supoe-se conhecido o artificio matematico de transformagao destas

equagdes diferenciais em um conjunto de p = P + P, + --« + i

equagoes diferenciais de primeira ordem, semelhantes ao dado em
(1), através da escolha de um numero adequado de vaTridveis de
estado (§) . Esta escolha pode ser efetuada de wirias manei-—

ras diferentes (de fato infinitas), e uma mmito Wtil por seu

r - - - - - - -
gsentido pratico consiste em fazer coincidir as variaveis de es—

(5) c 1tar por exemplo [Fl], Cap. 1, segoes 2 e 3,

o [y



tado com grandezas fisicas significativas ao problema (por e=
xemplo, num circuito elétrico é regra geral escolher-se as va-—
riaveis de estado como conjuntos linearmente independentes de
correntes e tensdes nos ramos), porém, nada impede gue essas
variaveis de estado sejam definidas como combinagoes lineares
adequadas dessas grandezas. Obviamente diferentes escolhas de
variaveis de estado resultardio em diferentes modelos; porém to-—
dos eles estarao,de alguma maneira, relacionados entre si. Esta
afirmagao sera confirmada mais adiante quando forem apresenta-—

das as nogoes sobre transformagoes de variaveis de estado.

Exemplo 1 — Considere o sistema mecanico ilustrado na figura
abaixo. As massas m1 e m2 movem—se horizontalmente sobre uma

superficie sem atrito. kl e k2 sao as constantes de mola e ¢ €

a constante de amortecimento. As entradas u1 e u2 do sistema

sao os deslocamentos dos terminais da mola, com relacgao a posi-—

gao inicial de repouso e as saidas 1 €, sao os deslocamentos

das massas m, em respectivamente. Achar o modelo de estado

29
deste sistema .

Uy i y2 " U2

Kk, C kZ
o—N—{  m, m, |—wmn—o

W A P P i i Y L e 2 o P A

Sistema mecanico massa-mola.

Aplicando-se as leis de Newton, obtem-se as equacdes (6)

m oy =k (W -y +e 3, -3y
_ : (6)

g & i (@ S hn) S @ (g sty )

— N =

oy LA



L. Tinindo-se ‘as variaveis de estado xl a x4 como :

> = I
14 = X2 = y2

Pode-se reescrever (6) como:

= RO
w., — + — (x, =X
37 o 11Lm14 3

p.<

i

)

(x, - %,

(7)

(8)

A partir das egs. (7) e (8) monta—se o sistema de equa-

I.‘_L=X3

o Ta
c c
i3 -_——-k—l- Xl —_ X3 +
51 &1 ol
k c c

(10)

¢oes na forma padrao sugerida pela eg. (1). Resulta, entao:

As equagdes (11) e (12), que se seguem, fornecem a for-

ma final matricial do modelo de estado desejado.

= NG ~



0 1 0 0 0
0 0 o) i 0 0
RS s g e R RN ] o |u (11)
G 3 g Tl | Tt 3
0] .._.g. _C i 0 _g
TorasBoassls m,
e — b _-‘
1 0 0 -
Y = X + u (12)

Note que a matriz D da eq. (12) mesultou nula. Pratica-—
mente, € este o caso gque ocorre com mais freq#iéncia, a tal pon—
to que, mesmo no tratamento teéricb do sssunto, muitos autores
somente utilizam o terno (A, B, C) compo representativo do mo-
delo de estado. Naturalmente surge a questiao: o que significa

D=0 ¢

Para a analise matemstica do casm, considere um conjun—
to de n equagoes diferenciais de ordens Py <y P, que equa-

N e
cionam um SM com n entradas e n saidas,

(P;) (%;-1) . (8;) .
o o o - - = -b e & o - -
L1 api—l R A R e (o sl qigi + et B bO?l 2
(l€i<n) (13)
(P1)
onde a notagao Y; simboliza a derivada de ordem i< da
varidvel ¥y -

Note que a eg. (13) e uma particulariza¢ao da represen-
tacao geral de um sistema de equagoes difsrenciais, onde cada
uma das equagoes pode ser uma combinacgio Dinear de todas as va—

riagveis U € y e sucessivas derivadas. Por&m, nao hd perda de

o)



generalidade na consideragao da eq. (13) em lugar do caso geral,
ou.. seja, os resultados obtidos na presente analise serao per—
feitamente Vaflidf.os em qualquer caso, SO gue, assim. sendo, con-—
torna-se a notagao relativa ao caso geral, que € bastante mais

envolvida.

Sem tentar demonstrar, apresenta-se as condigoes de exis—

téncia de D para um SM:

(12) D = O se e somente se Vi 2 P;>aq;-

(22) D # O se e somente se ai

i
N
Ne)

- .’ g
0 caso (12) € o que ocorre normalmente, ja que o usual
’ ~ 5 & -
e que em cada egquacgao diferencial componente de um sistema, a
ordem da derivada maxima das variaveis de saida supere a ordem

da derivada maxima das variaveis de entrada.

0 caso (2°2) é pouco fregllente. Se P, =q; , isto sig-
nifica que D é constante e ndo nula; ja o caso P.<d; >
conduz a obtencioc de uma matriz D naio constante, cuja discussdo
fqge totalmente ao objetivo desse trabalko. A existencia do
termo Du na equacgao de saida significa gue as varidveis de en-—
trada contribuem diretamente na saida do sistema. Embora esta
contribuicdo direta seja rara nos sistemas fisicos, ela surge
nos modelos de estado como um residuo proveniente da eliminacgdo

das derivadas de ordem g > p. das variaveis de entrada . Tudo

isto que foi dito pode ser verificado no exemplo seguinte.

Exemplo 2 — Achar a representacao de estado do sistema de

equagoes (I4) e (15).

¥y vy -3y = wu, (14)
T ey 0 = ' (15)

Definindo—se as variaveis de estadio como:

- 2] -



x2 T Xl . (16)

3 =7,
as eqse. (14) e (15) podem ser reescritas como (17) e (18)
Xy = 3X1 - 2x2 + 0 +u, (17)
b P B T (18)

A eq. (18) n3o estd na forma padrao sugerida pela eq.
(1), portanto, mao se pode escrever a equagao de estado do sis-—
tema como definida em (4). Porém, a equagao de saida pode ser

expressa de acordo com a definigao dada em (5), ou seja:

\ \
N v \
Y e

iL: 0 0 0 (o)

¥ = X + u (19)
a 0 1l 0] Q)

Contudo, se a variavel de estado x, fosse definida como
X3 y2 + cuy (20)

\ ".’\\‘ \
em lugar da deflnlgao dada na eq. (16), emntao a eq. (18) serla
substituida pela eg. (21), dada abaixo.

x, = 4xy + (1 fe)i + (1-4e)wm -u, (21)

Para se conseguir colocar a eq. (21) na forma padrao
convenierte e posteriormente obter-se o modelo de estado na

forma matricial desejada, deve-se fazer e ;—:I§ Desse modo,

anula-se o coefieciente de 1:1__L na expressao de x

3

ey 2 o ‘ (22)

= (D0



= pdrtanto:

Dt fa ®

x =3 =2 o=t e (23)
SOTEER0 J L2 =
Bl Feo & o]

y = X + u (24)
Gl | L |

~ Observe gue d Unico elemento nao nulo de D, corres—

il
ponde seu indice de fila (2) com a safda cuja derivada maxima
iguala 2 de uma entrada, e seu indice de coluna (1) identifica

essa entrada. Resulta Jébvio que se em (15) figurasse u

em veg
_ 2
de u, , o Unica elemento nao nulo teria sido d.. , e se u
22 2
aparecesse adicionado a (15), 4., e d,. seriam nao nulos.

21 22

2.3.2 — REPRESENTACOES EQUIVALENTES DE MODELOS DE ESTADO

Foi comentado na subsecgao anterior que as variaveis de
estado poderiam ser escolhidas de forma ampla, desde que res—
peitadas certas restrigoes. Precisamente mesta segao serda feita
uma analise matematica desta afirmacao. Suponha que se disponha
de um modelo de estado tal como o definido pelas egs. (4) e (5)
da subsegao 2.3.1l e repetido aqui como (25) e (26).

x = AX + Bu (25)
¥ =Cx + Du (26)

Denominar-se-a0 ii (1€i<p) as novas variaveis de es—

tado defimidas a partir das conhecidas X (L£igp) por uma lei

tipo:

= 28 =



I—?Q

>

".

M
I

X . & o
p T Tpade taSpono RS neD

ou, em notagao matricial:
i — (ab (28)

I 4 . - -
onde Q e a matriz dos coeficientes (pertencentes ao campo a que

pertencem os componentes de x) qij (3422 i ) <p)e.

Se o estado for interpretado como um vetor que descreve
uma trajetéria em um espago (de estado) vetorial e euclidiano,
entao a eg. (28) deve ser interpretada como uma transformacgao
de coordenadas. Resulta desta interpretacao que a matriz de

transformagao, no caso Q, deve ser regular. Sendo assim, a re—

- o ~ - - - - ’,
constituigao das coordenadas primitivas pode ser feita atraves

da eq. (29).
R — Q X - (29)

A substituicdo de (29) em (25) e {(26) conduz a obtengao

~ . - . ~
do modelo de estado em fungao das variaveis X.

: - e S - G (30)

¥y =cQ % + Du | (31)
Definindo-se:

e @ (32)

8 = QB (33)

6 =cq (34)

b=D> | (35)

O



as equacgoes (30) e (31) sdo escritas como:

£=2%+Bu (36)
Yy = ex + Du (37)
As representagoes (A, B, C, D) e (&, B, &, D) s3o0 deno-

minadas "equivalentes'". De todas as infinitas representacoes

equivalentes gque um sistema possui, duas sao particularmente
importantes:

(18) Forma candnica variavel de fase — é o nome que nNor—
malmente se da & quadrupla (&, B, @, D) quando a matriz & é ob-
tida na forma companheira (38) e a matriz B tem a sua 12 coluna

toda nula, exceto o ultimo elemento, que vale 1.

Boi 0 ElONRSe l

0] 0 1 O e ©

o) 0 0 1...0
- o
0 0 0 O ... 1

—ao -al -8.2 —8.3 o .-a.'p

{(22) Forma candnica diagomal - xesta representagao a ma— .
triz & deve aparecer na forma diagonal. @bserve gque a transfor-
magio A —= A ¢ uma transformag@o de =imilaridade, portanto,

resultados ja conhecidos da teoria matrizial indicam:
i : % ;
- - atesA ) =\ asice) (9)

onde )\i (1$i<p) sao os autovalores e Ma matriz modal de A .

/N\é a letra grega normalmente utilizada para simbolizar a ma-—

triz similar diagonal de A.

£ importante salientar que nem FEpre € possivel efetu—

e



ar a passagem de um modelo de estado arbitrério para as formas

(18) e (28).

A condigao para (1l2) é que o sistema seja controldvel,
e para (28)é a independéncia linear do conjunto dos autovetores

de A.

Quandce estas condigoes nao forem cumpridas, o modelo de
estado nao pode ser colocado nas formas indicadas, senao em ou—

tras que constituem generalizagoes (por exemplo: a forma cano-

nica de Jordan,que substitui a forma diagonal), mas como neste
trabalho nao vao ser usadas essas formas gerais, nada mais sera
agqui colocado sobre o assunto, exceto a citagao das referencias

[13] e [R-R] para (18) e [k ] para (22).
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2.4 — MODELO TRANSFERENCIAL DE SISTEMAS MULTIVARIAVEIS

A secao 2.3 anterior reviu resumidamente a representa—
cao matemidtica de um SM dada pelo Modelo de Estado. Em conti-
nuidade, esta segao apresentara um outro tipo de representacao
de SM's: o Modelo Transferencial, gue €, em esséncia, a exten—
830 para o caso multivariavel do conhecido conceito de funcao
de transfereéncia (abreviada daqui em disnte FT) definido para

A o L o - d =
sistemas monovariaveis na teoria classica de controle como:

g(s) = L(8) (1)
u(s)

onde u(s) e y(s) sao as transformadas de ILaplace dos si-
nais de entrada e safda, respectivamente, e g(s) & uma das no—
tagoes usuais da FT (§). Se o sistema mepresentado por (1) e
linear, invariante e sem retardos, g(s) resulta simplesmente
numa fung¢iao racional g:¢ —=C, de tal sworte, que pode ser es-—

crita como:

S SERRELS S +..ot+ .S & &
glg) = g St = T E Q

J J=t
s° + bj—ls B o oes bls + bo

(s + zl)(s + z2)...(s It mi) o

k :
(s + p)(s + pyle-e(s +2)

~ r’ ¥ . ~
onde, na versao fatorada, as raizes —zl,‘...,--zi do polino-

kmio numerador e'—pl,...,—pj do polinSmim denominador sao denomina-—

das zeros e polos do sistema,respectivamente, e k & o ganho do

(§) A notagdc mais usual no enfoque cldssico de representar s transformadas de Iaplace com
maidsculas conduziria a G(s) para a funcao de tranaferéncia, mms neste trabalho as maidsculas
eso reservadas para matrizes (veja eq. (4), de 2.4.1).

= B =



gistema. hic -

2.4.1 — MATRIZ DE FUNGOES DE TRANSFERENCIA

Suporha gque um SM com n entradas e n saidas venha dado

relo seguinte conjunto de equacgoes:

¥,(8) = g,,(s)u (s) + g,,(s)u,(s) +...+ gp(8)u (s)

E (3.)
y,(s) = gnl(S)ul(S) + & ,(s)uy(s) +...+ g (s)u (s)

onde as fungoes ui(s) e yi(s), (L <i<n), sdo as trans—
formadas de Laplace das entradas e saildas do sistema,respecti-—

vamente, e as gij(s), (1<i,j<n), sao as FT's que relacionam

' .
cada uma das saldas y; com todas as entradas uj.

Definindo-se a matriz G(s) como ma eg. (4) e os vetores

v(s) e u(s) como na eq. (5), pode-se reescrever (3) na forma da
equagdo matricial (6). '

g11(s)  &,(s) ... g (s)

) g,1(8)  g55(8) ... g, (s) (4)
g (s) &,(8) ... g (s)
= . =] 2
Yl(s) ul(s)

v(s) = Yg(s) 4 u(s) = u2(s) (5)
_%‘S)- ' | 2a(=)



y = G(s)u(s) (6)

A matriz G(s) definida pela eq. (4) é denominada Matriz
de Fungoes de Transferéncia, ou abreviadamente MFT, e normal—
mente e representada gfaficamente atraves de um bloco como o da

figura abaixo.

u(s)

A ClislNI———p¥(S)

Representacgio grafica de G(s).

2.4.2 - RELAGAO ENTRE OS MODELOS DE ESQEEO E TRANSFERENCIAL

Considere o modelo de estado de mm SM geral dado por:

x = Ax + Bu 3 (7)

¥y = Cx.+ Du (8)

Tomando—-se as respectivas transifmrmadas de Laplace,

tem-se:

sx(s) - x(0) = Ax(s) + Bu(s) (9)
y(s) = Cx(s) + Du(s) ; (10)
Expliciténdo o vetor de estado cmmplexo x(s), resulta
(GlL)) o
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I . — e

x(5) = (8T - A)FEu(e) R e N (O) (11)

A substituigao do vetor x(s) da eg.(10) pela sua expres—

sao correspondente, encontrada em (11), permite escrever o vetor

r
de salda complexXa como:

y(s) = [c(sI - A)_lB + D] u(s) + C (sI - A)_lx(o) (a2}

onde o primeiro termo formece a parcela devida ao vetor de en-—
trada u(s) e o segundo termo fornece a parcela devida ao vetor
de estado. inicial x(0). Fazendo-se x(0) = O, (12) resulta uma
expressao relacionando somente o vetor de saidas com O vetor de
entradas que, pela semelhanca com a equagao y(s) = G(s)u(s) de-

finida na subsegao anterior, permite comeluir que:

G(s)=C(sI - A) 1B + D (13)
Nos casos mais comuns em que D =(D,(13) se reduz a:

G(s) = C(sI - TR (14)

A inversdo da matriz (sI - A), mesmo para ordens peque-
nas da matriz A, utilizando tecnicas convemcionais, resulta
bastante trabalhosa. Surgiram, entao, varias teécnicas contor—
nando a dificuldade algébrica do calculo = reduzindo-o a um
procedimento de cdlculo numérico. Dos numsrosos algoritmos de—
senvolvidos para este fim, um dos mais utillizados & o de

Leverrier-Faddeev, o qual chega a inversa., gualquer que seja a

matriz A (§).

(§) Uma discussdo deste e de outros métodos pode ser encontradaem [06], 2.17 e [r1], cap. 2, 2.4.1.
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Se o sistema & linear e invariante, obviamente a rela-
cao saida/entrada complexa deve ser sempre constante e portanto
G(s) é Unica. J2 o mesmo nZo acontece com o modelo de estado
gque, COmo ja foi visto, pode ser escrito de infinitas maneiras,
atraves das transformagdes de equivaléncia. £ intuitivo, entao,
pensar-se que a aplicacdo da eq.(1l3) a gmelquer representacgao
(X, B, &, D), equivalente a original (A, B, C, D), deva resul-
tar sempre na mesma G(s). Este sentimento sera agora confirmado
pela substituicdo de (A, B, C, D) da eq.{l13) pelas egs. (32) a

(35) da subsegao 2.3.2, as quais sao reeseritas em forma inversa:

1.

A=Q 1Q (15)
e B ;'Q_lB (16)
A ' (17)
Dl » - (18)

tem-se:

G(s) = C(sI - A) "B + D
- 0Q(sI - Q EQ) W B + D
a[a(sT - Q—;KQ)éaj—lﬁ o0
—0(sI - )B4+ D (19)

Note-se que as eqs.(13) e (19) exmressam uma relagao
entre os modelos transferencial e de estaflo que permite, dado
este Ultimo, achar o primeiro. Isto pode ser indicado abreviada—

mente por:

(A, B, C, D) —& G(8) (26)

De mcdo semelhante, poder-se-ia estar interessado no

problema inverso, ou seja, encontrar uma representac¢so de esta—

= Sl =



do, em alguma forma candnica especial a partir do modelo trans—

ferencial. Este problema inverso pode ser resumido como:

G’(S) _D(A: B’ C) D) (21)

(21), porem, nio exprime uma relagao un{vocé. Sob o
ponto de vista informacional, o modelo de estado possui mais
informagao que o modelo transferencial e portanto a relacdo (20)
im51525 uma "perda" de informacgao (§). Obviamente (21j&eduér a

"reconstituigao" dessa informagao perdida que muitas vezes nao

4 A - 2 .
e possivel ser feita somente a partir do modelo transferencial.

2.4.,3 - POLOS E ZEROS

A partir do determinante de G(s), dado em (22) como o
quociente de dois polindmios complexos em S, estendem-se os

. . oy A7
conceitos de polos e zeros ao caso multivariavel.

det G(s) = Z(s) ' (22)
e(s)

O polindmio @(s) e denominado "poiindmio caracteristico
dé G(s)" ou brevemente "polindmio caracteristico" e suas raizes
sao os polos do SM G(s). Observa-se que els) sera um miltiplo
(nfo garantidamente minimo) dos denominadeores das FT's gij(s),

(L£1i,j<n) que compoem G(s), donde se camclui que o espectro

(§) Wolovich, [7], 4.2, afirma que esta informagdo perdida est® associada com o valor inicial
do vetor de estado x(0), que efetivamente pao toma parte no modelo transferencial como confir-
ma 8 eq. (12), porém, mais do que isso, o modelo trensferencial nio considera certos aspectos
da estrutura interna do sistema, os quais sao descritos no modelo de estado.
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des bolos do SM coincide com o espectro dos polos de todas as
fungoes gij(S), (@Lezstya) 2it) (/2))o

Supondo que G(s) possua uma representagao (4,B,C), tal
29 7
que G(s) = C(sI - A) B, entZo pode ser facilmente provado que

@ (s) resulta o polindmio caracteristico de A:

p(s) = det (sI - A) (2‘3) (§)

Os zeros de G(s) serao dados, por definigio, pelas rai-
zes do polindmio z(s) que poderia ser demominado "polindmio dos
zeros" do sistema (*). Em geral, os zerms, assim definidos, n&o
tem porgue coimcidir com os zeros das FI's gij(s), (L2 ol 9] L @) 4 |
a menos, e claro, que G(s) seja estritamente diagonal guando,

entao, o sistema recebe o home de desacomlado.

Os exemplos dados abaixo pelas ems. (24) e (25) ilus-—

tram estes conceitos.

(£) 0 espectro de polos de um sistere € o conjuntoc de todos os seus polos, sem considerar as

poss{veis multiplicidades. Assim, por examplo, o0 espectro de {{gl, pl, p2} é {pl A pz}.

(§) A rigor, os polindmios e(s) de (23) e do denomimacdor de (22) podem ndo coincidir, pois, .
ura possivel cancelacdo de um polo e um zero ocorrida durantea determinagdo da G(s) a partir
da representagao (A,B,C) fara com que e{s) obtido por (22) sege de menor grau do que o obtido
por (23). Sorém, para os fins a que se destina a definigdo do @olindmio caracteristico, ou se-
ja, a andlise da estabilidade, esia cancelagdo ¢ indiferente tisde que 1icita, isto &, os po-
los cancelados hio de ter parte real negativa. :

, (%) Atencaa! Os zeros de SM sao d_efinidos de diversas raneirasna teoria de controle e em ge—
ral sd0 distintos parm cada definicao. Essa distingao faz comque os zeros, obtidos pela defi-
nigdo adotada no texto, recebam a deuominagao de zeros de trmermissdo (em inglés: transmission
gercs), denoninacdo esta que niao serd adotada aqui. Para outres definigdes de zeros, consultar,
por exemplo, [RZ]. 2
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T ‘
det Gl(s) R L P 5] Somel = 1 = =1 (24)
=l Sl s(s+2) s(s+1) s(s+1)(s+2)
s+l s+2
. 2
L g o
e, GQ(S) g 8 S+2 = EE 4 5] £ 3(s+2/3) (25)
_%i -% S (s+1)(s+2) 32(s+1)(s+2)

Note que em (24) z(s) = 1 e portanto o sistema Gl(s)
nao tem zeros. Porém uma simples permutagao dos elementos da

segunda, coluna de Gl(s) resulta em G2(s) gue, como se observa

em (25), possui um zero em s =-2/3. Note também gque ocorre uma
alteragao no polindmio caracteristico sem no entanto modificar

o espectro dos polos.

Uma caracteristica indesejavel do sistema que felizmen—
te raramente ocorre na pratica é z(s) = 0. Contudo nao cabe nes-
te texto uma angalise das implicacdes fisicas e matematicas des-—
ta caracteristica, além do que, o calculo de zeros nao € funda-
mental no desenvolvimento do temzs central. O leitor interessado
encontrara uma discussao detalhada do assunto nas referéncias
ER—S] e EK—Mﬂ, sendo gque nesta Ultima apresenta-se também uma
técnica numérica para a determinacido dos meros de SM's baseada

na sua representacao de estado.

[ T



2,5 — SISTEMAS MULTIVARIAVEIS REATLIMENTADOS

Nas segOes prévias considerou-se os fundamentos da mo-—
delagem matem2tica de SM's gerais através de varidveis de esta-—
do., isto €, pela quzdrupla (A,B,C,D), e através de matrizes de
fungoes de transferéncia. Viu-se também como um modelo de esta—
do pode ser facilmente convertido em um modelo transferencial e,

nao tao facilmente, vice—versa.

Nesta segao continua-se desenvolwendo o tema "sistemas
multivaridveis", porém nio mais visando o problema de andlise,
mas sim o problema pratico de sintese e grojeto, isto &, visan-—
do métodos ou procedimentos que indiquem gquais medidas devem ser
tomadas em relagao ao sistema,de modo a eorrigir possiveis ca-—

racteristicas nao satisfatdrias detetadas numa primeira anslise.

Existe atualmente uma numerosa qmntidade de técnicas
desenvolvidas para ajustar um sistema as especificacoes deseja-—
das, -cada uma delas com seu campo de aplicagoes, cada uma ex—
plorando um ou varios aspectos matemdticms do modelo do sistema,
porém todas se apoiando em dois esquemas hasicos de atuagao:

"a laco aberto" e "a lago fechado'".

As vantagens e desvantagens relativas a ambos os esgue-
mas sao consideradas exaustivamente no camego de qualquer publi-
cagao sobre teoria de controle cldssico, melo que nao serad dis-—
cutido nesta segdo mais do que o necessario a introdugdo da

parte de notagao e nomenclatura.

A atuagao segundo o esquema lacgo mberto pode ser feita

de duas maneiras. -Observe as ilustragoes:
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U= P dnta Y

(a)

uy ‘
u ———> Controlador e——— Pmonta =

(b)

y
=== Planta ——————3 -Coritwlador => 1

(c)

Representagao grafica da plmxta e dos esquemas de

controle a laco aberto.

A figura (a) mostra o sistema que se deseja ajustar, o
qual é considerado, por definigado, imodifiicavel. Adota-se a de-

nominagao de "planta'" para este sistema.

Suponha gue a resposta y(t) dada yela planta seja con-
giderada inadequada para a entrada u(t) fornecida e gque a res-
posta desejada fosse yl(t). O esquema (b)) ajusta esta safda
inadequada através da introdugdo de um blaco capaz de transfor—
mar O primitivo vetor de entradas u(t) em um novo, o u.l('t),
qual fard a planta produzir a safda yl(t) procurada. Este bloco
adicional é usualmente denomlnado "compemsador" ou "controla-

dor", sendo a Ultima denominagio a adotada agqui.
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0 esquema (c) € o caso dual em que o bloco controlador
¢ adaptado 4 safda da planta de modo a prbduzir yl(t) pela mo-
dificagao de y(t). Fm geral (c) é um esguema cuja aplicabilida-— .
de é muito reduzida devido ao niwvel energeético em que o contro-
lador opera, portanto € normalmente desclassificado como opgao
vigvel de controle. Resta o esquema (b) gue é, sem ddvida, o
modo mais simples possivel de se efetuar o controle ou corregao
do comportamento (indevido) de um sistemm. Contudo a sua utili-
zagao somente € recomendada se for possivel assegurar a nao
existéncia de perturbagSes ou variagdes em quaisquer gue sejam
os parémetros ou sinais, internos e extemnos, do sistema plan-
ta-controlador. Caso contrdrio, o esquenma a ser utiiizado deve

ger o de lacgo fechado.

As figuras seguintes fornecem 0s @squemas de algumas

opgdes de compensacio a lago fechado.

+ Planta J,>Y

(a)

J 2 Controlador :) Planta ey

(b)
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Controlador, ' ————04 " Elanta ——)

Controfador 2 Q

(c)

(a) SM realimentado; (b) Idem (a) com controlador
no ramo (multivarigvel)direto; (c) Idem (b) mais um

controlador no ramo de realimentacao.

A figura (a) fornece a opgio lago fechado mais simples
possivel. Note que neste caso a planta € alimentada com o pré-
prio sinal de erro e(t) obtido da comparagao, feita componente
a componente, do sinal de saida y(t) com 2 referéncia ou sinal

desejado r(t) (§).

A figura (b) mostra uma configuracdo mais elaborada on-—
de intercala-se uma unidade controladora entre o comparador e a
planta. Nesta opgao a planta é alimentada com um vetor de entra—
da u(t) onde cada um dos elementos gque o compoem € uma Ffungao
de todos os sinais gue formam o vetor de erro e(t). Isto possi-
bilita compensar efeitos indesejdveis que a configuracao (a)
nao consegue, e mais ainda, os introduzidos pela propria reali-—

mentagao.

(§) A comparagao, teoricamente possivel, de tndas as emtradas {escalares) comn todas as saidas

(esclzlares) levaria a um vetor e(t) de n2 componentes z‘i-yd, (3s1i,j€n). Ko que segue consi-

dera—8€ O caso normal ej=rj-y3.
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Veja mais o exemplo de (c) o qual inclui, além do con-—
trolador citado em (b), uma segunda unidmde no ramo de reali-
mentagéocgw pode, ocasionalmente,incorpurar a dinamica dos

transdutores.

Sao muitas as possibilidades de configuragdes realimen—
tadas classicamente conhecidas, porém, gor mais elaboradas. e
complexasS que sejam, a algebra de diagrams em blocos mostra que
sempre poderao ser reduzidas a um destes trés casos ilustrados

na figura anterior.

O controle moderno, por sua vez, introduz um conceito
de realimentagao diferente do clessico: & realimentagao de es-
tado. Teoricamente mais wersatil que a realimentagao de saida,
ti{pica do controle classico, a realimenimgdo de estado, contu-
do, nao sera revista agqui, pois uma recapitulacao desta técnica,
ainda que sucinta, seria demasiadamente extensa. Naturalmente
isto nao trara nenhum prejuizo no entendimento do resto do tex-—

to.

Ao nivel deste trabalho somente sers focalizado o es—
guema (b) da figura anterior, ou seja, = realimentagao unitdaria
com controlador no ramo direto. A utilizacgao da modelagem trasn-—
ferencial no seu estudo sugere gue se atiote uma nomenclatura
andloga & utilizada no controle classico para a mesms configura-—

¢cao monovariavel. Assim, a sua represeniagao grafica passa a ser

e (s) ( )
K(s) ::522:#)E}§EE:]%——liﬂ—i> E;ds H(s)

a da figura abaixo.

Modelo transferencial do sistema com realimentagao

unitdria e controlador. no ramo direto.

— ) —

y(s)



onde G(s) é a MFT da planta e K(s) a MFT do controlador. O blo-
co H(s) representa a MFT que relaciona diretamente y(s) com
r(s), ou seja, é a MFT equivalente 4o sistema planta-controla-
dor realimentado. A relagao entre H(s) e as componentes G(s) e
K(s) pode ser obtida a partir das relacgoes elementares indica-
das nas egs. (1) a (3) abaixo. Eliminando-se as variaveis e(s)
e u(s) destas equagoes, obtém-se a eq. (4). Passando y(s) para

o primeiro membro, e supondo que o seu coeficiente resultante
seja uma matriz de determinante nao idemticamente nulo, obtem—se

a expressao final (5).

y(s) = 6&(s) u(s) (1)
u(s) = K(s) e(s). (2)
e(s) = r(s)-y(s) (3)
y(s) = a(e)K(s)[r(s) -3(2)] (4)
y(s) = [T + 6(s)K(s)| Fals)K(a)r(s)  (5)

Portanto a MFT do sistema a lago fechado é:

H(s) = [T + 6(s)K(s)] ~o()E(s) (6)
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2.6 — CRITERIOS DE PERFORMANCE

Na segao anterior introduziu-se a idéia de compensacao,
isto>é, a utilizacao de compensadores pEra corrigir caracteris-
ticas inadequadas de sistemas realiment®=dos, ou em outras pala-
vras, para garantir o cumprimento de certas especificagoes de-
sejéveis.

Tais especificagOes, ou critérims, variam enormemente
de aplicagao para aplicagio, além do que, algumas sfo mais im-—
porfantes em determinados sistemas que &m outros. De um modo

geral, a maioria dos sistemas de controle multivariaveis devem

- - ’ 4 .
gatisfazer criterios fundamentais e comms a todos eles.

Nesta secgao serao definidos algms destes critérios de

maneira matematicamente conveniente ao desenvolvimento do capi—

tulo 3.

2+:6.,1 - ESTABILIDADE

Existem na literatura de contrﬁﬂewmuitas definigoes e
formas de se avaliar a estabilidade de mm sistema. Esta varie-
dade de definicgoes e devida a dificuldade de se classificar to-
dos os possiveis tipos de comportamento dos sistemas, especial-
mente dos nao-basicos. Contudo, neste it=xto, que somente trata
de sistemas multivariaveis lineares e imvariantes, nao é neces-—
sario considerar-se mais do que a defiwmigao classica de estabi-—

lidade.

Em termos fisicos, um sistema & eclassicamente estavel
se: =
(a) A resposta do sistema & limitada (finita) se a en-—

trada for limitadaj;

(b) A resposta do sistema tende 2 zZero se a entrada ten-—

o [
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der a zero;

(c) A resposta livre do sistema nio é uma oscilacdo
' mentida. '

Matematicamente (a), (b) e (c) estao correlacionados
com a locagao dos polos no semiplano complexo a esquerda do ei-
ko imaginério, pelo que pode ser enunciado: "O modelo transfe-
rencial de um SM realimentado sera classicamente estdvel se e
gomente se todos os seus polos, ou seja, todas as raizes do seu
polindmio caracteristico a lago fechado QLF(S), possuirem parte
real estritamente negativa, e os graus dos polindmios denomina-

dores de cada FT componente forem maiores ou iguais que os dos

numeradores" (ver por exemplo [F+F—C], Vel ke 3ty ol o

No caso do esquema.de compensagao da figura da pag. 39,
cuja MFT a lago fechado H(s) e dada logo em seguida pela eq. (5)
0 polinodmio QLF(S) é obtido de:
z__(8) -

R s () (1)

erp(s)

Se para o mesmo esquema for adotada a nomenclatura F(s)

para a MFT de lago aberto, ou seja, para a representac¢ao trans-—
ferencial equivalente do sistema planta-controlador,sem conside-

rar o ramo de realimentacgao, tem-se:
F(s) = G(s)K(s) (2)

Supondo que F(s) possua uma representac¢ao de estado da-—

da por:

X = Ax + Be | (3)
Y= Cx (4-)

P



tal que:

F(s) = c(sI - A)"Ha (5).
entao o sistema a lago fechado H(s) tem um modelo de estado da—
do por:
x = Ax + B(r - Cx) = (A - BC)x + Br (6)
y = Cx (7)
tal que:
Ha)N= c(sIp — A S EC)BeB (8)

P~

. A . ’ . . .
Evidentemente os polinomios caracteristicos dos siste-

(s), podem ser ex

mas a lago aberto, QLA(S),e21lago fechado, 1y

pressos em termos da representacao (A,B,C) como:

QLA(S) = det (SIP»— A) | (9)

QLF(S) = det (st SWAT 1 BC)E ,(10)

Estas consideragdes preliminares serdo muito Uteis na
demonstracao de uma relagao bastante importante entre os poli-
nomios (9) e (10). Tal relagao, conhecidz como determinante da
diferenga de retorno (em inglés; return—-difference determinant)
esta dada abaixo pela eq. (11).

(s)
.e_I.‘?_f_. = det [In + 6(s)E(s)] (11)

eLA(s)

A demonstragao de (11) pode ser conseguida partindo-se

das‘eqs. (9) e (10), assim:

—RAQE=

A



eLF(s) det (st - A+ BC)

er,(8)  det (sI_- )

-1

= det [sI_-A]"" det [s1,-4+3c]

= det [( ST, - AT ST - Ax BC)]

= det [Ip + (st - A)‘ch] E@2)

- A ’ ’ 3
Para os efeitos deste desenvolvwimento e necessario sa-—

lientar-se as ordens das matrizes unidades intervenientes.
Utilizando-se de um resultado encontrado em [Ol] que

prova:

aet [I.+PQ] = det [ +QR] | (13)

onde as ordens das matrizes P e Q sao jxk e kxj, respectivamen—

te, a eq. (12) pode ser reescrita como:

e _(s)
EE e [T +c(sI - a)71E] (14)
EM(S) 3 £ ‘

Substituindo (2) e (5) em (14), resulta finalmente:

e, .(s)
B e [z, + F(s)]
@, (s)

= det [I_+G(s)K(s)] @)
Se n=1, a eg. (15) é bem conhecidz e pode ser analisada

através do diagrama de Nyquist, método do lugar das raizes,

critério de Routh-Hurwitz, etc.. Para o caso n>1, ou seja, pa-

= A =
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ra O caso multivariével, 0 critério de Routh pode ser aplicado
de maneira analoga ao caso monovariavel, embora as relagoes se-
Jam definidas em termos dos n® ganhos que compoem o compensador
K(s). As técnicas baseadas no diagrama de Nyquist, que possibi-
litam um estudo parametrico da estabilidade do sistema monova-
riavel, sao, no caso multivariavel, trabslhosas e de dificil
aplicagdao, pois a relacgdao (15) € uma fungao complexa nao linear
dos elementos de K(s). Existem, no entanio, técnicas de projeto
gque sugerem a escolha do compensador K(s) de maneira a simpli-
ficar a estrutura da eq. (15), possibilitando assim a aplicagao
das conhecidas técnicas graficas de projeto, como é o caso da

técnica apresentada no capitulo 3.

2.6.2 — INTEGRIDADE

Suponha um sistema monovariavel cam realimentagao uni-—
taria da saida semelhante ao esquema ilusirado na pégina 39, Se
ocorrer uma falha no sensor ou transdutor,tal que o sinal de
realimentacao se anule, o sistema passaréea operar no modo lago
abertoje se a falha for no atuador, isto =, na saida do compen—

- L4 -
sador, o sistema sera desativado.

G ’'d "

No caso de mﬁltlplas entradas e sEildas estes mesmos
efeitos somente seriam obtidos se ocorressme a falha simultanea
de todos os sensores ou de todos os atuadmres, o que e bem pou—
co provavel. Nos casos mais simples de falhas de determinados
- ’ - o L
S8ensores ou atuadores, e claro que o sistmsma continuara operan-

- . I e ~ 2
do a lago fechadc, pois algumas saidas aimda serao acessiveis
para a realimentagao e o controlador, utillizando estas infor-

magoes, continuara alimentando a planta. Bra cada combinacao

de falhas o sistema apresentaré um comporiamento que podera ou

nao ser aceitavel sob um determinado ponto de vista.

Nao é& possivel, teoricamente, obter-se métodos para ana-
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lisar todas as possiveis condigoes de falhas e corrigir, atra-

vés de modificagOes adequadas na matriz K(s), todos os comporta—

5 ~ o ’ . . - .
mentos nao aceitaveis introduzidos por estas falhas no sistema.

. . o . . (dirs o
Isto restringe este tipo de analise a dois casos praticos:

(a) Analise da estabilidade do sistema a lago fechado

com falha no sensor k=

Um SM com realimentacfo unitaria sera dito "com falha no
" . dn . ~ .
gensor k" se o sensor localizado na k-esima posigao, ou seja,
. () 7 2 _a . ~ LR
na insercac do k—-esimo ramo de realimentagao com a k-esima sai—
da, estiver defeituoso, de tal forma que o sinal de realimenta-

¢ao transmitido por este ramo seja nulo.

Neste caso o sinal de erro e(s) pode ser matematicamen-

te exXpresso por:
e(s) = r(s) - [In-eke;]y(s) - (16)

~ 14 . o
A notacgao e, © utilizada para representar um vetor de

ordem nxl com todos os elementos nulos,exceto o colocado na

: -2 T t
k-ésima posicgao, que vale 1. Note gque o produto ekek resulta
uma matriz nxn com todos os elementos nulos, exceto o localiza-

do na k-ésima posigiao da diagonal principal.

Expandindo a eq. (16) como em (17), pode-se verificar
que a formulacdo de (16) & realmente adeguada para representar

o vetor de erro, levando-se em conta a falha no sensor k.
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e (s)]

e, (s)

e, ()

) =t

e (e)

(7, (=)
¥5(s)

Vye_1(8)
0
yk+1(8)

Léh(S)

[, (s)]

¥, (s)

¥ ()

fin (=) = (=)

rZ(S)-yz(s)

r, (s)

= (8) =5 (&)

7,(s)

(17)

A interpretacao através de diagramas de bloco desta

formulacio e dada abaixo:

r(s)

e(s)

i) u(s)

G(s)

y(s)

t
l—ekek

Representagdo de sistema multivaridvel

Tealimentado com falha no sensor k

o Ly
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De maneira semelhante ao que foi exposto na subsegao

anterior, pode-se dizer que o sistema a lago fechado com falha
(4

no sensor k sera estavel se e somente se todas as mizes do seu

polinomio caracter:fstico, denominado @ (s), possuirem parte -

LFCFS
real estritamente negativa.

Substituindo-se (4) e (16) em (3), obtém-se a equacgdo

de estado do sistema com falha no sensor k:

X = Ax + B[r - (In— eke;)Cx]

t
= A.x+Br—B(In— ekek)Cx

[A—B(In— eke;)C]X+Br : (18)

portanto o polinomio QLFCFS(S)"eXPrESSO em termos do termo

(A, B e), e

erpops(s) = det [st-—A4—B(In-eke;)C] (19)

Relacionando-se os polindmios caracteristicos do siste—
ma com falha no sensor k, dado pela eq. (19), e do sistema sem
falhas, dado pela eq.(10), resulta:

Bt
(s) det [st-A+ B(In—ekek)c]

® L FCFS
QLE(S) det (SII/) — A + BC)

det [(st-—A4—BC) = B(eke;)C]

det (sIP - A + BC)

= det [T - (st-Aa-BC)—lB(eke;)c] (20)

‘ o] :
Fazendo-se P = (st—A+BC) Be e Q= e, C e consi-

—wASE-
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derando que as ordens de P e Q s3o pxl e 1Xp, respectivamente,

sua substituigdo na formula da eq. (13) leva a:

errors(s)
PLF(S)

= det [1-QP]

t -1_
= ekC(sIP—A+BC) ]Bek

[x_-c( ST - A+ BC) " B] el

Il
R

eﬁ ‘[In— H(s)] e

{In - [In + G(s)K( s))]_l(}( s)K( s)} ey

I
ot

= eﬁ{[In+G(S)K(S)]—1[Im+ G(s)K(s)] =

< [T+ G(s)K(S)]_lG(S)K(S)} e

I

e;; [In+G(s)K(s)]_l[Im+ G(s)K(s) - G(s)E(s)] e,
= o [1,+&(s)K(s)] e, (21)

Note que os polos do sistema com falha sao os zeros da
funcfo de transferéncia localizada na k—esima posigio da diago—
-1
nal principal da MFT [I_+G(s)K(s)] ™.

(b) Andlise da estabilidade do siistema a lago fechado
com falha no atuador k.

Umn SM com realimentagio unitaria sera dito "com falha
no atuador k" se a k-ésima entrada da plmmta G(s) nfo puder ser

alimentada, ou equivalentemente, se o siml de controle uk(t)EO

devido & falha na saida k do controlador.
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O diagrama de blecos que simula esta situagdo é o da

figura abaixo.

y(s)

ris) el) K(s) :__gln-eke; ‘:U(S) A G(s) "—‘—'4)

SM realimentado com falha no atuador k.

A estabilidade desta configuracio estara garantida se

todas as raizes do seu polindmio caracteristico (%) (s) pos-
: : LFCFA
suirem parte real estritamente negativa.
Para se chegar a uma relacao entre polindmios caracte-—
risticos semelhante & obtida em (21) considere primeiramente a
eq. (15), onde se demonstra que a razao dos polindmios caracte—

risticos a lago fechado e a lago abertode um SM com realimen-—

tagio unitdria é igual a det [Inf*F%S)]’ onde F(s) representa

a-MFT a lago aberto do sistema.

No caso da figura acima, a MFT a lago aberto e:

F'(s) = G(s)(I_ - eke]:)K(s) (22)

Portanto, uma relagao entre os polindmios caracteristi—

cos a lacgo fechado QLFCFA(S) e a lago aberto @ (s) deste

LACFA

. ’
gistema e:
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e rorals)

€ acra’S

= det [T +F'(s)]

= det [I_+0G(s)(T, - eke;)AK(s)]

= det [In-kK(s)G(s)(In-ekeg)]

= det [Inq-K(s)G(s)- K(s)G(s)gkeE]

= det ([In+K(S)G(s)] {In— [In+K(s)G(s)]']K(s)G(s)eke;})

= det [I_+K(s)G(s)] det {In-IIH-PK(S)G(s)]_l.
.K(é)G(s)eke;}

= det.[In+-G(s)ﬁ(s)] det {1-é;[;n+-K(s)G(s)]-l.
°K(s)G(s)ek} : |

= det [I_+G(s)K(s)] (1- ez[ln+’K(S)G(s)]—lK(s)G(S)ek) |

= det [T+ G(s)K(s)]elz (In— [Ii+K(s)G(s)}']K(s)G(s)} e

= det [Ip+-G(S)K(s)]gi([InaéK(sﬁG(s)]_ltIn-kK(s)G(s)]_
E [1n+K(S)G(s)]‘“x(s)e(s)}ek

= det [Ina-G(s)K(s)]gE[In;+KKs)@(s)]"le

1, +E(s)6(s) - E(s)6(s)]e,

]

[N
)
of

[1_+ c(s)K(s)] e [T, +E(s)B(s)] e, (23)

L,



Lembrando que o termo det [Inf+G(s)K(s)] corresponde a

razao entre os polindmios caracteristicos a lago fechado e a

lago aberto do sistema sem falhas, notados como QLF(S)

e GLAKS), respectivamente, tem-se:

’

e (s) e (s)
LFCFA _ I e;[1n4-K(S)G(S)]—lek (24)
racral®)  Cpu(s
ou ainda:
e (s) ¢ (s)
L () a(e)) Nt
QLF(s) PLA(S)

Note, contudo, que as MFT's a lago aberto do sistema com

falhas e do sistema sem falhas diferem entre si apenas pelo ter-—

E) que simula a falha do atuader k. Note também gque

este termo independe da variavel s, portamto nao interfere nos

mo (In-eke

polos do sistema a lago aberto, o que iema a concluir que:
(s) (26)
Substituindo (26) em (25) resultm finalmente:

rrcrals)

@rp(s)

= o[ +K(s)6(s)] e, (27)

A eg. (27) indica que os polos do sistema com falha no
atuador k s3o os zeros da fungdo de transferéncia localizada na
k-ésima posigdo da diagonal principal da TWET [;n-hK(s)G(s)]—l.
Observe que as duas expressoes mais importiantes encontradas nes-
ta subsegio, egs. (21) e (27), diferem emire si apenas pela tro-
ca das matrizes K(s) e G(s).
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Na aplicagao pratica das egs. (21) e (27) eventualmente
podem ocorrer situagoes em que aparecem termos comuns no nume—
rador e no denominador da fungao de transferéncia obtida. Como
pfessupBerse gue o sistema original sem falhas era estével,

5 (f ..o ’ & ~
bpodem ser consideradas licitas todas as possiveis cancelacgoes.

2.6.3 = INTERAGAO

Em geral as entradas e saldas de uma planta multivaria—
vel estao todas inter-relacionadas entre si, de tal forma, que

a variagao de gqualquer uma das entradas produz uma corresponden—

te variacio de todas as saldas. Este efeito e denominado "inte—
ragao" e é caracterizado no modelo transferencial do sistema
pela existéncia de elementos nao nulos fora da diagonal princi-
pal da MFT (no modelo de estado este efeito nao é visivel por
simples inspecgao).

O grau de interacao de uma planta nao pode ser alterado
(uma planta € por definigdo imodificevel) mas no sistema a lago
fechado este efeito pode ser significativamente reduzido atra-
vés de uma escolha adequada da unidade comtroladora K(s). De
fato, algumas técnicas de controle exploram esta possibilidade
de desacoplamento, que implica fazer a MF® de lago fechado
aproximadamente diagonal, por exemplo o Metodo do Arranjo Inver
so de Nyquist, que chega a definir um tipo muito especial de
desacoplamento parcial. Ja um controlador capaz de eliminar com—
pletamente a interagao devera possuir uma estrutura extremamente

complexa, o que limita sua aplicagdo a casos onde o desacopla-

mento seja absolutamente necessario.

O grau de interacao permissivel wvaria sensivelmente de
aplicagao para aplicagio e a magnitude da interacgao durante o
transitorio depende das grandezas fisicas adotadas para as va-—
’riéveis de saida. Tipicamgnte, porém, admite-se que um sistema

2531 =



a lago fechado possﬁiucondiQSes_aceitéveis de interacgdo transi-—
*t:_c_'rrié. se ai(t):élO%yj(t), (Lsig<n) e (ifj), ou seja_., se a inte—
‘ragdo na saida yi(t), notada como ai(t), for menor ou igual a
10% da saida yj(t) devida a um degrau de amplitude c aplicadé

na entrada j.

. - ~ r . . ~ 3
Note que a verificagao dos niveis de interagao transi-

tdria é feita no dominio do tempo e nio mo dominio complexo (§).

2.6.4 — ERRO ESTACIONARIO

Num SM com realimentagio unitaria semelhante ao da figu-
ra da pagina 39, define-se o erro estaciomario no lago j, nota-—

do ej(OO), como a diferenca entre a resposta dada pelo sistema

. & Id ’
na saida j e a resposta desejada na mesma salda apos cessarem
todas as oscilacgoes transitorias. Logicamente o efeito da inte-

ragao nio deve contar nesta diferenga.

- . ~ L . . .
0 erro estacionario multivariavel definido acima, pode
ser avaliado através da aplicacgao do teorsma do valor final a

expressao:
ej(S) — yj(S) ~ rj(S)
= e[y(s) - =(=)]  (28)

onde eg é um vetor de ordem nxl transposte com todos os elemen-
tos nulds exceto o localizado na j—esima posigao, que vale 1, e

r(s) é uma excitac@o degrau do tipo:

r(s) -= cs—lej | (29)

(§) Para maiores detalhes sobre o problema da interag@o, consuliar, por exemplo, [M—W].
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—l ’ - ’ y ’
onde s e a transformada de Laplace do degrau unitario, ¢ e uma
constante real e e‘_‘i é um vetor de ordem mxl como definido acima (§)

Note que r(s) & um vetor com um wnico elemento ndo nulo .
rJ.(s):cs—l, ou seja, um degrau de ampliimde c. Com esta excita—
¢20 elimiria-se o problema da interagao sstaciondaria na safda yj
do sistema, pois somente a entrada rj € mao nula. Evidentemente

todas as demais saldas devem ser interpretadas como sendo devi-

das exclusivamente ao efeito da interacao.

Fazendo-se y(s)=H(s)r(s) na eq. (28) e em seguida subs-

tituindo-se r(s) pelo valor definido em (29), vem:

N

o,(s) = e;_’[H(s)r(s) - 2(s)]

= eg[H(s) - ?[n]I((S}

= el[u(s) - In]j_(::‘sflej (30)

A aplicacio do teorema do valor flinal a eq. (30), re —

sulta:

(§) Tma analise do erro estacionario em fungao de ‘qualquer wxtrada n8o e simples. Por isso, no

’
foque cldesico de teoria de controle costuma-se analisar aste erro supcndo uma familia de

entradas tipificadas, caracterizadas porque suas TespectivesiTransfomadasidesiaplacelasofds

- I d ,
foroa ak onde k pertence ao conjunto dos inteiros. £ entao possivel encontrar formulas que ex-
’ &

primem esse erro em funcgao de k e do denomj.nado
ce a complica¢do adicional da interacio entre entradas e seaxits. Por isso neste trabalho, que

"tipo do sisvema" (monovariavel). Em SM's arare-

nao constitui um estudo especializado sobre o tema, continum-se analisando este erro para a

r(e) de (29), por ser esta entrada fisicamente significative mma vasta série de situagdes apli-
? -

cadas,
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e.(e2) = 1im se.(s)
s8-0 J

1lim se?[H(s) = In]cs-le.

s-0 3
= 1im ce#[H(s) = In]e.
s-0 J J
= ce?[H(O) = 7 _Jle. (31)
J n- J

De (31) conclui-se que o erro estacionario observado na
saida yj do sistema, para uma excitagao degrau dada por (29),
sera nulo se, e somente se, o elemento localizado na 1inha<j e
coluna j da maftriz H(O) for 1. Generalizando: se H(O) possuir
éoda a sua.di&gonal'principal composta de 1's, entdo o sistema

L4 - ’ o r
apresentara erro estacionario nulc em todas as saldas.

N2o e dificil ver que os elementos fora da diagonal
principal de H(OQ) fornecem o grau de interacao estacionaria que
existe entre todas as entradas e saidas§ assim um elemento

hik(o) avalia a parcela da resposta Y5 devido a uma excitagao

decrau aplicada na entrada k.

Portanto a condigido para que sejam observados simulta-

~ . ’ A o ’ -
neamente interagoes estacionarias e erros estacionarios nulos

em todas as satdas do sistema e gue H(O)::In.

B



'CAPITULO 3

COMPENSAGAO DE SISTEMAS MULTIVARIAVEIS PELO METODO DA
DECOMPOSIGAXO DIKDICA

’ . . ~ c =
No capitulo anterior fez-se uma recapitulacao sucinta
- o ~ 7
dos conceitos basicos que serao empregados neste capitulo, ou
. e s . ’ -
seja, reviu-se alguns topicos sobre modelagem matematica, rea-

limentagdo e critérios de desempenho de SM's.

Neste capitulo apresenta-se detalhadamente um dos mui-
tos métodos de compensagio de SM's baseados em conceitos e téc-
nicas classicamente conhecidas: o Método da Decomposigao Diadica
(MDD) (§) . Antes, porém, de iniciar a apresentacgao do método
propriamente dito, é conveniente fazer—-se um resumo, nao de
todos os métodos jé desenvolvidos, o0 que seria demasiadamente
extenso, mas sim do grupo a que melhor se enquadra o MDD na clas-
sificagZo fornecida no capitulo 1, ou seja, do item (a), o qual

também enquadra os métodos:

(1) Método de Controle Nao Interatiwo (MCNI);

(2) Método do Arranjo Inverso de Fyquist (MAIN);

(3) Método da Diferenga de Retormp Sequencial (MDRS):
(4) Método do Controlador Comutativo (MCC).

O objetivo deste resumo obviamente nio é destrinchar
todas estas metodologias em pormenores, mes formnecer uma idéia
da formulagdo matematica bem como das vantagens e desvantagens
mais caracteristicas de cada uma.Com isto o MDD fica inserido
dentro de um contexto, que embora limitade, ja permite formar

= . o ’
uma idéia comparativa do método.

O MCNI é, em esséncia, o mais simples de todos os méto-

(5) Veja a classificagdo aprasentada no cap{tulo 1.
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dos propostos para reduzir o problema de compensar um SM reali-—
mentado para o0 caso de um conjunto de compensagSes monovariga—

~ veis.:Incidentalmente € também o mais amtigo (§)-

Este método propoe que a unidade controladora K(s) seja
escolhida de tal forma, que a MFT do sistema a lago aberto
G(s)K(s) seja diagonal, o que faz com guwe o sistema a lagco fe—

chado H(s) resulte também na forma diagonal, isto e

H(s) = diag{hi(s)} . ((Qlezst <y (L)

. P
Observe que um SM com esta estrmfura ja pode ser trata-
- - -’ - 3 4
do como um conjunto de n sistemas monovariaveis, isto e, pode-se

compensar as FT's hi(s), (1<i<n), uma por vez atraves das co-

nhecidas técnicas classicas. Contudo, uma matriz K(s) com as
caracteristicas necessarias para provocar este desacoplamento
total devera ser bastante complexa, e nam se justifica, na maio-
ria dos casos, a implementagéo de tanta complicagao somente para

.reduzir o efeito da interacgao.

O MAIN, proposto originalmente por Rosenbrock, segue a
mesma filosofia do MCNI de tentar aplicar as técnicas classica-
mente consagradas no projeto de compensadores multivariéveis,
porém, sem impor um desacoplamento total @0 sistema senao que
verificar que o sistema satisfacga um cuid®doso e ao mesmo tempo
interessante critério de desacoplamento pegrcial, baseado no con-
ceito de matriz diagonalmente dominante. Tma matriz e dita dia-
gonalmente dominante em alguma fregléncia especifica (ou uma
faixa de fregli®ncias) quando os modulos dms elementos da diago-—
nal principal sao maiores que a soma dos mddulos dos correspon-—

dentes elementos fora da diagonal, tomados fila por fila ou co-

(§) Ver !d'l], parte IV.



luna por coluna.

0 meétodo utiliza a representagao inversa da MFT do sis-
tema, isto €, a relagdo entre a MFT a lago fechado H(s) e laco
aberto F(s) =G(s)K(s) dada por

H(s) = [I_ + F(s)]7'¥(s) (2)

€ escrita na forma inversa simplesmente como:

B 1(s) = ¥ (s) + i (3)

Nestas condlgoes Rosenbrock demonstra que se a MFT de
lago aberto invertida F (s) & diagonalmente dominante sobre 0
contorno de Nyquist (§), condigao esta gque pode ser verificada
graficamente pela anélise das faixas de Gershgorin (£), entao a
estabilidade do sistema a lago fechado pode ser deduzida a par-

tir da resposta em freqUiéncia dos elementos da diagonal de F’l(sl

A utilizacgao do metodo no projeto da unidade controla-

dora pode ser resumido pela seguinte rotina:

: -1 , ’
(a) Determina-se a MFT G ~(s) e atraves dos graficos dos
] A -1 , ~ "
circulos de Gershgorin, verifica-se se G (s) e ou n3o diagonal-

mente dominante no contorno de Nyquist; neste ultimo caso:
(b) Escolhe-se um pré—compensador4Kc(s) tal que
K-l(s)Gfl(s) seja diagonalmente dominante no contorno de Nyquist;

(c) Faz-se K(s) =K (s) diag {ki(sb} , (L<is<n). BEsco-

lhe-se as FT's ki(s), (L<i<n), de modo gue os elementos da

(§) 0 contorno de Nyquist, como é normalmente referido nos textos de controle, ¢ uma curva que
percorre o eixo imagindrio do plano complexo de -©°°a + o e ge facha por uma circunferancia de

Taio infinito atraves do semiplano positivo.

(£) Para um esclarscimento detalhado destas faixas, consultar,per exemplo, [r3].
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diagonal principal de F-l(s)-+In satisfagam o critério de

Nyquist de estabilidade classicamente conhecidoj
(d) Determina-se h;i(s) = lnrfii(s), (1<i<n), onde
fii(s) é 0 i-ésimo elemento da diagonsl de F_l(s). Avalia-se gra-

. - £, ~ ’ _
ficamente a validade desta aproximacgao atraves de uma andlise
baseada nas faixas de Ostrowski.(§), e aplica-se as técnicas

classicas nas FT's hii(s) obtidas para verificagao do comporta—
mento transitorio e estaciondrio do sistema a lago fechado.

Nos passos (b) e (c) estao as duas maiores dificuldades

na aplicagao pratica do método: (12) Achar uma matriz Kc(s) tal
que K;l(s)Gfl(s) seja diagonalmente domimante no contorno de

Nyquist é uma tarefa bastante ardua principalmente se n > 3;
~ 3 & —l ’
(2¢) A dominancia diagonal da matriz F (s)+-In e, em geral, de-

pendente da escolha das FT's ki(s), (1<is<n).

0 outro metodo citado, o MDRS, proposto por D. Q. Mayne,
difere totalmente dos MCNI e MAIN, no sentido de que nao exige
a diagonalizacao nem mesmo parcial da plamta. Este metodo suge-—

re a utilizacdao de um controlador K(s) da forma
K(s) = diag {k’i(s)} < Van)) (4)

onde cada FT ki(s) ¢ determinada atraves de uma engenhosa e sis—
tematica aplicagdo do determinante da diferenga do retormo j&
apresentado na subsegao 2.6.1 como

PLF(S) :

e (5) det [In + G(s)K(s)] = aet [z(s)] (5)

N

(§) Sobre estes faixas, consultar, por exemplo, [R3].
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onde T(s) = ;n+-G(s)K(s). Foi comentado na subsegao 2.6.1 que

este determinante e bastante pratico na determinacfo da estabi-
. lidade do sistema a lago fechado, mas que se T(s) nao possui
uma estrutura adequadamente simples, a aplicagdo direta de (5)
€ extremamente complicada, pois resulta uma func¢ao complexa de
todos os elementos de K(s). O MDRS contorna esta dificuldade
considerando o sistema inicialmente com todos os lagos inter-

rompidos e aplicando (5) cada vez que um lago & fechado.

Para apresentar a formulagao deste enfoque define-se:

Ki(s) = diag [kl(s),...,ki(s), © q R O}, Csz.srﬂ (6)

Ki(s) € o modelo do controlador com os lagos 1l,..., i

fechados e i+1, ... , n abertos. Note que para todos os lagos

abertos tem-—se Ko(s)zso e ﬁara todos os lacos fechados

Kﬁ&ﬁ:K@):&Mg{gﬂsﬁ,(1$i$nL
Uma forma muito Util de se escrever (6) e

K,(s) = & _;(s) +k;(s)e;e; , (1<isn) (7)

Associado com cada controladoriKi(s), (1l<i<n), existe

um determinante

e T, (s) = det [z, + 6(s)K,(s)], (T<¢disnm) (8)

descrevenda a estabilidade do sistema com os lagos i+l, ..., n

abertos.

Substituindo (7) em (8), resulta:

det T,(s) = det [T + G(s)K; ,(s) + ki(S)G(s)eie;“]

— FL =



det [Ti_l(s) + kiG(s)eieI]

= det T._ (s) det [I + k. (S)T (s)G(s)e e. ]
= [aet m;,_ ()] [1 + efk, (s)ET, (s)a(s)e,]

= t,(s) det T.  (s), (1<is<n) (9)
onde t,(s) =1 + ek (s)T;1 (s)&(s)e, (10)
Note a seqiiéncia de determinantes obtida de (9):
i=0—det T (s) =1

i=1—0c det T (s) = t(s) det T_(s) = ti(s)

3 =108 Ndeh T2(s) = tz(s) det Il(s) = tl(s)tz(s)

i =h — det Tn(s) t (s) det 1l (s)— tl(s)tz(s)...tn(s)
Da equagao obtida para i =n conclmi-se que o sistema a
lago fechado sera estavel se todos os zeros de ti(s), (1 <% n)) s

possuirem parte real estritamente negativa.

2

Note que as n fungoes ti(s) podem ser compensadas indi-
vidualmente uma a uma se se comegar por tl(s) e seguir sequen-

cialmente até tn(s). A eq. (10) mostra que cada ti(s) e funcdo
somente de um ki(s), os kj(s), (j<i), estzo incluidos implici-
—~1
tamente em Ti—l(s)'
0 metodo mostra que a estrutura diagonal de K(s) é su—
ficiente para satisfazer critérios de estambilidade e desempe-

nho do sistema a lago fechado, mas e deficiente sob o ponto de

Vista de outras especificagOes de comportamento, como por exem—

— (2 —

-
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plo, o efeito de interagao nas altas fregiiencias, que somente
pode ser significativamente suprimido se a MFT do sistema for
aproximadamente diagonal em altas fregilemcias. Este desacopla-
mento parcial pode ser conseguido atraves da utilizacao de um
pré-compensador Kc(s), determinado de mameira que a MFT G(SE%(S)
seja aproximadamente diagonal, e em seguida aplicar a técnica

descrita acima em G(s)KC(s).

Neste breve resumo do MDRS observa-se que o meétodo in-
depende da forma em que se encontra a MFT G(s) da planta e mais
ainda, nao depende de nenhum tipo de consideragdo aproximativaz
0 método, no entanto, oferece poucos recursos para minimizar o
efeito interativo e tende a encontrardificuldades de aplicacgao

. . 4 I'd o
a medida que cresce o0 numero de entradas e saldas do sistema.

O MCC € o ultimo dos metodos pertencentes ao grupo do
MDD. Sugerido originalmente por MacFarlane, este método utiliza
uma estratégia bastante interessante para desacoplar virtual-
mente os modos do sistema. Propoe , inicizlmente, que se fatore

a MFT G(s) da planta como:
G(s) = M(s) diag (gi(s)}M_l(s), {2 <i <n) ((aiaL))

onde M(s) € a matriz modal e gi(s), (l<i<n) sao os autovalo-
res de G(s). Se o controlador K(s) possuir a mesma estrutura

modal da planta, isto é, se
| . i 2% S5
X(s) = M(a) diag {ki(s)}M e s a &) (12)
a MFT do sistema a lago fechado H(s), tomm a forma:

H(s) = [;n o G(s)K(s)]_lG(S)K(S)

= [In-l- M(s) diag {gi(s)ki(s)} Vi (s)']—']M((a) diag {gi(s)ki(s)} M-l(s)

g; (s)k, (s)

ligi(S)ki(S)

= M(s) diag{ } M (s) , (L<ie<n) (13)

B o)



indicando que o desempenho do sistema a lago fechado e governa—

do pelas FT's

g; (s)k, (s)
l+gi(s)ki(s)

, (L<i<m) (14)

e pele estrutura da matriz de transformagao M(s). Note que se
M(s) for independente de s, entao o desempenho sera governado

apenas pelas FT's de (14).

Este método, que deve o nome a propriedade G(s)K(s) =
K(s)G(s),  possui duas deficiénciasi (1&8) A matriz modal de G(s)
é, em geral, dependente de s e os autovalores sdo fungoes irra-
cionais em s; (28) Em geral o controlador K(s) ira possuir uma
estrutura complexa devido ao fato de M(s) ser dependente de s.
Por exemplo, se ki(s), (J_sﬁ.sn), forem simples controles pro-
porcionais, o controlador K(s) =M(s) diag {ki(s)}Mfl(s) nao

’ .
sera necessariamente constante.

O MCC e, neste contexto, bastante importante sob o pon-—
to de vista de que o MDD constituli uma versao melhorada do mé-—

todo, e portanto € um bom ponto de apoio para comparagoes.

Segue agora a apresentagao do MDD.

Y



3.1 — MATRIZ DE FUNGOES DE TRANSFERENCIA DIADICA

Definicao 1 - Uma MFT G(s) gue representa um SM com n
entradas e n saidas é denominada matriz de fungdes de tranfe-—
réncia diadica, ou abreviadamente MFTD, se e somente se puder

ser escrita na forma da eq. (1).
& -
&(s) = > &,(s)z,w; = 2 diag {gi((s)}W, (1< i <nn Eh)
=]

onde as gi(s), (lsi=<n), pertencem ao wempo das fungoes racio-
nais ¢ —=C, Z e W sao matrizes regulares de ordem nxn defini-
das sobre o campo dos complexos,zi(l.si,sm) sao as colunas de 2

e Wz (L<i<n) sao as filas de W.

A eg. (1) é uma extensao direta des conceitos de expan-—
sao diddica de matrizes numéricas apresemiados no apéndice,
onde a equivaléncia entre os 22 e 3¢ membros foli demonstrada
sob a suposigao de gue os elementos dos vEtores pertencem ao
mesmo campo a que pertencem os « da expressao (1) desse apéndi-
ce. Aqui, o & uma, fungao racional, mas os elementos dos vetores
sa0 numéricos. As expressoes deduzidas comtinuam a ser validas,
porque: 19) todos os elementos pertencem m campos, e 22) os nu—
meros podem ser considerados como aguelas particulares fungoes
racionais onde os polindmios numerador e fHenominador reduzem-se
a constantes, ou um desses polinﬁmios S umxmﬁltiplo (real ou

complexo) do outro.

O diagrama de blocos seguinte formece uma interpretacao

fisica da ED dada pela eq. (1):

s



u1(5)=:g‘(s) yi(s) g
u-(s) yo(s)

u(s) — W £ =1 g, (s) 2 - 7 = y(s)
Ua(s) Ja. (s) Yals)

Diagrama de blocos da ED.

Facilmente pode ser verificado que sido validas as se—

guintes relacgoes:
i(s) = Wu(s) (2)
§(s) = 271y (s) (3)

A partir das equacgoes (2) e (3) surgem as denominagoes
de "matriz de transformacao da entrada" e "matriz de transfor-
magao da saida" para as matrizes W e Z, respectivamente. O ele—

mento gi(s) passa a ser denominada "fungao de transfereéncia do
subsistema i", ou simplesmente "subsistem=z i".

Exemplo 1 - Observe a MFT G(s) daja em (4) e sua respec-—
tiva ED dada em (5).

S+2 S+1 sS+2
3L
G = = 2945 : 4s+11
(s) Gt i (4)
2s+5 25+6 4s+11
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L 9L @ 1 B o o
(s+2)(s+3)

b
(s+1)(s+3)

G () =[S . 1 0F IHSEH

1
(s+1)(s+2)

Note que a exigéncia imposta sobre Z e W de serem estri-
tamente numéricas, embora aceitdvel matematicamente, € uma res-
trigao bastante pesada e portanto a possibilidade de que uma MFT

arbitraria satisfaga (1) € bastante peguena.

3.1.1 — OBTENGAO DO MODELO DE ESTADO DE UMA MATRIZ DE FUNGOES
DE TRANSFERRNCIA DIADICA

Suponha que cada um dos subsistemas gi(s) posSsSua um mo-

delo de estado de dimensao P, semelhante ao da eq. (6). O mode-

1o de estado do sistema G(s), de dimensao p=§:pi € obtido a

partir dos modelos dos subsistemas gi(s), (1<i<n), como em (7).

x. = A.X. + B.1Q.
al al =l 7
A (6)
Vg, = CiXi 5 (AL c=at )
X = diag {Ai}x + diag {B }u
y = diag {Ci}x D@ Lr3L £ <ha) (7)
~ ~ -~ ~ 'S t ~ ~ ~ ~ t
onde: u = [ul u2 eecs uh] 9 y = [31 Y2 e yn] e
t t tqt
X =[?1f Xp e n] .
Substituindo as egs. (2) e (3) em (7), obtém-se:
x = diag {A. |x + diag {B.}Wu
al i (8)

Yy = Z diag {Ci}x s 1 <1 <n)
— & =



A eg. (8) ainda pode ser escrite como:

X Ax + BWu

(9)
Vo =40

onde: AT =NdS e (Ai}’ B =.diag {Bi} e @ = diag {Ci}, (@b 4at <))

ord (A4) =-pxp, ord (B) = pxn e o (C) = nxp

ord (Ai) =D %P, s ord (Bi) - piﬂl e ord (Ci) = lxpi

n
nao esquecendo que deve ser cumprida tamém a relsgao E p; =P-
ai=it

Exemplo 2 - Encontrar um modelo de estado da -METD G(s)
dada pela eq. (5).

O modelo. de estado na forma canomica variavel de fase

’

de um sistema monovarigvel tipo g(s) = 1 é:

(®ro) (s+p)

(10)

e L O =

Entao os modelos de estado dos siisistemas g-i(s),

(1<i<3), da eq. (5), em notagao de termm (Ai, Bi’ Ci)’ S2.0:

| e ILI [o |
= 1 . £34 L @
gl(S) z (S+2)(S+3) L—6 Uy L 1 o :[: J
[@ Wl Te]
1
gz(S) a3 (S+l)(S+3) 54 _‘3 == » L 1 J? [l O] (11)
1 @ il er] :
1% (s+1)(s+2) i3 (:2 —331. (L dt B O])

= (S =

L



Portanto as equagoes de estado e saida do modelo de es-

tado do sistema G(s) sao:

B © © 0] m © @
5 5 © O O O el e
: @@ @ 1 6 @ © ©
X = X + u
O 0 =5 4 O 1R 0F e
Q0 © 0 1 9 © ©
B @ 00 0 <2 =3 Biggart o5 o
PR CIESL G O O
v =11 @ ISScHEIo)
oo o © 4 @

3.1.2 - OBTENGKO DA EXPANSAO DIADICA A PARTIR DO MODELO DE ESTADO

Seja agora o problema inverso: obter uma MFT nxn na
forma de uma ED partindo-se do modelo de estado de dimensao

‘p2n dado pelo terno (A,B,C).

Partindo da relacao entre modelos de estado e transfe—

rencial: G(s) = C(SIP—A)-]'B,- e supondo que a matriz A possa ser

fatorada como em (13),

A =M diag {Ai}m“l, (L<is<n) (13) (§)

onde: ord (A) = PXps ord (Al) =piXply p = Zpl

pode-se escrever entdo a eq. (14)

(§) Evidentemente nada impede que a matriz M coincide com & meiriz modal de A, caso em que as
submatrizes A, (1 £1 ¢n), serdo obtidas como diag {)‘j} - (1&341}1) + (11 sn).
X i

< 69=



-1.-1

&(s) = O(sI, - M diag {Ai}m )

ll

CM diag {(sxp = Ai)_l}M—lB L@z st an) (14)
i .

Considere agora que as matrizes B e C possvam ED's sub-

matriciais semelhantes as dadas pelas equagoes (15) e (16)

abaixo.

B = M diag {Bi]W, (1L <i<n) (15)

C = 7 diag {ci}M"l, @.aa <) (16)

onde: ord (M) = ord (M—l) = Jobas),
ord (Z) = ord (W) = nxn,
_ord (B) = pxn, oxrdE(C)E=En=p]

ord (EE) =p,;x1, ord (Ci) = 1xpi

A substituig@o das equagoes (15) e (16) em (14), resul-
ta em:

G(s) = (2 diag {ci]M'l)Mdiag {(SIP —Ai)"llm'l(m diag {Bi] W)

=7 diag {Ci(sI = AT B.}W, (L<i<n) (17)

A éq. (17) é a ED desejada.

Observe que nada foi dito sobre a possibilidade de o mo-—
delo de estado fornecido nao representar um sistema dizdico.

Esta andlise serd feita no desenvolvimento do exemplo abaixo.

Exemplo 3 - Encontrar um MFT G(s) na forms de uma ED
partindo do modelo de estado dado pela eg. (12).

A matriz A de (12) jd se encontra na forﬁa diagonal sub-

2 Gl =

-
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matricial desejada, porém vai-se tentar encontrar a G(s) pedida
por outro caminho, ou seja, pela diagonalizagao completa de S
ilustrando assim a situagao geral de que a dada A nao evidencie

nenhuma forma candnica reconhecivel em submatrizes componentes.

As matrizes de transformacao e a forma candnica diago-

nal da matriz A sao dadas em (18).

2 ©® @ S (o))

0) =B 9 ©
0. 0 L 0 0O @ =1 (18)

0O O — Yl O 0

e (00« © =1,

(@ ® @ © © =2

onde;

2 G @ O] RO @ O
—2 =3 0 oS ONENO Ll @ © O 6
0O 0 NS ORI 3l O  OF 32 1/2BE0NENG
U= 1o o -1 usoaaeik ol Of 15 /28N oRENe
RGeS 0 © 1 4 O 0F 0 0 onaE
BT © =i =2 OISO @ @ < =i

Note que a escrita de M € imediata em casos como estes;
basta obter os autovalores das submatrizes A, de (12) e reco-

nhecer o fato de gque todas estas A, vém dadas na forma compa-—

nheira. Assim sendo, M = diag(MQ% onde Mi é a Vandermonde dos

autovalores de A;. No caso geral, os autovetores de A (que cons—
tituirao as colunas de M) devem ser obtidos por gualquer um dos
procedimentos descritos na literatura sobre o tema. Estender—se
sobre este problema matemstico conhe01do iria distrair g aten—
cao do assunto principal em desenvolvimento.

=

-



0 passo seguinte € a escolha das ordens Dy (1 <i¢3),
de cada subsistema. Ainda que neste caso a MFT a ser obtida e
conhecida, ver eq. (5), e portanto sao conmhecidos os D; (<)
adequados, suponha gque nada se sabe acerca desses valores. Na-
turalmente uma escolha incorreta dos D, s (L<i <3), deve resul-
tar, durante os calculos, em algum tipo de incompatibilidade
numérica tal como resolver sistemas de equagoes lineares incon-
gsistentes ou inverter matrizes singulares. % interessante se-
guir propositadamente, pelo menos uma vez, este caminho incorre-
to, para observar esses efeitos. Obviamente tais incompatibili-
dades numeéricas, gquando encontradas, serac indicativas da esco-

lha incorreta dos D (@L< ol 33 (B) ¢

Seja, arbitrariamente: py= 2 p2=2, f_,:)3=l. Entdo a matriz
/\(que é a forma canbénica diagonal submatricial de A) tera o se—

guinte particionamento:

20 O ©
© =5 @
© © i
IR = (19)
=5 (Df
@ =]

| -2

0 pro'ximo passo e tentar encontrar as fatoragoes de B e
C tal como propostas pelas equagoes (15) e (16). Pds multipli-
cando a eq. (15) por U=W_:L obtém-se (20). A substituigdo de va-

(§) Por outro iado, ndo é possivel saber de antemio a existénciiz ou niao de uma ED para uma
dada G(s); isto quer dizer que em certos casos nenhumz escolha das P;» (1 ¢i <n), permitira
encontrar as mtrizes Z e W, pois.em todas as tentativas serfo emcontradas incocpatibilidades
como citadas acima. Estas serdo, entdo, as MFI's que nio possuem ED, Um exemplo destas MFT's
estd dado em [IL2], 7.2.2, pdg. 106.

= ok
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lores em (20) resulta na eq. (21).

BU = M diag {Bi} S (REReR) (20)
S = - = —r =
R @ Ol o o Y B e O OO OB @ 6
Q)R (0) u2l Uy, u23 -2 =3 QR 0 0 b21 0 0
(O SOJ L (O)] | {1BL ik ONEER O 2Ly el (0] Ol |b 0
sl "ea Pl 1Y S
1 O ol 0 0O -1 =3 0 0|0 'b4.2 0
0 0 0 )
0 0 0O o 1 1{(0 b52 0
L1 ob s 0 0 “oif 01 3108 loRERLER
Analogamente: pré multiplicando-se (16) por Xz
substituindo valores, tem-se:
s -1 :
XC = diag {Ci}M o (1 TRy (22)
[ AL @il @ © @
G s 12071 )
X531 ¥oo 3{23 1% 08 1 = OMSRE O] =
0110y I+ 10/ KO
%30 Fa2 e aniliie | :
= N[ =
17 Cqo cl3 0 © © ST 0 0 @ @
= |0 0 0 024 025 0 -2 -1 0 0 0 0
0 0 © © 0 c36 O OF 3/2 /08 6) 0
2 . (23)

0 ©® -1/2-1/2 0 o0

0 o 0 O Seliokie S0

(O () 0 OF =] Es]

=78



As equagdes (21) e (23) podem ser transformadas em dois
sistemas de equagdes lineares, cada um com 18 equagbes e 15 in-
cognitas, bastando para tanto efetuar-se as multiplicagoes in-
dicadas e igualar termo a termo. Para a equagao (21) obtémyse o
sistema de 14 equagoes dado em (24) e para a equagdo (23) o sis-
tema de (25).

(bzl =R0 u23 = (u13 + u33 =0
b42 = O bll + b21 =0 u113-2u21+-3u31==0

< B5o =0 1) Bl = By = O S v Stg S © (24)
b63 =0 ull + ugl =R0 | ku13 + 3u33 =0

ku22 =80 Uy + u32 =N0

(c13 =10 (xil+:x12—3cll+2012=0 rx22 + x23 =80
024 =0 Xt Xt x13 = (0) 4 x31 + x32 =0
Cps = O <x12 X, = 0 X+ x32+x33=0 (25)
c36 =20 Xy + Xy = 0 : \x32 + x33 =0

\‘:11‘ =0 \le 7 P 2 5.0

Durante a montagem dos sistemas foram detetadas 8 equa-
gcoes do tipo "O=0", sendo 4 de cada sistema. Para o sistema da
eq. (24) foram encontradas 8 equagbes a 9 incognitas e para o
sistema da eq. (25) encontrou-se 10 equagoes a 1l incognitas.
Pelas condigoes do problema, vé-se que ambos 0s sistemas pos-

A A ~ /’ o~ &
suem infinitas solugoes. Uma possivel solugao seria:

Y R



o.l
Il
|

11
b2l = -1
W, = 12 (26)
Uyp = i
ku3l = =-1/2
Ciq = i
Cip = L
(27)

- - ’ - ~
onde as demais variaveils sao todas nulas.

A eq. (26) resolve o sistema (24) e a eg. (27) resolve
o sistema (25), porém, 0 erro esperado aparece quando se tenta
obter Z e W. Para a solugao apresentada em (26) e (27) ou qual-

quer outra possivel solugdo, os elementos X;5 @ Uy (L<i¢3),

(1L<j <3) encontrados, definirao matrizes X e U sempre singula-
res. Isto sucede porque nenhuma condigao foi agregada aos sis—
temas matriciais (21) e (23) que obriguem a regularidade de Z e
W. As condigOes agregadas deveriam ser det W £ O e det g £ 0.

Elas nao sao muito restritivas, ja que as combinagdes de w.. e
1J

zij que levam o determinante a zero sao muito menos que as que

nao o levem. Mas a complicagao aqui e de natureza matemé.tica,

, # . ~ .

Ja que o sistema de equagoes se transformaria em outro de ine_
. ~ - ’ 0 . o

qQuagoes. O anterior e suficiente para se concluir gque uma ED com

subsistemas cujas ordens Pi» (12i<3),est@0 ilustradas pela

—,75 -



eq. (19) nao é possivel.
Seja agora a escolha correta dos P, ou seja, p.i=2,

(1<i<3). O particionamento de /\ toma a forma da eq. (28)

abaixo.

-2 0

A o/ (28)

A substituigao de valores nas equacoes (20) e (22), obe-
decendo o novo particionamento de A, e mostrado a seguir nas

equacoes (29) e (30).

» . ) (7 3 =1 =1 (o =
(I 6)8 50, Ugq Ugp u13 aL al 0 0; 0 0 b11 0 0
(Ol L5 10) u21 u22 u23 =|-2 =3 0 (O 0 b21 0 0
O "0 R0 L?Bl u32 u33_ 0 0 1L L © 0| |0 b32 C
(29)
0 ! 0 O -1 -3 0 0|0 b42 0
0} (0} (0 0 o) 0 0= K 110 0 b
: 53
0 0O - =2
B_ 2 {- bO 0 1 _IP 0 bsl

ety 51



e g
i Gz @ ® @ R S (0 Ol (OB
0 0 023 c24 0 © -2 -1 0 0 0 0
0 0

L Y SOGlle @ 92 12 6 G

(@)
(@]

Sl calE © 0 0

0 (@ 0 OF- 992 S )!

OB e 0 e T |

(30)

Efetuando-se as operagoes indicadas, e de modo semelhan-

te a0 executado anteriormente, obtem-se os seguintes sistemas de

equacoes:

Uy, = 0

u23 =H0

bll + b2l =20
2b11 + 3b21 +Uyg = 0
b32'+ b42 =N0
\ull - u31 = (0

1hl+abl+y§l=o

Yo + 3u,

\ul3 - 3,1133 +b53 +2’b63 =0

0

= Gl =

(31)'



: i = 1 i)
/ﬁl*xlz SO Hleg = O (5"23'5"24"0
Gl G = O Foont Foy =0
}L_L1+Kl2+x13-—o x3l+x32-0
(32)

S 2hs = O X3 A=l

X21 + x22 =0 x32+x33—2c35+036=0

X + X A+ X —-3—0 +lc =10 c - C =0

\"21 * Foa t Soaimoton e S

O sistema de equagaes (31) possmi 10 equagoes e 13 in-
cégnitas e o sistema (32) possui 12 equacdes e 15 incognitas.
Novamente ambos os sistemas possuem infinitas solucoes. Esco-
lhendo-se trés variaveis ao acaso de cada sistema e dando valo-

res, por exemplo: bll = b32 = 1353 =0Cqq= 023 = 035 =1, encontram-se

as solugoes dadas abaixo.

N OO e 1 0F (000
diag {Bi}= -1 0 of, diag{ci}=’ﬂ) 0 1 1 ‘olio|ENE
© 4 @ e 6 © a9
)
1
g 05 praed
U= wlo [ 2ol oy T e R N (34)
ol O Sy

As matrizes Z e W procuradas sao dadas pela equacio

(35).

Liat



o +H K
I S =
H H O

O ld
W= ]0.50
D)

(35)

Chamando de gi(s), (1¢i ¢n), as FT's dos subsistemas,

obtém-se:

=i ~ 1L
=S@ I- = |pL L AL i || =
gl(é) l(s Al) Bl [ ] o) 0 [ ] (s+2)(s+3) (36)
: -1
ol
L s+3
_1 ol = ! -
g,(8) =€, (oL —AS)Eab=" R/ 1= 2 37
g 2 2 . - |s4l O;, (s+1)(s+3) &7
5 -1
1|
_O s+3|
4] > s
8,(8) = 0, (sI-A)"" B, =[ 218 1 e e 1 (38)
%) 3 3 3 _S+l_ 0 ‘ (S+l)(s+2)
-1
1 ¥
_O sﬁ{
Portanto a ED de G(gs) procurada e:

11 o] i of 1 [clNG]
a(s)=[1 1 1|[(s+2)(s+3) 0.5 0 05| (39)
® A 0 2 0 L2 3
(s+1)(s+3)-

0 i
L (s+l)(s+2)J

Efetuando-se as operagoes como verificagao:

~ 8} =



s +2 8 + 1 s + 2
3 . :
G(s) = 28+5 38+7 4s+11 (40)
(s+1) (s+2)(s+3): :
_ 28 +5 23+6 4s+11

onde a eq. (40) confere com a eq. (4) wriginal.

Pode ser observado que as ED's dadas por (5) e (39) sao
muito semelhantes. A eq. (41) abaixo mostra como a ED de (39)
pode ser obtida a partir de (5). A eq. (42) mostra o caso geral,
onde & visivel a lei de formacio das infinitas ED's de ums mes—

ma MFTD,

eS| 1 5 5 e 9@ @
a(s) = |1 1 1]|(s+2)(s43) , Thad O
ol 0 1 0 I Soa
(s+1)(s+3)
5 1
.(ml)(s+2)J
1 3 o [ 0 o s o ol oselieRE
=] 1 (s+2)(s+3) :
= 0o 2 olloos ofl1
. 1 !
pA 0
liol el o T ) D0 e @ afx
e
1
0 . T
(s+1)(s+2)]
1, 20 1 5 ol W i[oRS SN0
=1 1 1|[(s+2)(s43) 0.5 0 05| (41)
O hal 0 2 i amos
(s+1)(s+3)
0 -—-—1._.
L (s+l)(as¢++2)J
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c(a) - 2 diag (g, ()|
< o o ] e e ) e ]
e )

2 diag (é‘i(s)} i

1l

= 2 diag {éi(s)} W, (<) , (42)

3.1.3 — PROPRIEDADES DAS MATRIZES DE FUNGOES DE TRANSFERENCIA
DILDICAS

As MFTD's possuem um conjunto interessante de proprieda-
des, algumas das quais apresentadas aqui ma forma dos seguintes

teoremas:

Teorema. 1 - Se G(s) é uma MFTD e OX€ uma constante real,
tal que G(x) seja finita e regular, entao os
autovalores de G(s).G-l((cX) e G_l(“)G(s) S8.0
gi(s)/gi(oo, (l<ign), eas Z e Wt da eq.

(1) sao as matrizes modais de G(S)G_1(0<) e

G—l (X)G(s), respectivamente.

Demonstragao: Da eq. (1), vem;
G(s) = Z diag {gi(S)} L (43)

1

6 (o) = Wl diag (g—i(lm}z' {44)

Obtém-se entao:

a(8)6 ()

1l

Z diag {gi(s)} WW T diag ( :(Lo()} 7
&5

g, (x)

A |
7 diag{ 1( }zl , (1<ign) (45)
) _

= &Il =



Gnl(m)(}(s) = W_l diag ( 1 }z‘lz diag {g. (s)} w
g; (=) 2

= diag gi(S) } ¥ (1 en) (46)
g; (=)

As equagoes (45) e (46) obtidas satisfazem a definicgdo

de MFTD dada no comego da secao (§).

Teorema 2 - Se G(s) é uma MFTD, entao as matrizes G—l(s)
(desde que det G(s) # 0), Gt(s) e 4 G(s)
ds
também sao MFTD's. '

Demonstragao: Seja novamente G(s) dada na forma do tri-

plo produto matricial da eq. (1), entdo:

G'l(s) = Wi diag 1 ] 7t o (@l &5 g (47)
gi(S)

GC(s) =¥ dinz {gi(s)} 20 A28 am) (48)

d G(s) = Z diag {_d_gi(sf)} WV, {1 <i<n) (49)

ds ds :

onde todas as formas encontradas satisfazem a definigao de MFTD.

Teorema 3 - Se G(s) € uma MFTD e pode ser escrita como

P(ES)) , onde P(s) € uma matriz de elementos
p(s

polinomicos em s, entao P(s) também & uma

MFTD,

(§) Acerca deste teorems, Layton comenta que se elgum sutovalor de (45) e (46) for miltiplo, eles

devem aparecer relacionados com autovetores linearmente indepemdentes. Ver (x2], 7.2 «2, pag. 103

= lRpie



Demonstragao: £ suposto que G(s) = B(s) , portanto

P(s) = p(s)G(s), donde: p(8)

2(s) ~p(s) |2 aiag {5, ()] V] - 7 ciag [pteds, ()] ¥, Geien) @0

Note que, nas condigoes do teorema 3, p(s) é um denomina-

dor comum de todos os elementos de G(s) (caso contrario a

P(s) nao seria polinomica). Neste caso os elementos p(s)gi(s)

da matriz diagonal do Ultimo membro de (50) sdo polindmios. Aos
efeitos de considerar P(s) uma MFTID, e gque como tal deve obede-
cer a definigcao 1 desta secao, efetua-se um "embedding" do con-—
junto dos polindmios em s no conjunto das fungdes racionais em

s, o que sempre € possivel (um polindmio pode ser‘considerado
Vcomo aquela especial fungao racional possuindo seu denominador

constante).

3el.4 — DETERMINAGAO DE EXPANSOES DIADICAS

Dos trés teoremas apresentados ma subsegao anterior, o
. . 4
teorema 1 é o mais importante, e € basemdo nele que se obtém o

seguinte algoritmo para a determinacdo de ED's de MFT's:

12 passo: Escolhe-se um nimero real « tal que det G(o)Z0
e calcula-se G-l(‘x). A mais simples escolha
X = 0 geralmente € suficiente, e sua escolha
com preferéncia a um walor qualquer o £O pode
resultar numa consideravel simplificagao no
algoritmo, como sera ilustrado no proéximo

exemplo.

29 passo: Calcula-se G(s)G—l(‘X).

——

32 passo: Calculam-se os autovaleres )\i(S), (ELESEL )
e a matriz modal M de (}(s)G-l(tx), isto €, ob-

4 ~
tem-se a fatoracgao:

A0
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&(s)6 () = u aiag{xics)} WL, (leien)  (51)

42 passo: Pés—multiplicando—se ambos os membros de (51)
por G(«):

G(s) = M diag (xi(s)} wlee), (1<i<n) (52)

e fazendo=se:

M =z
| diag (ki(s)} = diag {gi(s)} o BLezat 2 (53)
M la(e) = W
Obtém—se a ED desejadas
T = 7 s {gi'm] T (Dadsm) g

Exemplo 4 - Achar a ED da MFTD G{s) dada pela eq.(4) e

repetida como (55) utilizando o algoritme proposto acima.

SRINCENESET 2R SR e
2s+5 3+T7 4s+11| (55)
2s+5 2s+6 4s + 11

1

G(s) =
(s+1)(s+2) {s+3)

G-l(O) ¢ dada abaixo pela eq. (56).

5-5 005 _105
) e |© 68 <6 (56)
258 =3 ORI

Em seguida computa-se G(s)Gfl(O).

SBATL



S +2 g+1 s+ 2 55" ORGSR

G(s)G1(0)= L 2545 IsuiTl As ][ NoN G
(s+1)(s+2)(s+3)
28+5 2s+6 4s+11]||-2.5 -3.5 4.5
3s+ 6 13s -3s
a .
= 5 (5 = -
(s+1) (s+2)(s+3) £ T4 & (=7)
s -s Is + 6

O 32 passo do algoritmo proposto, ou seja, o calculo dos
autovalores e autovetores de G(s)Gfl(O), operando diretamente
com FT's, pode ser bastante trabalhoso. No que segue, apresenta-—

se uma técnica que reduz este cdlculo a um algoritmo numérico.

Note-se que a matriz G(s)G"l(O), no caso geral, sempre

pode ser escrita mna forma:

-1 1 2 J ] ‘
s
G(s)G (0=l [¢o4-sGlﬁ-s Gzﬂ-...é-s Gj (58)

d(s)

onde d(s) é um polindmio em s e as matrizes G, (0O<i <j), sao

o -~ ~ ~ ’ Y
o0s coeficientes das respectivas potencias sJ. J e a maxima po-

téncia dos polindmios numeradores.

Lembrando que para G(s) satisfazer a definigado de MFTD e
necessario que a matriz modal de G(s)G71K®) seja numeérica, ou
seja, independa da variavel s; fica clarm, entdo, que a matriz
modal Z de G(S)Gfl(O) ¢ a mesma que diagmmaliza simultaneamente
todas as G, (O<is<j).As condigOes necess&rias para que exista
esta diagonalizag&q simultanea das G, » (0<i <j), por uma mesma
matriz modal Z sao: 18) todas as Gi,(O:sj.sj), devem ser diagmnalizs-

veis e 22)Gin==GkGi, para todo (0<i,k<3) e (L £k). (§)

(§) Ver [B-K], 6.5, pdg. 205.

= (15 =



Continuando o exemplo, a eq. (57) na forma da eg. (58)

fica:

N (@) = 1 G G]
> (s+1)(s+2)(s+3) [? 1o
.3 '3 =5 G () 0
- 1 1 5 3le+ jo 6 oEEG
(s+1) (s+2)(s+3) e Pl R

l::GlGO, pois GO e uma matriz escalar;

porfanto a matriz modal de G

G(S)Gﬁl(o), ja que G

£ Jbvio que GOG

’ . .
, © @ mesma gue diagonaliza

1 é diagonalizével.

A eg. (60) fornece a fatoragao de G, na forma desejada,

onde 7 e a matriz modal e diag{>&}, (1<i <3),¢é a matriz de

autovalores,

1 UG @ @ « 1L =i
0 e @ 28 1

Os autovalores de G(S)G—l(O) sao obtidos como:

0 1-13[3:3-3][ 1:0
-~ — Il f
71 [6(s)EH(0)] 2 = 11 afias s =i IR R
= (s+1)(s+2)(s+3) i ‘
Sl(=1e 0 golilas=as S|l o)
o) I <Ll © )| 9L O
Ceal el Al @ @)L ok =
ol o © Gli{e 9t 5t
16s + 6 (1) 0
= 2 ety 0
(5+1) (5+2)e43) S R
o] 2s + 6
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O Ultimo passo & o calculo da matriz W. Tem-se:

O D L5 (0]
W=z“1G(o) = | SIS —:é- GRS a2 (o) als) (62,
S 1 @ G (Gl /2 9 e

Portanto a ED procurada e dada pela eq. (63) abaixo e, pa-—
ra verificacao dos célculos, ¢ encontrada a eqd. (64) que, como

era esperado, coincide com a eq. (4).

1 1 Ollifes 0 0 © B @)
&s)= [1 1 1f|E+Ns+3) /30 o 1N
O 45 g o
OF ST e 0 1/ L Sye |
2
& 0 (s +1) (s+2)

S + 2 s + 1 s + 2

G(s) = i 25+5 3s+7 4s+11 (64) ‘

(s+1)(s+2)(s+3) 2s+5 2s5+6 4s+11 '

Esta ED também pode ser obtida a partir de (5) pela

aplicagao da eq. (42)

Em casos de MFT's ndo diadicas o 32 passo do algoritmo pros
posto falha, evidenciando assim a condiggo de ndo diddica da ma-
P = =1
triz analisada. Atraves da expans@o de G{s)G ~(0) sugerida por

(58) pode-se prever os seguintes casos de falhas:

(12) As matrizes G, (0c3 A neo comutam entre si;
(22) As matrizes G;, (0<i<j), comtan entre si porém
nao sao diagonalizaveis.

Exemplo 5 - A MFT nfo diddica referenciada previamente no

= 87 =



rodapé da pagina 72 , estd dada abaixo pela eq. (65).

g0 L s+1 s+2] (65)
d(s)

s+3  s+4

Para este caso G(S)G—l(O) resultas:

=)
6(s)aL(0) = 4(0) F 1} e [1 2} [1 2}
| alie )i} [ 3 4f) 3 4

a(0) [-1,/2 1/2] {1 o}
s + (66)
a(s) ||l-1/2 12 9 1
¥ et T
&) %

onde (66) se enquadra no caso (22), ou seja, GO e Gl comutam

y ! ~ , 3 oyl
entre si, porém G. ndo é diagonalizavel.

L
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32 — APLICAGAO DO CONCEITO DE MATRIZ DE FUNGUES DE
TRANSFERENCIA DI£DICA AO PROJETO BO CONTROLADOR
Na configuracgao dada pela figura da pégina-39,suponha
que a planta G(s) e uma MFTD e que K(s) é a unidade controlado-
ra que se deseja projetar para que o sistema a lago fechado H(s)
cumpra os critérios ou especificagoes de comportamento previa-—

mente estabelecidos.

O primeiro passo parza a compensagao do sistema G(s) é a
obtengao da sua expaﬁsﬁo diadica, o que pode ser conseguido uti-
1izando—se; por exemplo, o algoritmo deserito pela subsegao

3.1.4.Tal ED e dada pelo triplo produto da eq. (1)

G(s) = Z diag (gi(s)}w, (1<i <n) _ (L))

Tendo em vista a propriedade das WFTD's demonstrada pelo

feorema 1 da subseg3o 3.l1l.3, define-se um controlador K(s),

também diddico, na forma da eq. (2)
-1 _. -1 3
K(s) = W — diag {ki(s)} AR (R 2T ERia) (2)

Observe que com este controlador a MFT a lago fechado

H(s), reduz-se a forma dada pela eq. (3).
H(s) = [T + G(=)K(s)] ta(s)K(s) -
=[I + Z diag (gi(s)}ww’l diag {ki(s)}z—l]—l.

SZEdaaz {gi(s)}ww’l diag {ki(s)}z—l

k.(s)g;(s)| 4

= 2 diag Z2 =, (2<isn) &Y ()
1+k. (s)e. (s )

(§) Conpare as estruturas das matrizes K(s) e H(s) das eqs. {2) e (3) com as estruturas sugeri-
das pelo MCC (egs. (12) e (13) da pég. 63),
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Ea. (3) mostra que o sistema a lago fechado H(s) tambem e
diadico, e mais ainda, sua estabilidade e caracteristicas tran—
sitdrias sdo governadas pelas propriedades das n FT's caracte-

risticas a lago fechado ki(s) gi(s) :
14k, (s)g; (s)

ESTABILIDADE - Por inspegao obtém-se o polinomio caracteristico

GLF(S) do sistema a lago fechado H(s),

n
x(s) =TT [ + k. (s)e,(s)] (4)

i=1

De (4) conclui-se que o sistema H(s) sera .estavel se, e
ki(s)gi(s)

1+k, (s)g; (s) ’

/ .
somente se, todas as FT's caracteristicas

- ’ -
(1<i<n), forem estaveis.

INTERAGEO - A simples observagio da eg, (3) é suficiente para
que se possa afirmar que a interagao durante o transitorio sera

pequena se a matriz de transformagao Z for aproximadamente dia-
k. (s)g, (s)

1k (s)g, (s)

— r’ .
gonal, ou se as FT's caracteristicas

},(lsiSn),

o ‘ o ~ A ’ 5
forem muito semelhantes. Quanto a interacao estacionaria, vale

0 que foi dito no Ultimo paragrafo de 2.6.4.

ERRO ESTACIONARIO - A eq. (31) da subsegao 2.6.4 fornece o erro
estacionario observado na saida j devido a uma excitagdo degrau
de amplitude c aplicada na entrada j do sistema a lago fechado

H(s). Tal equagao e repetida aqui como (5).
e () = ce [H(0) - I Je, (5)
j j %

Fazendo-se s=0 em (3) e substitwindo em (5), tem-se:

= G0



e.(oo.) = cet.; [I - Z diag{ ki(O)gi(O) }Z-l] e.
IS5 1+k, (0)g; (0) J

k.(0)g. (0)
= ce;? 7 diag {1 - e L T ed

L+, (0)e, (0)

t : 1 -1
= ce. Z diag A 1<i<n 6
j {1+ki(0)gi(0)} Sz § o 68

A partir de (6) pode-se afirmar que o erro estacionario
analisado sera nulo se o sistema H(s) for estavel e se for sa-

tisfeita a seguinte equagao:

lim [k, (s)e

g0

Obviamente, para se satisfazer m eq. (7), todas as FT's

ki(s)gi(s) , (1<i<n), devem possuir um integrador.

Por outro lado, se for feita a swbstituigao da matriz
K(s) por «K(s), ou equivalentemente, substituindo-se os ki(s)
por uki(s), (1<i<n), onde e um escalmr real representando

um ganho adicional em todos os lagos, remulta:

e . (o0) =cei.;Zdiag 1 Z_le. 5 (@l esal 2m) (8)
J J l+ok. (0)g. (0)
i i
indicando que se ki(O)gi(O);QO, (1 <i <n),, entdo um aumento do

valor desse ganho adicional & leva a dimimigao do erro estacio—

nario para a entrada degrau especificada, e vice-versa.

INTEGRIDADE — Para o caso de uma falha do sensor j do sistema

H(s), pode-se escrever a eq. (9), ja demmstrada na subsecdo
2.6.20 |
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€1 pops(S) i

% -1
I G(s)K(s) d (9)
QLF(S) [ o + S S ] eJ

onde: eLFCFS(S) = polindmio caracteristico do sistema a lago

fechado com falha no sensor j.

E’LF(S) = polindmio caracteristico do sistems sem falhas.
Substituindo-se (1) e (2) em (9), resulta:

€ rerps(s) t il

QLF(S) = e‘_j [In + G(S)K(s)] e,

[I + 7 diag {g (s)} = diag {ki(-s)} Z_l]_le

Lit
= eJ.G Z diag L }Z e.
J L+k, (s)g; (s) dt

07, eﬁz—le.) (10)
g Lk, s)g sl kA o :

De modo semelhante, para uma falka no atuador j do sis-

si=

tema H(s), pode-se escrever a eq. (11), tambem ja demonstrada

na subsecao 2.6.2.

e (s) : |
LFC?:) = eg [z, + K(s)G(s)]-lej (11)

CLF

onde. QLFCFA(S) = polindmio caracterlstlco do sistema a la,go

fechado com falha no atwador Ao

SR

-




Substituindo-se (1) e (2) em (11), resulta:

e (s)
LI = e;.c [T + K.(s)G(s):l_le:j '
PLF(S)
- e;? [I Ve diag (ki(s)} 7717 diag {gi(s)] W]_lej

= ef.; W"l diag 1 We .
J L4 (S)e (e

n
= e W—l Z 1 elef We
1+k :
o\ (s)g,(s)
- n -
- 1 Wil t )
= E (e. W ei)(eiWej) (12)

Al

Equacoes (10) e (12) sao simples combinagoes lineares

1
1+ki(s)

das FT's caracter{sticas{ ( )}, (1 <i<n), e portanto
: g. (s
i

também sdo FT's. Para se conhecer a estabilidade do sistema a
lago fechado H(s), sob condigoes de fa]_‘"nraa. de sensores ou atua-
dores, € necessario conhecer os zeros das FT's dadas pelas egs.
(10) e (12), que sao na realidade 2n FI"s, lembrando que as ex-
pressoes (10) e (12) sao deduzidas somente para uma unica falha
em um sensor genérico J ou um atuador gmérico J, respectivamen-
te. Naturalmente um modo de se conhecer estes zeros e através
da obtengao dos polindmios numeradores @ms equagdes (10) e (12)
e posterior calculo das raizes utilizando um. processo computa-—

cional gualquer.
0 sistema H(s) sera estavel sob condigdes de falha se,

A :
e somente se, as ralzes encontradas posswirem parte real nega

= G5} =

S Ik
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tiva nao nula e o sistema sem falha for estavel.

Alternativamente, a estabilidade do sistema H(s) sob
condigoes de falha pode ser obtida utilizando-se de diagramas de

Nyquist das egs. (10) e (12). Assim sendo, se o sistema a lago

fechado H(s) sem falhas e estavel, entdo o sistema com falha do
sensor j sera estavel se, « somente se, o diagrama de Nyquist
da eq. (10) ndo circula ou intercepta a origem do plano complexo. |
Do mesmo modo, o sistema H(s) com falha mo atuador j sera estd-

vel se, e somente se, o diagrama de Nyquist da eq. (12) nao cir-

cula ou intercepta a origem do plano complexo.

No caso em que uma instabilidade devido a uma falha de um
sensor ou atuador for detetada, devera ser feita uma andlise ba—
seada no polindmio caracteristico do sistema com falha, de modo

. ~ . - . ~ ’ -
a se poder tirar conclusoes acerca das modificagoes necessarias

nos compensadores ki(s), (l<is<n).

Haverei casos em que as restrigoes impostas aos subsis-
.temas controladores ki(s), (1<i<n), ('de modo a tornar o sis-
tema a lago fechado H(s) aceitavel sob o ponto de vista do cum-
primento de especificagdes de carater tramsitorio e grau de in-
teragao) nao deixarao liberdade suficiente para que seja conse-—
guida uma integridade absoluta do sistema, para todas as falhas
simuladas pelas egs. (10) e (12). Dever-se-a, entfo, assegurar
a integridade do sistema tendo em vista as falhas mais freqilen-

tes e ou mais danosas.

Exemplo 1 - Considere um sistema onde a MFTD G(s) que

representa a planta esta dada pela eq. (13). Deseja-se compen-—

sar o sistema G(s) através de um controladior K(s) tal que o

sistema a lago fechado H(s) seja estavel & possua boas caracte-

risticas de comportamento. PPN

g
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5 1 l-8 2 - S_
S = (541)° [1/3-3 s s] (13)

Utilizando o algorl'tmo apresentado na subsegao anterior,

chega-se & seguinte ED de G(s):

1 3|1 o il =i
G(s) = Z diag {gi(s)‘ WA=N (s+1) ; 2/3 1| (24)
: 0

(S-i-l)?_]

5 S

Portanto o controlador, na forme da eq. (2), e escrito

como (15) e a MFT H(s) do sistema a lagop fechado, de acordo com.

a eq. (3), 6 escrita como:(16).
| Ll -1 (73 3ffgls) o =2 33
K(s) = W — diag [ki(s)) 7 "= [2 J[@ k2(s)][l -1] (15)

k,(s)g,(s) /1

‘H(s) = Z diag

1+k. (s)e. (s)
= Z diag S0 7t
g;l(s)+ki(s)
3 —_kﬁ__ 1= 3 (16)
T o 2f|stieeg(s) et
k,(s)
L S2+2 s+1+k, (s)]

Suponha inicialmente que o contrpllador seja constituido

exclusivamente de ganhos, ou seja, kl(s)ﬂkl e k2(s):k2_ Para,

este cado sao obtidas as seguintes conclumoes:

(a) O sistema H(s) sera estdvel gmra k>-1e ky >-1

- 95 -~




Estas duas restrigoes garantem a nao existéncia de polos com par—

te real positiva e podem ser facilmente verificadas pela aplica-
¢ao direta do critério de Routh nas FI's caracteristicas de

H(s).

(b) No caso deste exemplo a avalimg¢ao de H(O) resulta em:

IR wNEE © 8

1 ’
H(O) = ik
E [1 2] e [1 -'] o

1

£

X 1+k

.F

L 2

Portanto, para que as interagoes e os erras estacionarios

sejam pequenos,deve ser feito k. =k, >>1.

s son?:
Suponha que k) =k, =9, entao:
0.9 O,
H(0) = (18)
O 0S9

Eq.(18) mostra que os erros estacionarios obtidos em ambas
as saidas, devido a uma excitagao degrau mnitario aplicado em
cada uma das entradas, serao de 10% enquamto que as interacgoes
estacionarias serdo sempre nulas se k for exatamente igual a

k

1L
2.

(c) Ea. (19) fornece a saida do sistema para uma exci-
tagio degrau unitario aplicado na entrada 1 e eq. (20) fornece
a saida do sistema para a mesma excitacganp degrau unitario apli-

cado na entrada 2.

y(s) = H(s)| 1/s
0

O




y'(s)

—

-2k
k

i

H(s)

il

s(s+l+kl)

s(s+l+kl)

2k e
[ el

2
| s(s +2s+1+k,) |

)
L Jj S(S‘2+2s=+l+k2)

92+2s+1£k2

1l
s(s+l+kl)

5

b

e

2

s(s2+25*l+k2)

s(s+l+k1)

...k2

s(s2+2s+l+k )
E 28|
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[
s(s+1+kl) 1 s('92+2s+1+k’2) e

k o
=_i[3-]+ 2 [3] (20)
S(S+l+k1) 3 S(Sz+28+l+k2) =

Antitransformando as egs. (19) e (20)obtém-se as res—

postas temporais dadas em (21) e (22), respectivamente, onde

foi considerado que kl> 0 e k2> 0.

() =1 EED) [—2' + g(t) ’3] (&)

y'(t) = £(t) [3” + g(t) '-3} (22)

3 | | -2,
onde: ’ ‘
-(14c )t
() = N (23)

1+k
1

g(t) = lj-k [k2 4-\/]:(2(l+k2)e_t sen (\[k—ét + tg-l \/E; = )] (24)

2

‘As figuras seguintes sio os graficos das respostas y(t)

e y'(t) para k =k,=9 .

1

“ggaks
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g. 8@ 3. 89 1. 60 2. 40 3. 20 4.80 |

Graficos das respostas temporais yi(t) e yg(t)_
devido a uma excitagao degrau unitario aplicado

na entrada 1 e considerando klz k2= g.

8. 80 g. 89 1. 69 2. 48 3.208 4. 20

—

Graficos das respostas temporais y'l(t) e y'z(t)
devido a uma excitagdo degrau unitario aplicado
na entrada 2 e considerando kl= k2= 9.
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Estas dvas figuras visualizam deta],hadamente todo o com-
portarento transitorio do sistema. Apds toda esta analise pode-—
se dizer gque o sistema tem boas caracteristicas estaciondrias
porém tem um transitdério inaceitdvel para muitas aplicagdes. O
fato é que a utilizagdo de um controlador proporcional gera uma
situagdo conflitante na escolha dos gamhos, ou seja, necessita-se
de valores elevados de ganho para manter uma faixa aceitdvel de
erro estaciondrio e simultaneamente necessita-se de valores pe-
quenos de ganho para poder reduzir as mltrapassagens maximas

transitorias.

Se for aceito que k., deve ser grande para que 0O erro

8
estaciondrio seja pequeno, entao deve ser feita uma compensacg2o

do subsistema h2(s) no sentido de se diminuir seu tempo de res-
posta e freqiliéncia de oscilagao. Isto pode ser conseguido atra-

ves da utilizacao de um filtro passa-alias do tipo:

k. (s) =k, (s+ta) | Bd>a>0 (25)
2 2
(s+b)

As figuras abaixo ajudam a esclarecer esta compensacao.

Iugar das raizes do subsistema h,(s) considerando
k2(S) = k2.

— 00—
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/k2=zo,zs /kz = -10

-5, -

Iugar das raizes do subsistema h2(s) consideran-

do k2(s) = k, (s+a) ,onde 2a=1 e b=10.
(s+b)

Seja primeiramente o lugar das raizes do subsistema
hz(s) sob a agao do controlador proporcional. Note que a presen-
¢ca do polo duplo em -1 mais a restrigao de =k, >>1, necessaf—_
ria para manter as interacgoes e erros estacionarios Pequenos, faz
com gque o subsistema sempre possua um par de polos compul‘exos

conjugados situados em —-1ij\jk2 responsaveis pelo pequeno amor-

tecimento e alta freqiiéncia de oscilagao.

Observe agora a 28 figura, onde foi utilizado um filtro
passa-altas, como mostrado pela eq. (25), coma=1 e b=10. Es-
te filtro desmembra o polo duplo, localizado em -1 em dois polos
distintos, um em -1 e outro em -10 e, aalém disso, o ponto mul-
tiplo antes localizado em -1 é relocado em -5,5 com um ganho

k2= 20,25. Portanto para 0<l«:2

oscilara e para k2> 20,25 a oscilacao produzida sera amortecida
-S,St

€ 20,25 o subsistema h2(s) nao

por uma exponencial do tipo e . De um modo geral a freqién-

cia de oscilacgao do subsistema h2(s) compensado com o filtro

passa-altas serd menor, para um mesmo ganho k,, do que a fre-

qliéncia de oscilagao produzida pelo subsistema sem o filtro.

Considere o sistema H(s) onde o subsistema h2(s) foi

compensado com o filtro passa-altas k.2 — . Una anglise seme-
s+10 '
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lhante a anteriomente_feita para o comtirolador proporcional

pode ser repetida aqui:

(a) 0 sistema a lago fechado H(s) agora tem a forma:

L]
A(s) =1L a2l g T (26)

L 2 (s+1)(s++lo)+k2

portanto sera estavel para todo k, >-1 e k,>-10. A restrigao

sobre kl permanece inalterada da andlise prévia enquanto gque

a restrigao sobre k

; € tirada do lugar @es raizes.da figura

da. pagina anterior.

(b) Para s=0, o sistema H(s) da &g. (26) se reduz a:

#(0) = {1 3]_—1{1 0 -[_2 3} (27)
: ALEY l+k1 1-1
0 k2
L 10+k2-

. o~ q ¢ _ 1 -~
As interagoes estacionarias seram pequenas se for

satisfeita a equagdo (28), ou seja, se k2 = 10k, .

(28)

Quanto aos erros estacionarios, estes serao Pequenos se

k,>>1. No caso analisado, se k, =10k >30, os erros estaciona—

I d a ~ .
rios obtidos em ambas as saldas, para emditagoes tipo degrau,
serfo sempre menores do que 10% e as interagdes estacionarias

gserao praticamente nulas,
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c) A resposta transitdria do sistema H(s) para uma ex—
citag@o degrau unitario e obtida de modo semelhante ao procedi-
mento feito no item (c) da analise anterior. Sem entrar nos de-
talhes de calculo dessas respostas temporais, fornece-se abaixo

os seus graficos onde foi considerado k,=9 e k,=90.

g. 8gd 8. 80 1. 60 2. 498 3. 20 4. 00
Graficos das respostas temporais y1(t) e v, (%)

. - ~ . (& B a
devido a uma excitacgao dggra.u unitario aplicado

na entrada 1 e considerando kl=9 e k2 =90,

— 0088 =



8. 58

L . . ' I

8. 808 1. 60

1 ] ) ] . l i [] ) ] 7

2.48 3. 20 4. 89

Graficos das respostas temorais yi(t) e yé(t)

devido a uma excitagdo degmu unitario aplicado

Iia entrada 2 e considerantm kl=9 e k2=90.

Note que nos dois casos a resposita do sistema é rapida

o e . . ’, .o . s c
com ultrapassagens transitorias aceitaveis, erro estacionario

relativamente pequeno e interagao estacimdria nula. Note,

também, que a interagao transitoria chegaate 85% porém é con-

finada a um intervalo de tempo muito peguesio.

(d) Seja agora a analise da integridade do sistema. Pa-

ra as falhas dos sensores dos lagos 1 e 2, e utilizando a eq.

(10), pode-se escrever, respectivamente,as equagoes (29) e (30)

= G —

e B R




o e
Rereyra b v A

—2((Fl) % 3(s+1) (s+Db)
s4-l+k1 (s+b)(s+1)+k

2

=)((xl)) [(s+b)(s+1) + k2] + .3(s+l)(s+b)(s+1+icl)

; (s+l+kl) [(s+b)(s+1) + k2]

(S+l)[82 + ('3kl+b+1)s + (.3lilb+b—2k2)]

= 2
(s+l+k1)[(s+b)(s+l) + kz] (29)
errors2(® I ([0 1] {1 éHl} L o] [—2 '3”0]
erp(s) 1+kl(s_1€) L2l @) 1 g/l
+
X 1 [0 l]E .3] [D:l [0 1] [—2 3] [ 0. ]
2 :
1l Al 3 2] |1 ] 1 -1} 1
2 (Srb)(;ﬁ)
_ 3(s41) 4 (=2)(s+1)(s+b)
S+1+k1 (s+b)(s+1) +k2
(=) [ + (-2k) +b+1)s + (-2 baba3k))] |
3 (30)

( s+1+k. ) [(s+b)(s+1) + R‘Q]
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Do mesmo modo, para as falhas @iws atuadores dos lagos 1

e 2, e utilizando a eq. (12), pode-se z=rever:

o (REDE B R,

14k | —
1(s+1

el i o)l

l terle=
+k2<s+b s+1

3(s+1) £ (=2)(s+b) (s+1)

s+kl+l (s+b)(s+1l)+ k2

(s+l)[sz+ (b-2k.+1)s + (35——2"bkl+b)]

!

= (31)
(S+kl+l) [(s+b) (s+1) -|~k2] :
[ (to i [;D(tl i —1][0])+ |
01 n(s) 1”‘1(;1—1) 3L e @

P

o (sﬁ s+1

_ (=2)(s+1) | (3)(s+b)(s+1)

S+kl +1 (s+Db) (s+l)+k2

(é+l)[s2 + (.3kl+b+l)s + (.3k$+b-2k2)]

5 (s+kl+l) [(s+b) (s+1) -+lc2] (32)

- 106 -



£ fdcil verificar que as egs. (29) e (32) sdo iguais,

bem como as egs. (30) e (31).

A aplicagao do criterio de Routh nos numeradores das eqs.

(29) a (32) conduz as seguintes conclusoes:

— 0 sistema a lago fechado H(s) com falha no sensor do
lago 1 ou com falha no atuador do lago 2 sera estavel se, e so-

mente se, forem satisfeitas as condigoes:

3k1+b+1>0 2
(33)
3klb + b - 2k2>0

- O sistema a lago fechado H(s) com falha no sensor do

lago 2 ou com falha no atuador do lago 1 sera estavel se, e So-

mente se, forem satisfeitas as condigoes:

-21:1 it ) <5 3L S0 |
(34)
-2k1b + b + 3k2>0

BEm particular,no exemplo em desenvolvimento, onde k1=9,
k2=90 e b=10, verifica-se que o sistema e instavel para uma fa-

lha no sensor do lago 2 ou atuador do lago 1, pois nao satisfaz
a primeira condigao de (34).

Novamente ocorre um conflito na determinacao do ganho

kl: para que se satisfaga a eq. (34) kl deve ser menor do q_lie

- ’ . . -
5,5 ao mesmo tempo em que um erro estaciomario inferior a 10%

1>9- Entao, a menos que uma dessas especificagdes pos—

requer k

sa ser rejeitada, uma nova compensacao deve ser procurada, po-
“ ~
rem no caso desse exemplo os valores encontrados sao considera—

*

A ’ - s . e ~
dos satisfatorios, finalizando assim a aplicagfo.
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3.3 — EXPANSOES DIADICAS APROXTVMADAS

As MFT's, em geral, ndo s@o disdicas e portanto nio sio
trataveis pela técnica sugerida na segao anterior. Este fato :
motivou Owens a tentar obter aproximacoes dia’.dicas dessas MFT's,
de modo a poder estender os conceitos da se¢ao 3.2 a um conjun—

to muito mais amplo de SM's.

Primeiramente considera-se modelos aproximados de MFT's

na forma da eq. (1), onde GA(S) ¢ a nmmenclatura adotada para

este modelo aproximado de G(s). Equacoes (1) a (3) foram defini-—
das por Chen em seu artigo sobre modelos reduzidos de SM's, e

nfo vem ao caso conhecer como sao obtidss (§).

G,(s) = (G5 + 675 det (g) £0 (1)
onde: |

G, = ¢~ (0) | (2)

Gy = igl% [(s) - e(0)] (3)

Os sistemas cujas G(s) coincidem com GA(S) sao conheci-

dos como SM's de tipo de primeira ordem. Estes sistemas possuem
um conjunto de caracteristicas que tormmm sua andlise e contro-

le em tarefa simples (£).

Definindo-se }.l( s) como:

(§) Para isso ver [02].

(£) Consultar, por exemplo, [05], 3.5.
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p(s)

ent20.::

s-0

S

G(s) - GA(s) (4)

s-+0

— Jlalim
s-0

S50

— J1im
s-0

s-0

lim

s-0

— dlstm
s-0

. dlatri
g-0

1im K(S) _ 735 1 [o(s) - G, (s)]

1 {c;(s)[G;_l(s)GA:(s)] - [G(sm‘l(s)]aA(s)}
S
= a(s)[6,7(s) - & ()]e, (o)

ko il
a(s) S ((S)] G,(s)

S
s :
G(S)['Gls UGN (s):] GA(S)
L S
\ —al
G(s)[Go = e = Gj] QA(S)
S
1

G'(S) [G'—l(O) = G';

S

(s) . Gl] g, (s)

G(s)[(—Gl) o G]JGA(‘\S) = 0 (5)

ou seja, se s tende a zero, p(s) tende & zero mais rapidamente .

Note que o modelo aproximzdo Glxs» pode ser escrito como:

GA(S)

(Gls +

[Gls +

-1
Go)

& L(0y]~2

'{G‘1;o>[e<o)c;ls e

[e(0) Gy

s + I]_IG(O) | (6)
L01E)




Suponha que a matriz G(O)Gl possua um conjunto completo
de autovetores e possa; portanto, ser escrita como mostra a eq.
(7), onde M é a matriz modal e[)\i},(lsi <n), ¢ o conjunto de
autovalores de G(O)Gl.

G(o)Gl = M diag {Xi}M“l o (Q8=h5ian)) (7)

Substituindo (7) em (6), vem:

| G—A(S) = [M diag {Xi}M_ls + I]_lG(O)

= [M diag {s)xi + l} M—l]—lG(O)

=M diag{ }M‘le(o)

SA.+1 .
al
= M diag {éi(s)}M'lG(O) , {1<i<n) (8)
ondeg

g;(s) = s)xia-l , (l<i<n) (9)

Fazendo-se M= Z e M_lG(O) =W, a eg. (8) pode ser escri-

ta na forma

GA(AS) = 7 diag {éi(s) W, (l<i<n) (10)

indicando que em geral a aproximagdo GA(.sD satisfaz a definicgao

de MFTD, ainda que a G(s) por ela aproximeda ngo o seja.

Exemplo 1 - Seja novamente a MFT @@ eq. (13) da subse-

gido anterior repetida abaixo eomo (11).

a(s) _ 12[1_9 Bl (11)
1/3-8 1l-g
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A aplicagao da eq. (3) resulta em:

6, = lim L [g7N(s) - ¢H(0)]

520 s
, % 5 -
_ lim 1 3 - 38 38 -38-6 3 =6
-0 ' =
2 & 352+-25.—.1 3 - 352 -1 3
~ 2 Pl
e -3s 38 - 3s
5018 L}sz+28 —352
0L =3
= (12)
2 0] :

A aproximacdo diadica e obtida como:

=1
¢,(s) = [6(0)e s + I]7"G(0)
- - - -1
1 2][o -3 L@ L. 2|
= S +
1/3 1|[2 o0 ©® 1 /i
[re : [~ r —l =
L gieL Q=2 o L LD
= S + .
i 2le a1 = O Al sy o
LR o e
= s+1 _ (13)
L 2 1 23N
0
L 2Ny

| Como jé era esperado, a aplicagdo destas equagdes, (1)
a (3), sempre produzem subsistemas aproximantes de 12 ordem, ou

seja, na forma da eq. (9), mesmo que o sistema G(s) original
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gseja diadico. Em se tratande de MFID, na maioria dos casos esta
redugao nao se justifica; sugere-se entdo uma pequena alteragfo
_na formulagao, de modo que o modelo aproximedo, denominado ago-

ra GB(S), seja idéntico a matriz G(s) quando esta for diadica.

Para isto, e tendo em vista o teorema 1 da subsecgao
3.1.3 e as eqs. (7) e (8), demonstra-se facilmente que a matriz

M definida em (7) como a matriz modal de C»B(O)Gl e que em (8)
verifica-se que 6 tambeém matriz modal d@e GA(S)G_I(O), coincide

com a matriz Z definida pelo teorema 1 & subsegao 3.l.3, ou
seja, é a mesma matriz que diagonaliza (E-((S)G—l(O) por semelhan-
ca se G(s) for uma METD. Esta demonstraggm e feita abaixo nas
eqs. (14) a (18).

Supondo que G(s) possui umé ED ma forma:

G(s) = 2 diag { 1(.)}W , (1<i<m) 40 (14)
Pelo teorema 1 da subsegao 3.l.3, pode-se escrever:
6(s)61(0) = 2 dlag{ s)/e. (O)} » (L<i<n) @)
Portantoﬁ

6(s) = 2 aiss |5,(3)/a;(0))76(0) , (Leien) (26)
Substituindo (16) em (3), vem;

6 = 121 [67(s) - 67 (0)]

— Qs & [G‘l(o) Z diag {gi(o)ygi(s)} i G‘l(o)]
g0 g

= e & (00 (7 e [ }
S_J;I([)l : [ iag i | /gn(s) ]
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) = o
lim 1 G_l(O)[Z diag iy gl(S)}z’l]
S

-0 gi(s)
= lim 1 G_l(O)[Z diag Sfi(S) z-l]
§-50 .S gi(s)
£.(0)
2 G_l(O) 7 diag {—= g1 (17)
gi(O)

Pre-multiplicando ambos os termos de (17) por G(0), re-
sulta a eq. (18).
(@)

g,(0)

T (zien) (18)

G(O)Gl = Z diag

onde efetivamente se verifica que a matriz modal de G(O)G1 tam—
bém € matriz modal de G(S)G’_l(O) se G(s) é uma MFTD.

Este resultado permite formular o seguinte algor:'.tmo
para o calculo de uma aproximacao diadica GB(s) dada um MET

G(s) qualquer.

(a) Calcula-se Gl como mostra a eq. (3);

(b) Calcula-se a matriz modal Z de G(0)G. ;

(¢) Czlcula-se os subsistemas éi(s), (L<i<n), como: .
s — il
g, (s) - o [z Ta(s)a (0)zle, , (L<i<m)  (19)

onde, se G(s) for uma MFTD, os elementos éi(s) coincidirdo com

os elementos gi(s)/gi(O), (Li<icn) (cf. eg. (25) ).
(d) Obtem-se a aproximagdo diadica Go(s) como:
C-B(S) = Z diag {éi(S)} W, (L<is<n) (20)
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onde a matriz W e definida como: W:Z‘IG((@). Obviamente a eq.
(20) é uma aproximagdo melhor do que @ farnecida pela eq. (8)
no sentido de que GB(s) ira coincidir ecom G(s) se G(s) for uma

MFTD.

Uma analise semelhante a feita para GA(S) pelas egs.

(4) e (5) pode ser repetida para GB(s,';).. Segue:
M(s) = G(s) - Gy(s) (21)
Entao

1im M) _ 4p 1 [6(s) - 4(s)]
s+0 S s-0

= lim = [G(s)- Z ciiag{eiﬂ:iz__]'G(s)W_l] e:}W], (1< isﬁ) (22)

s-0

OW =

onde GB(s) foi substituida pela sua expressao dada em (20).

Utilizando a eq. (4), ou seja, Oihttendo-se o valor de

G(s) atraves da eq. (4) e substituindo-o ne eq. (22), resulta:

IEL!_J;_?)I q‘]iS) = 93,_-];1(1)1 é [C—A(s) +I(s) - Z diag {ejfz—l[GA(s) +}1(s)]W-le;§}W] .

(L<i<n) (23) |

~Substituindo G-A(S) pela sua expmezsao dada em (8), re-

sulta:

limq](S) = lim L [z diag{ L } W+ () -

g»0 S s+0 S S>\i+l

- Z diag {eiz"l[z diag{ Al }}w + p(s)]w‘le:f] w]

S J-Ell,
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s-0

= 1im
s-0

g-0

Q[

n |-

: 1 . et 54 '
[:Z dlag{s/\iﬂ e dlag{sxfl}ei—eiz H(s) W ei]W+}-l(s)]

7 diag (-eiz'lp(s)w'l t} W+ p(s)]

€.
1

rZ diag__D,'{-e:.LZ_1 Eéi-)- W_lejW+EgJ, (AL Biatygf &in)) (24)

-

Tendo em vista a eq. (5), resulta finalmente:

lig«](s) _0 (25)
s20 S

ou seja, em regime permanente, ou para ¥>>% , o modelo aproxi-

mado Gy(s) é indistinguivel de G(s).

Exemplo 2 - Aplicar o algoritmo de obtengdo de uma

aproximacao GB(S)- na MFTD G(s) de (11).

Seguindo a orientacio do algoritmp tem—se:

G, = lim 1 [G‘l(s) = G_l(O)]
s=0 S
= Lim Dl N —3 G
5+0 © ; g e a3 :
3s2+ 2s -1 _'352-3 i
O ~—2)1 )
> 2 0 e

Em seguida determina-se G(O)Gl:

G-O)G: 1 20—-3 A=
28 - 57 e

iz e 6 BBy
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A matriz modal 7 de G(0)G; e:

&= I (28)
12 '

Utilizando (28) determina-se oz subsistemas él(s) e gz(s)

pela aplicagao de (19):

él(_s) = eI[z‘lG(s)G'l(o)z] e

- are g s ol
1-1 (s+l)2 |En 2 A al

= [ Q] N J
(s+1) 2 h@J = (s+1) (29)
0
i (s+l)2_

-

g,(s) = e:[Z_lG(S)G-l(O)Z]ez

=@ ajir_a o | T@] .
: (s+1) [It:li =3 5 (30)

L (s+1)2_

Finalmente monta-se a GB(S) comps:
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2 atag (8, ())27e(0)

[1 3}’ 1 o '[-2 3][1 2J
= (s+1)
L9 1 1 |l pLzg L

Q

wf\
w
Il

0
L (s+1)2j
20 63 1= -1
= (s+1) (31)
i) 1 25y Al
L (s+l)2_

Note que neste exemplo a G(s) dada era diddica e portan-
to GB(S) =G(s).
Exemplo 3 - Encontrar uma aproximacao GB(s) da G(s)

(n&o diddica) dada pela eq. (65) de 3.1.4 e repetida aqui como

(32}

G(s) = -2 ,:s+l s+2:| 3 (32)
d(s) _

S+3 s+4

Neste exemplo considera-se d(s) =(s+2)(s+3).

Tem-se-:
G, = lim % E () = G'l(o)]
s-0
—ale) 8 .
=l (33)
10-5 -505
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8% =3 )
‘ (34)
3 2
A matriz G(0)G nao é diagonalizsvel, isto é, ndo possui

uma matriz semelhante na forma candnica diagonal. K possivel

somente a sua transformacdo em um bloco de Jordan:

S 1 S 76 TR =

al, 24 :

z | = (35)
JeRe 1552 /3| NORSEV/6] | | .

Supondo, porém, que uma pequensz alteragao de um valor

qualquer da matriz G(s) de (32), por exemplo:

1 s+ 1 S+2
=t 6
G(s) (2 L e (36)

ngo altera significativamente a fisica @o problema, tem-se

-12.673  7.891 :
Gy = (37)
10.408 -5.374
. [0.1667  0.3333][-12.673  7.891
G(O)Glz
0.5 0.65 || 10.408 -5.374
[1.357 -0.4762
= (38)
0.4287 0.4524
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1 1.00210[0.9275 0 1[10.438 -10.46 .'
G(O)Gl = : (39)
| 0,9023 & 1 0 0.8820][-9.418 10.438
Determinam-se os subsistemas él(s) e §2(s) como;
~ =l =
g (s)=e’ [z770(s)e(0)Z]e, |
- [@ 0][10.438 -10.46 1 i AL L &
= _— S + °
|-9.418 10.438|E+2(E+3)0 1 1 3 9.8
Ll G, 1 SR eo2aiiE
8.571 -2.857|]0.9023 1ol

= [0 [RasiRE -0.0061s | [1]

(s+2)(s+§) (s+2)(s+3) ;

0.0067 s 0.,2859s +6
[ (s+2)(s+3)  (s+2)(s+3)

A )
(s+2) (s+3)
g,(s) = [0 1J[__6 -0.0061s | [0
(s+2)(s+3) (s+2)(s+3) )
0.0067 S 0.28%9 s +6
[(s+2)(s+3)  (s42)(s+3)]
_ 0.2859 s+6
T (s+2)(s+3) (¢
Finalmente:

ey(s) = 2 dieg(g(3)] 27M6(0)

= 906 =



1 1.0021 6 5 2902 S SaTC G
= ~ (8+2) (s+3) : : (42)
902 1l
0.9023 5 0.2859 546 3.6493  3.6453

(s+2)(s+3)

Como verificagao da aproximagao obtida, tem-se:

1 1.046s+41 1.044s+2

(s+2)(s+3)

GB(S) = (43)

1.043s+3 1.042s+3.9

Comparando-se (43) com (32) vé-se gque ambas sao muito
gemelhantes.

As figuras seguintes mostram as respostas temporais de
G(s) e GB(S) para um degrau unitario aplicado na entrada 1 e pa-
ra 0 mesmo degrau aplicado na entrada 2 ii(t) denotam as res-

postas temporais de GB(s).

2. 52

=
n
oS}

"Tlllf]lfll[lll!]llll]

=
)
Q

a. 20

g. 10

et S ]

[l [ 1 A [ 1 1 1 1 H i A l L
2. 00 @. 68 1. 20 1. 80 2. 40 3. 00
Grafico das respostas temporais y1(t)y ¥o(t),

1 1

il(t) e iz(t) devido a uma excitagao degrau uni-
tario aplicado na entrada 1. ‘
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8. 73

5
2. 68l
a. 45[
L
g. 381
e 7, t)
8. 150
g. 174%| jome. ) L L | ! e [N h o il sk | T N ]
4. ga 2. 6@ 1. 20 1. 84 2. 40 3. 80

Grafico das respostas temporais yl(t), y2(t),
frl(t) e ?2(t) devido a umm excitagao degrau uni-

tario aplicado na entrada 2.

Observe que a aproximagao obtida & bastante razoavel no

& o G ; e q /
intervalo transitdrio e é indistinguivel da resposta exata no

. o . ’
regime permanente. A diferenga mais acentwada e a que se obser-

va entre y,(t) e ¥,(t) para um degrau aplicado na entrada 2
2 2 ’

diferenga esta que nfo e devida ao método da aproximacio mas

sim a alteragao de G(s) proposta por (36).
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3.4 — 'COMPENSAGAO DE SISTEMAS MULTIVARIAVEIS VIA EXPANSAO
DIADICA APROXIMADA

E possivel compensar-se uma planta multivariavel G(s)

nao diddica via sua ED aproximada GB(S)- segundo o método des—

crito na secgao 3.2. 0 procedimento para esta compensagao sera

discutido atraves do exemplo seguinte.

Exemplo 1 - Numa configuragdo reslimentada semelhante a
da figura da pagina 39 , onde a planta @ 2 G(s) ndo diadica da
eq. (32) cuja ED aproximada esta dada pslz eq. (42), ambas da
segao anterior, encontrar um controlador E(s) tal que o sistema
a laco fechado H(s) cumpra as seguintes especificagoes:

(a) Seja estavel;

(b) Possua erros estacionarios imferiores a 10% para

excitacoes tipo degrau;
] = ; 7, (i 2
(c) Possua interagoes estacionarizs despreziveis.

Substituindo-se G(s) pela sua aproximagao GB(S), 0 sis-

tema a lacgo fechado HB(S) é escrito comos

Hy(s) = [T+ 6y(s)K(s)] 6 (s)K(z) (1)

Se a ED de G-B(S) for dada por:

pe) = 2 dieg (B ()W, (1c1e2) (@)

e o controlador K(s) for feito na forma:

K(s) = W_l diag (ki(s)} Zm:L , (lgic?2) (3)

entao (1) pode ser reescrita como:

X, (s) éi(s>}2rl

Hy(s) = 2 diag T (2)2 (s)

- 122 -



- Zaioe {ﬁi(s)}z‘l (D) (4)

Utilizando-se um controlador proporcional, ou seja, se

e kz(s)=k°

kl(s)zk 57

1 e tomando-se os valores de E;l(s) e §2(s)

das egs. (40) e (41), da secao anterior, tem-se:

() -2l (5)
1-kal.gl( s) ( 52+55+6 ) +61{1
k.2 (s) 0.2859k, (5+20.986)
By(s)=—22— = —; - (6)
l+k2é2(s) (s +58+6)+O.2859k2(s+20.986) :

Os lugares das raizes dos denominzdores de ﬁl(s) e

1'~12(s), em fungao dos ganhos k. e k,, respectivamente, sao:

1 2
(| ’w
k, =0,042 kiz =)
X %
-3 -2 0

Lugar das raizes do subsistema El(s) em fungao do

ganho kl .

— T2pps

T "'-'il!-ﬂﬂ

-



kz: —1

Tugar das ralzes do subsistems ﬁz(s) em fungao do
ganho k2.
Através destes lugares das raizes facilmente verifica-se
que ﬁl(s) e ﬁz(s) serao estaveis se k, ek, forem maiores que
o be
0 computo de HB(O) permitira tiremr conclusdes acerca das

restricoes necessarias para se cumprir as especificagoes (b) e

(&)

A matriz HB(O) resulta:

HZB(O) = Z diag {ii(o)} z'l

S iTouE S



[k |
e O
+
l =
= 3 7t (7)
k
5 2
i l-{»k2A

. (2 o ’
revelando que os erros estacionarios observados nas saidas 1 e

2 do sistem HB(S), devidos a excitagoes do tipo degrau aplica-

das nas entradas 1 e 2, respectivamente, serao inferiores a 10%

se k, >9 e k., >9, Tambén pode-se ver que as interacgoes estacio-

i 2
narias serao nulas se kl=k2.
Escolhendo-se k) =k, = 10, a matriz K(s) do controlador
resulta:
10 0
K(s). = W-l Z—l
0 10

=15 RS T VA
(8)

85 2=2885
Os sistemas a lago fechado HB(s) e H(s) resultam:

Hy(s)= [T + 6 (e)K(s)] Tay(s)E(s)

—al

10 [1.046s5+1 1.044s5+2 ”-111,.4'3 57.14

1L
o 1| (s+2)(s+3) [1.043s+3 1.042s+39| 85.72 -28.57

2 [1.046s+1 1.044s+2 | [-111.43 57.14

" (s+2)(s+3) [1.043s+3 1.042s+§.9_4 85.72 -28.57

— A5~



[—27.653—95.91s2+267.59s+3960.48 29.9483+l49-782+l79.68

L & : : : (9)
f(s) |-26.951-149.01-161.35+0.12  29.8383+207.3P+644..55 + 39604
onde T(s) = (s+2.228% j7.809)(s+4.153%j6.287) (10)
H(s) = [T+G(=)R(s) Ta(s)K(s)
9" © : (s+1  s+2 2-1_11.43 57 .14 ] =1
— + *
o)l (s+2) (s+3) Ls+3 S+4 85.72 —28.57J
. (s+1 s+2] [—211.43 370,310
" (s+2)(s+3) |s+3 s+4][|B5.72  -28.57]
3 s 3. 2
-25.71s°-68.558+145.45s+3788 28.57>+142.85s“+171.42s
f(s) [-25.71s°-119.96s -11131s+51.54 28.57s"+200s +456.83s+ 3771
onde f(s) = (s+1.153%j6.222)(s+5.277%j8.73) (12)

Como verificagao do comportamento dos sistemas HB(S) e

H(s), obtém-se os graficos seguintes, os gquais efetivamente com-
provam o cumprimento de todas as especificagOes propostas e for—
necem uma comparagao das respostas temporais do sistema exato,

yi(t), e aproximado, 'j'ri(t).
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-

6.3 Lttt ]
-1. 0@!
== @@E
4. 8@ 1. 2@ 2. B2 3. 89 4, B0 3. B89
Grafico das respostas temporais yl(t) e §'l(‘b) devido a
um degrau unitario aplicado na entrada 1.
= @@f
}
2e G@j__
S
"
- :
1. ool
}_
@- @g—_+ . ! EE_ = : {
i
—l ggl_
-2. 00 '
. 2. 00 1. 20 2. 00 3. 208 4., El_ S. 28

Grafico das respostas temporais Yo (%) e §, (%) devido
um degrau unitdrio aplicado na entrgds 1 - 3
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=] T T T [ T T T lj

—E.EGE
g. B 1. 00 - 2. 00 3. 88 4. 008 S. B2

Grafico das respostas temporais ylf(t) e 371(1:) devido. a

um degrau unitdrio aplicado na entrada 2.

Yo (t)

\

IIIIIIII—I

1. 8@
@. ZZ 1 | 1 1 1 ) |
. Ol R
-1. 28
-2. 23l :
2. 00 1. 22 2. o 3. 03 4. 20 5. a2

Grafico das respostas temporais ;ya,Gt) e 372(1:) devido a
um degrau unitario aplicado na entrada 2.
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Apesar do sistema compensado possuir ultrapassagem ma—
xima bastante elevada e ser talvez inaceitavel sob o ponto de
vista pratico, as especificagoes propostas originalmente foram
todas satisfeitas. Pode-se dizer, portanto, que a compensagao

deste sistema via sua ED aproximada foi um sucesso.

A razao principal deste sucesso e sem duvida alguma a
precisao da aproximacgao GB(s) obtida, a qual é quase coinciden—
te com a G(s) original. Neste caso particular, gqualguer analise
realizada utilizando-se GB(S), produziré resultados validos tam—

bém para G(s).

De um modo geral, recomenda-se que se efetue uma verifi-
cagdo final, que pode ser no dominio temporal, do comportamento
do sistema compensado pela técnica descrita no exemplo preceden—
te. Pode ocorrer que a ED aproximada obtida seja muito grossei-
ra e uma analise. através desta aproximacéo podera produzir re-
sultados pouco satisfatorios, principalmente no que se refere a

estabilidade e transitorios.

S o0m=



CAPETULO 4

APLICAGXO PRATICA

£ objetivo deste capitulo apresentar uma aplicacao do
MDD na compensagao de um sistema prétieo real, complementando,
assim, o desenvolvimento tedrico e didatico efetuado no capitu—

lo anterior.

O sistema prdatico a ser analisade € tomado da referén-
cia [Ql], onde o mesmo fol tratadc por Owens através do MCC au-
xiliado por diagramas exatos de Nyquist. Agui este sistema sera
compensado utilizando-se o MDD auxiliado pOoIr Um programa para

tragar lugares das raizes desenvolvido por Eaurent, A. R. (§).

Aplicagao: A poténcia gerada por um reator nuclear ci-
lindrico & controlada através de 3 atuadores dispostos simetri-

camente conforme o esquema abaixo:

atuador 3 atuador 1

otuador 2

Este sistema reator-atuador é remresentado pela MET 3x3

(§) Para ver detelnes deste programa, consultar [I1].
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dada pelas eqs. (1) a (4).

r-a.i(s) az(s) agisf?

m) = a,(s) a;(s) ay(s) (1)

:az(s) a,(s) al(S?J

al(sﬁz400(S+66.6927)(s+O.44043)(s+O.lO44D(s-0.01116ij0.2419) (2)
32(s%=3OO(S+55-5277)(S+O-4457)(S+O'1044)Ks+0'05656ijo°2275) (3)

d(s) = (s+100) (s+60)(s+0.026628%30.2364)(5-0.126%50.22044) (4)

Note que d(s) possui um par de raizes complexas conjuga-
das com parte real positiva. Segundo indicado por Owens em [01],

elas sao devidas ao efeito do xendonio 135, que é um subproduto
da fissao nuclear.

Em termos da constante de tempo do Xenonio (a unidade de
tempo ~ usada e a hora)l, e provével que @ reator possa ser regﬁ—
lado manualmente. Neste caso, uma analise do sistema fornece um
conjunto de regras simples para o operador seguir, de maneira a

manter a estabilidade da geragao de poténcia.

Propoe-se , porem,operar o sistem= a lago fechado intro-
duzindo-se 3 sensores, um em cada setor, &, utilizando-se o MDD,
Projetar um controlador que estabilize o sistema a lago fechado,

mesmo sob condigoes de falhas de um atuador ou um sensor.

Como primeiro passo para a compensag¢ao, obtém-se a ED

da G(s) de (1). Para facilitar o cdlculo, decompde-se G(s) como:

[Gs +Gs4‘+GS3+GB:2+Gsl+G-] (5)

G = (s) 4 3 1

Observa-se que G(O) pode ser expressa Ccomo:

i G(O) Lol o (6)



e portanto G(S)G_l(O) resulta:

da(o)
d(s)

G( s)G_l(O) = [G5G5195+. : .-N;lG;ls + I (7)

£ facilmente comprovado que todas as matrizes GriG-;:L ’

(1 <1i<5), comutam entre si, o que faz com que possuam uma matriz

modal comum. Esta é encontrada como:

B0 -9
M =1 Ll (8)
gl @)

sendo a sua inverss

[2l/30 3RV
W 1/3 1/ 3EorR - (@)
2/3 -1/3 -1/3

Os autovalores Xi(s), (1 <i <3), de G(s)Gfl(O) s20:

diag {Xi(s)} = M‘lG(s)G'l(o)M

d(O) =l 2L 2 :-1 < 3
d_(;)—M [GsGo s”+ ... +G8 s+ I]M, (1<i<3) (20)

Substituindo valores e operando, resulta:

139.394 (s+0.1044) (s+0.443)

" (s+100)(s - 0.126 * j0.22044) (21)

2 ()
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(8+60) (s+0.02%628%30.2364)

Portanto a ED procurada e:

D)= 1 iy (xi(s)}mflc(o)
= 7 é.iag {gi(s)]w , (1=i<3) (13)
onde:
Z =M
[2.39129 2.39129 2.39129]
W= M 1e(0) = |0.44625 0.44625 -G.89249 (14)
0.89249 -0.44625 -0.44625)

g; (s) =Xi(8) 5 (@LGal a3)

5 -1 . -1
Definindo-se ur controlador K(s)=W dlag’(ki(sj}z

composto somente de ganhos , ou seja, kiIs)==ki, (I¥<HY<i3)Ne

fazendo-se:

n.(s)

d; (s)

By (15)

g;(s) =

Os subsistemas hi(s), (L<i<3), s30 escritos como:

(5)]Opserzesgus 3= feit°3’°5"°ela“ent°9 de polos e czeros cufmcidentes nas eqs. (11) e (12). o
Leitor atentofoantazents ter? percebido que em (12) os polos = s zeros cancelados eram °°ﬂpl;xna
com parte real positiva. Porem, aqui, esta cancelagiio ¢ licita pois estes DPolos e zeros foram in
troduzidos matezaticarente no derominador e numerador de (12i) «'I’e.'ja [Fl], Capdal e Iﬂpnd&_ =
verificar que a matriz original G(s) pode ser reobtida operamme—se M diag{)\ (s)}"‘lc(o)-o 3
tanto nenhuma informagao fol perdida ao se fazer os cancelamsmins em queatiof por-
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k.g.(s) k.n,
by (s) = oi > _ L i R
1+k,g.(s)  d;(s) +k.n. (s)

Substituindo valores, tem-se

139.394 k. (5+0.1044)(s+0.443)

) == o, (17)
(s+100) (s-0.126%j0.22044 ) +139.394 k, (s+0.1044)(s+0.443)

74.697 k,(s+0.1044)(s+0.4356)
(s+60)(s+0.026628*j0.2364) +74.697Tk,, (8+0.104 4)(s+0.4.356)

h2(8)=h3(8)= (18)

ANLATLISE DA ESTABILIDADE

Os graficos abaixo mostram os lugares das raizes dos de-
nominadores de hl(s) e h2(s) em func¢ao dos ganhos ki e k,, res-—

pectivamente.

0.5
——— RAMOS COM PARAMETRO POSITIVO

& ----- RAMOS COM PARAMETRO NEGAT1IVO
0.25 -

L k1=4.57
0.0 F——-=

3

S

g ~ _______.—/
-025 :- k1-0.33
4.5-“1llllLlL_Lllllll_L_]_.j_L_ll.h .n;.l‘..l;lln\-i.._:lll.l

0.4 -0-3 -0.2 -0,1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Iugar das raizes do denominador de h,(s) em fungao

do ganho kl o
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0.5 }
[ RAMOS COM PARAMETRO POSITIVO
SR emoes RAMOS COM PARAMETRO NEGATIVO
0.25 -
0.0 [———=
[
-0.25} -
k2_ 0.079
[
-O'S—LILHIIILJ1411L1lLllI]lll lll!nllllllLlLLLi-‘l*JJ‘LL
0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 Dl 0.2 0.3 0.4 0.5

Lugar das raizes do denominador de h2(s) em fun-—

¢ao do ganho K, .

Observa-se que h (s) e h (s) ser@o estaveis desde que

k1> 0. 33 e k2 >-0.079. Observa—se tambeém que quanto maiores fo-—

rem os ganhos kl e k2 tanto menores serao as freqiiéencias de os-—
cilagao dos subsistemas hl(s) e h2(s), respectivamente, as quais
desaparecerao para kl >13.0.

2 4.67 e k2

ANATLISE DO REGIME ESTACIONARIO

Fazendo-se s=0 em (16) e (17), tem-se:

6.4468 Xk,
6.4469 + 6.4468 k

h (0) = (19)

)
LR )

A

LSS R |



3.3969 K, k,

h2(0) = = 5 (20)
3.3956 + 3.3969 Kk, +K,,
e portanto
[~ =
k
- i 0 0
&3
k _
H(0) = Z1|Re e o i (21)
1l+k
2
k
0 0 .
1+k

L =]

Se k1:=k2==k‘a matriz diag {hi(ODB reduz-se a uma ma-—

triz escalar e portanto H(O) = i%g I, imdiicando que as in -
+ -

-~ . P ~ o :
teragoes estacionarias serao praticamente nulas e 0S erros es-—

- ’ - ’ - 2 . ~
tacionarios observados nas saldas do sisitema (para excitagoes

tipo degrau) serao tao pequenos quanto meior for k.

ANLLISE DA ESTABILIDADE SOB CONDIGAO DE FATHA DE UM SENSOR OU
ATUADOR

Aplicando-se as egs. (10) e (12) deduzidas na segdo 3.2,
obtém-se:

Para uma falha no sensor 1:

e (s)
TRCRSTNGA 1 BRI LS S0 SO sL iR, @ 61

PLF(S) 1+k. & (s)

EhlcE =



Blzsy avzs alzs) | @ Olln @ i]|(6]
. (13 VL SRV ING +i__3_L_(_) s [ 1l
: : +k2g2 S
2/3 -1/3 -1/3{| 0 gk =2t @)l © |
[or 2 o] i[al/a Y/ SV [ L @ @]
: s oAl @ — :
. _ ; 1+k2g2(s)
2/3 -1/3 -173|{[L O]

1 101 23] [fo: | [0 So M Y s v/ | [ o

al 9l =il 0 /ey alvay =2/ ©

EEea ol |la, 2/3 -1/3 -1/3| O |
) 0 & 273

l+k1gl(s) l+k2g2(s) 1+k2gé(s)

1/34,(s) 2/34,(s)
- : (22)
dl(s)+klnl(s) dz(s)+k2n2(s) ;

Para uma falha no sensor 2:

€ popse () s il B o fiEal ) Ee @ el 24 L
eLr(s) 1+k. g, (s) o 1/3
LO | -1/3
% 1 EESESRHEE: Bl ol (Fna)
1+k, g, (s) :
i 1/3
SO -1/3]

= laga



4, (s)+kn (3) iy a,(s) 4k, (=)

= 138 -

- il 1 1-1IJ[o].[e o WFaN
1+k2g2(s)
0 1/3
[ 1] -1/3 |
o 1/3 IS 1/3 AL V)
l+klgl(s) 1+k2g2(s) légzgz(s)
l/3dl(s) 2/3d2(S)
= +
dl(s)+k1nl(s) d2(s)+k2n213)
Para uma falha no sensor 35
e (s) T S
LFCFS3 d 1 BRI Q2 L @ @l /4
eLF( s) 1+k1g1( s) 3 i /'3
Lo ] -1/3 |
S 1 @ 1 o]ro'[:01o]’1/'3T
l+k2g2(s)
1 —2/3
L O — L.-l/% -
n 1 [ -1 o]if eiiliere 1]"1/3”
1+k2g2(s)
0 =278
L1 =1/3 |
. LA ¥ 2/3 4 0
1+klgl(s) l+k2g2(s) 14%?g2(s)
1/34,(s) 2/34,(s)

(2'3)

(24)



Para

O ropa1 (S)

QLF(S)

Para

1 poran (S)
E

uma falha no atuador 1:

1 [0.1394 o o0.747]{1][2 o 0][2.3913 i
l+klgl(s)
0 0.4463
(9 | 0.8925 |
il [0.1394 0 0.747][0][0 1 0][2.3913] "
l+k2g2(s)
L 0.4463
: 1© ] (0:8925 ]
] [0.1394 0 o0.747][0 ][0 0 1][2.3913]
l+k2g2(s) .
- o) 0.4463
(2L | 0.8925 |
0.3333 " 0 % 0.6666
“l+klgl(s) l+k2g2($) 1+k2g2(s)
1/34, (s) 2/34,(s)
= + z = (25)
dl(s)+klnl(s) d2(5)+k2n2(81
uma. falha no atuador 2:
a 1l [0.1394 0.747 -0.747][1][2 0 0] [2.303]
14k_g (s) '
L 0 04463
[ O | BMMﬁl
il [0.1394 0.747 -0.747][07[0 1 0] [2.3013]
1+k2g2(s)
i 0.4463
Lo | -0.4463)
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1l [0.1394 0.747 —0.747][0][0 0 1][2.3913

+
1+k S ’
285(8) 0 0.4463
L | -0.4463 |
. 0.3333 i 0.3333 & ®.3333
l+k1gl( s) l+]£2,g2 (s) 1+3:2g2 (8)
1/34d,(s) 2/3d,(s)
= 1 S — (26)
dl( s) +klnl( s) d, (s) +k2n2{(s)
Para uma falha no atuador 3:
°rrora; (s 5 1 [0.1394 -0.747 @}[1][x o o] [ 2.3913] i
e (s) sl o ()
LF =71 0 ~0.8925
L O | 0. 4463
2 1 [0.1394 -0.747 @][o][o 1 o][ 2.3913]
1+k,8, (s) ‘ Al ~0.8925
| O | [-0.4463
+ il [0.1394 -0.747 ®][0][0 0 1][ 2.3913]
1+k2g2(s)
0 -0.8925
Lt | [-0.4463 |
_ . 0.33330 SNOREE 0NN )
l+klgl( s) l+k2g2(s) 1+k2g2(s)
1/3d, (s) 2/34,(s)
h (27)

=d1(s)+klnl(s) dz(s)+k2n2(s))

— @ —



As egs. (22) a (27) resultaram todas iguais, indicando

assim, gue se o sistema a lago fechado H(s) for estavel para

uma falha de um determinado sensor ou atuador, entao sers esta—

vel em caso de falha (nao simultanea) de gualguer sensor ou

qualguer atuador.

. ~ o /’ Q o
O polinomio caracteristico do mistema com falha,

QLFCF(S)’ pode ser escrito como:

s pap(s) =1 = 24 (s)a, (s)+ L
rror(®) =3 dl(s)dz(s)+-§- d (s )n2(8)+-3-61(s-)d2 i d,(s)n, (s)

= 4, (s)d,(s) +1; E

Fazendo-se kl = o<k2 g

nl(s

)dg(s):l + &, E

dl(s)né(s)] (28)

obtém-se a seguinte familia de lu-

gares das raizes de eLFCI';(s) em fungio de o e L%

a. 50

@.38].

-a. 12|
-2 25].

-
-@. 38

-a.seL
20. 58
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——— RAMOS COM PARAMETRI PQOSITIVQ
I -—— RAMOS COM PARAMETRO NEGATIVO
\‘\\
3 \I
s 1
1
e . ol al i SRS~ s
5 :: J R R
g f'
2 ""
,...1....1....1.1..1.1..,...u....l.l..l..l,l.,,
-0.40  -0.38  -2.28 -0.10  0.80  @.18  0.20  2.30 0. 40 0.53
Iugar das rafzes de ¢ (s) em furca
ao de k =
LFCF S o Para « = 0.1.



a. 50
— RAMOS COM PARAMETRO PGSITIVUO
[ ——- RAMOS COM PARAMETRO NEGATIVO
a. 38l
b
[ k, = 2.121
0. 25}
a 12|
gyga|==3
-a. 12|
-d. 251-
-a.38]
—c.szhllllLlLlllll![!l!l[llll_rll e N e e CR e e e e L e e i d e
-P. 5@ -@. 40 -@. 3@ -@. 28 -0. 1@ 2. 92 .19 0. 20 g.3a d. 40 0. 50
Iugar das raizes de QLFCF(S) em fngao de k, para == 1.
@. so
[ — RAMOS COM PARAMETRO POSITIVO
[ -—— RAMOS COM PARAMETRO NEGATIVO
8. 38 |-

2. 25

0.23

ky = 0.0316

L}
'I
'I
-g2.12 /
ll'
I"
-8.25 /
[ k, = 0.035
-a.38(-
-
_a.sah,.«ll‘l"l““l""lLLl' R T e N L e e | e e e e R e S
2. se -0. 48 -2. 3¢ -0.20 -0.10 2. 00 8.10 0.20 0.30 . Q.40 0.58

I
Iugar das raizes de QLFCF(S) em fngcao de k2 para < = 10.
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Em todas as figuras foi omitido ¢ lugar das raizes a
esquerda de -0.5 (eixo real) pois o mesmo é irrelevante na de-

terminagao dos limites de estabilidade do sistema.
Observando-se estas figuras nota-se que se klakz, entao é

possivel estabilizar-se o sistema a lago fechado H(s) com falha

de qualquer sensor ou atuador atraves da escolha adequada do

ganho k2 o

Recapitulando as restrigoes imposias sobre kl e k2 até

agora, tem-se:

(1e) (kl> O..33)e(k2>—-0.079) para estabilidade de H(s);

(22a) (kl=k2 =k) para interagoes estacionarias nulas;
(38) (k1>>1) e (k2>>l) para erros estaciondarios pequenos;
(42) (klz k2) ' para estabilidade de H(s) sob falha

de um sensor cu atuador.

Escolhendo-se k1=k2 =10, o que sztisfaz todas estas

restricgoes, a matriz do controlador K(s) resulta:

K(s) = Wt diag {ki} T

= 10 Wizt
1

10 [z'lG(o)]_ 7=t

=010 G-’l(o)zz'l

[5.4445 -2.0253 -2,0253]

=
=10 G (0) = |-2.0253 5.4445 -2.0253 (29)

-2.0253 -2.0253  5.4445 |

— g —



E esta pronta a compensagac proposta. Segue agora uma

.verificagdo no dominio temporal dos resultados obtidos com este

controlador.

Os subsistemas hl(s) e hz(s) de (17) e (18) reduzem-se

2
1393.945° + 763.0468 + 64,469
n,(s) = — il (30)
s” +1493.69s +737.91s+ 70.916
746.97 2 + 403.364 5+ 33.97 o
o3 + 807.0238° + 406.616 5 + 37, 365

h2(S) -

Portanto a matriz do sistema a lago fechado H(s) e es-

crita como:

1]
&N
joF
g.
Py
=y’
|
—
10}
~—
——
(&

H(s)

= —=— |by(s) b(s) Dy(s) (32)

onde;
f(s) = (s+0.1209) (S+O.l307)(s+0.‘3635)(s+0‘.35-32)(s+ 806.52)(s+l49.3.2) (33)
b (s)= 962. 63 s+0.1044)(s+0.l27l)(s+0..3708)(s+O.4376)(s+ 1161.75) (‘34)

'b2(s)= 215,66 (s+0.0001 ) (s+0.104 4)(s+0.42)(s+3.4385)(s+1o. 817) (35)

-As figuras seguintes mostram os graficos das respostas
temporais de G(s) e H(s) para um degraw wnitdrio aplicado na en-

trada 1. As respectivas respostas péra degraus unitarios aplica-

dos nas entradas 2 e 3 sdo idénticas pois tanto G(s) como H(s)
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cado na entrada 1.




1. 20

2. 88]_

d. 60

L T
T

m.raml -
0. 00

& e

cado na entrada 1.



CAPLTULO 5

CONCLUSQOES

O exemplo de aplicagao pratica desenvolvido no capitulo
anterior mostra a facilidade de u#ilizac¢ao do MDD quando o sis-
tema em estudo e diadico. De fato, para se ‘obter um resultado
semelhante utilizando-se outros metodos de compensagao, 0 tra-
balho envolvido seria bem maior. Por exemplo, a utilizacao do
‘MAIN implicaria uma analise gréfi-ca das faixas de Gershgorin e
Ostrowski que de modo algum é uma tarefa simples, requerendo
para tanto um auxilio computaciona® bastante elaborado. Ja a
utilizacio do MDRS implicaria um emvolvimento algeébrico extre-
mamente trabalhoso, enquanto que @ algebrismo necessario na

= =~ 5 7
solugao do problema pelo MDD, come se pode observar, foi minimo.

A determinacao da ED da planta que inicialmente parecia ser o
foco de maior dificuldade algébrica no :étodo, pode ser contor-

nada através do procedimento numerico sugerido em 3.1.4.

Toda esta margem de vantagem do MDD sobre os outros me—
todos (da sua categoria), contuda, sofre uma grande limitagao:
SM's diadicos sdo sistemas muito especizis e particularizados,

0 que em outras palavras quer dizer: sao raros.

Ao se tentar generalizar o MDD para sistemas ndo diadi-
cos,' ou seja, via ED aproximada dz plante, ja se comentou pre-
viamente que também se pode consegmir bons resultados, desde
que a aproximagao encontrada seja razoavelmente precisa. Embora
este enfoque aproximado seja uma epgao alternativa de compensa-—
gdo de SM's, além das técnicas j& citadas, obviamente n3o conse—

gue sustentar a margem de vantagem caracteristica do MDD exato.,

Nao se chegou a testar o metodo eproximado em uma vari-
edade significativa de SM's, prineipalmente SM's com mais de

’ o ~
duas entradas e saldas, cuja razaa foi a indisponibilidade de

S



. . st le ’ %
algoritmos computacionais para auxiliar o calculo de produtos e
inversas de MFT's. Assim, e tendo como base somente o que foi

desenvolvido neste trabalho, as principeis desvantagens do meto-

do aproximado podem ser sintetizadas cumo:

(12) O metodo de obtengao da ED aproximada apresentado
na segao 3.3 necessita da inversa de G{s). Prevé-se, portanto,

. ’ ’
que & medida que o numero de entradas e saidas aumente por so-

bre o valor 2, a aplicabilidade do metodo diminue;

(28) Os resultados obtidos pela analise da MFTD aproxi-
mada nao sao garantidamente validos para o sistems exato, reque-
rendo, portanto, uma verificagdo destes resultados atraves da
analise da MFT do sistema a lago fechado considerando a planta
exata do sistema. Naturalmente, para Sli"s com mais de duas .
entradas e saldas esta verificagao pode fornar-se bastante difi-

. - - ’ -
cil, pois novamente necessita do calculo de uma inversa, no caso

[1+ 6(s)EGE]ER

- 148 -



APENDICE - EXPANSAO DIADICA

Seja D uma matriz de ordem mxn definida sobre um campo
(usualmente os numéricos) e seja r(D) a notagdo utilizada para _
designar o seu posto. Se r(D) = 1, a matriz D e denominada

tddadals

Teorema: Toda  diada pode ser decomposta como:
t
D = dzw (1)

' t
onde & & um escalar, z um vetor de ordem mxl e w um Vetor

transposto de ordem lxn (tanto « como os elementos de z e wt

pertencem ao campo de definicao dos elementos de D),

Demonstracaog:

Faca-se o seguinte particionamento de D:

onde os z’i(lsi <n) sao as colunas de D, de ordem mxl (repare:
neste apéndice o subindice i nao indica um componente, senao

que identifica um vetor).

O fato de r(D)=1 implica que qualguer que seja o vetor

Zi considerado, este pode ser expresso COmo:

z; =Ao(ijzj (3)
com: of .=1, x,. = =, (l<i,j<n)
- 11 J1 ..
it

Tomando-se agora um vetor % qualquer (pertencente ao
conjunto dos vetores que forma a matriz D) como referéncia, po-

de-se escrever:

= 4G ~



(4)

S 000, (9 000 (3
I
R
=
b

Substituindo-se os valores de Z. da eq. (2) pelos cor-

respondentes dados pela eq. (4), obtémse:
= ! q o e o oe e ‘x
D = [*pae i %k afe] (5

Tomando-se Zk como fator comum ® esquerda, resulta:

D= Zk[O(J_k O(Zk .... 1] SN eTe an] =sz-t (6)

onde Wt £ [d]_k d2k soo dh ocoo Ofnk],com @ 1 na posicgao k.

A eg. (6) é um caso particular 8= (1) com x=1l. Mas se o
vetor tomado como referencia fosse z (mE® pertencente ao con-

junto das colunas de D), a equagao resuliante jé assumiria a

forma da (1):

) = o(zwt (7)

onde 2. =xz.
1{cacz

Isto finaliza a prova do teorema. Salientou-se a passa-

gem de (6) para (7) por ser ela de imparincia fundamental no
desenvolvimento seguinte.
Qualquer que seja a matriz A de ardem mxn com elementos

definidos sobre um campo, esta pode ser exmressa como um somatorio

de diadas, ou seja:
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A = E D. = E cx.z.wJ.G (8)
at a7, al
i=1 A=
onde Di (1<¢i<q) é uma diada genérica de um conjunto de diadas
com g >r(4) (§).

A eq. (8) recebe o nome de "expamsao diadica" da matriz

A, ou abreviadamente ED de A. No caso especial em que g=r(A), a

. s . /
eq. (8) sintetiza a forma mais compacta possivel de se expres—
sar a matriz A como um somatorio de diadms e recebe o nome de

"expansao diadica minima'.

' Se forem compostas as matrizes Z e W como:

Z:[Zl.z2 PRrrS Zq] (9)
= t..
W61
t
t
W
- qi

entao (8) pode ser reescrita como:

q

+ -
= E .z W' = Z diag {cxi}w (L))

A=l

Relembrando: a ordem de A é mxn3 a ordem de Z € mxq; a

(§) A restrigio q2r(A) € justificada na teoria matricial por um teorema que afirma que o posto
da matriz resultado de soma de ratrizes é menor ou igual 2 som dos Postos das matrizes soman-

dos.
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ordem de diag (o(i} e gxq e 2 ordem de W & gxn.

0 elemento genérito a(j,k) da metriz A e obtido a par-

tir do 22 membro da eq. (11l) como:

q
: s\
HAGlols) = E oz, (3)wy (k) (12)
i=1
onde a(j,k) = elemento pertencente a filz j e coluna k da ma-
triz Aj
zi(j) = elemento j do vetor zs 3
t t
Wi(k) = elemento k do vetor (transmesto) iy C

Utilizando-se esta notagao, as metrizes Z e W sao es-

critas como:

zl(l) 22(1) <50 4 (L)
21(2) 22(2) 5o 4 ()
A= | c . . (13)
7 (J) 75(3) <. Zq(J)
.';_.l(m) z,(m) ... z_ (i)
(1) w:f(z) wf(k) w;(n)
+ t + +
W = ?2(1) ?2(2) o ?é(k) --s W, (n) (14)
4 4 g :t
__wﬁ(l) w§(2) AL wd(k) s ALY wg(n)J

O elemento genérico a(j,k) da matriz A serd obtido ago-
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ra atraves do 32 membro da eq. (11). O produto Z diag {o(i} esta

dado abaixo por (15). .

F«lzl(l) °<222(C11) ers dqzq(l)
04121(2) °<222{(2) Syane o(qzq(2)
Z diag (diS = : 48 : < ; : (15)
«1?1(3) 05?2Km)--- oa?q(a)
o, 7 (m) oz fm) . . o o(qéq(m)

O elemento a(j,k) procurado é o mesultado do produto da

fila j da matriz Z diag {“i} pela coluna k da matriz W, ou seja:

a(3,k) = [z (3 %zp(3) .es aez (3)] yv;(k)

w2 (1)

W

K ct oo e

(k)
J

= 2 (W )+ %, 2, (W D+ oo+ 06z ()W (i)

q
= > %z, (i) (16)

i=1

a(j,k) calculado através dos 22 ® 32 membros da eq.(1l)
resultou, em ambos 0S casos, o0 mesmo valmr: egs. (12) e (16), o

que demonstra a equivaléncia dada pelos 22 e 32 membros de (G1aL))

Se a matriz A for quadrada de orfiem n e posto PI< NI

sua ED pode ser particularizada de tal mEmeira, que as matrizes

Z e W obtidas sejam quadradas de ordem m e regulares. Sob o pon-

= 1G5 —



to de vista das transformagoes lineares, uma tal ED pode ser
interpretada como uma transformacao de sguivaléncia, onde
diag {“i} é uma matriz diagonal equivalsmte de A e Z e W sdo as A
matrizes de transformagao. A teoria matmicial demonstra que a
condigao necessaria e suficiente para gme duas matrizes de mes-
ma ordem sejam equivalentes € que elas #enham o mesmo posto.
Donde se conclui que r(A) = r(diag {o(i})=p.

A determinacao deste tipo partiezmlar de ED no caso de

p<n 'pode ser feita da seguinte maneira=z
Escolhe-se ao acaso uma matriz dizsg {O(i} onde: O(i;!O pa-—
ra (1<igp) e x, =0 para (p €i <n). Ao mcaso escolhe-se também

uma matriz Z quadrada de ordem n e regulzr. Obviamente fica
faltando a determinacao de W para gque a m2triz A dada possa ser

expressa pelo triplo produto matricial Z diag {O(i} Ww.

Fazendo-se:

B = Z diag {“i} - (17)

entao:

A = BW (18)

A matriz B possui as n- p ultimas colunas nulas, indi-

4

cando que as n-p Ultimas filas de W podsm ser quaisquer, desde
que W seja regular. Isto sugere o0 seguinie particionamento de

B e W:
A=[B" 0] [W] =3B" (29)
Wll

Onde B' é a parte ndo nula de B e W' é a parte de W que pode

Ser qualquer, desde que W seja regular. ® problema se reduz &

— GG =



determinagao de W', que pode ser feita como:
W' = BIA . (20)

’ o
onde Bé & a inversa a esquerda de B'.

Se em vez de escolher ao acaso a matriz Z, escolhe-se

W; Z pode ser determinada de modo analogo, ou seja:

C = diag'%xi}w (21)
A = ZC (22)

Particionando—-se Z e C como:
4 = [zo° zu]EE I REw ek (23)

0

onde C' é a parfe nio nula de C e 2" e a parte de Z, que pode
ser qualquer, desde:que Z seja regular. Z' € a parte a ser de—

terminada e que pode ser feita como:

Z' = ACY (24)

onde C} é a inversa a direita de C'.

- ~ , - > - ~ s
A condigao necessaria para a existencia de Bé (1nversa

a esquerda de B') e CY (inversa a direita de C') e
r(B')=r(c')=p (§). Condigdo esta satisfeita na formulagao

acima,
Escolhendo-se ao acaso duas matrizes: B de ordem (n-p)xn

e 0 de ordem nx(n-p), tal que BB'=X e C'C =Y resultem quadra—

(§) Para um discussdo detalhada do assunto consultar por exemplo [F2].
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das de ordem n-p e regulares, B' e cl sao determinadas como:
e

B! = s . (25)

oy = oyt | (26)

No caso de p=n, a matriz W ¢ obtida de (18) como:
-1
W=23 A (27)

e Z.e obtida de (22) como:

Z =i (28)
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