


Ministério da Educagac e Cultura
ESCOLA FEDERAL DE ENGENHARIA DE ITAJUBA

[

Roconhecida Lel S230 - 05'01/1917

ANE NG 1

PRONUNCIAMENTO DA COMISSADO EXAMINADORA

A Comissaoe Bxaminadenanrabaixordssinidassnaiea
3 Y

poT Portanizens ianiisde 12/07 /83 , considerande o resultado do

Julgamento da Prova de Defesa Publica daDissicr tae dadem e i alda

lintittuliadai: "APLICAGAO DOS METODOS VARIACIONAIS A TEORIA DO ESCOAMENTO
BE FLUTDOS"

apresenta pronunciamento no sentido de que a Comissao de Pos-Gra

duacao da Escola Federal de Engenharia de Itd b ars olic it R alamIL A
(Departamento de Registros Academicos) a expedigao do titulo de
Mestrc em Engenharia  MECANICA na Arca de Concentracao de
satisfeiltas asdemais exigen
cias regimentais a __ ROBERTO DA MOTA GIRARDI Uy
Itajuba, 15 de jutho de 1983
ey b -
SEE;(J(:2IZOHiAD ﬁer4/7:JC%1?&UUv7 (gbwbyuagﬁol'vvwnmevm, =
1° ¥xaminador 29 Examinador
Dr. Santiago Alves Tavares Prof. Genesio Jose Menon - EFEI
| ik,
TQ*{"J-M k/‘uw\a/i S(,v_ . /l ,a/\/"\f/l 7 .fj\/u' oA
39 Examinador Q 4° Examinador
Prof. Tapan Kumar Sen - EFEI Brofised

rzy Tadeus Sielawa-Orientador

Carmrmine laloercitanio . Praf Jloss PRodiiaues Sceabra






Ministério da Educac,’:éo o Cultura
ESCOLA FEDERAL DE ENGENHARIA DE ITAJUBA

Roconheclda Lel 3232

ARNRERIEO

- 05/01/1917

18]

FOLHA DE JULGAMENTO DA COMISSAO EXAMINADORA

Titulo da Dissertagao:

"APLICACAQ DOS METODOS VARIACIONAIS A TEORIA

DO ESCOAMENTO DE FLUIDOS"

Autor:

ROBERTO DA MOTA GIRARD]

JULGAMENTO

EXAMINADORES CONCEITO RUBRICA
°
: / =
Gl A%- /T:E;%BK}'
29 A+ '/l_—c"}“,\.
bt -A + /\{T/fv‘m(&w
Resultado médio: Conceito A S olSieRia P oV A oo

Observacgoes:

—~

< [ Gfen )
5 @ (‘n)_;@ CX?,O OJ"()_,LQ/ ) \\ Co LT Ce NS

N

I tajhubas

15 de julho de 1983.

léﬁBxéminador
Dr. Santiago Alves Tavares

2¢ Examinador

Prof. Genesio Jose Menon
EFEI

Ta-a{"l&/w k/uzwww' S

3¢ Examinador
Prof. Tapan Kumar Sen
EFEI

Campus Universitario

v/ i s
o Ly 7 M L.
] Ja ;

b 4°¢ Examinador

Prof. Jerzy Tadeus Sielawa
ORIENTADOR

. Prof. José Rodriques Seabra



ESCOLA FEDERAL DE ENGENHARIA DE ITAJUBA

DISSERTAGAO DE MESTRADO

-~

APLICAQKO DOS METODOS VARIACIONAIS A TEORIA DO

ESCOAMENTO DE FLUIDOS

Roberto da Mota Girardi

ORIENTADOR: Jerzy Tadeusz Sielawa

CO-ORIENTADOR: Genésio Jose Menon

ITAJUBA - 1983






AGRADECIMENTOS

Ao Professor Jerzy Tadeusz Sielawa por mostrar-me
como raciocinar de forma logica e cientifica e pela wvaliosa

orientagao deste trabalho.

Ao Professor Genesio Jose Menon por seu apoio e

constante estimulo.

Aos Professores Tapan Kumar Sen e Nelson Manzana

res Filho pelo auxilio dado no inicio deste trabalho.

Sinceramente

Roberto da Mota Girardi



RES UMDO

Neste trabalho, sao apresentados varios princi
pios variacionais aplicados no estudo da mecanica dos fluidos.
A exposigao esta dividida em duas partes, sendo a primeira de
dicada a analise de escoamentos de fluido ideal e a segunda a

de fluido viscoso.

Verifica-se que qualquer escoamento de fluido
ideal pode ser analisado com a utilizagao do formalismo varia
cional, porem, quando os fluidos viscosos (newtonianos ou nao-
newtonianos) sao considerados, constata-se que somente alguns

: . - - -
tipos de escoamentos de fluido incompressivel sao representa

dos por principios variacionais.

Para o escoamento em regime permanente de um
fluido newtoniano e compressivel, foi proposto neste trabalho
um principio variacional Util na obtengao de solucoes aproxima

das para os campos de velocidade, densidade e pressao.
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A B S T R A € T

Some variational principles applied to fluid me
chanics are presented in this work. The exposition is divided
in two parts, the first dedicated to ideal fluid flow and the

second to viscous fluid.

It was verified that any ideal fluid flow can
be analysed with variational formalism, but, when viscous
fluids (newtonian or non-newtonian) are considered, it was

determined that only some types of incompressible fluid flow
may be represented by variational principles in the sense

adapted in the text.

For compressible and newtonian steady fluid
flow, a variational principle was proposed in this work, use
ful in finding an approximated solutions to the velocity, den

sity and pressure fields.
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cAPITULO 1 - INTRODUGAO
Um sistema fisico possui uma descrigao variacio
nal se as equagoes e as condigoes iniciais e de contorno, que

descrevem o Ssistema, sao obtidas quando a variagao de um funcio
nal especificado for igual a zero. Para que a descrigao variacio
nal seja completa, devemos especificar (i) as fungSes, com res
peito as quais a variagao do funcional @& feliftalelm N ({1519 IFa's I clom'd 1
goes auxiliares, que devem ser satisfeitas como vinculos, quando
a variagao e feita. O funcional, cuja variagao torna-se igual a
zero, e dito ser estacionario relativo as funcoes com respeito
as quais a variacao foi feita e aos vinculos que foram impostos.
Formulagoes variacionais, como a descrita acima, sio comumente
chamadas de principios variacionais, embora raramente sejam ' as
bases ultimas, mas apenas uma outra maneira de descrever um sis

- -
tema fisico.

Principios variacionais tem um lugar importante
no desenvolvimento de muitos campos da fisica, tendo como exem
plos mais notaveis a mecanica (classica e quantica) e a termodi
namica. E bem conhecido que problemas em mecanica das particulas
podem ser expressos em forma variacional pelo principio de Hamil
ton, assim como pelas equagoes do movimento de Newton. Analises
de sistemas fisicos complicados sao freqllentemente simplifica
das, quando utilizamos os conceitos de energia (principio de Ha

milton) ao inves das equagoes do movimento de Newton.

A formulagao variacional conduz ao chamado método
variacional, util para a obtengao de solugoes aproximadas das
fungoes que caracterizam o sistema fisico que se esta analisan
do. O método consiste na suposigao que tais fungoes sao represen

tadas por series de fungoes conhecidas, as quais tem como coefi

cientes parametros ajustaveis. As funcoes, representadas pelas
series acima, sao substituidas no funcional do principio varia
cional, que por sua vez & variado com relacao aos parametros a
justaveis. Desta variagao obtém-se um sistema de equagoes alge

bricas, que solucionado fornmece os coeficientes da serie Propos

ta.

A obtencao de solugoes aproximadas tambéem pode

ser feita atraves de outros metodos numericos, como por exemplo



- - =5 -
o metodo dos residuos ponderados, o metodo de Galerkin e outros
|}1_|' Estes metodos nao dependem explicitamente da existencia
. - - . . . .
de principlos varlacionals, que descrevem o sistema que deseja

mos estudar, podendo ser aplicados para qualquer problema.

Para o caso de problemas, que sejam descritos por
principios variacionais, o metodo variacional possui algumas van

tagens sobre os demais metodos numéricos, que sao:

(1) O funcional do principio variacional pode representar uma
» - - .

quantidade filsica de grande interesse, que em alguns casos

pode ser usada em varios campos da fisica. Além disto, se

uma aproximagao para tal grandeza e de interesse, entiao o

método variacional pode fornecer uma aproximagao com boa

precisao.

Y . - 3 . . . - .
(11) Quando o principio variacional for um minimo (ou maximo),
o método variacional pode fornecer um limitante superior
(ou inferior) para a quantidade fisica representada pelo

funcional.

(iii) Se um sistema fisico & descrito pela maximizacio de um fun
cional e tambem pela minimizagao de outro funcional, entao
os principios variacionais acima sao chamados de reciprg
cos. Quando principios variacionais reciprocos podem ser
formulados, entao as quantidades fisicas representadas pe
los funcionais possuem limitantes superior e inferior. A
diferenga entre estes limitantes pode dar uma idéia da pre
cisao das solucoes aproximadas, obtidas pelo método varia

cional.

Neste trabalho, vamos nos preocupar apenas com OS
Q oy . . e, . . -~ - .
Principilos variacionais aplicades na mecanica dos fluidos. Apre
sentaremos varios principios variacionais estabelecidos na i@
{f . . . - ° . .

ratura cientifica e ainda vamos propor um principio variacional
Para o escoamento de fluidos compressiveis. Dividimos o trabalho
em duas partes, sendo a primeira dedicada ao estudo dos fluidos

ideais e a segunda ao estudo dos fluidos viscosos.

No caso de escoamento de fluido ideal, o primeiro
Principio variacional aplicado a mecanica dos fluidos foi 0o

Principio de Kelvin [ 11 J, que minimiza a energia cinetica do



0 . L a

escoamento e descreve o escoamento irrotacional em reglme jpCh el s
3 . = =

nente de um fluido incompressivel. Tal escoamento tambem € des

de

crito por outro principio variacional, chamado de princIPio

Dirichlet [30 ], que @ reciproco ao principio de Kelvin. Com a
utilizacao do metodo variacional, podemos obter solugses aproxi
madas e com estas limitantes superior e inferior para a energia

cinetica exata do escoamento em estudo.

Bateman [1 | formulou um principio variacional
que descreve o escoamento irrotacional em regime permanente de
um fluido compressivel, atraves da extremizacao da integral da
pressao no volume onde o escoamento e considerado. Este princi
pio apresentou problemas nas condigoes de contorno, que foram re
solvidos por Lush e Cherry EZOJ que acrescentaram uma integral
de superficie ao funcional do principio de Bateman. O principio
variacional reciproco ao anterior & conhecido como principio de
Bateman-Kelvin [30j 3 Ellj'. Este minimiza a soma da pressao

com o dobro da energia cinetica do escoamento.

Herivel E16_l em 1955 formulou um principio va
riacional que obtém as equagoes de movimento que descrevem o es

coamento rotacional em regime nao permanente de um fluido com
pressivel, atraves da extremizacao da energia cinética menos a
soma das energias potencial e interna., No sistema lagrangeano,
tal principio obtem exatamente as equacgoes do movimento, porem
no sistema euleriano surgem problemas quando o escoamento possui
entropia uniforme. Foi Lin E29 ] em 1963 que resolveu este pro

blema.

No caso de fluido viscoso, Helmholtz [ 21 ] em
1882 provou que a dissipagao viscosa & minima quando temos escoa
mento em regime permanente de um fluido newtoniano e incompress;
vel, onde os termos de inercia sao desprezados. Brill E22 ] e;
1895 obteve um principio variacional que generaliza o principio
de Helmholtz, para escoamentos que incluem uma parte dos termos
de inercia, de maneira que na equacao do movimento apareca o te

1 > > =

r
mo -503(3.3) no lugar de p(v.V)v.

Millikan [22 ] em 1929 mostrou que nao e possi

vel obter-se as equagaes gerais que descrevem o escoamento em re

. . 3 - -
glme permanente de um fluido 1ncompressivel, atraves da exXtremi



zagao de um funcional, que tenha como integrando uma fungEo das
componentes de velocidade e de suas derivadas primeiras. Finlay

son [10 ] em 1972, utilizando o conceito de derivada de Frechet,

comprovou os resultados de Millikan.

Bird EB ] em 1960 generalizou o principio de
Helmholtz para o caso de fluido nao-newtoniano. Esta generaliza
ggo pode ser extendida de maneira que parte dos termos de inéz

cia sejam incluidos nas equagoes do movimento, de forma analoga

ao principio de Brill,

Johnson [18 ] em 1960 propos um principio varia
cional valido para uma classe mais ampla de fluidos nao-newtonia
nos, tendo como casos particulares os principios de Helmholtz e

Bird.

- - . . . - . .
Os princlpios variacionais acima consideram somen
te fluido incompressivel. Para o caso de fluido compressivel, va

mos mostrar que a extremizacao de um certo funcional | sec. 3.6 ]

com relagao as componentes do vetor velocidade & igual a zero.
Utilizando este principio variacional podemos achar solugoes a
proximadas das funcoes que caracterizam o escoamento em regime

permanente de um fluido newtoniano e compressivel.

A seguir apresentaremos conceitos e equagoes basi

cas que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

1.1 - Equagoes Basicas

3 - - o
Principio de conservagao da massa

Este principio afirma que a massa de um volume,

composto sempre das mesmas partIculas, deve permanecer constan
- - . - - —

te. Em termos matematicos este principio e representado pela @

quagao da continuidade [ 24 i

D—f: 5 W = @ @
onde
p = densidade do fluido

3 = wvetor velocidade do fluido



%% = derivada substancial

esta ultima definida por:

D e ) > >
DE. o v.V (1L o 2)
Utilizando (1.2) podemos modificar (l1.1), obtendo
ap -+ ->
i Ve(pv) = 0 (1.3)
Considerando escoamento em regime permanente, te
mo s
> >
V.(p v) = 0 (1.4)
Se o fluido for incompressivel (1.1) torna-se igual a
—).
V.o = 0 (5
Principio de conservacao da quantidade de movimento
Este principio expressa o fato que a taxa de va
riagao da quantidade de movimento de um volume, que encerra as
mesmas particulas, e igual a resultante das forgas externas que
age no volume considerado. Este principio e representado por
24 ]
[)+ ?:t -)--—-:
v
= = + a 1.6
G p . V.T ( )
onde
3 =
T = diadica de tensoes
__).
f, = forgas de volume

A diadica

Y4
H¥ ¥
A4y

onde

de tensoes pode ser expressa por [:24 ]

@17)



S

> . - . ~ -

T = diadica de tensoes viscosas
=

> e e

I = diadica unitaria

p = pressao do fluido

D—)—
v >
O =—> = p £ =RV DI 3.

o : (1.8)

Do calculo vetorial pode-se mostrar a identidade

=%

) I A % o) = % = T (1.9)

(

Substituindo (1.9) em (1.8), temos

> >
p%% + %-03 (V.¥) - pv x (Vxv) = £>fc - Vp + Vun (LN

—)-
Se o fluido for ideal (? = 0@ ) @ (La8) fEieea

o
<¥

@118I8)

o)
o
ot
I
o)
Hr
e}
I
<1
o
-

que & a conhecida equagao de Euler.

Para escoamentos de um fluido ideal, incompressi

vel em regime permanente, onde

>

e (b)) = O CI2ay)

3 = Yy @S12ib)

verificamos que (1.10) fica igual a
GEE T = piy ¢ p) 2 O (1.13)

Logo

% Vi = ol i = C (1.14)



que @ a equagao de Bernoulli , onde ¥ & o potencial das forgas

de volume e C e uma constante de integragao

Principio de conservacao da Energia

As diversas formas de energia sao relacionadas pe

la equagao da energia £?4 ]

= > > > >
p-l—)-—t- = pqv = V.C[s = P (Vv.v) + (] (1L o 1L5))
onde
e = energia interna especifica
q = geracao de calor devido a fontes internas [EEEEE.J
W massa
= - .
Qe = vetor fluxo de calor que atravessa uma superficie
T calox
_ area
> > -~ .
p (V.v) = trabalho de compressao por unidade de volume e tem
po
® = funcao dissipacao, definida por
::T -> -
() = T:: Vv (1.16)
iT E
sendo T o tensor transposto ao tensor de tensoes viscosas (t)
Definindo entalpia especifica por
P
pode-se verificar [ 24 |, que
D oo Dieg s i LEaDiD S e D ) (1.18)
Dt Dt Dt o)

Substituindo (1.18) em (1.15), temos

pg—: S al s T s 2B oo (1.19)



Admitindo que a geragzo de calor devido a fontes
internas (q ) e que o vetor fluxo de calor (ES) sao nulos, (1.15)

fica

()
®
3

P Gt ek e s p (V.v) + o @20
Se considerarmos fluido ideal (¢ = 0), entao
De > >
ppe = - p (V.V) (0L o Z21L))

Relacao entre tensoes e deformagoes

Para fluido newtoniano, isotropico e meio nao Ppo

lar [5 ], tem—-se

(1.22)

onde

uw = coeficiente de viscosidade dinamica

A = segundo coeficiente de viscosidade

5

T = diddica unitdria

>

D = diadica de razoes de deformagao, com componentes(dij)

1 avi avj
- ¥ 1 1 e = = + —_—
definidos no slstema cartesiano por dlJ 5 ij Bxi

Substituindo (1.22) em (1.8), obtemos as conheci

das equacoes de Navier-Stokes

IR L s o o) TP (1.23)

2.

- Vp + uvw (1:.24)

©
DI:J
(ad K-
©
H
n

¥



CAPITULO 2 - ©PRINCIPIOS VARIACIONAIS PARA FLUIDO IDEAL

Neste capitulo apresentaremos principios variacio
nais para fluidos nao viscosos. Vamos estudar escoamentos irrota
cionais, em regime permanente, para fluidos incompressiveis e
compressiveis. Em seguida, analisaremos um principio variacional
para o escoamento de um fluido compressivel em regime nao perma

nente.

2.1 - Principio Variacional de Kelvin

O primeiro principio variacional aplicado a teo
ria da mecanica dos fluidos foi o principio de Kelvin (Thompson,
1849) [11 j. Este principio pode ser enunciado da seguinte ma

neira:

Para escoamentos em regime permanente, de um flui

do incompressivel, onde a densidade do fluxo de massa (H)
H = p v.n @)

e especificado na fronteira (S) do volume (V) onde consideramos
0 escoamento, a energia cinetica e minimizada quando o escoamen

to e irrotacional.

Para mostrar o principio variacional acima, vamos

minimizar a energia cinética [ 11 ]

- 1 > >
EC |_v ] = 5 pV.V dv. ©2052%)
v

sabendo que qualquer campo de velocidade deve obedecer necessa

riamente a equacgao da continuidade para fluido incompressivel
L @itar 1559 7

Vov = G (Pe D)

0 problema variacional da minimizagao do funcio

nal (2.2) sujeito ao vinculo (2.3) sera resolvido com a wutiliza
¢ao da téecnica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo o proce

dimento mostrado no apendice A, montamos um novo funcional



10

1 > >
Ee = 5 P V.V + Q pV.ﬁ'] dv (2.4)
v
onde @ € o multiplicador de Lagrange.
Considerando um sistema de coordenadas cartesia
nas, (2.4) fica:
E = - v o+ +
C 2 o 1 Vo v3) e D(Bx %, | 9% ) | ev (2o 3)
1 2 SR
v
Como a densidade do fluxo de massa (H) e especifi
cado e fixo na fronteira de V, verificamos que &6H = 0 e portan
to, devido a equagEO (2.1), v = 0 na superficie de contorno S.

Desta forma, as fungSes Vis V,, Vg e Q@ que extremizam o funcio
nal (2.5) sao as solugoes do sistema de equagoes de Euler-Lagran

ge [ver apendice A ]

BE 3 3F g OF B F L
Bvl Bxl Bvl’l sz avl,z 3x3 8v1’3

(2.6a)
OEL 3F e 3F o F e
3V2 Bxl avz’l sz 3v2’2 8x3 8v2’3

(2.6b)
DEL s a0 oF & 9 OF =83 oF =0
3V3 axl av3’1 3%, 8v3’2 8x3 BVB,J

(2.6¢c)
o OF SE0 OF e 3F ~ 0
20 o%, 5 o%, 3%, , 7%, 3%, 5

(2.64)



11

onde F & o integrando do funcional (2.5) e

AV .

= 1 KY;
s - = e Q = = s
1 89X . ?
> J ] J axj
Desenvolvendo o sistema (2.6 a, b, c, d), temos
respectivamente
A 08
(23751 03;— = 0 (2.7a)
1
e 9N _
OVZ Q'é—)—c'— = 0 (2.7b)
2
SRS
pV3 DW = 0 (2.7c)
3
v ERY oV
- 1 - 2 = S 5 0 (2.74d)
G ) %3
Colocando o sistema (2.7) na forma invariante,
obtemos
B G (2.8a)
v.v = 0 (2.8b)

Sabemos que a equagao (2.8a) e valida somente pa
ra escoamento irrotacional. Com isto, verificamos que este tipo

de escoamento torna a energia cinetica um extremo.
: e - - -
Para verificar se este extremo €& um maxlimo ou ml
nimo Ell ], vamos admitir um outro campo de velocidade

->
v
(o)

’ ($249)

o
V=Rt

> ol
constituido do campo v definido por (2.8a) e por um outro cam
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<y

. Sy Sy > >
o* dque satisfaz V.v =0 e n.v_ = 0 na fronteira S do vo

o
P o 5

lume V.
Substituindo (2.8a) em (2.9), obtemos
-+ - -)
vk = Vo o+ v (2o 1D))

Com a substituigao de (2.10) em (2.2), verifica

mos que

- 1 > - -
EC (v*) = 5 p (VQ +v0).(VQ + 30) dv €2791819)
v

Desenvolvendo (2.11), obtemos

>, 1 > -> -> -> 1 > -
i —1 — —
EC (v¥) 5 P V. V@ dv + pVQ.vO dv + S PRV dv
\ v v
@2:5122))

Sabemos que

p¥.(2V ) dv = p¥0. v dv + | pav.v_ dv QIs)

v v v

Aplicando o teorema do divergente [21 ] na inte

gral do lado esquerdo da igualdade (2.13), temos

p¥R. v_ dv = § pQV_.n ds - pR¥.v, dv (2.14)
v & Y
Das condigOes impostas ao vetor v , verificamos
de (2.14) que
p¥R.V_dv = 0 (2.15)

Substituindo (2.15) em (2.12), temos

E, (v*) = E_ (i) & B ) (2169
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-> — -~
Como Ec(vo) e uma grandeza sempre positiva, a nao

-
ser que Vv _ = 0, concluimos que o escoamento irrotacional tormna a

. . = 3 -~ .
energia cinetica um minimo.

2.2 - Principio Variacional de Dirichlet

. - . 0 . - e - i -
O principio da energia cinetica minima .de Kelvin

- . - . . . .
possui um principio variacional reciproco que, segundo Serrim
C 30 ], n3Zo & nada mais que uma reformulacao do principio de
Dirichlet da teoria potencial. Nesta segao vamos mostrar este

. - - . - -
principio variacional reciproco, sendo que o mesmo pode ser enun

ciado da seguinte maneira [30 Jip L0 s

Entre todos os movimentos irrotacionais no volume

Y [eq. (2.8a) j , aquele que maximiza o funcional

TR }ip3.3 dv + éQH ds 250578
s
v
satisfaz a continuidade para fluido incompressivel [eq.(2.3i] e
tem a densidade do fluxo de massa (H) especificado e fixo :  na

fronteira S [eq. (2.1) ] :

Para mostrar o principio variacional acima, vamos

substituir (2.8a) em (2.17), obtendo

Glfe ) = %ﬁg.%’n dv + § QH ds (2.18)
S

v

A obtengao da fungao 2, que extremiza o funcional
(2.18), & feita seguindo-se o procedimento mostrado na segao
A-2 do apéndice A. Inicialmente vamos construir uma familia mono

parametrica de curvas.
Q* = Q + (I(SQ (2.19)

onde o e um parametro que fixa uma das curvas que pertencem a fi

milia (2.19). E facil ver que para o = 0 temos que 2* = Q, que
€ a curva que extremiza o funcional (261D
Substituindo 9%, definido por (2.19), no funcio

nal (2.18) no lugar de 2, obtemos
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— - l -
J [Q+asq | = - 5pV(Q+a69).3(9+a59)dv + ﬁ(mam)ﬂ ds (2.20)
. Vv S

Desenvolvendo (2.20), temos

—

1 > -5
Jz =l o pLVQ.VQ + 20&7’&2.3(69)+q2_€(69)._v>(59)] dv + é(fﬂadﬂ ) H ds

v s
(22 2211))

Considerando a Nota 3 do apendice A, verificamos
que (2.21) e uma fungao do parametro @, a qual alcanga um extre
mo para o = 0, pois admitimos que Q@ @ a funglo que extremiza o
funcional (2.18). Desta forma, a fungao (2.21) alcanga um extre

mo quando

=80/ 28220

onde J @ a fungao (2.21). Desenvolvendo (2.22), obtemos

= Qs Csa) tdv BT §5n H ds = 0 @28)

v S

Sabemos que

>

V.(pVa §9) dv = o VR.V(6R) dv + | pV.(VQ) &9 dv  (2.24)
v v v
Aplicando o teorema do divergente [21'], para a

integral do lado esquerdo da igualdade (2.24), verificamos que

o VQ.VGBRdv = § pVQ.n 69 ds - [pﬁ'.(iﬂz)m dv (2.25)
S

v v

Substituindo (2.25) em (2.23), obtemos

oV. (V)8 dv + § (H- pvQ.n)6R ds = O @226
v S
Substituindo (2.8a) -em (2.26), resulta
pV.v 6@ dv + § (H-pv.n) 82 ds = 0 (P27
S

V
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Considerando a Nota 4 do apendice A, temos

>
\Y

>
V .

= @ no volume V (2.28a)
e
> > 2
HEE =R nRURS1) na superficie S (2 26519)
Com isto, mostramos o principio variacional de
Dirichlet, pois as equagaes (2.28a) e (2.28b) sao identicas as

equagoes (2.3) e (2.1) respectivamente. Pode ser mostrado L Ll ]

que o funcional (2.17) & um maximo.

O sistema de equagoes (2.1), (2.3) e (2.8a) e ob
tido atraves da minimizagao da energia cinetica [eq.(2.2)1(pri3
cipio de Kelvin) e da maximizagdo do funcional (2.17) (principio
de Dirichlet). Desta forma, os principios variacionais acima po
dem fornecer limitantes superior e inferior a energia cinetica,

tal que

J[3' ] < | 20v.¥ dv ¢ E_[¥7]

v

1 = ==
e uma solugao

onde J[ V'] ¢ definido pela equagao (2.17), v
aproximada para o campo de velocidades e v @ a solucao exata
do sistema (2.1), (2.3) e (2.8a). As igualdades na exXpressao aci

~ z >, -
ma sao obtidas quande v' = v, de modo que

I[v] = %p?;’.xT v & EC[G’] (2.29)

v

A expressao (2.29) pode ser mostrada [30 ], da

seguinte maneira:

Substituindo (2.1) em (2.17), obtemos

(4]
i
<¥
L
I
|
N —

ov.v dv + énpb*.'ﬁ ds @H30)

]
v

Aplicando o teorema do divergente [21 ], a inte

gral de superficie da equacao (2.30), resulta
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A 1 -
I[¥] = - | 30v.vdv + | T.(0%) dv (2,51
\ v

Desenvolvendo (2.31), temos

1 > >

-> -)
RIS S RS o G & || p@bey dy (Bo38)

v v v

Substituindo (2.3) e (2.8a) em (2.32), verifica

mos que
s
i[v] = > pV.V dv (2.33)
v
Das equagaes (20 & (@35 ehiepames 8 (2629) o
2.3 - Principio Variacional de Bateman

Nesta secao vamos estudar um principio variacio
nal para o caso de escoamento irrotacional em regime permanente

de um fluido ideal e compressivel.

Consideremos inicialmente a equagao de Euler
[eq. (Lol ] para o escoamento irrotacional em regime perma
nente
= ->
b¥(G.v) = of, - Vp (250

Dividindo (2.34) por p e considerando que as for

g¢as de volume sao conservativas, temos
1
F(3v.v) =Ty - = ¥ (2.35)
sendo =%
que fc V.
Sabemos que

v ( % == vl 25a'6h

O |

Pl
2
p

De (2.36) e (2.35), obtemos que

> >
v ( v.v — ¢ +

N =
o |g

) = - & Vo (2 977))
p
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Multiplicando (2.37) escalarmente por v, resulta

> > 1 »> = -
V.V (5 vV - § o+ By--B 3.¥ (2.38)
p 2
p
Fazendo a hipotese adicional que o escoamento e
isentropico, verificamos que a equagao da energia [eq.(1-21) j

em regime permanente, fica

pv.Ve = - p V.V (2.39)
onde "e" e a energia interna especifica, sendo que neste caso
e = e(p).

Dividindo (2.39) por p e somando com (2.38), te
mo s
VI GV s e+ ) o - BT V.V ) (2.40)
2 p
Devido a continuidade para fluido compressivel
[eq.(l.&) ] , obtemos de (2.40) que
VY GV -y e By = o (R o (AT
A menos que 3;£L$(% v.v - & @ @ %), obtemos de
(2.41) que

1 - > P

5 V.V + e + E = C (2.42a)
ou

%3.3 TR =C (2.42b)
onde C & uma constante de integragao, h & a entalpia especifica
definida em (1.17) e admitimos que ¢ = 0.

Bateman [l j em 1929 foi o primeiro a formular

um principio variacional para o escoamento irrotacional, em regi
. - - - -
me permanente, de um fluido compressivel. Este principio pode

ser enunciado da seguinte maneira [ 30 ilE:

Entre todos os campos de velocidade que obedecem

as equagoes (2.8a) e (2.42a), abaixo relacionadas
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v = ¥gq (2.43a)
1 > >
i VNS % SENE fay (2.43b)
aquele que maximiza o funcional
>
JI& ] = pdv + éQHds s (2.44)
S

v
satisfaz a continuidade [eq.(l.d)] e tem a densidade do fluxo

de massa (H) especificado e fixo na fronteira (S) do volume (V)
[leg. (2.1) :

No problema variacional acima desejamos achart qual
a funcao 2, que extremiza o funcional (2.44) sujeito aos vincu

los (2.43a) e (2.43b). Substituindo (2.43a) em (2.43b), obtemos
1 = -> p
5 VR.Ve  + e + = € (2.45)

Desta forma, o problema acima se reduz a extremizagao do funcio

nal (2.44) sujeito ao vinculo (2.45), o qual resolveremos com a

utilizagcao da tecnica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo
o procedimento mostrado no apéndice A, montamos um novo funcio
nal
Jx [a]-= [p+5(-?;_- VR.VQ + e + % - C) l dv + %QRds (2.46)
= s
v

onde B e o multiplicador de Lagrange.

Os parametros independentes que extremizam o fun

cional (2.46) sao 9 e p. Lembremos que p = p(p) e e = e(p) >

pois consideramos escoamento isentropico.

Nota: A variacao do funcional (2.46) com respeito ao multiplica

dor de Lagrange (B) resulta na equacao (2.45).

Para obtermos as fungoes Q e p que extremizam
(2.46) vamos seguir o procedimento mostrado na segao A.2 do apen
dice A. Inicialmente vamos construir as familias monoparametri

cas de curvas

Q + adQ (2.47a)
p + adp (2.47b)

Q*

o)
*
LI}
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- -~ o -
onde a e um parametro, que fixa uma curva em cada uma das fami

lias acima. E facil ver que para a« = 0 temos quie’ QA= QRN A=

= p , que sao as curvas que extremizam o funcional (2.46).

Se considerarmos os valores do funcional (2.46)s0

mente nas curvas das familias (2.47a) e (2.47b), obtemos

1,2 : 2 *
J* = P(p*)+B | 5(Va+aVeR ). (Ve + a¥sR)+ e(p*) + B(‘;—)-c dv +
o)
v
+ §(Q+aGQ)Hds (2.48)
S
Considerando a Nota 3 do apendice A, observamos
que (2.48) e uma fungao de a, a qual alcanca um extremo para
o = 0, pois admitimos anteriormente que 2 e p sao as fungoes

que extremizam o funcional (2.46). Com isto, a fungEo (2.48) al

canga um extremo quando

=0 (2.49)

dp dp* SR de dp* 1 dipt dig S DR diniA
Jp¥ " da, "0 | VRO G e e S e PdT e
v
+ -é SQHds = 0 (2.50)
s .
s dp*
De (2.47a) e (2.47b) verificamos que e = dp e
para a = 0 temos Q* = Q e p* = p. Com isto, (2.50) fica

dp R de 1 dp PR
85 §p +B|VQR.VEN + EE.SQ+ - EE-SQ pzép dv + ﬁséﬂ H ds
e =
2351
Agrupando os termos de (2.51), obtemos
(1+§j—§+g(g_§-—pz-) §pdv + |BVQ.VEQ dv + § 50 H ds = 0
= i 3 (2.52)

v v
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Sabemos que

V.(B VQsR) dv = AP TIO0 che o (| Vo (Eoe) 69 ek (255

v v v

Aplicando o teorema do divergente [21 Oe & fnte

gral do lado esquerdo da igualdade (2.53), temos

> > -
BVR.VEQ dv = § Bgﬂ.ﬁands*— 3.(66ﬂ) §Q dv (2.54)
S

v v

Substituindo (2.54) em (2.52), resulta

B d de
L(l +‘5) E% + B(EE = j%) §p dv - 3.(639) 8Q dv +
v = VvV
+ % (BVQR:n E T H) salds = (2.55)
S

Considerando a Nota 4 do apendice A, verificamos

que as equagoes de Euler-Lagrange para o funcional (2.46) sao:

8y dp dieEs SSps "
RIS ) 5 > @3 a5 > ) 0 (2.56a)
p
Vo AV E = 0 (2.56b)
BiviLine T th HOE =0 (2.56¢)
onde as equagoes (2.56a) e (2.56b) sao validas no volume V, en

quanto (2.56c) e valida na superficie de contorno S.

Da termodinamica [20 ], sabemos que em um proces
so isentropico
dp o et (2.57a)
dp
e
EE = ~Pe (2.57b
dp 2 )
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onde C e a velocidade do som e a energia interna especifica (e)

¢ uma fungao de p.

Substituindo (2.57a) e (2.57b) em (2.56a), obte

mo S
¢ - % ) 62 = @ (2.58)
De (2.58) verificamos que, a menos que C = 0, te

mos
3= =@ (255599

Subis'tituindo (2 .59)F emP(2 565 )FeM(E2F856'c) s temos

respectivamente

> -
V. (pVvVQ) = 0 em V (2.60a)

o]

Il
O
<y
2
=2

sobre S (2.60b)

Substituindo (2.43a) em (2.60a) e (2.60b), resul

ta
Vi Giny o) E=2¥0 em V (2.61a)
H = pv.n sobre § (2.61b)
Com isto, verificamos que a extremizagao do fun

cional (2.44) sujeito aos vinculos (2.43a) e (2.43b), nos forne
cem as equagoes (2.6la) e (2.61b), sendo este o principio varia

cional de Bateman enunciado no inicio desta segao.

Na referencia [11 ] e mostrado que, quando o es

- -+ 2

coamento e subsonico ( v.v < C° ) em todos os pontos do volume V,

o funcional (2.44) & um maximo.

2.4 - Principio Variacional de Bateman-Kelvin

Aqui, vamos apresentar um principio variacional re
- o e -
ciproco ao principio de Bateman, apresentado na segao 20538 Tal

principio pode ser enunciado da seguinte maneira [2 ], [3(ﬂ :
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Entre todos os campos de velocidade, que satisfa
zem as equagoes (2.6la), (2.43b) no volume V e (2.61b) na super

ficie de contorno S, aquele que minimiza o funcional

i
T € s mes D dv, (2.62)

v
satisfaz a equagao (2.43a), a qual caracteriza um escoamento ir

rotacional.

A afirmagao acima pode ser mostrada solucionando
o problema variacional da extremizagﬁo do funcional (2.62) sujei
to aos vinculos (2.6la) e (2.43b). Para tanto, vanos utilizar a
tecnica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo o procedimento

mostrado no apendice A, montamos um novo funcional

oo
T - [p+DV-v+B(%3.§7+e+

v

© |-

= @) & sﬁ.(p?)]dv (2.63)

onde B e © sao multiplicadores de Lagrange,

Considerando um sistema de coordenadas cartesia

nas, obtemos de (2.63) que

£ - {p 4 ‘3("12“’?.2‘““"32)+B [%(-"12“’22*""32) e ’E ¥ C] 3
v
dv, dv, 9V

+ 9 {p( 1+ 2+a 3) + vy gﬂL-+v2 éﬁL-FVB ;p } dv (2.64)

Bxl sz Xq X X, Xq
Como a densidade do fluxo de massa (H) e especifi
cado e fixo na fronteira de V, verificamos que &H = 0 e portan
to, devido a equagao (2.61b), §v = 0 na superficie de contornmo

S. Com isto, as fungoes Vis Vgs Vg € P que extremizam o funcio
nal (2.64) sao as solugoes do sistema de equagoes de Euler-Lagran
ge, constituido pelas equagoes (216, bl chd)ondesna equagao
(2.6d) substituimos Q por p e F e o integrando do funcional
(2.64). Notemos que a variagao de (2.64) com respeito aos multi
plicadores de Lagrange B e £, resultam respectivamente nas equa

REOEH (A.61la) @ (As055)q
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Sabendo-se que p = p(p) e que a energia interna
especifica (e) e uma fungao de p (processo isentropico), desen

volvemos o sistema (2.6), obtendo respectivamente

30
2 pvy + Bv, = iR = 0 (2.65a)
1
30
2 RRVE) BVZ = [0 3;; = 0 (2.65b)
2pvy + By, - p L = 0 (2.65¢)

9
S . o

1 Bxﬂ e O () (2.65d)
1

Substituindo (2.57a) e (2.57b) em (2.65d), temos

) 2 2 2 Blgboluey 20 a0 _ DI
cC* + (v1 iV ¢ Ry ) + = C VitE=— Vi Vo= 0
1 2 3
(2.66)
De (2.65a,b,c), resulta
B 30
1 e it 2.
v, (¢ 2 & > ) 3%y (2.67a)
B 9
2 T 5
Vo ( 2 + 5 ) sz ( 67b)
[ = 206
Vg € 2 < 5 ) T (2.67c)

Substituindo (2.67a,b,c) em (2.66), temos

1+ & Lc"— - (v v, v32)il = 0 (2.68)
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Analisando (2.68) verificamos que, com excegao do

caso onde o escoamento e sonico, tal que

(2.69)
podemos afirmar que
Bz Fah (2.70)

Substituindo (2.70) em (2.6Va,b,c) e colocando o©O

sistema na forma invariante, resulta

- >
v = V@ (©280781%)
A equacgao (2.71) e identica a (2.43a) e, portan
to, o procedimento acima mostra o principio de Bateman - Kelvin,

. - - - ~
enunciado no inicio desta segao. Pode ser mostrado r30 ] que ©
funcional (2.62) @ um minimo sempre que o escoamento for subsoni

> >
co ( v.v < C2 ) em todos os pontos do volume V,

Como ja visto, os principios variacionais estuda
dos nas secoes 2.3 e 2.4 sao reciprocos, sendo assim, 0os mesmos

fornecem limitantes inferior e superior para a integral

(p + pv.v) dv 5 22

de modo que

3[v'] < (p + pv.v)dv < I[v'] (2a73)
v

' @ uma solugao

onde J [3'] z definido pela equacao (2.44), v
aproximada para o campo de velocidades e v é a solugao exata do
shistema (2.43a)l, (20190 e J(L 4D A's igualdades na expressao (2.73)

~ ; - - .
sao obtidas quando v' = v, de manelra que

3 [v] = (p + pv.v)dv = I [V] (2.74)

£
A equagao (2.74) pode ser mostrada [ 30] substi

tuindo-se (2.1) no funcional (2.44), obtendo-se
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+
J [v ] = pdv + ng.; ds (70 1/5)
v . S
Aplicando o teorema do divergente [21] para &
integral de superficie de (2.75), obtemos
= > >
J [V:I = [P + V,(va)]dv (2.76)
v
Desenvolvendo (2,76), resulta
->
J[v ] = [p + pv.VQ + V.(pv)Q } dv (2.77)
&

Substituindo (1.4) e (2.43a) em (2.77), temos

Th[E = (p + pv.v) dv @1878)
v

Das expressSes (2.78) e (2.62), obtemos (2.74)

que queriamos mostrar.

2.5 - Principio Variacional de Herivel

Nesta segao vamos estudar um principio variacio
nal valido para escoamentos rotacionais, em regime nao permanen
te, para fluido ideal e compressivel. Tal principio foi formula
do por Herivel [16 ], que fez as seguintes consideragoes vali
das para o sistema lagrangeano (variagoes sao feitas nas posi

goes das particulas do fluido).

Para o caso de sistemas dinamicos discretos, nos
quais a termodinamica pode ser desprezada, o principio de Hamil

ton, para sistemas conservativos, e tal que

2
§ (E_ - E )dte = 0 25029)
c P
1
onde E_ & a energia cinética do sistema e Ej ¢ a energia poten

chial .

. -~ - -
Para o caso de sistemas dinamlcos continuos, nos
Ll . - -
quais a termodinamica nao pode ser desprezada, 0 pPrincipio de Ha
milton deve ser generalizado, de tal modo que (2.79) transforme-

Se em
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S (Ec - Ep - E)dt = 0 (2.80)
1

onde E e a energia interna do sistema

Para sistemas dindmicos continuos, no sistema €u
leriano (variagoes sao feitas nas velocidades do fluido) Herivel
[16 ] propos que a forma de (2.80) fosse mantida, de modo a ob

ter-se as equacgoes do movimento para fluido ideal.

Segundo Herivel f16 ], o funcional corresponden
te ao principio variacional (2.80) pode ser escrito da seguinte

maneira, para o caso de escoamento de fluido ideal:

P =
= Li pv.z - ple - w).J dv dt (2.81)

tl v
onde e = e(p,s) @ a energia interna especifica, que @& funcao da
densidade (p) e da entropia (s) e y € o potencial das forgas de

volume.

Como se sabe [16 |, o principio de Hamilton e

aplicado para sistemas onde nao ha criacao de entropia, de manei

ra que
Ds
—_— = 2.82
DT 0 ( )
Devemos lembrar que qualquer solugao das equacoes do movimento
deve satisfazer a continuidade [eq.(l.3) ]. Apds tais conside

racoes, vamos verificar que as equagoes do movimento sao obtidas
da extremizagﬁo do funcional (2.81) sujeito aos vinculos (2.82)
e (1.3). Para resolvermos o problema variacional acima, vamo s
utilizar a tecnica dos multiplicadores de Lagrange. No apendice

A, verificamos que devemos construir um novo funcional

= {%pir’.?—p(e-w)+BP—%+V-(03)] +
v
o Qp[ DS 2 Uis } } dv dt (2.83)
t

onde B e @ sao multiplicadores de Lagrange.
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Considerando um sistema de coordenadas cartesia
nas, obtemos de (2.83) que
)
R 1 2 2
J o) p ( v1 + v2 + v32 ) - p(e - w) +
t1 v
oV ov ov
3p 1 2 3 3 9p_
+ B —_— + + ) ap p +
t p(axl 8x2 8x3)-+v1 Bxl g, BXZ oy 3x3
£ 0p |25 Darerdicy sl dls g icl dv dt (2.84)
t 1 Bxl 2 sz 3 8x3
As funcgoes Vis Vgs Vg, p 5 S que extremizam o
funcional (2.84) sao as solugoes do sistema de equagoes de Eu
ler-Lagrange Ever apendice A ].
r
LCLREE ) oF e o a0 oF ool of = @
Bvl at Bvl’t Bxl Bvl,l sz Bvl’z 8x3 avl’3
(2.85a)
oF _ 3 oF 2.3 BF. .| B8 s AR ol R o BBF L
sz ot avz,t Bxl avz’l 8x2 sz,z 8x3 v2,3
$23151b))
3F _ 3 Deamh ek aFte | & ok S iSRob _.52_[3\,”} = @
3o LOE «| B e R T e RS (R ope| Hass
(2o E85@)
oF 9 oF 0 oF =
SCESUION (SO RO R o B% || 0o 2
ol B || O, || 2 || HPon 2 '2 3 '3

(2.85d)
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S ot 38’ 9% ds “a-x'—- 5 = ey = 0
t 1 ’1 2 S,Z 3X3 35’3
(2.85e)
onde F @ o integrando do funcional (2.84) e
Bvi ov.
k - . = L, = ORIE = O
Vl,t 3t Vi,] Voo O D,t e D,_j & T 5 etc .
J j
Desenvolvendo o sistema (2.85) obtemos respecti
vamente
= 9B ds i
i T W e = 0 (2.86a)
1 1
v = iR OIS =0 (2.86b)
2 09X X
2 2
UA s ;B + Q.;%_ = 0 (2.86¢c)
*3 >4
1 2 2 2 I e 3B _ 3B _ DIET
5 (v = B s WIS e S ) 3% D s, VS Tig
Q (3.5.. + v s + V 9s + v __BS) = 0 (2.86d)
i 3t 1 9% 2 3x 3 3x
1 2 3
E LR O emy o e (p®vg) = A9 (pQv,) - aB (pvy) = 0
paS ot 1 xz X3
(2.86e)

Colocando o

resulta:

sistema (2.86) na forma invariante,

(2.87a)
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1 »> > Je 38 % o

Ty VeanVE Ee e— = deidigas ot Ds E 2.87b

2 Se=i) pap 9t V.—V>B it QDt 0 ( )
de

s f% (pR) - V.(pav) = O (2.87¢)

Lembremos que a variagao do funcional (2.84) com

relagao aos multiplicadores de Lagrange B e Q, resulta respecti

vamente em:

3% + V.(pv) = 0 (2.88a)
Ds

=8 = .88b
— 0 (2.88b)

Da termodinamica [16 ], podemos obter

Fe = T Wish ok J% 3p (2.89a)
P
Je .
(E)p = (2.89b)
(2 P (2.89¢)
9p s p2

onde T @ a temperatura absoluta.

Substituindo (2.88a,b) e (2.89b,c) no 'sistema
(2.87), resulta

Soigted s o (2.90a)
1 - U B[S =
3V - EeRSREE B )
Q S = U
3? + v.VQ = T (2.90c)



30

Ar ]
EOMENGLS (2 001)) o mms outra forma,

temos
> ->
Vi (Ve = viah e T
g8 ViV S S R (CRERT (2.91)
Tomando o gradiente de (2.91), obtemos
> > > > &
Vi v.(v=-VRg Sl 3 =
': ) J V(z V.V) = E'E VB = -v,‘(% L@ o U)) (2.92)
Substituindo (2.90a) em (2.92), resulta
=== > l S
-V &5 -— = 2 d -> >
(v.QVs) 3(2 vV.v) e (v + QVs) = {7*(..2_ + e - ) (2583
Sabemos que
>, > >
V(Qv.Vs) = VQ(v.Vs) + QV(v.Vs) (2.94a)
2 _ Gl sl
3t (Q_V}S) T Vs + QV(E) (2.94b)
Somando (2.94a) com (2.94b), obtemos
-> > > 9 > _ e > > 20 = > .98 > =
V(Qv.Vs) + §€(QVS) =S G9raVe)) s e VIS QV(_f + v,Vs) (2.95)

Do calculo vetorial podemos mostrar a seguinte i

dentidade
39(3.65) - (3.39) Vs = v ox (6 X Q%s) (2.96)

Substituindo (2.96) e (2.88b) em (2.95), resulta

- =% > - - _'E)ﬁ > >
6(93'35) o é%(g%s) = % = (¥ s Q¥B) & U8 (at + v.VQ) (2,97)

Recorrendo 2as equagoes (2.90c) e (2.97), verifica

mos que (2.93) fica:

<y

3
3

> >
_-v*(lg;;)-3x(6’xsﬁs)=3<%>+Ve—w—'r'€s
s V.

(ms

(2.98)
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Substituindo (2.90a) e (2.89a) em (2.98), temos

9 >
o+ F(E V) -V x @x V) = - = Vp o+ Vy (2.992)
t 2 o)
ou entao
Dv = > )
iV ZER NI
Dt 5 Vp + Vy (

A equagzo (2.99) e exatamente igual a equagzo de

Euler EEQ-(l-ll) ] , que descreve o movimento de um escoamento

rotacional, em regime nao permanente de um fluido ideal e com
pressivel.
Podemos obter a vorticidade
v = Vxv |, (2.100)
substituindo (2,90a) em (2.100). Desta forma
w =VQ x Vs @2 1i00s)

Se um escoamento possuir entropia (s) uniforme em

todo o volume sob consideragao, entao a analise de (2.101) nos
leva a concluir que o escoamento e irrotacional. Entretanto, sa
bemos que tal conclusao nao e valida em geral, pois existem es

coamentos rotacionais que possuem entropila uniforme [29] 2
O multiplicador de Lagrange B pode ser obtide da

seguinte maneira:

Tomando a derivada substancial de (2.90a), resul

ta
DURES D el e 2L ;
o T e e E o (2.102)
Desenvolvendo (2.102), temos
v D e @) G 6o = T (G
%% = g% G & ol = G=s (Ve = O ve s (3

@los)
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Do calculo vetorial, verifica-se as identidades

V(V.Vs) = Vv.Vs + (¥.V)Vs (2.104a)
e
V(V.VB) = Vv.VB + (v.V)VB (2.104b)
Substituindo (2.104a,b)em(2.103), obtemos
DV _ > 38 3 DQ
Vo 38 > > > e e i 2rdls W i S e D§2
e MGl VR, = oW QV(z7) - QV(v.Vs) + QVv.Vs - Vs G
(2.105)
Agrupando os termos de (2.105), temos
1)_> - DB =+ Ds > -> > -+ DR
V = Pt ) o — — - e—
TT4T V(Dt) QV(Dt) + Vv.(QVs VB) Vs (Dt) (2.106)
Substituindo (2.88b), (2.90a) e (2.90c)em (2.106),
resulta
Dv 2 > D_@_ = > > ->
EE = V(Dt) Vv.v T Vs (2.107)
Substituindo (2.99b) e (2.89a) em (2.107), temos
ST LT T = de & £ o+ V.V (2.108)
Dt o o
Agrupando os termos de (2.108), obtemos
1
{7*(9_%) = - V@) - Te +Vy + V(5 v.V) (2.109)
Da equagao (2.109), verificamos que
DIE 2 o L AR R LR 2800

gubstituindo (1.17) em (2.110), obtemos
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DRl Sl o & (2o iLILiLY)
=5 > V.V (h V)
A equagao (2.111) mostra que a derivada substan
cial de B e igual a energia cinetica especifica menos a ental
pia especifica somada com o potencial das forgas de volume. A

equagao (2.90c) mostra que a derivada substancial de & e igual

a temperatura absoluta multiplicada por (-1).

2.6 - Principio Variacional de Herivel-Lin

Na secao anterior, verificamos que, para escoamen
tos com entropia uniforme, o principio de Herivel sdo admite esco
amentos irrotacionais. Esta limitagao foi retirada por Lin em

1963 [29 ], que fez as seguintes consideragoes:

No sistema lagrangeano, a posigao das particulas
. - > > s =
no instante t ‘e dada por X% = x (layt)iondeNalNclolvieitorRgiuie

caracteriza a posigao inicial da particula de fluido.

No sistema euleriano, podemos afirmar que as co
S > >
ordenadas iniciais a (x,t) permanecem constantes ao longo da

trajetoria da particula e portanto

o
m Y
Y

N (- = (2.112)

o
rt
Q
rt

Lin propos que o funcional (2.81) fosse extremiza

do, tendo como vinculos as equagoes (2.82), (1.3) e ainda as
tres componentes escalares de (2.112), Entretanto, Seliger e
Whitham [29 ] mostraram que as tr8s componentes de (2.112) po

dem ser substituidas por apenas uma, tal que

>

9 o “Vivale=0 2 15153))

d

4]

(mg

- -
onde a e qualquer componente do vetor a.

Do exposto acima, vamos obter as equagoes do movi
mento para o escoamento de um fluido ideal, atraves da extremiza
¢ao do funcional (2.81l) sujeito aos vinculos (2.82), @17835) e
(2.113). Para tanto, vamos utilizar a técnica dos multiplicadores
de Lagrange. Seguindo o procedimento mostrado no apendice A, mon

tamos um novo funcional
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)
a ->
oY= { L33 - o(e-p) +8 [—B + V. (pv) ] 3
2 ot
t1 Y
Ds Da (2.114)
MU o P D } dv dt
onde B, 2 e y sao os multiplicadores de Lagrange.
Considerando um sistema de coordenadas cartesia
nas, obtemos de (2.114) que
S ez e 2 2 2
J° = { 5 p(v1 ERvE R ) - ple = y) +
t
L 25y
ov v oV
+B“a£+p(al+a +a3)““"’1aap+"zaaoJr Baap X
t X1 x2 x3 xl x2 x3
ds 39S 9s 95
+ Qp (— + v + v + )
ot 1 axl 2 sz 3 ax3
da Jda da 3a
+ yp (3? + Vil e iz Vil == + V3 3;—) } dv dt (@29 S15185))
1 2 3
As funcoes Vis Vo, Vi, p, S , @8 que extremizam o
funcional (2.115) sao as solugoes do sistema de equacgoes de Eu

ler-Lagrange, constituido pelas equagoes (2.85a,b,c,d,e) e ainda

por
ey 8 OF -t oF /a0 oF n ) oF L¥0
Ja ot aa,t axl Ba,1 sz aafz ax3 aal,3 2
((27515116))
onde F @ o integrando de (2.115) e
S e hop i
’t ot 2 ’j BXj
Desenvolvendo o sistema acima e colocando-o na

forma invariante, obtemos
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G oWE o eve = e (2.117a)
%33-(e-¢)-o%—§--§%-3.36+9-:%+ Y%%=O

(2oL 71)

- pae - X (p®) - V.(pa¥) = O (BN 7E)

33? (py) + 7.(pyv) = O (2f117d)

Lembremos que a variaggo do funcional (2.115) com
respeito aos multiplicadores de Lagrange B, @ e y, resulta res

pectivamente em:

i% T ) =0 (2.118a)
Ds -
e 0 (2.118b)
Da _
= 0 (2.118¢c)

Substituindo as equagoes (2.118a,b,c) e (2.89b,c)

no sistema (2.117), obtemos

=T = @b = wva (2.119a)
LG R = - Y.e = 0 (2.119b)
%% + v.¥@ = - T (2.119¢)
Y 4 F.9y = 0 (2.1194)

Q
(@4



Seguindo o mesmo procedimento mostrado na secao

2.6, chegamos novamente a equagao (2.99), que & a equagao do moO

vimento para o escoamento rotacional, em regime permanente de um

fluido ideal e compressivel.

Podemos obter a vorticidade, relativa ao campo de
velocidades definido por (2.119a), substituindo (2.119a) em
(2.100). Desta forma

w = V@ x Vs + gy x Va 2515200
Segundo Seliger e Whitham [ 29] , a expressao
(2.120) mostra a vorticidade dividida em duas parcelas, sendo

. - - - - - - -—).

uma a vorticidade introduzida inicialmente (GY x Va) e a outra
-»> - & - 5 2

(VR x Vs) a vorticidade devido a subseqllentes gradientes de en

tropia.

Observemos que a equacao (2.119d) mostra que a de
rivada substancial do multiplicador de Lagrange y e igual a ze

ro.



CAPITULO 3 - PRINCIPIOS VARIACIONAIS PARA FLUIDO VISCOSO

Neste capitulo vamos expor alguns principios va
riacionais aplicados aos escoamentos de fluidos viscosos em regi
me permanente. Analisaremos escoamentos de fluidos incompressi
veis e compressiveis, alem de mostrar principios variacionais pa

ra fluidos newtonianos e nao-newtonianos.

3.1 - Teorema de Helmholtz

Helmholtz [21 ] em 1882 mostrou que, (i) se o0s
termos de inercia sao desprezados ("creeping flow"), (ii) se as
velocidades nos contornos de uma regiao simplesmente conecta fo
rem constantes , (iii) se as forgas externas de volume forem
conservativas e (iv)l se o fluido for incompres/sivels entao O
movimento e tal que a dissipacao, na regiao sob consideracao, e

- .
minlima.

Iniciemos a demonstragao do teorema acima consi
derando um escoamento no interior de uma regiao com volume V, o
qual e caracterizado por um campo de velocidades com componentes

e vy, Mo sistema cartesiano.

v v

L> et
Vamos admitir um outro campo de velocidades qual

quer, com componentes de velocidades vf, v§ e vg, sendo que

vk = v+ v} c/i = 1,2,3 (3.1)

onde v: @& igual a zero na superficie de contorno S do volume V.

Considerando o sistema cartesiano, podemos verifi
car que a dissipacdo [eq.(l1.16) ] do escoamento, na regiao de

volume V, para o campo de velocidades com componentes v¥, v§ e

Vg, fica
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A ik ' ' 7! + d! +
v
1 ] 1 1
= Gy 2 wog) Eag @ di) 2 (3 & S (@ o dig) @
| () 1 ! d
e ) (G dli) 2 (g © ) (g 0 i) T diy disy g
(3o2)
ov av
CHCE g o & —= J e gk, = s HnE
1j 2 0X. 90X 1] 1] 1]
j i
Na equacgao (3.2) Tij e a componente do tensor de
tensoes viscosas, quando consideramos v', v! e v!. A mesma con

& L= 2 g —
vengao € adotada para T%. e T...
1] 1]

Desenvolvendo (3.2), obtemos

*
Pa = | 0709911 ¥ Tppdpp t Gadgat 27 9d p +2 1 0d 0+ 2150d, 0} dxy dx,dxy 4
vV
:
1 1 ] 1
ity qdyy * Thpdyy ¥ T33d33 ¥ 21 pd o+ 21y d g+ 2 Thadis } dx; dxydxy  +
v
i
A 1 1 1
Fllrygdyy + Tppdhy ¥ T33d33 + 21 pd) g+ 21y 9d 14+ 2 1y0dsa } dx dxydxy 4
v

1 1
FTqdyy ¥ Thpdpy + T33dyy T 2T 5dy 5 * 2T0dy g+ 21h0d,0 T dxg dx, dxg

(30 &)

Considerando fluido newtoniano e incompressivel,
obtemos de (1.22) que

T o o o ¢
1] 1]

Desta forma



1
2 1 ' 1 Vose w2 dil 2 Taed
L = dig #ppdh, timaadag #i2iT 5815 15513 23723
= ' ' ' T ey S I TP DI ] d i} (3.5)
Al algalyg & dlpsily @ dogllag & 2 @iy 15515 2323
e alinda
1 = ' ! 1 ' 1 !
L L Bt ¢ Taeflag W 2 Tl v 2 Teflig 7 & oty
= 1 1 1 ' 1 1
2u {d]ydyy * djpdy, * dygdyy + 2.d]pd), + 2djgdgg + 2.dpadygl (3-6)
Comparando (3.5) e (3.6), obtemos que
= (3.7)
Portanto, de (3.3) obtemos
% dv = J ddv + [ ' dv o+ 2 [I dv (3.8)
v v v v
onde
J ¢dv = primeira parcela do lado direito de (3.3)
v
¢'dv = segunda parcela do lado direito de (3.3)
v
Sabemos que
Idv = T e e O e ol UL
axl 3Ll 20122 Qil8es ax2 1271 2208, 3273
v v (S =
AT 9T 0T
a ] 1 T S . ] 11 12 13 4
+ = Tl3v14-123v24-133v3 > dv vy = + = + =
3 1 2 3
= £ o
oT 9T 9T 9T 9T 9T
+v:2 21+ 22+ 23 +v:'3 331+332+ 33 Sav (3.9)
axl ax2 BX3 X X, 8x3

Aplicamos o teorema do divergente para a primeira

integral do lado direito de (3.9) e lembrando que vi o (o R 300 0



e igual a

onde

->

AvY

termos de
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zero na superficie de contorno de V, obtemos

Sy

N (3o 1©)

sao

vetor velocidade, cujas componentes cartesianas

' T 1
v 2 W50
2 3

tensor cujas componentes cartesianas sao Tij-

Para escoamento de fluido incompressivel, onde os
inercia sao desprezados, obtemos de (1.8) que

->

> >

Wi ar Woa

= 0 (F o))

-> -~
Considerando que as forgas de volume (fc) sao con

servativas, entao de (3.11) obtemos
> - o 5
- pVy + Vp = V.t , (Sho 1L2))
oy >
sendo que fC =Vy.
Definindo ¢ = -py +p , obtemos de (3.12) que
> = ¢
Vo = V.1 (86 L5))
Substituindo (3.13) em (3.10), temos
—)" -
Idv = v' .V¢ dv (3.14)
v v
Sabemos que
{ Idv = J V.(v' ) dv - J oV.v' dv (S L5
v

v v

Aplicando o teorema do divergente para a primeira

integral do lado direito de (3.15), obtemos

Sy ey > >
Idv = § ¢v'.nds =—-| ¢V.v' dv

S
v v

(ESFRIN6))
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Lembrando que 3' = 0 na superficie de contorno
de V e admitindo que V.v' = 0, temos
f I dv = 0 (3o 1T
v

Substituindo (3.17) em (3.8), obtemos

f ¢* dv = j ¢ dv + J@'dv (3.18)
v ' v

De (3.18) conclui-se [21 ] que a dissipacgao no
volume V causada pelo campo de velocidades com componentes vf,
v% e vg e maior que a dissipagao causada pelo campo de velocida

de Vis V, € Vg, pois a integral
J o' dv (@8F1895)
v

€ uma quantidade positiva. Assim, sob as hipoteses admitidas pe
lo teorema de Helmholtz, o movimento e tal que torna a dissipa

~ - .
¢ao no volume V um minimo.

3.2 - Principio Variacional de Helmholtz

Para obtermos as equagoes do movimento, wutilizan
do o teorema da dissipagao minima de Helmholtz, basta minimizar

mos a dissipacao [eq.(1.16) J

Pd - J ®dv . (3.20)
v

tendo a equagao da continuidade para fluido incompressivel [eq.
(1.5) ] como restricao, pois qualquer solugido das equagoes do mo
vimento deve obedecer necessariamente o principio da conservacgao

da massa.

Para resolvermos o problema variacional acima, va
mos utilizar a tecnica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo

0 procedimento mostrado no apendice A, montamos um novo funcio

nal

ESa [cp + Q(V.v) ] dv (o 21

v
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onde ¢'e a fungao dissipacgao [eq.(l.16)], Q=Q(xl, X9 x3) & @
multiplicador de Lagrange e V @ o volume total onde e considera

do o escoamento.

Admitindo um sistema de coordenadas cartesianas,

substituimos (1.22) para fluido incompressivel em (1.16) e obte

mos

oV av v ERY oV
o =l G OREEEEE EE [E  R
1l 2 503 25 £
RV oV v oV
1 8. 2 2 S &
+ ( + ) s ( + ) (3.22)
Bx3 Bxl 3x3 sz
Sabemos que
oV oV 9V
A g (3.23)
Sl 52 =3
Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21), obtemos
v ov v
* o 2 232 S 2
B = 2p | (=—) + (=) + (=) 7
d Bxl sz 8x3
v
3 (Bvl . 8v2)2 X (Bvl 8v3)2 (sz 3v3)2
axz d 1 3x3 axl 3x3 sz
+ Q 3Vl + 3V2 + 3V3 dx, dx, dx (3.24)
9xX 09X 90X 1 2 3 s
i 2 3
Chamando o integrando de (3.24) de F, temos que
S (5 5% 5% Wi e 5 3V1 3V1 3V1 3V2 3V2 3v3 Q)
’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ NO000n oo
e Di2eada et 2e% 73 axl sz 3x3 axl ax2 8x3’
(3 25)

Sabendo que as fungoes independentes do funcional
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(3.24) sao Vis Vo, Vg e 2, verificamos no apendice A que as equa

goes de Euler-Lagrange, para funcionais que tenham como integran

do uma fungao como F, sao:

I P oF 5 9 9F i ) aF X 0
avl axl Bvl,l sz Bvl,2 8x3 8v1’3

(3.26a)
oI 9 9F il 9 oF o 9 oF = 0
sz axl sz’l 8x2 3V2,2 8x3 3V2,3

(3.26b)
JIE oy 8 3F e 3F b F L.
3v3 Bxl 3v3’1 sz Bv3,2 8x3 3v3,3

(3.26¢c)
gl e oF o] 9 oF G 3 oF = 0
N le 89,1 ax2 89,21 3x3 39,3

(3.264d)

onde
SOt SN )
Vl,j F ij it X

Substituindo F do funcional (3.24) no sistema de

equacoes (3.26), temos apos manipulagaes algebricas simples

+ 2u( 5 + ) + 2) = @ (&) 27 0)
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82v 32v Bzv
ax2 ax ; 90X 2 X 2
1 2 3
32v3 32v3 32v3
A K (¢ > o 5 ¢ > = 0 (B.27@)
3X3 axl sz 3x3
av v av
al + 32+a3 = @ (55276
Xl X2 X3

Comparando (3.27a), (3.27b) e (3.27c¢) com as equa
goes de Navier-Stokes para fluido incompressivel Leao o284y 1 o
quando os termos de inercia sao desprezados, verificamos que os

dois sistemas sao id@nticos se
2509 12 w(on=p) (Do 26

onde
P = pressao

densidade do fluido

©
]

funcao potencial das forgas de volume, sendo ¥c=$w

=
I

Desta forma, substituindo (3.28) em (3.27a,b,c),
temos exatamente as equagoes do movimento de um fluido viscoso,
incompressivel em regime permanente, onde os termos de inercia -
sao desprezados ("creeping flow"). A equacido (3.27d) & a conti

. . 7 -
nuldade para fluido incompressivel.

Substituindo (3.28) em (3.21), temos

PE = [¢ + 2 (pwnp)€.3 ]dv (3.29)

v
-~ - : * e
que e a forma final do funcional Pd" que minimizado, tem como

equagoes de Euler-Lagrange as equagoes do movimento e da conti



nuidade.

Um exemplo simples de aplicaggo do principio da

dissipagao minima de Helmholtz & encontrado no apendice B, onde
o -
minimizamos a dissipagao sujeita a um vinculo do tipo isoperime

trico.

Lord Rayleigh [27 ] em 1913 mostrou que a dissi

Lo - - -
pagao e um minlmo Sempre que se possa escrever

9% o m : \{E:\ @3130)
Bislictese 124\
onde ,,L MNAL 4
v = vetor velocidade do escoamento 4'w
H = qualquer fungao de valor unico, sujeita a condigao
VZH = 0

As equagoes do movimento que resultam da minimiza

gao de (3.29), sao

Vi(ou-p) + uv’y = 0 (Eo91)
Comparando (3.30) com (3.31) observamos que a
equagao (3.30) e satisfeita no presente caso, pois sempre pode
mos escrever
1t
HE= = (D=8 D)) (Srai2))
A A 2 = >
Podemos verificar que a condicao V H = 0 & satis
feita, pois
2 2
VA D = 0 SRV | S = ) (3.33)

Com isto, Lord Rayleigh [27 ] verificou que o

. 5 - - .
Principio de Helmholtz e um minimo.

3.3 - Principio Variacional de Brill

Brill [22 ] em 1895 determinou que o principio

variacional de Helmholtz poderia ser generalizado de modo a 1in



: o : iner
cluir nas equagoes do movimento uma parte dos termos de LinSIe
cia.

Atraves do principio de Helmholtz, obtemos as e
quagoes do movimento do escoamento de um fluido viscoso, incom

pressivel, em regime permanente, quando os termos de inercia Sao
desprezados. Observamos que neste caso o fluxo liquido de ener
gia cinética que atravessa a fronteira do volume estudado tambem
e desprezado. Para obtermos as equagoes do movimento de escoamen
tos permanentes de um fluido viscoso e incompressivel, onde uma
parte dos termos de inercia sao considerados, parece-nos intuiti
VO que tentemos minimizar a dissipacao total no volume consideré
do [eq.(3.20) ]

Pd = ¢ dv (3.34)

tendo como restricao a equacao da continuidade para fluido incom
pressivel [eq.(l.S) ]

-
v

v. = 0 (3.35)

e ainda impormos a condigdo que o fluxo liquido de energia cine
tica, que atravessa as fronteiras de V [22 ], deve ser uma cons

tante diferente de zero, tal que

]
(@]

€8r186)

¢
> > > -
12 (v.v) n.vds
2
onde C e constante porque estamos considerando escoamentos em re

gime permanente, e

-> [
n = versor normal a superflicie ds

S = area da superficie que envolve o volume V

Aplicando o teorema do divergente a (3.36), obte

mo s
2
§ & n.(v*)ds = f 5 V. (v Vdv = ¢ (3.37)
s v
onde v2 = v.v . Desenvolvendo (3.37), temos



47

2
%l I e T 2 v2<$.3>dv+% (v.V)v dv =C (3.38)

v v v

Substituindo (3.35) em (3.38), verificamos que

(3.3) vzdv = C (319319

v

[¥] o)

Para variarmos o funcional (3.34), sujeito aos

vinculos (3.35) e (3.39), montamos o funcional

BiT = l:qa +av.v 4 KE (%’Jﬂvz] dv (3.40)
\
onde 2 e K sao multiplicadores de Lagrange, porem { e uma fun

¢ao de treés variaveis independentes e K & uma constante, pois o

vinculo (3.39) @ do tipo isoperimetrico [ver apendice A ].

Considerando um sistema de coordenadas cartesia

nas, verificamos que

2 2 2
S R v av v
(V- V1 9x L) X % V3 9% (Elotnl)
1 2 3
onde
2 2 2 2
v =& Ve + v, + Vg (3.42)

Substituindo (3.42) em (3.41), resulta:

oV av oV oV
= ot 2 2 1 1 il 2
7RV Ry L) T o + 2 Vit 2 ey T 2 e
1 2 3 1
oV Vv oV oV
2 2 2 3 3
+ 2 v + 2 v,v T A Vaa e 2 W e &
2 ax2 23 3x3 3°1 Bxl 32 sz
AV
+ 2 V32 'é—x—:’ (2-43)



: r
Desta forma o funcional (3.40) em coordenadas car

tesianas e obtido substituindo-se (Do22) 5 (3:29) & (B.43) e
(3.40), obtendo
=
P;‘ = 2y (2_1.)2 + (a_v_z_)z (22)2
axl axz ax3
v
ov av ov v av av
s (G g 5_2)2 = = 3 2 (3 = o 3 ) =
39 ) *3 il *3 *2
v v ov
1 2 3
i S2(x1, S0 25y dx X 5 9x %
2 3
P 9
+ Kp vl2 Zvl + V1V2 zvl vl 3 :vl + vlv2 aV + v22 aV +
= ) 23 2401 29
av av RY av
2 3 3 2 3 :
+ V,Va a5 + Vv, 7 + ViV, = +: vy T dx1 dxzdx3
3} 1 2 3
(3.44)
Verificamos que as variaveis independentes sao

Vis V,, V4 e @, pois K e uma constante. A fungio F corresponden
te ao funcional (3.44) tem a mesma forma que aquela definida em
(3.25), desta maneira as equagoes de Euler-Lagrange para (3.44)

sao as mesmas do sistema de equacoes (3.26)

Substituindo F do funcional (3.44) no sistema de

equagoes (3.26a,b,c,d), temos respectivamente

2 2 2

. ov ov av 3 v 3 v 3 v
X X
1 1 1 1 Bxl 3X2 8){3
(3.45a)

2 2 2

oy v GRS 897, Vg Vg 8V
Kp | v + v +v, — = + U + +
1 3}(2 2 3}{2 3 B‘xz ax?_ axlz 31'(22 3)(32

(3.45b)



2 2 2
Vv v av3 30 C) Vi3 ORRV 9 Y3
Kp | v, ——— + v + v, — = P2 i i%
1 8x3 2 3x3 3 3x3 3x3 55 2 % 3x3
1 2
(5, 5@)
oV oV oV
81+__32+a3 5 0 (3.45d)
51 £59) )
Fazendo & = 2(py-p) como na eq. (3.28) e colo

cando o sistema de equagoes (3.45a,b,c) em forma invariante, te

mo s

N e 2 e e Al (3.46)

=
noj o
<
<

A equacao de Navier-Stokes para escoamento de um
fluido viscoso, incompressivel [eq.(l.Z&)] » em regime permanen

> - ey 0
te, onde fC = VY, e 1gual a
0 (TR =R i T bR i) Lk (3.47)

Substituindo (1.9) em (3.47), obtemos

g $v2 - @3 X (6 X 3) = pgw - gp +11V23 3794'8)
Fazendo K = 2 na equacao (3.46) e comparando-a

com (3.48) verificamos que se v x (3 X 3) = 0, entao (3.46) e
(3.48) sao identicas. Desta forma o funcional (3.44) & ® o
Q@ = 2(py-p) e K = 2 @& valido para escoamentos de fluido incom
Pressivel, em regime permanente quando a vorticidade & igual ;

zero (escoamento irrotacional) ou quando a mesma e paralela a ve

locidade do escoamento em todos os pontos

Substituindo os valores de 2 e K acima no fun

cional (3.40), temos
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Pz = ¢ + 2(pw—p)3.§; + p(-\-;.E)vz dv (3.49)
v
o qual minimizado nos fornece as equagoes do movimento (3.46)
e a continuidade para fluido incompressivel, sendo este o prin
cipio variacional de Brill [22 ]J.
3.4 - Quanto a existencia de um funcional para a equacao de

Navier-Stokes

Na secao anterior, verificamos a existencia de um

- -~ ., . - L
principio variacironal, que tem como equagoes de Euler-Lagrange.

%p-vrvz = p_V>1b - ?'*‘p + qu\_; (3.50)
A comparagao de (3.50) com a equagao Navier- Sto
kes . [eq.(3.47) ] sugere que devemos somar uma fungao F' ao

integrando do funcional (3.49), tal que
Py, = [@ oo o R F'jI dv (8651

1' .
v

de modo a obtermos os termos que completam a- equacgao (3.50)

tornando-a igual 3 equacao de Navier-Stokes. Considerando um sis
tema de coordenadas cartesianas, verificamos que os termos que

faltam para completar (3.50), sao:

Bvl avl
v, 7, e Vg 3;; na diregao 1 @3e152a))
sz 3V2
v, E;I e Vg 3;; na diregao 2 ES15:21b))
AV 8v3
v, ai{ e v, 3;; na direcao 3 (3.52¢)
Os termos acima sao do megmo tipo, isto €, com uma permutagao
v

dos Indices do termo v, 3—l encontramos todos os demais. Desta
259)
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forma se encontrarmos_uma fungao F;, que tenha cono aﬁmgaodefuler—
v =
Lagrange o termo v, _1 |, poderemos obter facilmente a fungao
aXZ
F'.
Ivy

Comegaremos tentando obter o termo Vv, m— @ Pal
2

tir de uma fungao F1 que dependa das componentes da velocidade e

de suas derivadas primeiras.

1 V1) Q3 81 82 83 Y1 62, Y3

Q
Vv oV «V «V . . . . (3-53)
1,177,271, 3Ll ook Al s is o LAl

vV

onde 0s expoentes sao numeros reais quaisquer e

V.
1

i3 ij

Notemos que a escolha adequada dos expoentes de (3.53) nos forne

ce qualquer combinagao das componentes da velocidade e de suas
derivadas primeiras. Por exemplo se escolhermos o = 2 e a; = S
temos
. v 2 Bvl
1 1 Bxl

Substituindo (3.53) na equagao de Euler- Lagrange
(3.26a) encontramos uma exXpressao que possui como parametros o,

B e ai’ Bi’ Yi (CIR= 12198

Dando valores adequados aos parametros talvez en
contremos . o termo v, V1,2' A expressao acima foi obtida por
Millikan [22 J em 1929 que analisou todas as combinagSes possi
veis dos parametros e chegou a conclusao que & impossivel obter

0 termo Vv a partir da fungao F1 ou de uma soma de fun

) AL 7
goes deste tipo.

Sabemos que para qualquer fungao

F, = F, (Vl, Voo Vgo Vi 710 V3’3) ’ (3.54)

a qual n3o tem singularidades no interior da regiao sob conside

ragao, uma serie
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g i (2555)

pode ser achada, a qual converge uniformemente para a fungao Fop.
Isto permite que os resultados encontrados para a fungao Fl SiE
jam generalizadospara qualquer fungao do tipo (3.54), isto e, Mil

likan [ 22 ] concluiu que, para uma regiao que nao tenha singula

ridades no seu interior, nao existe uma fungao F, que, substitul

da no integrando de (3.51) no lugar de F', conduza aos termos
que completam (3.50), apos a extremizagao do funcional (351
As fungoes do tipo (3.54) que possuem singularidades, no inte
rior da regiao sob consideragao, sao descartadas por razoes de

ordem fisica.

O problema da existeéncia de um funcional para as
equagoes de Navier-Stokes pode ser enfocado de uma outra manei

ra, a qual utiliza o conceito de derivada de Frechet.

Partindo de um sistema de equagoes diferenciais
dado, seguindo o formalismo apresentado por Finlayson [10 ], po
de-se verificar se existe algum funcional, o qual extremizado .
tenha como equagoes de Euler-Lagrange o sistema de equagoes da

do.

Admitindo que o sistema de equacoes acima e cons
tituido pelas equagGes de Navier-Stokes para fluido newtoniano,
incompressivel em regime permanente Eeq.(3.47)1,verifica~se [10]

que nao se pode achar um funcional do tipo

F [Vl, V2, V3, vl,l, Vl’zs ...,V3’2, V3’3: P] dv
(3.56)

© qual extremizado, tenha como equagoes de Euler-Lagrange o sis
tema (3.47). Assim, Finlayson [10 ] em 1972 comprovou os resul
tados obtidos anteriormente por Millikan [22 ], isto &, nao e
Possivel encontrar-se um funcional do tipo (3.56) que, apos a ex
tremizacao, resulte nas equagoes do movimento de um fluido viscg
so, incompressivel em regime permanente, a menos que (v.V) v = 0

= > = ; < - =
(principio de Helmholtz) ou v x (V x v) = 0 (principio de Brill),



3.5 = Principio Variacional de Bird
Nesta secao vamos estudar um principio variacio
nal para fluido nao-newtoniano, incompressivel em regime perma

nente, quando os termos de inercia sao desprezados.

Consideremos a forma mais simples para a relagao

tensao-razao de deformagoes de um fluido nao-newtoniano [3 ]-

SR = o 3.57).
TlJ n (1) le ( 2
onde
n = coeficiente de viscosidade dinamica
H =
daB duB
-
-~ < =
Tij = elementos do tensor de tensoes viscosas (1)
K
di' = elementos do tensor de razoes de deformagoes (D), defi
J L 0 3v.
nido no sistema cartesiano por d.. = = T J
1] 2 axj Bxi

O fluido que obedece a relacao (3.57) & normalmen
te chamado de fluido newtoniano generalizado. Como exemplos de

relagoes deste tipo podemos citar [3 J:
1 - Modelo para fluido newtoniano
Tij = 2 “dij (3.58)

onde p e uma fungao que nao depende de I.

2 - Modelo de Ostwald-de Waele

Teg 2 o Zm (2 dre (3.59)

- - . A
onde m e n sdo dois parametros caracteristicos do fluido deter

minados por medidas viscosimetricas.

As equagoes do movimento de um fluido incompressji

ViellNe o (1PN 8) ], onde os termos de inércia sao desprezados, e a
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continuidade [ eq.(1.5) ] s3o respectivamente

e,
T =0 (3.60a)

Y% = @ (3.60b)

Substituindo (3.57) em (3.60a) e admitindo que as forgas de volu

me sao conservativas, temos

>

= T o= o) & Tolm) = @ @Heh

-> >
sendo que fC = Vy.

Fazendo ¢ = p - py e substituindo em (3.61), ob

temos
o i
= Vol (nD)e =20 (3.62)
Bird [3 ] em 1960 obteve um principio variacio

nal para as equagoes (3.62) e (3.60b), que tem como funcional

I — F dv (3.63)
v
onde
F = FI + FII (3.64)
FI = =2 (p—p¢)$.3 ==l 2 ¢$.3
Il
= )d
P J n (1)dn
(0]
TTa= @l o ¢
1] 1]

Notemos que para fluido newtoniano (Bo63) fiea

> >

BN = [¢ = 7 (9 = RV oW ]dv (3.65)
\

€ para o fluido que obedece o0 modelo de Ostwald-de Waele (3.63)

fica
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2 Gl '*] (3.66)
= = - V.v dv
By -2 6w
v
onde
¢ = 2 qul (funcgao dissipagao)
n-1
2 2
n = 2m ( 20I)
Considerando um sistema de coordenadas cartesia
nas vamos variar o funcional (3.63) com respeito as suas varié

veis independentes Vis Vys Vg e ¢. Verificamos que (3.64) e uma
fungao do tipo (3.25) e portanto as equagoes de Euler- Lagrange,
para este caso, sao as equagoes (3.26a,b,c,d) onde na equagao

(3.26d) substituimos Q por ¢.

Sabemos que

ov. . S v GOlE . B o X
1,1 1,1 1,1 1,1
3F 3BT Do S ST
= + = 0 + ®. (3'67b)
v ov. . oV . L. dIl . ov. .
1,] 1,] 1,] 1,]
de onde resulta
oF 2Pl
3v. = 2¢ + 21’1 dii (3-683)
3.l
oF
=R 2 nidias 3.68b
av. . u 1] ( )
1,]

Utilizando as relagoes (3.68a) e (3.68b), verifi

camos que as equacoes (3.26a,b,c,d) ficam respectivamente

(nd13) o= @

9 9
=g 00 2 A - ( ndll) < 3;; ( ndlz) s 3;;

(3.69a)
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¢ 3 9 d =
= & 2 2l —— (o) & (@R (o) b = O
X, d 1 231! 332: 22 Bx3 28
(3.69b)
¢ d ) a
2 v A == (@) & € i) Gl < Cméan) b = O
8x3 axl 31 sz 32 8x3 33
(3.69c)
avl av2 8v3 )
== ¢ == & == O 0 (3.69d)
1 *2 *3
Colocando o sistema de equagoes acima na forma
invariante, temos
B 5
- V¢ + V.(nd) = 0 (3.70a)
V.v = 0 (3.70b)

Comparando (3.70a) e (3.70b) com (3.62) e (3.60b)
verificamos que o principio variacional de Bird [3 ] generaliza
o principio de Helmholtz [21 ] para o caso de fluidos nEo—newtg

nianos que obedecem a equagao (3.57).

0 principio variacional de Bird [3 | pode ser
generalizado para incluir parte dos termos de inercia de forma
analoga ao principio de Brill [22 ]. Isto & feito com a inclu

sio de mais um termo na equagao (3.64), de modo que

onde

UQ; V

Substituindo (3.71) no funcional (3.63) e wvarian

do com relaggo as variaveis independentes Vis Vo, V4 e ¢ obtemos



(3.72a)

(NS fie)
<¥
<
]

°
<
<=

|
<

o
+

<
~
=
(e}
g

=
v = 0 @R72bY)

<y

que sSao as equagoes do movimento de um fluido incompressivel, o

qual obedece a equagao (3.57), em regime permanente quando 0s
G o > > o -

termos de 1nerica p(v.V)v sao substituidos por % p%vz-

3.6 - Principio variacional para escoamento de fluido compressi

vel com forgas de volume e inércia desprezadas

Nesta segao gautor desenvolve uma formulagao va

riacional que descreve o escoamento em regime permanente de um
. - -

fluido viscoso e compressivel, onde as forcas de volume e os ter

mos de inercia sao desprezados.

Inicialmente vamos mostrar que a extremizagao do

funcional

v

398

com relacao as componentes do vetor velocidade e igual a zero.
Para tanto, vamos multiplicar a equaggo do movimento [eq.(1.8) ]

-
escalarmente por v, tal que

> ->
- 5> > >
S, DVE Lo st R R S () (3o 76
Dt c
Considerando sistemas onde nao ha geracao de ca
lor devido a fontes internmas ( q =0 ), podemos escrever a equa

¢ao da energia Eeq.(l.lS) ].

Diey o st i s LRI (3.75)

Considerando regime permanente e somando as equa

Goes (3.74) e (3.75) obtemos
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> >
- V.V S5 S =
pv.v(e W T pv.fc - g'as - 3.(p3) + 9 + 3.(3.?) (3.76)
Recorrendo a equagao da continuidade para fluido
compressivel [eq.(1.4) J , podemos agrupar os termos de (3.76)
tal que
> > v.v %
. ->
v.[pv (o & =22 o &) o G ] -pv.E = & + V. (7.7 (877
p s c
Integrando (3.77) no volume V, temos
> > V. > 3
. =
{v.[pv(e+—2—+§> +qu —pv.“f‘c}dv= [¢+3.(3.}*)]dv_ (3.78)
3 v
Tomando a variagao de ambos os lados da igualdade
(3.78), obtemos
! 5 > > 3 =%
= ~ ->
8 {v. |:pv(e+l’-2-‘i+§) +q5] —pv.fc}dv=s [¢+ 3.(’6.}’)] dv (3.79)

Analisemos o lado direito de (3.79).

v

Para tanto,

consideremos um sistema de coordenadas cartesianas e um escoamen

to bi-dimensional

dos raciocinios. Devemos

coamentos tri-dimensionais e imediata.,

(1.16) e admitindo que o

rificamos que

pois desta forma simplificaremos a

exposigao

enfatizar que a generalizagao para es

Recorrendo a equagao

fluido seja newtoniano [eq.(l.ZZ)], ve

> v v bl dv v
1,2 28, 1 2.2
J={|¢+v.(V.7)| ds = 2| )+ GO |+ = —)+
Bxl axz 3x2 axl
s s
2 2
oV oV 3V 9 Vv AV oV
1 232 1 1 3 1 2
e o =) GO e (G e || ¢
1 2 ax o9x 1 2
1 2
32v2 32v2 3 Bvl 3v2
vy e o =) & () = G axz) ek, G (3.80)
Bxl sz 2

onde S & a superficie onde estamos considerando o escoamento bi-
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dimensional. Podemos verificar no apendice A, que as fungoes o)
vy, €& V3 qué extremizam o funcional (3.80) sao as solugoes do sis

tema de equagoes de Euler-Lagrange.

9F 'aa . 2 || ® JENN 0 OF 3 S 9F 5
oV X v 3 , 5
1 1 1,1 x2 avl,z axlz Brl 3}(181{2 aSl szz Btl
(3.81a)
BE. . oh | o R | O 22 | aF o aF || e
v, 9x. | 3v 3%, | 3v ot ot igsonyeon kel Rl Ko 2
2 1l 251! 2 2,2 Bxl 2 1552 2 ax2 2
(3.81b)
onde F e o integrando de (3.80) e
ov. azv. 82v. Bzv.
1 9X. 2 i DEENY i 9%, 9x 2 i 2
J Bxl 1 2 sz

Desenvolvendo o sistema (3.81), no caso do funcio

nal (3.80), obtemos

2 2

2 2
3 Vv o v v ov 3 Vv 3 v AV oV
1 1 ) 1 2 1 i 9 1 2
u( + ) + (u+d) (—+=—) - 2n ( + ) = 2(u+)) +—=)+
o 2 o 2 axl axl sz % 2 5% 2 axl %Xl 8x2
1 2 1 2
32 82 32
¢ 7 | vy * vy T || Ll e g e O
axl 1 2 3x2

(3.82a)
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3°v, 9w v, v 9 v, dv dv, Vv
2 d 1 2 2 ) 1 2
p( +—=) + (u+d) ( ) = 2u( + ) = 2(u+)) (—t+7) +
- 2 e 2 3x2 P pre sz - 2 S 2 3x2 Bxl 3K2
1 2 1 2
52 2 2
Y [Pl 3%, NG| 2 == |17 62 (20 Y
l sz
(3.82b)
Desenvolvendo as equagoes (3.82a) e (3.82b) veri
ficamos que todos os termos do lado esquerdo das igualdades se

cancelam. Com isto, concluimos que a primeira variagao de (3.80)
com relagao as componentes da velocidade @ identicamente nula,

tal que

=
§1 =& [@+ v.(V.7) } ds = 0 (3.83)
s
Como ja dissemos acima, a equagao (3.83) e genera
lizada de forma imediata para escoamentos tri-dimensionais. Des

ta forma, recorrendo a equagao (3.79) podemos afirmar que

> >
83 = & {6. [p3(e + 2+ By 4 g ] - pv.t } dv = 0 (3.84)
P s e c
v
onde a variagao e feita com relagao as componentes da velocida
de.

Substituindo (1.17) em (3.84), obtemos

> >
> SV = > =
83 =8 {%. [pv(h + VZ ) w6l ] = pv.?c } divi=R0 (885
v
A equacao (3.85) comprova a afirmagao feita no
inicio desta segao com relag%o ao funcional (3.73). Lembremos

que o simbolo & significa que o funcional sofre variagao com re

lacao 3as componentes da velocidade.
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Recorrendo a equagao da continuidade para fluido

compressivel [eq.(1.4) J, obtemos de (3.85) que

5 > >
63 = 8| Lov.Vh + pv.V (Y + V.9 - Nole, B e = O (9.86)
v

A equagao da energia [eq.(1.19) ] para sistemas

onde nao ha geragao de calor devido a fontes internas e para

re
gime permanente, fica: 3
oV.Vh = = ?.ES TvNUp TG (3.87)

Substituindo (3.87) em (3.86), temos
81 = 8| Lo+ v.Vp + £33V (F.%) - pv.f_ ) dv =0 (3.88)

O funcional referente ao principio
(3.88) e igual a:

variacional

J = { ¢ + 3.§p + % 3.V(v.3) - pv.? } dv (3.89)

Lembremos que a pressao (p) e a densidade (p) de

= -
vem ser expressos em termos das componentes de velocidade (v).

A seguir vamos aplicar o principio variacional
(3.88) para o caso particular onde os termos de inercia e as for
-> ~
¢cas de volume (fc) sao desprezados. Desta forma, o

(3.89) se reduz a

funcional

i = { & + v.Vp } dv (3.90)

v

A relagdo entre pressao e velocidade & dada

pela
equacao da conservagao da quantidade de movimento para fluido
compressivel e newtoniano [eq.(1.23)] 3
DV = 75 2. 5 S
p—ﬁ = - Vp + pfc + uvVov + (utd) (V.v) (3.91)

Para o..escoamento estudado, a equagEo @3159115) se



reduz a
Sy !
= U o TR o (uond) TS = @ (3.92)

Nosso problema pode ser formulado da seguinte ma
neira. Desejamos extremizar o funcional (3.90) sujeito ao vincu
lo (3.92). Para resolver este problema variacional vamos utili
zar a tecnica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo o proce

dimento mostrado no apendice A, montamos um novo funcional

> > - :
J* = {¢ + VDt [-‘v*p 5 USE & () %’(3.3)}} dv

v

(31593))

sendo que agora, a variavel p tem que ser tratada como indepen
dente. Considerando um sistema cartesiano e escoamento bi- dimen

sional, obtemos de (3.93)

oV oV Vv v v oV
1982 2 1 2.2 1 2082,
il = 2y | =)+ &) H—+—)" + A (—+—) W7
Bxl X ax2 3x1 axl ax2
s
[ 2 2 ]
o v o Vv ov oV
_ ap ]! 1 ) 1 2
] %7 X + ou( 2+. 2) *+ (u*d) X (ax 9x ) b
1 b4 X 1 1 2
3p Bzvz Bzv 3 -Bvl sz
v B T Aty b ( 2'+_—_§J + (u+d) ox (Bx T % ) E
2 9%, 3x, 2 i 2
i OIS G N dx, dx,, (3.94)
1 axl 2 3%, ]2

onde o, e a. sao multiplicadores de Lagrange. Os parametros inde

1 2
Pendentes vl, V2 e p

sistema de equagoes de Euler-Lagrange. [ver apendice A ] , EEAGEL

que extremizam (3.94) sao as solugoes do

tituido pelas equagoes (3.8la,b) e por



AE" 0 s SR e ] oF = g (3.95)
X

ap Bxl ap,l 2 ap,é
onde F @ o integrando do funcional (3.94) e Pr; = A . Desenvol

&) 3%
1

vendo o sistema de equagoes acima obtemos respectivamente

2 2
9 v1 3 Vv 3 Bvl sz 5 azal 32a1
i) S ) s e ) G s S e ——) ¢
0X 90X
1 2 1 1 2 1 axl axz
oa o0
3 1 2
+.(u+d) ( ) = 0 (3.96a)
Bxl axl 3x2
Bzvz 3 Vs 5 Bvl sz 3 82a 82a2
-2y ¢( +—5) = 2(u+A) ( ) + 2B+ u( + )+
e ki ERS) gt By O B
1k 2 Xl x2
o0 a0,
) 1 2
+ () ( + ) = 0 (3.96b)
sz axl sz
da oa oV v
1 2 1
" Ll BXZ - o— = — = 0 (3.96¢)
%1 2 1 2
Colocando o sistema (3.96) na forma invariante,

temos

~ 2V = 2 ) HT5E S (en) Temy o @ (3.97a)

Q4
<4

(3.97b)

<y

De (3.97b) obtemos que % = v. Substituindo este
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> -
valor de o na equagao (3.97a), obtemos
s :
- U+ uv ¢ (uer) T = 0 (3.98)

A equagao (3.98) descreve o escoamento em regime
permanente de um fluido compressivel, onde os termos de inercia
e as forgas de volume sao desprezados. Notemos que a equagao
(3.98) e identica a equagao (3.92), que ja foi considerada como

- (e . .
vinculo entre a pressao e as componentes de velocidade.

- -~ . - . .
3.7 - Principio Variacional para escoamento de fluido compressi

. . o -
vel com os termos de inercia desprezados

Aqui, vamos generalizar o caso estudado na segao
(3.6) aplicando o principio variacional (3.88) para o estudo de
escoamentos em regime permanente de fluido compressivel, onde as
forgcas de volume sao consideradas e os termos de inercia sao des
prezados. Para este tipo de escoamento o funcional (3.89) se re

duz a

T g, "+ TRV = ot iy (3.99)

v
Notemos que, para fazermos a primeira variacgao, a
pressao (p) e a densidade (p), que aparecem no funcional (3.99),
devem ser expressas em termos das componentes da velocidade. Pa
ra tanto, consideremos a equacao da conservagao da quantidade de

movimento [eq.(3.91) ], onde os termos de inercia sao despreza

dos

>
V.ev)

]
=

- Up + pf_ + W (e (3.100)

e a equagao da continuidade para fluido compressivel [eq.(l.é) ]
V.(pv) = 0 (3.101)

Para resolvermos o problema variacional da extre

mizagao do funcional (3.99) sujeito aos vinculos (3.100Q) e

(3.101), vamos utilizar a técnica dos multiplicadores de Lagran
Y ’
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ge. Seguindo o procedimento mostrado no apendice A, montamos um
novo funcional

= S 24 S G -> > > e d
J* = {q: +V.Vp - pv.f_ a.l:—Vp+pr+uV v+ (u+d) %’(’v’})] + ﬂ'v*.(pir’)} dv
v

(3.102)
+ o . . s
onde o e & sao multiplicadores de Lagrange. Considerando um Sis

tema de coordenadas cartesianas e escoamento bi-dimensional, ob
temos de (3.102)

v ov av. v d d
% 1 280 105 VI
37 = | 4on (S s o) [ L2 i a2 2 T o I
9x X 3 b4 A4
s L
2
: D d vy Bzvl 5 ov 3v2
= (9 Nipy it ar G = =it 4 g + )+ (u+2) G—+7—=)
2
1 1 c, 1 9 1 1 3%, 8x22 Bxl axl 9%,
82v 3 v 3 v
v
taye [ Rk pf  u D)+ () o et t D) |
2 X 2 2 9%, 9 9x
2 2 3% 3% 2 2
1 2
oV d
1 2 ap ap
+ Q p(-é-x— O BT) + Vl 3% + V2 _—ax dxl dx2 (30103)
1 2 1 2
onde a; e a, sao as componentes de o nas diregoes de vy e v, esS
€ a superficie onde estamos estudando o escoamento bi-dimensio
nal, Os parametros independentes o Yigo B & B GNE extremizam

o funcional (3.103) sao as solugSes do sistema de Euler-Lagrange

constituido pelas equagoes (3.8la,b), (3.95) e

Pl OF o e SIS ) (3.104)
9p Bxl 30’1 sz 893,2
3
onde F & o integrando de (3.103) e p,. = Eé% . Desenvolvendo O

oL
Sistema de equagoes acima obtemos respectilvamente
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2
o Vv a v ) 5 oV 8v2 9p azal Bzal
- 2u( Pe——r3) = 2R ( + ) + - pf. + u( + ) +
B~ B, T R0 SRR axlz I%,
o oo
) 1 2 of
+  (utd) G v =) o p = = @ (3.105a)
Bxl 3}:1 axz axl
2 2 2 2
v 9 v v v ] )
2 2 p) o o
B San) ST = (axl*'axz) : ;2) = Py “6‘""%+ g) i
axl sz 2 1 2 2 2 axl sz
aa o
9 1 2
+  (u+d) % (Bx TR ) = p ggl = 0 (3.105b)
2 1 2 2
oa da v oV
- 3 I - 2 3_l A 3_3 - O (3.105¢c)
X1 39 = 20)
982 of
=8y - v,f + q.f + £ = Vi e s AV =0 (3.1054d)
Lics 28> lgc ) c, 1 7% 3%,
Colocando o sistema (3.105) na forma invariante,
temos

2 > > > =
- 2095 = 2(ur) T(F.9) +p-pf, +uv e + (uid) V(Vew) - p¥R = 0 (3.106a)
Vot © oo (3.106b)

-3? + —c;—f = 3.—5Q= 0 (3.106c)
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Da equagao (3.106b) resulta

=y
a

=3 (3.107)

Substituindo (3.107) em (3.106a) e (3.106c), obte
mo S

2
- nv v - (u+A) 6(6.3) + vp - p?c - pgﬁ = 0 (3.108a)
>
VIV =) (3.108b)

> > -
A menos que v_hUVeQ , verificamos que (3.108b) e
satisfeita quando

>
VISR =S () (3.109)

Substituindo (3.109) em (3.108a), resulta

> >

2 3
= 3P f; D¥; + pv v o+ Cu+) e(v.v)

I
(@)

((S)e 1511 (0]),

Lembremos que a extremizagao do funcional (3.103)
com relaggo ao multiplicador de Lagrange Q resulta na equagao
da continuidade para fluido compressivel. Notemos que a equagao
(3.110) e identica a (3.100), que ja foi utilizada como vinculo
entre a pressao e as componentes de velocidade, De qualquer ma
neira, verificamos acima que a extremizacao do funciomal (3.99)
sujeito aos vinculos (3.100) e (3.101) resultam em equagoes iden
ticas a (3 7100) e ErI0INFESRque sao as equagoes que descrevem o

escoamento estudado nesta secao.

- - 3 - - . -r
3.8 - Principio Variacional para escoamento de fluido compressi

vel em regime permanente

Nesta secao vamos considerar o escoamento em regi
me permanente de um fluido viscoso e compressivel, onde as for
¢as de volume e os termos de inercia sao considerados. Como ja
feito nas segoes (3.6) e (3.7), vamos nos valer do principio va
riacional (3.88). Para o caso estudado nesta segao o funcional
(3.89) fica
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) = pi.%c} Sy (€5 ilia)

Notemos que, para fazermos a primeira variagao de
(3.111), a pressao (p) e a densidade (p) devem ser expressas em
termos das componentes de velocidade. Para tanto, consideremos

a equacao da conservagao da quantidade de movimento [eq.(3.91)],

em regime permanente

> > > > -> -+
p(V.IV = = Wp o+ pE_ 4wy 4 ued) TELD) (3.112)
e a equagao da continuidade pira escoamento compressivel [eq.
(3.20195 7]
) >
Visi(lpvd) =) @319 1818535)

Para resolvermos o problema variacional da extre
mizacao do funcional (3.111) sujeito aos vinculos @31152) e
(3.113) vamos utilizar a tecnica dos multiplicadores de Lagran
ge. Seguindo o procedimento mostrado no apéndice A, montamos um

novo funcional

-}) o
.V pv.t

&
*
[
e
+
<
<
o
+
(N el
<¢
<y
~

2> > > >
s 2 = = o (V.V)V + pfc +pvov + (utd) V(%.v) +

+

Q%.(p3)),dv (9 oil 1A

onde g e § sao multiplicadores de Lagrange. Considerando um sis

tema de coordenadas cartesianas e escoamento bi-dimensional, ob

temos de (3.114)



LAY Vv oV oV v oV
1982 2N 1 2.2 1 2. 7 ) P
% = | G+ GO | tulm )Tt D) T hy, 2Py 2B
ax1 X, 8%, 3% 3x; 3%, 1 9x; Zax2
S
oV oV oV v
2 1 2 2 2
+ p (v +V.V, —+V V. ——+vV ) o(v.f +v.f ) +
1 Bxl L2 sz 27 axl 2 axz i c:1 2 c2
5 ; Bvl v 32v1 Bzvl 5 avl 8v2
+ - —p(vy —+v, —) +pf + u( + ) + (u+A) ( + )
1 X 1 3% 2
1 1 sz CI axl2 axz2 axl axl axz
=) ; 5 &
oV Qv 9 Vv d VvV oV, adv
op 2 2 2 9 1 2
+ q - —-p(v + ) +pf. + u( +——2) + (p+)) ( + )
2 1 2
ax2 Bxl 9 2 Cp 5% 2 % 2 8x2 Bxl 8X2
Vv IV
1 72 ap ap
+ Q p(axl + ax?_) 1 3% 2 3x, dx, dx, (26 ILTL5))

e o
1 2 1
e a superficie onde estamos estudando o escoamento. Os parametros

onde « sao as componentes de o nas diregoes de v. e gy S
independentes Vis Vs P € p que extremizam o funcional (3.115)
sao as solucgoes do sistema de equagoes de Euler-Lagrange ( ver
apendice A), constituido pelas equacoes (3.81a,b), (3.95) e
(3.104), onde F & o integrando do funcional (3.115). Desenvolven

do este sistema de equacoes, obtemos respectivamente

2 2
v o Vv v oV oV oV
: 1 2
' 1 2 9x.. c.
5% 2 I 2 Bxl Bxl sz Bxl axl axl 1
1 2
9 9 0 e 82a Bza
v v o o
1 2 1 1 1 1
+D("Ol—"a————+v—-—-—+v-———)+ U( + )+
2 2 2
1 9%, 2 Bxl it 3%, 9%, %, 3%,
o 90.
b (et ety e RO (3.116a)
axl Bxl sz axl



2 2
v, 9Jdv v, dv oV av
2 3 1 2 op ] 2
- 2 u( =3 & 2((UN) G—=t+—)+—2P s (v, —+Vv, —) —pf
8x12 BXZ 3x2 Bxl Bx2 sz 1 sz 2 sz Cy
3V1 sz Ba2 dat azaz 32a2
DR Cn G = G e i =) =) & i e
2 2 1 2 9x oX
1 2
aa o
9 1 2 N
+  (u+d) ( + ) - p— = 0 (3.116b)
sz Bxl axz sz
v av 1o oa
1 =2 1 2
i ke =y + = 0 (8 o LILGEE))
axl sz Bxl 8x2
avl Bvl ov oV Bvl ov.,
v, (v —+ v, —) + v (v "= ve )= R Ry R o I (U — o ey =
1 1 Bxl 2 sz 2 1 Bxl 2 sz 1 (:1 2 co 15 Bxl 2 sz
oV v
1Y) o0
-a, (v, m—+v —27+af P [t -V, —@ - v, — 0
2 18_}(1 2 axz 1 Cl 2 c, 1 axl 2 axz
(3.116d)
Colocando sistema (3.116) na forma invariante, te
mos
. > > >
- ZuVZ:\; - 2(u+)) _v*('v*.z) + 3p + p(-‘g;;).; - pfc = p(Vv) .a +
v o (V)3 + w0+ (uen) V(V.E) - pVR =0 Qe
T o Tom @)
<>
I e .5 = S Ga)E © Bk o WUR = O (3.117¢)



Da equagao (3.117b), obtemos

->
(04

+
= v (3 5 LILED)

Substituindo (3.118) em (3.117a) e (Bollh7e) o sFEauil
ta

2")‘- > > > > -
_uv Vs (U““A) V(V.V) + VP - ch + p(;;_"f'):; - D_V)Q= 0 (3.1193)

> >
v.VQ = 0 (3.119b)

. . o -~ -
Admitindo que v nao e perpendicular a 39, verifi
camos de (3.119b) que

VON= (3.120)
Substituindo (3.120) em (3.119a), temos
G =TT o+ WA T ) (3.121)

A equacao (3.121) descreve o escoamento em regime
permanente de um fluido viscoso e compressivel, Notemos cue(3.121)
e identica a equacgao (3.112), que ja foi utilizada como vinculo
entre a presszo e as componentes de velocidade. Lembremos que a
variagcao do funcional (3.115) com relacao ao multiplicador de La
grange 9 retorna a equacao da continuidade para fluido compressi
vel. Vale a pena notarmos que, nas segoes (3.6), (3.7) e (3.8),
o segundo coeficiente de viscosidade (A) pode admitir qualquer

valor desde que constante.



CAPITULO 4 - COMENTARIOS E SUGESTOES

Neste capitulo faremos algumas consideragoes adi

o . - - . - . . 1
cionals sobre os principios variacionais apresentados nos capitu

los dois e tres.

O escoamento irrotacional, em regime permanente
de um fluido ideal e incompressivel, & descrito pelos principios
variacionais de Kelvin [sec.—Z.l J e de Dirichlet [sec.-2.2 J.
Para obtermos uma solugao aproximada para escoamentos deste ol

po, basta utilizarmos o metodo variacional, levando em conta um

- - . - . . . -
dos Princiliplios varlacilionals acilima cltados.

Obtida a solugao aproximada, resta-nos verificar
a precisao desta solugcao, isto e, qual a diferenga entre a solu
950 aproximada e a exata. Neste ponto, tiramos vantagem do fato
de existirem principios variacionais reciprocos, que descrevam o
escoamento que estamos estudando. Substituindo-se a solugao apro
ximada no funcional (2,2) obtemos um valor aproximado para a
energia cinetica do volume onde estamos considerando o escoamen
to. Este valor aproximado certamente sera um limitante superior
para o valor exato da energia cinetica, pois sabemos que esta
constitui um minimo para o escoamento analisado. Substituindo-se
a solucao aproximada no funcional (2.17), vamos obter uma aproxi
magcao para J [3 ] . Como mostrado na seg¢ao 2.2, esta aproximacgao
fornece um limitante inferior para a energia cinetica exata. A
diferenca entre os dois limitantes acima pode nos dar uma ideia
da precisao da solugao aproximada. Quando a diferenga entre os
limitantes for grande, podemos afirmar que a precisao da solucao
aproximada e pobre, porem, se esta diferenga for pequena, pode
mos dizer apenas que a solucao aproximada pode estar proxima da
solugao exata. Se queremos analisar o valor aproximado obtido pa
ra a energia cinetica, entao uma diferenga pequena entre os limi
tantes permite-nos concluir que este valor aproximado tem boa

Precisao.

0 escoamento irrotacional em regime permanente de
. - -
um fluido ideal e compressivel tambem e descrito por principios

Variacionais reciprocos [sec.—2.3 e 2.4 ] - Defmaneiralidgal o s

a 1 el
40 exposto acima, podemos encontrar uma solucgao aproximada pelo
e Ll . . - ) . - z
Metodo variacional e ainda verificar sua precisao com a utiliza



v o - . . . a .
gao dos principios variacionais reciprocos.

As equagSes do movimento de um escoamento em regi
me nao permanente de um fluido ideal e compressivel sao obtidas
atraves do principio variacional de Herivel [sec.—2.5 ] o A @l
ferenga fundamental entre este e os principios apresentados nas
segoes anteriores, consiste no fato que o principio de Herivel
nao necessita de um conhecimento "a priori” das equagoes do movi
mento, obtendo-as sempre que conhegamos as energias cinetica, pPo

tencial e interna do sistema que estamos estudando.

Segundo Herivel [16 |, a inica forma do princi
pio de Hamilton, propria para sistemas continuos, e aquela apre
sentada na segao 2.5, Este considera que a obtengao das equacoes
do movimento do escoamento de um fluido ideal, representa apenas
um caso particular de um principio geral que, de forma analoga

5 - . . - -~ 5
ao principlio de Hamilton, sempre obtém as equagoes do movimento.

O principio de Herivel-Lin [sec.—2.6 ] permite
que, atraves do método variacional, obtenhamos solugoes aproxi
madas para qualquer escoamento de um fluido ideal. Segundo Ser
rin [ 30 ], o principio de Herivel nao @ um minimo nem um maxi
mo. Assim, se o escoamento que queremos analisar & em regime per
manente e irrotacional, e preferivel estuda-lo utilizando os
principios das segSes anteriores a 2.5, pois desta forma podemos
tirar vantagem do fato de existirem principios variacionais reci

procos.

0O escoamento em regime permanente de um fluido
vViscoso e incompressivel, onde os termos de inercia sao despreza
dos, possui uma descriggo variacional conhecida como principio
da dissipagao minima de Helmholtz [sec.—3.2 J. Admitindo que a
dissipagdao viscosa seja analoga a dissipagao elétrica, obtivemos
as relagoes entre as correntes que passam por cada resistor e a
corrente total que passa por um circuito eletrico, através da
aplicagao do conceito da dissipagao minima [ver apendice C]. Os
exemplos acima representam casos particulares de aplicacgao do
conceito da dissipacao minima e baseados neles nao podemos afix
Dar que este conceito sempre seja valido. No entanto, tais exem
Plos nos mostram que o conceito da dissipacao minima possui cer

tas possibilidades que devem ser exploradas em trabalhos futu
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0 principio variacional de Brill [sec.—3.3 ] ten
tou estender o principio de Helmholtz para o caso de escoamentos

onde os termos de inercia sao considerados. Sua tentativa obteve

sucesso parcial, pois seu principio variacional conduz a equa
gao
L = 2 > > 2>
-2~va = Y = Wp & m oy : (4.1)
d : 1 -v> 2 > > >, =
onde o termo = pVv aparece no lugar de p (v.V)v,isto e, o
principio de Brill descreve escoamentos em regime permanente,
-> > -> S o
onde o termo pv x (Vx v ) e 1gual a zero. Na secao 3.3 pode
Tl ) : 3 ; P
mos observar que 5 p Vv foli obtido diretamente do termo
1 > > 2 .
7.p(v.V)v » 0 qual faz parte do integrando do funcional (3.40).
Este termo pode ser obtido pela multiplicagao de p(3.3)3 es
-> - -~ - T
calarmente por v, porem, quando esta multiplicagao e efetuada
2%
perdemos o termo pV X (Vx v )55 pois

i
o

3.[pvx(_\§x 3)] (4.2)

Notemos que o raciocinio acima fica mais claro se lembrarmos que

>

:;.;;) = p;r) X (_V*x v (4.3)

p (V.NIV = 2 pT(

A analise anterior tem o objetivo de mostrar que

o funcional (3.40) nao possui informagoes a respeito do termo
% a2 : - -

pv x (Vx v) . Pensando desta maneira nao poderiamos esperar

que este termo aparecesse na equacgao (4.1). Do exposto acima,

- . -> > >
concluimos que alguma informagao a respeito do termo pv x (VX V)

deve ser fornecida ao modelo matematico, representado pelo fun
cional (3.40). Devemos lembrar dos trabalhos de Millikan e Fin
layson [sec.—3.4 ] que provaram que tais termos nao podem ser
obtidos atraves da extremizagao de funcionais que dependam das
componentes do vetor velocidade e de suas derivadgs primeiras.

-~ . - 3
Baseados nestas informagoes, talvez seja possivel obter um prin
cipio variacional que conduza a equagao de Navier-Stokes para

fluido incompressivel e regime permanente.



Na segao 3.5, apresentamos o principio variacio
nal de Bird, o qual generaliza o principio de Helmholtz para o)
caso de fluido newtoniano generalizado. Segundo Bird [3 ], a
dissipagao & um minimo quando consideramos fluidos newtonianos e
de Ostwald-de Waele, porem, para outros tipos de fluidos, veri

fica—-se [3 ] que a dissipagao nao & um minimo.

Para o caso de escoamento compressivel, mostramos
na segao 3.6 um principio variacional valido para o regime perma
nente. Verificamos nas secgoes 3.6, 3.7 e 3.8, que a extremizacgao
do funcional (3.89) sujeito aos vinculos dados pelas equaéSes do
movimento e continuidade, nos conduzem as proprias equagoes que
foram usadas como vinculos. O exposto acima mostra que a formula
¢ao apresentada tem como GUnico objetivo a obtengio de solugoes
aproximadas para os campos de velocidade, pressao e densidade de
escoamentos em regime permanente de fluidos newtonianos e com

- .
pressivels.

No capitulo tres valorizamos o conceito da dissi
pagao minima. Tal procedimento foi motivado pelo teorema de
Helmholtz [sec.~3.1 ] e pela utilizagao do conceito da dissipa
¢ao minima na analise de circuitos eletricos. No entanto, deve
mos enfatizar que o procedimento adotado no capitulo tres pode

nao ser o mais ''matural'.

Na opiniao do autor, os exemplos acima sao casos
particulares de um "principio" variacional geral, que poderia in
clusive ser aplicado a varios campos da fisica. Esta afirmagao
€ baseada na hipotese intuitiva que o caminho percorrido por ca
da particula, de um conjunto de particulas em movimento num meio
dissipativo, deve ser tal que, a '"resistencia oferecida" a todo

. . » -
0 conjunto seja a minima possivel.

Para finalizar, achamos que pesquisas futuras po

deriam ser orientadas no sentido de encontrar—-se uma expressao

- o . o~ . e 1"
matematica, que representasse a ''resistencia oferecida a todo

© conjunto de particulas do meio em estudo. A minimizagao de tal

~ - - :
eXpressao poderia resultar nas equagoes do movimento.



APENDICE A - GENERALIDADES SOBRE CALCULO VARIACIONAL

Apresentamos aqui, alguns aspectos simples sobre
calculo variacional POr ser a base matematlca dos principios va
riacionais estudados neste trabalho. Nosso objetivo & evitar re

dundancias desnecessarias durante as analises dos prlnCIPIOS va
riacionais,

AR =T nitso/duicialo
Chamamos v = v [y(x)] de funcional dependente
da fungao y(x), a qual pertence a uma certa classe de fungoes,
se a cada fungao y(x) desta classe corresponder um numero v.
Como exemplo podemos citar
b
v [y GO y(x)dx, il
a
para qualquer funcao y(x) integravel em [a,b ]. Neste caso,

as fungoes integraveis em [a,b ] constituem a classe que nos re

ferimos na definigao acima.

Nota 1: Analogamente pode-se definir funcionais que dependem de
varias fungoes, e ainda funcionais que dependem de fun

goes de varias variaveis independentes.

Chama-se incremento ou variagEo Sy do argumento
y(x) do funcional v = v [y(x)] a diferenca entre duas fungoes

admissiveis y(x) e vy(x), tal que

8y = y(x) - y(x) A

N X - . - . o
fota 2: fungoes admissivels sao aquelas que pertencem a uma cer

ta classe de fungoes.

Pode-se definir [ 8 ] variagao (8v) de um funcio

Dal v [y(x) ]-da seguinte maneira:

dv = J% v {y(x) + ady ] (A.3)




onde y(x) + ody € uma familia monoparametrica de fungoes.

Podemos mostrar [ 8 ] que a condigao necessaria pa
ra que um funcional tenha um extremo & que a variagao Sv deste

funcional seja igual a zero.

A.2 - Problema mais simples do calculo variacional

Desejamos analisar o extremo do funcional
2
v [Y(X) ] = F [x,y(x)’y'(x) ]dx (A.4)

X
(o]

onde a fungao F(x,y,y') & derivavel duas vezes com relacao a to
dos argumentos e y' = dy/dx. Ja sabemos que para analisarmos o
extremo do funcional (A.4) devemos encontrar a variagao 8v. Para
tanto, suponhamos que o funcional (A.4) alcanca um extremo para
a curva y = y(x) diferenciavel duas vezes. A seguir, vamos

construir uma famIilia monoparamétrica de curvas

y(x,a) = y(x) + a [;(x) - y(x) ] (A.5)
onde y = y(x) @& uma curva admissivel (diferenciavel duas ve
zes)vizinha de y = y(x), como mostrado na figura A.l

y(x)
y(x)

‘§§§::::::::ﬁyl Notemos que os valores das cur
X . - -
Yo y(x) : vas admlissivelis nos pontos ex

tremos sao fixos, isto e

I
]

|
|
:
! 7 y(x ) y(xo>
X

»nFH———-

7 = 9le) = sy

Figura A-1

Substituindo (A.2) em (A.5), obtemos

y(x,a) = y(x) + ady (A.6)



Observando (A.5) verificamos que para a = 0 OB EC

mos y(x,0) = y(x) e para a = 1 obtemos y(x,1) = y(x).

Se considerarmos os valores do funcional (A.4) so
mente nas curvas da familia monoparametrica (A.6), verificamos
que o funcional (A.4) se transforma em uma fungao do parametro 0, .

de modo que %,

¢ () = v [y(x,a)] = F [x,y(x,a), y'(x,a)ng

X
(0}

CAY7D)

Nota 3: As fungoes y(x) e y(x) sao consideradas fixas, de modo
que para cada valor de o, temos uma fungEo da familia
y(x,a), e para esta fungao temos um valor do funcional
v [y(x,a) j. Por definigao o funcional (A.7) alcangca um
extremo para a = 0, pois para o = 0 temos y(x,0) = y(x)

que foi admitida ser a funcao que extremiza (A.4).

A condigao necessaria para que a fungao ¢ (a) al

cance um extremo [8 ] e:

d¢ (a)

do = 0 (A.8)

A fungao ¢(a) da equagao (A.7) alcanga um extremo

para a = 0, pois admitimos que o funcional (A.4) alcancga um ex
tremo quando y = y(x). Logo

d¢ (0) _

TG = 0 (A.9)

Efetuando a derivacgcao de ¢ (a) definida ‘por (A.7),

obtemos

d¢ (a) _ .y (x,a) _ clsp? (Grpe)”
T [Fy e + Fy, s _ dx (A.10)

onde



= 9 '
L F[x’y’y :|

: = d '
Fyl F’F [x,y,y :I
d Y 1]
e VaGxnia)) = -Y(X) + 0!5}'] Sy
i < (UDas W o g
T Gxhla) " _y (z) < GGY] Sy
A funcao ¢(a) alcanga um extremo quandoa = O e
portanto
=1
d 0
-d—zi( ) - [Fy(x,y(X).y'(x))éy + Fy.(x,y(x)sy'(X))éy'] dx=0
X
(o]

FATSISIS)

Por meio de uma integragzo por partes da segunda
parcela do integrando de (A.1ll), obtemos

X

I
X
d : : : 12
Fy i T Fy' Sy dx + Fy'dy = 0 (A. )
X
o o)
o
Sabemos que
8y = TG =S GO B (A.13a)
%
o)
8y =5 Yl = wie) = (A.13b)
%1
Considerando as condigoes (A.13a,b) obtemos de
(A.12) que X,
R — Rdi F dy dx = 0 (A.14)
y dx yl .
X



Nota 4: O lema fundamental do calculo variacional [8 ] afirma

que:

Se para cada fungao continua n(x) temos
¢

X1

W) WGz = ©

x
©

sendo ¢(x) uma fungcao continua em [xo, X } , entao

¢(x) = 0

Apliquemos agora o lema fundamental para simplifi

car a equagao (A.l4). Verificamos que as condigoes do lema sao
todas obedecidas, pois o fator (Fy - é% Fy’) e uma funcao con

7 ~ - -~ . - . . . 2
tinua e a variagao 6y e uma fungao arbitraria, com limitacgoes de

carater geral [8 J. Assim de (A.14) temos que

P& é% B S0 @AY 115)

A fungao y = y(x) que & a solugao da equagao

(A.15) torma o funcional (A.4) um extremo.

Desenvolvendo (A.15), obtemos

FY - Fy'x i Fy'y'yl 5 Fy'y'-yn =0 (A.16)
onde
oIE AF oF
F_, = Y;F!=Y;F||= Y'
v'x ox y'y ay Yoy, 3y
2
A diyfl et aendiny)
dx dx2

As equagoes (A.15) ou (A.16) sao conhecidas como

equagoes de Euler-Lagrange.



A.3 - Funcionais que dependem de varias funcoes

Aqui vamos estudar funcionais do tipo

1

V[yli y2’ ---yn] = F [x’ yl’ Yz,...yn, yi, yé, -c.y;_1 :I dx (A.l?)

(o]
com. condigoes de contorno

yl(xo) T e D y2(xo) =gy a0y 0000 yn(xo) ~ Yno
yl(xl) = Yq1 > yz(xl) = a0 0000 yn(xl) S
Seguindo o procedimento mostrado na secao ante
rior, verifica-se [8 J que as equagoes de Euler-Lagrange para
funcionais do tipo (A.17) sao:
F R S0 2 120 00050 (A.18)
y . dic eyl e
i i
Assim as funcgoes y; = y;(x) que sao solucgoes do
sistema de equacoes (A.18), tornam o funcional (A.17) um extre
mo .
A.4 - TFuncionais que dependem das derivadas de ordem superior

diali fiunc Aoleyatx)

Nesta segEo vamos estudar funcionais do tipo

X

1 s
v [yCX) ] = F EX,y(X), HGED) o 2 G s o000 y(n)(x) J dx
X
(o]
(A.19)
No funcional (A.19) a funcgao F e ‘diferenciavel

n+2 vezes com respeito a todes os argumentos e temos como condi

Goes de contorno

y(n_l) (A.20a)

: -1
YCXO) = i y'(xo) S R y(n )(xo) 5

(o)



- -1
y(x;) = ¥q 3 y'(xl) S 8 8 coo B y(’n 1)(xl) = yin ) (A.20Db)

A funggo y = y(x) que extremiza o funcional

(A.19) e a solugao da equacao de Euler-Lagrange

2 n
Foo=qp Foo * S5 Fow t oo+ (D™ L7 (n) = 0
Y dx y dx y
(Ao 21LY)
A.5 - Funcionais que dependem de varias funcoes e de suas deri
vadas de ordem superior
Seja o funcional
"l
" n (1’1)
v [yl,yz,---,yk] Sl x,yl,yz,---,yn,yi,yl,yﬁﬂ--,yl( 1).y§,y§,---,y2 27,
x
o
X yL . y; Pragh N yk(nk) dx CAS2:2)

De forma analoga as secoes anteriores, verifica-
se [8 ] que as fungaoes Yy» Yg» -e-5 ¥, due extremizam o fun
cional (A.22) sao as solugaes do sistema de equagSes de Euler-

Lagrange abaixo

e
d 4 g ¢
F —H—F'*‘ 2Fll+"°+(_1) F(nl) = ()
o5 R dx Vi i Vi
dx
C/i = 1,2"..,k.
{A7o 213
A.6 - Funcionais que dependem de uma funcao de varias varia

veis independentes

Nesta secao vamos analisar um funcional que depen

de de uma funcao z dependente de duas variaveis independentes,

de modo que z = z(x,y).



Seja o funcional

v 2,y i = F(x,y,z, % ; 2—3) dx dy (A.24)
D
Vamos supor que os valores da fungao z = z (x,y)

sao dados na fronteira da regiao D, por onde devem passar todas

- . . -, .
as superficies admissiveis,

Para simplificar a notacao, fagamos

3z Iz
3x 5y ©

Pode ser mostrado EB ] que a variacao do funcio
nal (A.24) e igual a

I

&0 < ok
§v [Fz o Fp N Fq ]52 dx dy (A.25)

D

lgualando (A.25) a zero e levando em conta que o
lema fundamental do calculo variacional pode ser generalizado pa

ra este caso [8 ], obtemos

d P =
F == - — F = 0 A.26
z 3X p Yy g ( )
onde
F =_af_; F =_a....P.‘. ; F =.a_E
z 3z P P q 0
Desta forma, a fungao =z = z(x,y), que e a solu

¢ao da equagao de Euler-Lagrange (A.26), & a fungao que extremi

2a o funcional (A.24).

A7 - Funcionais que dependem de varias ,funcoes, as quais de

pendem de varias variaveis independentes

Seja o funcional
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v [“’1’ Was W3]

F
l:x’ Y, 2z, w]_: wz) W3, plg p2, p3, ql, q2, q3’

v
> Ug, Uy, UB] dx dy dz (Ao 271)
onde
ow .
s q : ha Bwl = awi
i X 2 i Ay 2 S 9z
Wi wi(x, Vastz) B/ s . A g

Este problema variacional & uma generalizacao da

secao anterior, sendo que as fungoes g = wi(x,y,z) que extre

mizam (A.27) sao as solucoes do sistema de Euler-Lagrange.

9 d 9
R e SRR B e D o o & o 1,99
; 9x P Yy qi 9z us

(A.28)

A.8 - Funcionais que dependem de fungoes de duas variaveis in

dependentes e de suas derivadas de primeira e segunda or

dem
Seja o funcional
2 2 2
9z 9z d z 3 2z 9 z -

v [z(x,y)} = R (X 2 =D o) 3 * Bxdy 2) dxdy (A.29)

y X oy

D

A funcao z = z(x,y), que torna o funcional (A.29)

um extremo, & a solugao da equagao diferencial parcial de 4a. or

dem abaixo

; 3 82 32 82
Fz 9% Fp 3y Fq i x2 Fr 5 x93y Fs 205t ( )

3 ay



p=§—§ > q=%5 5 r=~—322 s—azz ¢ ___322
> = =
y sz oxdy °’ ay2

A equagao (A.30) & a equagdo de Euler-Lagrange pa
ra funcionais do tipo (A.29), .

A.9 - Funcionais que dependem de funcoes, as quais estao rela

cionadas entre si por meio de vinculos

A.9.1 - Analisaremos agora o problema de se determinar quais as

fungoes

Yi = yi(x) C/ i = 1,2,-..,11,

que extremizam o funcional

X

1
v [:yl’ y2’ seey yn] = i [x’ yl’ y2’ 00y yn, Yi, YE: .-.’yl"l:l dx

X

o
(A.31)

e ainda devem satisfazer as equacgoes

¢’J (x, yl’ y2’ ey yn)=0 /S TR =14 25" ooop I8 jul <=l
((S\o 3522))

As equacgoes (A.32) sao chamadas de vinculos.

Para resolver o problema variacional acima, vamos
Utilizar a tecnica dos multiplicadores de Lagrange L8 ], mostra

da a seguir.

Inicialmente, montamos um novo funcional

!

(

X J,=1
0

m
z Aj(x).¢j) dx @ArS38))

Il
<
+

v



Logo

X X
m
VA= [F HA T () F 8 ] dx = F* dx (A.34)
=7 J J
J=1
X xo
onde
" m
L T 0o () a0
J=l S
}j(x) = multiplicadores de Lagrange.
Com isto, podemos agora analisar quais as fungoes
Vo o yi(x) que extremizam o funcional (A.34), utilizando os me to

dos mostrados nas segoes anteriores, sem nos preocuparmos com

os
vinculos (A.32). Desta forma, obtemos as funcgoes yi(x) que, en
tre as fungoes admissiveis que satisfazem os vincullos (A.32), ex

tremizam o funcional (A.31).

As funcgoes Vi () Ne Aj(x) sao as solugoes do sis

tema de equagoes

e diF*, = 0 e =S
a m N
(A.35a)
¢j = 0 el = dn2 e hrm
(A.35b)
A.9.2 - Vamos analisar o problema de se obter as funcoes Vitnai=

= Yi(x) que extremizam o funcional (A.31), sabendo-se que estas

€stao relacionadas entre si por meio de vinculos do tipo

qu‘(x: y]_: y?_’ .."’yn’ Yi’ yé) 00y Y;l) =H0 c/ 18 a5 00 5m

(A.36)

Novamente utilizaremos a tecnica dos multiplica



dores de Lagrange [8 ] e para tanto montamos o funcional

] 251
v* = = *
ESST, B NoGR) @4 dx = F” dx
gl o 4
X X
° OF« SR
onde
o oo ;1 AL (x) 6.
J=1 J i

Aj(x) multiplicadores de Lagrange

De maneira analoga a se¢ao anterior, as fungSes

yi(x) e Aj(x) sao obtidas do sistema de equagSes

% d * :
Fy. S Fy! =0 IR B L) S (A.38a)
i i
6 = O ol d e B, @ (A.38b)
Notemos que as funcgoes yi(x) encontradas acima

sao aquelas que, entre as fungSes admissiveis que satisfazem os

vinculos (A.36), extremizam o funcional (A.31).

A.9.3 - Aqui desejamos obter as funcoes yi(x) que extremizam o
funcional (A.31), sabendo-se que estas devem satisfazer

-
aos vinculos

1

FJ.(_X, yl’ yZ"“’ yn, yl' yé’.'.v’yr'l) dixi= Lj ij:l,z,--"-m

(A.39)

oOnde Lj sao constantes para j = 1,2,...,m.



Os vinculos do tipo (A.39) sao chamados de isope
rimetricos,

Novamente, vamos utilizar a tecnica dos multipli

cadores de Lagrange [8 ], para tanto montamos um novo funcional

X
1 =
m
vk = F + z AJ. FJ dx = F* dx (A.40)
J=1
Xo xl
onde
m
N R D
TETC

Pode ser mostrado [8 ], que neste caso os multi

plicadores de Lagrange Aj sao constantes.

As equacoes de Euler-Lagrange para o funcional
(4.40) sao:
FE - di EA Cif 110 =l igiote s NN (A.41)
Y4 T
As funcgoes Vi = yi(x) tem como parametros Os mul
tiplicadores de Lagrange, os quais devem ser determinados pela

utilizagao dos vinculos isoperimetricos (A.39).



APENDICE B - APLICAGAO DO PRINCIPIO DA DISSIPAGAO MINIMA PARA
ESCOAMENTO NO INTERIOR DE TUBO

Estudaremos a seguir o escoamento de um fluido

. . -~ o
newtoniano e 1ncompressivel em regilme permanente no interior de

um tubo de segao constante. Vamos considerar escoamento

Laminar
e desenvolvido.
v z &’
L J
T |
Devido a simetria axial do problema Ve 0. Logo
o vetor velocidade em coordenadas cilindricas fica
- > -
v =v_ e + v e (B.1)
T Zh
onde
v_ = componente da velocidade na diregio r
v, = componente da velocidade na direcao z.
Como o escoamento e desenvolvido Vs 0 e devido

a equagao da continuidade em coordenadas cilindricas [24 ], te

mos

Vi vz(r) @2

Como v, e a unica componente da velocidade dife

fénte de zero, vamos chama-la simplesmente de v para facilitar

a notaggo.

As condigoes de contorno para este problema sao:

r = 0 - v(0)

|
<

(B.3a)

max

r = R - v (R)

]
o

(Do 3B



Desejamos conhecer o campo de velocidade v = v(r)

do escoamento no interior do tubo da figura acima, quando a v
zao em volume que atravessa a segao transversal do tubo for co
nhecida. Para tanto vamos minimizar a dissipagzo total E €q.
(3.20) ]
Pd = fcpdv (B.4)
v

e o
sujelta ao vinculo

Q = J v ds (136 5)
s
onde
Q = vazao em volume que atravessa area S
S = area da segao transversal do tubo
ds = 27rdr (elemento da superficie de area §)
Notemos que a vazao Q e constante, pois estamos

considerando escoamento em regime permanente, e portanto, o vin

culo (B.5) e do tipo isoperimétrico.

Para este caso, a funcgao dissipagao em coordena

das cilindricas [24 j fica

¢ = w(Eh? (B.6)

Substituindo (B.6) em (B.4), obtemos
L R

Pd =J J u(-g-‘ri el (B.7)
(o]

Sabemos que v = v(r) Eeq.(B.Z) ] e, portanto
(B.7) fica

Pa o f Wit (9% 2 (B.8)

De (B.5) obtemos que



R

Q = I v.27nr dr (B.9)
o

Para resolvermos o problema variacional, da mini
mizagao de (B.8) sujeito ao vinculo (B.9), vamos utilizar a téec
nica dos multiplicadores de Lagrange. Seguindo o procedimento

mostrado no apendice A, montamos um novo funcional

R

dv, 2
Pd* = [uL (E% e« 271r + Qv.27Y ] dr (B.10)

(o}

onde 2 e o multiplicador de Lagrange, que neste caso € constan

tel

A fungao v = v(r) que minimiza o funcional(B.10)

¢ a solugao da equacao de Euler-Lagrange [ver apendice A ]

aF aF

d 2
el e | T Sa
onde
F = 1integrando do funcional (B.10)
camelr gy
dr

Substituindo a expressao da fungiao F na equagao

(B.11), temos

S Fahy e o
ZUL 'CT';:' l_r H] = Qr (B.12)

Integrando (B.12), temos

dv Q 2
T dr 4yl * Coad C1 ( )
= 2 e (B.14)
v(r) = -B—U—L o i¢ + Cllnr + C2
A equacgao (B.l4) e a solucao geral do problema

“°nsiderado. As constantes de integragao C, e C, sao determina



das pelas condigoes de contorno e a constante Q@ (multiplicador

de Lagrange) @ obtida pela condigao isoperimetrica (B.9).

Aplicando as condigcoes de contorno

= )
e = 0 = ©) = W S = BRERIS
v (0) L gL - 0 * €y om0+ C, ( )
como vma tem um valor finito, concluimos que C1 =0
Q 2
r=R =P = —_— —
v(R) =T Rigs A c> 0 (156 1L6))
entao
I
C2 = 8uL R (B.17)
Desta forma a equacao (B.14) fica
A Q 2 . piea
v(r) = oL R 1 (D (B.18)

Substituindo v = v(r) da eq. (B.18) na condigZO
isoperimetrica (B.9) obtemos

R
5 Q 2 e 2
Q = 27 m R 1 (R) r dr (B.lg)
o)
efetuando a integral acima, obtemos
= LOWLIQ (B.20)
%
mR

Substituindo (B.20) em (B.18), temos

2
2
v(r) 161ﬂZQ . ;ZL T (%) (B.21)
mR o
v(r) = ﬂ% 1 - (%)2 (B.22)

TR



Sabemos que a relagao entre vazao (Q) e
de média (V) & dada por

Substituindo (B.23) em (B.22), resulta que

v(r) = 27 1 (%)2

Utilizando a condigao de contorno (B.3a)

que 2 V = V .
max

velocida

(B.23)

(B.24)

obtemos



APENDICE C - APLICAGAO DO CONCEITO DA DISSIPACAO MINIMA NA ANA
LISE DE CIRCUITOS ELETRICOS

Este apendice tem o objetivo de ilustrar a obten
gao das relacgoes entre as correntes que passam por cada resistor
e a corrente total que passa pelo circuito, atraves da aplicaggo
do conceito da dissipagao minima. Isto & feito com a finalidade

de compararmos com o escoamento de fluidos.

Consideremos o circuito eletrico simples, consti

- - - .
tuldo por tres resistores em paralelo como mostrado na figura
abaixo.

I,
Va I I
e i R Ve
2
[s
® Ry

Vamos admitir que os resistores possuem TrTesisten

cias R;» Ry e Ry conhecidas e que Vs e a diferencga de po
tencial entre os pontos mostrados na figura acima. Queremos de
terminar quais as correntes que passam por cada um dos resisto

res. Para tanto, vamos minimizar a potencia total dissipada pelo

circuito

PT = R1 I1 & R2 12 + R3 13 (€ o 1L)

sujeita ao vinculo
ICEC e R, < (€5 2)
Para resolver o problema formulado acima, vamos

utilizar a tecnica dos multiplicadores de Lagrange. Esta téecnica

diz que devemos montar uma nova fungao

* 2 2 2 ;
= Q - - I - I (C-B)
PT RlIl + R212 + R313 + (I I, 2 3)

onde @ @ o multiplicador de Lagrange. Na equagao (C.3) a fungao



* :
P I I . G Qo iz

T e dependente das variaveis independentes 1o Yoo Ly =
nimizando (C.3), obtemos
2R T IO (csay)
2R = o 0 (C.4Db)
2SR N R RO (C.4c)
oS ity D Ty G I, (c.4d)

Substituindo (C.4a,b,c) em (C.4d), temos

o i e T T 1
. e ) (C.5)

S| 1 1
SRR e - (Ee6)

Substituindo (C.6) em (C.5), resulta
o= 2 e ) (c.7)

Substituindo (C.7) em (C.4a,b,c), obtemos

1, - R_R‘ﬂ I (C.8a)
1
15 PR | (C.8b)
2
1, = 41 (C.8¢c)
3
Atraves do sistema de equagoes (C.8a,b,c) : pode

mos obter as correntes Il, I2 e 13 desde que saibamos o valor



da corrente I. Notemos que a lei de Ohm nao foi utilizada e que
o concelto de diferenga de potencial nao apareceu. Devemos enfa
tizar que o metodo apresentado neste apendice e valido para c1Ir

cuitos malis complexos com resistores em serie e paralelo.
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