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SUMARIO

O objetivo deste trabalho consiste numa investigacdo tedri-
ca do problema do espalhamento de ondas eletromagnéticas planas
em incidéncia obliqua sobre uma configuracao cilindrica de plasma
magnetizada longitudinalmente.

A solugao analitica foi determinada e os resultados numéri
cos, para o caso de polarizagao normal, foram obtidos num computa
dor IBM 1130. Como consequéncia, foram tracados os diagramas de
espalhamento para varios valores dos parametros caracteristicos,
mostrando sua assimetria em relagao a diregao de incidéncia.

Foi considerado, outrossim, uma possivel aplicagao dos 5e

sultados na determihaééo das propriedades de um plasma.
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PREFACIO

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo sisﬁemé
tico da teoria do espalhamento de ondas eletromagnéticas em plas
mas cuja configuragao, por uma questao de simplicidade na formula
¢ao matematica e crescente aplicagao pratica, foi considerada de
forma cilindrica circular.

No capitulo I fazemos uma breve apresentagdo da situagdao a
tual do assunto e dos objetivos a serem alcangados no trabalho.

No capitulo II apresentamos um resumo dos conceitos basicos
da teoria eletromagnética necessarios para o desenvolvimento da
teoria do espalhamento de ondas eletromagnéticas. Assim é& que, par
tindo das equagoes de Maxwell e de outras equagoes basicas, apre
sentamos, por exemplo, o teorema de Poynting, as condigoes de con
torno e o conceito de polarizagao. Deduzimos a condigao de irra
diagcao de Sommerfeld e aapresentamos como condigao basica para a
determinagéo dos campos espalhados.

No capitulo IIT apresentamos as propriedades eletromagnéti
cas de um plasma. Partindo da definigao de plasma, e usando as e
quagoes de Maxwell, deduzimos o tensor permissividade para o plas
ma, permitindo o seu tratamento como um meio dielétrico. Os efei
tos de colisoes e de temperatura foram considerados.

No capitulo IV apresentamos a teoria para a propagagao de
ondas eletromagnéticas em um plasma cilindrico de secgdo transver
sal arbitraria. Obtivemos um par de equagoes diferenciais de se
gunda ordem acopladas para as componentes longitudinais dos cam

pos eletromagnéticos no plasma. Concluimos a possibilidade de pro
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pagagéo de modos de carater hibrido no interior do plasma. As ex
pressoes gerais para as componentes transversais dos cémpos em
fungao das componentes longitudinais foram determinadas.

No capitulo V apresentamos o tratamento da teoria de propa
gacao de ondas eletromagnéticas em uma regiao cilindrica circu
lar., Deduzimos as expressoes das componentes dos campos no inte
rior do plasma e dos campos espalhados fora do plasma.

No capitulo VI apresentamos a Teoria do Espalhamento das On
das Eletromagnéticas incidindo obliquamente sobre um plasma cilin
drico magnetizado. As componentes dos campos incidente e espalha
do foram determinadas a partir das condigoes de contdrno e, em se
guida, determinamos a expressao da secgao transversal total de es
palhamento. Foram considerados os casos particulares de campo mag
nético dc zero e infinito.

No capitulo VII consideramos o caso de incidéncia normal.Pa
ra este caso particular obtivemos a expressao da secgao transver
sal total de espalhamento e usando um computador IBM-1130 traga
mos os diagramas de espalhamento.

No Gltimo capitulo intitulado "Resumo e Conclusoes" discuti
mos, de uma forma geral, os resultados obtidos no trabalho.

Incluimos, em apéndices, um resumo das Fungoes de Bessel e
das Fungoes Potenciais bem como os programas de computador wutili
zados.

Finalmente, externamos Os nossos agradecimentos aos membros

da Banca Examinadora e d Administragao da Escola Federal de Enge

nharia de Itajuba.
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CAPITULO I

CONSIDERACOES INICIAIS

Q espalhamento de ondas eletromagnéticas planas, em varios
tipos de materiais de formas diversas, foi estudado por varios
pesquisadores. Em particular, Waificonsiderou o espalhamento de
ondas eletromagnéticas com incidéncia arbitraria sobre um dieldé-
trico de forma cilindrica, tendo considerado as solugoes aproxima
das para os campos- espalhados em regioces distantes, no caso de ci

lindros com didmetros pequenos relativamente ao comprimento de on
da do sinal.

Neste trabalho & apresentado o estudo do espalhamento de on
das eletromagnéticas planas com incidéncia obliqua sobre uma es
trutura cilindrica de plasma.

A escolha da forma cilindrica para a configuragao do plasma
€ devido tratar-se de uma configuracao muito encontrada em proble
mas praticos e de soiuééo particularmente simples em termos de
funcoes de Bessel. As propriedades de um plasma cilindrico sob a
agao de um campo magnético estatico aplicado axialmente sao apro
ximadamente descritas por uma constante dielétrica tensorial, sen
do possivel resolver o problema do espalhamento, nesta configura
gao,uséndo as equagaes de Maxwell.

Dois tipos de polarizagéo para a onda plana incidente podem
ser considerados separadamente, no tratamento do problema de espa

lhamento, as polarizagoes normal e paralela ao plano de incidén

cia sendo oOs resultados para o caso de polarizagéo arbitraria de



terminados a partir destes casos.

O espalhamento de ondas planas em uma coluna de plasma ani
sotropica, no caso de incidéncia normal, foi estudado por
Platzmann7, que considerou os campos eletromagnéeticos indepen
dentes da coordenada axial z. Neste caso podem existir separada-
mente modos TE e TM no plasma anisoﬁrépico. No caso de incidéncia
obliqua nao podem existir modos TE e TM puros; eles aparecem aco
plados e s3o chamados de modos hibridos.

Neste trabalho obtém-se, como caso particular, as expres
sOes para os campos eletromagnéticos dentro e fora do plasma, jun
tamente com a expressao da secgao transversal total de espalhamen
to, no caso de polarizagao normal ao plano de incidéncia.

A secgéo_transversal total de espalhamento foi calculada nu
méricamente em fungao de varios parametros, no caso de incidéncia
normal, e os diagramas de espalhamentos apresentados na forma po
lar. A presente anidlise tedrica mostra que a secgao transversal
de espalhamento depende do angulo de incidéncia, da frequéncia de
plasma e do campo magnético dc aplicado. Resta ainda assinalar a
importancia pratica do conhecimento dos campos espalhados na de

terminagao de algumas caracteristicas dos plasmas, como, por exem

plo, densidade e frequéncia de colisao.



CAPITULO II

REVISAO DE CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O objetivo deste capitulo & apresentar um resumo dos concei
tos basicos necessarios para o desenvolvimento da teoria do espa

lhamento de ondas eletromagnéticasl.

2.1 - EQUACOES BASICAS

Do ponto de vista matematico, a teoria eletromagnética con
siste de um conjunto de equagOes que estabelecem determinadas e
lagCes entre diferentes funcoes escalares e vetoriais.
O campo eletromagnético € caracterizado pelos dois vetores
-> o> - 3 =i .
e e h, campo eletrico e campo magnetico, e pelos dois outros veto
- by - . - . :
res d e b, densidades de fluxos eletrico e magnetico, respectiva
mente. Por outro lado, a presenca de cargas elétricas e caracteri
zada pela densidade de carga volumétrica p e o movimento destas
- - _?
cargas e expresso pela densidade de corrente j.
As equagoes de Maxwell estabelecem as relagoes entre estas
diferentes grandezas. No estudo de propagagéo de ondas eletromag
- . ; . e - N ~
néticas em um sistema, em principio, as equagoes de Maxwell podem
ser tomadas como ponto de partida. No sistema de unidades MKS ra

cionalizado, elas se escrevem:

-> > i
Vxe -3b/at (# o dL)

Vxh = J+3d/at 22



=
>
V'b = O L (2.3)
Ved = p (2.4)
onde, as letras minGsculas representam os valores instantaneos

das quantidades eletromagnéticas.
Os fendmenos que serao tratados se processarao em meios que

possuem permissividade elétrica € e permeabilidade magnética u ,

tais que:

—)
d=c¢ 2 (255))
e
> >
b'=u"h (2.6)
Estes parametros € e p sao constantes caracteristicas do

meio. No ar, meio homogéneo, linear e isotropico, tem-se

12

Ef.=TE s 8,85 10 Farad/m (2:57)
e
5 . =/
Wy =Nl = 47 10 Henry/m (2.8)
Um plasma, sob a agao de um campo magnético estatico, com

porta-se como um meio com anisotropia da permissividade elétrica
*Z, que assume O carater tensorial, ao mesmo tempo que a permeabi
1idade magnética p permanece escalar e proxima de Moo

As equagoes de movimento,
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X
S
e o (o) v = -N PS -r13x§ -V (2.9)
ot 1=
> > 2 = o -
com B, = B + b, onde ﬁo € o campo estatico, e a de continuidade
S ap

serao também usadas no desenvolvimento do trabalho. n, na equagéo
(2.9), corresponde a relagao entre a carga e a massa do elétron e
v a frequéncia de colisao.

Todas as quantidades apresentam um valor médio mais uma pe
quena perturbag¢ao, que & fungao senoidal do tempo:

Fo(r,9,2,8) = F_(r,4,2) + E(r,6,2) e (2.11)

sendo as perturbacoes de natureza ondulatdria, tal que F(r,¢,z) &
da forma:

e (2.12)

F(r,¢,2) = F(r,¢) e
onde iB & a constante de propagagao ao longo do eixo longitudinal
do sistema.

No caso em que as quantidades variam senoidalmente no tem
po, as equagBes de Maxwell, eqgs. (2.1) a (2.4), sao escritas nas

formas:

- >

VXE = -iwB (2.13)
- > ->

VxH = J+iwD (720 )
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Vo = (1) : (72 1L5))

VD = p ' ; (2.16)

onde todas as quantidades sao fungoes complexas espaciais, mas

nao fungdes do tempo.
Neste trabalho consideraremos, ainda, sinais de pequena am

plitude de tal forma a linearizar as equagoes.

2.2 - A EQUACEO DE ONDA PARA MEIOS HOMOGENEOS, LINEARES E ISOTRO-

PICEOSH

As equacgoes de Maxwell, relacionando os campos elétrico e
magnético possibilitam descrever os fendmenos de propagacao de on
das eletromagnéticas.

Considerando um meio sem cargas e sem correntes, homogéneo,
isotropico e linear para o qual e e u sao constantes, resulta pa-

ra o rotacienal dal eqess(213)8:

-
VXVXE = —-iwpVxH

-> 2 i ->
V(VeE) - V°E = - iwuVxH (2:17)

Ccombinando as egs. (2.14), (2.16) considerando p = 0, e (2.5

vem:

VeBl + kel =10 (%) L))
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Analogamente, obtemos para o campo magnético a equagao de onda:

<

oo A A = (2.19)
onde,
k = w vue = w/c (2.20)
e c¢c = 1/Yue & a velocidade da luz no meio.
As egs. (2.18) e (2.19) sao conhecidas como eguagcoes de
Helmholtz.

2.3 - O TEOREMA DE POYNTING.

E possivel, das equagces de Maxwell, deduzir expressoes pa
ra as densidades de energia a serem atribuidas ao campo eletromag
nético. As equagOes de Maxwell sao substituidas nas expressoes do

segundo membro da identidade vetorial:

Ve (exh) = he (Vxe) - e- (Vxh) (2.21)

Resulta:

-5 -)
SescRil s U9, B ad (2022)

Ve (exh) 3 =

A eqg. (2.22) pode ser escrita na forma:

2 2 .
) ee“+uh
S (-ELTSL——) (205219)



=g
Definindo as quantidades
w = = (ce’+uh®) | (2.24)
a eq. (2.23) pode ser escrita na forma:
Ves = —e+3 - 3w/t (2.25)
onde o vetor
S = exh (2.26)

& chamado de vetor de Poynting.
Considerando uma regiao do espago de volume V limitada por
uma superficie fechada s, fig. 2.1, a eq. (2.25) e escrita como:

J(v-g) av = - J 2.3 av - f% J w dv (2.27)
Vv Vv

é Seh ds = - I e+3 av - é% J w av (2.28)
S v \Y

A eqg. (2.28) & o Teorema de Poynting, onde:

= vetor unitario normal a superficie S.

jo})

decréscimo com o tempo da energia eletromag

= JL J w av
ot v

netica total armazenada no volume V.

= I g.j dV = decréscimo com o tempo da energia cinetica
o 3

no interior do volume V, quando sao conside
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Fig. 2.1 - Volume V limitado pela superficie S. Deducao do Teore-

ma de Poynting.

radas cargas em movimento.
> o ATl 5 B

# s+n ds = fluxo de potencia eletromagnetica penetrando

no volume V atraves de S.

- F 2 - == - 3
O valor medio do vetor de Poynting instantaneo s, € obtido

a partir das representacoes complexas, como:

1 > >
R E P =R (ExE™) (2.29)

bnde ﬁ* representa. o conjugado de H.
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2.4 - CONDICOES DE CONTORNO PARA OS CAMPOS ELETROMAGNETICOS.

Os problemas de espalhamento de ondas eletromégnéticas que
consideraremos neste trabalho, 550 todos com contornos classicos,
envolvendo a propagacac de sinais nas vizinhangas de .condutores
metalicos ou paredes dielétricésf'Vamos considerar a superficie

de separagao entre duas regioces 1l e 2, com constantes €17 Hyr O

€ €51 Uyr O, ((2ealE1s e o
Regiao 1: (sl s s 01)
Fig. 2.2 - Superficie de separagao entre os meios 1 e 2, para a

plicacao das condigdOes de contorno.
As condicoes de contorno sobre a superficie S, sao:

Cond. 1 - Continuidade das componentes tangenciais dos cam

pos eléetrices:

-~ > > .
nx(E2—El) = [0 (2..30})
cond. 2 - Descontinuidacde das componentes tangenciais dos
campos magnéticos:
= =3 R A )
nx(Hz-Hl) = JS (:2:.:338)
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onde, 4

-> . - . A
Js = densidade de corrente na superficie S.

Cond. 3 - Continuidade das componentes normais do vetor den

sidade de fluxo magnético:

2 l) =0 (2.32)

Cond. 4 - Descontinuidade das componentes normais do vetor

densidade de fluxo eléetrico:

> >

ne (D —Dl) =N0] 22313

onde,

o = densidade de cargas na superficie S.

2.5 - POLARIZACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS.

Em uma onda eletromagnética, a orientacao do vetor campo E
létrico define a polarizagao elétrica da onda e a orientagao do
vetor campo magnético define a polarizagao magnética. Existem
trés tipos de polarizagao: polarizagao linear, polarizagdo elipti
ca e éolarizagéo circular, muito embora todos os tipos de polari
zacdo sejam casos particulares da polarizacdo eliptica. Nesta se

qao nos referiremos a polarizagao elétrica sendo os resultados a

plicaveis 3 polarizacgao magnética.
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2.5.1 - Polarizagao Linear
Neste tipo, o campo elétrico encontra-se em qual-
quer instante na mesma diregao. A projegao da extremidade do ve
tor campo elé#rico descreve uma reta sobre um plano normal a dire
¢ao de propagagao a medida que a onda se propaga. Esta condicao
resulta da superposicao de ondas com os campos elétricos na mesma
diregdo ou em diregoes diferentes mas em fase.
Considera-se dois tipos de polarizacao linear: a jsle]
larizagao linear vertical, em que o campo elétrico & vertical a u
ma superficie de referéncia, comumente a superficie terrestre e a
polarizagao linear horizontal, em que o campo elétrico & horizon

tal a superficie terrestre.

2,5.2 - Polarizagao Eliptica

Neste tipo, a projegao da extremidade do vetor cam
po elétrico descreve uma elipse sobre um plano normal & diregao
de propagagao & medida que a onda se propaga. Resulta da combina
cao de duas ondas planas uniformes de mesma frequéncia, propagan
do-se na mesma direéaé, tendo os campos, fases, amplitudes e orien
tacoes diferentes mas nao arbitrarias. Para entender este tipo de
polarizagao, vamos considerar duas ondas planas uniformes propa
gando-se na diregao +z em um dielétrico perfeito e decompor oS
campos elétricos nas diregdes x e y. As duas componentes na dire

gao x produzem uma onda do tipo:

AN ExO cos (wt=kz) (2.34)

As duas componentes na diregao y adicionam-se para

produzir uma onda com amplitude e fase diferentes da onda da com




o

ponente X:

e =FE -kz+ . ' '
7 T B cos(wt‘kz ¢) ‘ | .'(2.35)

Em qualquer plano ﬁormal d diregao de propagagao ,

por exemplo, z = 0, as egs. (2.34) e'(2.35) se escrevem:

®
Il

Ek cos wt
e = Ey cos (wt+¢)

gue sao as equagoes paramétricas de uma elipse.
Portanto, a projegao da extremidade do vetor campo
elétrico traca uma trajetdOria eliptica em um plano normal & dire

¢ao de propagacao (fig. 2.3).

dlregdo de rotagao

1

wt= Sr/é s
‘\Q} = 7n/b4
____@Eﬂ( ]&Eﬂm__
y
wt=3ﬂ/}‘\\\ = wt=n/4
= —
wt=m/2

B g0 213 = Vetor (campo elétrico para uma onda polarizada ellotica

mente.
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2.5.3 - Polarizacido Circular

E um caso particular da polarizacio eliptica (como

também o & a polarizagdo linear), em que:

Neste caso, a elipse reduz-se a um circulo e a pola
rizagao e dita circular.

E costume distinguir-se dois tipos de polarizagao
circular: polarizagao circular para a direita, ¢ = m/2, e para a
esquerda, ¢ = - /2, de acordo com o sentido de rotagao do vetor
campo elétrico, no sentido ou em sentido contrario ao movimento

dos ponteiros do relodgio.

2.5.4 - Representacao Complexa de uma Onda Polarizada
Escrevendo as egs. (2.34) e (2.35) na forma comple
xa, mostra-se que a representagéo geral de uma onda elipticamente
polarizada propagando-se na diregao +z, em um dielétrico perfei
to, na forma complexa, e:

+ii—:’2) e 1kZ (2.36)

E = (B
= 1
onde El e E2 sao dois vetores reais, em geral nao mutuamente per

pendiculares:

e3]
Il
=
N)
+

1 o Eyo Cos¢ y
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E, = E y
5= g sen¢ Y
No caso de polarizagado circular:
3 . 2
E = B (R R e Rk (2.37)
No caso de polarizagao linear:
T - - ~ikz
E = (B, o %+E (SR Re (2.38)

2.6 - TIPOS DE ONDAS ELETROMAGNETICAS QUE SE PROPAGAM EM UMA ES-

TRUTURA GUIADA,

Qualquer configuracao de campos eletromagnéticos em uma es
trutura guiada deve satisfazer as equagoes de Maxwell e as condi
¢oes de contorno impostas. Cada configuragdo de campo satisfazen
do estas condigoes caracteriza um modo possivel de propagagac. U
ma analise dos possiveis modos que podem existir em uma estrutura
guiada revela que eles pertencem a um dos tipos fundamentais se
guintes:

a) Ondas TM

Sao modos cuja Gnica componente longitudinal (na direcao
do eixo da estrutura) de campo & dada pelo campo elétrico da onda
(E, # 0). Isto significa que nao existem componentes de campo mag
nético ao longo da diregao de propagagao que coincide com a dire

cao do eixo z (H, = 0).

b) Ondas TE

S3o modos cuja Gnica componente longitudinal & a do cam
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po magnético da onda (H, # 0; 5, = 0o

c) Ondas hibridas

Sao ondas que apresentam as componentes longitudinais
dos campos eletrico e magnético acopladas, conforme é apresentado
nas eqs. (4.19) para o caso de um plasma sob a agao de um campo

magnético estatico aplicado axialmente (Ez # 0 H, £ 0)) %

2.7 - SOLUCOES PARA AS EQUACOES DE ONDAS ESCALAR E VETORIAL NAO

HOMOGENEAS. CONDICAO DE IRRADIACAO.

Nesta segao, vamos apresentar uma derivagao da solugao par
ticular para a equacao de onda escalar nao-homogénea, e, dai, pa
ra a equac¢ao de onda vetorial nao-homogénea. Vamos nos limitar ao
caso mais simples onde as distribuicdes dadas de J e p estao loca
lizadas em uma regiao finita no espago livre. A técnica matemati
ca necessaria para resolver este problema, utiliza o teorema de
Green que, pode ser deduzido do teorema da divergéncia de Gauss.
O teorema da divergéncia afirma que, uma fungao vetorial arbitra
ria F possuindo as primeiras derivadas continuas em uma regido V

limitada por uma superficie S, satisfaz a
£ys £ - i
J VeF dV = # (F+n) ds (21339
\% S

onde n representa o vetor unitario normal a dS e orientado para o

exterior. Se fazemos:

S -
F = Fl = ¢1'V¢2 (2.40)
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onde ¢, e ¢, sao-duas fungdes escalares, entdo:
e 2
VeF, = Vo, - Vo, + 6,79, (2.41)
> ~ a¢2
IR O S (2.42)
e dai:
i 2 )
fv (Vo, * Vo, +¢,V70,) dv = és ¢ 5o ds (2.43)

. 3 . 3 . -+
A continuidade das primeiras derivadas de F

implica que as

1
primeiras derivadas de Ql e ¢2, e as segundas derivadas de ¢2 de
vem ser continuas dentro de V. A eqg. (2.43) & conhecida como al
Primeira Identidade de Green.
Se escolhemos
B = a4
F F, ¢V 9y (2.44)
entao:
2 99y '
f (Vo * Vo, + $,9,) AV = § e, == ds (2.45)
v S
Tomando-se a diferencga das egs. (2.43) e (2.45), obtém-se a

Segunda Identidade de Green:

99, 39,

D, 2
= ad = eesamtn | = i
JV (6,V7, ¢2? $,) av # RS s iy ) €8 (246D

S
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A eq.-(2,46) € também comumente conheciéa como Teorema de
Green.

Consideremos agora uma regiao limitada éor uma gfande esfe
ra Sl dentro da qual existe uma dada distribuicao de cargas com
densidade p. O problema consisteu;m'achar a fungao potencial ¢ de
finida pela eq. (B.7) em um ponto de observagao P'(x',y',z"'), co
mo mostra a Fig. (2.4),.devido a esta distribuigéo continua de

cargas.

P(X’Ysz)

;
» .
;\\\ 24 2

y
> =
- N\ 0 J 1 S
¢
Fig., 2.4 - Yelume V limitado pela superficie S, para aplicagao do

Teorema de Green.

Vamos identificar ¢l na eq. (2.46) como sendo nossa fungao
-ikR
potencial ¢; para ¢,, escolhemos a fungao: ¢, = ——— onde R e a

distancia do ponto de observagao P' ao ponto variavel 1S )
dentro de Sl'
Uma vez que a fungao ¢2 e suas derivadas sao descontinuas

em P' (ou, ponto R = 0), nao podemos aplicar o teorema de Green

diretamente a toda a regiao dentro de Sl‘ Suponhamos agora que a
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regiao V & modificada tal que seja limitada exteriormente por S
e interiormente por 52 ' uma pequena superfigie esférica en
volvendo P'. Nesta regiao, entao, o teorema de Green, com 9; € ¢,
assim especificados, pode ser aplicado sem qualquer restrigao.Subs

titui-se cpl e ¢2 na eq. (2.46), resultando:

J p_f_—ﬁ dv. = ¢ o) (ﬂ) s il_k_R b ds (2.47)
v edmR S48 on 4TR 4TR 93n 3
1S

A integral de superficie consiste de duas integrais, a se
rem determinadas, respectivamente sobre Sl e 52. Uma vez que S1 &
S, sao completamente arbitrarias, uma simplificagao consideravel
> 0. Nao e dificil mostrar que ,

resulta, se fazemos Sl > ® @ 52

quando S. > 0:

2
lim 5 e—ikR e-ikR 36
- A P W e e — [ ! 1
S?. i (};S [d) on ( 4R ) 4R BIJ e ey W08 (200

A integral de superficie calculada sobre Sl necessita algu

ma discussao. Quando o raio de Sl torna-se muito grande, a inte

gral pode ser escrita:

[ 56 e—ikR e—ikR
- (2L + ikg) S+ ¢ ]ds:
és oR 47R 4TTR2

1l

e Sl § o~ 1kR {R(-g—% + iké) + 4»] an
=i
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onde.d? & o angulo solido diferencial subentendido por dS de P',

Assim, a integral tera limite zero, se comportar-se tal
que, gquando Sl S-Scols
- lim
r > o (Rd) = finito (2.49)
lim 96
r + oo R(== + ik¢) =0 (2935.0))

oR

A condigao definida pela eq. (2.49) é referida como regula
ridade no infinito, e a condigao definida pela eq. (2.50) & chama
da condicao de irfadiagao de Sommerfeld. Entao, se ¢ satisfaz a
estas duas condigées no infinito, a integral de superficie calcu
lada em S. nao contribue a nada. O potencial em P' (x',y',z') pas

1

sa a ser simplesmente dado por:

L o(x,y,2) e—ikR
» 1 1 — 1 &
¢ (x',y" 2" SWG== f = av (25589
\%
onde:
1/2
2
R = [(x-x1)2 + (y-y") % + (z-2")7]
E conveniente, as vézes, usar as coordenadas (x',y',z') co

mo variaveis de integracgao, e, as coordenadas (x,y,z) para o pon

to de observagao; resulta, entao, para a eq. (2.51), a seguinte

forma:

e—ikR
av' (292

l (Xl ! zl
6 (x,y,2) = 7 [v s ’R)
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Pode-se verificar que a solugao para a eq. (B.7) tal como
é definida pela eg. (2.52) ndo satisfaz, na verdade, & condigao
da regularidade e a condigao de irradiagao de Sommerfeld. O resul
tado final é,_ portanto, consistente com as consideragoes baseado
nas quais ele foi deduzido. Talvez seja digno de referéncia que,
quando k > 0 ou A > », a eq. (2.52) reduz-se a expressEo familiar
do potencial eletrostatico devido a uma distribuigao continua de
cargas com densidade de carga igual a p. Em um problema eletromag
nético, no entanto, nao devemos interpretar ¢ como tendo o mesmo
significado que o potencial eletrostatico. Isto & obvio, do exame
da eq. (B.3) onde ¢, somente, nao &€ suficiente para determinar B
De fato, em um problema eletromagnético, o vetor K esta mais inti
mamente relacionado com f e ﬁ, mateméticamente,. do que ¢.

Por um procedimento semelhante, pode-se integrar a eq. (B.6)
considerando-se cada componente daguela equag¢ao cCOmMO uma equagao
de onda escalar nao ﬁomogénea. Resulta, entao:

-ikR

R = "'J"J ixylezl) e av' (2.53)
L v R

Importa assinalar, contudo, que somente em coordenadas car
tesianas, & possivel associar A como sendo contribuido por J_ e
etc.. Em um sistema curvilineo geral, nao existe uma tal relagao

. - -> . s
simples. Por exemplo, se J e A sao expressos em um sistema de co

ordenadas esféricas, entao, A, em geral, tera contribuigoes de

>
todas as trés componentes de J.
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2.8 .~ ESPALHAMENTO DE ONDAS PLANAS

Em um objeto colocado num campo eletromagnético, sao induzi
das correntes de deslocamento e condugdo, de forma a produzir cam
POs, que juntamente com o campo incidente original Ei’ satisfazem
as condigSes de contorno na superficie do objeto. No caso das on

das secundarias nao interagirem com a fonte de irradiagao, entao
E, = E, +E (2.54)

onde, Et € o campo total ou difratado e Ee & o campo secundario
ou espalhado.

A solugao matematica de um problema de espalhamento envolve
0 calculo dos vetores campos totais em todo o espago: Os campos in
cidentes especificados sao, entao, subtraidos dos campos totais a
fim de obter-se os campos espalhados.

As propriedades do espalhamento de um objeto s3o caracteri-
zadas pela seccao transversal de espalhamento. Para um objeto de

forma cilindrica, tem-se:

I
S (2.55)

onde, 0 & a secgao transversal total de espalhamento por unidade
de comprimento de um objeto cilindrico, ge é a densidade de fluxo
de poténcia espalhado a uma distancia r e §i € a densidade de flu
xo de poténcia em uma onda plana incidente.

Em termos dos campos eletromagnéticos, a eq. (2.55) & escri

ta como:




)=

5.
o = lim 27r e2 (2.56.a)
r > o IE, |
b
2
|, |
= lim 2mr —— (2.56.b)
r -+ o |, |

A expressao (2.56) serad usada neste estudo para a determina

da secgao transversal total de espalhamento.
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CAPITULO III

PROPRIEDADES ELETROMAGNETICAS DO PLASMA

3.1 - 0O PLASMA8’9.

O termo PLASMA é& usado em Fisica para definir um estado io
nizado. Como exemplos podemos citar as estrelas onde existem plas
mas com ionizagdo intensa, e as lampadas neon, as valvulas a gas
e o fogo, onde sao encontrados plasmas com baixa ionizagao.

Grande parte dos primeiros trabalhos em plasmas referiram -
se a plasmas com baixa densidade de ionizagéo, para os quais os
movimentos das particulas sao governados, principalmente, por pro
cessos de colisao. Hoje & possivel produzir no laboratdrio, plas
mas com elevada densidade de ionizagdo para os quais os fendmenos
de colisCes tornam-se menos importantes.

Os principais elementos que constituem um plasma sao
eletrons, particulas neutras e ions.

Nesta anélise‘cénsideraremos sempre um plasma ideal, consti
tuido por um gas parcialmente ionizado que, na auséncia de pertur
bagdes, & eletricamente neutro. Consideraremos as seguintes hipo

teses simplificadoras:

(a) Velocidades térmicas dos eletrons despreziveis. Esta a
proximacao pode ser considerada boa, pois as velocidades da onda

sao muito maiores do que as velocidades térmicas médias.

(b) Movimento dos ions despreziveis. Em frequéncias baixas
esse movimento & importante, mas como consideraremos frequéncias

de microondas esta aproximagao pode ser considerada boa.
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(c) Fenomenos de ionizagdo e de recombinagao despreziveis.

A propriedade basica que define um plasma & ser constituids
por um meio eletricamente neutro. Se nao fosse neutro, aparece-
riam forcas Coulombianas com intensidade suficiente p;ara afastar
0s eletrons ou os ions, de modo a restaurar a neutralidade. Se ¢
plasma for constituido por n atomos por unidade de volume e o
grau de ionizacao for tal que existam ng eletrons e n, ions, &
condigao de neutralidade requer que né = n,. O grau de ionizagac

1

€ definido pela relacgao:
= 1‘
o ni/ne (3.,_.

Talvés o processo fisico do tipo plasma mais importante
ocorre no universo sao as reagoes termonucleares nas estrelas.
ma estrela & constituida por um plasma aproximadamente esféric:
com elevada densidade, cuja forma é mantida por forgas gravitacic
nais muito intensas sendo a temperatura suficiente para manter
ma reagao de fusao constante. O Sol, por exemplo, g constituld
por um plasma de hidrogénio no qual a reagao de fusao converte
drogénio em hélio mais energia. Sendo nao homogéneo, o Sol ocasi.
nalmente emite para a Terra certa quantidade de plasma e irradi
¢ao eletromagnética, produzindo alguns fendmenos terrestres nac
comuns como, por exemplo, interrupgoes dos sistemas de comunic
cao terrestres.

Existem varios plasmas importantes ligados a Terra. Na £ig.

Yol BEE apresentados algumas regices nas vizinhangas da Terra cc

densidade de plasma elevada.
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Zona de irradiacgao]
interna.
N

7
Ionosfera

Terra =

Linhas de campo —
magnetico da Ter
Ta,

Fig, 3.1 - Distribuicgzo de plé.smas nas regioes proximas da  Ter-
Ta.

A zona externa de irradiacao é formada por plasma provenien
te do Sol e sua forma e intensidade dependem das atividades do
Sol e dos ventos solares. A medida que o plasma encontra-se mais
proximo da Terra, n;ai_s & influenciado pelo campo magnético Eerres)
tre, resultando no seu confinamento em zonas com formas de bana-
nas envolvendo, eventualmente, a Terra (fig. 3.1).

Nos polos a intensidade do campo magnético & maior, e  por
tanto, o mox.rimento das particulas ao longo das linhas de campo
magnético sao convertidas em movimentos orbitais nas proximidades
dos polos. Quando o ca'mpo magnético & muito intenso, o movimento
longitudinal desaparece sendo a particula refletida. Se o plasma
vindo do Sol entra ao longo dos polos, nao & confinado, e se movi

menta ao longo das linhas de campo, dando origem a correntes e

campos muito intensos. Estes campos dao origem a tempestades geo
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magnéticas, ou flutuacdes no campo magnético da Terra, resultan
do, da interagao das particulas de plasma com as parﬁiculas atmos
féricas, um brilho vermelho chamado "auroras boreais".

A zona de irradiagao interna, mais proxima da Térra, é devi
da ds particulas de origem galdticas com velocidades elevadas.
Estd localizada no limite externo da atmosfera sendo atribuida
aos raios cosmicos que d3ao origem a pares protons-—-eletrons confi-
nados pelo campo magnético da Terra.

A ionosfera @ um plasma localizado na parte superior da at
mosfera sendo originada pelas irradiacoes ultravioleta provenien-—
tes do Sol. Sendo essencialmente n3ao homogénea, suas caracteristi
cas variam do dia para a noite; como propriedade principal refle
te sinais de baixa frequéncia, sendo, portanto, Util para comuni
cagoes terrestres a grandes distancias.

Existem varios outros plasmas locais na atmosfera. Por exem
plo, meteoros entrando na atmosfera criam rastros de vapores ioni
zados que podem ser usados com a finalidade de comunicagao. Nor
malmente estes rastros tém a forma de uma coluna cilindrica de
comprimento infinito.

O espalhamento de ondas eletromagnéticas em colunas infini
tas de plasma sera o objeto deste trabalho.

Veiculos espaciais ao reentrar na atmosfera sao envolvidos
por uma camada de plasma. Do ponto de vista pratico este problema
& importante visto que o plasma podera silenciar as comunicagoes
Terra-veiculo espacial.

Muito esforgo esta sendo empregado em outros tipos de pes
quisa com plasma, tais como reagao de fusao controlada para gera

cao de poténcia, geragao de poténcia por magnetohidrodinamica,
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propagagao de sinais em plasma, etc. (3.1).

3.2 - O TENSOR PERMISSIVIDADE

E conveniente no estudo de ondas eletromagnéticas em plas-—
mas o seu tratamento como um meio dielétrico. A presenga de ions
e de eletrons no plasma dao origem a correntes de convecgao qgue
devem ser consideradas na dedugao da permissividade equivalente.
Quando o plasma esta sob a agao de um campo magnético estatico se
comporta como um material anisotropico tendo a sua permissividade

um carater tensorial.

Meios anisotrOpicos sao aqueles cujas propriedades eletri
¢ . ¥ = > > -> >
cias variam com a direcao dos vetores E ou H. Os vetores D e B

~ ~ > > 2
nao sao, em geral, paralelos aos vetores E e H, respectivamente .

=) - - . s G -
Cada componente de D ou B estd, assim, relacionada linearmente as

componentes de E e H. Por exemplo,
= i 2
D, = &gy B e R R SR (82
Dy = €33 E._ + €5, E¢ + €53 E) (3783))
D, = eh; B e R R (S
Assim, de um modo geral, tem-se:
> < ->
D) = E O 1Y (3%5)
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B =% - H ; (3.6)

> - :
onde € e u sao quantidades tensoriais.
Na analise gue se segue, mostraremos que o plasma & caracte

rizado por uma permissividade tensorial. A permeabilidade & esca

lar.
No plasma, a eq. (2.14) & escrita como:
(2.14) VxH=J+ iwe_ E
A corrente total pode ser escrita em termos de uma corrente de

. 3 3 H
deslocamento, considerando a nova permissividade €, tal que:
-> A > g <> ->
J + iwe E = iw e * E (Sl 1)

Em geral existem varios tipos de particulas carregadas no
plasma sendo a corrente de convecgao a soma de todas as correntes
presentes. Representado a componente dc da densidade de cargas do

K-€simo tipo como P, r @ corrente é escrita como
K

o v (3.8)

ENaReqr (S torna=se

(3559)

iy
Il
2302

> - ’
Zp Vep Gr 1we L (NENe

o 2 ‘ o
Usaremos ‘a equacgac de movimento (2.9) para relacionar Vg a0 campo

eléetrico E; a partir da eq. (3.9) determinaremos as componentes
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do tensor €. A equagao de movimento linearizada, escrita para as

quantidades complexas, &:

iwV = -nB - n(V x B) - W (3.10)

Em seguida, escreve-se a equagao de movimento na forma de compo
nentes, em coordenadas cilindricas, considerando o campo magneti

co estatico aplicado na diregao +z, isto é:

B=B 2z (Soilil)

Tendo em vista as simplificacgdes consideradas na segao 3.1, consi
deraremos a densidade de corrente, na eqg. (3.9), devida somente

aos elétrons. Resulta:

i = - - — 3.].2
iw VvV NipES W Vg ViV ( )
_ o, _ Sisiis
iw Ve n EG + 0 Ve gy V9 ( )
1 - - ! 3.14
iw V, D vV, ( )
onde
Wy T n_Bo (SoilS)

Resolvendo o sistema de egs. (3.12) a (3.14) para as componentes

da velocidade, vem:

R m—



— e

. (iw+v) n S Wy i)
ol : 7 5 ° (3.16)
(iw+v) + W

(iwtv) n E, - w, n E

7, = g > 2 (2657
‘ (iwtv) + w
c
‘ n
VZ = —(Im EZ (3.18)
A eq. (3.9) @ escrita como:
o V + iwe_ E = iwe - B “(3.19)
o o
Entrando com as componentes Vr’ Ve e Vz na eq. (3.19) e determi

siss =
nando os elementos do tensor ¢, resulta para a representacao na

forma nonica,

€4 ie, 0
€ =-|i=1¥es £y 0 (3.20)
0 0 83
onde,
w;(iww) :
e =R 1L ar - S528)
! e iw[(v+iw)2 + wi]
2 .
wp w
€, = € (3.:22)
2 % w[(v+iw)2 + wz]

C
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w .
€3 = EO [l + mj’ (3.23)

Devemos observar que, embora os elementos €1¢r €51 © Eg tenham si
do obtidos a partir de um sistema de coordenadas particular, no -
caso cilindricas, eles sao independentes do sistema de coordena

das ortogonal adotado. A frequéncia de plasma & definida como:

p_. N
A e = 2 (3.24)
P (o)
sendo sempre um numero positivo. Os termos fora da diagonal na
exp. (3.20) definem a propriedade anisotropica do meio e mostram

que a anisotropia & devida ao campo magnético estatico aplicado.

Quando w_ = 0,
(o>
2
w
— — +____._R__-—
=l 0 “e [} 1w(v+1m)1
€ €, = 0; tem-se, assim, uma permissividade escalar e o plasma

torna-se isotropico.
No caso de ni3o serem consideradas as colisoes dos eletrons

com as particulas gasosas, as egs. (3.21) a (3.23) sao escritas

como :
w2
= o v SRS
€ > 1L qp 5 5 (:3:7925)
w- - w
C
w2 w
ok p__C
€5 €o ) ) (3.26)
w(wc - w’)
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w2
= oD 3
Eq) €s |1 5 : (3.27)
w
Deve-se observar que as exp. (3.21) a (3.23) e (3.25) a (8] 227),
sao validas para um plasma frio. No caso de um plasma quente no
qual podem ocorrer colisdes, os elementos do tensor € sao mais
complexos, tendo sido determinados por Mowerlo, e sao:
€, wz(v+iw) wzuzL(v+im)2—3w§]
> P C
= 1 + 5> = 5 5-% (3.28)
o iw[(vHie) “+ul] [(v+iw) “+w]
€ w2 w w2u2[3(v+iw)2-w21]
S22 T pESC 1 i B = (3.29)
o (uL(\)+1’u)2+u2] ‘ ]:(\)+iw)2+(92]2 :
U C k C
€5 wz 3w2u2
__=1+__(_§_._'.)_[1—————2u} (3.30)
€4 iw (v+iw L)
onde o termo u’ & dado pela expressao
T (3.31)

2
m w
c

para propagagao ao longo do eixo z, tendo sido considerada a apro

ximagao u2 << 1, K = Constante de Boltzman e T a temperatura do

gas eletronico.
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CAPITULO IV

ONDAS ELETROMAGNETICAS EM UM PLASMA CILINDRICO

DE SECCAO TRANSVERSAL ARBITRARIA

~—

4.1 5 FORMULACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo apresentaremos a teoria para a propagagao de
ondas eletromagnéticas em um plasma cilindrico, de secgao trans

versal arbitraria, como & apresentado na fig. 4.1.

Fig. 4.1 - Plasma cilindrico de secg¢ao transversal arbitraria.

O plasma considerado & suposto homcgéneo e linear. Usaremos
O sistema de unidades M.K.S. racionalizado. O eixo do cilindro e

coincidente com o eixo z.

Determinaremos a equagao de ondas, suas solugoes e as ex
pressces para as componentes transversais dos campos em fungao
das componentes longitudinais. As caractepisticas dos modos de

propagagiao no plasma serao discutidas.
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4.2 - EQUACAO DE ONDAS

Deduziremos as equagoes para ondas eletromagnéticas que se
propagam em um plasma na presenga de um campo magnético estatico
aplicado na diregao de propagagao, seguindo o procedimento de
A.B. DinizB.

A anisotropia do plasma cilindrico & caracterizada numa for
ma diadica da permissividade elétrica<g, tal que a eg. (2.5) e es

crita, na representagao complexa, como:

Dn €41 ie, 0 En
[bl= |p.| = |-te, e, 0 ||E, (4.1)
Dz 0 0 83 Ez

A permeabilidade do plasma & considerada constante e igual

-

a permeabilidade do vacuo, tal que:
B=nu H (4.2)

Podemos escrever para os campos elétrico e magnético:

E = (8 B, + 2 E)) exp (-1iB2) (4.3)
H = (¥ Hy + 2 H ) exp(=ipz) (4.4)
onde i e V¥ sao vetores unitarios no plano transversal e B & a

constante de fase segundo a diregao z.

Para o vetor deslocamento:

D= (d D. + 2 D,) exp (-iBz) (4.5)

A




o=

oy - ) 5 T
onde W € o vetor unitario da componente transversal de D.

Das egs. (4.1), (4.3) e (4.5), vem:

v

D = cARE = (496Y)

Estas relagOes seraoc substituidas nas equagoes de Maxwell,
resultando em um par de equagoes diferenciais em EZ e Hz‘
As equacdes de Maxwell no plasma, considerado como um dielé

trico, podem ser escritas na forma:

VxE=-iwb (4.7.a)
V x H= i w D " ((49S1o)
V.eD=0 . (4.7.¢)
V.B=0 (4.7.4)

onde o operador V pode ser decomposto em uma componente transver

sal V,, e uma longitudinal -iBz, isto é:

vV = VT - iBz

Usando as eqgs. (4.5) e (4.6), vem da eq. (4.7.b):
SR Wil el SR NS qp W, ol sl = iw(El Ep u - iezz X uET-fze3EZ)

(4.8)

Analogamente, da eq. (4.7.a) obtem-se:
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V x uET - iBz x uET + VT X zEz = —=iw Mg H (4.9)

Tomando as componentes transversais das egs. (4.8) e.(4.9),

eliminando-se entre si E. e H

T o obtemos:

2 - D - - 2 : o
Yl ETu = Al Ho€p2 X BIn - qr 1BVT Ez - iw p z x VT Hz =0

T
e (4.10)
H.v + i 5 = = & > s =
Yl T 1BVT Hz + iwe 2z x VT B wesz E iw uoezz X VHT 0
com (Clnalal)
2 2
Y1 = SrUGES
Da eq. (4.7Vc)
elVT-uET - iesz-(z X u) ET = 1853Ez
Tomando o divergente da eq. (4.10) e usando esta, encontra
mos:

| 2 o i
(elVT + Yle3) E, iBuwe, u H, 0 (4:51:2)

Da eq. (4.9), resulta:
V. eVH., = iBHz (4531:3)

Tomando o divergente da eq. (4.11), e a seguir usando a eq.
(4.13), a componente longitudinal da eq. (4.8) e a eq. (4.12), ob

temos:

2

2 20 ¢
(VT dL Yl) H. =i ezuon + 1Bw€2c3Ez =0 (4.14)




1
Sage
Se definirmos ¢, d, £, g, respectivamenté, como:
“ 2N
S (] (4.15)
1
2
d = Bw — § (4.16)
€ o
1 :
€2
2 o
£ =y] -0 == (4.17)
1
€€ _
| g & (2 5 : (4.18)
1
| as egs. (4.12) e (4.14) sao escritas como:
(v2 + ¢c) E. - idH_ = 0 )
T z pA
[ (4.19)

Il

2 _
(Ve + B H S lGREEEo

Das equacgoes diferenciais de segunda ordem acopladas, egs.

-

(4.19) , pode-se deduzir as seguintes equagoes diferenciais de

quarta ordem para Ez e Hz

2 2 2 2 [
(Vg + el) O (VT + ez) E. = 0 (4.20)
e
2 2 2 2 -
(VT it el) s (VT it e2) Hz =0 (4.21)
onde,
S [(f+c):;,/(f—c)2 + 4gd] (4.22)
; |
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4,3 - SOLUCAO DAS EQUACOES DE ONDAS

Vamos tentar transformar as eqs. (4.19) em um par de equa
¢oes de onda, expressando E e H em termos de duas variaveis in

devendentes ¢ e §:

E_= P, ¢ + p26 (4.23)

H, =q;¢ + q26 (4.24)

onde Plr Por ql, q, sao constantes a determinar. Substituindo Ez

e Hz, definidos na eq. (4.23), nas egs. (3.15), vem:
2 : e

(Vy + ©) (pC + PO = dd(aERIRGP OO
Z : =

(Vo £) (g, + q,8) + ig(p;g + p26) 0

ou

2 ;

plvég + (cpy - idg )it +ips Vool (CR R deP IO ORI
- - 2 b

qlV$c + (fqy + igpy)g + a,¥6 + (£q, + dgp,)6 = 0 (4.26)

Vamos definir as seguintes expressoes:

: 2
cpl - 1dql = elpl )

: 2
e e i = C 2
: (4.27)
, =D
Cp, ~ 1dq2 = e2p2

: 2
ey a0 CIDn = Eolt
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com,
2 b
c - el - id
=0
ig = ei
e k (4.28)
@ = eg - id
=0
lg f—eg )
Nas exp. (4.27), ef e eg sao constantes a determinar.
As eqs. (4.25) e (4.26) podem, entao, ser escritas nas for
1 mas:

= 2 L 2 2 =
pp (VpZ + elc) - pZ(VTG = e26) 0 (4.29)
2 2 2 2 o
ql(vTc + el;) + qz(vTG + e26) =0 (4.30)
Se for satisfeita a condigao
Py P2
# 0 (4.31)

O que significa que Pyr Pys 97, 9y Serem independentes, resulta:

2 2 34
(V2 + ef)g = 0 (4.32)
2 2 i



2 o~ - ~
} onde el,2 Sao ralizes da equagao:

c - e2 = aild
=0
ig = e2
ou,
2 Al - p N |
el,2 = & [(L+C) +|/(f )it 4ng
Das egs. (4.27), vem:
e2"C
= o] = al :
ql 2 pl d pl
e w=tf
1
2
ig SolEmg
C.{2_ 2 —-p2—l d p2
Gy < f2

Conclue-se, portanto, que se ef e eg sao dados pela eq. (4.

z e § sao solucoes das equacgoes de ondas:

2 R ol
(4.32) (Vp + e])z =0

2 2.0l
(4.33) (Vo + €506 =10

as componentes longitudinais dos campos eletromagnéticos no

ma sao dadas por:

-4]-

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

S5 Eese

plas

(4.38)

(4.39)
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onde,
2
1 e - C :
m, 5 = -i—ig——— = 1 1,2 = =d (4.40)
i e I < c - e2
1,2 2l

4.4 - COMPONENTES DOS CAMPOS EM FUNCAO DAS COMPONENTES LONGITUDI-

NAILS E_ e HEW
Z Z

Afim de aplicar as condi@Seslde contorno na solugao do pro
blema de espalhamento torna-se necessario obter as componentes
dos campos elétrico e magnético. Adotaremos um sistema de coorde
nadas generalizadas (n, £, Z), conforme e apresentado na fig.4.1l.
Resolvendo as egs. (4.10) e (4.11]) com respeito as compbnentes

ETG e HTG, resulta:

- 1l 3 2 2 - ’ 2 2
E = e e - i
Y Q [VT(w LJOEZHZ IBYlEz) H zva(lwqule EC UOEZBEZ)}
(4.41)
o BE e 2 : 2
HTV = o {VT[(ylwe2 w uoelez)Ez lBYle} +
= s 2 v 2 2
+ Ava [(1w He B5ies 1welyl)Ez + W UOEZBHZ]} (4.42)
onde,
= 2 28an.d

[o)f (WM G ) Y3 (4.43)

Decompondo E;, e Hp nas componentes normal e tangencial & su

perficie do guia e considerando as equagoes:

.EEQ =En + E. £ (4.44.a)
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Hov = H n + H E (4.44.b)
o 1 RO = SO :
VT = hl T n + e t ' (4.45)
2
O d a 8 . .
nde =3 € = representam, respectivamente, as derivadas normal e
tangencial sobre C, teremos:
2 3
1 18yi BEZ iwuoyi BHZ wzuoezB BEZ w ugez 3Hz
E == + + =
n Q hy an h, ot h2 ot hl an
(4.46)
3182 :
] lBYl 3E W uZE, BHZ iwp Yy BHZ W uOEZB BEZ
"t T @ [Th, % = EE h, on R e
(4.47)

2
iﬁyi aHz iw3uoe§—iwelyi BEZ mzuoezB BHZ B WE 5 BEZ

1l
H == + + + -
n Q hl on h2 ot h2 ot hl an
(4.48)
hete D 2 3 el 2a- 2
g il lBYl BHZ 3 Y WEHTWTH EE, BEZ i iw M E,miwe Yy BEZ s
E Q h2 ot h2 ot hl an
Sl i?e28 i?z (4.49)
1 n

As eqs. (4.46) a (4.49) sao as expressoes gerais das componentes

dos campos eletromagnéticos em funcao das componentes longitudi

nais E_ e Hz, no plasma.
&L
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4.5 - CARACTERISTICAS DOS MODOS DE PROPAGACAO:-NO PLASMA.

Da analise das eqs. (4.19) que representam um sistema de &
quagoes diferenciais a ser resolvido para EZ e Hz, conclui-se que
solugoes do tipo TE ou TM puras nao existem. No entanto, o acopla
mento entre E, e H  desaparece no caso d =0 e/ou g = 0.

Esta condigao € satisfeita quando:

1 =
) €, 0 .
Este & o caso em gue o campo magnético axial € nulo ou infi
nito.
2) 8 =0 .

£ a condic3o de corte, isto &, a onda eletromagnética nao
se propaga no guia constituido pelo plasma.

Em geral hi propagacao de modos de caracter hibrido, os
quais apresentam componentes longitudinais dos campos elétrico e
magnético diferentes de zerc. Esse cardcter hibrido das relagoes
é exibido analiticamente pela dependéncia entre as constantes de
propaqagéo transversais ei e eg e a constante de propagagéo longi
tudinal B. O acoplamento entre as ondas que se propagam transver

salmente e longitudinalmente decorre dessa condigao.



CAPITULO V

ONDAS ELETROMAGNETICAS EM UMA REGIAO

CILINDRICA CIRCULAR

5.1 - SOLUCAO NA REGIAO CONTENDO PLASMA.

Como estamos interessados em uma configuracao cilindrica, a
dotaremos um sistema de coordenadas cilindricas (r,¢,z), confor-

me é apresentado na fig. 5.1. O raio do cilindro e a.

X

Fig. 5.1 - Plasma cilindrico circulaz.

Neste capitulo, aplicaremos os resultados da teoria geral
desenvolvida para o caso de coordenadas cilindricas generaliza
das.

As equagoes de ondas para as componentes longitudinais dos

campos eletromagnéticos sao reescritas, como:
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(v2

T + c) Ez - 1de = 0

(4.19)

Il
o

2 :
(‘VT + f) HZ + J.gEz

onde, em um sistema de coordenadas cilindricas a componente trans

|  versal do operador nabla &,
|

2
2 1 9 P 1 3
Ve = = -2 (r =) + — — (S 6al))
i r or or r2 a¢2

|
o

(4.33) W eg)s

Para o plasma cilindrico circular sao escritas nas formas:

.5’__%+_l_§_€_+_22.§._%+eig=o (5.2)
or g 00

e
2 2
é,_g_+l$3.+_l§.3_%+e§a=o (5.3)
or L e - 5

5.2 - DETERMINAGAO DAS COMPONENTES LONGITUDINAIS E E H,_NO PLAS-

MA .

Vamos resolver a equagao diferencial para g, uma vez que a




s
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solugao da equagdao para § & semelhante.

Aplicando o método de separagdao de variaveis, escreve-se:
z = R(r) F(¢) S (54))

A substituicao da eg. (5.4) na eqg. (5.2) conduz a duas equa

¢oes diferenciais ordinarias:

1 D
r il 2
r
e
2

F" + n- F =0 , N ((5756))

onde n & a constante de separagao.

As solugoes da eq. (5.5) (equagao diferencial ordinaria de
Bessel) s3o escritas em termos das fungoes de Bessel  ordinarias
de ordem n (Ap. A), como:

Ri() =AU (e i) qr Ay Nn(elr) (516 7))

1

As solugoes da eq. (5.6) sao:

F(¢) = C SN L @O gt (5.8)
e, em face da eq. (5.4), resulta:
z = R Ay N _(e;x)] - (C o @ (5.9)
IN==c *
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onde a somatdria leva em consideragdo todas as harmdnicas cilin
dricas,

Na estrutura cilindrica circular, proposta para estudo, a
solugao finita e univalente no interior, sera:

oo

¢ =N N eARUN (o) S (5.10)

n=-—oo

uma vez que Nn(e r) torna-se infinito para r = 0, exigindo pois

i
dus/ se tome x, =HOEna solugao geral. Também, devido a simetria
circular, F(¢) deve ter o mesmo valor para ¢ = x rd e para

¢ = (x+27)rd, uma vez que correspondem ao mesmo ponto no plasma.

Isto exige que n seja inteiro e as fungoes F(¢) trigonométricas.

Para a equacao diferencial em §, obtém-se resultado seme
lhante:
o -ing
§ = z B Jn(ezr) e (5.11)
n=-—oo
Em vista das egs. (4.38) e (4.39), os campos no plasma (eal

lindrico anisotrdpico poderao ser escritos nas formas:

= : [a VRS T (o] o e (5.12)
S .
e
H, = njzw [m; A J_(e;xr) + m, B J (e r) ] ot (B e 2y
onde m é definido na eq. (4.40).




5.3 - DETERMINACAO DAS COMPONENTES TRANSVERSAIS DOS CAMPOS NO
2 PLASMA.
Em principio, as expressces das componentes transversais

dos campos eletromagnéticos podem ser obtidas substituindo-se Ez
e H, nas egs. (4.46) a (4.49) escritas convenientemente para o ca

so de coordenadas cilindricas circulares. Neste caso, tem-se:

(5.14)

=y
I
3]
o))
+
=1
©
g

H = H S £ TR H G (5.15)

Ainda, para a componente transversal do operador nabla, tem-se:

_ 1 8 o, 1 SR Ol
Ve = By 3 D B o A (D0
resultando, os valores hl = 1 e h2 = r,.

Em face do exposto, das egs. (4.46) a (4.49), resultam as

seguintes expressoes para as componentes transversais (r,¢) dos
campos :

oE iwu Y2 oH wzu e~,B 9E oH

e = il 8 z . (1l z . QN2 7 w3 2e z

15 Q LA r 9 r 3o Ho®2 37
(& l7)

N2 B2

E = LENeCE S RROR? i B Sy —-——BH — @ B ——-BEZ

b T @ TR o r 3¢ Holil S ana il o B0 S iar-
(5.18)
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S 250 2 2
5 A ieyz BHZ + iw U e —lwe vy BEZ 3 w u0828 BHZ +62 aEz
L) 1 Br T 3¢ T T 0€2 T
(52%129))
2 2 3
L i 18Yl BHZ 3 Y{WEH~W HE1E, SEZ i (iw3 52 G 2) BEZ 3
OO | ST T 30 Ho®2 N6
2 aHz
- wiu e fmt (5.20)

onde, Q &€ definido na eq. (4.43).
Considerando as expressoes para as componentes longitudi -
nais dos campos, Ez e HZ, a partir das egs. (5.17) a (5.20), pode

mos mostrar que os campos eletromagnéticos no interior do cilin

dro de plasma anisotrdpico tem as seguintes representagoes:

E, = niim RN G (Gpee) o B Jn(ezr)] (5.21)
HE ngzw F o [m AJ (e;r) + m, B Jn(ezr)] (522

B = ngiw F {5%5 [elchﬁ(elr) -+ nmeleg iﬂi;lfl] -
- 6%I [e2ClJﬁ(le) = nwelei iﬂi;gfll} (5.23)




Zgrs
g : J_(e,r)
= A 2 aley
E, = X - 1
¢ e Fn {1Qm2 [welele2Jn(elr) + nC2 e ] +
J_(e,r)
2 1 n 2
ile [welelean(ezr) nCl ——r-——i]} (5.24)
H g m, A negczsi J_(e;r)
=0 kel . [e R,J! (e,r) ] i
X n==co I 10 JLES2E oy ) 653(—:2 T
2 2
m, B nescNcaRU N (eN)
2 (S o ] ] eerai] i 1) 056D
3=
2 2
o0 m A re.e.e_.C ] (e r)
1 1l oy L
ELE B WERE . e - L I (E8T) nR ] +
¢ s n{ Q Be,e, il 2 r
i 2 2
m, B rejeje,cC J (e.r)
2 1215050 2 n e } o
+ 5 L 86362 Jn(ezr) an — e } (5.26)
onde A e B sao constantes arbitrarias a determinar, e
F_ = e—-i(n¢>+82) N, S, 22, oo | (5.27)
c - e
(4.40) m = 19 o : W2 ig
i (32 _F id e
1982 2l

Lm0 e
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2 2 2
Yeiers(c e ) (ORI e

c, , =% === lliu : R e o0

4 ON2Z

N 2
Rl,2 = 3(C1’2 E; = Yl) (5%29)
cl'2 SEelSRe e (5.30)

d J_(e e)

; el DL

Jn(el,2r) d(el 2r) (55 3L)
(4

As expressoes das componentes dos campos egs. (5.21) a

(5.26) serao usadas nas condicoes de contorno para determinagao

das constantes arbitrarias.

5.4 - SOLUCAO PARA OS CAMPOS ESPALHADOS.

Os campos espalhados devem satisfazer & equagao de ondas em

coordenadas cilindricas, sendo a solugao geral escrita na forma:

[ee]

Faskis njiw AN 7 CEINE

gL nodB) (5.32)

onde Fez representa a componente z dos campos elétrico e magnéti
co espalhados, indistintamente. Além das condigoes de contorno pa
ra os campos na superficie de limite do plasma, uma condigao de
contorno adicional no infinito & necessaria. Consideragdes £iishs

cas indicam que 0s campos espalhados devem conter somente ondas
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caminhantes se afastando do plasma cilindrico. Portanté, Fez deve
satisfazer a condigao de irradiagao de Sommerfeld apresentada na
eq. (2.50). Introduzindo a fungéo er dada pela eq. (5.32) na eq.
(2.50) , determina-se a natureza da fungao de Bessel z (yr).A con

digao de irradiagao é satisfeita se

lim Yr(Zé + i Zn) = 0 ((5r38)
r » o
onde o fator k na eq. (2.50) foi substituido por y que & a cons

tante de propagacio na diregao radial. Considerando
— {
Z AN A Jn(yr) + B Nn\Yr) (5.34)

e as aproximagées para grandes argumentos das fungaes de Bessel,

obtém-se a partir da eq. (5.33):

A-1B=20 ((51535)
A relacao especifica entre os coeficientes A e B dados pela eq.
(5.35) restringe a fungao de Bessel geral Z para a fungao de

Hankel Héz) = Jn - i Nn. A fungao de Hankel de segunda ordem, por

tanto, representa ondas propagando-se na diregao radial positiva.

A eg. (5.32) & escrita, portanto, como:

E_ = RS Hr(xZ) (yr) e~ 1(n¢+B2) (5.36)

n=-w

NZo considerando a polarizacao da onda plana incidente, as



==

expressoes para as componentes longitudinais dos campos espalha -

dos (r > a) satisfazendo a condigao de irradiagao é escrita, se

‘ gundo a eq. (5.36), na forma:

(e )]

el (2)
E o= n:im A, H_ (yr) F (5.37)
e
_ A (2)
H,, = n:z_w SRR () 1T (5.38)

As componentes transversais sao obtidas a partir das egs. (5.17)
a (5.20), nas condigoes €, = 0 e €; = €5 = €4 & considerando as
expressoes para as componentes longitudinais apresentadas. Resul

tam:

- oE iwpy  oH
e 2Ll Z (e} ZAE v
Eer = 2 LlB TR 3¢J %
i
o) nwu
&l 2 [f1Bs (2) ) (2) ..
= f: [fﬁ A Hg (yr) + 5 Be Hn (\r)] F (55 3C1)
n=-—o Y &
oE oH
l — __'1-__@_ Z i — —
D [ TR arJ
B
Lt O oy Selichs ! 2 (yr) | F (5.40
EE s sy 2 Y Y e n NEs S
N ——o Rl = T
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,H ] . iwe OJE S aHz i
er 2 o o0 LR
i .
s ig (2 nugs (2)
h_Z_ [ Be Hn (yr) + > Ae Hn (yr)| F (5.41)
aEz iB aHz
He¢ = - Yz [‘L(UEZ T ar e 3¢:l =
© iwe
_ . JEnEes (2) o 5 (2) J
_Z [ 5 BE Hn (yxr) + T Ae Hn (yxr) ES (5.42)
n=-—-o Sl
Nas egs. (5.37) a (5.42) Ae e Be s3o constantes arbitrarias e y é

a constante de propagacdao radial na regiao r > a. Afim de satisfa
zer as condigSes de contorno em r = a, torna-se necessario consi-
derar a mesma dependéncia segundo z para os campos fora e dentro
do plasma. E importante assinalar que as constantes de propagagao

B e Yy dependem do angulo de incidéncia da onda eletromagnética.
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CAPITULO VI

ESPALHAMENTO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

INCIDINDO OBLIQUAMENTE SOBRE UM

PLASMA CILINDRICO MAGNETIZADO

6.1 - INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo & apresentar a teoria do espalha
mento de ondas eletromagnéticas com incidéncia obliqua sobre uma
coluna de plasma.- Com relagao a um sistema de coordenadas . cilin
dricas (r,¢,z) o cilindro de plasma ocupa a regiao e & gy © 3la
no de incidéncia considerado & o plano x-z e a direcao da onda
Plana incidente faz um adngulo 8 com o eixo z negativo, como & a
presentado na fig. 6.1. Podem ser considerados dois tipos de pola
rizagao para a onda eletromagnética plana incidindo obligquamente,
0s casos de polarizagao paralela e de polarizacao normal ao plano
X-z de incidéncia4 . A solugao geral para o caso de uma onda
plana incidente com‘pélarizagéo arbitraria pode ser determinada

pela superposicao das solugoes obtidas para os casos considera-

dos. Sendo semelhante o tratamento para os dois casos, considera
remos somente o caso de polarizacao normal ao plano de incidéen
cia.

6.2 - COMPONENTES DOS CAMPOS DA ONDA INCIDENTE.

Neste caso, a componente z do vetor campo magnético da onda

incidente & dado por:




=D/

Onda eletromaynética com polarizagao normal incidin-

do obliquamente sobre um plasma cilindrico circular.

SRR
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w ikx seﬁe -ikz cosf :
Considerando, x = r cos¢ e expandindo a eq. (6.1l) numa série de

fungoes de Bessel, eq. (A.43), vem:
H. = H o8 e:Lkr senf cosg e-lkz cos8 _
D7 (e}
£ n

= 1 .2
HO senb njiw i Jn(yr) Fn (6.2)

-

onde, Ho é a amplitude do campo magnético e y e B as constantes
de propagacao segundo as diregdes radial e longitudinal, respecti

vamente, tais qu

D

Yy = k senb , (6.3)

B ="k cosH (6.4)
e

k = w Vposo (6.5)

A componente longitudinal do campo elétrico devido a polarizacgao

considerada & nulo, isto é:

e = = 0 o (6.6)

187
As componentes transversais sao obtidas a partir das eqgs. (5L 7)
a (5.20), nas condigdes €, = 0 e €, = €5 = €_ e considerando as

componentes longitudinais apresentadas em (6.2) e (6.6). Assim,
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iwp  3H ® nwy  J_(yr)
E, =-——=—2=-94 geng 3z io 2, F (6.7)
ir er a¢ TENE Y Y2 x n
iwub oH v o n @Hg
= ——= " =i H senf I i — J'(yr) F (6.8)
14 L2 or o S Yian n
oH o0
—— -1;-8.___.._2 — 4] ; -é '
H, 5 5= o iNHARSCTE 32 Ly J!(yr) F (6.9)
v/ L=
i B oH © nene J (yr)
Hig == 3= =2 =-H send I i — ———F (6.10)
vor o¢ o n=—w Y

6.3 - CONDICOES DE CONTORNO.

Nesta secao aplicaremos as condigoes de contorno apresenta
das nas eqs. (2.30) a (2.33), na superficie de separagao plasma-
-espago livre, afim de determinarmos as constantes A , B Ae e

B, em funcao da geometria do plasma, das caracteristicas dos meios

e da amplitude do campo magnético incidente.

1. A continuidade do campo elétrico tangencial para r = a,
reguer:
1D, qr M = E Doatil
i ¥ Peo T To (0adl)
e
Eez = EZ ¢ (6.12)
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2. A continuidade do campo magnetico tangencial para r =a,

requer:

As cond

+ (i6%1418)

H,, + H = H (6F1s3)

Hi - S _ (6.14)

a (6.14) fornecem um sistema de quatro equa

¢oes a quatro incdgnitas que permitem calcular os coeficientes A,

B, A e B .
e (=

6.4 - DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DOS CAMPOS.

Aplicando as condicoes de contorno (6.11) a (6.14) as egs.

S21.) a (5.2

6) ;o (D37

) a (5.42) e (6.2) a (6.10), resulta um sis

tema de quatro equagoes lineares a quatro incognitas, que coloca

do na forma matricial,

onde,

2!

a7
AN AR
e AL )
A S0

1 iQm2

toma a forma:

N 4 7 - *
aq3 244 A bl
0 a B b
24 |5 = 2 (6.15)
A3z, ks Be 2%
a24 0 J s Be ~ L 0
- J_(e,a)
2 q neigEl
[welelez Jn(ela) + n C2 ———g———] (6.16)




2313

iwe
YO HA(Z)(Ya)

3 > ; Jn(eza)
128 S8 om [@Elelez T (S33HRONG S ]
2 nB (2)
a) 3 = Ay SRR
v© a
1wy
LT © g ()
a14 Y Hn (ya)
ay; = my Jn(ela)
a22 = m, Jn(eza)
+ (7))
a,4 = a5 SERHEEEG
2 2
m c-e.e.c J (e.a)
_ M A S NS - " ol
23O [ Be L€ UaEhel ngRs a
S,
2 7
m g ele,cC J (e,a)
_ o SRE S 3 nbs?
832 = o FEoRE U @RV = By IRy 3
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(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(el29)



a4, = Jn(ela)

a42 = Jn(eza)

Wi
bl i(n+1) Ho P senonac JA(Ya)
b2 = i §_ sensd Jn(ya)
J_(ya)
i an ng "n
b3 = —j H_ seng Y2 2

Vamos definir os seguintes determinantes:

OB G Pug o S
A = | CZTEESSOR 0 22
CRL L G G3n Cg
STRERRCS  Con 0
by iy Gy B
b a 0 a
L 2 22 24
ba Gt Egn &g
0 a42 a24 0

— (52—

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)
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(6.33)

(6.34)

(6:.:35)

(6.36)

(5 05574)

ajy by AT
a b 0 a
A 20 2 24
231 R TCRERSE
Yl v as4 0
Sl G o 214
a a b a
pa = 21 22 2 24
LR Co g Gag
a41 a42 0 0
a;; 815  HaEEEC
. - G 22
A B =
& a b
31t EsR 33 3
a41 242 o4 g
Os coeficientes A, B, A_ e B sao, entao, determinados como:
AR o, 2y @ ECh
A = = i — 2wy (E-) e e, HO senf
1 o
AB TR ChC 9
B = Sl -i o 2wl (E—) eje, H senb
2 o
n DD
o A A & i 2wpg (el/Eo) eje, H_ senf
e A :

m D HAZ)(Ya)

. [szan(ela) - chlJn(eza)]

(6.38)
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A B in H senb
B = = = = 21Kk28 (e o /el (Y R e e
e A T Héz)(Ya) { 2 (o) ¥ © I =@ 152
. [szn(ela) - DlJn(eza[] = qf D Jn(ya)} (6.39)
onde,
D = Dl d2 - D2 dl (6.40)
e
f 2 2 (2)
D, = i\a G A G &2 @ L(sz/eo) g BEA (G Jn(ela) =

- 2
-(53/€O)Y Héz)(ya) Jé(ela)J-+n8(€2/eo)(e3/€o) Hé )(Ya) Jn(ela)

- 2
. LB(El/eo) ei eg lley/es) Ry W ]j (6.41)

D2 & {Ya (61/50)2 ei ) ol [(Ez/eo) $2 HQ(Z)(Ya) Jn(eZa) i
s H(Z) @l ( )] 1+ nBi(e /e R(e2V/4eN) H(z)( a) J_(e,a)
63/€O)Y n G N DS 2 C SO n A T

. [B(cl/eo) ei eg + (63/80) Ry YZJJ (6.42)
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a2 2}
dl-{k (e)/e) (e3/e ) ya eje; B (e /€ ) [el HA(Z)(Yg) J, (e,a) -

2
Y] HI(1 )(Ya) Jr'l(ela)] + nB ngz) (ya) J (eja) -

5 €
- [(El/eo) c, ei eg - (53/50)2u)u0 E% C2 YZJ} (6.43)

2
d2 - {k (El/eo)(€3/€o) va eiez B(ez/eo) [éz H$(2)(Ya) Jn(eza) =

- v 1{?) (va) 3! (e @] + B 3 (e,a) HIP (ya) -
_ e
. [(53/50)2mu _2 Cl Y2 + (E:l/eo) cq ey eZJ} (6.44)

>
ONE
3

6.5 - DETEP&IINI\.C‘E‘ZO DA SECCAO TRANSVERSAL TOTAL DE ESPALHAMENTO.

A seccao transversal total de espalhamento é determinada a

partir das egs. (2.56):

514
(2.56) I L B 2f0e ———
r -+ o IEiI

No caso de polarizagéo normal considerado, tem-se:

> 2 * *
I};el 7 IEe¢Hez = EezHe¢| (6.45)
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e
-> ¥ > * %
[Ei| = | iy”izl (6.46)
resultando,
E E E H*
0 =" EimSe2iinG COMEC7 *ez £¢ (6.47)
G =100 )5l
Ly =iz

Usando as expressoes assintoticas:

{2 (yr) » /e (6.48)
T YL
=
1 (2) (yr) = / =2 eat U AR (6.49)
n T YL

a definigZo (6.47) e as expressoes das componentes dos campos elé
trico e magndtico dadas pelas egs. (5.37) a (5.42) e (6.2) a

(6.10) , pode-se mostrar que a expressao para 0 &:

SRR e

o ok &= [ i e—in(q%—n/z)].{ S ein(¢-ﬂ/2)] 2
HOY o e

NnN==—02

o ; © : )
+ [ EENE e—ln(¢_ﬂ/2y]-[ ) B; eln(¢—ﬂ/2)]} (6.50)

n=—o n==—oo

ou,
20 e L) : 2 2 : 2
S E [__c_)_ l S e—mw—ﬂ/z), . l T e—m(cb—n/z)l }
IR Ho In=-= n=-wo ¢

(65I)
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A expressao (6.51) permite calcular a secgao transversal total de
espalhamento para o caso de polarizacgao considerado,icom A, e Bj

dados pelas eqgs. (6.38) e (6.39).

6.6 — ESPALHAMENTO NO CASO DE INCIDENCIA OBLIQUA SOBRE UM PLASMA

EM CAMPO MAGNETICO DC ZERO E INFINITO.

Na presencga de um campo magnético dc zero ou infinito na di

regcaoc axial desaparece a anisotropia transversal do plasma.

Caso 1. Campo magnético dc infinito.

No caso de um campo magnético dc infinito tem-se: €, = €,

=N

€=er:'Y
As expressoes para as componentes dos campos fora dol Se iR
dro de plasma permanecem idénticas as apresentadas nas egs. (5.37)

a (5.42) e (6.2) a (6.10). Os campos dentro do cilindro de plasma

se reduzem para:

Ez = ) A Jn(elr) Fn (6.52)
n'_"_—OZ)
— ' 4
HZ = EI B Jn(ezr) Fn (6.53)
n__—co
o iA'Ba3 nB'muo
E_ = z [— J!'(e,xr) - —— J_ (e r)] F (6.54)
15 s €, gy egr NaR2 n




(ela) Jn(ela)

==
e nA'B€3 iB'wuo
B =y [; J (e.r) + —— J!' (e r)] F (6.55)
¢ e c o2 e, Tk n
L=l
A ,
3 ~ iB'B : nA WE 5
HI.' nzz_oo [ 82 Jn(ezr) + —-;-?r—— Jn(elr):l Fn (6.56)
L
o ; iA'we :
H, = % [—HBBJ(er)——————?J'(er)]F (6.57)
- e egr T ey i) n
onde,
A Héz)(Ya)
AV =S (6.58)
J (ela)
) (2)
i7" H senfJs(Gya) Bt (va)
Bl = o n c (6.59)
Jn(eza)
n
-i"" 2H_ senf nB
1
Re = ) 2 [ - 7 é] (e
we 7D (ya) < [H (va) ] (ya) (e a)
J_(ya) e
Be = in HO senfb 4- (2) = 5 “112) 5
B ' (ya)  wD(ya) [ (@]
(2)
H* (ya) (e /e ) J! (e.,a)
: n K 340 ol J} (6.61)

(ya) H£2)(Ya)
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ondg,
1 (2) !
) = [!; Hh ey 1 Jn(eZa)]
Ya Héz)(Ya) e,a Jn(eza)
g (27 (ya) (Eoy/z ) It (@EY)
15 S SN0 Il %
ya Héz)(Ya) e,a Jn(ela)
209 (E/E.)
_ng l: 12__ 3 02:|[ 12_ i 2]} (6.62)
k (ya) (e a) (ya) (e a)

A expressao para ¢ & dada pela eq. (6.51), com A e B, definidos

pelas. eas. (6.60) e . (6L 618

Caso 2. Campo magnético dc nulo.

- ——

Neste caso, &5 = £, clc plasma torna-se isotrdpico. As egs.
— 2 2 2
(6.52) a (6.62) se aplicam com a substituigao: e; = e, =k~ - 8
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CAPITULO VII
; ESPALHAMENTO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS
INCIDINDO NORMALMENTE SOBRE UM PLASMA
CILINDRICO MAGNETIZADO
7.1 - INTRODUCZO
O espalhamento de ondas eletromagnéticas incidindo normal

|
. mente sobre estruturas cilindricas de diversos tipos de materiais

| foi estudado por varios autores. Wait5 apresentou a solugao
completa para incidéncia arbitraria sobre um dielétrico cilindri
co. Discutiu as solugdes aproximadas para os campos distantes e o
caso de um cilindro com diametro pegueno comparado com O compri
mento de onda. Eggimann6 investigou o espalhamento de uma on
da plana incidindo normalmente em um cilindro de ferrita magneti
zado segundo a direcao axial. Platzman e Ozaki’ resolveram a
naliticamente o problema do espalhamento de ondas eletromagnéti
cas planas incidindo normalmente sobre uma estrutura cilindrica

de plasma magnetizado longitudinalmente. No entanto, Platzman e
Ozaki n3c estabeleceram claramente a assimetria do diagrama de es
palhamento, uma vez que o diagrama foi tragado sGmente em um se
mi-plano (O i< b & 1800). Neste capitulo levaremos em consideraqéo
a assimetria do diagrama de espalhamento devido a assimetria do
tensor permissividade. O estudo sera realizado somente para o ca
so de incidéncia normal tendo em vista a simplificagdo que  apre

senta este caso e a possibilidade de comparacao com os resultados

de Wait para o plasma isotropico, e Platzman e Ozaki para o plas-
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ma anisotropico.

7.2 - COMPONENTES DOS CAMPOS

As componentes dos campos sao determinadas a partir das ex

pressoes para o caso de incidéncia obliqua, considerando os se

guintes valores para oOs parametros usados:

0 = /2 ' (7 c1L)
B =0 (7.2)
C . 753
y =k = v /ey (7.3)
ei = wz W, €3 (7.4)
2 _ g2 2 _ (oo NIV om (7.5)
e; = k= (e =g 2/%o SNEs
AL E=0 (7.6)
e
S 0 (7 o T)
= 7948
Ry 0 ( )
= 7.9
R, 0 ( )
2 2 :
c, = e] - e, (7.10)
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‘ Usando estes limites, resultam para as componentes dos cam

POs, a partir das expressoes para o caso de incidéncia obliqua:

1 a) Campos incidentes.

150 = H z = G _((z2) 17 (¥/751519)
iz O e n n
oo w U
2 NI 0%, 2
Em =S nzzﬂm i = Jn(kr) F (295152)
7 e ; 5
B = —H 1 i" ————— J_(kr) F (7.13)
A8 (o) 2 n n
n=-—o 45 dE
b) Campos espalhados.
H = 3 B RGNS (7.14)
ez e n n
n:—m
© i w |
O 1 (2)
: = —c ) e F 7/ 5 ats)
Ee¢ f k Be Hn 0o n ( )
n._.—oo
@ nwuy
B e °p u'? (kr) F (7.16)
er 2 e n n
c) Campos no plasma.
— 3. L
HE S Jn(ezr) B (7. 305)
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o a iy g )siY J_(e.xr)
E, ‘=83 = n w2 i & JESe =
¢ (T Q ) 7 r :
5 Y2 Sy Wl (@ge)) || 10 | (7.18)
1 F25nss? n 3
o w u_ B! J_ (e.xr)
o =y 2 n 2 2
Eee= % < = '
r N Q [ﬂ Y r L) o) ) Jn(le)} Fn
(7.18)
onde,
B = ‘ (7.20)
n
Nas egs. (7.11) a (7.19) os valores dos coeficientes Be e
B' sao determinados a partir das condigdes de contorno (6.11) a

(6.14) sobre a superficie de separacao plasma-ar, resultando:

-inHO{kJn(ka)[nu2uo€2Jn(e2a)—Yi(eza)Jg(eza)]—aQJn(eza)Jé(ka)}

B—
e N 2 ; E (2)
{kH_*" (ka) [nu uoean(eza)—(l(eza)Jn(eza)] aQJ (e,a)H! (ka) }

(o2l
B ; e (0 < 1'% (xa)] E
n e n n

B' = © (71522)
Jn(eza)

7.3 - SECCAO TRANSVERSAL TOTAL DE ESPALHAMENTO

A seccgao transversal total de espalhamento & determinada u

sando os valores (7.1) a (7.10) para os parametros na eq. (6.51).

Resulta:




=a=
c_ A 5 g ominGe-m |2
% a (7.23)
n=-—c
onde, Bé & obtido da eq. (7.21) e pode ser escrito na seguinte
forma conveniente:
1 =
~H G Jn(eza) Jn(ka) Jn(ka) M
Peian 1$2) (ka) =G T (RN o e
n n e2a n a
com,
EN/E
i 1Y
G = 5 5 ; 5 (75425
|| 2Ly R
(g—) (€ )
o o)
e
n (e /€ ) U(e=a)
ML= - 2’ ol L EIMRS - 3! (e,a) W7%26)
i 7 =iz
(=
11 1 2
ka (E'—') [(-6—) = (E—) }
o () o
No caso limite isotrépico de campo magnético dc nulo, 81 = €3 e
62 = 0. A expresséo (7.24) @ escrita na forma conveniente:
[ 1 1
(eza) Jn(eza) 5 Jn(ka)
(ka)z il Jn(eza) ka Jn(ka)
J (ka) Eo
B' = - ) (7520
H (ka) ' y (2)
n e,a Jn(eza) X Hn (ka)
€. J (e a) (2)
L(ka)z Ei T2 ka Hn (ka)d
o)

e R e e e s

W,
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A eq. (7.27) concorda com o resultado obtido por Wait5 para

0 caso de incidencia normal sobre um dielétrico cilindrico.

7.4 - DIAGRAMAS DE ESPALHAMENTO.

Para o plasma cilindrico situado na origem de um sistema de
coordenadas cilindricas, a fungao o(¢) define, no plano transver
sal ao plasma, um diagrama chamado diagrama de espalhamento.

Usando um computador IBM 1130 obteve-se os valores de ok em
fungao de ¢ para o caso do plasma magnetizado. Para fins de sim
plificacdao, nao foi incluido nos calculos numéricos o efeito da
frequéncia de colisdes. Isto podera ser justificado uma vez que
v/w << 1, nao devendo influenciar de modo consideravel nos valores
de ok.

Torna-se importante assinalar, ainda, que todos os resulta
dos numéricos obtidos correspondem ao caso, tratado neste capitg
lo, de incidéncia normal. A expressao de o & dada pela eq. (7.23)
com Bé dado pela eqg. (7.24).

Nas figs. 7.1, 7.2 e 7.3 apresentamos os diagramas de espa
lhamento da seccgao transversal total de espalhamento normalizada
ok, como funcao de ¢ (-m < ¢ £ m), com oOs parametros wp/m e ka=1
considerados constantes e wc/w variavel.

Das figs. 7.1 e 7.2 observamos que para valores de wp/m < 1
e mc/wv= 0 os diagramas de espalhamento apresentam simetria, isto

)

8, resultam valores de ok(¢) = ok(-¢). Isto se verifica devido &

isotropia do plasma na condigao w_/w = 0. Para valores w_/w # 0,

observamos uma assimetria nos diagramas de espalhamentos apontan

do a necessidade do estudo de ok em fungﬁo de ¢, em todo o intexr
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valo de variacao 'de ¢ (-m < ¢ < m). Observamos, também, que para
valores de wp/w << 1 e wc/w < 1 o espalhamento & mais intenso no
intervalo 40° < ¢ < 140°. Para valores de wp/m proximo da resso

nancia, wp/w ~ 1, o espalhamento torna-se mais intenso no interva

O (@) 2
lo =60~ > ¢ > -160~". Quando wc/w ~ 1, os diagramas de espalhamen-
to tornam-se aproximadamente simétricos relativamente a direcao

. s g ; i . = o
de incidéncia, com maximo de espalhamento nas diregoes ¢ = = 90 .

Na fig., 7.3 apresentamos os diagramas de espalhamento para o caso
wp/w> 1l (no caso wp/w = 3.16) e ka = 1, considerados constantes e
mc/w variavel. Observamos, neste caso, que somente valores de
wc/w elevados influirido na forma dos diagramas de espalhamentos .

Para valores baixos de mc/w o diagrama de espalhamento mantém sua

AT =
i Nl

forma, variendo sOmente a secgao transversal de espalhamento.

fig. 7.4 apresentamos os diagramas de espalhamento para o caso

L /w 0 e ka = 1 considerados constantes e mp/m variavel. Como
fato a constatar observamos que, para este caso de plasma isotrdo-
pico (w,/w = 0), desaparece a simetria no diagrama de espalhamen
to considerada anteriormente se mp/w > 1. Neste caso, o plasma
corresponde a um dielétrico com permissividade negativa, tornando
assimétrico o diagrama de espalhamento. Estes diagramas mostram
que a secgao transversal de espalhamento depende, essencialmente
da frequéncia de plasma. Assim, a medida da secgao transversal de
espalhamento poderd constituir-se num método de determinagao das
propriedades do plasma.

Devemos chamar a atencao para o fato que embora os resulta
dos obtidos no trabalho nos conduzam a conclusoes otimistas deve

mos considerar que em todo o desenvolvimento tratamos de um plas

ma cilindrico frio de comprimento infinito, que sabemcs nao acon-
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Fig. 7.1 - biagramas de espalhamentos correspondentes a uma onda
eletromagnética com polarizagac normal incidindo nor-—
malmente sobre um plasma cilindrico com parametros

wp/w'= O 707 & het = 0L,
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Fig. 7.2 - Diagramas de espalhamentos correspondentes a uma onda
eletromagnética com polarizagao normal incidindo nor-

malmente sobre um plasma cilindrico com parametros
X wp/w — 0,05 @ ke =ik, :
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7.3 - Diagremas de espalhamentos correspondentes a uma onda

eletromagnética com polarizagao normal incidindo nor-

malmente sobre um plasma cilindrico com pardmetros

wp/w = 3,16 e ka
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7.4 - Diagramas de espalhamentos correspondentes a uma onda

eletronagnatica com polarizag¢do normal incidindo nor-

malmente sobre um plasma cilindrico com

wc/w

0 e ka

l'

parametros
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tece na pratica. Fica assim aberta a possibilidade de outros pro
blemas sobre espalhamento de ondas eletromagnéticas em plasmas ci

lindricos.
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CAPITULO VIII

RESUMO E CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido, de uma forma sistematica,
a teoria do espalhamento de ondas eletromagnéticas em plasmas com
formas cilindricas circulares.

Em um primeiro passo apresentamos uma revisao dos conceitos
da teoria eletromagnética basicos no desenvolvimento da teoria de
espalhamento proposta. Assim & que, apresentamos conceitos, tais

como, teorema de Poynting, condig¢oes de contorno, polarizagao de

ondas eletromagnéticas e espalhamento de ondas planas. Deduzimos
a condicdo de irradiacio de Sommerfeld, condigao fundamental sa
tisfeita pelos campos espalhados. Concluimos desta condicao que
os campos espalhados devem ser representados em termos das fun

¢oes de Hankel de segunda espécie.

Apresentamos um estudo das propriedades eletromagnéticas de
um plasma. Partindo da definicao de plasma e usando as equagoes
de Maxwell deduzimos o tensor permissividade para o plasma sob a
acao de um campo magnético estatico permitindo o seu tratamento

como um meio dielétrico. Concluimos o aparecimento de uma frequen

cia de plasma wg =LA DI n/eo, que define as propriedades do plasma
e uma frequéncia de ciclotron w, = nBg que define a presenca do
campo magnético estatico aplicado. No caso particular w, = 0 con

cluimos que o plasma torna-se isotropico, perdendo o carater ani
sotropico do caso W, # 0. Os efeitos de colisoes e de temperatura

do gas eletrdnico foram considerados.

WIE'E 108
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Em seguida, apresentamos a teoria para a propagagao de on
das eletromagnéticas em um plasma cilindrico de seccao transver
sal arbitraria. Determinamos as equagdes de ondas, suas solugdes
e as expressaes para as componentes transversais dos campos em
funcao das componentes longitudinais. Resultou, assim, um par de
equacoes diferenciais de segunda ordem acopladas para as componen
tes longitudinais dos campos eletromagnéticos do plasma. Em geral
ha propagagdo de modos de carater hibrido, os quais apresentam
componentes longitudinais dos campos elétrico e maénético diferen
tes de zero. Este carater hibrido & exibido analiticamente pela
dependéncia entre as constantes de propagagcao transversais e a
constante de propagacao longitudinal no plasma.

O tratamento da teoria de propagacao de ondas eletromagnéti
cas em uma regiao cilindrica circular nos conduziu a solugoes en
volvendo fungoes de Bessel ordinarias para o interior do plasma e
funcao de Hankel de segunda espécie para os campos espalhados. A
presentamos as expressoes das componentes dos campos no interior
do plasma e dos campos espalhados fora do plasma.

Apresentamos um estudo da teoria do espalhamento das ondas
eletromagnéticas incidindo obliquamente sobre um plasma cilindri
co magnetizado. As componentes dos campos incidente e espalhado
foram determinadas a partir das’condigaes dé contorno. -Deduzimos
a expressao da secgao transversal total de espalhamento para o ca
so de polarizagao normal ao plano de incidéncia que & aprésentada
nafegin(6io 510)

Estuﬁamos o caso de incidencia normal em detalhe, culmihag
do com a -determinagd@o dos valores numéricos para a secgao  trans

versal total de espalhamento normalizada em fungéo de ¢. Conclul
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mos que para valores de wp/w <1le wc/m = 0 os diagramas de espa
lhamentos apresentam simetria. No entanto, para os césos wp/m > 1
e wc/w = 0 a simetria desaparece devido o carater negativo da per
nmissividade do plasma. De um modo geral, para o plasma anisotrépi
cO, observamos uma assimetria nos diagramas de espalhamentos, na
condicgao mc/w # 0. Assim, os diagramas de espalhamentos indicam

que a secgao transversal de espalhamento depende, essencialmente,
da frequéncia de plasma, resultando que a medida da secgao trans-
versal de espalhamento podera constituir-se num método de determi

nagao das propriedades do plasma.
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APENDICE A

FUNCOES DE BESSEL

A equacao de Bessel € obtida da equagao de ondas por separa

¢ao de variaveis em coordenadas cilindricas. A equagao diferen-
cial referente a coordenada radial é:
2 2
d"R 1 dR 2 n ¥
SS+ss+ - rR=0 (A.1)
dr r

A solugao da equagao de Bessel em termos das funcdOes de Bessel de

primeira e segunda espécies, & escrita como:

R=AJ (yr) + B N_(yr) (A.2)
onde A e B sao constantes arbitrarias e
-m m n+2m
% (=1) (yx/2) \
Jn(Yr) ¥ E m! (m+n) ! (A.3)
m=0
cos nm J_(yr) - J_(yr)
de

As solugoes podem ser escritas em termos das fungdes

klankel de primeira e sequnda espécies,
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R = a1t (yr) + A ey o (A.5)
onde,

1) (yr) = J_(yr) + iN. (yr) (A.6)

n n'Y n'Y N
1% (yr) = 3_(yr) - iN_(yr) (.7)

n n n'Y E
Quando y & imaginario, costuma-se escrever as solugoes em

termos das funcgoes de Bessel modificadas de primeira e segunda es

pécies,
R AIn(Tr) + BKn(Tr) (A.8)
onde,
() = il (A.9)
= P =T 2
In(tr) = 4! Jn(yr) (A.10)
K (tr) = L 1% gt () (A.11)

Nas figs. A.l, A.2 e A.3, sao apresentados os graficos de
algumas funcoes de Bessel ordinarias e modificadas.

A seguir, algumas relagces uteis aplicaveis as fungoes de

0y o)
n

At serao

I} e

Bessel serao apresentadas. As fungBes Jn’ Nn

representadas indistintamente por Z .
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Fig. A.3 - Fungdes In(x) e K_(x).
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Expressoes de recorréncia:

X Znw Anmeasnd
2n A
St n+l
2Nl .
T A Bl T N
Z = (-l)n Z ara n=inteiro
-n P 12
Derivadas:
]
2 Zl
1
1 - e s
2 Zo = Zl
(o8 o R0 =0 2 =k
= X Zn y Zn—l X Zn Zn+l Z(Zn-l Zn+l)
¢ n T T
(x Zn) = 5% An—l
-n R 1
(i Zn) = =X Zn+l
I' =2 =5 o Lo @ W
= In + In+l = In e
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)



Integrais:

n+1 . dogrdl
f X Zn che = 5 Zn+l

J x—n+l Z clscii= —x—n+l Z
n n-1
BxZ (ax)Z (Bx) - axZ (ax)Z_ (Bx)
™ n n-1 n-1 n
f xzn(ux)zn(Bx) gl = 5 >
O R
2

f xzi(ax) dx = %T [Zi(ax) - Zn_l(ax)zn+l(ax)]

Aproximacoes para grandes argumentos:

2 T _ nm
Jn(X) S '_ﬂ'-.}_(. cos (x a )

/2 2 v T ot LT
NLED) sovea sem (PR = o R
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(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

a # B

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)
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(1) /2 _i(x-m/4-nm/2
: S (B == — eyt /2) (A.31)
12 o+ /Z oL xon/4=nm/2) @)

I (x) > /—%— &% (A.33)

K (x) /—"}; el (A.34)

Aproximacoes para peguenos argumentos:

L2
I, =1- (=) (A.35)
e | T St
Jn = (7) n >0 (A.36)
NI 2 e P = 2 7silleie (P87
o) e AL . 3
- (= 2
1 2
Io =1 + (5 x) (A.39)
n
1 X
— — 04




.=n (27 : .
Jn(x) = f e COSY eln¢ d¢ (A.41)

1—n 1 ixX cos¢
Jn(x) = == J cos n¢ dé (A.42)
o
Representacao de ondas planas:
el¥ = otivr cost RN (A.43)
n:—m
RO i —¢5 0
A0 () o e
n=-—« Il 10!
Héz)(lf—_f'l) = (A.44)
o) g (2) (r) cin(9=0")
n n

A eq. (A.44) & conhecida como o Teorema da adigao das fungoes de

Hankel.
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APENDICE B

FUNCOES POTENCIAIS ESCALAR E VETORIAL

As fungOes potenciais gue consideraremos sao as fungoes po
. . . _). i e 3
tenciais vetorial e escalar A e ¢, que sao extensoes do potencial
vetorial magnetostatico e do potencial escalar eletrostatico. Con
sideraremos o caso em que estas fungoes sao fungoes harmonicas do
ki - <<
tempo. O vetor B e sempre solenoidal (V « B = 0) e pode, portan

to, ser deduzido do rotacional de uma fungao potencial vetorial

=
A:
B = el (B.1)
Desde que V + (V x R) = 0, temos V + B = 0. Assim, uma das
equacdes de Maxwell & satisfeita identicamente. Substituindo a
eq. (B.l) na equagao do rotacional para E, temos:
v x (B + iwk) =0 (B.2)

Como V X Vé = 0, o resultado acima pode ser integrado uma

vez, dando:

>

P O (A ' (B.3)

onde ¢ & uma funciao escalar de posigao chamada de potencial esca

lar. Temos, portanto, duas das equagoes de Maxwell satisfeitas e
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lesta encontrar a relagao entre ¢ e R e as condigoes que devem sa
tisfazer para que as duas equagoes de Maxwell restantes, V - D = p

> -> R ¥
eVxH=J + iwD, sejam satisfeitas.

- -+ -
A equagao do rotacional para H da:

quﬁ=VxVxK.=VV~K—VK=iw€u§+u3

V x uyH = 2 o iwpeVo + ud (B.4)

As fungSes ¢ e A sdo ainda arbitrarias e temos a liberdade
de escolher uma relacao entre elas.
Tendo em vista simplificar a equagao satisfeita pelo poten-

S _). - -
cial vetor A, isto e, eq. (B.4), escolhenos:
V « R = -iweud - (B.5)

Esta escolha particular & conhecida como condigéo de Lorentz.

Usando a eq. (B.5), encontramos gue a eq. (B.4) reduz-se para:

2

Vit a

A = -uJ (B.6)

-~ . _) . . . -
Afim de que a equacao do divergente de D seja satisfeita, e

necessario que:

2
v . E=§-=—iwv S T, G Gl (203
Usando a condigéo de Lorentz para eliminar ¢ . K, temos a

seguinte equacgao que devera ser satisfeita pelo potencial esca
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lar ¢:

v2¢ it k2¢ = -

m o

(B.7)

O potencial vetorial deve ser uma solugao da equagao de on
da vetorial nao homqgénea (B.6) , enguanto que o potencial escalar
deve ser uma solugao da equagao de onda escalar nao homogénea
(BRI .

Assim, os potenciais 2 e ¢, definidos em termos de J e P,
podem ser usados para de%erminar os campos elétrico e magnético ,
pelas eqs. (B.l) e (B.3).

E claro que houve certa vantagem na introducao dos » poten
ciais & e ¢, pois as equagoes de onda que eles devem satisfazer
sao mais simples do que as equagoes de onda para E e H. Devido a
equagao da continuidade, os potenciais estao relacionados entre

si pela condigao de Lorentz.




- PROGRAMA DE COMPUTADOR

EE L BLAE o
// JOB T 1002 - - % .. Bl2a & CPREANGEDG
L0G DRIVE  CART SPEC  CART AVAIL PHY DRIVE IR
0000 3000 3000 0000
0001 1002 1002 0001 , T
' 2E00 . 0002 : .

V2 MO9 ACTUAL 32K CONFIG 32K

/!l FCR
*ONE WORD INTEGERS
*LIST SCURCE PRCGRAM
SUBROUTINE FBESS(E2,K,EXATJNE,INE)
REAL JNE(30),INE(30),JE,IE
00 1 J=1,K
N=J-1
CALL BESJ(E2,N,JE,EXAT,IERJ)
IF(IERJ}T7,3,7
3 JNE(J)=JE
CALL BESI(E24N,IE,IERI)
IF(IERI )22 454225
5 INE(J)=1¢E
1 CONTINUE
GO TO 202
1 KRITE(S 1 LLFEERJIGIN
111 FORMAT(1H ,'ERRC NA SUBROTINA BESJ, IERJ=',I3,1X,'E N=',14)
GO .TO 202
22 WRITE(5,911)1ERILuN
911 FCRMAT(1H ,'"ERRC NA SUBROTINA BESI, IERI=';13,1X,'E N=',14)
202 RETURN : i
END

FEATURES SUPPURTED
ONE WCRD INTEGERS SRR

CORE REQUIREMEANTS FCR FBESS
COMMON O VARIABLES 10 PROGRAM 146

RELATTVE. ENTRY PCINT ADBRESS! IISHO03EMIHES)
END CF CCMPILATICHN
// DUP

*STCRE WS UA  FBESS
CART. ID 3000 DE ACDR 3486 DB CNT CO0A .

/! FOR :
tONE WCRD INTEGERS
£10CS(CARD, 1403 PRINTER,DISK)
¢LIST SCURCE PRCOGRAM
REAL JNE2,JMC2y JNLE2 s JNKA ¢ JMKA L INTKA, ANKA  NMKA, ANTK A
REAL KAL(5) g KA, LR oL oL 1o LLINGLLINL 3 JULM s JULNK, AU, SUN S NUM . NUMN
REAL INE2,IME2,INLE2
REAL JNK(3G) y0MNK(30),JNE(30), INE(30),JKA, KA
REAL ICPHI ‘
REAL JMNE2 4 UMNKA 3 JUNMKA y JLME2 y JMTKA g AMNKA L NM LK A
REAL IPyIN,IMP, MK
DIMENSION SIGK(36C) PHII(360),WPKLI5) WCHL(S)

RN,
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READ(2410C)PHIN,EXAT,[CPHI
100 FORMAT(F5.04F6.3,F3.,0)°
READ(2,101)N1y (KAL(I)yI=1,N1)
101 FORMAT(I2,5F3.0)
READ(24102) N2y (WPWL(I)4,1=14N2)
102 FORMAT(I2,5F5.1)
- READ(2,103)N3,(wWCHL(I),I=1,N3)
103 FORMAT(I2,5F5.1)
NV=(360—-PHIN) /ICPHI+1.
D@ 201 SIS b el
KA=KAL(I1) : _v‘“
DO 201 12=1,N2 :
WPh=kPWL(I2)
WPW=SQRT (WPW)
DO 201 I13=1,A3
WCH=WCWLI(I3) ;
PHI=PHIN : ' 3
PHIR=PHI*0.01745329 -
DENCM=WCW=*=x2-1
EP1=1+WPn*x%2/DENOM
EP2=WPWx*2%VWCk/CENOM
A=EP1*%:2-EP2%*%x2
LR=EP1/A
L1=EP1*A
K=26
K=K+1
DD 1 J=11K
N=J-1
CALL BESJ(KAyN;JKA,EXAT,1ERJ)
IF(IERU)T7,8,7
8 JNK(J)=JKA
CALL BESY(KA,N,NKA,IERN)
IF(IERN)S,1359
13 NNK(J)=NKA
1 CCNTINUE L
IF(LR)4,5,6
5 WRITE(54123)KAsnPW,WCH
123 FCRMAT(LIH 4'L=0 PARA & KA = ",F3.0,1X,"HPW = '"4F5.141X,'%CW = ',F
15.141X)
GO TU 201
6 L=SQRT(LR)
LLIN=SQRT(LL1)
E2=KA/L
CALL FBESSI(E2,K,EXATyJNE,INE)
DO 300 II=1,NV
K=26
SRP=0.
SIP=0. 5
K=K-1 -
DO 200 1=1,K
N=I-1
JNEZ2=JNE(])
JME2=JUNE(I+1)
JNKA=JNK ()
JMKA=JNK(1+1)
NNKA=NNK ()
MMKA=NNK (1+1)
JLIN=N*JNE2/E2-JME2
JLINK=N®JNKA/KA-JNMKA
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", FA=EP2/(KAXLLINY
- DELTA=-=(N*FA%*JNE2-JLIN)

X1=N*JNKA/KA=JMKA
X2=N¥NNKA/KA=-NMKA
Y1=DELTA*JINKA-L*JNE2%X1
Y2=L*JNE2%X2-CELTA%*NNKA
NU=L*JNE2%JLINK-JINKA*DELTA
FAT=NU/Z(Y1%%24+Y2%%2)
Z1=FAT*Y1
12=FAT%Y2 :
ARG=N*(PHIR=-3.141593)
RP=Z1%COS(ARG)=22%SIN(ARG)
IP=Z1*SIN(ARG)+22%CCS(ARG)
SRP=SRP+RP
SIP=SIP+IP

200 CCNTINUE
SRN=0.
SIMN=0.
DO 205 N:l,K
JNE2=JNE (N+1)
JNLE2=JNE (M)
JNKA=JNK (N+1)
JNLIKA=JNK (N) .
NNLKA=NNK (N)
NNKA=ANANK (N+1)
JMNE2=(~1)%xN*JNE2
JMNKA=[—1)%N%JNKA
JLMKA= (=1 )%xn% (=N JANKA/KA+JNL1KA)
JLME2=(~=1)%%N%x(=N*JNE2/E2+JIN1E2)
DN== (=N*JMNE2*%FA-JLNE2)
NUN=L*JMNEZ2*JLYKA-JMNKA%XCN
JMIKA=(=1)%%(N=1) %JN1KA
NMNKA= (=1) %% =NAKA
NMIKA=(=1)%%=(~A=1)*MNN1KA
XIN==N*JMAKA/KA=JM]1 KA
X2N==NZNMNKA/KA=NM] KA
YIN=DNXJMNKA=L%X]N*JMNE2
Y2N=LEX2NEIMNE2-DNSANMAKA
FATN=SNUN/Z (YLN&%2+Y2N%%2)
ZIN=FATNZHYLN
Z2N=FATN=Y2N
ARG=-N*(PHIR-3.141593)
RN=Z1N*CCS(ARSG)-Z2N#SIN(ARG) o
IN=Z1N*SIN{ARG)+Z2N5CCS(ARG)
SRN=SPN+RN
SIMN=SIMN+IN

205 CONTIMNUE
SIGK(IT)=4%((SRP+SRN)*#2+(SIP+SIH4N)*%2) c
PHIT(II)=PHI
PHI=PHI+I1CPHI
PHIR=PHI*C.GC1745329

300 CONTINUE
GC TG 350

4 LR=-LR

L=SQRT(LR)
L1=-L1
LLINL=SGRT(LIL)
E2=KA/L
CALL FBESS(E2,K.EXATJNE,INE)
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'D0 500 II=1,NV

K=26

SRMP=0.

SIMP=0.

K=K-1 ==

DO 400 I=1,K i
N=I-1 : ¥
INE2=INE (1)

IME2=INE(1+1)

JNKA=JNK (1)

JMKA=JNK (I+1)
JLINK=N*JNKA/KA-JMKA
NNKA=NNK (1)

NMKA=NNK (T[+1)
DL=(N/KA)*INE2% (cP2/LLINLI+L)+IME2
NUM=L*INE2%JLINK-JNKA%DL
X1=N%=JNKA/KA—JMKA
X2=NxNNKA/KA-NMKA
YIM=DL*JMKA-L*INE2%X1

Y2M=L %I NE2%X2-DL*=NNKA
FATM=NUM/ (Y1M%%2+Y2Mx%2)
ZIM=FATM*Y1M

Z2M=FATM®Y2M
ARG=N%(PHIR-3.141593)
RMP=Z1M%COS(ARG)-22+%SIN(ARG)
IMP=Z2M*CCS{ARG)+Z1¥*SIN{ARG)
SRMP=SRMD+RMP

SIMP=SIMP+MP

CCNTINUE

SRMA=0.

SIMN=C.

DC 206 N=1,K

INE2=INC(N+1)

INLE2=INE (M)

JNIKA=JNK(N)

JNKA=JNK(N+1)

NNKA=NNK (N+1)

NN1KA=NNK(N)

JLMKA=(—1)%xN% (=NFJANKA/KA+JN1KA)
JMNKA=(=1) ®=N=JNKA
JMIKA=(—=1) %% (N=1)*%JAN1KA
NMNKA= (—1) %3NHNMNKA
NML1KA=(—1)%% (N=1)%MNLKA
DLM=(—N*INE2/KA)*(EP2/LLINL+L)+INLE2
NUMN=L*:INE2*=JLMKA=-JVMNKA

~ XIN=-=NXJMNKA/KA-JM] KA

206

X2N=—NxANMAKA/KA-NM] KA
YIMN=DLMEHIMNRKA-LF=INE2FXIN
Y2MN=L%*[NE2*X2N-OLM*NMNKA
FATMN=NUMN/Z (YIMAN®X2+Y2MNF*%2)
ZIMN=FATMNHZYLMN
22MN=FATMN®=Y2MN
ARG=—-N*(PHIR-3.141593)
RMN=Z1MN%CCS (ARG)~-Z2NNXSIMN(ARG)
IMN=21MN=SIN(ARG)+22MN*CCS (ARG)
SRMN=SRNMN+RMH ;
SIMN=STMN+TMN

CONTINUE
SIGK(IT)=4%( {SRMP+SRMN) *%2+(SIMP+SIMN)%22)
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PHIT(II)=PHI
PHI=PHI+ICPHI
PHIR=PHI*0.01745329
500 CONTINUE .
350 WRITE(5,131)
131 FCRMAT(1H1) : o
WRITE(549121)ViPW,WCH,KA y i 3o :
121 FORMAT(1H 3 "WP/Ww="3F11.542Xy ' WC/N="yFL11.542X, KA=1,F3.0y///y1H 430
1Xy "SIGK" 424X, "PHI ', //) 2k '
‘ WRITE(54C88) (SIGK(JI)yPHIT(JI)yJI=1,NV)
888 FORMAT(1H ,24X4E1547412X,E15.7)
60 TO 201
7T WRITE(54111)1ERJ,4N
111 FORMAT(1H ,'ERRC NA SUBROTINA BESJ, IERJ='",I13,1X,'E N=',14)
GC TO 2G2
9 WRITE(54125) IERN,N
125 FORMAT(1H ,*ERRC NA SUBROTINA BESY, TERN=',13,1X,'E N=',14)
202 WRITE(55124)KA,WPW;WCH,EPL,EP2
201 CONTINUE
124 FORMAT(LIH 4*KA=",F3.0¢1X, " HPH=",FL10.5,1X, NCH=1,F10.5,1X, 'RESULTAN
1DC EM EP1=',F104591Xy'EP2="'F10.5)
CALL EXIT
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS
I0CS

CORE REQUIREMENTS FCR
COMMON O VARIABLES 1912 PROGRAM 2022

END GF CCMPILATICN

/Il XEQ
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