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Este trabalho trata da sistematizacao, de
carater didatico, das séries de funcoes ortogonais. A _expo

sigao esta dividida em trés partes.

! - A partir do produto escalar ou interno de vetores, fi
zemos a extensao, de modo a definirmos funcoes orto
gonais e norma; nesta parte introduzimos o método de

ortogonalizacao de Gram=Schmidt para funcdes vetores ,

no espaco de funcgoes.

4 ) :
Il - . Com base na 1, parte, fizemos um estudo geral do de
senvolvimento de fungoes quaisquer, em séries de
funcoes ortogonais, obtidas de autofuncoes de proble

mas de contorno.

Mostramos as utilidades de tais desenvolvi
mentos, bem como tabelamos as series mais importantes, que

aparecen em problemas de contorno.

1 = Nesta parte fizemos alqumas aplicacoes, de modo a
mostrar de imediato, e didaticamente, o uso das sc
ries de funcoes ortogonais; tiramos a sequir,

algumas

conclusoes e objetivos futuros do trabalho exposto.

-t
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" .. Hatematica ¢ "aplicada” se
: concehido no espinito de pronta
coopehracao com cLenclar Lamas no

grande empenho de compreenden nos
s¢ ambiente, a percepcao Sensorial
de nos resmos e de trazern oxrdem as

acoes nituas entre as ciencias. Co

mo foda a bea matematica, a boa
natenatica aplicada ¢ oniainal e
inaginativa na Linvencao e wso de

seus concestos e em duas constfru -

coes tentativas de modelos".

)

ko E s
Nao tivemos a intencao de produzir um tra
balho original, nem de contribuir com novas teses no dominio
da matematica. Mossos objetivos foram, principalmente, dida

ticos. Como engenheiro e professor de matemdtica em cursos de

engenharia, nossa prQOCUpaggo tem sido a de colocar a dis -
posicao dos futuros profissionais os conhecimentos de e
ﬁética, apenas suficientes para a compreensao daquelas ,diséi
plinas do curriculo da engenharia, que utilizem tais conhe

cimentos.

Nao é desejavel, todavia, que um nrofessor

de matematica sec limite a fornecer somente um receituirio de
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formulas ou processos de resolucao de problemas das ciencias

aplicadas. Acreditamos que em certos aspectos, principalmente,

na metodologia, nao ha muitas diferencas entre matematica pu
ra e aplicada. Com efeito, aplicamos a matematica a eutras

disciplinas cientificas e portanto ha lugar para os mesmos an
seios de uniformidade, invariancia, generalizacoes, riqgor e

certo sentido estético, comuns a todas as ciencias, tanto no

campo pratico quanto teorico.

0 século XX trouxe a matematica um desenvol
vimento que suplanta em muito aos ocorridos em outras é&pocas,
mesmo as ‘denominadas épocas aureas., No inicio desse século,

Hilbert e Fréchet, por caminhos diferentes, iniciaram o

desenvolvimento da teoria dos espacos abstratos de fungcoes, an

tevista por Riemann em meaﬁos do século XIX. llesse tipo de
analise, as funcoes s3o consideradas como pontos num espaco
generalizado. Hilhert se limitou ao espaco funcional de fun
coes, cujo quadrado & integravel e ao espaco de infinitas di
mensoces, cujos pontos sao sucessoes tais aue a scérie dos qua-
drados de scus termos converqge, ficando definida uma ‘Hisraﬂ

cia ou métrica analoga a expressao pitaaqorica da geometria eu

clidianasz Nessa ordem de idéias, foram desenvolvidas com cle
g5ngia e simplicidade, as séries de funcoes ortogonais e as
equacoes integrais. Posteriormente, foram introduzidos espa
cos com métricas nao pitagoricas e mesmo espacos abstratos
sem métrica, criando-se definitivamente a moderna topologia

abstrata ou, segundo E.H. Moore, a "analisc aenal"
’ g !

Compreende-se facilmente que n3o terfamos con

dicoes nem interesse em levar o aluno de enqenharia a tais nfT

veis de abstragﬁo e generalizacao. Mas, nao haveria nesse
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esforco de sintese e generalizacao, uma licao realmente
aproveitavel na pratica e mesmo no ensino da matematica para
engenheiros?

Pensando nessa questao, resolvemos escrever

um trabalho, sem nenhuma pretensao inovadora, apenas sequindo
intimamente a orientacao que levou a topologia, sem elevar )
nivel da informacao do assunto, que ficou dentro das necessi
dades praticas da solucao de.problemas de contorno encontrados

nas aplicacoes. Introduzimos os conceitos fundamentais do es

pagco vetorial funcional e da norma, mostrando em sequida a or

tonormalizacao de Gram (1883), geralmente conhecida sob o no
me de Erhard Schmidt, para funcoes do espaco funcional. Apre
sentamos, em sequida, um estudo qeral do desenvolvimento de

funcoes quaisquer, em séries de funcgoes ortogonais, mostrando
finalmente, a utilidade desses desenvolvimentos, na solucao

de problemas de contorno.

Verificamos que o assunto, assim apresentado,

pareceu bastante didatico e a exposicao ganhou bastante em
elegancia e concisao, permitindo levar o aluno rapidamente
as aplicagoes, sem perda de rigor, ao mesmo tempo que propi
ciou uma visao do método, envolvido nessa generalizacao do

espag¢o vetorial,

Nesta oportunidade, trazemos nossos aqrade
cimentos ao Professor FERNANDO JOSE COSTANTI pela preciosa o
rientagao que nos foi prestada, bem como aos demais coleqgas do

Departamento de¢ Fisica e Matematica da EFEI.
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Também agradecemos aos membros da Banca

Examinadora.

lgualmente, a Srta. CLAUDETE COLI JUNOUEIRA ,
pelo dedicado trabalho de 'copy-desk'! e revisao dos textos ori
ginais e a THEREZINHA RITA CORREA DE SALLES DIAS, que 05 da

tilografou.

Finalmente, seja-nos permitido ainda, salien
tar o inestimavel apoio da Administracio da ESCOLA FEDERAL DE
ENGENHARIA DE ITAJUBA, que nos facilitou os meios materiais in

dispensaveis, sem os quais seriam vaos o nosso trabalho e a

participacao de quantos nos auxiliaram,

ltajuba, Agosto de 1974

FRANCISCO DE ASSIS FERREIRA
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"SERIE DE FUNCDES ORTOGONAIS™

CAPTTULO T

FUNCOELS ORTOGOHAIS{ HORMHA,
1.0 - INTRODUCAD
Atendendo ao objetivo deste trabalho,

o de sistematizar o emprego das funcoes ortogonais nos

problemas de contorno, de grande aplicacao a engenharia,

daremos as definigSes de funcoes ortogonais.e de norma,
mediante a extensao de ortogonalidade e norma de veto-
res, com bases no produto escalar ou produto interno de
vetores.

I.1 - VETORES ORTOGCNAIS. HORHA

I1.17.0 - Consideremos que, em um sistema de coorde-
nadas em trés dimensdées, um vetor A tenha
por componentes o conjunto de numeros (A1,A?,A3); e um

)- . -
vetor B tenha por componentes o conjunto de nimeros (Bl’

BZ,BB).

Entao,a soma ou diferenca desses veto-

res, Figura (1,1), & definida pelo conjunto ordenado:

AxT = (A£By, Ny2B,, AJEB.) (Ve )



Definicao esta que esta de acordo com

o resultado experimental,obtido da resultante de dois ve-

tores na Fisica. Notemos ainda que a equacao (1.1) sa-
tisfaz a lei da distribuitividade,usada na algebra ~ele-
mentar.

Dizemos ainda que, dois vetores sao

iguais quando suas respectivas componentes sao iguais,is-

to e:

B Ay = B.,A, = B,,A, =B (1.2)

0 produto de um numero real k pelo ve-
7 ¢ - - . - - ]
tor A. e o vetor obtido,multiplicando cada componente de

A por k, logo:

k A = (A, A S kA) (1.3)

FIG, 1.1 - Representacao do vetor soma de dois vetores

-) -
concorrentes A e B,



Para vetores dados em um sistema em

n dimensoes (R"):

Rieilny, Mt SN

1k 72 T n

c

->

BU=(BLGERR Byy vee B.)
definimos analogamente:
i) A+ B = (AIiB1,A2182,A3183‘°,. AniBn) (1.4)

-> -> .

ii = 2 = = —3 =
Vi A B*A,=B,,A, 82,A3 83 eeo A=B_ (1.5)
- e - _). A
1) kA = (KA, kA,, kA e kA_) ' (1.6)

1.1.1 - PRODUTO ESCALAR OU PRODUTO INTERNO

Definimos produto escalar ou produto

< -> ->
interno de dois vetores A e B, o qual representamos por

- = - , -~ -
A . B, (18-se "A escalar B" ou "A inZerno B") a expressao

oo = bl & Aple @ Ay = T g A )

Esta nuantidade € um nimero ordinario e
nao um vetor, e satisfaz a lei da comutatividade,indicada

também em (1.7).

Do ponto de vista fisico,a utilidade

-5
deste produto esta no fato de que se A representa uma
- = =
forga e B um deslocamento, entao o produto escalar e

-
igual ao trabalho feito pela forgca A,se seu ponto de
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aplicac3o se move no deslocamento B.

ooy
n
o
(o]

. -
Em analogia, se os vetores A e

e - - n
dados em. um sistema em n dimensoes, (R"),

definimos o produto escalar ou produto interno desses ve-

tores pela expressao:

TN ‘ ;
y =A]BI+A282+A383+...+AUBU= .z AiBi (1.8)

Alem da proprieduade comutativa, ja cis
tada, esse produto possue as seguintes outras proprieda-

des:

B RN R () e ) | (1.9)

a € um numero real qualquer.,

s T N T SN 0 © T (1 10)
i) Ae e 0 o Ho oG

De um modo mais geral, podemos escre-

ver.:
(g Bva,B) o (B C+8,D) = o) (RO +a e, (R.D) +

a281(3.3)+ a

+

5B, (B.D) (1.12)



onde a,, a,, B,, B, sao ndmeros quaisquer.

Para as demonstracoes destas proprie=-
dades basta aplicarmos a definicao de produto escalar ou

produto interno.

1.2, - COMPRIMEMTO OU NORMA DE UM VETOR
Seja um vetor A = (AI’AZ’AB) em um
sistema em trés dimensocs (R3); entao,o comprimento ou
“norma do vetor A, que indicamos por IIKII y € .0 namero

real positivo dada por:

[I1A]] = /a2 + A

: (1.13)

+ A

[aS I S
wnN

esta equagao pode ser facilmente vista atravées da Elif=

gura (1.2).

Notemos porém, que podemos expressar a

equacao (1.13)em termos do.produto escalar; para tal

procedemos do seguinte modo:

= > -
Da equacao (1.7), fazendo A = B pode-
mos escrevar:
> e 2 2 2
A . A= A] + A2 + A3 . (1.14)

substituindo em (1.13) ,temos:

[l = & o & @isis)

- - . = e
que e uma quantidade real, pois A . A > 0,



3 -> -~ ~
FIG. 1.2 - Componentes do vetor A em tres dimensoes.

Portanto, podemnos definir o comprimento

+ - . -
ou norma de um vetor A como sendo o numero real positivo

dado pela equacao:

||K|| = /ﬁ s /ﬁ% + Ag + Ag' (1.16)

Por analogia, definimos comprimento ou

-

norma de um vetor A no espaco de n dimensoes (Rn), dado
o it :
por A = (A1,A2,A3,..°,An) ao numero real positivo:
e R ) Tk
[1R]| =/R.% = ./;\1+/\2+/\3 ok + o8 (e 09

I.1.3 - ANGULO ENTRE DOIS VETCORES

I.1.4.1 - Desigualdade de Cauchy-Schwarnz

- >
Sejam A e B dois vetores quaisquer no




espaco de n dimensces (R") dado por:

e

W o (B0 Bop Bao coo o B )
entao:

> - > i

A8 < s e b - (1.18)
DEMONSTRACGAO:

Observemos inicialmente que esta die=
sigualdade € valida se A=0oubs= 0, pois teremos
0. 40 5 40, Jque €& verdadeira. Portanto consideremos o

-> -
caso em que, A # 0 e B # 0.

Consideremos o produto escalar:

(aA-BB) . (ah-BB) (1.19)

de acordo com (1.11) temos:

(ak-88) . (ah-BB)>0 = 0<a? (R.K)-20p (A.B)+p2 (B.75)

logo:
208 (A.B) < o GoR) © B° Bk

fazendo:

temos:



/6.8 VAR (hB) < (B.8) (RA) + (AR B.B) =

= 2 /BB /R B < 2 @)

elevando ao quadrado e simplificando, temnos:

(R B)Z < NS ENE)

logo:

o qual podemos escrever:

A8l < LRI 1B ]
OBSERVACUES: A desdgualdade de Cauchy Schwarz pode sen
escniita da {ormas TR
n n n
2
@R ) (2 05 (1.20)
il = N i i
i=1 i=1 =1
Da equacao (1.18), temos que:
A.B e of < R.B s 1 (1S 2818)
LIALL (18] LIAL] 18]
a qual é valida para todo o par de vetores nao nulos de
um espaco de n dimensees (Rn).
Inspirado na equacao (1.21) podemos

RO -~ A -> >
definir o cosseno do angulo entre dois vetores A e. B, em

um espaco de n dimensoes, como sendo:




| A.B
cosB = : 1552:2))

8 g
LIALT 1B

poliist =i c oS ORI

> e
Se um dos vetores A ou B for nulo, fa-

remos cos8 = 0,
A titulo de ilustracao, mostraremos que
- —’. + ; - .
no caso de dois vetores A e B, no espaco de duas dimen-

o GO

soes (Rz), isto & A

1]

-> s
(AIAZ) e B = (B]’BZ) o angulo en-

tre os dois vetores € dado pela equagao (1.22).

Sejam A = (A AN el B = (s doi's

Y

: ~ z .
vetores no espaco de 25 diimenisioelsHRETigiialmpgs

1

FIG. 1.3 - Vetores no espacgo (Rz).

"Aplicando a lei doscossenos, temos:

>

2 12 =12 5 -
[IA-B11% = [IA[1S + [[B11° - 2 [|R][] |[IB]]| cose

logo:
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(R-B). (R-B) = R.A+8.8 - 2 [|R|| [|B]| cose
A A-2 R.B+8.8 = R.A+B.8 - 2 ||R|| ||B]]| cose =>
-> -+ -»> > A K -g
=> A.A = |[A]] [|B]] cos® => cose = '
-> -
LIALT T8l
Notemos agora ,que a expressao 5223
pode ser usada para definir o produto escalar de dois
‘Vetores,K e Bsem um espago de n dimensdes, temos:
e s T cese S (1 25)
Podemos demonstrar, por exemplo, que

para 2 vetores no espago de 3 dimensoes (RB), A=(A],A2,A3)

e B (BI’BZ’B ), entao:

3

- > > ;
A.B = A B, + AyBy + ABy = [[R][[|B]] cos8  (1.24)

DEMONSTRAGAOD

i
ks 3
Y i
B NG
A
o]
= i,
Y'
i
3
FIG. 1.4 - Representagdo de dois vetores no espa-

Go (RB).

ISIRItE BRili 1
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Sejam ¢, B e Y os anqulos diretores de .
A e a', B' e yi,os anqulos diretores de B. Da Figura

1,4 temos:

5 Aqi= LA | cosa
3 .
Az = IIAIICOSB
A, = le[lcosy
3 .
81 = Ilﬁllcosa'
5, = |[B]|cost"
->
- i
5y = [13]leosy
Logo: ‘ .
K.E=A181+A282+A383=||K|[[]§[|cosﬂcoss' +
+| |Al|]]8]]|cosacosa'+||A||]]|B]|cosycosyt =>
> > >
A.B:A]B]+AZBZ+A383=||A|||[B[](cosacosa'+cosBcosB'+cosycosy')

Da analitica temos que o angulo 6, en-

tre duas retas orientadas, € dado pela relacao:
cosB = cosacosa'+cosfcosB'+cosvcosy’
logo:

->

> 7 :
A.B:AIBI+A282+A383=|[A]LlIEII cosB c.q.d.
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Portanto, de um modo geral, podemos es-

i
?
!
i
1

crever o produto escalar ou produto interno de ‘dois ve- {

o -> =~
tores A e B,no espago de n dimensoes (R"), como:

> -
= 4 = =
A.B A]B]+AZBZ+A383+.,°+Aan lX AiBi

= 1Al |[8]] coss 4 o (00%5)

1.1.4 - ORTOGONALIDADE PE VETORES

- ->

Dois vetores A e B,no espaco de n diit=
~ n ; : -
mensoes (R '), se dizem ortogonais ou perpendiculares, se

for nulo o cosseno do angulo formado entre eles. Tendo em

- ->

vista a equagao (1.22),vemos que A e B sao ortogonais se,

e somente se,A . B = 0 (1.26).

Tal afirmacao pode ser asseverada ten-

do em vista o seguinte teorema:

TEOREMA |.1 - Dois vetores A e B sdo ortogonais se, e

somente se:!

CEEBIE = (HBNE = HE? @iltEaeres) (1.27)

DEMONSTRAGAO:

| |[R+B|| = (R+8). (R+B)=R.R+2 (R.B)+B.5 =

I
>
)

+ 2(R.B)+ ||B]]2
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portanto:

se ,e somente se:

-> ->
AT B =0

FIG. 1.5 - Vetores ortogonais.

Por exemplo os vetores de componentes ,
(1,0,0), (0,:1,0) e (050 1) Ns5oNointoqonalilshspolils o

produto escalar dois a dois desses vetores € nulo.

I.7.5 - CONJUNTO ORTOGONAL E CONJUNTO ORTONORMAL

b > > ->
Un conjunto de vetores XqpsXgseeo s Xieany

: ~ N s :
num espaco de N dimensoes (R') ,diz=se um conjunto orto-
gonal se o produto escalar de dois vetores quaisquer do

conjunto for nulo, isto é:
Sle:
=0 (1.28) se m # n

Por outro lado, se o quadrado da nor -

ma for unitadria, isto &, de acordo com a equacao (1.15):
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e ok Ko (A (1128
0 conjunto se diz ortonormal,

Por economia de notagao,podemos unifi-

car as equacoes (1.28) e (1.2?), escrevendo-as:

0 sem # n
= > . - J
Xpe X, = 6mn onde: 6mn = (1.30)
1 se m = n
\
0 simbolo 6mn € chamado delta de

Kronecker.

Notemos das definicoes que podemos
obter uﬁ conjunto ortonormal de um conjunto ortogonal de
veto}cs; bastando para isto,dividir cada vetor.do conjun=
to pela sua norma, isto &:

=
So it . (1.31)
| 1% |

o qual chamamos de vetor normalizado, e que tera compri-

mento - ou norma unitario.

s Por exemplo, os vetores (1,0,0) (0,1,0)

e (0,0,1),além de formarem um conjunto ortogonal, formam

também um conjunto ortonormal.

Para estes vetores € conveniente a

notagao sequinte:

_). -
Fyo= (1,0,0); fz = (0,1,0); 1

Il

(0,0,1)

C



! : - - : ' '1

=5 , 15

G

Notemos que bRt =80 patiraier] # n e
e o : ~
i, !, = 1 para m = n, o que mostra que esses vetores sao

ortogonais e formam um conjunto ortonormal. Tais vetores
sao chamados vetores unitarios.

Ve

I1.1.6 ~ INDEPENDENCIA LINEAR DE CONJUNTO DE VETO-

RES ORTOGONAIS.

TEOREMA 1,2 -~ Todo conjunto ortogonal de vetores, num
espaco de n dimensoes, é linearmente in-

dependente.

DEMONSTRACAO:

g -> - -> -5 =
Seja x],xz,x3,.°.,xi... um conjunto
- - + =
ortogonal de vetores, isto e SIS S 0 para m # n.

n

Devemos mostrar que a expressSo:

- - -> ->
alx].a2x2+a3x3 > 0o fr @k = 0 (j.32)
se ,e somente se :
021 = 0.2 = (13 = e & O L an = UV (1'33)
> > > ->
Se XqoXppXgseaes X formam um conjunto

= i ~ -
ortogonal, entao para cada indice m, 1 < m < n, devemos

ter:

-+> -> -
ot LIS Xateoeoet X

-
(o x +a X +tazxg RS REDE U




o >
Porem, como x_.X
m' n

equacao acima se reduz a:

o (B R () comno x

R
X 0
m m o m m ' ‘m #

logo, O 0, isto &€, cada um dos coeficientes em

€ nulo, resultando portanto:

al_az_a3—'°""a=0

0, se m # n,

(1.29)

1.1.7 - VETORPES EM M DIMENSOES NO ESPACC COMPLEXO

1.1.7.1 - Scjam os vetores A e B em

n

: ~ n
dimensoes no espaco complexo (e P

cujas componentes sao:

» A A)

]’ 2 3"’"! n

B B B )

]’ 2! 83)"') n

il
—
lve)

sendo as componentes Ai = Bi perteancentes ao

C dos numeros complexos.

conjunto

Assim, como no caso real, definiremos:

i) ReB = (A 2B, A,2B,, AgtByyaen, A 3B )

n n

ii) T 0 sy AerBe s A

iii) KA = (KAy, KAy, KAg, e, kA )

onde k pode ser um numero recal ou complexo,

(1.34)
(1.35)

(1.36)

[ o f “:h“n‘._\ “n
{ MAUK
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I.1.7.2 - Produto escalar ou produto In-
Lenno
: $
Definimos produto escalar ou produto it
{
= interno de dois vetores A = (A1,A2,A3,...,An) e |
E = (81,82,83,...,Bn))n0 espaco n dimensional complexo, a f
expressao: ‘ |
B * *. * T
R.B = A BY+A,BE+A BE+. . 4A B
n
=l RATE B : . (1.37)
i=1
onde BT, Bz, Bg,..., B: sao os conjugados complexo de
B], 82, B3""’ Bn respectivamente, g
Por exempWo, se A = (2+31,4-1,21) e
B = (3-2i,5,4=-6i), entao:
AB = (2+31) (3-2i)*+(h=i) (5)*+(2i) (4-61)*=
= (2+43i) (3+2i)+(bh=i)(5)+(2i) (4+6i) =
= 13i ~ 20 + 5i = 12 + 8i = 8 + 6i
1.1, .3 - Comprimento ou noamal de wm
velon,

Seja um vetor A = (A],Az,A3,.a.,An) y um
vetor no espago n-dimensional complexo,o comprimento ou

norma do vetor A & definida por:
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[IRl] =/R.R . 3y

tendo em vista a equacao (1.37) temos:

~ R[], =/ KR = /A A%+A A*+A3A§+..o+A s (1.39)
como:
2 2 : 2
AY = [A] ; A, A% = [|A,]| ,..AnA; = |A_| (1.40)
entao:
|| RI| =Y RK = VA AT+RAS+A_Ai+...+A A =
S nn
2 2 2 25
=/ a2y 2 ag [ P n A | (1.41)
Por exemplo se A = (2+3i,4-i,2i) ent3o:
LAl =Y AR = VTZ310 (Ze3 1) 7+ (BT ) (BT )+ (21 ) (27 )%=
= Vy(2+3i) (2=30i)+(LGi) (a+i)+2i(-21) =
= V13 + 17 + b '= 34
OBSERVAGOES:

->

1) Se para os vetores A e B no espago complexo

definimos A.B por A.B = A B]+A282+...+An8 , en-

tao e possivel que AR = , mesmo para A # 0 por

exemplo, sec A = (1,i,0), entlo:




U8

: v %
Ainda A . A pode mesmo nem ser real. 5

- ->
2) Para vetores A e B no espaco complexo,a lei

da comutatividade do produto escalar nao se

> . - > > > >
verifica como no caso real, isto € A.B#B.A, po-

rém podemos mostrar que: :
R .6 = (B S0 (1.42)

senao vejamos:

. 5 Iy
Sejam A = (AI’AZ""’An) e B=(Bl,82,.;8n)

dois vetores no espago n-dimensional complexo.

Pelas propriedades do conjug%do, e a

equacao (1.37) podemos escrever:

2 RN e . * *)* *) %
(B.A)* = (31A3+32A2+°..+BnAn) (B A

*) * *)x —
+ (BZAZ\ ol Ko +_(BnAn)

= * * 1 ; * = * R %
= B1A1+02A2 e GG BnAn AIBI +
* XS B
+ A282 P ooo Aar Aan A . B

Il
Y,
=¥
(o

Il
oy
v

*
o

o)

o
[ ]
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I1.1.7.4 - Desigualdade de Cauchy-Schwanz
Déis vetores A e B no espaco de
n-dimensoes complexo (C") satisfazem a relacao de
Cauchy-Schwarz.
> > e ao
|A-Bl < [IA]] []6]] (1.43)
DEMONSTRACAO:
-
Se B = 0, a desigualdade se reduz a
0 0, portanto valida. Consideremos, agora B # 0, usando
: o :
para qualquer nlimero complexo, Z, 2Z = |Z|“ e ainda da

equagao (1.42) R = (ﬁ.ﬂ).

Expandindo a expressao Oillﬁ-(

onde @ € um numero real qualquer, temos:

> >

Q

If
>y
)
‘ ]
N
R
>4
=
N
+
>
=<y
Q

fazendo:

temos:

< ||A-(R.B)aB] |2 = A-(R.B)ab - GoGarer)

A.B) B]°
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o 1AL 2 M—z logo:
1]

- 2 - 2 > > 2 > 3,2 -> 2 > 2
0 < [[AFFSFskES= Sl elES== A s s s R
tomando a rafiz quadrada de ambos os lados, temos:

IR 81 < IRl |18 c.q.d,

Da equacao (1.43), podemos escrever:

-> Sy
!K'BI < N a>ERH [A. 5] <l
-> -> -> ->
[TATTTIE] | [IATTTTS]
que como vimos em (1.22), pode definir o cosseno do an
gulo entre A e E, isto e:
A.B
cosB = - (1.44)
-> -
LIALT [ ]8]]
g llal/oh = Oniogonaﬂidadc de vetores no
espaco conplexo
De modo analogo ao espago de n dimen-
soes reais Rn,dizemos que dois vetores A e %, no espago

de n dimensoes complexo, sao ortogonais ou perpendiculares

quando o cosseno do angulo,por eles formado,é nulo; por
- -> -> -
tanto, da equacao (1.4k4), vemos que A e B sao ortogonais

se, € somecnte se:

Ao = @ (1.45)
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levando porém em consideragcao a definicao do produto

escalar dada pela equacao (1.37).

De modo analogo, dizemos que um conjun-

-+ -

1? %93 ceey Xie.. NO €spago n dimensional

->
to de vetores x

complexo formam um conjunto ortogonal e ortonormal de
vetores se: (

0" Sisies imi¥ESIn
-> -5 v
X EASLSENG onde: S = 1 (1.46)

m n mn mn .

1 se m # n

A
e também um conjunto ortogonal se diz normalizado , se
sua norma € unitaria; do mesmo modo, podemos obter um

conjunto ortonormal de um conjunto ortogonal, bastando di

vidir cada vetor pela sua norma.

Ainda K podemos mostrar que, todo con-=
junto ortogonal de vetores no espaco complexo € linearmen

te independente, como foi feito em (1.1.7).

Por exemplo, os vetores que indicaremos

e (0, 0) Tz = (o0 e TB = (0,0,1i)

formam um conjunto ortogonal e ortonormal, pois & facil

vermos que:
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I. 1.8 = "PROGESSONTE ORTOGOHALIZACKO DE GRAM-SCHHMIDT

Vimos, pelo Teorema |.2 que todo con-
junto ortogonal de vetores,em um espaco de n dimensSes’ e

linearmente independente. Tal resultado pode ser generali

zado,de modo a nos permitir substituir um dado conjunto
de vetores linearmente independentes,por um ortogonal cor
respondente. Este processo de ortogonalizar um conjunto

de vetores dados, que tem como resultado a simplificacao
de muitos calculos,quando trabalhamos com vetores olRto=

gonais, ¢ chamado de processo de ortogonalizacgao de

Gram-Schnidt.

Para maior facilidade de compreensao |,

introduziremos o processo por meio de exemplos; em se
guida faremos sua generalizacao.

. - .-). -;- - 3 - .

i) Sejam X, e X, dois vetores, linearmente independentes,

no espaco de duas dimensoes (Rz), figura (1.6).

X¢
o9
N
X ¥
(123
N
]
X+
N
]
Q
oy

FIG. 1.6~ Ortogonaliiagao de vetores em (Rz).




- o 2 l’
Nosso problema sera o de substituir os

- > >

=
vetores dados,‘x1 e X, por outros vetores, €, €,4que se-

jam ortogonais.

->
X

> ; >
Para tal,; tomemos e, = depois e

]’

> -»> S
a componente de x,,perpendicular a x Fiaurs (1c6)c

‘l »

-
Deste modo, podemos escrever e, na for-

2

ma:

sejam ortogonais devemos ter.

de (1.47) temos

-> > > -> ->
e -

s 1

-

ra:
-e> -
o X
IR e ‘ ‘ (1.48)
- - .
e] - e]
que levando em (1.47), nos dara 32 que sera perpendicular
-> > -
a e; = x,.
Por exemplo, ortoqonalizemos os vetores
-> ->
Xy = (1,1) e Xo = (@ 1)



Tomemos:

+ -
e = QI s1)

da equacgao (1.47):

= O P
= o= g @ e,
4 e
&2 e
-»>
=5
FIG. 1.7 - Ortogonalizagao de vetores em((RZ)
de (1.43):
DTS (@500) 1
(o1 o (1) 2
logo:
> 1 * ol il e e I]
eZ.= (0,1) ey (U 1) (0,1) (7,3) = ( 7,2)
portanto:
- -+ . + > o ]- ]
el = Gilre1h) e Co = ( ot 5)

s3o ortogonais, o que nos mostra.a figura (1.7).

. =¥ = > .
ii) Sejam agora os vetores x,, X, e X3, linearmente in

dependentes no espaco de trcs dimensoes (R3),conforme

figura (1.8).




0 -
tores cdados x
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Nosso problema sera substituir os ve
Y (o 5 o t <3 t e P e
X r ou e, e
2 3 P outros vetores e ;, e, €3,

que sejam ortogonais.

Fh ok
ei—x1

FllHe 1ol = Ortoqgonalizacao de vetores em (R3)

tal que

> ->
ez . (:‘]

de acordo com

(11 =

que levado

->
a e] .

perpendicular

Mos .

-> -> % e
Fagcamos €, = Xq» devemos determinar e,
-~ -> ey
0 e e, = x, = ae, : (1.49)
exemplo i, temos:
>
i
- (1.50)
._.’.
e

1

- At
a equagao (1.49) nos dara e, perpendicular

->
@3

ol Palcas talliiS s falzes

Resta-nos agora determinar o vetor

. i -> -
imultaneamente a e, e e
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2 €5 (1.51)
-> —a»,' -> .
Para que €q» €, © e3 sejam mutuamente

ortogonais ,devemos ter:

- - > ->
e e =Ne e =

T 5 = 1 - 3 = 2 - 3 = 0 (]-52)

multiplicando escalarmente a equagao (1.51) por gl e 32
temos o par de equagoes:
> > > > > > > > - %
€183 = €1eX3 " @ € .8y + a,€,.ey de (1.5%) =
> > -> o :
= = - ~ - ].
> 0 X3« ey oy €, e, (1.53)
> o> > > > > > > : = =
€ye€3 = €5.Xg - @ € - +a,€,.e, de (1si5 20 =
- iy 828 > > L
=> 0l =pausgcy a, (ez.ez) (1.54)
de (1.53) e (1.54) temos:
x P
a = ool ol _ (1.55)
-> ->
e, - €,
x PS
: ; x L]
G s - : (1.56)
: = - -
- e2 L ] cz
; - > ; Aok ->
que levados em (1.51) nos dara ey perpendicular a e,
—
e e,.

Por exemplo, ortogonalizemos os vetores

-> > e o
X X X

e (1,000 8 n = (W10 & 3 I )

Temos que:




calculemos o , a, e e

logo:

(R

portanto,

-.)
=5

->

> >
X, « € 5 (0,0 .0) o 40,9,0) B
o >
e, €, Walo®) o (Uslo®)
1
, = (0,1,0) = 5 (1,1,0) = (9,1,0) = (5%, 0)
= (3,7, 0
- >
sl 2 o] A o (141,00 2
= = - =1
ey o o RGIRRLO)P GO
2 L=l
£3 2 ’52 (1,1,1) « (= 5, 3, 0)
e ey ) 1 Tl | :
e e
2 2 (" "'2'0 '2'9 O)'(- 7 "2—! O)
st
W
= 0
o
' 1
@) = 1 (0p0500 = 0 €= o % o)

(sl = (Ut o (05051
os vetores ortogonalizados serao:

->
(],1)0); 62= (--12-’%" 0)

(0,0,1), o que nos mostra a figura (1,.9)

28
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‘F———-—-——---.____

FIG. 1.9 - Ortogonalizagao de vetores em (r3).

’

Notemos, por indugao, que podemos apli-

car o mesmo procedimento para um conjunto qualquer de
< 5 - > > > ;
vetores linearmente independentes X.,,X,,Xo,ec0e X . Para
‘I ] 2 b 3 ] ] n

tal ,basta considerarmos calculado de maneira analoga aos

-> ->
exemplos dados, um conjunto ortogonal de vetores €19 €9,

-> . d d d = = = A -
e .1 @ partir dos vetores dados Xy, Xp,eec, X _43 entao
para a etapa sequinte, fazemos:

-> -> -> - v >

IR T I RN P oo & Bloadn B (]f57)

+ -
e calculamos Oy Cppecey O o de modo que e, seja orto-
-+ - -+

gohal a cada um dos vetores €;, €,5,.0., e, -q» © que nos
levara as equagoes: '

-> -> > ->

X, . €y = 0y (EqoBq)) & O

-»> > -> ->

Xn . e?- az (cz'ez) Tl 0 (1058)

-> - -+ -

T (e P (en-l'en-l) =80
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Das equagoes (1.53) tiramos:

> > > > > >
| BgoC ' g X e€, g X eC
a1 =l :_)__"__)__ ’ Ctz . T3 > 9 0 e e g an_] ! = =<
PR €,-€, e S S
(59
que levados em (1.57) nos dara e., tendo em conta- que
-+ =
e, = X;.
Tal método de ortogonalizacgao exposto

€ chamado-de processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt.
E ainda, uma vez conseguida a ortogonalizacao -de um con-
junto qualguer de vetores, podemos tornda-lo em um con-

junto ortonormal,.

1.2 - FUNCUES ORTOGONAIS E MORHA

Com base nos estudos de produto esca-
lar ou produto interno e comprimento ou norma de veto=
res, faremos a sequir,a generalizacao, de modo a definir-

mos conjuntos de fungoes ortogonais e ortonormais.

~

1.2.1 -~ ESPACO DE FUNCOES

1.2.1.1 - Produifo Escalan ou Produto Inten-

no de Funcoes

Consideremos um conjunto ordenado de

i - - N
N numeros como um vetor N-dimensional em R .

e (715 [no oo acon Fy) 205)




31

: > :
ou abreviadamente F = {Fn} onidie ni = 7 B N ((Fhe, 22)

Todos os vetores obtidos,dando para as

componentes Fn todos os valores numéricos possiveis, cha

mamos de espaco N-dimensional,

’Seja o ‘vetor:
6 = (650 o Bopooon ) (202

ou abreviadamente:

¢ = {6} onide 0 =i T 2RISR I (2R

Da equacao (1.8) temos que o produto

-> > .
escalar de F e G e:

1 2 BT N°® N )
N
n=1 g
Consideremos agora, que N crescga in
definidamente, isto €, o espaco (R”) com um namero infi

nito de dimensoes, no qual as componentes {Fn} e {Gn} @

sultem distribuidas em uma forma continua e com a me sma

densidade; assim procedendo,n nao sera um indice enumera-

vel e sim,uma variavel continua (x), por conseguinte{Fn}
e {6 } , definem uma funcao F(x), e G(x) respectivamente,

formando o que chamamos de espago de fwicoes.

Baseado nesta consideragao, o produto

N .
escalar ou interno z F.G,» dada pcla equacao (2.4), fi
n=1 =

ca definido em termos de uma integral, o que representamos

ROIG S

F.G = JF(X) G (%) dx (2.5)




onde a integragao se estende sobre o dominio das fun=-

¢oes, pois. senao, o produto escalar se torna indefinido.

A equacao (2.5) é entao uma generaliza-

¢ao da equacao (2.4),.

.Se as fungoes sao definidas no interva-
lo comum C(a,b), entao o produto escalar sera definido

por:

(b . :
Tae i = J F(x) G(x) dx (2.6)

a
Notemos ainda ‘que a equacgao (2.6) sa-
tisfaz todas as propriedades de um produto escalar, assim

por exemp]o:'

b
1) .6 = 6.F, pois F.G = I F(x)G(x) dx = b
TR
b
= J G(x)F(x)dx = G.F (2.7)
: b
11) (aF) .G = a(F.6) pois (afF.B) = J F(x)G(x)dx =
a
b .
= aJ F(x)G(x)dx = aF.C a real (2138

111) (F+F,) B=F L 8+F,.G, pois (Fy+F,) .8 =

® O
- [Fl(x)+F2(xﬂ G(x)dx = J F1(x)G(x)dx +
Ja a
@
a Fy(x)G(x)dx = FoaGaF,. 8 2390
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1.2.7 - COMPRIMENTO OU NORMA DE FUNCAOQ CONSIDERADA

. COMO VETOR

Tendo em vista as mesmas consideracoes
feitas para o produto escalar de funcoes, no "espago de

fungoes", podemos agora definir o compfimento ou norma de

uma fung5o F, considerada como um vetor, que indicamos
por Il?][ , com base na equagao (1.15), temos:
[1El| =/ F . F (2.10)

Considerando que a fungao F & definida
no intervalo C(a,b), do conjuntb dos reais, e tendo em

vista a equagao (2.6), temos:

o\

b
[IFI| = F.F [ (F(x)}zdx ‘. @R

a

1l

> >
onde devemnos ter F.F > 0. (2.12)

1.2.3 - DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ

- -»> ~
Sejam F e G fungoes consideradas veto-

res no "espaco de 4uncoes” e definidas em C(a,b) do con-
junto dos nimeros reais, tendc em vista a equacao (1.17),

e as consideragoes feitas em (1.2.1), podemos escrever a

desigualdade de Cauchy=-Schwarz na forma:

b b DR
I F (x) G (x) dx 2 g(J [ F )] 2ax) ([ (sea]?a0 @
a

a ar

Assim,das equagoes (1.23) e (2.6), " po=

demos escrever sem perda de generalidade, que:




ol o F(x)G(x)dx = [I?]I IIEII cosf - (2.14)
5 :
logo:
cos8 = el (2.15)

[IFI] BT

- ~ - ;
onde B e o angulo entre os vetores funcao F e o

Por exemplo, calculemos o cosseno do
- = = -> -> 2
angulo compreendido entre os vetores F = x e G = x~ de-

finidos em C(0,1).

De (2.14) temos:

1
2 I IS x2 dx
F.G ) 3
cosf = = =
0% i 1
I T [,
0 0
I "
X 1
1 lig 4
3 5 f ]
X 2 X —\T
3 g > g
3 1.2.4 - ORTOGOHNALIDADE DE FUMNCOES
Duas funcoes F e G, consideradas ve-
tores no "espaco de 4uncoes™, no dominio de reais, se

dizem ortogonais ou perpendiculares se for nulo o cosseno

-> ->
do angulo formado entre F e G.

Tendo em vista a equagao (2.15), vemos




35 .

que F e G sio ortogonais se,e somente se:
—F’: . E = 0 ’ ‘ ~ (2.16)

logo, pela equacao (2.6), devedds ter:

Yy
o
Il

F(x) 6(x) dx = 0 (725 U 7/),

portanto,para que duas funcgoes F(x) e G(x) sejam ortogo -
nais em um intervalo {a,b} , devemos ter a integral do

produto dessas fungoes,no intervalo C(a,b) igual a zero.

Neste caso, tambem vale o resultado do

Teorema |.1 isto €, se as funcoes vetores F e G s3o olr -
togonais no intervalo C(a,b),entao:
- > 2 > 02
CHE B2 = FIELES e E (2.18)
DEMONSTRACAO: Temos que:
b b b b
2
J [F(x)+G(x))2dx =J [F(x)]‘dxw_J F(x)G(x)dx +J [G(x)]zdx
a a ak a
> - :
de 2.5t/ asiels e ¢ sao ortogonais, temos:
b
- J F(x) G(x) dx = 0
a
logo:
b b b
[F(x)+G(x)]2dx = [F(X)]zdx + J (G(x)]zdx
a a a

logo ,da equagao (2.11),temos:

e = e
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Exemplificando sejam as funcoes F =1
->
e G = senx, definidos no intervalo C(-JI,lI); notemos que
) P :
F e G sao ortogonais neste intervalo , pois
1 g ' y ¢ -
1 | A I
! | F+G I
: 2 I [
L | ;
1L 2
l\\\\\ 4////1//7/#-~\\\<G=senx
| [ |
| |
N I - I ——— %
B d i
| e e :
FIG. 2.1 - Representacao grafica de fungoes ortogo-
nais.
I ' n
-> -> .
Froa sGh=s l.senx dx = - [cosq =0
=11 Il

ainda, podemos escrever:

I 11 1
(1+senx)2dx = ] dx + || senx“dx +

-TI -1 -1

I
+ ( 1 senx dx
YRS :

logo:

| [1+senx||% = [|1]]% + [|senx||?

Notemos porém, ao contrario da ilustra-
¢ao facilmente conveniente da Figura (1.5), a da Figura

(2.1) tem o aspecto negativo de nao transmitir qdase ne
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nhuma informagao, ficando como advertencia sobre as 1imi
tacoes de interpretagoes geométricas ,de questoes relativas

a ortogonalidade de funcgoes.,

I.2.5 -~ CONJUNTO ORTOGONAL E CONJUNTO ORTONORMAL

DE FUNCOES

Um conjunto de funcdes vetores

-> -> -~ -> - P

F1,F2,F3,...,Fi,.o., no espaco de funcoes, definidas no
-intervalo dos conjuntos de reais C(a,b), diz-se um con-
junto ortogonal de funcoes,se o produto escalar de duas

funcoes quaisquer do conjunto for nulo no intervalo C(a,b)

isto e:

£ .?n=o (2.19) se m# n

m

logo de (2.6) temos:

b
Fm(x) Fn(x) dx = 0 se m # n ‘ (2.20)
A ;

Por outro lado, se o quadrado da norma
de cada fungao for unitario, no intervalo C(a,b) isto €,
de {2.11)

(FURBG T s s (2.21)

o conjunto se diz ortonormalilogo ,de (2.11) ainda temos:

b
J (Fm(x)]z dx = 1 7 (2072))

a

Por ccononia de notagao,podemos wunifi-

car as equagoes (2.20) e (2.22) escrevendo-as:
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b 0 se m#n

1
. T
Il

Fm(x)Fh(x)dx=5mn onde: Gmn = 4 _’ (2.23)

a

1 -se m=n
\

0 simbolo Gmn ¢ o delta de Kronecker.

Notemos tambem, que podemos obter um

conjunto ortonormal de funcoes,tendo um conjunto ortogonal,

bastando para isto,dividir cada funcao do conjunto pela

sua norma, isto é:

T
——— (2.14)
J1F]
o qual chamamos de funcZo normalizada, e que tera com-
primento ou norma unitario.
Destas consideracoes, surge uma ques -

tao: podemos achar um conjunto de funcoes,o qual serveria
como vetores unitarios no espaco de fungoes, como € o

; o = =5 + e i
caso dos vetoies unitarios L1s1, € 13, definidos em

3
(8 W el

Claramente vemnos que ,no espago N-dimen-

sional ,a generalizacao é evidente, e os vetores unitarios

sao:
53 -
- T] = (1,0,0,..«,‘-'); '2 = (O_a]’O"°°r)""’
TN = (O’O,O,aoc.1) (2’25)
Tendo em vista as equacoces (1,4) e

(2.25), podemos provar facilmente que qualquer vetor pode

ser expresso como uma combinacao linear desses vetores u

nitarios, isto é:
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N -
= ) R ; (2.26)
1 : .

ainda pela equacao (1.30) ,podemos provar que qualquer com

. .+ - i
ponente do vetor FN pode ser escrito na forma:

+

->
P = P i

N N (2.27)

tendo em vista a equacao (2.5), podemos escrever no espa-

¢o de funcgoes

>
Fom [Fo0 1,00 o (2.28)
nl n

No espaco de funcoes,as funcoes singu-
lares delta de Dirac sao diretamente analogas aos vetores

unitarios da equacao (2.25). Tais funcoes sao representa-=

'das por:

§ (x - x_) (2.29)

o
para todos os valores de X, © ¢ definida como sendo nu-
la para todos os valores de X, exceto para x = X na
qual neste pontos,seu valor € tao grande que a area sob
a curva & unitaria. H3 uma fungao delta em cada ponto X g
tal que podemos considerar formalmente,um conjunto infi-
nito de tais fungoes,em todo o espaco de fungoes. No en-

tanto,tais funcoes requerem técnicas especiais nos pro-

blemas que as envolvem,

Porém,podenos obter fungoes proprias ,

que servirao como vetores unitarios,no espaco de fun-
goes; para tal,basta termos um conjunto de fungoes ortogo
nais,em que cada uma delas tenha norma unitaria,como re

ferimos em (1.2.5).
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Um exemplo particularmente simples de

fungoes unitarias é:

o 1 ITx
i (x) = — sen =X (2.30)
- VL L
onde (-L < x < L) e n inteiro positivo, podemos mostrar
que para estas funcgoes:
L )
tn(x) lm(x) dx = Smn (72 5311))
=i(e
onde: (
0 para m # n
6 —
mn
Il para m = n

Tendo em vista a equacao (2.26) podemos
; -~ Ve . -
expressar uma classe de fungoes impares,isto e
F(x) = -F(x)

pela combinacao linear desses vetores;

4 £r o 1 nIlx

Bl =t 8 T Fnln(x) ot B sen — (2.32)
n=1 n=1 qn

onde F_ sao as componentes de F(x) com relacao a este

conjunto de fungoes unitarias, onde por analogia a equa-

cao (2.27) os coeficientes Bis; sao dados por:

L
1
P e B = ROV G)ds = == F(x)sen ol e
n n n YL L
-L .
(2.33)
Para acharmos uma classe de funcoes pa
res G(x) = G(-x), usamos o seguinte conjunto de fungoes u

nitarcias
-> 1 N

e cais 2,34
n T L (2.34)
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onder: (EENEXE<N) NeNnRiniteliifo posftivo, do mesmo modo
podemos mostrar, para estas fungoes que:

L
J(GR) d(69) ek = 6 (72 532))
=L
.
onde: 0 para m # n
6mn = .J
1 para m = n
\
ainda:
L
ln(x) Jn(x) dx = 0 '(2.35)
-L :

Podemos escrever as fungoes considera-
das par na forma:
: n
G(x) =  6_ J_ (x) (2.36)
n=1
onde G_ sao as componentes de G(x) com relagao ao conjun-

to unitario J_(x), logo G sao dados por:

n
L
B o Eod_ = IG(X)J (x)dx = il G(x) cos nlix dx (2.37)
-n 5 n n L
Ve ) op -
Agora, sabendo que uma fungao qualquer,
f(x) pode ser escrita como uma soma de uma fungao par e

uma impar na forma:

| +f (-x) f(x)-f(-
2 2
entao uma funng qualquer f(x) pode ser expressa como a

soma de duas séries ,como as dadas nas cquacoes (2.31)

(2936)) iSto e: l // ’“"'\ \??d
.' ‘ A c)-::

Biblio
MALﬁ
BIM
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n I n s _
£2 () I =EN ) FREEOl e g I () (2.39)
n “n
n=1 n=1
onde, novamente em analogia a equacao (2.27), temos:
> + >
P 1= Fiy o =l ST R (2.40)
> > >
T Jf(x) 3 (x) dx (2.51)
" Devido a importancia dos conjuntos de

fungoes ortogonais e ortonormais em nossos estudos poste-

riores ,daremos a seguir mais um exemplo sobre tal questao.

0s polindmios de Legendre Pp(x) sao

dados pelas fdrmula de Rodrigues pela expressao:

p : -
P o) = =t e RSP (2.42)
: P P
2B dix %
mostremos que estes polinomios formam um conjunto orto-

gonal de fungoes no intervalo (-1,1); em sequida calcule-

mos o conjunto ortonormal correspondente,

DEMONSTRAGAO: Devemos mostrar que:

Pm(x) Pn(x) dx = 0 para m = n (2.43)
=31

consideremos o caso n > m.
Da equagao (2.42) temos:
1 +1

1 it 2 &
P (x)P (x)dx = ———— == (x"-1)", = (x2-)"
] 2" M mint SRS dx

pelo método de integracao por partes, facamos:



- m_ ] 1'3
U= s (x“.1)™ => du =-d———+—]- (><2.1)m dx
s dx < de
n n-1
d
dv: = = (xz-l)n = dx = v = = (XZ_])n
dx d x
logo:
+1 +1
m n-1
PER (P ((x) b= ! (Eon)® & (x2-1)n
" & m+n dx™ ' d:—(n-1
=1, 2 min. -1
+1
m+ 1 -1
r d ( 2_])m d (XZ_])n ax
m=1 . Rl
dx d x
-1
Notemos que a primeira parcela entre
colchetes do 29 membro se anula no intervalo de integra-

cao (-1,+1), pois todas as derivadas contem o termo & o

logo:
il 1 i dm+1 2 = n=1
P (x)P_(x)dx= - (s =hESS
m n P d m+ 1 n-1
e men, -1 9% dx
assim procedendo, apos n integragocs por partes, teres
mos :
+1 | +1
S (A ARSI 280
Pm(x)Pn(X)dX = NI dxm+n(x -1) {(x°-1) 'dx
. L] -\-1

2k (2.44)

para n 2> m =>m + n > 2m, logo:




+1 .
=1

OBSERVAGAO : Resultado andlogo teriamos achado se m > n,

bastando para isto,trocarmos m por n,

) Para calcularmos o conjunto ortonormal.

correspondente,devemos calcular a norma dos Pp(x), temos

1
4 . ;
72 G R (2.5)
=il
da expressao (2.44) tomemos: m = n, logo: %
+1 :
2 2
RESHEES B e o -
=1
m al 2m
- 2
- S (x2-1)m d (x“=1)Mdx
220" ) =i dx 20
2m '
como d ( 2-])m = (2m)!, temos:
2m
) dx
= +1
-1)™(2m) ! 2
|[P||2—( ) " (2m) (x _1)mdx=
m 2m 2

(-1)"(2m) ! 2 (XZ

2n (m:)z ; 0

dx
2

fagamos x = cos® => dx = - sené d@




para x = 0 => 8 = ——

0
- m I 9
IIPm]I2 = { 1)_(2m):2 (—senze)m(-scne)de =
/2
1 )
= Z(Zm). (sena)hm+l 48
Zm(ml)z 0
sendo:
/2 e mel
(senB)“™ de = =
0 1'e 30 5t (2 melB)
entao
IIP Il2= 2(2(’1).‘2m m! = 2
m
zzm(m!)l.B.S...(2m+1) 2l
portanto:
2
HpmII T 2m+1]
Logo,para obtermos o conjunto ortonor

mal correspondente aos polinomios de Legendre Pp(x), bas
ta dividirmos cada polindmio do conjunto pela sua respec-

tiva norma, isto e:
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1.2.6 - INDEPENDENCIA LINEAR DE CONJUNTQ ORTOGONATS

DE FUNCIES YVETOQRES

TEOREMA 1.3 - Todo conjunto ortogonal de funcoes vetores

num espaco de funcoes & linearmente ° inde
v = 5> > > -5 = - V
pendente, isto e, se F]’FZ’FB""?Fn e um conjunto .de

fungoes ortogonais no espago de funcoes, entao:

: < 1
a]F] + an +.,ch3 + ool + anFn 0 (72505))
se,e somente:
G 20y =p0a0= Lue SaCEgSE0 (2.46)
A demonstracao deste teorema € feita

de modo analogo ao teorema |.2.

1.2.7 - FUNCODES VETORES NO "ESPACO DE FUNCOES" COM-

PLEXO

- > r
Sejam F e G duas fungoes vetores, no
"espaco de funcoes" complexas, definidas no intervalo dos

reais a <€ x < b,

Tendo em vistas a equacao (1.33) e as
consideracgoes feitas em (1:21) (equagao 2.6), podemos ge
neralizar o produto escalar ou produto interno das fun
coes F el no espaco de funcoes complexo, o qual & dado
por:

b : :
[ G F(x) G*(x) dx (2.47)
a

onde G*(x) é o conjugado complexo de G(x).
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Da mesma maneira, tendo em vista a
equagao (1,35), podemos generalizar a definicao de compri-
mento ou norma de um vetor funcao F no espaco de fungoes

complexo, temos:

||?]] =V F.F = F(x) F*(x) dx (2.48)
v ] a v
Nestes casos, todas as consideragoes

feitas em (1.1.8) devem ser observadas,

De acordo com a equagao (1.40) tendo em
vista (2.47), dizemos que as funcoes vetores e @, ~no
espago complexos, sao ortogonais se:

b

a. -

Ainda podemos dizer que um conjunto de
- - ? —F
funcoes vetores FI’ gse+es Fieco O espago complexos de

finidos no intervalo real a < x < b, forma um conjunto or

togonal e ortonormal se:

b 0 se m#n

Fﬁ(x)Fn(x)dx=6mn " onde Gmn = 4 (2.50)

3 ]
1
L

S€ m=n

Do mesmo modo que no espaco real, pode
mos obter de um conjunto ortogonal de funcoes vetores no
espago complexo um conjunto ortonormal, bastando dividir
cada fungEo pela sua norma, obtendo com isto um conjunto

de fungoes ditas normalizadas, isto &, de norma unitaria.

Um exemplo de um conjunto ortoqonal de

fungoes unitarias para o espago complexo &:

-l

- F{x) G*(x) dx = 0 (2.49)

imal ¥
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lnII'x
T Gom et : (2.51)
n V2L
~ilhy £ xSl e Waa”5000

g L
T N =J 'Im(x) I;(x) dx = 6

m*® n mn
L
f
onde: 0 para m # n
S = A
mn
1 para m = n
\
senao vejamos:
L Loags |nTIX inll
| L L
= * e dx =
Gmn —J Im(x)ln(x)dx T J e X
(L =18
| - LTE (m=n) x
= e dx para m#n (P2 572)
2 L
SlL
lnH(m_n)x L
sev i ol L . 1
M2
i (m-n) ~-L
IR s o s T Ty nliees
1 : —L (m I“.JL ——-L (m n)L §
] = e—— e - (& =
2ill (m-n)

]

e e - e =
2ill (m=n i

ill (m=-n) =ill (m=-n)
e

1
2ill (m=n)

{cosﬂ(m-n)+isenn(m-n);cosH(m-n)+isenﬂ(m-nﬂ=

]..
= —senll(m=n); como m#n e inteiros, logo:

I (m=-n)

S
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§ =0
mn
portando o conjunto € ortogonal; calculemos a norma do
conjunto; da equagao (2.52), para m = n, temos:
L
L
; gl BRI el e
s T dX‘ZL[X] gl
foest o -1

portanto,o conjunto € ortonormal.

0 espago ohtido pela combinagao linear
destas fumcOes unitarias,dadas pela equacgao (2.51) e

chamado espaco de Hilbent.

1.2.8 - ORTOGONALIZACARO DF FHHCUES VETORES

Para o caso de um conjunto qualquer de
fungoes vetores ?], ?2,..., ?n no espago de funcgoes de
finidas em um intervalo real C(a,b), podemos tambeém, apli
car o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt; para
tal ,basta fazermos a generalizacao do processo. Tendb em
vista as equagoes (1.53) e (1.54), e o produto escalar de
fungées vetores dado na equagao (2.() para ortogonalizar-
mos O conjunto ?], ?2,...,'?n; procedemos de modo analogo

ao visto em (1,1.9) e teremos:

.). -
?l T (2.53)

-> - > - é
en = Fn = G1e] = Ot?_ez °oeo " dn_1en_] (2.51’)

..+
calculemos Oqp Qgpeeey Gy de modo que e, scja ortogo
1 d oG ok

nal a cada um dos vetores €., Chyee., e _.y» © que nos

levara as equagoes:
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b b

> 4 i

Fn.e]-a1(c].er)=0=>J Fn(x)e](x)dx-a]J e](x)e1(x)dx=0 |
a L a i {
b b

?n.gz—a2(32.€2)=0=>[ Fn(x)ez(x)dx-aZJ e, (x)e, (x)dx=0
a a

. b b
F .o o (R _1)=0={ Fn(x)en_1(x)dx-an_lJ e _y(x)e _ (x)dx

el Tnel Y el s n-1 n
a a
(23515))
Das equacoes (2.55) temos:
rb b
Fn(x)e](x)dx : | Fn(x)cz(x)dx
7 a a
(1] e r‘b ’ (l?‘“ rb ’ o LI ]
2 2
(e, (x))" dx (ez(x)] dx
/ a
‘a
rb
Fo(x)e _;(x)dx
‘a
Bo00p . ooy = b (2.56)
2
[en_i(x)] dx
Ja
-
que levados em (2.54) nos dara e .
’ Vejamos alguns exemplos:
EXEMPLO 1 - Seja o conjunto infinito de fungoes vetores
3 2
?o=1,§]=x,?2=x,?3=x3 900 ey or- ,
togonalizemos este conjunto no intervalo de L

C(-1,1), Consideremos:




das equagoes (2.54) e (2.56), fazendo passo a passo

= -
remos: calculo de €.

logo:

-> -—.ﬁ: -+ AR
Ciis - (@ e 0
7 r1
F‘e d x x dx 2 I
o J X
_J-] I - 2 '1_
Yo = i . T
e & dx dx %
(o} -1
J..1 -1
e, = x
- ->
- Calculo de ez:
-> -> > ’
- o= :) = - —
e, ?2 o€, 2€1 e XT=0, =0, X,
) 1
! (U 3 oy .
X
erodx x dx _i— 2
p —J_<| Y =5 -1 . 53
e PR ] e 2
2
(eo) dx dx X
) -1 1
r 1 1 1
F,e,dx x3dx xu
722 : =3 [
J -1 -1 -
T | 1 =
elzdx [ . xzdx x3
J-1 -1 3l
-> 2 1
ez—x "—3—




T A

= C3lculo de o5

3
- - +_+-+_—r_3__ a 2-1
ey = F3 a,e ~0,e -aze, €,=x" "0, -a, X a3(x ?)
temos: f 1 f‘
Foe dx x3 d x
370
-1 J -1
Ot]_r] ? _'(] =
e 2 dx dx
o}
J—‘l J -1
1 (114
F3e1dx | x dx 2
S Vo L] = 5 >
2 ] ) 1 2
2 2 —_—
e, dx J X dx 3
J-1 -1
r 1 1l
Foe,dx x3(x - l)dx
347
s Jie ;
O = = =
- 2 20 Nl2
e,” dx (x i) dx
/-1 /-1
logo:
33 = x3 RE X
5
Assim suceséivamente, teremos o con
junto ortogonal correspondente ao conjunto dado no inter
valo C(=1,+1):
T e s Do 2 G ]
Soke U8 b [ = )5 BpiSgRt Do (2.57)
Podemos mostrar que, se multiplicarmos
cada fungao vetor do conjunto (2.57) por um nimero ade

quado,de modo que o valor numérico de cada um for igual a
1 para x = 1, teremos os polinonios de Legendre dados pe

la equagao (2:42), que nos casos particulares sao:



) , 53

-> ] -
Po=ts Bymxs Fp= 5 (3x%-1)5 Pom 4 (5x°-3x) ... (2.58)

que como ja demonstramos pela equagao (2.43),formam um

conjunto ortogonal. De um modo geral podembs mostrar que:

I 4 2 ! . *
PG = —2el g : (2.59)
2P(pl)2
EXEMPLO 2 - Ortogonalizemos o conjunto infinito de fun

coes vetores:

F ool e F o T i e A S

T =1; 'Fl—x, Tz_zx 18- 5 =B o o (2.60)
no intervalo (-1,+1); a expressao geral desses conjunto
e dada por:

?n = 'cois™ {n altc¥coisiexi) 5 (2.61)

<&

os quais sao chamados polindmios de Tschebyschéff.

Consideremos Z = 5 = 1
(o) (o)
- ->
- Calculo de e, temos:
2 i i GRS R
E =y O s Lhs %
r+1
x dx
J-] e as -> =
Qo= | = = e, = X

dx.

-> > -»> -> -> 2
e, = T2 - age rase, => e2=2x —l—aI-azx
el
(2x°-1)dx
)] =
°‘1=r: ='"%"
dx




logo:

54

-
e

2

N

- ->
- Calculo de e

>
e

3

N

logo:

>
=T

3

"C.‘.]

—
|
—

3

> -> - > 3
e -a,e,~a,e,=e,=4x " -3x-a

2 2
O s 2 S 2 )

x-a3(2x =t

(4x3-3x)dx

dx

(hx3—3x)x

(Esdegsd) (D5 %) dx

2

(2x2 = -§-) G5

A%y ]




Assim sucessivamente, teremos o con

junto ortogonal correspondente ao conjunto dado no inter

valo (=1,+1),

P4 e =4 22=2x2— %; ° =’!x3 - 2

3 -"S"'X e o o
‘Deste exemplo, podemos citar uma obser

vacao importante:

Devido a presenca dos polinomios de
Tschbysche44 em problermas de conforno, o0s quais estudare-
mos nos cdeiuﬁo& sdeguintes, verermos que a ontogoﬁaﬂizag&o
desses polindmios e 5e£ta'¢m ncﬂ&g&o a ura {uncaoc peso, o
que {ra facilitan futunos calculos nos probLemas -de con

Zoano.

Devido a L840, e a um outro “faton que
eltaremes a segquin, Lintrnoduzdireros uma nova defindcao de
produto escalar ou produto inZerno de duas 4{unccesd ve

Zones F(x) e G(x), nelativas a uma funcao peso p(x).

Uma outra razao para inthroduziamos uma

nova -defind¢ao para o produfo escalarn ¢ a sequinte :

(N

; Ate agora considenamos as fungoes veto
rnes Flx) e Glx) definidas em um Lntervalo 4inito Cla,b)pa
rna considenanmos o esdtudo, para funcdies continuas - pon
partes em toda reta [(-e=,+=), a situacao se torna diferen-
Ze hegquerendo considenracgao eépeciaﬁ para o produto esca
Larn ow Lnterno. Podls, para duas funcoes vetores T e 5, 0

produte escalar no Lntervalo (-=,+=) & uma integral L1m

propria, isto e:




- ) 56
400 b
F.€ = | F(x)G(x)dx = Tim F(x)G (x)dx (2.61)
' Q-+ .
s b= d
Nada nos garante que esta 4integhral

sefa convengente, e e indedinida nos casos em que T e ¢
sdejam polinomios. Porntanto, a defindgao comum vista, axe

agora, para produto escalan, nao e valida neste caso.

Devido ao que ficou dito, daremos a se
guir uma nova definicac para o produto escalar ou interno
de fungoes, de modo a podermos enquadrar os casos citados

no estudo de ortogonalizacgao.

1.2.9 - PRODUTO ESCALAR QU INTERNO PELATIVO A ULA

FUNCAO PESO A

Sejam F e G duas funcoes vetores no
~ . - S~ = 2
espaco de funcoes,e consideremos p uma fungao nao negati-
va, definidas em C(a,b); entao definimos o produto esca -
. = ~ -> =
lar ou interno de F e G em relacao a p, no intervalo

C(a,b) pela expressao:

: a
F.bl = [ p(x) F(x) G(x) dx | ' (2.61)
- b e i :
A fun¢io p é chamada funcao peso do’
produto e notemos que, quando p = 1 a equacao (2.61) se

reduz ao produto escalar definido pela equacgao (2.5).

Observemos ainda que a expressao (2.61)

satisfaz as propriedades do produto escalar, isto &:



. | | G

Y
oy
I

oy
it

pois

1)

b b :
F.6 o [ D F ARG = ['p(x)e(x)p(x)dx ST
# a (2.62)
1) (aF).C =_a(F.E), pois
b
(aE) St J p(x)aF(x)G(x) dx =
d
b .
= aJ NGB = 6 (7.6 (2.63)
a s

a qualquer real.

&
S

—- -5 » - - il o
= 1 G i
i) (F]+F2XG F,.G + FyG, pois

J p () (Fy )+, () 6 () ax =
b b
[ p(x)F](x)G(x)dx + J p(x)Fz(x)G(x)dx=
a

a

[
my

1o ¢ + ?2 Ok (2.64)

Portanto,(2.62) pode ser considerado co

mo produto escalar ou interno.
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1.2.10 - COMPRIMENTO OU NORMA DE UMA FUNCAO EM RE
LACRO A UMA FUNCAO PESO

" Definimos comprimento ou norma de uma
- ¢ = - ; -
funcao vetor ?, em relagao a uma fungao peso p,no inter
valo C(a,b) ,que indicamos por [I?]l, a expressao:
L b N
-> > > ’
HIFIHE S Tl = [ p(x) [F(x)]z dx (2.65)
: . : _

onde ﬁ ~ F =5 (0]

1.2.11 - ORTOGONALIDADE DE FUNCUES RELATIVAS A UMA
FUNCAO PESO

~ ->
Duas funcoeistivieitoiFesisbme E,not espago
de fungoes definidas no intervalo C(a,b),se dizem ortogo-
nais ou perpendiculares, relativamente a uma fungao pe

-> -> -> ~
so p, se o produto escalar ou interno de F e G em relagao

= -
a pfor- nulo no intervalo ‘€C(a,b). isto e:

-

b ;
Far A= J p(x) F(x) G(x) dx = 0 (2.66)
a

1.2.12 - CONJUNTQ CRTOGONAL E ORTOHORMAL DE FUNCOES
RELATIVQ A UMA FUNCAO PESO.

Um conjunto de fungoes vetores ?], ?2,
= -> o ; ; . .
F3"”’Fi""’ no espago de fungoes definidas em C(a,b),

diz-se um conjunto ortogonal de fungoes, relativas a

- > =
uma fungao peso p, se O produto escalar ou interno de



duas funcoes quaisquer do conjunto em relagao a . ;,
no intervalo C(a,b) for nulo, isto €:

Zogloleee o 6 . (2.6
se m # n, logo de (2.61) temos

.b =

p(x) F_(x) F_(x) dx = 0 | (2.68)

a
se m # n.

0 referido conjunto se diz ortonormal
com relacdo a p, no intervalo C(a,b),se a norma de cada
fungao em relagao a p for unitaria, isto €, se:

- - i
= - 69
R (2.69)
logo, da equagao (2.65) temos:. )
b
' 2
p(x)[Fm(x)]' dx = 0 2v57.03)
a
Podemos unificar as equacoes (2.68) e
(2.70) usando o simbolo de Kronecker, temos:
b '
gm .'ﬁn = [ p(x) Fm{x) Fn(x)dx =G onde:
( a
= 0 se m # n _
!
6mn = _.(2171)
1 se m = n
\

Podemos também,obter um conjunto orto

nérmal de um conjunto ortogonal de funcoes relativo a

uma funcdo peso, bastando dividir cada func¢3o pelo.quadra

-

do da norma.
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Ainda podemos mostrar que, um conjunto

de fungoes ortogonais,relativo a uma fungao peso & 1

nearmente independente.

Resta-nos ainda fazermos referéncias pa

ra o caso em que o intervalo C(a,b) for infinito, isto €,

(-, +=).

Pois,de acordo com a equacao (2.61), o

= > >
produto escalar ou interno de duas fungoes vetores F e G

-~ ‘—’- - -
relativo a funcao peso p, no intervalo (-«=,4+»), fica:

+co
F.G = P(x) F(x) G(x) dx =
b
= lim p(x) F(x) G(x) dx (2 23)
S

o qual ¢ uma integral impropria. Sua convergéencia porém,
pode ser a obtida mediante uma escolha adequada da fun

—_—

¢ao peso p(x).

Portanto, a funcao peso p(x) deve ser
uma fungao continua por partes ,em todo o intervalo (-, +w)

de modo que tenda a zero quando x->fo .

No caso por exemplo, de F(x) e G (x) se
rem polinomios, uma fungao peso conveniente de modo que
2

- = 2 4 =
(2.72) convirja é p(x) = e =Y » pois esta funcao tem a

propriedade de ser definida en toda reta inteira,e ainda

- tender a zero quando Xx>fo,

Em nossos estudos posteriores, teremos
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ocasiao de encontrar produto escalar ou interno na forma:

+00 _ b2
> > P LT :
F.G = e 2NN B (o) R GY (59) B - (2.73)
nosso problema,neste caso,sera verificar se estas ; iﬂ

tegrais sao convergentes.

Caso analogo acontece quando necessita-

mos do produto escalar -ou interno de duas fungoes vetores

T e € relativas a uma fungao peso E, no intervalo semi -
infinito (0,®), Para tal, a funcao peso, em geral, con
veniente é: P(x) = e *, e teremos:
©
F.C = e "Fi(x) 160 dix (2.74)
0

desde que a integral seja convergente.

Veremos em estudos posteriores como, em
certos casos, determinar g fungao peso, para conjunto

de fungoes.,

Resta-nos ainda informar, que, dado um

- -> -3 -
conjunto qualquer de fungoes vetores F1,F2,...,Fn, pode
mos igualmente ortogonalizad-lo, em relagcao a uma funcao

-+ . ~
peso p,usando o processo de ortogonalizagao de Gram =
Schmidt vista em (1.2.8).
Devido a importancia do conjunto de
fungoes ortogonais e ortonormnais, relativas a uma fun
950 peso nos problemas de contorno, veremos a seguir al

guns exemplos que nos serao Uteis.
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EXEMPLO 1 - Mostremos que o conjunto de funcgoes:

->
U = cos(n arc cosx), N = 0P TP

chamados polinomios Tshcbyscheff, cujos casos particulares

vimos no exemplo 2 em (1.28), formam um conjunto de fun
¢oes ortogonais no intervalo (-1,1) em relac3o a funcao
s ] o . :
peso p = ——————, em seguida calculemos o conjunto or
U = g

tonormal correspondente. Devemos mostrar que:

1
Tl (o) T ) .
TR e = — — O o

m° n mn -
“

1 I = x

+1
5 a cos(m arc cosx)cos(n arc cosx) o
mn ) =
-1 =
facamos:
X = cos t => dx = - sen t dt
para x = =1 => T =1l
->
t = arc cos X
l para x =1 => t = 0
logo: 0

cos S -
F) = - GUL: (colsnit - Bem & Gl =

mn 1
I ‘/l - coszt

= cosmt cosnt dt (2.76)

para m # n.
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Il
sl " ¥
B &5 (cos(m n) t + cos(m+n)t} dt =
0
gl [sen(m-n)t sen(m+n) t ]H_ 0
¥in2 m=n m+n i
0
logo:
Greiis 0 para m # n

Para
->
correspondentes de Tn’
da equagao (2.76);para
I
o 2
6mm = COoS mt
0
II
para m = q => 600 =
0
para m=1,2,... Gmm
[
logo: - - se
6mn =0
/2 se
\
logo: (
Il
-+ 2 4
i =
n/2
\

portanto; o conjunto o

nos casos particulares

calcularmos o conjunto ortonormal
= (02
devemos calcular a norma llelf .
m = n, temos:
dt (2.77)
)|
dits =it =
0
L T
23l = Yy 1 sen2mt I
= (l4+cos2mt)dt= | t+ o 5
0
0
mo= 0
M 2 UaZ500c
se m = n
S PR 5 6.0

-
rtonormal correspondente de T (x) :
n

e
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2
2 = 1l
L, e, 2 e (2.78)
"o
0 polindmio de Tschbyscheff & uma so
a

lugao da equagao linear de 29 ordem.

(1 - xz)y” - 2y' + D VAR =10) - (Ee79)
n =0,1,2,..., conhecida como a equacao de Tschbyscheff ,
de ordem n.
EXEMPLO 2 - Mostrcmos que os polinomios de Hermite, da

dos pela formula de Rodrigues

2 2
z X 9 23
B (x) = (=1)2Ncradus_ (o SEW) (2.80)
n n
dx <
n =20,1,2,..., que nos casos particulares sao:
2
ﬁo =T ﬁ1 = x, ﬁz = x“-1, ﬁ3 S P oo
2
e X
~ . P ~ -+ 2 :
sao ortogonais en relacao a fungao peso p = e . no
intervalo (-e,+®), em sequida, calculemos o conjunto or
tonormal correspondente.
Devgmos mostrar que:
xla.

+ -
HoH=s = y et (x)H _(x)dx=0 (2.81) #
”m' SOk i o 2 . se m# n

- 00

consideremos m < n , de (2.80) temos:

2 2 i)
too X X o S
2 NESES2 d 2
= e Hm(x)( e T (e Ydx =
- 00
+ 00 B X Xz
2
NG H (%) dn (e ) dx
Ei dx 5%




integrando por partes, temos:

= : => = ! 3¢
u Hm(x) du Hm(x) dx
2 - 2
n S (=1 - =
dv =_,d . (e z Jdx => v = ¢ = (e 2 )
dx dx
logo:
x2
n-1 - +oo
e 5 ) d 4 2 ks
oo i (=1) Hm(x) = (e ) =
dX -0
+co x2 3
dn-l e -i—
= H! (x) ———— (e ) dx
m dxn—1 ‘
-0 J

Notemos que a primeira parcela

colchetes do 22 membro € o produto de um polinomio

2
S X
2
e » 0 qual se anula para x»>*xe , logo:
+oo et i x2
e T d 8
5. = (-1) H (x) O]
12 d <
integrando por partes m vezes, temos:
+00 e o xz
kM m d VI
: 6mn = ( 1) . Hm(x) E:;j; (C )dx

podemos verificar que:

65

entre

por

(2.81)
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+-co e -3 X2
- A NEEMEN d 2
=>86 =S ! — (e ) dx (2.82)
dx
-
logo:
2
X +o0
S n-m-1 = 5
O M= (&) m! E:F:E:T (e ) =0 se m n

se considerarmos m > n, a demonstracao & aniloga, bastan-

do trocar m por n.

Calculo da norma dos polinomios de
2 -~
Hermi te []Hmll“; da equagao (2.82) para m = n, temos:
- 2
+oo X
_ 2 2 2
6mm = lle|| = (-1) m! e dx 3
w2
temos que:
A 32
e ‘ dx = V21 ' (integral de Poisson)
2 : s rerdl de B
A 2OV
T /v-‘{u/,_..
logo: s 7
B e [m e Sl m=0,1,2
~ mm m A » » ".“’
logo,0 conjunto ortonormal correspondente sera: B
H (x) H (x)
— = —"— . m=0,1,2,..., (2.83)
| |1 || m! V21
m

0 polinonio de Hermite & uma solugao de

equagao diferencial linecar de 22 ordem

y" = xy'.+ ny =0 | (2.84)




. F ) 6 7
para m = 0,1,2,..., conhecida como equagao de Hermite de
ordem n.

EXEMPLO 3 - Mostremos que os polinomios de Leguerre, da

_,dos pela formula de Rodrigues:.

n

tn(x) = oS L (AR (2.85)
dx"

para n = 0,1,2,..., que, nos casos particulares sao:

> -> > 2

Lo 1, L 508 e IR = s by 2050
- 8 - ~ = =% .
sao ortogonais em relacao a funcao peso p = e no 2 iiin!
tervalo semi-infinito (0,2), en sequida calculemos o con

junto ortonormal, correspondente,

Devemos mostrar que:

-> -> . ._. ]—x L ¥7
(i s= Gmn = e Lm(x)Ln(x)dx 0" (2,86 IselmEANR
0
Consideremos n > m, de (2.85) temos:
0 © g
-X X d D= d", n _-x
8 = e L (x)e Gacla)id x= L (x) (x e *)dx
mn : m n m
. 0 dx 0 dx

integrandc por partes, temos:




(e¢]
: dn“.I NN
9 = L (o) (xire i) -
mn m n-1
dx
0
Leo)
. dn-1 -
- B0 ((53) (x"e *)dx
m dxn-l
0
vemos que a 12 parcela, entre colchetes, do 22 membro €
nula, logo:
- dn—] n_=x
8 = - ENR (550) (x e 7) dx
mn m n=1
0 dx
integrando por partes m vezeS, temos
o .
6 = (-I)m Lm(x) di ¥ (xnehx)dx A
mn m n-m
0 dx
como:
Lo(x) = (-1)" (m!), temos:
n=m
2 d (1 257
Gmn = (-1) m! J —— (x'e *)dx (76 7))
0 dx
logo:
: - 2
n-m-1 S
S =m! |[———0 (x'e 7) =il m # n
mn n-m-1
dx 0

para m > n a demonstragao & andloga, bastando trocarmos m

por ne.

Calculo da norma dos polinomios e

Laguerre [[Lmllz, da equagao (2.87) para m = n, temos:
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oo
5 = [lu]]® = n x" ™% dx
mm m :
0
sabendo que a fungao gama é definida por:
Pla) = | e x7! dx => (2.88)
0
. (o)
=> T (a+1) = e X x dx = a! (2.89)
0
logo:
-> 2 3 2
G s ]ILm[] = md T (meT) f= imiEmi =N (mits)
portanto,a norma dos polinomios de Laguerre é ||tm!|= (m!)

e o conjunto ortonornal corrcspondentes aos polinomios de

Laguerre, e?

L (x) £ %) .
L =n=t (2.90)
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CAPITULO 1T
11.3- SERIES DE FUNCDES ORTOGONMAIS. PROBLEHAS DE
CONTORNO
11.3.0 - INTRODUCAQ
Neste capitulo estudaremos varias se

ries importantes, tendo por base o estudo e consideragoes

feitas no Capitulo |, sobre conjunto de funcoes ortogonais

e ortonormais. Inicialmente,mostraremos como podcmﬁs de
senvolver uma funcao qualquer em série de funcoes orto
gonais; a seguir veremos aiguns problemas de contorno im
portantes,osrquais sao intimamente relacionados a con

juntos de fungoes ortogonais.

11.3.1 - DESENVOLVIMENTO DE UHMA FUMNCAO QUALOUER Eil ST

"RIE DE FUNCOES ORTOGONAIS

Consideremos no espaco de funcoes, que

> >

: = >
um conjunto infinito de fungdes vetores 90’91’Q?""(3'1)

seja ortogonal em um intervalo C(a,b),en relacao a uma

/
= ->
funcao peso p.
Seja agora uma funcao qualquer f(x), de

-

. A . -
finida no intervalo C(a,b); vimos que O conjunto 9629 .

32,..., sendo ortogonal,cle € linearmente independente;de

vido a isto,considerenos f(x) como sendo uma combinagio
linear com infinitos termos das funcoes vetores do con

junto ortogonal dado, .isto ¢t
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Cmgm(x) (37%2)

7GR = Cogo(X)+C]g](x)+C292(x)+...= :

m

N o1 8

Consideremos que tal desenvolvimento e

xista. Nosso problema sera o de determinar as constantes

Co’ C1, Cz,...,_chamadas constantes de Euler4 para tal™

procedemos da seguinte maneira.

Multipliquemos ambos os membros de
(3.2) por p(x).gn(x), onde En € a n-ésima funcao do con
junto (3.1) temos:
p(x)f(x)g (x) = I c plx)g (x)g_(x)
m=()
integrando ambos os membros desta cxprcéséo no intei
valo C{a,b) onde, o conjunto dado (3.1) & ortogonal, el
mos : )
BY. e
p(X)f(x)gn(X)dx = mEO Cmp(X)gn(x)gm(X)dx (3553
a a
considerando que a série (3.2) seja uniformemente con
vergente em C(a,b), podemos escrever formalmente (3.3)
b sy b
J P(x)f(x)g, (x)dx = éfo C. | P(x)g (x)g_(x)dx (3.4)
a a

tendo em vista a expressao (2.68), temos:

b
P(X)Qn(X)gm(x)dX = 0 se m # n
a

portanto,para m # n todos os termos da soma do 2° mem-

bro sao nulos, porém para n = m a equag5o (3.“) fica:
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b b - 4
PO (g, Gddx = ¢ | a0 [a,00)% o
a ak.
de acordo com a equagao (2.69) temos:
b L
2
P(x) (gm(x)] dx = [Igmllz i5)
a ' :
logo:
b
p(x)F(x)gm(x)dx RO l|gm|l2 mi = DSl 2 e
. :
logo:
T
Conapas tbets p () F(x) g (x)dx: * mp= OnM2E R (HN0))
m 2 m
g, a |

portanto a equacao (3.6) nos permite determinar todas as
constantes que fiquram na série (3.2). Com estes valores
das constantes, temos determinado formalmente a série

[ee]

X Cmgn(x). Alertamos aqui ,o fato de nao termos demons
m=0 .

trado que tal série represente efetivamente a funcao f(x)
no intervalo C(a,b), pois nao demonstramos a convergencia
da série no intervalo C(a,b) e por conseguinte,que repre-

sente uma fungao.

Tal questao em sua forma geral, - nos
apresenta bastante complexa e trabalhosa, razao pela qual
nao abordaremos neste estudo, tendo em vista, os casos

particulares que iremos estudar,

Porem, cabe ainda observarmos que,sec a

fungao f(x) fosse ortogonal, com todas as funcoes do
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conjunto dado (3.1),no intervalo C(a,b), com relacao a
funcao peso p/(x), todos os coeficientes Cm do desenvolvi-
mento em (3.2) seriam nulos! portanto nao teriamos tal

desenvolvimento; poreém, feclizmente, nos casos que interes

sam a fisica nao encontramos tal situagao.

EXEMPLO 1 = Em (1.2.5) vimos que o conjunto de fungoes ,

nll - s
Gn SASC s S8y ) C bnZn3inco0n & W conjunto
ortogonal no intervalo (-L,L), em relagao a fungao pesv
-> -~ -~
p = 1. A representacao formal de uma fungao f(x)=x, me
diante uma série do conjunto ortogonal dado, pode ser

obtida de acordo com o que estudamos, isto ¢é.;Considere -

mos da equagao (3.2):

f(x) = x = z ann(x) (50 77)
n=1 4
os coeficientes Cn sao determinados de acordo com a

equagao (3.6), temos:

L
I L f(x) G_(x)dx ; (3.8)
n . n
HEE fe
n
de (3.5):
' 15 L
= 2 2 nllx 1 2nllix X
||Gn|[ = sen- B dx = 5 (1-cos 5 )dx =
“L -L
L
] L 2nll Ll i
= 7 [x Sasen X 2 = ?(L+L)_ L

temos que:
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L - 9 L
X sen ﬂﬁi d - Lﬁ + o
L nil kT =
- ) e L .
-1
2 2 2
A L_ § 1k ey zalb s
= 57 cosll 57 €OS nll = T C°S =
2 2
L o 2US R
n II n Il
logo em (3.8),temos:
2
L e 2L DNl ) RN (s
G T e e i el )
em (3.7), temos a representacgao formal de f(x) ='x en
tao:
w n-+1
bl e e el o 2 =
n=1 n
.
= zﬁL sen HLX - % sen _Ex + eea +) (3.9)

para termos certeza, nao somente formal desta representa-

cao, devemos verificar a convergéencia de (3.9), no in
tervalo (-L,L), porém podemos notar que para x = L e
x = -L,(3.9) nao representa a fungao f(x) = x; portanto ,°
nosso problema se torna no estudo de convergencia de

(3.9)»para valores de x no intervalo (-L,L).

Observamos ainda,a grande generalidade
que oferece o estudo do desenvolvimento de uma fungEo em
série de fungoes ortogonais. Basta notarmos que, por exem

plo, o desenvolvimento em géric de Taylor ou Mac-Laurin
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de uma fgngSo f(x) €& muito restrito, pois, como sabemos,
para que hajam tais desénvolvimentos, devemos ter f(x) e
suas derivadas continuas em todo intervalo,o que n3o su
cede pafa o caso em que f(x) seja.seCCionalmente continua.
Ao contrario, como veremos para o desenvolvimento de uma
funcao f(x), em série de funcoes ortogénais, tal dificul-
dade & evitada mesmo que a fungao f(x) possua um name

ro finito de descontinuidades finitas, o que € assegurada

tendo em vista as condicoes de Dirichlet.,

Ainda salientamos que o desenvolvimento

de uma fungao qualquer f(x) em série de fungoes ortogonais,

é de grande utilidade na resolugao de problemas de con
torno.
EXEMPLO 2 - Vimos em (1.2.7) que o conjunto de fungoes

vetores, no espaco de fungoes complexo

inll

>
e - (B.10)
n
sao ortogonais no intervalo (-L,+L), relativo a fungao
peso 3=l; mostremos que para este conjunto, podemos, pe

lo menos -formalmente, desenvolver uma fungao qualquer
f(x) em uma série da forma:

+0 4
) = 3 @ Gn(x) S hes (B (535 1110))

n
- 00 - 00

calculemos os coeficientes Cn; com base em (3.1) e de
acordo com (1.2.7), multipliquemos ambos os membros de
(3.11) por p(x) G;(x) = 1 Gx(x), onde G; € o conjugado

complexos de Gm(x), temos :

ritd
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+0’)
*
z cn Gn(x) Gm(x)

- 0O

Fx) 6*(x)

integrando ambos os membros no intervalo (-L,+L) temos:

+ o
f(X)G;(X)dX = ) CnGn(x)G;(x) dx =

- CO
-L -L
considerando que a série seja uniformemente convergente

em C(-L,+L), podemos escrever formalmente:

L ' ' L

+
* 2 * ( =
f(x)Gm(x)dx = §m C Gn(X)Gm( x)dx =>
-l -L
L imll L inll imll
s T i e T
=> f(x) e dixt =misT; Cn e e dx
- 00 ...L & :
i B512)

SR SR
el L ¥ il dx = 0
=i
portanto,todos os termos do 22 membro de (3.12) sao nu
lps para m # n. Para m = n, de (3.12) temos:
L, ¥ irCIIx L |EHX 1 'EHX
f(x) e dx = C_ e e dx =>
—(L oL,
L _|on L
= f(x) e dx = Cn J dx = ZF.Cn
=il SiL
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L inll
1 IR '
c = T ) @ dx : (3113)
-L s
portanto, obtemos formalmente os coeficientes Cn da. sé
rie (3.11) do desenvolvinento de uma funcao qualquer em
termos de um conjunto ortogonal de fungao no espago com

plexo. Resta-nos naturalmente a verificagao da convergéen-
cia de (3.11), comos coeficientes dados em (3.13) para

termos a garantia do desenvolvimento de f(x).

11.4 - PROGLEMAS DE CONTORNO

11.4.1 - INTRODUCKO

Em muitos problemas de fisica, vemos a
necessidade de acharmos uma solugao particular de uma
equacao diferencial ordinaria,que satisfaca determinadas
condicoes dadas para dois ou mais valores da variavel in
dependente. Tais questoes sao chamados Probfemas de Con
torno, diferenciando dos chamados Probfemas de Condigoes
Iniciadis, nos quais todas as condigoes sao dadas em re

lagao a um so6 valor da variavel independente.

A aplicagao mais importante do estudo
feito no Capitulo anterior ocorre no estudo de problemas

de contorno,relativos a equacoes diferenciais lineares ;

tal problema consiste en: dada una equagao diferencial ]

.
|
-—

near ,acharmos solugoes destas,quec satisfacam determinadas

condicoes dadas por exemplo, seja a equagao diferencial |
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near de 29 ordem?
d2 d ' :
r(x) —L + p(x) E% + q(x)y = f(x) (4.1)
2
dx
sendo r(x), p(x), q(x) e f(x) continuas em um intervalo

C(a,b) e r{x) # 0 para que a equagao (4.1) scja normal.

)
Consideremos as condicoes:

a]y(a) + azy(b) + a3y'(a) + ahy'(b) = St
| (4.2)
Byy(a) + B,y(b) + B3y'(a) +.Buv'(b) =Y,
onde a, e B] sao constantes.
Nosso problema sera determinar todas

as solucoes de (h.1) que satisfacam as condigoes (L.2).

As condicoes dadas em (4.2) sao ditas
condicoes de contorno nao homogénecas; notemos também - ﬁue
a equagﬁb diferencial (4.1) & também nao homogéna. No
caso particular em que s 0 e g O 0 as condicoes (4.2)

sao ditas condigoes de contorno homogéneas.

De modo a excluir certos casos Bais
viais, devemos impor como condigan que, pelo menos, um

dos a, e um dos B, de (4.2) seja diferente de zero, e

que o 12 membro dessaS'eqanSes seja linearmente in
dependente . E ainda, de modo a termos certeza de se
tratar de um problema de contorno e nao um de Condigao

inicial, devemos impor a condigcao que em (4.2) tenhamos
termos nao nulos que envolvam valores diferentes da

variavel independente.
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Tendo em vista estudos feitos em equa
goes diférenciais,podemos reduzir o estudo de pfoblemas

de contorno com condicoes de contorno nao homogéneas ao
caso homogénco. Devido a isto, admitiremos em nosso estu

da condigcoes de contorno homogeneas.,

Consideremos ainda,a titulo de ilustra
gao,um outro problema de contorno mai; simples; seja a
equagao diferencial linear homogéna de 22 ordem:
d’y dy
+ p(x) T q(x)y =0 (4.3)

dx2

e sejam as condigoes homogeneas:

y(a) =0
(4.4)
y(b) =0 1
Sendo a equacao (4.3) linear e homo
génea,sua solugao geral € da forma:
J o= Coy,(x) + Czyz(f)_ (4.5)
onde yl(x) e yz(x) sao solucoes linearmente independentes

e C] e CZ constantes arbitrarias. Nosso problema sera cal

cular C, e C, de modo que (4.5) satisfaga as condigoes

(h.h), temos de (4.4), que:

C1y1(a) + Czyz(a) = 0
(4.6)
C]yl(b) & Czyz(b) =0
Vemos que uma solucao de (4h.6) | e
C.=C.=0 que nos leva a solugao y = 0, a qual & chamada so

1R
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lugao trivial. Para que existam solucoes diferentes da
trivial, sabemos da regra de Cramer, que devemos ter:
y, (a) yz(a)

: =0 , : (4.7)
y,(b)  y,(b) '

Com tal condigcao, vemos que (4.6) sao

equivalentes, logo Czyz(a) = -C1y1(a)v Se fizermos C]=ky2(a)
entao C, = -kyz(a),-substituindo en (4.5) a solugao fica:
y =k ly,(a)y, (x) - y,(a)y,(x) (4 .8)

com a constante k arbitraria.

Notemos que (4.8) satisfaz (L.L4), isto

e,y(a) = 0 e y(b) = 0, tendo em vista a condigao (4.7) .
Observemos ainda que (4.8) & uma solucao diferente da
trivial somente se y](a) e yz(a) nao sao ambas nulas; ca
so y](a) = yz(a) = 0, a primeira equagao de (4.6) € uma

identidade; neste caso,tomaremos a 2 equacao de (4.6) pa
ra relacionar C] e CZ’ o qual analogamente, teremos uma

solugcao da forma:
v =k [y )y, () = v, )y, 6] (4.9)

supondo que yl(b) e yzkb) nao sao-ambas nulas; caso fos
sem ambos nulos, entao (4.5) satisfaria (4.4) para quais

quer valores de'C] e Cz.

Em muitos casos ,o0s coeficientes de
uma equacao diferencial linear, como p(x) e q(x) de (4.3)
contém um parametro \A; portanto, as solugoes da equacgao

diferencial como YI(X) e YZ(X) dependem de X\ ,
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Nosso problema sera agora achar todos
os valores de A para os quais a equagao diferencial da

da admita solugoes nao triviais, e a sequir, determinar

as solugoes correspondentes a esses valores de A.

Este tipo de problema chamamos de Pnﬁ
bﬂemaélde valonres canacté&f&iécob, e os valores de A sao
chamados valores caracterfsticos. As solugoes nao tri
viais, achadas para os A correspondentes, sao chamadas ,
fungoes caracteristicas do problema. £ usual outras ten

minologias, tais como autovalores e autofungoes, assim

como valores proprios e fungoes proprias.

Exemplificando o que dissemos, considere

mos os problemas de contorno seguintes:

EXEMPLO 1 - Calculemos as solugoes nao triviais da equa

¢ao diferencial

d2y
LI Sy = ) (4.10)
dx2

onde X € um parametio; satisfazendo as condigoes de

contorno homogéneas.

s

y(0) =0
(4.11) onde L # 0
y(L) =0
Calculemos a expressao da solucao geral
de (4.10).
(024A)y = 0 =2 P = VX
r, = = V=X

. mom T EET I SR WEE EEEIT 0 O hm o1
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devemos considerar os trés casos seguintes:
- CASO 1 AT =N0e=> r{ =r, =0, logo a solucao geral de
(4.10) e:
y = C1 + C2 X
das condigoes (4,11) temos:
C.l = 0
0 = C,L => C2 =0, em (4.10) temos y = 0 que e
solucao trivial.
- CASO0" 2 )\<0=>fr]=\’:_7‘
lrz =T
raizes reaié, neste caso a solucao geral, é:
y = C] e/:Xx C2 e“J:xx, de (4.11), temos:
0 = Cl + C2 => CZ = = C.l
0 = C, S Gy S 0=C, ( EL Py
=> C1 = 0 => C2 = 0, em (4.10) temos:“
y = 0, que é solucao trivial.

- CASO 3 A > 0 r1=i»f)-\-

logo, a solugao geral de (4,10), é&:
y = C1 cos/\ x + C2 seny/X x

das condigoes (4,11) temos:
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0 = CI
0 = C, senYA L, temos duas possibilidade:

a

1% POSSIBILIDADE -

C, = 0, em 4,10 => y = 0 solugao trivial

29 POSSIBILIDADE -

senyX L = 0 (4.12), para C, qualquer.

A equacao (4.12) € verificada se/XL=nIl,

200
= L e ey > (= 1 g , isto €; se )\ assume os valores
L
nZHZ
An = 5 (L3 = 128 S
L
substituindo em (4.10) para C, arbitrario e os valores

de A dados por (4.13), temos a solugao particular:

n Il

y = C2 sen —— X
2052
0s valores de An = 57— sque determinam
A1
os casos em que (4.10) tem solugoes nao triviais ;sao os

chamados autovalores do problema. E cada solugao nao tri
vial correspondente ao autovalor An sao as chamadas au
tofuncoes. Podemos, no exemplo dado, representar as au

tofuncoes por:

yn = sen T X (11.11') n = 1’2,...,

0 produte desta funcao por uma cons

tante qualquer € solugao do problema.
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Observemos que as autofungoes - do
n I , =
problema e & SB0 formam um conjunto de funcoes or

togonais no intervalo (0,L); tal observacao nao € particu
lar e pode ser generalizada de acordo com o.que veremos ,

nos estudos seguintes.

IT.5 -  FORMA AUTO-ADJUNTA. PROBLEMAS DE STURM-LIOQUVILLE

I1.5.1 - FORMA AUTO-ADIUNTA

Mostremos que, qualquer equacao ditpfie}

rencial normal do tipo:

2
a_ (x) g " + a (x) %} + (az(x)+ J\a3(x)] Vi =0 (Got)
o o -
com ao(x) # 0 e A um paranetro, pode ser cé]ocada sob
a forma:
onde:
a](X)
dx
_ aolxj az(x)
rfx) = e H Q(X) f EET;T F(X),
a3(x) '
pix) = r(x) : (5.3)
i ao(x) :
DEHONSTRACKO:
Dividindo ambos os membros de (5F0)
por a_(x), temos:
2 a, (x) a,(x) S ()
R [ L ) =2 y =0
2 ao(x) a (x) a, (x)




a](x)
EST;T dx

multipliquemos ambos os membros por eI

a1(x) : a‘(x)
) T X gty e e

v dx ao(X) dx v
al(x)
a, (x) a, GOl
=2 k=D e (2 =80
ao(xj oix) Y
notemos que:
a1(x) a1(x)
aolx§ ek d2y £ a](x) ao(x5 dx e
£ 2 T : dx
dx
ai(X)
d aO:x a5 dy
= diex § dx
logo:
a, (x) [a1(x)
! o 8 o a, (x) a, (x) ENCIA
d x & St aoixi *+A aoixf £
.fazehdo:
a1(X) .
ao(x)dx az(x) :
r(x) = e H Q(X) = E—T;T r(x)
o
e (x) B
a. (x
p(x) = 3 r(x), temos:
ao(x)

HE? [r(x) %%] + [q(x) + A p(x)] y = 0 c.q.d.
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Mediante o operador:

L= 5% [r(x) Eﬂ;] *alx)

podemos escrever a equacao (5.2) na forma abreviada.

86

Ly + p(x) y =0 (5.4)

A equacio (5.2) é conhecida como
forma auto-adjunta da equagao (5.1). A forma (5.2)
sera util em calculos futuros, e observemos que a

cao r(x) é sempre positiva.

Como exemplo,calculemos a forma auto-ad

junta da equacao diferencial de Bessel,

nos

fun

‘ 2 =
x2 &Y 4 ) Sy (xP - p?) y = 0 (5.5)
g 2

dx

Comparando com (5.1) temos:

8, (x) = x* a (x) = x a G)R=E RN
e
2
A. = p°, logo del (5.3), temos:
[d X
S X Lx
r(x) = e = e =X
%
q(x) = =70 R =R :
X
p(x) = - —17 oL xE Sk l
X

da equagao (5.2) temos:
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d (xg-‘i)+(x-—-L2)-'
d x ‘X dx o U = Y
ou
d_ (o Sy R (RO (
Gl 53 dx X s> 5.6)

que &€ a forma auto-adjunta da equacao de Bessel (G5

Muitos conjuntos de fungoes ortogonais
importantes abarecem como solugoes de problemas de con
tofno,envo]vendo equacocs diferenciais do tipo (5.2); tal
afirmativa veremos nos estudos a'seguir, e sera assevera
da, mediante um teorema de cardter geral que demonstrare-

mas.,

11.6 - PROGLEMA DE STURM-LIOUVILLE &

11.6.1 - Varios conjuntos de funcoes ortogonais im

portantes aparecem como solugoes de equa
¢oes diferenciais lineares de 2% ordem da forma:
-59-; {r(X) -g—z:} + [q(x) +) P(X)] y =0 (6.1)

no intervalo a < x < b, satisfazendo as condicoes ' ho

mogeéneas.

ki y(a) + k, y'(a).= 0
(6.2)
%4 y(b) + L, yAR(bY)R=80
onde A ¢ um parametro real e ki k2, 21 e 2] sao cons

tantes recais dadas, no minimo uma delas em cada condigao,

deve ser diferente de zero.
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A equacao diferencial (6.1) é conheci
da como equagao de Sturm-Liouville, e varias equacoes im

portantes, tais como a equacao de Legendre, de Bessel

e outras, podem ser escritas na forma (6.1).

As condigoes (6.2) sao referentes aos
extremos x = a e x = b, sendo portanto as'condigaes de

contorno do problema.

-

A equagao. (6.1) juntamente com as con
dicoes (6.2) constitue un problema de contorno, que no

caso particular e chamado problema de Sturm-Liouville.

- Notemos que tal problema admite a so
lucao trivial y = 0. As solucoes y # 0 sao as autofungoes
correspondentes aos autovalores, os quais nos referimos

em (l11.4.0). Devido a importancia de tal problema vere

mos alguns exemplos.

Calculemos os autovalores e as autofun-

coes dos problemas de Sturm-Liouville seguintes:

EXEMPLO 1
da d
__X+2-a—;/(+(1-l)y=0 (6.3)
2
dx
y (D) = 0 i (6.4)
y(1)=0

Notemos que (6.3) pode ser escrita na

forma (6.1), senao vejamos; da equagao (5.1), temos:
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ao(x) = 1 a](x) = 2 az(x) =0 a3(x) = 1

de (5.2),tcmos:

: 2Jdg ;
r(x) = e =le

logo:

2x

]

q(x) 0 p(x) = e"", em (5.2) temos:

d 2x dy s 2x s
-a—'-—)-(-[e .'a";]‘f‘(])\)c y—-O

- Calculo dos autovalores e autofuncoes -

Escrevendo (6.3) na forma do operador

diferencial temos: : S

[02 + 2D + (1—x)] y =0

_‘
Il
{t
+
S|

=> D% + 20 + (1=%) = 0 = {

para o calculo da solugao geral de (6.3) devemos conside

rar os sequintes valores de A , nos casos:

-CASO 1 - A =0 => rq & Fp < <l lege & solucao geral €

e (B @ 6, ) 0

das condicoes (6.4) temos:

logo a solugao particular € y = 0, que & trivial.
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de (6.4),temos:

Il
v
o
I
o
(o)

Q
o)
<

]

0, solugao trivial.

r.==1+ i/-X .

- CASO 3 - A < 0 =>

a solugao geral de (6.3) é:

y = (C, cos/=Ax + C, sen/=Ax) e *

1 2

de (6.4), temos:

0 = C, sen v-2A e-1

temos duas possibilidades:

a ; - :
1. POSSIBILIDADE = C2 =08 =>0yi = 0,0 sollucaos tirivilall
a .
2. POSSIBILIDADE - sen ¥=X = 0 para C2 qualquer, logo:

- S —
R —— -—
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VX = nll => X = =- n2 Hz (= Un?2a3iooa0

que sao os autovalores; as autofungoes correspondentes sao

Y =te * sen nllx ) & UsZaS o000
EXEMPLO 2 -
g2 |
S =0 | b5 (6.5)
dx2 -
y(0) =0
(6.6)
y ' ((L)=R0
podemos mostrar que (6.5) pode ser colocada na forma
(6.1).

Calculemos os autovalores e as autofun

coes
2 2
(D+A)y = 0 => D" + A= 0 => ry = / X
Ty = V=X

consideremos O0S casos:
= CAS O == =R 0 => Rk S =R S =R0RR solliticlaol gelpatil:
y 5 % W«

y = C1 + sz—> y C,
de (6.6) C, = 0 C, qualquer, logo a solugao particular
€ y = C,» portanto A =0 é um autovalor,

- CASO 2 - X <0 r, e r, sao reais; solugao geral:

M inlee



=>
= c] = 0 => C2 = 0, logo y = 0 solucao trivial.
- CASO.3:= A M0 P i /A e - (7g) -i /X

solugao geral:

y-= C; cos¥X x + [, sen/} x

y! = -C, VA sen/A x + c, VA cosvX x

de (6.6), temos:

ol

= f— = =
0 C]mk > C] 0
0 = -{:2\/7\- sem’T L
painaliCoN=ROR= =S VA0 solucao trivial.
nZHZ
. sen/A L =0 => /A L =nll => = 5
L
logo os autovalores sao:
2D
An o X g DaltiainE =10 S 1IN
L

e as autofungoes correspondentes sao:

X n=0’1,2.ooo,

S



I1,6,2 - TEOREMA IT1,1

Sejam as fungoes p(x), q(x) e r(x) da
equagao Sturm-Liouville (6.1), continuas no intervalo
a < x < b."Consideremos ym(x) e yn(x) autdfungSes ‘dis-

tintas do problema de Sturm-Liouville, correspondentes aos
autovalores distintos Am e An respectivamente, decorren=
tes das condigoes (6.2) e sejam ainda continuas as deri
vadas y'm(x) e y'n(g) no intervalo a < x < b. Hostremog
entao que, ym(x) e yn(x) sao ortogonais no intervalo a<x<b

em relagao a fungao peso p(x), isto é:

b
p(x) y_(x) y_ (x)dx =0 m £ n
a
DEMONSTRACAOQ
Se yn(x) e y_(x) sao autovalores de

(6.1) ,logo podemos escrever:

dv dy
d “m P sgnod m
d x [r d x ]+ ((‘H)‘mp)ymhﬂnu> (q+Amp)ym— d x [r d x}

(6.7)

d dyn . d dyn 6.8
d x 5 d x +(q+lnp)yn=0 =>(q+an)yn= d x T d x (6.8)

multiplicando ambos os nembros de (6.7) por y_ e de

(6.8) por gyEse somando, temos: '

dy i
5 d nfi _ d m
(Am >‘n)pymyn—ym d x [r d x] Yn Tx (r d x]
; dym dy

somando e subtraindo no 22 memhro o termo r TR R temos
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d dyn
(Am-)\n)p il S ym‘d 7 d x i
+I"dymd—&--r2,_nliy_ll- e _d_y,r?_
d x d x d x d x "n T x r,dx

notando que o 2° membro pode ser escrito na forma:

4| (e oy o Wl
d x @) RY Yf d x n

temos:
dy dy
d n m
O\m“)‘n)p Ym¥n T T x [ & x)ym (r d x)yn]
integrando ambos os membros em relagao a x de a ate b,
temos: .
: dy_ (x) )dym(x)} b
(p=and [ plxdy, (R0, RS A e (T e
a
logo:
° ’
= 1 — 1 —
(Am-An) J p(x)ym(x)yn(x)dx—r(b)[ym(b)yn(b) Yn(b)Ym(b)
a 4
' 3
— 1 - 1
r(a){ym(a)yn(a) yn(a)ym(a)J
(61519))
Tendo em vista que ym(x) e yn(x) sa
tisfazem as condigoes (6.2), dadas para x = a e x = b; po
demos discutir os seguintes cagos, com relagao a expres

sao (6.9).

Bib““‘c R

MALA
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- CASO 1 - Se r(a) = r(b) 0, como'?tm . )'n’ temos que
b

_P(X) Yo (x) y (x)dx = 0 & £ n
a

Notemos que, para este caso, nao preci

samos recorrer as condicoes de contorno (6.2).

- CASO 2 - Se r(b) =0 r(a) # 0, das condigoes (6.2) te

mos:

' I =
I\]yn(a) a5 k?_Y n(a) 0
(6.10)
: | = '
L]ym(a) e (30 m(a) 0
considerando. k2 # 0, e multiplicando a 1 equagao . de
(6.10) por ym(a) e a segunda por -yn(a) e somando, t.e_.
mos :
1 A = 1 =
k, . |y a)yaita)Ssyass(a)ivm(a) 0
como kz # 0, logo:
B AREDETE (EE =t (B) (@) = 0.
em (6.9), para este caso, temos:
‘ b
I p(x) y (x)y (x) dx =0 m#n
5 _
Demonstracao analoga seria, neste ca
so, se considerarmos k, = 0, pois, por hipotese ky de

vera ser diferente de zero.

sttt
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- CASO 3 - Se r(a) = 0 e r(b) # 0, das condicoes (6.2)

temos:

. l w4

; (6.11)
' =

2]ym(b) + 2,y m(b) = 0
considerando 22 # 0, e nultiplicando a 1% equacao de
(6.11) por ym(b) e a 27 por -yn(b), somando, temos:

' - ! \ =
22 [Y n(b)Ym(b) y m(b)/n(b) 0 como 22 # 0

VA D RSEN((-) Rt (D) g7 (D) = @
em (6.9), para este caso, tambcm _teremos:

b

J p(x)ym(x) yn(x) dx-= 0 m # n

= !
resul tado semelhante achamos neste caso se 22 =0 pois
devemos ter 2. # 0, e a demonstracao sera analoga.

1

- CASO &Lt - Se r(a) # 0 e r‘(b) # 0, aplicando as duas equa
coes da condigao (6.2), teremos com demonstra-

c¢ao andloga ao dos casos 2 e 3, que:

b | , ¥
J p(x)ym'(x)yn(x)dx = 0 para m#n
a

- CASO 5 - Se r(a) = r(b) # 0, neste caso, a equagao(6.9)

fica:
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b
Omdg) | PGy, Gy, axmr () [y By, (8)=y2 (b) y, (b) -
x :
- v @)y, (v Gy, (@)
i | ' (6.10)
Vemos que 6 22 membro de (6.10) se
anula, somente se as condicoes (6;2), forem dadas ‘por:
y(a) = y(b) -
i it (6.11)
y'(a) = y*'(b) '
condigées estas chamadas particularmente de condicoes

de contorno periodicas, e temos:

b
p (x) ym(x) yn(x)dx =80 m# n
a .

Ficando assim completa a demonstragao ,
do Teorema Il.1. Portanto, concluimos finalmente que,duas
autofuncoes quaisquer ym(x) e yn(x) de um problema de
Sturm-Liouville sao ortogonais,com relagao a funcao pe
so p(x),em um intervalo considerado. Tal resultado e

de grande interesse pratico.

Exemplifiquemos o teorema visto:

EXEMPLO 1 - Vimos no exemplo (l1.4.0) que para o proble
ma de Sturm-Liouville:

2
d»\2’+;\y=o (@) =0 e o) = 0
dx 4

que os autovalores dados pela equacao (4.13), sao:

A= 1 s il B2t SER

.
o e
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e as autofungoes correspondentes dadas pela equacgao

(4.14), s3o:

= sen = 1
Yn T
Portanto,pelo teorema I1.1, estas fun
¢coes formam um conjunto de funcoes ortogonais no inter
valo (0,L), com relacdo a funcao peso p(x) = g
EXEMPLO 2 - Vimos no exemplo 1, (ll1.6.1), que, para o

problema de Sturm-Liouville

2.

BTN o (o) v = 6

de dx

vy(0) =0 e y(1) = 0, os autovalores sao:
An = o nzII2 n = 1,2,3,...

e as autofuncoes correspondentes sao:

Yiee e * sen nlix
Logo, pelo Teorema |l.1, estas fungoes for
mam um conjunto ortogonal no intervalo (0,1), em rela
- -~ 2x
¢ao a funcao peso p(x) = e" 7,

EXEMPLO 3 - Seja dada a equacao diferencial de Legendre
2y '
(1-x7)y" - 2xy' + p(p+1)y = 0 (6.12)

onde p € um parametro real positivo.

Sabemos que para p = n inteiro os po

linomios de Legendre Pp(x) sao solucoes de (6.12).

Notamos que (6.12) pode ser colocada

na forma auto-adjunta, fazehdo:

o)
e

e



r(x)

q(x)

]
o

Il
—

p (x)

A - p (p+1)

-

logo ,podenos escrever (6.12) na forma:

d _.2y dy =
'H [(l X ) F;] + p(p+1) Y= 0 (6.13) |
vemos que para x = x * 1 => r(x) = 0;logo ,pelo Teorema i

LI, calsiomiPenao pfecisamos neste intervalo de condigaés
de contorno, e podemos afirmar que os polinomios de Le
gendre sao ortogonais no infervalo (=1,+1) relativo a
fungao peso p(x) = 1, o que estd de acordo com o. demons

trado em L(G1FS208cHE : "

<

Portanto, podemos dizer que no inter f
valo (-1,+1) os polindmios de Legendre Pp(x) sao as au

tofuncoes do problema correspondentes aos autovalores.

Aelie p.(p+1) senidol "pl =H0ENIFI2N0e

EXEMPLO 4 - Verifiquemos o teorema 1.1, para o problema
de Sturm=-Liouville sequinte: -

dzy

- : dx2

com condigoes de contorno periodicas.

+ Ay = 0 : _ | (6.14)

y(-L) = y(L)
(6.15)
O(ED) = 0L
Podemos colocar (6.14) na forma auto -

adjunta fazendo:

r(x) = R T (<0) = O e p(x) = 1

.
I R L BT T
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Calculemos os autovalores e as autofun

coes do problema,

De (6.14) temos:
. (
(D2+A)y = 2

|
=

=> D"+) = 0 = r=/-—x

- CASO 1 = X =0 => 0= solugao geral de (6.14) é:

das condicoes (6.15), temos:

C]-C2L=C]+C2L s ,.C2(1+L) = 0 => Cz =00 E
C] ¢ arbitrario, logo para A = 0 a autofuncao e g
Yl @

"i

=-ICAS0 25 -SSR ST sao reais, logo a solucao geral ) o
de (6.14) é:

/=YX =/
e e

C e-/:XL+C eJ:XL =C e/:XL+C e—/:XL —5
1 2 1 2
> ¢, (e-/?XL % e./:‘A‘L) - ¢, ( -/=AL e{?XL)

ainda:




=i © o ’
B, (@ (e’ AL e ffXL) (6.17)

1 B

-Y/=)L V=L
Py ) 2

somando ambos os membros de (6.16) e (6.17), temos:

2C = O =>8 CON=rl (]

1

{ ‘/:_)-\-L v/:_}\-LJ
e -e "

em (6.16) => C2 = 0, logo y = 0 solugao trivial
[

]
]

- CASO 3 - X >0 ivA

151

il

r2 -ilfj\—

logo ,a solugao geral de (6.14h) é:

¥ = C, icos/X x + C? sen/X x : (6.18)

1
y" = —/x Cz SCDA_ X + C21/X COS\/X X

das condigoes (6.15), temos:

C. lcos A LE =86 cenh/L

]

G cosvA L+ E T senviu >

1 2 1 2
=> 2C, senyA L = 0 ‘ (6.19)
C, sen/A L + C, pos/x LE=R e sen/x L +
+ C, cos/A L => ZCA.senJT L = b . (6.20)

Vemos de (6.19) e (6.20) que ,para ter

mos solucoes nao triviais, sendo C, eC, arbitrario !
sen/A L = 0
=> YA L =nTl

logo ,as autovalores sao:

An =-—Lr (602]) n 0,1.2..-9

g e e ST



e as autofungoes correspondentes sao:

y, = sen el Sy Cosir X (6.

que serao solugoes do problema,

Como foi demonstrado no exemplo

n Il

[ X e CcOoSs T formam um

(1.2.5),as autofungoes sen =

102

22)

em

con

junto de fungoes ortogonais no intervalo (-L,+L);consequen

temente
n I I
= —_— +
Yo sen —— X cos —— x
sao ortoqonais neste intervalo,em relacao a funcao peso
p.(x) =RlEeG que vem confirmar a validade do Teorema I1.1

no seu caso 5, sendo as condigoes de contorno periodicas.

0BS. De-modo analogo ao Zeonema 11.1 visto, podemos facil

mente estender suas conclusoes para um conjunto

de

auto funcoes originadas de um problema de  contorno

de ordem superiohr.

Por exemplo, no caso de um problema
LRt ~ . f a
contorno constituido de uma equacao diferencial de &4,

dem, da forma:

2

2
d d d d
— S (x) —% + T r(x) E% +| q(x) +X p(x) y =0
dx dx 3
(6.

Do mesmo modo visto no Teorema HES
garemos a uma expressao-.da forma:
(Amﬂxn) p(x)ym(x)yn(x)dx= {Ym(syﬂ)"yn(svﬁ)' -

o
. b
1 LI

= S (e A SR A VR (6,

a

de

or

23)

ChE

24)
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onde y_(x) e y_(x) sao as autofungoes correspondentes aos

autovalores distintos An e A

m

Tendo em vista o 29 membro de (6.24), po
demos considerar condicoes de contorno adequadas no in
tervalo (a,b), de modo que o mesmo se anule, e chegamos a

conclusao que:

b
[ p(x)ym(x)ym(x) dx = 0 para m £ n

a

o que nos permitird afirmar que as fungoes ym(x) e yn(x)

sao ortogonais no intervalo (a,becom relagao a fungao
peso p(x),
EXEHPLO - Calculemos os autovalores e as autofungoes | do
problema: X
aly e (6.25)
dx

(6.26)

|
~<
—
—
~—
]
o

y (L)

-.C3lculo da solugao geral de (6.25):

(D’*-,\z)y = 10 => DI'-A2=0 => '(Dz+)\)(02-3\) =0
logo: |

ry = V&

[y ol

e i VX

R /A

considercmos 0S casos:
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~CASO 1 = A =0 =>r, =r, =r, = ry = 0

logo,a solugao geral de (6.25) &;

y = C1 + sz + C3X + C“x

]

Uy < AR 3¢, x

]

y" 2C3 + GCAx

das condigoes (6.26) temos:

0 =Chl +Cl e 6CL=0=>C =0 => C,=20

2

portanto y = 0 solugao trivial

- CASO 2 - Para A > 0 ou A < 0 a solucao geral de (6.25)

sera:

Y= sen/) x+Czlcosh/7 x+C3 sen/Xx x+Cp cosVYX x (6.27)

y'" = C] senhv/X x+C2cosh/X x=-.AC, senVX x =Cy cosVi x

3

das condigoes (6.26),temos:

0= gz + Cu => C2 = = CQ
0 = C2 - Ck = (1) = ZCZ => CZ =0 e Ch =2()
C] senh/X L + C3 senyYA L = 0
(6.28) -
O sen v = C3 sen/h L = 0

1

as quais sao compativeis se o determinante dos coeficien
tes for nulo, logo:

senhvl L senyX L

= 0 => -2senhYALsen/AL=0

=

senh/X L -seny L

sendo A # 0, temos:



senVA L =0 => /XL = n T n

logo,os autovalores sao:

s 2 atere

para estes valores em (6.28), temos:

Portanto em (6.27) a solugao particular

y =:Cy sen /T; x

e as autofungoes, sao:

y, = sen /X;x = sen = I X (61::29)). Tn' =1 PSP O

Podemos notar que essas autofungoes sao
ortogonais no intervalo (0,L), em relagao a fungao peso
p(x) = 1, uma vez que a equacao dada pode ser colocada

na forma da equagao (6.23), fazendo:

S{x) = 1, « r(x) = 05 ¥qibx)E=R0RNe D! () M=in

11.7 - SERIES DE FUNCUES ORTOGONAIS OBTTDAS DE PROBLENAS .
DE CONTORNO |

Vimos nas consideracoes I1.6.2 que
as autofuncoes de um problema de contorno, relativos a
condigoes de contorno adequadas em um intervalo (a,b),sao
ortogonais em relagao a uma funcao peso p(x) ,no intervalo

considerado.

Com base-no que foi estudado em(1l.3.1)

e tendo em vista tal conclusao, podemos desenvolver uma
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fungao f(x) qualquer, pelo menos formalmente, em séries
de fungoes ortogonais obtidas das autofungoes do proble

ma de contorno dado.

Tal conclusao é de grande importancia

pratica pois, podemos obter, como veremos posteriormente

as séries de Fourier, de Legendre, de Bessel e outras me

diante as autofungoes de um problema de contorno. Ainda
podemos dizer, como estudaremos posteriormente, que " as
Gnicas solugoes de certos problemas de contorno que en

volvem equagoes diferenciais nao homogéneas disponiveis,
sao as expressas como séries em termos de autofuncoes do

problema.

A seqguir veremos um exemplo do desenvol
vimento de uma fungao, em série de fungoes ortogonais ob

tidas . de autofuncoes de um problema- de contorno,

EXEMPLO = Desenvolvamos a fungao f(x) =1 em série de

autofungoes originadas do problema de contorno

W
—%+Ay=0 ; (Flo )
dx
y(0) =0 _ " a> 0

(772))
aly!' (L)+y(L)=0 LS 0

no intervalo (0,L).

Devemos inicialmente calcular as au

tofuncoes do problema.

Calculemos a solugao geral de (7.1):
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2 2
(D°4A)y =0 = D°+X = 0 = ry = =N
o= -/ =X
= (CASOLE =L A =R O = =] logo,a solucao geral de
(70110 &5
= = U =
y = C] + sz => y' = C2
das condigoes (7.2),temos:
0 = C1
OLLC2 + C2L =0 = C2 (aL+L] =0 para a >0
Cor=al => y =0 solugao trivial,
= CASD 20 = 2 <08 =i e lns sao reais; logo,a solugao
geral de (7.1) é
y = CI e'-::x -+ C? e -Ax

al V=X c, (eJ:XL + e-/:XL) + C,

c

i (2aLV=X coshy/=Xx L+2senhy=x L) = 0 =>

Jogo y = 0 solugao trivial,
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- CASO 3 - A > 0, logo: r= i7/%
; 1'
g = < i /X
solugao geral de (7.1) &:
y = C, cosYX x + c, sen/\ x (7.3)
y' = =/x c, sen/A x + /X C, cos/X x
das condigoes (7.2), temos:
0 = C
1
al _/XC2 cosVYa L + C, sen/A L = 0
C, (@ L YA cos/X L + senvV/X L) = 0 (7.4)
temos duas possibilidadés:
12 POSSIBILIDADE - C, = 0 => y = 0 solugio trivial.
27 POSSIBILIDADE - de (7.4), para qualquer C,, temos:
oL VX cosV/A L + sen/X L = 0
al VYA cos/A L = = sen/XA L = ‘tg/X L = - alvyX
fazendo, VAL = u (7.4), temos, tgu = - ap (67°55))
Note-se que nao podemos explicitar a

equacao (7.4) para A , porénm,a solucao de (7.5) pode ser
visualizada graficamente, dos pontos de intersecao do

grafico das fungoes tgMH e “ap » conforme figura (7.1).

Da figura, vemos que existem uma infi
nidade de valores de W que satisfazem a equacgao (7.5),se2

do eles:



P e = e S

' H H
> H_ M | U ‘1 '2
i
=2 - E\\\\ | Ui : 27
: 1 I
|
\\\\\f
FIG. 7.1 - Grafico das funcoes tgu e -au
LA L ]j_z’ U__‘l! Uo = 0) U], 1]2,011
os quais sao simétricos em relacao a origem; logo, repre

sentando estas raizes por y_, temos de (7.4), cque

/A L = Hy = A = ) _(7-6) n =0,1,2,...

que. sao os autovalores do problema de 7.3, temos qde, as

autofuncoes do problema, sao:

Hn
L

yn(x) sen X

ou

Y, (x) sen AR (757) n 1,205 e




que de acordo com o teorema 1.1, sao ortogonais no in
tervalo (0,L),: com relagao a funcao peso p(x) = 1, pois
mostramos no exemplo 2 em (I1,6.1) que, para a equacgao
(7.1) na forma auto-adjunta, p(x) = e

- Portanto,nosso problema agora sera de
senvolver a fungao f(x) = 1,numa série de autofuncoes da

das em (7.7),no intervalo (0,L); de acordo com a equacgao

(3752 Etemo's::

'f(x) =1 = I Cnyn(x) = z Cn sen —— X (7.8)
n=0 n=0
- Cilculo dos coeficientes C_; da equacao (3.6) para
p(x) = 1, temos: z
L ‘.
1 i
(o T o f(x)'yn(x) dx =
2.
[y, |1 0
L U‘
= ] sen D x dx =
L
2
[y, |1 0
L
1 Hn ] 1 [ ]
= - COISE P = l-cosu
2 2 3
sz 1 n B sl n
(7.9)

I
=

da equacao (3.5), temos, para p(xy

a.




A < L rL I
2 2
llYn[l = Yn(x) dx = Sen2 Ln X dxi =
W) /0
L
r L
= A (1-cos : D x)dx = L Spail s =
7 C 5 | % AT sen —— x =
0 \ 3 0
o ) 1
= — (1 5= sen 2u )
n
como de (7.5):
RS 3 2 5 1
tgll, = =S E=>NC oS s
4o M
012 2
sen2 = Fn
Un.—
1+o VI8
logo: i
=20
2 5 LIS T
sen_:_a,pn = = 201}Jn cos )Jn
1+o un

portanto:

i'ynllz = _%— (1+ac052 un)

em (7.9), temos:

2(]-cosun)
C ) - . (7010)

2
un(l+acos un)

substituindo em (7.8), temos o desenvolvimento dese jado.

Zﬂ*cosun) u'n
SEINRS O (7.11)

f(x) =1 =

N ™8

n=0

2
un(l+ucos un)

Com base no que acabamos de considerar.
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e exemplificar, veremos a sequir algumas séries de fun
¢oes ortogonais importantes,obtidas de Problemas de Con
torno,

17.5% - SERIENDERFOURTIER

11.8.1 - SERIE DE FOURIER DE SENOS

Vimos no exemplo 1 em (I1.4.1) que ‘as

autofuncoes do problema de contorno,

2

du3y + Ay = 0 y(0) =0
dx2
y(L) =0
sao: _
fpmosen Bl @)
; n2H2
‘correspondentes aos autovalores A = U 2255856 6 o
, n 2
L
De acordo com os resultados precedentes,
podemos desenvolver uma funéSo qualquer f(x) em uma isel

rie da forma:

2

n
o
n
o
= |
I
X
+
v
N
‘0
®
3
|
>
4+
L]
L]
[

X ((81572)
calculemos os coeficientes Bn.

i ~ 2
X sSao ortogonals no

= n
Como Vil sen T
intervalo (0,L) com relacao a funcao peso p(x)=1, da

equagao (3.6), temos que:
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x L
B i il i f(x) yv (x) dx =
n n
[y1% 26
n
L
o e AN S f(x) sen nLH x dx (8.3)
2 )
1 Yall 0
da equacao (3.5), temos:
L L
25 _ 2 z, 2 ]
||yn]| = [yn(x)] dx = J sen X dx =
0 0
L L
il l N 2nTl P l s L 2nIl > L
== (1-cos T X Ido= 7 | % S SC DX = =
0
0-
logo,em (8.3), temos:
L :
B = 2 " f(x) san = I . dx (8.&)
n L L
0
que sao os coeficientes de Euler da série de Fourier, se
no da funcao f(x) em (8.2).
Pelas condigcoes de Dirichlet podemos

dizer que se f(x) e sua derivada f'(x) sao seccionalmente

continuas no intervalo (0,L), entao a série (8.2), com
os coeficientes dados por  (8.4), converge para f{x) nos
pontos de continuidade; e para o valor médio de ambos os’

limites laterais de f(x),'nos pontos de descontinuidade fi

- . -
nita, Isto e:

f(x-)

f(x+)

| +

onde:

f(xT) = 1im fx+e) F£(x7) = lim f(x-¢€) (8.6)

+
€0 : 8+0+
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Notemos ainda que todos os termos ou

harmonicos da-série (8.2) tem o perfodo primitivo igual a
2L; e ainda que se substituirmos x por =-x,0s sinais de
cada harmonico fica trocado , isto equivale a dizer que os
harmdnicos da série (8.2) sio fungoes fmpgres. Portanto ,
no intervalo (-L,0) a série (8.2) representa a . funcao

-f(-x).

Tendo enm vista que os harmonicos ‘da
série tem periodo comum (primitivo) 2L, o comportamento
da série em (-L,L) se repete periodicamente para todos

os valores de x.

Se a funcao f(xJ é fmpar, isto &,f(x) =
= =f{-x) a série (8.2) representa f(x) em qualqﬁer pon
to, ressalvando a condigap de Dirichlet nos pontos de

descontinuidades.

Do exemplo 1, em I1,3.1, vimos que o
desenvoivimento da fungao.f(x) = x no intervalo (-L,L) em

serie da forma de (8.2) e:

. © n+1
f‘(x) = X = ._L. ¥ (_1)— sen n_m X . (8.7)
m L
n=1 n
sendo f(x) = x uma funcao fmpar, entao (8.7) a represen .

ta em qualquer ponto do intervalo (-L,L), exceto para os
pontos x = + L, repetindo seu comportamento periodicamen-

te.,
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11.8.2 - SERIE DE FOURNERSNES CUSSEHES

Vimos no exemplo 2 de [1.,6.1, que . as

autofuncgoes do problema de contorno:

.

9Y 4 ay = 0 y(0) = 0
d 2
X v =0
sao:
yn = COS n—LT-r-x (8.8) n = 0,1,2,... ’

correspondentes aos autovalores:

De modo analogo a (11.8.1), podemos re

presentar uma funcao f(x) em uma série de autofuncoes no

intervalo (0,L), com relacao a funcao peso p(x)=1, logo:
f(x) = A +A, cos —— x + A, cos £, cog €
o 1 L 2 L 3
2z n 7 ' '
S B GES S (8.9)

n=0

calculemos os coeficientes An; da equagao (3.6), temos:

é L
A= — 2 J G590 ) @b =
[y, 11 0
L
s | Bk J f(x) cos EIE x dx (8.10)
-1 Yo

de (3.5), temos:
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0 0
L | L
) g 2n ) L n T 2t
llynll _'2" (]"*'COS L x)dx —"2‘ [x+'2_nf sen T XJ —-E
\ D ; 0
logo de (8.10), temos:
L
Ao=_:__f S0 (8.11)
0
e
L ' . >
AREs —%— f(x) cos EEE x dx  in =R SR ((BER1I)
0

Portanto (8.11) e (8.12) sao os coefi
cientes da scrie de Fourier de cossenos de uma funcao f(x)

expressa em (8.9).

Vemos que os harmonicos da serie (8.9)
sao funcoes pares, portanto ela também representa a

funcao f(-x) no intervalo (-L,0).

Portanto, se f(x) € uma funcao par, isto
é: f(x) = f(-x), a scrie (8.9) representara f(x) em todo
; intervalo (-L,L); se ainda f(x) € pericdica, de perio-
do 2L, a série (8.9) representard f(x) em qualquer ponto,

exceto os de descontinuidade.

Assim por exemplo, a série de Fourier de
cossenos da f 3o T = ‘ : =
a funcao Tmpar f(x) = x, s6 a representara no

intervalo (0,L), e também a f(-x) = =-x no intervalo(-L,0),

P—
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Como sabemos, podemos representar uma
fungao qualquer f(x) como uma soma de uma funcao par

fp(x) e uma fungao impar fi(x), isto é:
f (x) = fp(X) + f;(x)- . (8.13)

que podemos verificar uma vez que a identidade

'F(X) x> f(X) + f("‘X) +f.(X) = f.(")() (8.1\1‘5)
2 2
€ verdadeira e vemos que o 12 termo do 2% membro € uma

funcao par de x, e o 22 termo uma funcao {mpar, logo

(8.13) e verdadeira.

De (11.8.1) e (11.8.2) vimos que os
desenvolvimentos:
m . ‘\
f (x) = N AN C OIS Etl X (8.15)
P n=0 :
f.(x) = T Bl seni =l
i n L
n=0

sao vdlidos no intervalo (-L,+L) sendo A e B_ dados por:

: rL
=i :
Ao.— T fp(x) dx (8.17)
J0
L .
2 ; n m
An = fp(x) COSR=rml X dx (8.18)
70
L
2 n m
Bn = == fi(x) sen —— x dx (8.19)
0
Tendo em vista duas propriedades das

-~ ' S -
funcoes pares e impares, isto ¢é:
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L L
[ fp(x) dx = 2 I_ fp(x) dx ags (8.20)
o[l 0
e
i v
J fi(x) dx = 0 ‘ (G 240)
-L i ;

e ainda da cquacao (8.13); podemos escrever (8.17),(8.18)

e (8.19), nas formeas:

-

L L L
] o) _ =
Ao S [ fp(x)dx = T J f(x)dx fi(x)dx =>
-L =1 -L
L
1
B J f(x) dx : (8.22)
-L
L L
A - g f (x)cos “lxdx = & f(x)cos —TLx dx -
n L 2 p L L L
-l =(L ;
L L
e % ol n
- J fi(x)scn X dx| => An =i I f(x)cos L dx
=i =L
(8.23)
L ~ L
2 |1 n 1 n m =
RS o ( f(x)sen SR [ fp(x)sen — xdx| . =>
= -L
L
1 n
_>nn =N J f(x) sen — dx (8.24)
-L
Substituindo as equacoes (8.15) e

(8.16) em (8.13) temos:




f(x) = L A cos ﬂt— X + I B cos L
n=0 n=0 L :
o
- n T n T
= nio (An cosi = XINBENsen —— X3/ (8.25)

que- representara a fungao f(x) no intervalo (-L,L) onde

» A e B de (8.25) sao dados pelas equacoes (8.23)

A
o n n

(8.24) e (8.25),

A série (8.25) é chamada serie de

Fourier completa de f(x),no intervalo (-L,L).

Como exemplo,calculemos a seérie de
’ ; ; ~ / X .
Fourier completa da funcao f(x) = e” no intervalo (-m,m),

-

considerada periddica de perfodo 2m .

De (8.25),temos:

-+
Cam
X
S
i}
0]
X
I
no8

(A cosnx + B_ sennx) (8.26)
n=0 4 n
calculemos os coeficientes: de (8.23), (8.24) e (8.25),t£

mos:

m
- NS fl_ [ eX dx = ! (eﬂ-e-ﬂ) = senhT

il

Calculo de An e B n

: lo203 50005
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T m
1 X . 1 e ;
An == e cosxnxdx = = 5 (cosnx+nsennx) =
: l+n
-1 =T
1 u e-TT T i f
- cosnm - 5 cosnT | = 5= cosnT (e’ -e )=
m 1+n 1+n" | T(1+n°) .
n
= 2_(._]_.)_..2..._ senh'n"
m(14n°)
m T
X | e®
BREEN— e“sennxdx = = 5 (sennx-ncosnx) =
l1+n
- -
o ] i Th m =T |_ -ncosn T ST
B 5 ne cosn +ne cosnm|= ———— (e’ -e ") =
(1+n°) m(1+n°)
N
= .2_'.1..&__‘.‘.%__. senh'n' &
7(14n°)
fl
substituindo em (8.26), temos:
f(x) = e* = —%— sen hm +
o N n -]
+ I gi:ll§~senhﬂcosnxﬂ— Eﬂi:ll— senhTsennx
n=1 |[7w(1+n°) T(1+n°) J
f(x) = e* = se;h 16 Fot 28T i:ll?“ (cosnx-nsennx)
. n=1 (1+n°) '
: J
qde & o desenvolvimento de f(x) = e¢* em série de Fourier
completa no intervalo (-m,m).

11.9 - SERIES DE LEGEMDRE

Vimos no exemplo 3, em (I11.6.2), que

para a equagao diferencial de Legendre:
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: 2, o d
(1=x )= =2 = R (P R=G (9.1)
dx
ou 2
d 2, dy
-a—-)z ("‘X ) -a—x AP (p+])y = ) (9.2)
Mostramos que sendo p = n inteiro ( ou

nulo), os polinomios de Legendre Pp(x), que sao solugoes
particulares de (9.1); sao as autofungoes de (9.1) no

intervalo (-1,+1); logo as autofungaes indicadas por:
AL CRlc [P ((69) (9.3)

sao ortogonais no intervalo (=1,+1), com relacao a fun

¢ao peso p(x) = 1.

De acordo com os resultados precedentes,
Lot f. -
podemos desenvolver uma funcao qualquer f(x) seccionalmen
's . .- .
te continua e diferenciavel no intervalo (-l,l), em uma

série, .envolvendo os polinomios de Legendre, da forma:

o
f(x) = CoPo(x)+C]P](x)+C2P2(x)+...= nig CnPn(x)
ol @ sz 1) _ (9.k)
calculemos os coeficientes de (9.4); da equacao (3.6).
temos:
1
1
Cn —_—— f(x) Pn(x?dx

e 112 /-

vimos no exemplo ( 2 ) em (11.2.8), que:

||2 2
= 2n+1

1P

logo:
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cn.= > f(x) Pn(x)dx | (9.5)
RS

A serie (9.4) com os coeficientes da

dos em (9.5) & chamada série de Legendre.

.Podemos mostrar que:

= :

MORNCIANNES (9.6)
permitindo conclyir que, para n fmpar os polinomios de
Legendre sao fungSes fmparcs, 0 que para n par os - poli
nomios de Legendre sao funcoes pares; logo, se f(x)  for
uma funcao par, tendo em vistas as equacoes (8.20) e

(8.21), os coeficientes em (9.5) sao dados por:

( &

'
0 se n impar

(2n+1) f(x)Pn(x)dx se n par

{
se f(x) for {mpar, temos:
( 1
(2n+1) f(x)Pn(x)dx se n impar
Caaad) | ' (91.7)

= U SE o fmpar

OBSERVAGOES:

4] podemos obter o desenvolvimento de uma funcdo £(x) em
senie de Legendre num intervalo geral (-L,L): para tal

basta substituin x pon —%—,‘icmoA:
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g x x x 5 x
f(x)-CoPo(L)+C1P](L)fczp2(L)+...+ ) CnPn(L)

n=0
-L < x <L (9.8)
substituindo x poa —%~, em (9.5), Zemos:
: L
_ 2n+l X dif X
Cn 3 2 f(x)Pn(_T") R
-L ;
L
L _ 2n+] X '
= led) P (el (9.9)
=L
que sao 04 coeficicentes de (9.8).
44) Em muitos problermas de contorno,nos quals se us anm

coordenadas esfericas e (il a substituicao x=cos6

’

neste caso, poderos dermcinsZrar que a equacao de

Legendre (9.1) se transdorma na equacao:

€Y 4 cotgs X+ plp+l)y = 0 (9.10)
46 48

e para esia equacao,08 polinomios de Legendre em cos 6 ,

dados pela {énmula de Rodrigues sao:

p
= Pp (COSB) = ! d (Cosze-l)p (9011)

2Ppt  dP(cose)P

Podemos mostrar que para p = n inteiro
ou zero,esses polinomios sao autofungoes da equagao(9.10)
no intervalo (0,7), sendo, portanto, ortogonais neste in
tervalojlogo ,podemos desenvolver uma funcao f(8) em ter

mos dos polinomios de Legendre em cos® no intervalo (0,m)

isto e:
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f(8) = CoPo(cose)+C]P,(co§8)+c2P2(cose)+,..= % CnPn(cose)

.n=0

B2 s (9.12)

Calculemos os coeficientes Cn’ fazendo

X = cos8 em (9.5), temos:

0

_ 2n+l ul 21

C, = 5 [ f(B)Pn(cose).( sen€)de =
. .

0
= #2nE] { f(B)sensd Pn(cose)de
logo:

I
_ 2n+]

(]
|

0

A série (9.12) com os coeficientes

dos em (9.13) é chamada série de Legendre em cos8

funcao f(B8) no intervalo (0,7).

Veremos a sequir alguns exemplos do

senvolvimento de uma funcao em série de Legendre.

EXEMPLO 1 -

- Calculemos os tré€s primeiros termos

desenvolvimento da fungao (vide figura 9,1 ).

B (o < 52 < )
()=

S (ORI <1 )

f(e)sensPn(cose)de . (9.

13)

da

da

de

do
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FIG. 9.1 - Grafico da fungao f(x) do exemplo 1
Temos de (9.4), que:
fi) s CREEICREEPAR (o) X (9.14)

calculemos os coeficientes Cn; de (9.5), temos:

1 1
¢.- o 2] I f(x)P_(x)dx = 2;” J x Pn(x).dx

n 2
1 _0
r]
1 e oy
para n =0 => P (x)=1 => by S5 x dx = ?
J0
(1
iy d B = l 2 =541
para n = 1 => P](x) TR B = 5 XENdxE=
/0
1
5 el _ 5 1 : %
para n = 2 => Pz(x)— 2(3x 1) => cz = J X 3(3x -1)dx=
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de (9.14) temos:

) = 3 Po(x) + 5 P (x)e 2P, (x) + ...

EXEMPLO 2

Calculemos os trés primeiros termos do

desenvolvimento da funcao (vide fiqura 9.2 ).

/2 Il

FIG. 9.2 - Grafico da fungao f(8) do exemplo 2

(
cos8 para 0 <E0N<SGT/A2

f(8) = A

0 para 1w/2 < 8 < T

\

em série de Legendre em cos8.

Temos que de (9.12);que:
£(8) = E C P (cosh) ; (9.15)

calculemos os coeficientes Cn, de (9.13).temos:
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2n+1 2 _
Cn= ; f(G)senGPﬂ(cosB)dB: ;+] cosesenBPn(cose)de
0 0
m/2
L i = s
para n = 0 => Po(cose)—l => L= cosesanaione
0

: n/2
para n = 1 => Pl(cose)=cose => C] = % [ coszasenede =

!
N

) cosze m/2 s 1 >
3 0 2

1
para n = 2 => P2 (cosB) = T (3 cos28+1) =>»

rﬂ/Z
cos® senG'% (3cos 2cosB+1) de =

]
v
o
: I
v

[ /2 /2
D= % % J sen26cos268d6 + [ .cosfsenB d8 =
70

logo em (9.15), temos os tr&s termos do desenvolvimento:
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-

f(8) = % Po(cosQ)+ % P](cose)+ %% PZ(COSE) PN

»

11.10 - SCPIES DE BESSEL

17.10.7 - ORTOGONALIDADE DAS FUNCOES DE BESSEL

Inicialmente ,veremos a ortogonalidade

das funcoes de Bessel de 12 espécie Jp(x).

Sabemos que as funcoes de Bessel de
19 espécie Jés)satiSfazcn a equacao diferencial de

Bessel de ordem p, isto é:

2
2 d ) %
S° » e Jp(S) 6 o JP(S) + (S°-p )Jp(S) =) @uoRn)

onde p € um nimero real positivo ou igual a zero, p Z 0.

Fazendo S = )Xx (10.2) onde A € uma cons

tante A > 0, temos:
d d dixs i d
a5 Jp(S) TR Jp()\ ) Ts Y G Jp(}\X)
2 2
d d 1 d dx 1 d
R ((SHN= R [ 6 S (O [ R = S i (PP )
.d52 dx [ A dx S AZ d52

substituindo em (10.1) temos:

; 2
2.2 1 d 1d 22
WA e = Jp(kx)+lxh = Jp(Ax)+(A X" =p )Jp(kx)=0 =
A ds
2 dz d 2.2 0002
=> %% S U (e g2 4 O (5% Tp )y (k) = 0
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dividindo por x, temos:

d2 d . 2 pz -
X > Jp(Ax) SO Jp(Ax)+(A X - ~;—)JP(AX) =0 (11052)

i dx

a qual podenos colocar na forma auto-adjunta, e temos:

Lo ey Gl 2E o R, (10.3)
dx dibcID AR TR AR p A g lLlos
comparando com a equacao (5.2), temos:
2
m(0) = o () R = —%— e p(x) = x
com parametro Az, portanto, (10.3) € uma equagao " de

Sturm=Liouville,

Como r(x) = x, para x = 0 r(0) = 0, pe
lo Teorema 11.1, necessitanos.impor apenas uma condig¢ao ,

de contorno. Seja a condigao homogénea:

k JP(AL) ol J'p(AL) = 0 @ : (10.4)

Tendo em vista o estudo precedente, po
demos afirmar que as autofuncoes associadas a autovalores
distintos do problema de Sturm-piouvilie constituido da
equagao (10.3) e da condigao (10.4) s3o ortogonais no

intervalo (0,L).

As constantes k] e k2 em (10.4) devem

ser nao simultaneamente nulas; podemos ter os casos:

SCASIORIRER KRS0 Rll0g0 (10.4) fica:

JP(AL) =0 (10.5)
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e temos que Jp()x) sera uma autofuncao se, e somente se
Jp(lL) = 0. Logo, os autovalores A_ sao os zeros -positivos

de (10,5) e as autofungaes correspondentes sa0:

Jp(lﬁx) O ) T L : (10.6)
- CASO 2 - ky =0, logo (M) Fleas

J' L) =0 | TV Guoi7)
0s zeros positivos U, desta equagao sao 0s autovalores

e as autofuncoes associadas sao:
Jp(Unx) N =2 3 qUa NCOMPRE R0 (10.8)
Notemos que, para A = 0, a equagao de
" Bessel (10.1) se reduz na equacio de Euler.

2

Lidsay (x)+x & Jp(x) - pzy = 0 (10.9)

X
5)
dx p dx

e Jp(x) fica da forma:

Jo(x) = ¢ xP - (10.10)
e vemos que para o caso 1, xP? n3o se anula para x = L lo
go XA = 0 nao € autovalor neste caso.

p

Porém, para o caso 2, a funcao x sa

tisfaz (10.7) quando p = 0y portanto, A = 0 & um autovalor

e as autofungacs correspondentes tendo em vista (10.6)sao

14, (1 x) _ (10.11)
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= CASO0!3. =" ey S S

Para este caso, na pratica, por muitas

razoes, a condigao (10,3) é substituida por:

AJ'p(AL) - h Jp(AL) =) pare @ o b (10.12)
Como esta condigao tem coeficiente va
riavel, ela nao enquadra nos tipos de condigoes de con

—

torno por nés exposto. Sem entrarmos em maiores detalhes
quanto as possiveis restricoes deste caso,diremos ° que
(10.12) tem uma infinidade de zeros positivos nEEe entao

(10.12) & satisfeita, quando A = n,» logo as funcoes:

Jp(nnx) (10.10) i & 585000

que satisfazem (10.3) e (10.12) sao as autofuncgoes do

prob]emé.

Em todos os casos vistos,as autofuncoes

sao da forma:

G Jp(lnx) (06 1) 0 3 UgZg00c

De acordo com que vimos no teorema I1.1,
estas fungoes sao ortogonais no intervalo (0,L),com re
lagao a fungao peso p(x) = x; logo, podemos escrever:

L
X Jp(Amx) Jp(Anx) dx = 0 para m # n (10.14)
0

Vimos portanto que Jp(lnx) constitue

um sistema completo de funcoes ortogonais no intervalo

(0,L) podemos portanto, pelas consideracoes anteriores ,

desenvolver uma fungao f(x) em uma série dessas funcgoes.

3
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11.10,2 - SERIES DE BESSEL DE 1% E 2% ESPECIES

Tendo em vistas as consideragoes an

teriores, podemos representar uma funcao qualquer f(x) em

uma série ,envolvendo as autofungoes Jp(Anx) no intervalo
(0,L) em relagao a fungao peso p(x) = x.
o :
f(x)=c]Jp(A]x)+c2Jp(A2x)+c3Jp(A3x)+..._= nil anp(Anx) :
((ON<EXI<I ) (10.15)

"calculemos os coeficientes C.s da equacao (3.6);; temos,

da equacao (3.5), que

L
Cn = ! J X f(x)J;(Ax)dx n=15 2 (G 0FNTI6Y)
2
J A 0 ¥
19, ) ||
da equacao (3.5), temos:
L :
1190 1% = | x|u_(x)? dx (10.17)
p P )
0 N T,
calculemos a integral do 29 meﬁbfo; multipliquemos a

equacao de Bessel (10.2) por 2xJ'p(Ax), temos:

2
2 d
2 X ——ZJ

p(Ax) %; 0 (e O [JP(AX)]Z +
dx

P dx

DN 9D R dudg :
+ 2 (A°x"=p9) JP(AX) = Jp(kx) =0

a qual podemos escrever na forma:

2 299 d
S 1 (S5 9,00 )7+ 2 033-ph 0 00 &0 () = 0

" d 2 [d.

ou ainda:



133

= {xz[%; Jp(xx)]z} ¢ & (Azxz-pz{(Jp(xx)]Z -Zkzx[Jp(Ax)]2=0

(10.18)
logo:
; ) :
ZAZX[JP(Ax)]Z = %; {xz[%; Jp(Ax)JZ} + %;{(Azxz-pz)(Jp(Ax)]%

(10.19)

integrando (10.19) de 0 a L, temos:

L
AL
222 [ x[Jp(Ax)}z I o sl [%? {Jp(lxﬂ]z IO +
0 .
2 2 zLﬁsz(z
3 [(x x2<p?) (9, () }0 A [a; AL)] 2

temos os seguintes casos:

= CASI0. 1 = Se A=A~ sao os zeros de Jp(AL), logo, de

(10.20) e (10.17),temos:

2

2 L= {(d

llJp(Anx)ll = ;;7 [H? Jp(AnL)]2 (10.21)
\

de uma propriedade das fungoes de Bessel, dada por:
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53 o Jp(Ax) =:p Jp(Ax) - AX Jp+1(xx) (10.22)
para ) =»An e X = |, temos:
df=s? = : : :
L = JP(AnL) = p Jp(AnL) AL Jp&l(AnL)
cCOomo:
Jp(AnL)_= 0
Logo:
CEERCEIE I Se i 00 () s
f 5 S DR p+l " n
o de 24 A2 2 i
=> o= [Jp(AnL)] = An (JPH(A“L)]
Logo, emn (10.21), temos:
2 1 2
9, 112 = 5= (9, 0] (10.22)

- CASO 2 - Se

A = =6 05 2ores do Jp(AL) de (10.20)

Hn dx
e (10.21), temos:
2L 2% w2
([l R (
J = 10,22
Bh 40 2y Rbe ;
n
No caso particular em que p = 0, temos
9t & ae 2
e @[ = = [Jo(unL)} (10.23)

e de ‘10.17):

{3/
2 |

Be

“_Q“

e,
‘\

L o,
S acset de 5 .
L 2\
"\‘ .-'.' & W\

¥y
&

iblioteca \

MAUA

BIM ,f)/
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. L 2
||1||2 =] x dx = —12‘— (10,24)
S ‘

- CASO 3 - Se A = n, sao os zeros de J'p(AL)-th(AL)=0 =>

s 0 L) = h (n L), de (10.20) e (10.17)

temos:

: : 22D,
2 L 2 2 n 2
| ()i A= h[J (nL)]+~———[J (n L)] =
P '2nn2 ST 2n 2 D
n
L2h2+nn2L -p : 2 ‘
= 5 [J (n L)] p > h (10.25)
p''n
2n
Para estes 3 casos, exceto o caso par
ticular p = 0, temos, de (10.17), os coeficiente% Cn de
(10.15), dados por:
- CASO 1 =
L
Gk = 2 '[ x f(x)J (A _x)dx (10.26)
n P 'n
2 2 0
L (Jp+](AnL)]
; A série (10.15) com os coeficientes da
dos por (10.26) é chamada série de Bessel de 12 espécie

do desenvolvimento de f(x) no intervalo (0,L).

SIRCASIOR2 =

2 L
2un
c. = : I X f(x)Jp(unx)dx

(027
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No caso particular em que A = 0

e
um autovalor,yimos que existem autofungoes para p=0, as
quais sao 1, Jo(unx)-
Para este €aso,o0 desenvolvimento de
uma funcao f(x] em série de Bessel serd da forma:
f(x)=co+c1do(u1x)+C2Jo(UZX)H:BJO(UBX)_ + o0 =
o0
= C0 + 2 Cn Jo(unx) (0N <xIR <) (10.28)
n=1
pe acordo com (10.17), (10.23), (10.24)
e (10.16) os -coeficientes Co e Cn_de (10.28) sao dados
: |
por N ﬂ
L ;
C = e J x f(x) dx (10.29)
(o] 2 |
: I8 |
0
L .
e 2 x £(x)J (u x)dx (10.30)
k. o'"n
120G Feio
o'"n
Uma série de (10.28) com os coeficien -
tes dados por (10.29) e (10.30) & chamada série de
Bessel de 22 espécie,
- CASO 3 -
ZnnZ L
RS 3 A sdleb: &> I
Y 280 D9 R RER
(L°h tnawLsn )[Jp n, 0

(10.31)
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Para todos os casos considerados  se a
fungao f(x) € seccionalmente continua, as séries dadas
por (10.15) e (10.28) com os coeficientes dados, nos ca

sos respectivos, pelas equagoes (10.26), (10.27), (10.29)
(10.30) e (}0.31) convergem para f(x) nos pontos de con
tinuidade do inter?alo (0,L); e converge para o valor
médio dos limites laterais , isto e:

f
2

nos pontos de descontinuidade do intervalo (0,L).

Veremos a sequir alguns exemplos do

desenvolvimento de uma funcao f(x) em série de Bessel,

<
4

EE MR EOR =

Calculemos o desenvolvimento da fun

cao f(x) = l-xz, em uma seérie de Bessel da forma:
2 (o]
f(x) = (1-x7) = n£1 Fn JO(Anx) (10.32)

no intervalo (0 < x < 1).

Calculemos os coeficientes C.s da equa
¢ao (10.26), temos para p = 0, que:

1

Coge= e X (I‘XZ)J (A _x)dx (10.33)
n 5 o''n
["1 (An)] 0 |
W dw
fagamos w = A x => X = =—— => dx = —
n A A
n n
para: X = O =>RW=i ()
x =21 =>w=1]
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logo em (10.33),temos:

n

n B
- 2 W L AW dw
S "“___—"—'; J _X; (1 ;—7) Jo(w) o
(Jl(kn)] 0 : 4

¥ A
n &
= E (A e w-w3) J (w) dw =
I > n 4T
A {JI(AH)] 0
An A
= e A 2 w J (w)dw - w3J (w) dw
4 yi 2 o
A (J](An)J 0 0

- (10.3%)

sabemos, das integrais das funcoes de Bessel, que:
v

pr+‘ 3, dx = Py ) s e (10.35)

logo:

Jw Jo(w) dw = w J1(W? + C

célculo de JWB Jo(w)dw,pdr parte,facamos: u = w2 = du=2wdw

dv = w Jo(w)dw => 'y = J W Jo(w)dw = W J](w)

logo:

]

Jw3Jo(w)dw w3 J1(W) -2 J wl J](w)dw =

1}

2
o Jy ) = 2w g (W) + C

substituindo em (10.34), temos:
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n
= 2 [A ZwJ (w)-w3J (w)+2w2 J (w)] =
n X 1{ 2 n 1 1 2
AL [J](An) o S50
Ly (x)
= 2 (2 )\ 2JZ(A )J = 2l
2 n n

b o & 2
Al s UGN

logo, em (10.32), temos o desenvolvimento pedido:
Jz(xn)

1 AnZ(J1(An)J2 2

£{x) = (152 o

)\x) (O<x<l)
n n

ol
EXEMPLO 2 - Calculemos o desenvolvinento da funcao

f(x) = xP p >0, no intervalo (0,1) em uma

/

série de Bessel envolvendo as funcoes Jp(unx).

De acordo com o caso 2, devemos fazer

duas consideragoes:
a
17) p > 0, nete caso temos:

f(x) = xP = i Cn Jp(unx) (10.36)

da equacao (10.27), temos, para L = 1

3 | 2un2 ] h
Cn = X. X Jp(unx)dx =
i 2 2 /0
(1= )[Jp(un)]
2 ]
2y
iy n p+|
2 f X Jp(unx)dx
2 270
(1 2-p )(Jp(un)J
W dw
fagcamos 1 x = w => x = — => dx = —
T T




(
Xi= =2 w =0
para: 1
X = 1 => w = un
L-
Logo:
H
2 n
2y pt+l
Bt I G U O S
2 2 p+1 n
i "=p ) |9, () 0
e U
Zun P "
= wP J (w) dw
72 2’0
(020 9, ()]
de (10.35), temos:
VAT L L
iy e p+1
Cn = (w Jp+](w)]0
e O () 2
p7) 4, (g
-p pt]
; 211 5 Jp+l(un)
2 2
202 [, 0]
Logo:
Ciira 2un Jp+l(un)
n
I 2
(1, -0 (3, )|
substituindo em (10.36), temos:
D uoJ (p )
f(x)=xP=2 1 i p ! Jp(unx)
n=

] (unz-pz)[Jp(un)]2

D 2 0, R <

140
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onde M € o n-ésimo zero positivo de J'p(x).

29) p =0, neste caso, de acordo com o caso 11, equacao
(10.28), a série de f(x) = x°=1, sera da forma
«©
o— —_—
fi(x) = x"=1=C_+ T € “J (i x) (10.37)
n=1
calculemos C, e C,; das equacoes (10.29) e (10.30), para
L = 1, temos:
1
C = 2 [ x dx = 1
o
0
1
Cim= 2 x J_ (p_x)dx
n 2 o'"n
[Jo(un)] 0
fagamos X = w => X = WS dx = Eﬂ
: ' : Hn Hn
x =0 =>w=10
para: 4
X = ] =2 W o= un
\
logo:
L™
PGS S UL e SR
i 2 un 9 i n
J(ss) 0
©
Ho

— W Jo (w) dw

de (10.35), temos:
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ZUS )
C = 2 0 (W) & 1 n
n 2[ey () o w35 0,)]
(10.38)
tendo em vista que J'O(x) = =J,(x), e que a condicao
a ser satisfeita; para este caso, & J'o(un) = (1) logo
Jl(un) = 0, portanto em (10.38) C, = 0; logo a série 5
(10.37) possue um so termo nao nulo CR=RAI
EXEMPLO 3 - Calculemos o desenvolvimento da funcao:
[
kisisie sl < <ita
f(x) = )
. V 0 se a < x <L
\
vide figura (10.]); ‘ S
D F(x)
k 1
|
|
|
|
- — —= X
0 a L

FIG. 10,1 - Representacao grafica da fungao f(x) do

exemplo 3 .
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numa série de Bessel envolvendo as fungoes Jo (A x), isto
e:

£(x) = C, J O\ x) dx S ; (10.39)

1

I o~ 8

n

Calculemos os coeficientes Cn; da equa

cao (10.26), temos:

L
2 :
Cn = f X f(x)Jo(Anx) dx =

2 2
L (J](AHL)] 0

fagamos.w = Anx =5 e : S %ﬂ ‘
n n
para: X = 0 =»> W = 0
para: X = a => W = axn
Logo:
. ax_-
n
Coges 2k — J (w) 51_\«1 =
n 2 2 AL X,
L [J](AnL) 0
aAn
i 2 w J (W) dw

de (10.35), temos:
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ak, 2kad, (a1 )

A sz(J
n

substituindo

f(x) =

onde An sao

OBSERVACKO:

2 - 2 2
](lnl.)] V). . ).nL [J](AnL)]

_consideracoes analogas aos cxemplos dades, La

wd (w) -

em (10.39),temos o desenvolvimento pedido.

2ka -

(]
— I
B W=

JT(aAn)

> Jo(lnx)
1
S

os zeros de Jo(x).

Como existem outras series de fungoes oxntogo

nais, obtidas de autofuncoes, impontanites em

centos problenas de contonrno, e sendo

&

neros uma fabela mais gernal, envclvendo as

nincipais senies de autofuncoes aue aparecen
P I { 1 P

nas aplicacgoes.




X Xp xp b
X =A (% - — X |— =A - X X 2559
S v;% w P NG 0 +m|~.m z i
_ :
: (xsod> 2Je)uss §
=(x)n X= [
Txmouo._mnicvucum 1A
2122ds337 131252d53:7 el L %! 3! o
2 0=A = +T,ﬂ qu_ u —3 0=A Nc + %5 X vﬁ -1) J349yssAgayos|
Z 4 £ Z
(Xsod2 oue cvmouuﬁxvc.r T >
m_umammm_ 912092ds3" |
Sy 24a19nbeq
ﬁxv:A r_E_U e Axv“._ SO (b on>x (e cv._;m X = IELM.W O=AES r&+ Ax.._+Ev+.m| x. RLAR R e O
(& 9..%) uzP vuﬁxch E) o=A 9 u+ < 5 | 0=A u+ 2Py (X=-1)+ x_u X a4Janbeq
Sl T 4P X B X - p x- p Zp N
Xp X P
u . u = xp Xp 2adl ) 4
: Nx..a uP Nxmc:uvlaxv quo o= 7 i T.I_u. Nx..mw R O=4 Rz Tp S0 Nll R
o = X1 xp 24puaban
u_ uw u 7 U Z XP 4
(x) d |E|_w N\EANx..:uavam l 0= :+cvc+k|.||w \éﬂ xn_v = 0=A q...:+cvc NI_U.XN..NMANX|: 9p eBpe120SSY
(sso2)p (d,z i op o ap _m_u 0 302
a:lmmmo.uv P 7 (8so2) d g uas 0= mc@m:+n$a+ﬁ|n. ocomgolv c >:+ava+ 75 o0u0u+N| wa 24puabanq
- QG| 77
sad d X
a:..mxv =(x) d l ou>:+3a+Tlmn Nxa_L% 0= >:+avn_+.|xmu.\|.ﬁ X=1) 24puabaqy
L}
(x)d os oyivno3
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NOHME DA EQUAGAO

ORTOCOHNALIDADE

SERIES ORTOGOMAIS

Fr o

' «©
[ P (x)P (x)dx = 0 mngn f(x) = L € P (x) -] < x < |
m n | n !
- n=0
Leqgendre
1 1
2 2 2n+1
I [Pn(x)] X T c. - I f (x) Pn(x) dx
o -1
n ; 5 z
[ scnBP (cosB)P (cosB)dB=0 nén f(8) = I € P (cos8) 0 <8 <[
m n nn
0 n=0
Legendre em cos® n n
2 2n+1
J sen@ [Pn(cose)] O T CRR= [ f(8)secnb P"(cose)de
0 0 E

1 ~
m mn m n - m
J Pr(x)P(x)dx = 0  nfk f(x)-cnrn(x)+cﬂ*lpn,l(x)+...-n:0cmann(x) -L<x<l
=1
Asszoclada de Legendre
(1 1
1 = 1
(P:(x)]z dahe 2(n+n)! CL- X 2!2<+| (k=n)! £(x) F:(x)dx
= (2n+1) (n-m) ! (k+n)? -1 5
[+ > o
- e ‘H”(x)Hn(x)dx-O mEn f(x) = Col(n(x) -® < x € ® l
s : n=0 . |
Hermi te . -
[+ . 4o
-x 2 n 1 =X
e [Hn(x)] dx = 2 'n! === [ e f(x) H_(x)dx
> -o 2"a! - .
i
= b, !i
-x
e Ln(x)Ln(x)dxno nén f(x) = L C"Ln(x) 0 < x < =
n= |
S :
Laguerre |
o = :
e"‘[Ln(x)]z dx = (n!)? €, = —— e™* F(x) L (x)dx
0 (n!)
0
L]
3 m =x m m m n = ]
‘x'e Ln(x)Lk(x)dx-G n¥k f(x)-CmLm(x)Dn+'Ln+' (x)+"'-nfocm¢n}‘m+n(x) 0<x<m
Associada de Laguerre g -
o 3 w0
2 - ' <m)! =
x"e X[Ln(x)12 dx = S (n:2i)i cC,. = (k=m) ! xTe XL (x) f(x) dx
n o k k
0 (n=m)! 3 (k!)
0
- :f
.
E‘::-* Vl.'u\:‘ o i A i '_\_- T ol THE SETSAR “.‘-F, ""‘i' WM SRR Mg g R ::,. &

ve S i e
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noneE DA EQUAGAO

ORTOGONALIDADL

SERIES ORTOGOMALS

Bessel

L 22N,

2 unl =P ( 2

x Jp(unx) = JI‘ unL)
0 Zun

© 12 Espécle: 17 Espécle:
[ Tm(x)T"(x) ©
R =R 0 17 fx) = I €T (x) -1 ¢ x < |
e =l
(1 Ta (%) 2 . se n=0 1 1 F(x)T_(x)
n 1 f(x) 2 n
dx = to B —dx Cn " dx n=1,2...
Tschebyscheff -1 Vl-x n/2 sc n=1,2,... -1 /1-x -1 /1-x r
™ 2:. Espeéciec: 2% Espécie: -
? ‘o
/1-x*U_ (x)U_ (x)dx=0  men f(x) = T €U (x) -1 < x <1
-1 : n=g "M
(1 1
2
/I—xz[un(x)]‘ dx = c, - % I l-xzf(x)Un(x)dx n=1,2,...
-1 - -1
Caso 1 Caso 1:
L o
[ x Jp(lnx)Jp(lnx)dx-ﬂ nin f(x) = nE‘ Can(Anx) 0 < x <L
0
L L
e G 2 '
X Jp()«nx) x5 p*l(x L) Cn - 2————— xf(x)Jp(lnx)dx
0 L [ p‘,(k Lq
Caso 2 Caso 2:
L -
[ x Jp(unx)Jp(unx)dx-D nén f(x) “El Can(unX) 0 < x <L i
0 |
I
2 : 1
2y by {
C = 0

L
Ixf(
2 Jo

wiZ-p?) (3, 0]

x)Jp(unx)dl

Em particular para p = 0

En particular para p = 0

&
[ . ; «

x Jo(pnx)Jo(unx)dx = 0 ngn f(x)-Co + n1 CnJo(unx) 0 < x <L

0 ; L

L L L

2 L2 2 | 2 2

x[.lo(unx) dx = T(Jo(un_L) ) Co- - xf(x)dx l'.n = Af(x)Jo(u"x)dx

0 - Lo S O
o''n n=1,2,...

(L 2

X dx = —
0 2
Caso 3: Caso 3
{L - s .
J xJp(nnx)Jp(nnx)dx-o mén f(x) = nfo c, Jp(n“x. 0« x <L
0
L s L2h2+r|2L2-p2 Znnz L g )

x J (n x) dx-'—'——z——(-’ (n L)] Cn" xf(x)Jp(nnx)dx
0 2n, (L2h +n2L -p )[J (n L)]2 0

p'n

para p > h P> h -

e P TSV MR ] TRNT gy e

SR S T Y \N\‘W\) e

RIFS 5 SARY R

WI s Pt A
S QRTIEATI S e
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CAPITULO 111

111.11- "APLICACDES DAS SERIES DE FUNCOES ORTOGONAIS

IT11.11.0 - INTRODUCAO

Veremos,a titulo de ilustragao, alqgumas
aplicagoes de séries de fungoes ortogonais, que aparecem

em problemas de contorno.

De acordo com que comentamos : em
(18792 alguns problemas de contorno que envolvem equa
coes diferenciais nio homogéneas tem, como Gnicas solu
¢oes possiveis, as expressas como séries em termos de
autofuncoes do problema, devido a isto, faremos, “como

primeira aplicagao, um estudo de tal problema.

11T7.11.1 - PROBLEMAS DE CONTORNO RELATIVOS AS ~ EQUACODES

DIFERENCIAIS NAO HOMOGENEAS

Consideremos uma equacao diferencial

. ~ ~ a
linear nao homogenea de 2. ordem, da forma:

d y dy .

= [r(x; E?] + [q(X) + Ap(X)} y = f(x) (B0l
Nosso problema sera o de determinar as

solucoes de (11.1), que satisfacam as condi¢oes de  con

torno homogeneas, dadas por:
o o
k]y](a) + kzy (a) 0

(11.2)
£ly(b) + Ezy(b) = 0
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Usando o operador
%d dy
Lo o= [r(x) EE] + q(x)

podemos escrever (11.1), na forma abreviada

Ly + Ap(x)y = f(x) -~ ' (U155

0 método que usaremos €& uma generali
zagao do que vimos no estudo de autovalores; portanto, de
pende da existéncia de um conjunto de funcoes ortogonais r

no intervalolCl{amb)R

Podemos associar o problema de contor o |
no dado, em um envolvendo a equacao diferencial homoge
nea

: , |
Ly + Ap(x).y =0 (11.4) é
|

|

satisfazendo as condigoes de contorno (11.2). Considere -
mos que para este problema,as autofuncoes sejam Yn(x) .
correspondentes ao autovalores An, logo, podemos es

crever de (11.4), que ' _ i - ?

= r

Ly, (x) + x  p(x) y (x) =0 (11.5) A |

. : |
_Hotemos que,pelo teorema |Il.1, as au E

tofuncgoes yn(x) sao ortogonais no intervalo C(a,b) em |

|
relacao a fungao peso p(x). |

Fagamos agora, a funcao desconhecida y

de (11.1) ser representada, formalmente, pela série

~
]
™~ 8

a vy, (x) . (11.6)

3
]
o

-t
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Calculemos os Gn de modo que (11.6)

satisfaca (11.3) temos:

L I a yn(x) SR DI (6)) - @ yn(x) = f(x)
n=0 n=0 '
Se L puder ser aplicado termo a termo

em (11.6)§tercmosf'

e L yn(x) + Ap(x) I a yn(x) = 1 ((59)

n=0 n=0
de (11;5), temos:

Lyn(x) = AT\ p(x) yn(x), logo:

- I e A plx)y (x)+x plx) I a y (x) = f(x)

=>
ned ¥0 TN IEE n=0

© 2 ' f
=> p(x) L (A-An) a yn(X) = ()= |
n=0 ;
: | |
R O\E IR er T (67) = - (11.7) |
n=0 p(x) ‘ '

consideremos F(x) = f (x) RN 8)

p(§) S

Expressemos a funcao F(x) em uma série

de fungoes ortogonais y_(x), isto e:

Biblioteca

MAUA
P =

n

n ™8

1 C, yn(x) (11.9) a < x< b

os coeficientes de (11.9) serao dgdos, de acordo com as

equacoes (3.5) e (3.6),por: b
b p(x)E(x)yn(x)dx
c, = ‘ ‘ > J p(x)F(x)y_ (x)dx =t;
[ G5 s . (7 00]? ax
Ja

(11.10)
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substituindo’(11,9) em (11.7), temos: J

Z (A-An)an yn(x) =) Cnyn(x) (e 1))
n=0 n=0
para que (11.6) seja uma solucao da equacao (11.1) deve
mos ter:
Cn .
(A-An)an 06 @ & ) (11.12)
A-An

© c
V=gt — v, (x) : | (11.13)
n=0 A=A
n
esta expressao mostra que se F(x) # 0 o problema de con
torno admite, em geral, uma solucao, somente se o nao

coincide com um dos autovalores do problema homogéneo.

EXEMPLO 1 - Calculemos a solugao em série de autofuncoes,

do problema de contorno

LB b At (11.14)
Y :
2 : _ :
dx

y(0) = y(I) = 0 ' (s

d
__% + Ay =0 : . (11.16)

satisfazendo as condigoes (11,15)

¢

(024A)y = 0 => DZ4A=0 =5/
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CASO 1 - => == 0, logo a solucao geral de
(11.16),¢e;
y = C x, das condigoes (11,15), temos:
e

0 = C, =0 => y=0 solugio trivial
CASO 2 - rye T, sao reais; a solucao geral, é

vas R ca SRR e condicoes (@15,

temos:

0 = => c] = = C2

0 = =All + C2 e"'/r)ﬁI => 0 = C1 e L e =All =>

C, = L5 U5 g 0 solucao trivial.
CASO 3 ry=ivk; ry=-i/k ; a so]ugSo-geral €:

y = C,cosV/X x + Czsen/x x; das condicoes (11.15),

temés:

Cl =

0 = seny/X II
para C, = = 0 solugao trivial.
para C, qualquer: seny/All = 0 => VX I = nll , logo A, = n2
n=1,2,3,..., sao os autovalores, e as autofuncoes cor
respondentes, sao:

yn(x) sen nx (11.17) VT N o

[PV




De acordo com o visto na teoria, a (o)

lugao do problema nao homogénea pode ser expressa na for

ma
co T
y = I nz sen nx (11.18)
. n=1 A=-n
da equagao (11.10), tendo em vista que p(x) = 1 e
F(x) = -x, temos:
1I
- xsennxdx (sennx N xcosnx |1l
R Vi % n2 n /0 2cosnll:
nre =% e
1l X :
2 1 sen2nx |1l
sen nxdx —_ (X = —
: ‘ 2n ‘0
0 ;
2 2 n
logo C_ = — T cos nll = — (-1)

logo' em (11,18), temos a solucao pedida.

cr.v"q_ n
y = Z e Pl sen nx, devemnos ter A # n2

L nH(l-nz)

EXEMPLO 2 - Calculemos a solucao =m sé€rie de autofungoes

do problema de contorno

o g2
=Y = x(x-21) : (11.19)
_ .dxz
y(0) =0
(11.20)
y'(m) =10
Inicialmente ,calculemos as autofungoes

do problema de contorno associado a equagao
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y =0 , : (i eazim)

satisfazendo as condigoes (11,20)

: ;
= VEIN
(024A)Yy=0 0Z+x=0 =>-
gy G S0
\
Podemos mostrar, de modo analogo ao
exemplo 1, que para A = 0 e A < 0, nao teros autofungoes.
Para x>0 =>rl=iJI 3 r2=-i/x a so
lugao geral de (11.21), é:
y = C] cos/) x + C2 sen/) x -
y! = -/X C]scn/i x+/N Czcos/f x; das éondigaes
(11.20) temos:
C}=0
0=/} C, cos /ATl
para C, qualguer cos/Xl = 0 =>/XT = —%— + nll  =>
x YX = n + % , logo os autovalores sao:
A (n + %) , € as autofuncoes correspondentes sao
P . .
yn(x) = sen(n + 5)x i s P A s (0o 270
Calculando a solugao do problema nao

" homogéneo, temos, de (11.19), que:

A =20, p(x) =1 e F(x) = x(x-20)

R T B i e e BRI
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fagcamos, de acordo com a equagao (11.,13), a solugao da
forma .
© c @ 4C
y = - S sen (n+ %)x: - I & el
2 .
n=0 1.2 n=0 (2n+])2
{n+ =)
2
(U c25)
Calculemos os coeficientes C,; da equa
¢3o (11.10), temos:
Il
‘x(x-2 )sen 2nz]x dx
e 0 P 32
: Il 3
2 /2n + 1 H(anl)
sen (———E—-)x dx
0
logo, em (11.23), temos a solucao pedida
1126 | 2n+]
y = = I —— sen 7 X
I n=0 (2n+])5
111.11.2 - APLICACUES DAS SERIES ORTOGONAIS
0s exemplos dados nos capitulos ante

riores se referem as equacoes diferenciais ordinarias, os

quais aparecem quando se considera grandezas fisicas, que

dependem de uma so variavel, Hos casos em que o0s valo
res das grandezas fisicas dependem de mais de uma varia
vel, como, por ecxemplo, o tempo e outras érandezas que
determinam a posigao do ponto do campo que se estuda; (o)
problema pode ser frequentemente expresso em termos de
uma equacao diferencial parcial e certas condicoes de

contorno ou iniciais.,

T
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As aplicagoes, que veremos a seqguir,

servira para mostrar a unificagao dos resultados sobre au
tofuncoes e desenvolvimento em séries ortogonais, obtidas

nos capitulos anteriores,

Tendo em vista a extensao, que poderia
nos leQar este estudo, nos limitaremos a alguns exéﬂ
plos, procurando dar uma ideia qgeral sobre a imbortﬁncia
pratica dos estudos feitos nos capftulos anteriores. Ain-
da, em varios exemplos que serao dados, daremés, ] sem
demonstracoes, a equagao decorrente de problemas fisicos
e suas solugoes; pois, como ficou dito, o interesse &ei
tes exemplos ¢ de mostrar a utilidade pratica dos-estqdos

apresentados.

EXEMPLO 1 - Oscilacoes transversais de uma corda -

-

Consideremos uma corda tensa, de compri
mento £ e massa m por unidade de comprimento, fixas nas
extremidades, sendo suas coordenadaes (0,0) e (2,0). Supo
nhamos que suas oscilagSes sao de pequenas amplitudes e
se realizam no plano que contem os eixos. Desprezando a
.gravidades as unicas forcas ﬁuu atuam em um elemento PQ
da corda, de comprimento Ax, fiqura (11.1 ), sao as ten

soes T e T' em P e Q, respectivamente,

A direcao da tensao em P forma um angu
lo o com o eixo x, € em Q@ um angulo a'. Como a corda se
desloca apenas no sentido vertical, as componentes de

T e T' na diregao horizontal devem cancelar-se; temos

T cosa ='T' cosa' = k (1 e 22

T
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FIG.11.1 - Oscilag5es transversais de uma corda

onde k € a tensao horizontal constante na corda.

A forga total que age no elemento da

corda, na diregao vertical,é€:
T' sena' - T sena _ (11.25)

A aceleragao do elemento PQ, na direcao

2 _ :
- - 0 : : -
vertical e ——% , sendo mAx a massa do trecho considerado,

at

aplicando a seqgunda lei‘de'Newton, temos:

2
T'seng' - Tsenag = MAXEOILY, (11.26)
. g )
& ot
Dividindo, convenientemente ambos os

membros de (11.26) por (11,24), temos:
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"
L

T'sena'  Tsena _ mAx 9%y
: —kg
Tl |.T \
coso coso 5t
ou
mA x 2v : :
tga' - tga = — —% : (V77
k 2 i
ot s
poréem
1 Oy S OIRY,
tgo P | e tga = A x
X+AX X
temos: de (11.27), que:
3y 89
X X !
x+AX xio im 9°
Ax < 8 .Btz
passando limite para Ax » 0, temos: ;

fazendo a2 = Eﬁﬂ, temos a equacao diferencial parcial |,

que rege o problema dado .

2 : 2
oy Ly X (11.28)

9T E < e ais wdit
Nosso problema sera calcular a solucao
de (11.28), satisfazendo as condicoes de contorno da

das, no problema por:A
y(0) =0

y(2)

(1T 260)
0

n

Para tal ,calculemos uma solugao de

(11.28) pelo metodo do produto.
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Consideremos uma solugao da forma

~<
I

F(x)G(t) ' R (11.30)

onde, F e uma funcao so de x,e G uma funcao s6 de t; te

mos:

2
8Y=FIG ay=F”G
0 X 2

9x

2
BzzFG. 3!'=FG|I
9t 5 -atZ

substituindo na equacao (11.28), temos:

: 1 ;
FIG = — FG"

a

separando as variaveis, temos:

F“ 1 GII

B 7 6 (11.31)
a .
Notemos que o 19 membro da equacao
(11.31) & uma funcao so de x e o 22 membro ,uma funcao
so de t; consequentemente, cada membro deve ser iguai
a uma constante, chamada constante de separacgao, entao
fazemos:
FII & 'l GII = ;‘.
F 78
a

o qual & equivalente ao par de equagoes diferenciais 1i

neares ordinarias

(o 53%)
GRS =T e S G = )
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Das condicoes de contorno (11.29)

e da equacao (11.30), temos:

y(B‘) =0 => F(0) =0
para qualquer t (11.33)

y(2) =0 => F(R) =0
A 12 equacao de (11.32) e. as condigaés
(11.33) formam um problema de Sturm-Liouville, de modo

analogo ao exemplo ( 1 ) em ( 1.4 ), podemos mostrar
que, a menos de constantes, as Unicas solugoes : nao
triviais deste problema sao:

Fn(x) = sen — X N s 2 E R, .(11.34)

-

’*ﬁ:-”g (1111315)) & n = OIS
: 1y :
Para estes autovalores,a 25 equacao
de (a2 aEEich
252
R U 8 R = g (11.36)
n 2 n -
2
e sua solugdo geral eé:
i nlla _nlla '
Gn(t) = A sen TEALSS B cos gt (11.37)

onde A e B_ sao constantes arbitrarias; substituindo em

(11.30), as equagoes (11,34) e (11;37), temos:

yn(x,t) = sen nng (An sen £%3t+8n cos ngat) (11.38)
cada uma das fungoes de (11.38), paran = 1,2,3,... €

uma solucao da equagao (11.28) satisfazendo as condigoes

(016530

-t
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Sabendo que, para equagoes diferenciais
lineares, se cada fungao de um conjdnto satisfaz a 'equg
¢ao, entao qualquer combinagao linear dessas funcoes é
também ﬁma solucao; podemos escre;er uma solucao da equa

¢ao (11.28) ,satisfazendo as condigoes (11.33), na forma:

© - i
3 s nll nlla nlla
y (s = yn(x,t)— I sen I—x(Ansen g t1B cos— t)
n=1 : n=1 .
(11.39)
Para o calculo das constantes A, e B
de (11.39), suponhamos dadas as condigoes iniciais
y(x,0) = f(x)
s (11.40)
LEAS ) = g(x) ;
9t .
levando estas condicoes em (11,39), temos:
(x,0) = f(x)} = ; BLp sient DmIIEs (11.41)
YA R . n % - 3
n=1
derivando (11.39), em relagao a t, temos:
:/ ‘oo
il%éiLil = I sen EEE X {2%3 Ancoslggt- ﬂ%i Bn senﬂ%i t]
()t n=1 :
da condigao (11.40), temos:
X 3 :
3y (x,t) = q(x) = I nga An sen ﬂzﬂx (17] o L02)
ot 0 n=1
»
~ n Il
Como as funcoes sen S X = L 28 R
sao autofungoes e, portanto, ortoqgonais no intervalo(0,2%),
podemos calcular os coeficientes Bn e ﬂfﬂ An das equa

¢oes (11.41) e (11.42), como os coeficientes do desenvol
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vimento das funcoes f(x) e g(x),em termos das autofun

¢coes sen ETE x; de acordo com as equacoes, (3.5) e (3.6)

temos:
%
nlil
. 0 f(x)scn—r-xdx
Bn = ! [ f(x)sen ETE_X dx = i
|| sen E—Exllz v ¢ n I
_ L 1 sen % dx
g 0
2
[ f(x)sen EEE x dx
0 " 2492 n II
. => Bn = 0 f(x)sen 7 xdx
0
l(x— ) Scnzr.nx]’?‘ |
analogamente, temos
L L
nlla X ] n I 2 n II
=T An = [ g(x)sen—z—xdx— 7 [g(x)sen—z—xdx
|]50nn HX[]Z 0 0
')
Logo:
'8 i
A= L2n g(x) sen QFE x dx (11.44)
o nlla y Sy
0
0s coeficientes Bn e An, dados pela

equacao (11,43) e (11.44), levados em (11.39), nos dara a

solugao y(x,t) satisfazendo as condigoes iniciais(11.40).
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EXEMPLO 2 - Condugao do calor ao longo de uma barra-

Consideremos uma barra de secao unifor
me A, e comprimento £, cujos lados estejam isolados,.de
maneira qué o fluxo de calor pode ser considerado fluin-
do completamente ao longo da barra. Seja T a tem
peratura ,hum instante t de um ponfo P da barra a - uma

distancia x de um extremo.

-

Admitamos .que o fluxo ¢(x) de calor,que
flui através de qualquer secao transversal da barra, a

uma distancia x do extremo é:
o(x) = - kA 2= (11.45)

onde k € a condutividade térmica do material da barra.

Para uma distancia x + Ax do extremo

da barra o fluxo de calor € aproximadamente dado por:

o(x+Ax) = &(x) + &'(x) Ax | v (11.46)

de (11.45), temos:

2

& (e )| =H= R kAR TS (A ST B (11.47)
9 X 2
9 X

A quantidade total de calor,que chega

ao elemento limitado pelas secoes entre as distancias x
e x+Ax, e:

BZT

X

d(x) - o&(x+Ax) = kA

N

Ax ; (11.48)
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Temos que, se p € a densidade e C,0 ca
lor especifico do material da barra, a quantidade total .

de calor que chega ao elemento é:

>8]
—

pC A A x R (11.49)
- Igualando as equacgoes (11.48) e (11.49),
temos:
k 331 = oC EIESS 2%1 R 0
o 9t ax2 k Jd t
fazendo a” = EEE , temos:
32T 23 ' : |
e 1 (11.50)
2 9t
ax :

A equagao (11.50), chamada equacao do
.calor, se presta a descrever a distribuigcao da temperatu

ra em uma barra material, como funcao da posigcao e do tem

po.

Consideremos, como ilustracao, as se

guintes condigoes, de modo a chegarmos a uma solugao da

equagao (11.50).

T(0,t) =0
aT(x,t) = =hT(%,¢t) h=constante (11.51)
ax 5t
7,00 = 60
A primeira delas sjgnifica que um ex
tremo da barra, de comprimento £ , se mantém a tempera

tura constante 0?; a segunda, que a barra perde (ou ga

b
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nha) calor através da outra extremidade, a uma taxa
proporcional a temperatura nesta extremidade, e a ter

ceira,que a distribuicao de temperatura inicial € f(x).

Calculemos a temperatura T(x,t), da

equacao (11.50) satisfazendo as condigoes (11.51).
Suponhamos uma solucao da forma
i )= EGONG]E) | (11.52)

analogamente ao visto no exemplo 1, anterior, temos

2
R
2 o X ;
] : ¢ -
g L

substituindo em (11.50), temos:

FUG = a® FG'

separando as variaveis, temos

EL S s oRGE
= G

F

a qual é equivalente ao par de equacoes diferenciais or

dinarias

(11.53)

Das duas primeiras condigoes de con

‘torno em (11.51) e da equagao (11.52), temos
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T(0,¢) = 0 => F(0) = 0

S

aTlx,t) = -hT(g,t) => hF(2) + F'(2) = O

9 X
Lyt

A primeira equagao de (11.53) e as con
digdes (11.52) formam um problema de Sturm-Liouville, is

to é:
F'' = AF =0 F(0) = 0. hF (9) + F'(g) =0

Para A = 0 e A > 0, podemos mostrar que

as solucoes sao triviais.

Para A < 0, temos a solucao geral dada

por:

F=C cps/:Xx+C seny/=)x x=> F'==/=) C

1 2 1

das condicoes, (11.52), temos:
CrE=aa0

h CZ seny/=a0 +/=)\ C2 cosy/=x & =0

para C2 qualquer diferente de zero, temos:

h sen/=X & = -/=X2 cosy/=X & => tg/~X & = = L%L
fazendo /=X & = u , temos:
Egni=R L - . (11.55)
A equagao (11,53) & uma equagao  trans

cendente, sua solucao pode ser visualizada graficamente,

pela intersec¢ao das funcoes tgu e - EEF , COmo visto no

exemplo em (11.7), teremos as raizes -

sen/=Xx x+/=Xx CchsJ:Xx

D—
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logo:
2
AL = p => =) =
n n 2
2
portanto os autovalores sao:
i 2
A, = - ”2 I |00 et |
% :

e as autofungoes correspondentes sao:

s :
R, X n=.1’2,ona (11056)

Fn(x) = sev

para estes autovalores achados, a 2? equaggo de ‘(11.53)
fica:z

L :
5 G =10

. G “ .(i-
azl

cuja solugao geral &:

i 2
- a212 :

N =woEe ; (11.57)
substituindo (11.56) e (11.57) em (11.52), temos as
solucoes que satisfazem as duas primeiras condigoes em
(11.51), na forma 4

2
2889, u
2 a 2 n
Tn(x,t) =RANE sen —— X

Com consideragoes analogas ao do  exem
plo 1 anterior, podemos escrever uma solugao de

(11.50), satisfazendo as condigoes (11.54), na forma

Y
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: @ . sz o :
T () =R A e sen —— x (11.58)
n
n=1 2 |
Calculemos An de modo que (11.58) sa

tisfaca a 37 equacao das condicoes (11,51), isto &:

T(x,0) = f(x)

para t = 0 em (11.58), temos:

T

N~ 8

A sen
n

U
£

problema e portanto, ortogonais no intervalo (0,2), pode

Como sen x 'sao as autofungoes do
mos calcular An como os coeficientes do desenvolvimento,
em série da fungao f(x),em termos das autofuncoes; de

acordo com as equacoes (3.5) e (3.6), temos:

(5.
n
) ! f(x)sen 7% dx
) )
A = : f(x)sen Dy dx = g
n 5
L
[[sen —ﬂxll2 ; e ) Iy
0 ; i sen Tx dx
/0
substituindo em (11.58), temos uma solucao formal do
problema =2m questao
L
r Mo T
f(x)sen X dx . ANEI
. @ 2092 H
T (st = S el 08 sop =2
n=1 (2%
2 Hp
sen — x dx
L
Jo
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EXEMPLO 3 - Solugao da equagao de Laplace em coordenadas

esfericas, independente de 0 -

Podemos mostrar. que, a equagao de La
place
2 VAT )
L | (11.59)
9x ay 9Z
pode ser expressa, em coordenadas esfericas, pela equa
¢ao
) 5 RS 3 u ] 8%
2 r (r v’ T Seno B0 =) = o
3 S BY 3 @ sen“® 38~
; (11.60)
usando as substituicoes, vide figura (11.2),
Z
P(x,y,Z)
: |
l
oA
0 ! — y
N nsendil /
D | /
\\\ I /.'/
6 ool
T2l pl S I sl |
X
FIG.11.2 - Coordenadas esféricas
x =r sen & cos®
y = r sen & sen® s (11.61)
r cos ¢

N
]

Resolvamos a equacao (11,60), admitindo

que a solugao seja independente de 0, isto é: u=u(r,d) e
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e suponhamos que u(1,4) = f(¢); com esta hipotese, a

equagao (11.60) fica:

9 2 9 u ] )
9 r (r 9 r) F send 9

ou

Q
c
QL
=

I
dv
Il
o

rt — + 2r ﬁ% +'cotg ¢ =

(11.62)

Q
O
N

Calculemos uma soluééo de . (11.62)
pelo método do produto; para tal, suponhamos a solugao
dé forma

ulr,®) = F(r) G(9) . ‘ (11.63)

temos:

= FUG

|
|

FG- L~ =Rl

substituindo em (11,63), temos:

r2FUG + 2rF'G + cotg  FG' + FG" = 0

r2Fe2rF! g

F

GI
(S icotaitisrs)

que € equivalente ao par de equagoes:

| A
=
| A

G'"+cotg 6G' + AG =0 (11,65) 0 < ¢ < I

Notemos, de acordo com (9.10 ), que

a equagao (11165) ¢ a equagao de Legendre em cos ¢ |, por
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tanto suas autofuncoes sao os polinomios de Legendre em

cos ¢
Qn(¢) = Pn(cos¢) . , (11.66)

dados pela equacao ( 9.11), e seus autovalores correspon
dentes sao

An = n(n+1), N = O] 2 et

Para estes valores de A , a equagao

(11.64), filca

SIS 0 ) B oo o 1667

que € a equagao de Euler; cuja solucoes sao:

F = ASaT B+¥ B (11.68)
n n n .
Para evitar a descontinuidade na ori
gem,(r = 0), tomamos as solugaes:
g o nd S g (11.69)
n n . 2!
Substituindo (11.66) e (11.69) ~ em

(11.63), temos as solugoes de (11.62)

- 5 n
u (r,@) = A r" P (cos?) (Uo7 012600

De modo a satisfazer a condicao

u(1,8) = f(¢), fagamos:

u(r,®) = I A r" P (cos¢) (11.71)
n=0 ; :

Como vimos em (11.9),0s polinomios de
Legendre em cos ® . sao ortogonais no intervalo (0,I); lo

go, podemos calcular os coeficientes An de (11,71), como
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os coeficientes do desenvolvimento de f(4), em série das

autofungoes Pa(cos¢), temos, de acordo com a equacgao

(9.13 ), que:

L 3
Ari= 2n;l f(®)send Pn(cosé)dé (11.72)
0 ' :
Portanto, a solugao -formal da  equacgao
(1621 Ne
(o] n J
uir, o) = % L rnPn(cos¢)(2n+l)J f(®)send Pn(cosé)dQ
n=0
‘0
EXEMPLO & - Solugao da eduagEo de Laplace em coordena
das cilindricas, independente do angqulo po
lar6s=
Podemos mostrar que, a equacao de La
place
D0 B B

u -—
5 + 5 + = 0
ax ay 9z

RN .
pode ser expressa em coordenadas cilindricas, pela equa

cao

]w
N e
4
|

+ 5 oy @ = 0 (239

@
-

T V)
ale
= =
@ [ar
@

c
@ [
N

c

usando as substituigoes; vide fidura (RIRIESS)

r cos 9

x
]

r sen 8 =3 (11.74)

~
]

2=
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bz
P(x,y,Z)
Z
0
=Y
r 2
8
= 5
FIG.11.3 - Coordenadas cilindricas
Resolvamos a equacao (11.73),consideran
do por hipGtese que as solucoes sejam independentes de
8, na regiao cilliindriicatint <BIF0RE7a N sendo as con
digoes:
u(1,z2) = 0
u(r,a) =0 (11.75)

Da hipétese das solugoes serem inde
pendentes de 8, a equacao (11.73), fica

2 2 |
“+_:.__3”+3“=o (11.76)

[+ 5]

¥ arz a r A

ro

Consideremos a solugao da forma:

u = () GI(Z) (11.77)
temos:
2
aU=F,G aU_FIIG
9 r




174

2
9 u 9°u
=BEGE — = FG"
0 Z 322

substituindo em (11,76), temos:

1

GHE o G0 < el o

separando as variaveis, temos:

FII S 1 FI o Gll

F r F G

que € equivalente ao par de equacoes

|

F* +

N =

gl = NS GH=N0 2 (D s 7/5);

onde A € uma constante,

Das condigcoes (11.75), e de (11.77), te

mos :
u(1,2) = 0 => u(1,2) = F(1)G6(2) = 0 => F(1) = 0

(11.80)
u(r,a) = 0 => u(r,a) = F(r)G(a) = 0 => G(a) =0

A equacao (11.78) & de Bessel de ordem

zero, na variavel Ary; logo, sua solugao geral é:

f = C, Jo(xr) +C, Yo(Ar) | (11.81)

Para que F seja contTnua na origem, de

vemos impor C, = 0; de (11.80), temos:

0= C, JO(A) ,=> JO(A) = 0

logo,os autovalores sao A= An’ onde An sao os zeros de
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-

JO(A); portanto, as autofuncoes correspondentes sao:

F = Jo(knr) n

2 Up?63n000 (11.82)

Para A

Ak' a equagao (11.79), fica:

sua solugao geral é:

Gn(Z) = B_ senh_an + C_ cosh an (k)
da condicao (11.80), G(a) = 0, temos:
B senh X a + C cosh A a =0
n n n n
podemos. ter;
B = =-cosh A_a
n n
€ = +senh XA a
n n
substituindo em (11.83)

L § & (o)
Gn(Z) = -coshX a senh} Z + senh) a cosh} Z senh) {a Z)

As solucoes de' (11,83), sao:
Gn(Z) = A senhxn(a—z) (11.84)

substituindo em (11.77), temos as solucoes que satis

fazem as condigoes (11.80), na forma
un(r,Z) = Fn(r)Gn(Z) = AnJo(Anr)senhAn(a-z) (11.85)

De modo a satisfazer a condigao
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u(r,0) = f(r), fazemos:
olr,z) = I un(r,Z) 3 1gh AnJo(lnr)senhAn(a-Z) (11.85)
n=1 n=1 h
temos:
u(r,0) = f(r) = n§1 AnJo(Anr)senhAna § 0 < r <1

(11.86)

Como Jo(lnr) sao ortogonais no {nterva-
lo (0,1), logo,podenos calcular os coeficientes A senh) a
como sendo os coeficientes do desenvolvimento de f(r),em
séries de funcoes ortogonais Jo(Ahf), de acordo com a

equagao ( 10.26, temos:

1
: 5 2
A senhAna = ——————~—;‘J P ((7) Jo(lnr)dr
[J](An) 0
1
A = 2 Jr £(r)J (X _r)dr ‘ (11.86)
n > o'"n
[J1(An)J senh) a 0
substituindo (11.86), em (11.85), temos a solucao for

mal de (11.76), satisfazendo as condigoes (11.75)

1
J (X _a)senhr (a-2)
() = 2 S f

o8

r f(r)Jo(Anr)dr

n=1 2
[JI(AH)} senhAna 0
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CONCLUSKO -E OBJETIVOS FUTUROS

Do trabalho apnresentado, fendo em  vis
ta seu carater puramente didatico, quanto ao seu con
Zeddo e a sequéncia de exposigao do mesmo, concluimos que
a sdstematizagao das senics de 4uncoes ortogonais, do
modo apresentado, tendo em vista 04 varios resuftados ob
tidos, mostrou de uma maneira undficada, o estfudo de au

tofungoes.

Tal conclusao foi mosirada no Capliulo
111, atraves de exemplos classicos, cuja unica  finalida
de 4§04 mostrar, de imediato, a importancia de autojungoes
e desenvolvimento em series ortogqonals, nos probleras de
contonno, uteis nas aplicagdes a engenharia, neforgcando o
ponto de visia segundo o qugﬁ'eAACA problemas consiituem

um corpo unificado do pensamento matematico.

Este thabalho, pon nos apresentado, e
uma continuagao de dodis outnos Z@abaﬂha&rdidﬁt£c06, que
tivemos ocasiao de concluir., Devido a Lsto0, pretenderos -,
futuramente, continuan com 0s mesmos, de modo a podermos

abranger maiones aplicagoes relativas a tais quesioes.
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STHMBOLOS USADOS

espago real n dimensional
intervalo de definigao

fungao gama

produto escalar ou interno de A e B

norma ou comprimento de_ﬂ

delta de Kronecker

polinomio de Legendre de grau p
funggd impar

funcao par .

[y

“polinomio de Hermite de grau n

polinomio de Tschebxscheff de grau n
polinomio de Laguerre de grau'n
funcao de Bessel de 19Espécie ordem p
funcao de Bessel de 2%Espécie ordem p
Polinomio de Legendre em cos®
polinomio associado de Laguerre
polinomio associado de Legendre
funcao delta de Dirac

limite a direcita de f em X

!imite a esquerda de f em X



g , 179
BIBLIOGRAFIA

BAND GILLTAN - "Introduction to !Mathematical Physics"

-

D.Van Nostrand Company, Ine., - 1959 - New Yoxrk

CHURCHILL, R.V. - "Founiern Series and Boundarny Value
ProblLems"

Me Grafl-Hitf Company - 2% Edéicdo - 1963 - New Yoxk

COURANT, R e HILBERT,D - "Hethods of Mathematical
Physics"

Intenscience - 1955 - New Yonrk

HILDEBRAND, F.B. - "Metodos de Calculo para fngenianoA"

Aquilan, S.A de Ediciones - 2% Edicdo - 1965 - Hadnid.

KAPLAN, (. e LEWIS, D.J. - "Calculus and Linear Algebra"
Wiley Intennafional Edition - Johan Wiley & Sons, Inec -

1970 - New Yonrk.

KRETDER,D., KULLER, R.G., OSTRERG,D.R. e PERBINS,F.U -
"An Introduction Zo Lineax Analusis"
Addison-Wesley Publishing Company, Tne., - 1966 -

Massachusetts, ' i

KREYSZIG, E, - "Advanced Engineening l!lathematics"
A Wiley Tnternational Edition, John WitLley and Sons A

Inc. - 1966 - New VYonrk



10

11

12

13

14

15

o ; 180
LAMBE,C.G e. TRANTER, C.J. -"Equaciones Diferenciales"”

Union Tipografica Edizorial Hispano Americana -

1964 - Mexico.

LANCASTER, PETER - "Theory of Matrices"

Academdi{c Press - 1969 - Mew Yonh - London

LIPSCHUTG, S. - "AlLgebra Linear" - Edifora McGraw-HiLL

do Brasif, Ltda - 1973 - Brasil

MARGENAU, i, e LEWIS,D.J. - "Calculus and Linear"
Algebra - Wiley International Edition -

John Wiley & Sons, Inc - 1970 - MNew Yoxk.
MORSE, PHILIP M, e FESHBACK,H. - "Methods of Theoretical
Phygsics" - McGraw-ii€L Book Company, Inc.

International student Edition - 1953 ~ New York.

SPIEGEL, M.R., - "Vecfor Analysis" - Schaun Pubﬂiéhing "

Co, - 1959 - New Yonk

SPOSITO GARRISON - "An Introdution to OQuantum Physics"

John Wiley & Sons, Inc. - 1970 - New Yoxrk,

ZAMANSKY M, - "Introduction a £'ALgebre et £'Analyse o

. : ./—"_ f .'—‘-‘-h\
denn" - Dunod - 1967 - Panis. 4f6@ﬁﬂ‘de-6;\
§° <,

= f

Bibliolt"v;a i
MAUA







