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RESUMO

Este trabalho descrevé um algoritmo muito efi
ciente para a plotagem do Lugar das RaFzes de sistemas lineares
invariantes. A t8cnica pode ser classificada na categoria de me
todos de seguiﬁento de ramo. Est3a baseada no conceito dos meto-
dos da continuagdo, nos quais a solucao de uma familia parame-
trada de problemas algebricos e convertida na solugdo de equa-
coes diferenciais. 0 Lugar das Raizes e obtido de maneira siste
matica por integrag¢ao numérica em combinagao com o metodo de
Newton-Raphson.

0 meétodo teve origem no proposto previamente
porsC.T.r Ranve ¢K.S. Chao [13], do qual difere significativamen
te em alguns aspectos; foram conseguidas com respeito a =~ ele
grandes vantagens em velocidade e exatidao. 0 Lugar das Raizes
de sistemas com retardamento de tempo e fung¢Gos com numero de
zeros maior ou igual ao numero de polos podem ser obtidos facil
mente por este metodo. |

Sao dadas resumidamente algumas sugestoes pa-
ra outras aplicacoes da técnica (Lugar das Rajzes de sistemas
multivariaveis e solugao de polinomios).

Os resultados obtidos sao ilustrados por meio

de exemplos numéricos e graficos.



ABSTRACT

This work describes a highly efficient algorithm
for plotting Root Locus of 1inear time~invariant systems. The
approach may be classified into the category of branch-following
methods, which is based on the concept of continuation methods
in which the solution of a parametrized family of algebraic
pﬁob]ems is converted into the solution of a differential equation.
The Root-Locus is obtained in a systematic manner by numerical
integration in combination with the Newton-Raphson method.

The technique is developed from the previously
propposed by C.T. Pan and K. S. Chao [13], but it differs widely
from it in several aspects, so that significant gains in speed
and accuracy have been achieved. The Root-Locus cf time-delay
systems and functions having the same number of zeros and poles
or more zeros than poles can be easyly obtained by this method.

A few suggestions are given for others appli-
cations of the technique (Root-Locus of multivariable systems
and computation of roots of polynomials).

The results obtained are illustrated by means

of numerical and graphical examples.
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CAPITULO T
INTRODUCAOQ

Recordando as primeiras tentativas de estudo
dos sistemas usando tecnicas especificas, pode-se mencionar
Nyquist, Bode, Harris, Hall, Brown, Campbell, Nichols etc., apre
sentando suas analises e projetos atraves de meétodos de respos-
ta em frequencia. Isto representou um consideravel avango e per
mitiu solucionar problemas de projeto por meio da analise e da
compensacao dos sistemas propostos. Mas a dificuldade consistiu
em que, salvo em casos muito simples, o conhecimento da respos-
ta transitoria do sistema era aproximado mediante relagoes em-
piricas ou semi-empiricas, que as vezes nem sequer forneciam
informagao sobre o possivel erro dessas aproximacoes. Por isso,
o projeto no dominio da frequencia nao foi completamente satis-
fatorio naqueles problemas em que & imprescindivel se conhe-

cer com precisao o comportamento transitorio.

Nos fins da decada de 1940 e principios da
de 1950, com base na teoria das fungoes de variaveis complexas
e da transformada de Laplace, os trabalhos de investigacao fo-
ram se desenvolvendo para a utilizacao de todo o plano da va-
riavel independente s e nao somente seu eixo imaginﬁfio jw,esta
belecendo assim a possibilidade de se conhecer simultaneamente
as respostas no tempo e na frequencia.

| Como parte destas investigagoes, destacam-se
os trabalhos de W. R. Evans, que, baseado no conceito ja desen

volvido anteriormente de Fungao de Transferéncia e no fato de



que,nos sistemas realimentados mais usuais, ela € uma fungao al
gébrica racional, desenvolveu um método grdfico conhecido como
Lugar das Ra7zes (LR). Deu conhecimento do mesmo em um artigo
em 1948 [1]. Também através de um artigo {2], indicou suas apli
cagoes ao projeto de sistemas. Finalmente o incluiu como parte
principal de um livro sobre dinamica de sistemas de controle
9]

0 metodo e baseado em uma técnica grafica pa
ra se obter as raizes de um polinomio. 0 LR @ um lugar geometri
co que representa os valores das raizes de um polinomio de coe-
ficientes reais quando se varia o valor de um parametro que afe
ta um ou varios de seus coeficientes.

Do LR pode-se conhecer o comportamento de um
sistema (tanto no dominio do tempo como da frequencia), a influ
encia dos diversos parametros sobre ele e a forma de se obter
o comportamento desejado. 0 LR conjuga a possibilidade de uma
rapida avaliacao qua]itativé com a seguranca de uma determina-
¢ao quantitativa exata. Estas qualidades fizeram com que esta
tecnica fosse e ainda seja muito utilizada. Prova disto e sua
crescente utilizagao,nos Ultimos anos, em estudos relacionados
com estabilidade dinamica de sistemas de potencia. Algumas pu-
blicagoes a respeito sao brevemente resumidas a seguir.

Em 1975 e 1979 foram publicados trabalhos
[4], [5] descrevendo metodologias para diminuir oscilagoes nas
linhas de interligacao inserindo estabilizadores nos sistemas
de excitagao, aplicadas com excelentes resultados a uma central
da "Saskatchewan Power Corporation System" e a central de Mon-

ticello respectivamente, ambas nos Estados Unidos.



|

“P. Anderson e A. Fouad [6] em seu livro so-
bre controle e estabilidade dos sistemas de potencia, editado
em 1977, fazem uso intensivo do LR, bem como das técnicas de
resposta em frequencia.

Num artigo no ano de 1979 A. DeCarlo e R
Saeks [7] apresentaram um metodo para obter numéricamente, uti-
1izando o metodo da continuacao, as trajetorias dos autovalores
de um sistema interconectado partindo dos autovalores dos sub-
sistemas, permitindo estudar a estabilidade do sistema composto
em termos de componentes e informagao da interconexao.

Em 1980 foi realizado um estudo [8] no sis-
tema elétrico peruano para eliminar oscilacoes eletromecanicas,
por insercao de estabilizadores e escolha adequada de gerado-
res, a partir de calculo digital de autovalores e autovetores.

Tambem em 1980 Z.ETrazaz e N. Sinha [9] publi-
caram uma tecnica para determinar as trajetorias dos autovalo-
res para grandes variagoes nos parametros dos sistemas de pot§ﬂ
cia, utilizando o conceito de sensitividade.

Embora o metodo do LR possa, por si so, ofe-
recer resposta a toda questao que surja durante a analise e o
projeto de um sistema de controle pelo enfoque classico, para
muitos usuarios vem a ser mais simples executar o processo de
tentativa e erro, filosofia basica do enfoque classico, no me-
todo da resposta em frequencia, e utilizar o metodo do LR SO pa
ra comprovar o transitorio obtido.

As extensdes para sistemas multivariaveis sao

dificeis. Por esta razao, no caso especifico de sistemas de po-



tencia, s8o mais utilizadas outras t&cnicas, como a simples si-
mulacao.

Pela importancia do LR houve o esforgo de de
senvolver meios auxiliares eficientes de obté-lo, especialmente

atraves de computagdo analdgica [10] e digital [11], [12]"

Sobressai nos Ultimos anos um trabalho de
C.T. Pan e K.S. Chao [13] publicado em 1978, baseado na aplica-
cao do método da continuagao. A grosso modo consiste na obten-
¢ao da plotagem por integragao numéerica. Em 1980 0. A. Sebakhy
[14] indicou que o algoritmo sugerido por C.T. Pan e K.S. Chao
esta implicito no conceito de sensitividade, que mede o efeito
das variagoes dos parametros na posicao das raizes, introduzido
por Bode e discutido em varios textos de engenharia de controle
[18], [19]. Em abril de 1981 D. Ricciulli e A. Fregosi [15] ge-
neralizaram o metodo para valores negativos do parametro varia-
vel e propuseram um uso mais intensivo do metodo iterativo de
Newton-Raphson como procedimento auxiliar e a possibilidade de

plotar o LR em escalas mistas(linear-logaritmicas).

0 presente trabalho € o resultado de pesqui-
sas destinadas a diminuir o numero de pontos necessarios a se-
rem calculados, e consequentemente o tempo de computacao, devi-
do a que o:método da continuagdao proposto por C.T. Pan e oD g
Chao para obter o LR torna-se proibitivo quando existem polos
e/ou zeros muito distantes entre si e especialmente quando se  deseja
ou existe a necessidade de obter o LR numa faixa muito grande de

valores do parametro variavel.

Nas duas secgoes seguintes sao dadas as equa-

/

coes e conceitos fundamentais do LR e dos metodos da continuagao.



0s ohjetivqs e conteudo do resto do trabalho

serao melhor esclarecidos no final do capitulo.

I ? LUGAR DAS RATZES

Seja o sistema de controle realimentado repre

sentado esquematicamente na figura 1.1, cujas fungdes de transfe

rencia direta e de realimentagdo sao dadas por quocientes de po

Tinomios como segque:

A fungao de transferencia a laco aberto e da

da por:
G(s) H(s) = K K, Ng(s) Ny (s)
DG(s) DH(s)
ou
W(is=z. ) (s=z ) eies i(s=izi)
Sl Hilsh = e Gl L 2 S (T 1=0)
B(s) (S—pl) (s—pz) o (s—pn)

DG(s) DH(S) e K = KGKH e o0 ganho

onde A(s) = NG(s) NH(s), B(s)

de laco aberto e usualmente m < n.

A funcao de transferencia de lago fechado &:



R(s)

G(s) Sles

H(s)

FIGURA 7.1 - Sistema de comfrole realimenfado

T(s) Cshies G(s)
R(s) 1+G(s) H(s)
ou
- E SN (S S s KNS (S D S sH)
T(s) = G G H e H (1.1-2)
NG(S)NH(S)+KGRHDG(S)DH(S) B(s)+K A(s)
0 LR para a funcao de transferencia T(s) e
definido como o lugar geometrico dos polos de T(s) quando |K va
ria de zero a infinito. Este diagrama consiste do conjunto de

pontos denotado por &, pertencentes ao plano complexo s (s=0+jw) ,

tal que:

g(s,K) = B(s) + K A(s) =0 (1.1-3)
ou §eja:

i, = da/als%) = O

Conhecidos os zeros de T(s) (Raizes de N, (s)



€ D (s)) com a determinagdo de seus polos tem-se a fungao de
transferéncia de lago fechado em forma fatorada. Partindo-se de
la, & possivel obter facilmente a resposta em frequéncia do sis
tema (Em lago fechado), e conhecendo;se a entrada r(t) e sua
transformada de Laplace R(s) pode-se obter a.resposta no tempo
c(t), dada pela antitransformada de Laplace de c(s) = R(s) T(s).
Dai a importancia da determinacido das raTzes de g (s,k),

As dificuldades para se obter estas raizes
aparecem quando o grau do polinomio e maior que 3. Para compli-
car ainda mais o panorama, no estudo da estabilidade e do com-
portamento do sistema & imprescindivel analisar as variagoes
destas raizes em face das variacoes do valor de K. Muitas vies
zes nao se da outra Timitac3ao a variagao desse parametro que a
de ser sempre seu valor um numero real. Mesmo naquelas situa-
¢coes em que, por razoes fisicas, a faixa de variacao de K seja
limitada (Kmini K< Kmax), pode-se considerar o conjunto de seus

valores possivéis como um subconjunto dos numeros reais.

Exemplo 1.1 Apresenta-se a seguir um exemplo que poderia
ser resolvido sem necessidade da construgao de um LR. Nao obs-
tante permitira definir componentes e algumas propriedades do

LR. Sejam os polinomios seguintes:

B(s) = s2+ 2s = P; = 0 ; pp, = -2 (1.1-4)

A(_S) = Sz+ 28 & 2 = Z3 =) =i o j s 29 = Sl e j (] ]_5)



Desta forma g(s,K) sera:

fl

B(s) + K A(s) 52 + 2s + K (32 G2 o 2 (01 5 1L=()

ou

52(1+K)+23(1+K)+2K

B(s) + K A(s)

de onde

s, = -1 ﬂ’l 2 s, = -1 e K il =77
1 + K I + K

Determinando-se o valor das duas raizes S
e s, em fungao de K, pode-se construir um grafico como 0 da

fglira . 2

As convengoes graficas usadas para EepiResen

tar o LR foram as seguintes:

Hk<0) jw
IKl= oo ?‘HJ
‘(K>O)
(k<O) K=0 K=1 KFO (K(0) fo
e e e e v — : S g — o — D e Cm - e e
sx"¢ s=-])
(K)0)
|K!=°°?'l-]
{
- . YK<¢O)
4

FIGURA 1.7 - LR cornrespondente a Equagao (7.7-6]



1) As raizes de B(s) foram representadas com um "x".
2)" As rafizels de "Al(s) N Eoiriamt teprelsentadact conumn Lot
3) As raizes de g(s,K) para valores de K > 0 (parame

tro positivo) foram representadas por linhas cheias.

4) As raizes de g(s,K) para valores de K < 0 (parame
tro negativo) foram representadas por linhas trace
jadas.

As Tinhas orientadas do LR, tal que sobre ca

da uma delas [K| varia monotonamente entre zero e infinito, se
rao denominados ramos. Na Figura 1.2 para K = 1 tem-se um ponto
comum aos dois ramos de parametro positivo, a partir do qual a
escolha da continuacao dos ramos & arbitraria. Um ponto como es
te sera denominado ponto multiplo. Serd um ponto multiplo de or

dem r , todo aquele que, nao sendo polo nem zero, seja comum a

r ramos. (0 do exemplo e de ordem 2).

Os ramos do LR comegam nas raizes de B(s) ou
polos (K = 0 =>B(s) + K A(s) = B(s)), e terminam nas raizes

de A(s) ou zeros gl Tl doacna e oo bae Bi(sda o+ K Ails) = FavALGCHI

Em um polo (zero) de ordem r originamzse (ter

minam) r ramos de parametro positivo e r ramos de parametro ne

gativo.

Sem>n (m < n) havera 2 |[m - n| ramos co
mecando (terminando) no ponto no infinito do plano complexo que
sera denominado polo no infinito (zero no iﬁfinito) de ordem

[m = n].
Quando m = n passarao pelo ponto no infinito

um minimo de um e um maximo de m = n ramos. Se passar mais de

um ramo, devera haver ali um ponto multiplo ( No exem



plo existe um ponto miltiplo no infinito de ordem 2 nos ramos de

parametro negativo).

Quando o grau do polonomio g(s,K) e maior que
3, como ja foi mencionado, nao & possivel, em geral, obter ex-
pressoes explicitas do tipo (1.1-7) para suas raizes como fun-
coes do parametro K. Nestes casos o conjunto das propriedades
dos LRs, adequadamente conhecidas e interpretadas, podem ser
utilizadas como regras construtivas de um LR. Para um tratamen-
to completo deste tema pode-se recorrer a Referencia [16], na

qual foi baseada a maior parte desta secao.

Mediante a aplicagao destas regras, € pos-
sivel a um usuario experiente construir com relativa facilidade
um LR em forma aproximada. Mas as dificuldades crescem com )
grau de g(s,K), sendo especialmente dificil e trabalhosa a obten
cao de pontos exatos e os correspondentes valores de K, sem re-
cursos computacionais adequados. Por estas razoes o atrativo de
um algoritmo computacional que permita de maneira automatica a
obtengdo do LR com precisao e ao mesmo tempo o valor de K em for

ma quase continua.



o2 @S METOD@S DA CONTINUAGKO

Sao apresentédos nesta secao, baseada na
Referencia [17], os métodos da continuacio. Preferiu-se dar uma
ideia geral das diferentes variacoes destes meétodos e nao st
das possibilidades que tem aplicagao direta na plotagem do LR,

devido a serem pouco conhecidas e nao existirem nos textos comuns

de analise numerica.,

A maioria dos metodos iterativos, convergem

N Lu x :
a solugao x de F(x) = 0, onde:

X4 fl(x)']
=l . e F(x) = :
an_ -fm(x)

somente se as aproximacoes iniciais estao suficientemente perto
de x*D 0s metodos da continuacao podem ser considerados como
uma tentativa de dilatar o dominio de convergencia de um metodo
iterativo dado, ou, alternativamente,como um procedimento para

obter pontos suficientemente proximos da solugao.

Em muitas situagoes praticas, o problema po
de depender de uma maneira natural de um parametro t, e, quando
este parametro e igual a um valor especificado, digamos 1, en}
t3o0 resulta a fungao F(x), enquanto para t = 0 o sistema e siuilE

tante F_(x) = 0 tem a solugao conhecida > Mais precisamente ,

ao inves de uma simples fungao F, temos uma familia H tal que:



HGx,0) = F_G) , HGx,1) = F(x) C@.2-n

onde a solucgao x_ de H(x,0) =0 e conhecida, e se deseja resol

ver a equagao H(x,1) = O,

Se F nao depende naturalmente de um certo pa
rametro t, sempre pode-se definir a familia H satisfazendo

(1.2-1) em varias maneiras. Por exemplo, podemos citar:

Hi(x, ). =, 0 Fx) & (1 = e) Boi(x) 5 0s SES <l (L o A=)

—

com uma dada funcgao F_ para a qual a solucao e e BE S e) U RRE

conhecida, ou
Hifeo st ) =i ) S e o= 1) F(xo), Oz & <l (1.2-3)

onde X e fixado; Note que (1.2-2) pode-se obter de (1.2-3) pa

ra Fo(x) = F(x) - F(xo).

Nao importando como H foi  obtido, considere-se

a equacao

HIESTE) 0 i 5 i 1 (1.2-4)

It
o
-

e suponha-se que(1,2-4) tem para cada 0 < t£ < 1 a solugao x=x(t)
a qual depende continuamente de t. Em outras palavras,assume-se

que existe a fungao continua x tal que:

) =0, G5 1.2-5)

i/



Ent3o x descreve uma curva com um ponto ini

cial x, € um ponto final na solucao e x(1)de F(x) = H(x,1)
= (0,

Como uma primeira aproximacao para @I TEEIR

x = x(1), .dividimos: o intervalo 0 < t < 1 ep n partes tais
que

DS e i G (L o 250)

H(x,ti) =0 = s N @2

-por algum método iterativo; o qual usa a solucao X5 1 dio (1)

-€simo problema como uma aproximacao inicial para resolver 0
(i)-eésimo problema. Se t. ., , - t. e suficientemente pequeno,
entao, x, sera uma aproximagao de x, , ; suficientemente boa

para acontecer a convergencia.

Agora claramente, algumas iteracboes permiti

rao resolver cada problema (i). Se, por exemplo, o método de

Newton-Raphson & usado e se m, iteragoes sao realizadas, te

s

mos a seguinte representacdo explicita

: =i
"BH(xi;k’ti)

H(x

£ i,k’ti_}’ k=0""’mi-l’

x =0 Xan > =Tk : sl S by soopll = b (L, #=E)

Apos i = N - 1 a iteracao de Newton



9H(x ,1)
Xl SN e BGE, 1) k=k0,... > X = Xy m (il o 2=8)
O AL )

oxX

converge para x(1).

Como um exemplo de (1.2-8) e (1.2-9), consi
dere a equagao (1.2-3) e suponha que s0 uma iteragao de Newton-
-Raphson & realizada para obter a solugdo de cada problema (1.2-7).

Entao temos o processo:

b
]

...1
= 1 r n e — = =
Eai X, F (xk) F(xk) + (tk 1) F(xo), k gl ooy N=Ils

= i
e F'(Xk) F(Xk) S =N N ] P (1.2-10)

Xk+1 X

onde F'(Xk) e a matriz jacobiana de F(xk).

Note que nesta discussao, o uso do metodo de
Newton-Taphson & somente ilustrativo, e os mesmos principios po

dem ser aplicados a outro processo iterativo.

Vamos considerar a seguir uma forma diferen
te para obter a solugao de (1.2-4). Assumindo que x satisfazendo
(1.2-5) e continuamente diferenciavel em 0 < t < 1 e que H tem

derivada parcial continua com respeito a x e t. Definimos
G(E) = Bl &) 5 O s @ 210 (1.2-11)

que sera continuamente diferenciavel para 0 < t < 1 e que

o' (t) - DEHE(ER) E) x'(t) + ol (RED) o 2 (1.2-12)
# dx dt
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Desde que x = x(t) satisfaz (1.2-5), temos ¢'(t) = 0 para todo

t, e consequentemente, x satisfaz a equacao diferencial:

8 x ot

v, U2 & g 1 (1.2-13)

No que segue, assumiremos que 3H/3dx nao e

singular para todo x e t em considerac3do e escrevemos (o211 )

na forma
IR(x,t) T 3H
x'(t) = - === Zo(x,t) , 0°< t < 1,H(x(0),0)=0 (1.2-14)
9x ot
Consideremos agora a solugao de (1.2-13)apro
ximada por integracao numérica. Um dos mais simples esquemas

de integragio e o método de Euler, o qual para a equagio dife

rencial

xie=n e x(0) =, 0 <t < (1.2~15)

0

eSalpantiicaos =" (1;2-6) toma a forma
Ty - F Pl — ) &, ) , kK =0,1,..., N-1  (1.2-16)

e no caso de (1.2-3), (1l2—16) assume a forma simples

X = Ff(xk)—l

= =1 = _ -
o aniiee FGepd, k=0yuny Nl by=t, ooty (1.2-17)

Note que o processo(1.2-17) temimm'certa ‘se



melhanga com o método de Newton-Raphson. Para analisar a cone
xao entre os dois processos, introduzimos a mudanca de variavel
& &1 = o™ Eptie varia de 0 a + = com £ variando de0 al,
e, em consequencia, (1.2-3) assume a forma

H(x,T) = F(x) - e ' F(xo) 5 0 = qr @ G (1o 2=018))

A equagao correspondente a (1.2-16) conse
quentemente e:

x' =—F'(X)_1 T F(xo) = —-F'(,x)—l F@x) , 0 < © <tosd(0)=E0N N @F2=10

Se novamente integramos (1.2-19) pelo método
de Euler, e usando agora um intervalo de integrac3o hisees 1 , ob

—

temos

St st e el el L e e (1.2-20)

que & o método de Newton.

Note que o uso do método de Euler para a in
tegracao numerica de (1.2-13) @ somente ilustrativo, e metodos

mais sofisticados de integracao podem ser empregados.

A mais antiga aplicagao das tecnicas da con
tinuacao para a solugdo numérica de equagdes foi feita por
Lahaye [20] (1934, 1935) para uma equac3o simples, usando o ‘mé

todo de Newton para mover-se ao longo da curva solugdo. Mais

tarde Lahaye [21] (1948) considerou tamb&m sistemas de equacdes.

A mesma idéia basica tem sido redescoberta varias vézes, vemos,



por exemplo, Sidlovskaya (1958), Freudenstein e Roth (1963) e
Deist e Sefor (1967). |

Independentemente do trabalho de Lahaye,
Davidenko [22] (1953) introduziu a equagdo diferencial (1.2-14)
como um meio de resolver H (x%,t) = 0 para 0 < t < 1 e ap1icou.
esta idéia a grande variedade de problemas, incluindo equacgbes
integrais, inversao de matrizes, calculo de determinantes, pro

blemas de autovalores de matrizes, e sistemas de equacgoes.

—
n

A tecnica de Davidenko tem sido chamada "me
todo de diferenciacao com respeito a um parametro" e a equacao

(1.2-14) "equagao de Davidenko".

s

Mais recentemente Kizner [23] (1964) Meyer
[24] (1968), Boggs [25] (1971),. Branin [26] (1972) Wasertrom
[27] (1973), Chao e Saeks [28] (1977) tém estudado e aplicado

com exito os métodos da continuacio.

C.T.Pan & K.S. Chae [13] (1978)  utilizagem
uma variante empirica da equagao (1.2-14) para obter a plotagem

do LR, que sera apresentada no proximo capitulo.

A seguir um exemplo numerico muito simples
permitira ilustrar a aplicacao da "equacao de Davidenko" na 1€l

solucao de uma equagiao nao linear e ao mesmo tempo mostrar como

pode-se wutilizar para plotar LRs.

Exemplo 1.2 Seja o polinomio (1.1-6) da secao anterior:

g(s,K) = B(s) + K A(s8) = .s2 + 28 + K(s2 £ 28+ 90 @RS15=69)



Sabendo-se que as rafzes de B(s) = 32+23 sao!
0y 20 e 0, s S8 deseiaene ebiter a8 reilzes de (. 1=6) pare E=Tl.
Isto e, para K = 0 o0 polinomio coincide com B(s)e as raizes sao

conhecidas, para K =1 temos o polinomio
2ss + 4s + 2 = 0 (1.2-21)

cujas rajzes deseja-se conhecer,

A "equacao de Davidenko" associada a(1.2-21)

e:
' ds _ _9g/oK e aa e
S = i e = (1-2_22)
dK 9g/9s 2s + 2 + K(2s + 2)
Utilizando integracao numerica de Euler ‘te
mos:

_,Sk..ftzsk.ﬁ‘l A
i, =i = B 2 + 2 4 K.(2 + 2) ’ 51(0)= “
°k o =
52(0) = oW, Kk o = Kk LR Ty (1.2-23)

O0s resultados obtidos utilizando um interva

1o de integragao h =01 s3ao apresentados na tabela 1.1.

E obvio que os valores da tabela correspon
dem aos subramos do LR (Figura 1.2) que vao dos polos Dy =0l e

p, = -2 ao ponto multiplo lTocalizado em s =-1 . Nota=se



K Sy - )

0 0,00000 2,00000
0,1 0,10000 1,90000
0,2 0,19141 1,80859
0,3 0,27664 L TR
0,4 0,35763 1,64237
05 0,43617 1,56383
0,6 0,51408 1,48592
0,7 0,59358 1,40642
0,8 0,67790 1,52210
0,9 0,77308 1052:2:6.99

1 0,89503 1,10497

TABELA 1.1 Obtengao das rhaizes do polinomio

(1.3-2) pelo metodo da continua
cao.
que houve no processo numeérico uma acumulacgao relativamente
grande de erro.e alguma providencia deve ser tomada para obter

curvas e valores mais representativos dos exatos.

A variante empirica da equacao (1.2-15) wuti
11zada por Pan e Chao para plotar o LR, tenta contornar este fa
to, mas ao mesmo tempo resulta muito instavel, impedindo va

riar em forma eficaz o intervalo de integracao.
1.3 OBJETIVO E DESENVOLVIMENTO DA DISSERTACAO

Na sua bissertégﬁo de Mestrado D. Ricciulli



[29] (1981) baseada no artigo de C. T. Pan e K. S. Chao [13], de
senvolveu toda a programagdo para o tracado do LR pela impres

sora de um computador digital.

Utilizou integragao de Euler e uma estraté
gia de variacao do intervalo, consistindo basicamente em manter

a diferenca entre dois pontos calculados sucessivos ( s

SK+1 i)
entre um valor maximo (VMAX) e um valor minimo (VMIN) por ajus
te automatico do intervalo de integracao (HE) a partir de um va
Tor inicial fixo © (HH). Observou algumas importantes Timita

¢coes no uso destes parametros parte das quais sao transcritas

a seguir:

<. «oppara.um valor e]evado de HH, ter-se-ia
a construcdo do diagrama com poucos pontos, porém com uma pes
sima precisao, podendo até cessar a convergencia do método. Ja
para a construcao do lugar das raizes com polos muito distan
tes ... se o0 valor de HH fosse muito pequeno, seriam calculados
muitos pontos, o que implicaria num aumento no tempo de computa
cao... Na maioria dos casos, a escolha de HE em funcgao de HH pe
la verificagao da diferenga entre os dois Ultimos valores gera
dos pela formula iterativa foi util, pois melhorou a precisao
em certos trechos do diagrama e aumentou a velocidade em outros,
reduzindo consideravelmente o tempo de computacio. Porem em uma
determinada fungao, devido a propagac3o de erros né geragao
dos pontos pertencentes a dois ramos paralelos ao eixo imagina
rio ..., a medida que os valores calculados se afastavam do
eixo o, a parte imaginaria déstes valores sofriam oscilacoes, o
mesmo ocorrendo em menor escala para a parte real que deveria

ser constante e no caso, igual a -1,0. Logo, a convergéncia do



meétodo & dificultada, devendo-se alterar o valor de HE quando is
to ocorrer. Tambem se observou que quando um ramo do lugar das
raizes descreve uma ttajetﬁria curva que nao corta o eixo real ,
nas imediacgdes do ponto onde ha a mudanca de direciao tem-se baixa

convergencia provocada pelo valor corrente de HE".

0 presente trabalho surgiu da necessidade de

melhorar estes aspectos limitativos do metodo.

Num primeiro estagio foram experimentados diifiel
rentes métodos de integragdo e estratBgias de variacdo do inter
valo, observando-se que tanto tecnicas de diferente sofisticacao
como diferentes exigencias de exatiddo influenciavam muito pouco
no numero de pontos calculados e consequentemente no tempo de com
putagao, devido a que o intervalo de integracao permanecia sem

pre limitado a valores peguenos e dentro de uma faixa pouco varia

vel.

Estes fatos levaram a rever a equacao diferen
cial utilizada por Pan e Chao, concluindo-se que quando integra
da combina implicitamente integracao da equacao correspondente a
versao de Davidenko com iteracdoes de Newton-Raphson. Evidentemen
te a utilizacao deste metodo iterativo € o meio mais natural de

controlar o erro cometido no processo de integracao.

A experiencia posterior mostrou que a combi
nagao explicita entre o metodo de integracao e o método iterati
vo de Newton-Raphson produz as melhoras esperadas, resolvendo
em forma otima o problema proposto, permitindo obter LRs para
faixas muito grandes do parametro variavel, mesmo quando o nime

ro de polos e zeros & grande ou existem polos e/ou zeros muito
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distantes entre si, com a precisao desejada e pouco tempo de,

computagao.

0 acima exposto, como tambem o referido a
condigoes iniciais de integracdo e tratamento dos pontos multi

plos e discutido em detalhe no capitulo seguinte:

No capitulo 3 sugerimos um método de integra
cao e uma estrategia de variacao do intervalo de integracao.Tam

bem & comentada a utilizacao de escalas mistas.

Apresentamos no Capitulo 4 varios exemplos

ilustrando os processos descritos nos Capitulos 2 e 3.

Varias possfveis generalizacGes s3o mostra
das no Capitulo 5, incluindo LR em fung3o de qualquer parametro,
LR de sistemas com retardamento de tempo, LR de sistemas multi

variaveis e obtencao de rajzes de polinomios.

Conclusoes finais sdo apresentadas no Capitu
lo 6 e diagramas de fluxo e listagem da programacao desenvolvi

da nos apendices.



CAPITULO 2

0 LUGAR DAS RAIZES PELO METODO DA CONTINUAGCAO

0 proposito deste Capitulo & apresentar 0
algoritmo computacional baseado no conceito de metodos da con
tinuagao para a plotagem do LR de uma maneira sistematica. Esta
baseado no artigo original de C.T. Pan e K.S. Chao [13] e em al

~gumas ideias de E. Wasertrom [27].

Na secao 2.1 apresentamos as equagoes dife
renciais sugeridas na publicacao original. Mostramos na secao
2.2 que a integracao destas equacoes inclui implicitamente inte
grag56 da "equacao de Davidenko" (1.2-14) com ?uwﬁgﬁéscm metodo de
Newton-Raphson, e propomos uma combinagdo explicita comc melhor

solugao do problema.

Na secao 2.3 sao apresentadas as condicoes
iniciais a partir das quais podem-se obter todos os ramos do LR

por integrac¢ao numerica.

Finalmente, a secao 2.4 e relativa a analise

e contorno dos ponto multiplos.

2.1 VERSAO DE C.T. PAN E K.S. CHAO [13]

Ao inves de determinar diretamente as raizes

de (1.1-3) para cada valor de K, Pan e Chao consideraram as se

guintes equagoes diferenciais relativas a este problema:

v



S0 Gy K @ = s M, @) KE = 6
dt 2

< K(£) =+ 1, K(0) =K (2o i=19

onde s(0) = s, e uma raiz de (1.1-3) correspondente ao ganho
inicial K, e t uma variavel ficticia. Como g(s,k) n3o & uma fun

cao explicita de t, aplicando a reara da cadeia tem-se:

BB s Sl e Y

== 5 O (2.1-2)
dt ds dt 9K dt
de onde resulta:
Lo (gx 28,y /2
dt dK ds
dt
ou as equagoes equivalentes:
ds _ B(s) +KA(s) *+A(s) N S
dt B (sDRSERKEA(a)
"£E=;1 ,  K@O) = K, : (2.1-4)
dt
As equagoes acima podem ser resolvidas por

alguma tecnica de integracao numerica. Por exemplo utilizando-



-se 0 metodo de Euler, obtem-se:

: B(sk)_+_KK,A(aK) +.A(sk)
S ‘h = —_
B'(sk) + KK A'(sk)

S'k+1

Kk'f‘l = Kk i h 7 (2.1-—5)
Da solugao de (2.1-1)

gi(s, K = 2 (s1(0)50 KI(0DD) e o =l 0 e iei= 0

ve-se que para algum par admissivel KO e s, considerado, a tra
jetoria correspondente obtida de (2.1-5) resultarda na curva s0

lTugao de g(s,K) = 0 com o ganho K variando.

0 intervalo de integracgao h em (2.1-5) deve
ser sempre positivo e o sinal "+" ou "-" & escolhido quando um
aumento ou decrescimo no valor de K for desejado. Pan e Chao con
sideraram so o sinal "+" e K > 0, sendo o sinal "-" e K < 0 Gial

tado posteriormente nas Referencias [15], [29] e [30].

Como a trajetoria computada nao satisfara
g(s,K) = 0 exatamente, o sinal menos de g em (2.1-1) & usado pa

ra assegurar que a trajetoria computada nao divirja do LR.

Equagoes como as (2.1-1) foram shgeridas por
L.E. Kugel e utilizadas por F. H. Branin [26] para encontrar 'so
lugcoes multiplas de sistemas de equag¢oes nao lineares. Branin

observou que grandes intervalos de integracao podiam fazer com



SR
que as trajetorias computadas saltassem para outras solucdes, e

notou ser de azar inevitdvel a existéncia de regides de n3o con

vergencia deste método.

2D A COMBINACAO METODO DE INTEGRACAO-METODO ITERATIVO

Sugerimos a seguir um procedimento diferente
do apresentado na segao anterior para obter o LR por integracao
numérica., Utilizando a regra da cadeia, a derivada de g(s,K) -

(Equacao (1.1-3)) com respeito ao parametro variavel K &:

e e S GRTEl @2

de onde, conforme visto no Capitulo 1, secao 1.2, a equacgao di

ferencial ("Equagao de Davidenko") associada a equacao n3o 11

near parametrada: ™ g(s,K) restulta:

Wds sUTNEEA(E)

—  ou == >

dK oK ds dK B'(s) + K A'(s)

g GEE ) 5 RN = | (2.2-2)

onde S(KO) e uma raiz de g(s,K) correspondente ao ganho inicial

K

OP
Note que (2.2-2) pode-se obter de (2.1-3) fa
zendo a mudanca de variavel t = k| e considerando g(s(t),K(t)) = 0

em (2.1-1).



A equacao (2.2-2) € apresentada na Ref. [14]
€ a quantidade ds/dK (a qual e uma medida da variacio da Tocali
zagao da raiz com relaciao ao ganho k) € definida como a sensiti

vidade da raiz [14], [18], [19].

A integracao numerica de (2.2-2) resultara
no lTugar da raiz é(KO) de g(s,K) com K variando. Utilizando 0

metodo de Euler tem-se :

..‘A(sk) _______
e, = g, - h = 8(K )
k+1 K - - ? =0 o
B (Sk) + Kk A (Sk)

Kk+1 = Kk + h (2.2-3)

Note que nas equacoes acima basta considerar
um h positivo ou negativo para obter um aumento ou decréscimo
no valor de K respectivamente, e que salvo pelo "+" as eguacoes

(2.1-5) sao iguais as (2.2-3) para g (s,K) = B(s) + K A(s) = O.

Conhecida a solucao & do polinomio B(s,) +

+ K. A(s,) = 0 mediante (2.2-3) pode-se obter a solugao ¢ do

k+1

+ 0 em forma aproximada. No ca

]

polinomio B(s A

Kes1 Alsyin)

so de se requerer maior exatidao € necessario subdividir o ‘in

k1)

tervalo h ou utilizar um método de integracao de ordem superior.

Como foi indicado no Capitulo 1, secado 1.2 ,
‘outra forma de obter Sy @ partir de ék e mediante o metodo
iterativo de Newton-Raphson, o qual & definido pela expressao

iterativa:



2 " B Rt )
Tl sl = B g s e et A o@ilpee (2e220)

:
8 Criy, 10 Ko, 1)

ue gera a seauenci : ] i =
que g seguencia Shil L 0 Bpagl @ oos a partir de s s

K#l, 0 = Sk

qual converge "as vezes" para a solucao, ou seja:

1im S s S

i >

A caracteristica do método de Newton e sua
relativa simplicidade e rapida convergéncia. Em contraposicao

so converge se s, esta "suficientemente perto" de s, ., ou mais

K

precisamente, se s, esta no "dominio de atracao" de s, ..

-

No método de integracao a solugao s, ., € ob

tida ainda se §; esta muito distante. Em contraste e lento quan

do se requer muita exatidao.

Comparando ambos os metodos vemos que sao com
plementares e e de interesse combina-los. Uma das formas pos
sTveis de fazer isto com pouco custo computacional adicional con
siste em corrig%r o ponto S%.,0 estimado pelo método de integra
cao de Eu1er,'gom uma iteracao de Newton-Raphson:

_'B(SR;O) {'KK‘A(SK;O)

5 e @) Gy ST E @)

S"ki,l = Sk.’o (2.2-5)

) . : - - B ' - (3 l
e utilizar os mesmos valores de A(Sk,O)’ B (Sk,o) e A (Sk,O) pa

ra estimar Sp1 COM O metodo de Euler:



; bt S h‘ACSKJG) ........
k+1,0 % 1L S
B ¥ r 1
: (SR,O) » R Aty )
G & K ¢ B ‘ . (2.2-6)

Conforme sera visto nos exemplos numéricos sO
uma iteracao de Newton & necessaria para obter resultados sufi

cientemente exatos.

Esta combinacao aproximada dos metodos envol
ve o calculo de sbo quatr 11 i 3 :
q o polinomios (P(Sk,o)’ A(Sk,o)’ B (Sk,o)’
! ao inves d 3 ' (s ' ' -
A (Sk,o)) es de sete (b(sk,o), A(”k,o)’ B (Sk,o)’A (sk’o),

A(s B ) ARRls )), no caso de ser exata, por cada pon
k,1 iyl —

calculado.

k,l)’
to Sk,l

Na combinacao exata, para (2.2-6), ter-~se-ia:

; e a h A(Sk,l)
k+1,0 k,1 s 2 :
SRS R e )
S S, sl (2.2-7)
Para fazer uma comparacao, considere-se a

equagao (2.1-5) com a notagao modificada:

. .B( O') + .Kk, A(S.k '0): + A(s

21 k;O)

B'(s

= 3 =

1
k00 ¥R 876, o)

O R B | (2.2-8)



que pode ser desdobrada em

3 _ ,,BCsk;O).+.KkﬂA(sk_b)
SR h 2 (2o 8=
’ y 1 1
ey, gde Ky A )
e
) o i h(+ A (‘S'k,'O)’)' (3o
k+1,0 kol g - . ;
Sl w1 &G o)
Sron & 200

De (2.2-9) e (2;2—10) pode- se’ ~observar que
(2.2-8) envolve implicitamente um processo muito semelhante ao
definido por (2;2—5) e (2.2—6): A equacao(2.2-9) corresponde-se
com (2.2-5) com a unica diferenca do fator h, ¢ (2.2-10) com

(2.2-6) diferindo apenas no “%".

Cutra diferenca importante @ que (2.2-8) em
bora utilize o ponte corrigido por uma iteracao de Newton para
estimar o proximo panto por integracao de Euler, n3ao da estes

pontos em forma expliicita.

Se os pontos calculados estao suficientemen
te proximos do LR o termo correspondente a correcao por  Newton
em (2.2-9) nao pode ser multiplicada por um fator muito diferen
te de 1. Em outras palavras a iteragao de Newton levara cada
ponto estimado por integrégﬁo prﬁticamente ao LR. A grosso modo
cada iteracao de Newton duplica o numero de casas decimais exa

tas [31];



Logo, se na equagdo (2.2-8) se utiliza um h
superior a 1, a correcao efetuada por (2.2-9) podera ser exces
siva, em particular se h = 2 a correcdo inverteri o sentido do
erro permanecendo o modulo aproximadamente o mesmo, e se h > 2
0 processo seguramente se instabilizara. Por estas razoes nao e
possivel variar em forma eficaz o intervalo de integracao quan

do se utiliza a equagao (2.2-8) ou outra tecnica de integracao

aplicada a (2.1-4).

Exemplo 2,1 Com o objetivo de realizar um teste numerico

considere-se um sistema como o da Figura 1.1 com:

g8, K) = (8 % 1) (a8 it i)t (8 12 =8 (5 + 2 2 e R0

Os resultados obtidos numericamente por dife
rentes processos e o0s erros. cometidos por cada um deles para
s{(0) = -2 + j2 , 0 < K < 50 e um h' =2,5 sdo mostrados:nas Tabe

las 2.1 e 2.2 respectivamente.

Neste exemplo podemos fazer as sequintes ob

servacoes:

1) A trajetoria computada pelo processo sugerido por
Pan e Chao e utilizando o metodo de Euler ( Equacgio

(2.2-8)) diverge do LR,

2) A solucao obtida por integracao de Euler ( Equacao
(2;2u3)) da equacao (2.2-2), embora nao divirja,apre

senta grande acumulacao de erro.
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3) A combinagao exata entre o método de integracao de
Euler e o iterativo de Newfon (Equacao (2.2-5) e
(2.2-7)) permite seguir com pouca acumulagdo de erro

a curva verdadeira.

4) O0s resultados obtidos pela combinacao aproximada
(Equagao (2.2-5) e (2.2-6)) ndo diferem significati-

vamente dos obtidos pela combinacao exata.

" Note que nos processos comparados o menor cus
to computacional por ponto calculado corresponde ao metodo de
Euler (Equacgao (2.2-3)), seguindo o processo sugerido por Pan
e Chao (Equacao (2.2-8))e a combinacao aproximada entre os méto
dos de Euler e Newton (Equagdao (2.2-5) e (2.2-6)) com custo
igual, correspondendo o custo maior a combinacao exata (Equacgao

(@25 e 2. 2-T)0,

Conclui~se que dos processos comparados a
combinag¢2o aproximada € provavelmente o melhor processo para a

plotagem de LR em termos de exatidao e tempo de computacao.

E. Wasertrom [27] comentou as razbes e vanta
gens de conbinar, dentro dos metodos da continuacgao, os proces
sos de integracao e os processos iterativos em geral, mas nao

sugeriu metodos especificos com o0s quais efetuar a combinacao.

Evidentemente outros metodos de integracao ,
como tarder outros métodos iterativos podem-se..combinar em for

ma semelhente a aqui sugerida.

No Capitulo secuinte apresentaremos como po

de-s¢ aplicar uma estrat8gia de variagio do intervalo de integra



¢ao numa variante melhorada do método de Euler, combinando-a tam

bem em forma aproximada com o mEtodo iterativo de Newton.

2.3 CONDICOES INICIAIS DE INTEGRACAO

Do CapTtulo 1 temos que o LR de T(s) contém
2 n ramos partindo dos polos da funcao de transferéncia de lacgo
aberto para K = 0, correspondendo n ramos a valores positivos
de K e os outros n ramos aos valores negativos de K. No caso em
guetesitesspoilias, sae, dilsitinites.,, as n condigoes iniciais corres
pondentes aos n ramos de parametro positivo e aos n ramos de pa

rametro negativo serao:

EODL =R S e R e =D @)

Quando a funcao de transferéncia de laco aber
to exibe polos multiplos, o termo correspondente a 3g/9s tor
na-se nulo quando estes polos sao considerados. Como resultado,
a obtengao dos pontos de partida quando tivermos polos multiplos
nao podera ser feita para K = 0. Porem, proximo aos polos pode-
-se obte-los considerando: as propriedades do LR na vizinhan
¢a de um polo multiplo. Generalizando o procedimento sugerido
na Ref. [27] para pontos singulares de ordem dois, expandindo
g(s,K) por Taylor ao redor do polo multiplo Pp de ordem v, e
considerando que as derivadas parciais de g(s,K) com respeito a s

de ordem inferior a r se anulam, tem-se:



S G 8 S g = @ (2.3-2)
9K IS '

onde AK e As s3do incrementos de K e s ao longo da trajetoria.

De (2.3-2) temos

As o (e g 2 g BB ) 1w @Re=5)
# oK 3s SH=UPY

Logo, para AK>0 temos os sequintes r pon
tos iniciais correspondentes aos r ramos de parametro positivo

que se originam no polo multiplo Py °

= A = f
wl,...,r P ¥ sl,...,r K < ok
onde AK € um nlUmero real arbitrariamente pequeno.

Para os pontos iniciais correspondentes a

parametro negativo basta considerar AK < 0 em (2.3=380

Os pontos (2.2-4) podem ser melhorados com

auxT1io de uma ou duas iteracSes de Newton.

Desde que g & um polinomio com coeficientes
reais (2.3-3) € facil de avaliar. Também & possivel colocar
(2.3-3) em fung3ao dos polinomios A(s) e B(s). Com este objetivo

definimos:

c(s) (s - pk)r’= B(s) (2.3-5)

As derivadas parciais sucessivas de g com 're



=83y

lagao a s s3o:

BCEie r C(s) (s - Pk)r—l

S

Sl ) (o = pk)r + K A'(s)

Q

) % %
28 - r(r-1) () (smp )T %+ 20" (s) (s=p )T H4C! 1 (8) (smp )T + K A (s)
ds

L G s A O (et s e (2.3-6)

r ) k
onde os apostrofos denotam derivada com relacao a s.

Considerando K = 0 ¢ g = em (2.3-6), e sa

Pr
bendo que 3g/8K = A(s), (2.3-3) fica:
BRGE). (S pI)EE
b, = (-AK L (2.3-7)
03 0L 0e 06
B(s) 8 = Py

A aritmetica complexa dos computadores so da

um dos va]ores_em (2.3-7). Segundo o teorema de De Moivre [32] ,0

ﬁonhecimento de uma das raizes por exemplo As,, permitira obter

todas elas mu]tip]i'candoAs1 pelas raizes r-esimas da unidade |,
isto e:

ST IR LT i R ) (2.3-7)

1+1 1

Note que de (2.3-7) pode-se obter a equagao



do angulo (¢p) que forma um ramo de parametro positivo com o ei
X0 ¢ na sua partida em um polo multiplo de ordem r localizado em

§ = pk [16], que & dada por:

PR j=1 i=1
i#k, k+1,..., K+r-1

—oe m n
W = —~—-[+ 180 +.§ arg (pk = zj) - L arg (p - p;)

Com a escolha apropriada dos 2n pontos iniciais ,
0s 2 n ramos do LR podem ser tracados de uma maneira quase con
tinua por integracdao numérica. Porém, esta integracao devera ser
interrompida quando houver aproximacao de um ponto multiplo e

alguma providencia dever3d ser tomada para continua-la.

2.4 PONTOS MULTIPLOS

*
Um ponto s satisfazendo:

dKk ] d : 'B(Ag)r =
- =— (- —) % =
ds s . = s ds A(S) SEES
* * & &
A (SR (i) SEBIGS) AT (el a (2.4-1)
Az(sx)

no plano complexo & chamado um ponto singular. Desde que o nume
rador de (2.4-1) e um polinomio com grau (n + m - 1), com coefi
cientes reais, existem (n + m - 1) pontos singulares no plano s.
Denominamos de ponto multiplo, ao ponto satisfazendo (2.4-1) ,
que nao seja um zero nem um polo multiplo e que satisfaga(1.1-3),

ou seja, kK obtido de:



K = = el (2.4-2)
A(s) s

i
4]

- . ; - * o
deve ser um numero real. Considerando o fato de que A(s ) nao

pode ser zero para K finito, sucede que no LR a condicao:

*x % % %
ASESER B (ST B AY (30)

I

A [B' (sT)+RA" (87) ]=0 (2.4-3)

implica em:

O e G eI e (2.4-2)

0s s = g

Logo, a equacao diferencial (2.2-2) ndo & va
lida para os pontos miultiplos e deverao ser introduzidas modifi
cacoes para contornar estes pontos. A equacao estabelecida em
(2.4-1) inclui os pontos sobre o eixo real onde dois ramos che
gam ou saem, conhecidos como pontos de entrada (break-in point)

e de saida (break-away point) respectivamente. Um ponto de sai
da & estabelecido quando se considera a presenca de dois polos
consecutivos no eixo real, entao, necessariamente deve existir
um ponto multiplo, no caso de saida, onde devido ao valor de
|¥| crescer a partir dos polos, neste ponto, o seu valor e méxi
mo. Do mesmo modo, um ponto de entrada € estabelecido quando 0 'va
lTor de [K| & um minimo local, pois agora, apos atingido este va

lTor, |K| cresce com os ramos caminhando em direcoes opostas,sem

pre tendendo a um zero ou a um outro ponto de saida.

il Visto que K & uma fungao real de s para todo



= A =

s pertencente a £ , a derivada diréciona] dK/df juntamente com
suas derivadas de ordem superior ao longo da direcio tangencial
do LR s3o bem definidas. E entdo possivel considerar os extre
mos Tocais de XK mencionados anteriormente ao Tongo de £ usando

a notacao de derivada direcional. Seja:

"B(sj
(s)

K= = U (o,w) + j V(q,w) (2.4-5)

>

onde U e V sao fungbes reais estimadas de o e we s =¢+ ju .A
derivada direcional de K em um ponto s € £ na direcdo unitaria
eJe

= = Vv, +jv, tangencial ao LR, visto K ser real &:

dK ale st U | (2.4-6)
at e P S

onde Vu(o,w) € o gradiente de U em (o,w) e o ponto denota produ

to escalar. A equacao acima pode ser também escrita na forma:

B ‘(ﬁﬂ = j'ﬁl) (vc + ] vw) Sl (2.4-7)
de 90 ow :
Considerando: . . K(s) dado pela expressao
(2.4-5) e fazendo-: . uso da condicao de Cauchy-Riemann, ou seja,
dU/3w = -3Vv/3c , ficamos com:
LR ['@iﬁ - g Syl ] = Re [ K'(s) 39 (2.4-8)
de Lo} 90

/

onde K'(s) = dK(s)/ds



Do mesmo modo, a deriyada direcional de or
dem m esta relacionada com a derivada de ordem m de K com res

peito a s por:

m

'E;é =BRlc || K(m) (s) eJme] (726 th=2))

dl
| Assim, & observado de (2.4-9) que ao longo de
£ , K e suas derivadas direcionais s3o funcOes reais. Vejamos

agora um teorema que representa um papel importante na classifi
cagao das singularidades para que seja possivel contorna-1las

adequadamente.

O ponto s* passa a partir deste instante a
designar um ponto mUltiplo, visto que um ponto singular tem um signi

ficado mais amplo, incluindo-se polos e zeros multiplos. Os p

o

los multiplos foram analizados na secao anterior e os zeros mu

| —

tiplos nado sao de interesse pratico por corresponderem a K

igual a infinito.

Teorema: Suponha uma fungao analitica p(s) tal que:

pls*) = "a, para a real e a # 0

It
=
oy
N‘
-

* g . :
p(k) (s ) = 0, para K B oo ] el

» oL E. :
Chaad p(q) G ) 7 U5 peEse 2 2 6 | W

para algum pontos * de tal forma que Im[pG )] =0a. Seja:

Rp = {s [ m [ pG)] = 0}



entao, na vizinhanca de & , Rp consiste de um conjunto de q ‘ra

* -
mos R R o R__ tal que R R cew MR =gt AlEm
DAL D7 DI/ q‘ p1 1 Rpp 1N f P4
disso, para cada i, 1 <1 <4, Re [ p(s)] . e ou um maximo To
> e * P : =
cal ou “um minimo local para s se q for par, e uma fungao

Crescente ou decrescente se ¢ for impar.

; * g
Prova: Sem perda da generalidade, s pode ser conside
rado como zero. Antes de considerar o caso geral, o teorema e

provado para:
h(s) = a + s4
Identificando o conjunto Rh como:

R ={s|im[nh(s)] = 0}

h

. | : : ; e
e considerando: GUE s  2ha & =i el ) el :
temos que:

Ry = eJequ slent iqgoR =Nl =

= o A0 PRl o s Wl A nas o i)

onde 6 esta restrito a metade superior do plano s e r assume

valores negativos na metade inferior do mesmo plano. Logo, R
consiste de