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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-sc, com base no método das sin
gularidades, uma técnica numérica para o calculo do escoamento
potencial incompressivel em perfis aerodinamicos isolados e em

grades de turbomaquinas.

As velocidades induzidas pelos perfis sao representadas
por distribuigoes de vortices no contorno dos mesmos, segundo
a formulacao classica de Martensen. Essa formulagao apresenta
como vantagem o fato de que a intensidade da distribuicao de

vortices & igual a velocidade no contorno externo do perfil.

A solucdo numérica € obtida através de uma técnica de pai
néis. Utilizam-se painfis retos e introduz-se uma correcao sim
ples e eficiente para levar em consideragao a curvatura do per
£l

Alguns resultados numéricos obtidos para distribuigoes
de velocidades e de pressoes sobre os perfis sao apresentados
em comparacdo com resultados teoricos e experimentais encontra

dos na literatura.

A técnica de painéis baseada em distribuicdes de vortices,
apresentada neste trabalho, mostrou-se versatil e eficiente na
andlise do escoamento potencial em perfis aerodinamicos isola

dos e em grades de turbomaquinas.
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ABSTRACT

.

- A numerical technique for the calculation of the potenti
al incompressible flow on isolated airfoils and turbomachines
cascades, based on the singularitieés method, is presented.

The perturbation velocities are introduced by vorticity
distributions on the airfoils surfaces according to the Marten
sen's classical formulation. This formulation is advantageous
due to the fact that the vorticity intensity equals the veloci
ty magnitude on the exterior surface of the airfoil.

A panel technique is used in order to obtain the numeri-
cal solution. Straight panels are used and a simple and effial
cient correction 1is introduced to take in .account the airfoil

curvature.

Some numerical results for the velocities and pressures
distributions on the airfoils surface are obtained. Comparisons
with published theoretical and experimental results are made.

It is shown that the developed technique is versatile and
efficient to analyse potential flow on isolated airfoils and
turbomachines cascades.
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SIMBOLOGIA

Caracteres Latinos

coeficiente de influéncia; ponto sobre (C)

vetor segundo membro

A
B coeficiente de influencia; ponto sobre (C)
b
@

curvatura; ponto sobre (C) /ﬁf,fﬁ

Cp coeficiente de pressao fﬁ

Cs coeficiente de sustentacao \ {
(@) curva fechada de contorno da regido (T) \ \\\. ,//
c constante leié/
ponto sobre (C)

distancia entre o ponto P e o ponto de integracao
ponto sobre (C)

funcao potencial complexo: pontc sobre (C)

forca de sustentacao

wn

ponto scbie (C) _

densidade complexa de singularidades
ponto sobre (C)

unidade imaginaria (i =v/-1 )
comprimento da curva (C)

corda do perfil

numero de pas da grade circular

niimero de painéis ;

ponto interior ou exterior a regiao (T)
pressao

intensidade da fonte, na origem da grade circular

raio da curvatura

) E=l o) el |as) Hel el S el SO e (1 T o gl o p i et

raios de entrada (r,) e de salda (r,) da grade circular,
no plano ¥

S comprimento de arco; linha ao iongo de (C)

(T) dominio plano simplesmente conexo

t espacamento entre os perfis em grade linear

velocidade (complexa ou componente)

Z variavel complexa (z =x+iy)
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Cara res Gregos

angulo formado pelo cixo x e a tangente ao perfill
angulo de grade; angulo da velocidade Com'relagéo ao ei-
X0 X

fungao potencial de velocidade

REECR )

fungao nucleo (A
constante
contorno do perfil

massa especifica

densidade de vortices ,

circulagao; intensidade do vortice, na origem da gradc
circular 3
variavel complexa (y = rele)

angulo do perfil em grade circular; angulo de ataque

variavel complexa (¢ = £ + in)

Indices Inferiores

grandezas referentes ao ponto de controle

grade elementar genérica ou painel corresnondente
ponto de controle genérico

componente normal

induzidao

componente tangencial

compenente X

componente y

condigoes do escoamento nao perturbado

condicoes a montante da grade
condicoes a jusante da grade

Indices Superiores
conjugado; interior ao perfil

exterior ao perfil

variavel de integracao; derivada
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CAPTTULO 1  NTRODUGAQ

O projeto de turbomaquinas caminha para o desenvolvimen:
to de grupos unitarios de poténcias cada vez mais elevadas, co
caracteristicas hidraulicas mais dificeis de se obter. Isso ¢
traduzido pelo estudo de maquinas de grandes dimensdes e de pe
formances elevadas. A solugdo da maioria dos problemas hidra
licos ou mecanicos exige o conhecimento dos campos de escoame:
tos: através do sistema de aletas fixas de regulagem da maquina
através do sistema de pas do rotor e i saida deste Ultimo.

Até recentemente, os métodos aproximados baseados em te
rias unidimensionais, suplementada’s por resultados experimen
tais, tém, principalmente, sido usados. A teoria unidimensiona

-conduz, porém a resultados bastante restritos, o que leva
necessidade de se encontrar métodos tedricos capazes de permi
tir uma otimizacdo mais rapida dos principais parametros qu
influenciam o escoamento nas turbomaquinas, reservando-se os
dos experimentais para o controle dos resultados.

Tendo em vista as dificuldades de se levar em conta todo
os efeitos do escoamento nas turbomiaquinas de uma vez (atrit
viscoso, turbuléencias, geometriaé complexas, etc.), surge a éq
veniencia de simplificar. A hipotese de escoamento bidimensio
nal, potencial e incompressivel, aparece como uma OpGao natura
fornecendo uma base tedorica mais geral que a teoria unidimensi

nal.

O escoamento através dos sistemas estator e rotor das tu
bomaquinas, se considerado, para efeito de analise bidimensic
nal, podera ser tratado como um escoamento através de grades 1
neares (no caso de turbomaquinas axiais) ou grades circulare:

(no caso de turbomaquinas radiais ou diagonais).

O escoamento no interior de tﬁrboméquinas possibilita ¢
solugdao clissica de dois tipos de problemas: analise das carac
teristicas aerodinamicas decorrentes de uma dada configuragﬁc
geométrica (problema direto), e determinaééo da configuragao gec
métrica adequada para a obtencao de certas caracteristicaz



aerodinamicas pretendidas (problema indireto).

Entre os métodos de formulacao destes vroblemas, desta-
cam-se o método de transformagdo conforme e o método das singu
laridades. No inicio, a aplicagio de ambos foi no estudo do per
fil aerodinamico isolado, tendo sido, posteriormente, estendi-
dos aos casos de perfis em grades lineares e circulares,, repre

sentativas de sistemas estator e rotor de turbomaquinas.

No meéetodo de transformacao conforme, utiliza-se a teoria
da variavel .complexa para obter um mapeamento que transforme a
geometria do problema, cem geral complicada, numa geometria mais
simples pard a qual ja existe solugcao potencial. Uma vez conhe
cida a felagio de transformacao e aplicando-se as condicdes ne
cessdrias, € possivel determinar a solugdo para a geometria ori
ginal.

Em 1931, Theodorsen [1| obteve uma solucdo do problema di
reto para perfis.isolados de formatos arbitrarios. Uma transfor
macao de Joukowski foi usada para mapear o perfil sobre um Gty
culo aproximado; este, por sua vez, foi mapeado sobre um circu
lo exato, usando uma equacao integral que foi resolvida itera-

tivamente.

Garrick |2| propds um método cuja solucdo era baseada na
transformacao de Theodorsen, transformando uma grade de linhas
retas em um circulo. Hall e Thwaites |3, aperfeicoaram o méto
do de Garrick para grades de perfis arbitrarios.

Em 1944 .Mutterperl |4| mapeou a grade arbitraria direta-
mente para a grade de linhas retas, que foi, entao, transforma
da em um circulo. O método de Mutterperl resolve os problemas
direto e indireto somente para perfis de peqﬁena curvatura e
espessura devido a dificuldades de analise no bordo ‘de ataque.

Em um trabalho interessante, Traupcl |S| mapeou o campo
do escoamento em grade sobre uma curva fechada. Os pontos de
uma grade plana infinita sao trazidos sobre um plano finito.
Sao requeridas pelo menos quatro transformacoes. Com o tipo de

curva obtida, Traupel pode usar a formula de Green para: encon
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trar uma equagdao integral que era resolvida por um procedimen
to iterativo. ' : :

- No método das singularidades, utiliza-se uma distribui-
¢ao adequada de fontes, sumidouros e vortices para. se represen
tar o campo de velocidades induzidas pelos obstaculos. Esta
distribuigao pode ser feita sobre a superficie dos obstdculos
ou no interior dos mesmos e deve satisfazer as condicGes de com

tinuidade e de contorno.

O método das singularidades foi desenvolvido por Birnbaum
16|, Glauert |7| e Allan |8|, para perfis de pequena espessura
e curvatura, com bordo de fuga afilado. Katzuff et alii [9| usa
ram a tranformacao Theodorsen para determinar a distribuicao
de pressoes em torno de um perfil isolado. Eles corrigiram a
distribuigdo de pressoes para os efeitos de interfercéncia devi
dos aos outros perfis na grade, usando distribuicoes convenien-
tes de fontes e vortices. Este procedimento iterativo usava ta
belas padronizadas para os efeitos de interferencia e tornou-

-se obsoleto quando os computadores foram introduzidos.

Posteriormente, o método das singularidades foi estendi
do ao estudo de grades lineares. Contribuicdes importantes
se sentido foram dadas por Schlichting [10| e Mellor |11| den
tro do ambito da teoria de perfis delgados.
' No caso- de perfis aerqdinﬁmicos de formato arbitrario,
isolados ou em grades lineares, Martensen |12| tratou o proble
ma através da solugao numérica de uma equagao integral, tendo
como incognita a intensidade de uma distribuicao de vortices no
contorno dos perfis. A equagao integral resultante no mé todo
de Martensen & uma equacdo integral de Fredholm de segunda es
pécie, com niicleo continuo e peridédico, e cujo procedimento nu
mérico para solugdo reduz-se a um somatorio. Segundo essa for
mulagéo, a velocidade no contorno externo dos perfis iguala-se

a propria intensidade dos vortices.

Algumas variantes da técnica usada por Martensen foram
introduzidas por Jacob e Riegels [13| no caso de perfis isola
dos ou segmentados. Posteriormente, Fisher e Inoue [14| esten-
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deram a form acdo de Martensen ao tratamento de grades circu
lares fixas, v.sando ao estudo da intecragao difusor/rotor de
turbocompressores centrifugos.

Visando superar as dificuldades matematicas e aplicar o
método das singularidades na solugao exata do escoamento poten
cial sobre obstaculos de formato arbitrario, Hess e Smith |15]
desenvolveram um método numérico apropriado, referido como -mé
todo dos painéis, motivados principalmente pela crescente dis
ponibilidade de computadores digitais. Segundo este método, a
superficie dos-obstaculos & discretizada em elementos ou pai
néis, sobre os quais se distribuem singuléridades de intensida
de a se determinar, porém de forma conhecida (uniforme, linear,
etc.). Com esse procedimento, as dificuldades numéricas ficam
superadas, e as intensidades das singularidades sao determina
das, resolvendo-se um sistema de equagoes lineares. Cabe sali
entar que o método dos painéis so pode ser eficientemente apli

cado na solugao do problema direto.

Hess e Smith descnvolveram suas técnicas bascadas em dis
tribuigoes de fontes no contorno para o cialculo do escoamento
potencial em tornc de corpos arbitrarios. Adaptacoes destas teéc
nicas para o caso de grades lineares foram feitas por Giesing
|16|. Todavia, no caso de corpos bidimensionais com sustentacio,
torna-se necessario introduzir uma distribuigao de vortices adi
cional. Sendo assim, a formulacao baseada apenas em distribui
. coes de vortices no contorno parece ser mais natural que a for

mulacao baseada em fontes.

Uma técnica de painéis bastante simples e eficaz foi de
senvolvida por Mavriplis |17| para o estudo de escoamento po-
tencial em torno de perfis aerodinamicos isolados ou segmenta-
dos, visando ao desenvolvimento de dispositivos de alta susten
tagdo. A técnica de Mavriplis baseia-se na formulagdo de Mar
tensen. |12].

No Brasil, ja ha algum tempo, tem-se desenvolvido trgba-
lﬁos, usando o método das singularidades, para o calculo do es
coamento potencial em grades. Salomon 118(, por exemplo, apre
sentou uma sistemdtica para a andlise do escoamento em ‘grades
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Circularcs, utilizando uma distribuicgdo Unica de vértices so-
bre o contorno da pa. O estudo foi generalizado para os casos
de pas infinitamente finas ou com espessura finita, nroblema di
reto ou indireto, um ou varios estagios, com sistema diretor ou
nao. Porém, as aplicacGes ficaram restritas ao problema direto
de grades isoladas com pds infinitamente finas, dec tragado lo

-

garitmico.

Henn [19| estudou a influéncia do nimero finito de pas
nas turbomaquinas radiais, usando o método das singularidades.
Baseou-se no trabalho de Salomon |18|, considerando pas infini

tamente finas de tracado logaritmico.

Seguindo sugestoes do trabalho de Salomon |18|, Ferreira
| 20| atacou o problema indireto em turbomaquinas geradoras ra
diais, considerando somente o caso de pas infinitamente . finas
e, através de alguns exemplos, obteve formas de pas bastante pro

ximas a forma logaritmica.

Fernandes |[21| determinou, através do método das singuila
ridades, a solucao do escoamento potencial para uma familia de
perfis, combinados de forma a constituir grades de turbomégui
nas axiais, usando a teoria dos perfis delgados. Preocupou-se
em analisar e estabelecer critérios de dimensionamento para a
geometria das grades. Os resultados foram reunidos na forma de
tabelas e de diagramas, cobrindo as diversas possibilidades de
geometria, e comparados com resultados obtidos experimentalmen
te. ' '

No trabalho de Castro |22]|, o método das singularidades
€ aplicado as grades lineares para a avaliacao de come os para
metros geométricos da grade e o tipo do perfil escolhido influ
em no comportamento aerodinamico da mesma. 0 estudo utiliza a
teoria dos perfis delgados e os resultados obtidos sao compara
dos com resultados encontrados na literatura.

Manzanares [23| propos um método para a solugao do escoa
mento potencial através de grades circulares méveis, com pas in
finitamente finas, conhecida sua geometria. A formulagao foi
efetuada segundo o modelo classico das singularidades e a solu
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cao obtida através do método dos painéis, o que permitiu supe
rar as dificuldades numéricas de outros métodos. Algumas compa
ragoes com outros resultados tedéricos e experimentais foram
efetuadas.

Procurando estabelecer um critério de dimensionamento de
turbomaquinas axiais, De La Fuente [24| usou a teoria dos per
fis delgados para obter a solucao do escoamento potencial em
grades lineares e, posteriormentc, obteve uma aproximacao entre
os resultados numéricos e experimentais, considerando uma cor

recdo no arqucamento do perfil.

Com base no método dos painéis, Negrao |25| analisou o
escoamento potencial em grades lineares. A anilise foi feita
para perfis NACA da seérie 65 e os resultados obtidos foram com
parados com aqueles obtidos por Castro |[22].

No presente trabalho, propoe-se a descricao de uma técni
ca de painéis para.a solucao do escoamento potencial em torno
de perfis aerodindmicos isolados e dispostos em grades linea-
res e circulares. A técnica & semelhante a de Mavriplis [17] ,

apoiando-se também na formulacao de Martensen |12].

No capitulo 2, € desenvolvida a formulacao, com base nc
método das singularidades, para permitir o calculo das caracte
risticas aerodinamicas decorrentes do escoamento em perfis ae-
rodinamicos isolados e em grades. No capitulo 3, sera propos
to um procedimento para a solugdo do problema direto do escoa-
mento potencial, baseado no método dos painéis, visando a ela-
boragdo de um programa computacional. No capitulo 4, apresen-
tam-se alguns resultados numéricos obtidos para a distribuigao
de velocidades ou de pressdes sobre os perfis em comparacao
com outros métodos e com resultados experimentais encontrados
na literatura. Sdo apresentados, também, resultados numéricos
mostrando a influéncia, no método, de alguns parametros, tais
como: o numero de painéis escolhido e a correcdo devido & cur
vatura do perfil. Finalmente, no capitulo 5, conclusdes e su
gestdes sao apresentadas. Pode-se adiantar que, a técnica de
painéis baseada em distribuicdo de vortices apresentada neste
trabalho, & uma ferramenta versatil para analise do escoamento



07

potencial em perfis aerodinamicos isolados e em grades de tur-
bomaquinas. Como uma vantagem dessa formulagdo, destaca-se 0 .
fato de que a veclocidade no contorno externo dos perfis iguala

-s¢ a propria intensidade da distribuicdo de vortices.
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CAPITULO 2 - FORMULACKO DO PROBLEMA

C obietivo deste capitule & desenvolver a formulacao nec
cessaria para permitir o calculo de algumas caracteristicas ae
rodinimicas decorrentes do cscoamento em perfis aerodinamicos

isolados e em grades lineares e circulares.

Devido a complexidade desse escoamento, serd utilizada a
hipotese de escoamento bidimensional, potencial e incompressi-

vel . L

0 calculo do cscoamento em perfis acrodinimicos isolados,
conforme sera mostrado na seqiiencia da formulacdo, &€ um caso
particular do escoamento em grades lineares, quando o espaga
mento entre os perfis tende para o infinito. Também sera mostra
do que o calculo do escoamento no plano de uma grade circular,
pode ser feito no plano de uma grade linear através de uma :
transformacac conforme adequada. Sendo assim, para efeito ¢

simplificacao, apresentar-se-a a formulagdo completa apenas pa

ra o caso do escoamento em grades lineares.

A formulagac adotada para o calculo do escoamento poten-
cial incompressivel em grades lineares de perfis aerodinamicos
tem como base o método das singularidades. As velccidades indu
zidas pela grade sio representadas por distribuicdes de vorti-
ces no contorno dos perfis, segundo a furmulacao classica ~ de

Marctensen |12

No primeiro item deste capitulo, sera apresentado um re
sumo da formulacao de Martensen |12], seguindo a linha apresen
tada nos trabalhos de Nyiri |26| e Eremeef |27|. A formulacio

detalhada cncontra-se no apéndice A, para referéncia.

2.1. Formulacao do escoamento potencial em grades lineares

Considere-se a Figura 2.1., onde esta representado um es
quema de uma grade linear infihita no plano z = x + iy, com es
pagamento ‘'t entre os perfis aerodinamicos de corda 1, dispostos

com um angulo B em relacdo ao eixo x, bem como o diagrama de
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velocidades correspondente.

+ 00O

T/2¢t

Figura 2.1. - Esquema de uma grade linear e diagrama de veloci
dades.

O escoamento potencial incompressivel através da grade
satisfaz a equagdo de Laplace para o potencial -¢, sujeita as

condigoes de contorno e de infinito:

dominic exterior: Vg =0 , @250

) -+ >
ccntorno exterior: W —oain "=EE0RS - 2222
# S = : . - -> . =
infinito a montante: lim W = W, |, (2.3)
X+=-0c

o g ! T = : = -3 e
infinito a jusante: 1im W = W, . (2.4)

5 X++oo &

Nas equagdes anteriores, ﬁ ?'$¢_é a velocidade do escoa-
mento,_ﬁ; e ﬁz sao, respectivamente, as velocidades a montante
e a jusante da grade e n g o versor normal, direcionado para fo
ra do perfil. ' : :

Mostra-se, no apéndice A, que a necessidade do escéamento
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potencial em grades lineares satisfazer a equagao de Laplace,

sujeita as cond1g0us de contorno e de infinito apresentadas, le
va ao fato de que o campo de velocidades do escoamento pomaser
obtido pela solugdo de uma das equagoes integrais do tipo Fre
dholm: e

W_ (%) | ’
S 1 :
- = (W coSRoRLRIVINR S enifon) IEcR=—= W (03D W ((20) " (2.5)
2 X oay 21 ) I S

= (W sen @ - W, cos ) + _(é(n) 1162 W (g") ds' (2.6)

onde, Ws(c') ¢ a velocidade tangencial ‘externa ao contorno do
perfil; ¢ € um ponto genérico sobre o contorno do prerRsEatil AI e
ATl sao fungoes nicleo, definidas pelas equagdes (A.43)e 0\44)
respectivamente. me e W sao as ,componentes da velocidade W

coy £
dada pela média vetorial de W, e Wz, isto e,

+> e f ‘
ﬁm St SRV e 2
2

‘Introduzindo a circulacdio I'p, sobre o contorno do perfil,
Iy = é W, ds , i 3 (2.8)
y (x)

demonstra-se, com a equacao (2.7f e as equagoes (A.32) e (A.33)

do apéndice A, que

B We Eles _ZL/E : (2.9)
t.
e.
> -+ ->
L = U ZiBg] (2.10)
2t :

- —_ Tendo em vista desenvolvimentos futuros, € conveniente in
troduzir a segu1nte notacgao complexa para as equagoes (2.9) e
(2005

e

Wik awike qea R Sing: vpes B @)
s 2t

\
Ty ,f
N /



el

e
3 i ; i ‘
W, =w, - i —B- - (7,12
AUt
: |
onde W = wx + i&%,, com 1 representando a unidade iméginéria
(i = /1) .

As equacoes (2.6) e (2.5) sdo equagdes integrais do tipo
Fredholm de primeira e segunda espécie, respectivamente. A equa
gao (2.6) pode ser interpretada no contexto da condicao de con
torno (2.2), ado passo que a equacgao (2.5) decorre do fato do
campo de velocidades internc ao perfil defer, obrigatoriamente,
ser nulo, conforme se mostra no apéndice A. Logo, a condigao

s . . > e .
dominio interior: W . s =0 (75 1L E))

Ll - - _)' -
e necessaria, sendo s o versor tangente ao perfil.

Neste trabalho, sera usada a equacgido de segunda espécie,
uma vez que o nicleo A, dessa equagao € limitado, quando o
ponto de integracdo z' tende para o ponto de calculo Z, o que
niao ocorre com o nucleo A1 da equacdo de primeira especie (Z.

6), que, neste caso, € singular (vide apendice B).

A formulacao resumida anteriormente e detalhada no apen-
dice A, pode ser recuperada, de maneira relativamente simples,
‘utilizando distribuigGes de vortices no contorno dos perfis da
grade para gerar um campo de velocidade de perturbacao sobre o
campo de velocidade uniforme Wm, assumindo as coﬁaigaes de con
torno expressas pelas equagoes (2.2) e (2.13). Isso sera mos

trado a seguir.

2.2. Formulacao do escoamento potencial em grades lineares por

meio de distribuicao de vortices

Considere-se a Figura 2.2 onde se representa - uma grade
infinita, no plano z = x '+ iy, composta de perfis de formato
arbitrario, idénticos, de corda 1, com espacamento t constante.
O problema que se apresenta no momento coﬁsiste em se determi

nar o campo de velocidades induzidas por distribuigdes continuas
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de vortices, representando os perfis da grade, dispostos sobre
0 contorno dos mesmos.

v q

74

: . §
(o] / > X, f
/ zr X tiy
l o +
/ l Bape
.1—_5_'-1
-
Figura 2.2. - Esquema de uma grade linear e detalhe do perfil

de referencia.

O potencial complexo devido a uma distribuicao de vorti-

ces sobre o elemento ds, no ponto % do plano complexo z (vide
referéncia |28|), & dado por

dE, (z) = 3 Iiiéléii 1n(z-ck)' | (2.14)
| 5 |

O campo de velocidades conjugadas induzidas devido a este ele
mento € representado por

d|dF, (z) ; ; '

diWp, (z) =
. dz Zw(z—ck)
Da Figura 2.2 € valido escrever que
ck =r + ikt : kit =0, ] ) S SR o (2.16)
e
dsh= dz eFi%s e (2.17)

sendo ¢ um ponto genérico sobre o perfil de referencia e a=a(s)
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el angullo fonmadofpello et ia tangente ao perfil no ponto
t. Com as relacoes (£616) @°(Z.07) ne equacao (2.15) obtém-se,

dlip(z) = LA i | (2.18)
G A ZW(Z—Q'—ikt)

Levando-se em conta a contribuicdo de todos os elementos

de uma mesma linha £' = cte., pode-se escrever
5B o e—ia +oo 1
dWp(z) = .2 dWp, (z) =i i) G = (2.19)
k=- : 2t k=- -Ef(z—C“—ikt)

Observa-se, na referéncia ]ZQI, que o somatério representado na
equagao (2.19) corresponde ao desenvolvimento em série da fun
cao cotgh [n/t (z=g")]. Togo),

=1

ST ‘ I
diWp(z) = i = vilz) de' ScoiEgh [JL (2~C)J /{ (2.2
2t t

-

Ao se trabalhar com a equacdao (2.20) o efeito de interferéncia
da grade ja estd incluido, sendo suficiente concentrar a anali

se sobre o perfil de refereéncia k = 0.

. - “ - - — - - - — - -
Adicionarn  -se a contribuig3o da distribuicdo de vértices
sobre todo o contorno (x) do perfil, tem-se o campo de veloci-

dades conjugadas induzidas pela grade expresso por

-iq

Wp(z) =i &— ¢ (£ Alz,2) _ @2

; J 2m K) ;
C_Om

NEhc = cotgh = (z=c") : . — (% 27)

t t =

O campo de velocidade total W & obtido.pela superposicao
do campo de velocidade uniforme W, e do campo de velocidade in
duzida Wp, ou seja, :

-iox
e

W(z) = W_ +Wp(z) =W+ i é( VED 2@ & (2.23)
& K : A

2t
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Quando o ponto z de cilculo tende para um ponto Z genéri

" co sobre o contorno do- perfil, a aplicagdo das formulas de Pille!
melj (ver referéncia [30]) i 1ntenral da equacgdo (2.23) conduz

i " Lok i ;
Wiy =W, e XE) . ;e é G NG R Y (2.824)
2 2t (k) 735

onde W' e W~ sdo os valores limites obtidos, quando o ponto z
tende para o ponto ¢ pelo exterior ou pelo interiox dol perfil,
respectivamente. A integral sobre o contorno (k) passa a ser
interpretada no sentido de Cauchy, isto &, elimina-se o ponto
£ = ¢' no calculo da integral.

De acordo com a Figura 2.2, a velocidade conjugada pode
Ser expressa pcelas componentes tangencial,_ws, € normal , Wn,ao

contorno do perfil, .
W(z) = (I wn)e"la 3 (2.25]

As condigoes de que a velocidade tangencial interna e a
velocidade normal externa ao perfil sdo nulas, podem ser expres

sas como

@2526 5a)

I
o

Re {ﬁ'(g)eiaJ

(2.26.b)

]
o

Im [W*(c) eiaJ

respectivamente. Levando as equacoes (2.24) nas equacoes (2.26.a)
e (2.26.b) e desenvolvendo, resultam as seguintes equagoes inte-

grais

i) S (W, cosa+ W sena) + =@ Ap(.zt) y(z') ds' (2.27)
=y 2 % 2w : ;
e

= (me sena- W cos o) + —l—gg AII(C,C') y(z') ds' (2.28)
y 2m (k) :
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onde
Ar(e,2') = - R(z,2') sena- J(z,5') cosa : (2.29.a)
A (&.2') = R(z,8') cosa- J(z,2') sena |, S (229%b)
T senhg%[(g-a') : :
WEaz") = e[k(ac'ﬂ = — (2.29.c)
£ cosh——(E =5") cos——(n n')
e
- Sengg(n-n')
J(.t') = m[Mcxﬁ]=—~ 5 (2 2856
t

2m 2T
Gh=== —{Z U= A -1 "
co - (E-£') -cos = (n-n")

Comparando as equagées (2.27) e (2.28) com as equacoes
(A.45) e (A.46) obtidas no apéndice A, para o campo de veloc1—

dades do escoamento potencial em grades lineares, conclui-se
que -

TSR (z) e, @550)
ou seja, a intensidade da distribuigido de vortices representa-
tiva do perfil € igual a velocidade tangencial no -contorno ex
terno do mesmo, o que representa uma vantagem da formulacao ba
seada em distribuicdes de vérticeg sobre o contorno dos perfis,
proposta por Martensen [12|, pois, uma vez determinada a inten
sidade dessas distribuicdes, obtém-se, diretamente, as distribui
coes de velocidades sobre o contorno dos perfis.

Pela formulacao de Martensen |12], obter a solugao do es
coamento pela equacao integral do tipo Fredholm de seaunda es
peC1e ‘definida em (2.5), que € a proposta do presente traba-.
1ho, é equivalente a solucionar a equagao (2.27), obtida quan-
do se considera a velocidade tangenc1a1 interna ao perfil nula,
lembrando que a intensidade da dlStleUlcaO de vortices e 1gual
a velocidade tangencial no contorno .do perfil. Da mesma forma,
a equagao de primeira espécie (2.6) & equ1valente a equacao
@252:8)% :
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: Nessa formulacao as distribuicdes de vortices perturbam
© escoamento uniforme W  dado pela média aritmética entre W, @
W,. Logo, W pode ser chamadec de campo basico do escoamento po
tencial em grades lineares. As QUEEEES (2o & (Z.112), weils
cionando o desvio ocasionado pecla grade ¢ a circulagdo em tor
no de um perfil, podem ser recuperadas impondo os limites x~+ =
nascquacaom (2552 3™ ; i

As observacoes anteriores ganham relevancia no ovresente
trabalho, pelo fato de que a técnica a ser usada no capitulo
seguinte, para’ a solugao numérica do escoamento notencial em
grade linear, €& baseada nas distribuicdes de vortices para €

presentar os perfisi

2.3. Formulacao para perfis aerodinamicos isolados

O estudo do escoamento em um perfil aerodinamico isolado
€ um caso particular do escoamento em grade linear, quéndo 0
espagamentd t enkre os perfis tende para o infinito. Nesse ca
so, -obtem-se das equagces (2.11) e (2.12). com t > =ic circula
cao I'p limitada, que

W, = W, =W. 4 (2.31°
ou seja, nao ha desvio no escoamento apds o perfil.

A formulacao do escoamento-ﬁotenc1al por meio de diétri
buigcdo de vortices, proposta no presente trabalho, pode ser
aplicada para o caso do perfil isolado, bastando para isso es
tabelecer a nova expressao para a funcao nicleo A(z,z), defini
da na equagao (2.22), para o espacamento t tendendo para o in
finito. Calculando o limite da equacao (2.22), com t » », en-
contra-se i

NEE) = — : : (2.32)
(z-2) :

Com a condigcao (2.31) e levando a equacdo (2.32) na equa
g¢ao integral (2.23), a formulacdao apresentada neste cavitulo '
torna-se valida para o escoamento em um perfil aerodinamico iso

lado.
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2.4. Tormulagdo para grades circulares fixas

Considere-se a Figura 2.3, onde esti representado um es
quema de uma grade circular fixa no plano X = reio. Para fins
de formulacgao e exemplificacao sera considerado o caso de uma
grade difusora com raio de entrada (interno) r, e raio de sai-
da (externo) r,, formada por N perfis aerodindmicos de formato
arbitrario, idénticos, iguaimente espagados e identicamente '

orientados.
00 W -
A A
B
A
>\x
=00
PLANO FisICO PLANO TRANSFORMADO
X * rgi® zaxtly
Figura 2.3. - Plano fisico da grade circular e plano transfor-

mado da grade linear.

Através -da seguinte transformacdo conforme introduzida '

por Konig |31!,

0] L RO _ , (2238)
2m T, . ‘
a grade circular no -plano X € transformada numa grade linear

infinita no plano z = x + iy com espagamento unitario entre os
perfis transformados, de acordo com a Figura 2.3. Linhas r=cte
e 8 = cte. no plano X sao transformadas em linhas x = cte. e
y = cte., respectivamente, no plano z. Tem-se também que
z(r,) =0, lim x = - , 1im x = +o , (2.34)
{0 >+ g ;
Dessa forma, o estudo do escoamento votencial do plano X

pode ser feito no plano z, considerando-se a relacao de trans-

-
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formagao entrec as respectivas velocidades comnlexas conjugadas:

= Rl = N
X “ Gl R

oy @2:555)

0 escoamento basico do plano X & dado pela combinacao de
uma fonte de intensidade Q e um vértice de intensidadé T na ori
gem da grade circular, simulando a vazio e a pré-circulacgao,
respectivamente. De acordo com a equacdo (2.35), a velocidade
complexa conjugada do escoamento basico no plano X,

TRRENE S O B 1N | (2.36)

transforma-se numa velocidade uniforme-no plano z, anterior a

grade (x-=+ -=):

Fate 2l ttanl se ' @)

5 N N

A relaczo entre o angulo B, do escoamento de anroximacac
na grade linear e os parametros cinemdticos da grade circular

é dada por

tg B, =L g : . ; (2.38)

o

Utilizando-se da transformagﬁp que acaba de ser apresen

tada, as analises do escoamento no'plano da grade circular po

“derao ser feitas no plano da grade linear, sabendo-se que as

equracoes (2.33), (2.35) ‘e (2.38)ise encarregam de efetuar as

necessarias correspondéncias entre geometrias, escoamentos e
parametros cinematicos, respectivamente. '
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CAPITULO 3 - SOLUGCAO NUMERICA

No capitulo anterior foi apresentada a formulagdo para ¢
problema direto do ¢scoamento potencial em grades lineares po:
meio de distribuigbes de vortices. Verificam-se dificuldades n
meéricas no método utilizado para o calculo da integral represe:
tativa do campo de velocidades induzidas.

Visando superar as referidas dificuldades numéricas e to
nar o calculo menos trabalhoso, serd proposto neste capitulc
um procedimento alternativo para a solucao do problema diret:
do escoamento potencial em grades lineares. Esse procedimento
baseia-se num método conhecido como Método dos Painéis. Usand
-se esse método, o problema sera colocado na forma de um sist.
.ma de equagoes lineares algébricas, tendo por incognitas os v
lores da densidade de vortices.

Neste capitulo, ainda, procurar-se-a desenvolver as
goes de forma a facilitar a implantacao de um programa conpu.
cional para a solugao do problema. Serao discutidos alguns a:
pectos importantes relacionados com o desenvolvimento deste pr¢

grama.

3.1. Algumas caracteristicas do método dos painéis

Torna-se conveniente, antes de aplicar-se o método do.
painéis na solugao do campo de velocidades induzidas por um:
grade linear, discutir algumas caracteristicas proprias do m¢
toco, tendo em vista que o mesmo pode ser aplicado na solugac
do escoamento potencial em torno de corpos de formato arbitra-
rio.

Sendo assim, considere na Figura 3.1 um corpo de formatc
arbitrario, sobre o qual se deseja conhecer o escoamento poter
‘cial devido a uma corrente inicial uniforme (W_). Segundo o m¢
todo dos paingis, divide-se a superficie do corpo em n elemer
tos de superficie, ou painéis, de forma genérica. Sobre cad:
pa1nel j ~admite-se a existencia- de _uma distribuicao de singu-
1ar1dade=(§£)pertubando 0 escoamento G = 1,2,...,n). - A form:
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desta distribuicdo € fixada: uniforme, linear, etc. Admita-se
que a mesma seja uniforme. Desta forma, a velocidaile induzida
num certo ponto do escoamento & dada pela soma das contribui
¢coes de cada painel, combinando-se 1linecarmente as intensidades

(oF & o

DJ‘

A To
e

Figura 3.1. - Idéia do método dos painéis: aproximacdo do cor-

po por meio de elementos de superficie (painéis).

Se em cada painel k for escolhido um determinado ponto de con
trole k, a velocidade induzida nesse ponto devido ao conjuﬁto
de painéis j pode ser escrita na forma de
n ; RN
ka =0T e\ KaSuils 32 oo oersmins ; (351
onde Ak* sao coeficientes numéricos que dependem do tipo de sin
gularidade empregada, das distancias entre os pontos de contro

le e da geometria do obstaculo, podendo ser calculados imedia

tamente quando se trata do problema direto.

Combinando a velocidade induzida no ponto de controle k,
dada pela equacgao (3.1), com a velocidade do escoamento nao per
tubado W_, e impondo a condigdo de contorno aos n pontos de con
trole, resulta um sistema de equagoes lineares n X n, cujas in
cognitas sdao os valores das distribuicdes de singularidades oo
Resolvendo-se o sistema, determinam-se os valores g._, podendé
-se calcular diretamente as velocidades nos pontos ae controlg
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atraves da equagdo (3.1). Em seguida, é possivel determinar a
pressaoc nos mesmos pontos, segundo a equagdo de Bernoulli.

As grandes vantagens do método dos painéis sao a simpli-
c1dade conceitual e a facilidade de adaptacdo a casos bastantes
gerais. Além do mais, o método pode ser considerado exato, uma
vez que a qualidade numérica dos resultados ira depender apenas
da adogao de alguns critérios e nio de simplificagoes que se
fagcam nas equacGes que regem o escoamento potencial. Os crite-
rios citados dizem respeito a

- nimero, distribuicdo e forma dos palnels

- tipo de 51nqular1dade empregada;

- escolha dos pontos de controle.

Por outro lado, o método dos painéis sé pode ser eficientemen-
te aplicado na solugado do problema direto.

Hess e Smith contribuiram decisivamente para o desenvol-
vimento do método dos painéis. Na referéncia |15| apresentan
um sumirio da aplicacao do método na solugao do escoamento p:
tencial para diversos casos de interesse: corpes tridimensio-
nais, aerofolios, hidrofolios, grades axiais, entradas de ar,
etc. O método de Hess e Smith, contudo, baseia-se em distribui
coes de fontes sobre o contorno.

Uma técnica de painéis, orientada para a utilizacao da
formulacao de Martensen [12|, isto €, para a utilizagao de vor
tices no contorno, foi desenvolvida por Mavriplis |17 visando
a anilise de escoamento poténcial sobre corpos bidimensionais
isolados ou segmentados. Nos itens seguintes, sera mostrado co
mo a técnica de Mavriplis pode ser aplicada no caso de grades

lineares.

3.2. Campo de velocidades 1ndu21das por uma grade 11near‘segun—

do 0 metodo dos painéis

Neste item sera apresénfadd o pfocédimento que se adotou,
com base no método dos painéis para o tratamento numéricoc de
uma parte importante do problema formulado no capitulo ananor
ou seja, a determinagao do campo de vcloc1dades induzidas por
uma grade linear de perfis aerodinamicos.

-
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Considere-se, na Figura 3.2, um certo perfil de referen-
cia (p=0) de uma grade linear infinita no plano z. O e5pa§amenl
to entre os pcrfis € igual a uma constante t. Seguindo a alstg
matica do método dos painéis, sao escolhidos n+1 pontos, intlﬁ
indo o bordo de fuga, sobre o contorno deste el die referén
cia (p=0), e¢-um poligono de n.lados - painéis - € formado pela
uniao destes pontos. Cada painel j, definido pelos pontos é;:
tremqs:zj e 7J+1 (j=1,2,...,n), € considerado como suporté"de
uma distribuicao uniforme de vortices de sentido horario e de
intensidade Yj' Deve-se observar que a numeracao adotada cres-
ce no sentido em que o dominio interior do perfil fica sempre

a direita. Considerando-sc o mesmo procedimento em relacao aos

demaisiaperfis. (p=tl, +2 05 toliEansias grades de palnelsiy
formadas. Em cada painel do perfil- de Teferéncia (p=0); toma-se
o ponto medio Zcj - ponto de controle - para efeito da aplica-

¢ao da condigao de contorno a ser realizada posteriormente.

.yL

242, Bordo de fuga :
st

4+ POMTO EXTREMO ® PONTO OZ CONTROLE

.

Figura 3.2. - Discretizagdo em painéis de um perfil aerodinami

co da grade linear.

A velocidade complexa conjugada induzida pela oradéfjﬁe
painéis j\'sobre o ponto de controle ch, conforme G1e51ng ]16L

€ dada por ‘ ; =

&iTar

i 2 : . | =y . = Senh [ (zCk 73 )} : 2
o ;i Chi J g
e, Wp Z =l Y In -
— J( Ck) YJ 2r vl
,senh —t- (ch = Zj+1)

Tomando o conjugado da equagao (3 2) obtém-se, de wuma
forma resumida que

-
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=l

lgglEedis Mg vy | (3.3)
onde
g e
e_, ic"-j Se“.h ll:—t—' (ch = Zj)l
AL, = 1-=-—— 1n x W
kj 21 ; ( )

m .
scnh {Eﬂ (zckf'zj+1)}

OF coefichientsc Akj nao ¢ univocamente determinado para k=
j, pois, neste casc, como Zck =(zi-+zj+l)/2, a equacgao (3.4) fi
ca ; ; |

-lak . -iok

Ao=i & an(-1) =i & apfetl@mIn] S
kk : .
2m - 21 ;
Para o problema fisico, porém interessa somente o caso m = 0,
que fornece
-lak - ~1og -1
Ao =1 g 1n(ei1wj =4 £ — (xim) = 2LE e s : (3
kk 2

2T 2T

Na equagao (3.6), pela convenciao adotada para: - a numerg
cao dos pontos, o sinal positivo se refere sempre ao dominio
exterior ao perfil e o sinal negativo ao dominio interior. Ve
rifica-se, assim, que a inaugao que um painel exerce sobre o
seu proprio ponto de controle & responsavel por uma descontinui
.dade no valor da velocidade e, portanto, no valor da pressao
sobre o painel. Tal descontinuidade ¢ uma caracteristica de to
da distribuicdo de viOrtices, e € a representacdo matematica do

desequilibrio que ocorre em problemas deste tipo.

Observa-se também que para os casos em que j # k, o va
lor dc'Akj na equagao (3.4) & univocamente determinado, nao con

tribuindo para o efeito de descontinuidade.

A velocidade complexa total induzida pela grade linear
sobre o ponto de controle zcy & dada pela superposicao das con
tribuigcoes de todas ‘as grades elementares, ou scja

WP(ZC}() = WPJ'(ZC};) = Akj Yj : ‘ (3.7)

el J

o115
=

no~3
]
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Observa-se que a equacao (3.7) fornece o valor de WPQ%kJ
em funcao dos valores de Yj; em principio desconhecidos. A de
terminacdo de Yj 50 pode ser feita apos a imposicdo da condi
cao de contorno para o escoamento sobre os pontos de controle
do perfil de referéncia, o que serd feito a seguir.

5.3. Condicao de contorno para o escoamento sobre os pontos de
controle do perfil de referéncia

Para o ponto de controle Zck> @ velocidade total do esco
amento pode -ser definida em funcdo das componentes tangencial
¢ normal ao paincl. Denominando-se a componente tangencial por
WS(zCk){ a componente normal por Wn(zck) ¢ considerando a Figu
ra 3.2, escreve-se que :

: 1 =
W(zcy) = [WS(:Ck) + i wn(zck)] e s B28)
de onde obtém-se 7
R -io : ' A
W, (28;)s = Re {e k W[zck)] (3.9.a)
_iu &
Wz ey )l =" [e k W(zck)] (3.9.b)

Conforme citado no capitulo anterior, a condicao de con
torno para o escoamento, quando Qe_usa a formulacdo classica de
Martensen leI, € expressa pela imposigcao de que a componénte

tangencial da velocidade total no contorno interior do perfil
”sejaxnula. Aplicando-se esta condicao de contorno, para o pon
te de controle zc¢y, em cada painel do perfil de referéncia, ob-
tem-se

W_(zck) = Re [e"lak w‘(zck)] SR (3.10)

onde W_(zCk) ¢ a velocidade complexa total do escoamento calcu
lada sobre o contorno interior do perfil. Esta velocidade @& ob
tida pela superposicao do escoamento basico W_ e do escoamento
induzido Wp(zcy). Assim, da equacdo (3.10), tem-se

-la
Re (e k [

W+ Wﬁ(ch)} —HOA SRR im0
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E de interesse, neste trabalho, expressar a velocidade do

- escoamento basico W_ em funcdo da velocidade de ap10x1magao W,.

Para isso, fazendo uso da equagao (2.11) encontra-se

S L7

2t ( )

A circulagdo ao redor do perfil, dada DOT

By = é yds , (5.15)
(k)

pode ser aproximada, no método dos painéis, pela expressao
n 3 !
St s TR : (3.14)

onde, Asj = !Zj+1 - z.| & o comprimento do painel j no perfil
de referéencia.

Substituindo as equagdes (3.7), (3.12) e’ (3.14) na equa
cdo (3.11) resulta que, ’
As. n

n
T e L Kkj)J=0,'k=l,2,..,n, (3.15)

Re e_mk(w1 =4
j=1. I SETE )

Reagrupando tem-se,

n i il As. s e -
L Re {e mk(Akj ol )]YJ. = Refel ) kolho e G
I .2t (3.16)

Referindo-se a analise feita por Martensen |12] a respei
to da existencia de solugGes para o tipo,de equacao integral de
Fredholm de segunda espécie, da qual o sistema de equagaes 5%
neares (3.16) e uma forma discrctizada, verifica-se qué uma so
lugdo tnica s so pode ser obtida mediante uma condicgio supie—
mentar sobre o campo de escoamento.

No presente trabalho, tal condigao sera representada pe
la adicao arbitraria de uma constante k, diferente de ZELoLne
segundo membro da equacdo (3.16). Essa constante pode ser en-

tendida como um erro uniforme nccessariamente imposto sobre a
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coendicao de contorno do problema, isto é, deve-se admitir que
as velocidades no contorno 1ntcr10r do perfil ndo serdo real-
mente nulas, mas iguails a um valor k diferente de zero. Finalmen

te, o sistcma de equacgoes (3.16) é reescrito na seguinte forma’
compacta:

n .
'51 Bkj Yj = bk L R i . (&334 7)

J§

onde,

) e, { ASi .
Bkj = Re'{ e t Kj (zck)- o , (3.18?
e .....
-1C1 . :
bk = -Re (e k Wl)+'K ; (3.19)

Os coeficientes de influéncia Bkj dependem apenas da geg
metria da grade. E importante salientar que, no caso j=k, a X

pressac do coeficiente de influéncia fica

- As
S L lOtk(i L

2% 2t

B =

Kk ) . (3.20)

O sinal negativo no termo 1/2 do segundo membro decorre da equa
cao (3.6), quando se considera o dominio interior dv perfil,

conforme se exige na condigcao de contorno.

3.4. Correcao devido a curvatura do perfil

Pela aplicacao do método dos painéis, o merfil aerodina-
mico & aproximado por um poligono formado por painéis. = Neste
trabalho, utilizam-se painéis retos, que sao suportes de uma dis
tr1bu1gao uniforme de 51nnular1dades. Para incrementar a preci
sao dos resultados para um mesmo nimero e distribuicao de pai
neis, podmwse usar painéis curvos e/ou distribuigoes de singu-
laridades de ordem mais alta. Porém, uma alternativa 51mp1es e
eficiente, & a introducao de uma correcdo para levar em conta
o efeito da curvatura do perfil, como Sugqrem os trabalhos de
Wilkinson |[32|, Lewis |33]| e Mavriplis |17]|. Essa correcio, ado
tada neste trabalho & feita nos coeficientes de infhéanink,

-
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alterando a equagdo (3.20) para

_‘., As, ek,
B =—i-—Re C‘l&}\ i_.wk +l }‘l

2 2t 4ar

K=o (55, 201)

-~
-
|

onde Aak ¢ o angulo de curvatura  subentendido nelo perfil en
tre os pontos extremos do painel k (vide Figura 3.2). 0 sinal

positivo & para um elementc convexo ¢ o negativo nara um elemen
to concavo.

No procedimento numérico elaborado no presente trabalho,
o calculo de Acty e efetuado, de mancira aproximada, a partir
de uma interpolagao quadratica entre as inclinagoes dos paineis
k-1, k e k+1. Para os painéis k=1 e k=n as corrégées correspor
dentes sao efetuadas por meio de uma extrapolagao linear dac
corregoes adjacentes. Dessa forma, o calculo dos coeficientes
de influéncia Bkj fica na dependéncia exclusiva dos pontos e:

tremos z, (k=1,2,...,n,n+1, com Z =Zﬁ+1) dos painéis.

No apendice B, ao se analisar o comportamento dos nucleo:
das equacoes integrais de Fredholm, referentes ao problema tra
tado neste trabalho, constata-se a validade do termo de corre-
¢do |Aoy |/4m na equacdo (3.21).

3.5. Solucao do sistema de equacées lineares

A formulacao apresentada nos itens anteriores mostra quc
dada a geometria de uma cérta grade linear, isto e, formato dc
perfil e espagamento t, o escoamento potencial referente a es
ta geometria, para uma dada condicdo de escoamento de aproxima
cao W,, pode ser determinado através da solucao do sistema de
equagoes (3.17), submetido a uma condigao suplementar conveni-
ente. Em outras palavras, com os coeficientes de influéncia Bkj
e os valores bk do vetor segundo membro determinados, temos n
equagoes (3.17) que, juntamente com a condicao suplementar (ad
fﬁtida como uma combinagao linear dos Qj), formam um sistema de
n+l equagées lineares algébricas -nas n+l incognitas VaoVhno00s

¢ K.
Yn

Para evitar a solugao repetida do sistema de equagoes pa
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ra cada situacao de escoamento W que sc deseje analisar no ca
so de uma mesma geometria de grade, € conveniente determinar
certas solucoes basicas do siﬁtcma de equagoes (3.17) e escre
ver a solugao genérica como uma superposicao dessas solugaeé.
Conforme a sugestao de Mavriplis |17], serdo utilizadas, neste
trabalho, as trés solucoes basicas seguintes:

.

1) escoamento com anguio de ataque zero grau dado nor:

= 0 = =
BE =R VAR B = RN (S22 5)

Z2) escoamento com dangulo de ataque noventa graus dado por:

B =807, i = aE | (352295

3) escoamento puramente circulatorio dado por:
]Wll S0 0T e = RN S ‘ (3T

A distribuigao de vortices total Yj’ que é.igual 'a  pre
pria velocidade tangencial no contorno externo, sera obtida, pa
ra qualque: escoamento, pela combinacdo linear das trés solu-
goes basicas escolhidas. Portanto,

N
\
/

IS 5
s |W, | cos B, Y§ + W, sen 8, yJ’?“ B (318258

Neste ponto, introduz-se a condigio suplementar ja refe-
rida, ficando a constante c, determinada. No caso de.perfis ac
rodinamicos, em geral se aplica a condigao de Kutta, exigindc
-s€ que as velocidades no bordo de fuga sejam finitas e conti-
nuas. No contexto deste trabalho, a condicido de Kutta assume a

seguinte forma:
Y e Y1 ) . (3.24)

—— Com a condicgao (3.24)'e a equaééo (3.23) obtém-se a cons
tante c, : 4
_ Il [(Y?+Y,°1) cos 8, + (y¥+ y¥) sen 81]

t T r - ) : (
RGN '

Cc

(¥3]
L]
=~
vl
~—
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Determinada a constante C¢» pode-se calcular a intensida
demtoitall Ndadits tribuicdo de vértices e o Elesees oo [(5.2%) . @

consequunLcmane a velocidade no contorno externo, pois

W (zen) = ¥ k=1,2 38016
S Ck k ) Loy ,..-,n ’ : ( A )

ou seja, a velocidade do escoamento sobre o PRI W;, € igual
a prépria intensidade de vortices, y, conforme ja discutido no
capitulo anterior. Com isso, determinada a intensidade dassd s
tribuicao de vortices, ohtém-se, diretamente, a distribuigao de

velocidades sobre o perfil.

3.6. Calculo da distribucdo de pressdes

Uma vez determinada a distribuicao de velocidades no con
torno do perfil, tem-se interesse em determinar a distribuicao
de pressoes correspondentes. Aplicando a equacdo de Bernoulli
entre um ponto sobre o perfil e um ponto de referéncia qualauc:
pode-se escrever para o escoamento potencial e incompressive.

que,

P NS TR jﬁi ' (3.27)

p 2 : o) 2 ‘ i
onde, p e W sao, respectivamente, a pressio e a velocidade en:
um ponto sobre o perfil, P, © Wr sao, respectivamentz, a pLeis)
sao e a velocidade de referéncia, por exemplo, no escoamento
nao perturbado anterior a grade, e péa massa especifica do flui

do em escoamento.

Usando a equagao (3.27), define-se o seguinte coeficiente
de pressao
p e p W 4
Cp =1 - [— s §352:3)
L o w W

2

r

Para o ponto de controle A sabendo-se¢ que W(ch) = Yy» Ob-
tém-se i
g

Lpr(zck) == -E- 5 k:},u,.-.,n o ‘ : (3_29)
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Pelo calculo dos coeficientes de pressao em todos os nai

nelssdosperfilidetnefenencaa i de e rminamc e distribuicdo de
pressoes ao rcdor do mesnuo.

5.7. Calculo da circulacio e do cceficiente de sustentacio

A circulacao ao redor do perfil pode ser calculada pele
equacao (3.14), ou seja,

N
BpB=i s S N (3.14)

Do teorema de Kutta - Joukowski, a forca de sustentacac

para um perfil aerodinamico é dada por

LR T S 35300

Pode-se definir, com relacdo a um escoamento de referen-
cia, um coeficiente de sustentagao expresso vor
§ LSO )
F 2 Tp w_

Gue = = = (50 S0
3 24 el
38

onde W. €& a velocidade do escoamento de referencia, por exer

plo, do escoamento de aproximacdo e 1 & a corda do perfil.

3.8. Calculo da velocidade de saida do escoamento

Quando o caso em estudo refere-se a grade, torna-se im-
portante conhecer o desvio que a mesma causa no escoamento. Nes
tes casos, normalmente, a velocidade de aproximacio do escoz
mento € conhecida, podendo-se dai determinar a velocidade dec

saida do escoamento pelas equagdes (2.11) e (22D
— b F Fi !
Wit =RVl =i =Pl (3.32)
2
: t
Com isso, pode-se calcular o angulo de saida do escoamento, con

relagao ao eixo x, por

Im(W,) |
B, = arc tg |——2= |, §35155))
Rc(WZJ ' ;
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5.9. Solugdo numérica para perfis aerodinamicos isolados

Por ser o perfil aerodinamico isolado um caso particular
do perfil acrodindmico em grade linear, todo desenvolvimento
feito neste capitulo também é valido para o caso de perfil iso

lado. Deve-se, porém, modificar o coeficiente APi para:
\ . 2
-10; SN
e J Zek 23 -
(%50 351
2m 2 = B

J+l

Este coeficiente Akj também ndo € univocamente determinado pa
ra k = j, fornecendo, para o caso de interesse dc problema f3
sico
—iOZ;
i Sedinial o g0l (3 55)
kk 2

expressao idéntica i obtida para o caso de grades lineares, '
equagao (3.6). Este fato € natural, ja que o efeito de desce:
tinuidade & proprio do perfil isolado. Cabe ainda lembrar qu
neste caso,

W aslle Sl : ' €3.:36)
ou seja, nao ha desvio no escoamento.

Com essas alteragoes, & possivel obter-sc a solucgao dc
escoamento potenclal em perfis aerodinamicos isolados, através
do procedimento descrito nos itens anteriores para. o caso dc

grades linzares.

3.10. Solugao numérica para grades circulares fixas

Conforme mostrado no capitulo anterior, o calculo do es
coamento no plano da grade circular fixa pode ser feito no pla
no da grade linear, usando a transformacao conforme introduzida
por Kénig |31].
' Uma vez conhecidas as velocidades complexas conjugadas no
plano da grade linear segundo a equagao (3.23), €& simples de-
terminar as velocidades correspondentes no plano da grade cir
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Cular aplicando a equacio (Ze35)) 5 18t G,
538 . .
WX(ZCk) (2 L P 8 ; K= 20 0 S (S 37))
wa(zCk) ‘ :

onde x € o plano da grade circular e z é o plano da grade 1i
near, e da equacao (2.33) tem-se,

<X(zck) = 50 @5 (——ZN—T- . ch) q (3.38)

A partir disso, outras caracteristicas acrodinamicas, tal

como a distribuicao de pressoes, sao facilmente obtidas.

5.11. Algumas caracteristicas dos programas computacionais

e

A solugao numeérica desenvolvida neste canitulo possibili
ta o calculo das caracteristicas aerodinamicas decorrentes dc
escoamento potencial em torno de perfis aerodinamicos isolados
ou em grades. Pela utilizacao do método dos painéis o problems
foi colocado na forma de um sistema de equagoes lineares algé
bricas, cujas incognitas sdo as intensidades da distribuicao dc
vortices.

O equacionamento cfetuado segundo o método dos painéis fa
cilita a implantacdo de uma rotina computacional para a solugac
do escoamento. Assim, foram eclaborados programas computacionais
em linguagem FORTRAN para o computador HP-3000, visando a solu
gao automatica do problema, bastando para isso fornecer a geo

metria do perfil e/ou da grade de maneira conveniente.

No programa computacional elaborado para a solugao do pro
blema direto em grades lineares, a geometria da grade deve ser
fornecida atravées dos pares de valores (x : yj), que formam os
numeros complexos Zj = X +1yJ representatlvos dos pontos extre
mos dos painGis no perfil de referéncia, e do angulo da grade
B, com relacao ao eixo x. Deve-se, também, fornecer o ﬁngﬂo de

_;aproximagﬁo do escoamento, com relacdo ao eixo x. Uma Trestrigao
de desempenho, dada nela condicdo de Kutta, esta imposta no cor
po do prograna. .

Sabe-sc que a solugao do problema fica condicionada a
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solucao do sistema de equacoes lineares (3.17). que fornecera
as intensidades i da distribuicdo de vortices. Inicialmente
¢ feita a montagem da matriz de coeficientes (3.18) do sistema
de equacoes, e dos vetores segundo membro (3.19), para os trés
escoamentos basicos dados pelas condigoes (3.22), sendo todos
os calculos necessidrios efetuados diretamente atraves da alge

-

bra complexa do computador.

As solugoes basicas do sistema de equacoes lineares (3.17)
sao obtidas pelo uso de uma subrotina computacional que utiliza
o método de eliminacdo de Gauss. Essa subrotina de nome SOLVER
pode ser encontrada na referencia ]34[. Determinadas as treés
solugGes basicas, calcula-se a distribuigdo de vértices total
Yj’ para qualquer condicao de escoamento, através da equagac
E523)

Uma vez determinada a distribuicio de vortices totali oS
calculos das outras caracteristicas aerodinamicas de intex-
sao facilmente cfetuados. Por exemplo, a distribuicao de prc.
soes € obtida pela equacio (3.29), o coeficicnte de sustentagac
pela equacao -(3.31) e o angulo de saida do escoamento pela equn
caon(i3533)
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CAPITULO 4 - RESULTADOS NUMERICOS

0 objetivo principal deste capitulo & demonstrar a vali
dade da técnica desenvolvida neste trabalho como ferramentea
util na anadlisec do escoamento potencial em nerf{is aerodinamicos
isolados e em grades de turbomdquinas. Utilizando os_brogramaf
computacionais elaborados, sio obtidns resultados numéricos dc
caracteristicas aervodinamicas, tais como: distribuigao de vel:
cidades, distribui¢ao de pressées, coecficiente de sustentacgao .
desvio no escoamento provocado pela grade. Esses resultados sc
rao apresentados a scguir em comparacao com resultados teor
cos e experimentais encontrados na literatura. Salvo observagas
em contrario, a correcdo devido a curvatura do Pl chlSEUIE
davnol 1itemugs 4 e aplicada na obtencao de todos os resultado:

do presente metodo.

4.1. Distribuicao de pressoes em verfil isolado, comparad:

o metodo ~ds Jacob ¢ Riegels (vértices)

Como um teste preliminar, na Figura 4.1, a distribuicac

de pressoes calculada pelo presente método esta comparada cor

no caso de w

3

os resultados numéricos de Jacob e Riegels |13
perfil isolado, obtidos, também, por uma formulacido semelhant:

-

a de Martensen [12], ou seju, baseada em distribuigGes de vo.
tices sobre o contorno do perfil. Observa-se uma boa concorda:
cia entre os resultados ao longo .de todo o perfil. Os reéulti
dos obtidos para o coeficiente de sustentacdo também apresenta

uma boa concordancia.

4.2. Distribuicao de pressdes em grades lineares, comparada cor

o0 método de Hess e Smith (fontes)

Na Figura 4.2, a distribuicao de pressdées sobre um perfil
‘em grade linear, calculada pelo presente método, esta compara-
da com o0s resultados numéricos apresentados por Giesing 161 ¢
calculados pelo método de Hess e Smith |15/, que se baseia en
distribuigoes de fontes sobre o contorno dos perfis. Novamentc
-a concordancia entrec os resultados é satisfatoria, com pequenas

discordancias nas regides do bordo de fuga e do lado de sucgac
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4.4. Comparacocs com resultados experimentais.

Nestc item. sdo apresentados alguns resultados obtidos p
ra grades lineares e circulares em comparagd3o com resultado
experimentais encontrados na literatura. Os resultados do pT:
sente trabalho foram obtidos sem levar em consideracao qual

queT correcao para os efeitos VisScosos.

Na Figura 4.5, as distribuicbes de velocidades sobre o
perfis, calculadas pelo presente método, estao comparadas CcoO
os dados experimentais obtidos por Schlichting |36| para perfi
simétrico isolado, t/l =«, e para grades lineares nao escalor
das, de perfis simé€tricos, com relacdes de espagamento t/1 = 1,C
0,75, 0,50; em todos os casos a direcdao do escoamento de aprc
ximagao € paralela & corda do perfil. Para todas relacoes de ¢
jmgamento, a concordancia entre os resultados numéricos e P)\])Gl‘lm

tais e muito boa.

Os resultados para as distribuicdes de pressdes nos pe:
fis de uma grade linear do tipo compressor, Figura 4.6,e de w
grade linear do tipo turbina, Figura 4.7, estdo comparados cc
0s correspondentes dados experimentais levantados: por Speidel
Scholz |37]|. Nos dois casos, a concordancia entre os - ‘Tesult
dos numéricos e os experimentais pode ser considerada razoave
lembrando que nac foram feitas correcoes nos resultados numé;
cos, para levar em conta os efeitos de camada limite.

Os resultados para as distribuigdes de pressdes nos pel
fis de uma grade circular estdo apresentados nas Figuras 4.8
4.9 em comparagao com os correspondentes dados experimentais ;
“blicados por Kruger |38] para dois valores do narametro r/qQ.
tendencia de variacdo dos resultados experimentais € reprodu:
da qualitativamente pelos resultados numéricos. Considerando q1
nao foi feita correcgio nos presentes resultados, para os efei
tos viscosos, sua concordanc1a com 0Ss resultados exXperimentai
pode ser considerada razoavel. Salienta-se, ainda, na Figur
4.9, a boa concordancia no que se refere ao cocficiente de pre
sao minimo, que é de fundamental importancia no estabelccinmer

to de critérios de projeto de turbomaquinas.



2.0 == 2.0
t t
e =10
L a 00 T ']
ts 1.5
e ¥4
: -8 » o .
\Q\q \
2 8 ‘\Q
WAWE0 \“"_\.@.__ W/w 1o 2

e
0.5 0.5 L=
Yy
=
l‘VI
(o] ’ o
o Qa2 0.4 0.6 0.8 1,0 (4] Q2 a.4 0,6 0.8
X/ y X/L
2.0 2.0
t t
— =20,75 - 0,5
L L
>} r_o\%
1.5 “g—(lg__% 1.5 — : \
u\,
o
W/wW, . W /Wy {
S ') 1,0
1
L —
S i
—t—
0 Liie . : |
(o} 0, 4a ¥ :
2 a, 0.6 0.8 1.0 o 0.2 ora e o )

X/t X/L

Figura 4.5 - Distribuicdo de velocidades para o perfil NACA 0020 isolado

em grade linear: p=0° 8,=0° Comparacio entye OS presentes

sultados (—) e resultados experimentais |30 | (o o) el



L]

1.0 .
T
\ —— PRESENTES RESULTADQOS
e (00 PAINEIS)
T
:*' O @ RESULTADOS EXPERIMENTAISISTI
g
™ 0.5
e
™
Cpt ©
Lo}
-0.58
-10
: o] 0,2 0.4 0.6 0.8 Yo
x*/x_ 3

Figura 4.6 —-Distribuigéo de pressoes para o perfil NACA 8410 em gr.ade 1
near (tipo compressor): B=30° t/1=0,75, g,=40°, CDI=1-(W/W1)

O
40 >
0.5
0 Q %
W o
°V \
o
,:,\
2 n c
i Pi
=
o
: 1,0 |2
=
(o]
(-L
Q
\ 9\ -1.5 o AN 0]
. )
Q AY C ;
o ~—— PRESENTES RESULTADOS
' {80 PAINEIS)
-2.0 o e A ESULTADOS sxpsmluznr.usnn
0 a2 0.4 0.6 0.3 1.0

x*/ L

Figura 4.7 - Distribuicao de pressoes para o perfil NACA 84 |
2 P Sos J 2 7 2 { 10 €em orag s
near (tipo turbina): B=-30° t/1=0,7 s grage 1]:
i i MA20.75. 8,=15", €5 =1-(W/i )2



1.0 o

T LE
~—— PRESENTES RESULTADOS
(80 PALMHEIS)
O ® RESULTADGS EXPZRIMEMNTAIS [3X

-1.0 -2

ch Q/
-2.0
-3.0 / ;

0 G2 0.4 0.8 0.8 L0

71

Figura 4.8 - Distribuicao de pressoes para o perfil Joukowski simétrico «
grade circular: y*/1=:0,052 em x*/1=0,31, §=36,88% r,/r,=0,6"
N=12, I'/Q=0,40, em rp=/T, T, : Wy=Q/2r1y € Cpp=1- (W/tp) 2

1.0
e T T
PRESENTES RESULTADOS
{80 PAINEIS)
o O ® RESULTADOS ZXPERIMENTALS [38]
o ﬁ
O o (o} / (o) 9 o
o 9
. ®
b

*3.0

) o 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
- %
: X /¢

Figura 4.9 - Idem Figura 4.8, com I‘/Q=0,86.'



CAPITULO S5 - COMENTARIOS, CONCLUSOES E SUGESTOES

s

, Levando-se em consideracao os resultados numéricos anr¢
sentados no capitulo anterior, conclui-se que a técnica de p:
ncéis baseada cm distribuicdes de vortices proposta neste tral
lho leva a resultados satisfatérios na analise do iescoamen'
potcﬁcial em pertis acrodinamicos isolados e¢ em grades de t
bomaquinas.

Um dos aspectos mais interessantes da formulagao de Ma
tensen |12|, utilizada neste trabalho, @ a possibilidade de
trabalhar apenas com vortices no contorno dos perfis, com i:
tensidade igual & propria velocidadé externa. A técnica de M
vriplis |17|, desenvolvida para o estudo de perfis isolados,
le-se dessas caracteristicas e: portanto, apresenta-se como u
opgao bastante atraente para o estudo do escoamento potenci
também no caso de grades lineares e circulares, conforme demc

tram os resultados ja apresentados neste trabalho.

Um dos atrativos da técnica descrita no presente trabal
€ a corregdo de curvatura do perfil, que possibilita uma sub:
tanclal melhoria na qualidade dos resultados obtidos, sem a
cessidade de se recorrer 3 utilizacdo de painéis curvos ou d
tribuigoes de singularidades de ordem mais alta.

Deve-se observar também que o vértice € o tipo de sin,
laridade mais natural para se tratar com escoamentos circula:
rios. Mesmo no método de fontes (vide Hess e Smith |15]) tor:
-se necessaria a introdugao de uma distribuicao adicional ¢

vortices para produzir a circulacio.

Devido as restricdes decorrentes da hipndtese de escoam«
to potencial e bidimensional, as aplicacoes do método a situ:
goes reais devem, naturalmente, .ser acompanhadas de analisc
teoricas e experimentais suplementares. O presente -trabalho,
davia, oferece uma base tedrica eficiente para estudos de nat
reza preliminar. :

Algumas sugestoes de trabalhos futuros podem ser aprese



tadas. Uma delas seria a simples extensio deste trabalho pat
o caso de grades circulares moveis, pois o efeito da rotaca
da grade pode ser introduzido, facilmente, na formulagao aqu
proposta. '

Uma outra pesquisa que pode ser realizada, refere-se &
estudo do escoamento quasi-tridimensional em turbomaquinas, €C
forme a linha de Nyiri |26| e Eremcef [27|, também baseada T

formulacao de Martensen A ideia seria estender a presern

te técnica de painéis para abordar este problema.

Outra possibilidade que se apresenta, & o estudo de est
gios de turbomaquinas e grades em ''tandem', onde os efeitos 1
ciprocos entre grades moveis e fixas podem ser levados em COl
ta.

Em determinadas situacoes, a'distribuicﬁo potencial de -~
locidades sobre o perfil de uma grade aproxima-se bem da di
tribuicao real. Nessas situagoes, torna-se possivel empreendc
um estudo dos fenomenos viscosos oriundos do desenvolvimento «
camada limite, tais como perdas e atrito. Um estudo nesse se
tido €, portanto, de grande interesse na previsao- de geemetri:
de turbomaquinas que conduzam a determinadas caracteristicas ac
rodinamicas com a midxima eficiéncia. A técnica apresentada nr
presente trabalho pode ser utilizada como ponto de partida g
ra este estudo, fornecendo as distribuicoes potenciais necessc
rias.

Finalmente, tendo como motivagéb a necessidade de se
rificar, ajustar e limitar a validade de todos os estudos sug
ridos neste trabalho, faz-se necessiria a realizacdo de estudc
experimentais sistematicos do escoamento em grades de turbomg

quinas. %



APENDICE A - DETERMINAGAO DO CAMPO DE VELOCIDADES DO ESCOAMEN
IQ_POTENCIAL EM GRADES LINEARLES

Considere-se a Figura All, onde esta rcpresentado um €
quema de uma grade linear infinita no plano z = x + iy com €
pagamento t entre os perfis aerodinamicos de corda 1, disposte
com um angulo B em relagdo ao eixo.x, bem como as velocidadc

do escoamento.

//" 1

</ 3%

Wy t

//f J
s, ‘\‘“
L\._ 7 %

/

Figura A.l1 - Esquema de uma grade linear.

L

O campo de -velocidades do escoamento potencial em gradc
lineares deriva de um potencial ¢ que verifica a equacao de 1

place:
vZ¢ = 0. : (A.1

Da Figura A.2, as condicoes de contorno para o poténcial de v

locidade sao:

infinito a montante: o) = Wlx, ggi = le; A 2iSa
ex X—"m OY[X=_°°

infinito a jusante: ad| S 99 = Wzy: e (FAT2SD
X e aylx=+m_ .




contorno do perfil (k): ¢
an

=‘V 0_ (A-Z-C

n
(k)

@)

A solugcao da equagdo (A.1) satisfazendo as condicoes d

contorno £ determinada pelo teorema integral detGreen, nos=pos
to interior (P) de um dominioc simplesmente conexo (T), mOStr
do na Figura A.2, por

PET: 2n ¢(P)
. (J[’(C)ln a2 g (Jf:

Ol 6 G (e
an' J on'

PIGITE 0 (c
Para um ponto fora da regido (P £ T), o acima mencionado & Vv
lido com o lado esquerdo da equacio igual a zero. Na equaca
(A.3), d & a distancia entre o ponto P en consideragao e O po
to de integracgao, (C) @ a curva fechada de contornoc da regia
(T), 3/9n representa a derivada normal interior 3 curva (Cc)

s € a linha ao longo de (C).

\

~
—_—
\
: %
\
\
e ot R

oS

\3

()]
\\

ST o
>

\

Figura A.2 - Representacdo do dominio (T) limitado pela curv.
fechada (C) na grade linear.

Pela diferenciacao da equagdo (A.3) com relacao primeirc
a x e depois a y obteém-se *



P € T: 2m W (@) } : i e
¢ = (b S e G 00 d§"§ e R (A )

REESTE SR IR) % i £l
Y =(Javlll_ Oi s %, e BT (A5

P E T: O J ') d2 an' LC) anl dz .
As coordenadas complexas no PONEONPEnoS pillanof 2z s A0 28 =Socat M1
as coordenadas do ponto de Integracac) sao &t = & eSS Conals

derivadas do potencial de velocidade, a velocidade complexa

conjugada ¢
W(Z) = 9_@. - 1 ?__dl = w” - i W (A.G)
: X ay 2 Y

€, portanto, as equagocs (A.4) c¢ (A.5) podem ser resumidas na
seguinte forma complexa:

Pree T iy W(z) g ( 50 Sk r 3 1 N ; '
= ?(C)._._ = U}(C) h — GISH (A.7)
P& T: S an' z-¢' J an' \z-c¢

z)

Sobre o contorno, a normal & voltada para o interior .da

regiao e para uma funcio complexa diferenciavel vale:

toxe colen 08 -i CI , (A.8)
3s i on on 3 :

e com 1Ssto

_.,a_ 1 = _3_ I = g 1 'dtj 3 (A.g)
on' z-r' st r z=z')* S dst

Na equacdo (A.7) para a segunda integral tem-se

= 1 i ) dz'
G o 1s' = i At =
é(c) an' (Z_€|) § ?(C) (Z_CI)Z ds' =
L :
ol : o¢ ds
& g Z‘C' £ 0_ 1 (jé(c) -a’-; -7—;!— (A . 10)
S =

onde L & o'comprimento da curva (C). A curva fechada (€) & o

contorno de uma regiao simplesmente conexa (T), onde ¢ € uma

funcao univoca, dessa forma o primeiro membro da direita da
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equacao (A.10) ¢ nulo. Disto, e com as equacgoes (A.10]) e (A7)

resulta:
PET: 2m W(z o '
el (J(. @ L, 80\ ds' D)
PR 0 (© on' 9s' T
Sobre o contorno, pode-se escrcﬁer
Wie) = | 22 = 5 CoREaGH (Ao 1L2]
s an
e alem disso
dz = % gs )
pcrtanto
== 1t —-'.’ cp 7 (& -
i %DW(C') Sl ) SeheR el S (A4S
¢ 2=r 0 , sez@&T

A grade linear infinita pode ser considerada como uma sé
rie infinita de perfis aerodinidmicos cercados pPor uma série de
regioes TU conformes com a regiao T, como mostra a Eigura A.3.
Nestas regioes as configuragdes do escoamento estio em confor-
midade, portanto as fungdes potencial e suas derivadas sZo fun
¢oes periodicds, com.a periodicidade it.

Para eliminar a intcgragéo‘éobre a curva (C) nas secdes
em comum com as regices vizinhas, escreve-se nara o ponto
Z e i
o dz
0h =4 Wi Sl e s
?Q(Cu) (c) S (A.15)

2-0

sendo que z € Tu
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Figura A.3 - Representacido dmsdominios(TU) limitados pelas cur

vas fechadas (CU) na grade linear.

O somatorio para todos u resulta:

o 5 dg' 2n ) o Z &

z i cﬁw y W) L= : (A.16)
p=-oo - ST z—;h 0 s ROT
Observa-se, na referéncia |29|, que o somatdrio represen

tado na equacgao (A.16) corresponde ao desenvolvimento em série
da fungdo cotgh [/t (z-z')], ou-seja,

+00 +co

1y St lermsis

=i 2= u=- z-g'+iut

< |=

Cotgl;l-(ZfC’) A (A7)
- :

onde ' € relativo a p = 0.

A curva fechada (Cu) pode ser discretizada como mostra a
Figura A.3, assim, a integral sobre (Cu) da equacao (A.16) Do
~de ser determinada pela soma das integrais sobre cada trecho
discretizado. Dessa forma, usando-se a equacao (A.17), a inte
gral sobre o contorno do perfil (Ku) € escrita por S
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+oo L
i« T (e RS R O o i (TS
P( e, i ; (I)(K) W(z) cotgh 5 ((Z=Z)Nd e A ).

onde (K) ¢ ¢' sao relativos a3 y = 0,

As integrais tomadas sobre os trechos A;B, e (;D; se anu
lam, respectivamentc, com as integrais sobre os trechos GyH, e
EUFH do dominio vizinho. Resta calcuiar as integrais sobre os
trechos HuAu ¢ D, l » qQue serao determinadas considerando-se as

condigoes de coanno GoZcel) & [(A.2,h) . Assii. pode-se escre-

VET
+o0 dt' =
e T o g (4.19)
: .
e
400 r . dc' -r .
5 [iJ(D y W) H '=nw2 : (A.20)
H=-co w5 K zoel |

Finalmente, pode-se escrever a seguinte expressao para a
velocidade complexa conjugada, considerando as equagoes (A.18)
(A19) & (A.20):

2

2z ZIENT

E [ o
m (W +W,) + i l?(K)IV(Q‘) cotgh - (z-z') dg' = - (A2
t t : 0 = ZIAST
introduzindo
Wy il _ | (A.22)
2
e et
MEaet) S 2 et <L (2-20) - (A.23)
t sl : _

a equagéo (A.21) pode ser escrita por

& : or @), =6x _
DR I CORCSEE A.24
2mi J6) U, @7 D)
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A equagao (A.24) ¢ a forma integral da solucao da cquacdo dife

pemeEstenl (Ao 1)

Os valores limites do niicleo A(z,z') a montante e a ju
sante da grade sao:

Lt A (oo e = 2 (A.25)
X+t t

Usando estes valores limites,

W = s 0 Wz’ ./ A. 26
152 co 2t J(K) (La ) dL—- ) ( )
de onde,
Wy & W, = 2N
v T 1 : e
Wl = W?_ R —t— #(K) WCC ) d,': a (A.Z?)

De acordo com a Figura A.4, a velocidade pode ser exnres
sa pelas componentes tangencial e normal ao contorno do perfil
ia

MEd = W= W e ; (A.28)

da equagao (A.13)

‘com isso, pode-se escrever que a integral da velocidade ao lon
go do contorno & :

ﬁﬁ(n) Wdg = é(z) I R §(K) Wy ds . E (A.29)

At inteprall ida componente tangencial da velocidade ao lon
go do contorno do perfil dd a circulacio:

I'p =,§(K) WS ol SHE , (A.30)



S1

Figura A.4 - Representacio da velocidade sobre o il @ SWUES
; componentes.,

A integral da componente normal da velocidade no contorno & na
turalmente nula, devido a condigcdo de contorno (A.2.c). Usando

1sso e a equac@o (A.30) na cquagao (A.27), resulta

TR e o e (A.31)
S0 1y 2X 2y L

Separando-se as partes real e imaginaria:

Wlx = sz =SS | (A.32)

T
W e e Tmi P (AL 33)
1y 2y t :

Conforme a referencia |[30|, por meio da fGrmula de le
melj pode-se ¢screver que, para z>r € (i), auandol z0\C T, entao
W(z) - Wh(z) e )

Wizl R =diless 2 W(e) i = 4]@( 3 W) e e . (A.34)

quando ao contrario z > £ € (x), mas z ¢ T, entdo W(z) > W ()
cujo valor ¢:

= o = sl :
@ -, -2 W) g <}5( ) @) A dr . (A.35)

A diferenca entre os valores limites nos dois lados do contor-
no é:

W - W™= W) , (A.36)
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mas de acordo com a equagio (A.24) nos pontos fora de (T) a ve
locidade:conjugada Erzcro, th(Q) = 0, pPEFEanco W'+(c) = Wiiz):
Conseqiientemente a velocidade conjugada ao longo do contorno
do perfil pode ser escrita: -

We) = an, o —l~ fﬁm Wiee™) AM@he) dgt . (A6 &7)
Tl > 3

Usando a equacao (A.28) e impondo a condigdo que o contorno do
perfil & uma linha de corrente, isto €, que ndo ha escoamento
atraveés dele, conseqlientemente a velocidade & somente tangen-
cial ao longo do contorno do pEdstatil o Seesuiliea 3

Re " {W(;) ei“] = W, (c) s ; (A.38)
Im [W(g) ci"‘] S @) = @ (A.39)
| T i

A solugao da equagdo (A.38) ou (A.39) permite obter a
distribuicdo de velocidades do escoamento potencial em grades

lineares.

Sepafando_a fungao nucleo A(z,z') em parte real e imagina

ria

MUsHE ISR e J(c,c") (A.40)
onde

ZAE oo
Senh 't— (-,—E ) ,
R(z.c') =L (A.41)
t cosh ZE-(Ej—g')--cos oy (n-n")
t t
e
sen ZT“ (n-n")

s iane) = 5 L ' : _ : (A.42)

: E cosh %} (E-&€') - cos %? (n-n')

Pode-se definir as fungoes
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A Gape)l = S R (6, 2" sena - J(z,z!) cosa (A.43)
Ao Usot8)l = o6 cos @ = d(E. 2% sene o (A.44)

Dessa maneira pode-se escrever, das equagoes (A.38) e (A.39) ,
que

W, (z)

= 1 ' ds
= (i < Y : 2= ! ! !
(U Eos hmy sen a) +-2ﬂ é(K)AI(c,c) W, (g") (A.45)

0 = (me sena—h’my cos q) + ;:L;Sg(x))‘II (@520 Ws(g') dSEes (A.46)
As equacoes (A.46) e (A.45) sio equacées integrais do tipo
Fredholm de primeira e segunda espécie, respectivamente. E pos
sivel mostrar que o nicleo Ay da equagao (A.45) & limitado quan
do o ponto de intcgracao r' tende para o ponto 5. Pelo contra-
rio; 0 nucleo Arp da equagao (A.46) € singular. Assim, a esco
lha da equacao de Fredholm de segunda espécie & preferivel pa
ra a determinagdo das incognitas Ws(c). '

A formdlagio apresentada neste apéndice & uma particula-
rizagao da formulagao constante nos trabalhos de Nyiri [26] e

Eremeef |27, pera o caso tde grades lineares.
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APENDICE B - COMPORTAMENTO DOS NUCLEOS A1 E AT

Os nicleos Ap e Arp Sao do tipo £[g',n'(€")]/¢lE' n' (€] ,
nos quais o comportamento é da forma 0/0 QUEinGe) £°5E @ n e
Estudando a relacdo das derivadas ECAT Rl () pieiEE i\

I?
TT % 2m . ; 21 :

f "T‘_‘- l:L.OSCi. Senl— (T]—-r] )— Seno SCI’]JIvt— (E_El)]
A‘I S = = 2 (B'l)

§ cosh%;l-(gng')--cosgl (m-n")

it
T 2 ' 2 27
A —P]—lr——Tl @—cosa .cos-l(n—n') + 2T sena cosh—zﬂ (5—5‘):, :
e Gl At s & it t (B.2)
. = EI-senhZE(E--E')-—Eﬂ?gﬂ*'-senﬁ(n—n') *
& t & @lE? t :
Para &% =& e n' =+ n. Qﬂi + tga , com isso,
(ale 3t

i e 90 (B.3)
Ev_)_g gl 0
n'-n

Derivando-se a equacao (B.2), obtém-se:

2 s
2.8 - At .
E[— d n,) coso cosz—TT-(n—n ")- 2w (d_n) cosa sengj—r(n-n')- ﬂsenoa senhﬁ (5—5')]
t t

£ ¢ £ \dg ¢
1 ‘7 t 2 N
g 2T oshell (E-£') + A o (n-n")
5 t t t i t
(B.4)
tomando o limite, para &' +& e n'+n, encontra-se,’
1 2
(il et S T R d (B.5)
E’-*E gn 2 dEZ
n'-n

Se a' curva n(g) ¢ conhecida sob a forma parameétrica E(s)

e n(s), pode-se escrever,



c, dh ol WP d?n d%g

: == == o = =5 Cosa —— - seno —=2

G o, 68 d87 @ @s” o ds? ds?
_cos’a

s
ds

Com a equagio (B.6) na equacio (B.5) obtém-se, para
Ars» quando £'+€ e n'»n, a seguinte expressao:

AI T cosy ii—(sena) - sena il-(cosu) — - dd
2 ds 2 ds
Denominando por curvatura C de uma curva uma
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(B.6)

o nucleo

(B.7)

expressao

que varia em sentide inverso do raio R da curva, ou seja C=1/R,

e considerando-se que, a curvatura ¢ a variacao da

da tangente a curva em relagao a unidade de arco da mesma,

inclinacao
RO

de-se escrever, no limite, quando i variacao do arco tende a ze

ro, que, C=da/ds. Com isso, a equacdo (B.7) pode ser “escriita
por
ASSERaR oL (B:8)
2R
com R sendo o raio de curvatura no ponto considerado.
Explicitando o niicleo Ar1 o
T P e 2m :
= cosa senh-- (§-£") + sena sen— (n-n")
: i t :
)\ = i = (B_g)
L 2 2n
& cosh—(&-£') - cos—/(n-n!)
t it
e derivando, obtém-se
(] 2 .
= [— 2T cosa coshZ™ (£-8) - 2L 9 seng cosZl(n-n')
i_ t t t t d&' at L . (B.10)
1 7 1
: - 2 senh®T (g-g1) - 2L AL 5enlT ()

t & R dEs t

No limite, para &'+ & ¢

n'>n, £f' tende para l/cosa e g

]

tende

para zero. Por conseguinte, Arp cresce indefinidamente.
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