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Resumo

O objetivo desta dissertacao é abordar aspectos qualitativos da teoria dos Sistemas
Diferenciais Suaves por Partes, também conhecidos como Sistemas Descontinuos. Primei-
ramente apresentamos os objetos fundamentais e propriedades gerais desta teoria, assim
como uma versao da Aplicacao de Poincaré para sistemas suaves por partes. Em seguida,
apresentamos o Método da Regularizacao de campos vetoriais suaves por partes com o
proposito de investigar a regularizacao de poli-trajetorias fechadas elementares. Poste-
riormente, partimos ao estudo de ciclos limites em campos vetoriais suaves por partes

lineares.

Palavras—chave: Sistema Suave por Partes, Regularizacao, Ciclo limite.
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Abstract

The aim of this work is to discuss qualitative features of the theory of Piecewise
Differential Systems, also known as discontinuous systems. First we present the main
objects and general properties of this theory, and a version of the Poincaré map for
piecewise differential systems. Thereafter we present the Regularization Method in order
to investigate the regularization of elementary closed poly—trajectories. Lastly, we started

the study of limit cycles in piecewise linear differential systems.

Keywords: Piecewise differential systems, Regularization Method, limit cycle.
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Introducao

As Equagoes Diferenciais Ordinarias sao a linguagem preferida dos matemaéticos para
investigar fenomenos da natureza. Todavia, sabemos que muitas delas nao admitem
solucoes explicitas e isso motivou grandes matematicos a buscar diferentes alternativas.

Consequentemente, a forma como as Equagoes Diferenciais Ordinéarias eram estudadas
mudou drasticamente no final do século X1X. Tal fato se deve a Henri Poincaré apds a
publicacao de seu trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle
em que Poincaré introduz uma técnica inovadora para o estudo das EDO’s que foi a base
do que hoje chamamos de Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Esta teoria nos da importantes e significativos resultados e ferramentas para o estudo
do comportamento das érbitas da equacao diferencial e a analise de seu retrato de fase, sem
conhecer as solugoes explicitas da mesma, através de aspectos geométricos, topologicos,
analiticos, dentre outros.

Atualmente, diversos modelos utilizados em problemas relacionados a engenharia,
como teoria de controle e circuitos elétricos, e biologia sao sistemas diferenciais nao di-
ferenciaveis em sua totalidade, mas em diferentes partes. Tais sistemas consistem de
diferentes campos vetoriais definidos em regioes distintas separados por uma curva de
descontinuidade e sao conhecidos como sistemas suaves por partes ou sistemas desconti-
nuos.

Estudos pioneiros iniciados por Andronov [1] e Filippov [5] conduziram a uma fun-
damentacao tedrica para este tipo de problema e desenvolveram certas convencoes para
a transicao das orbitas entre as diferentes regioes, visando definir os objetos béasicos da

Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais e investigacao de sua dinamica.



Esta dissertacao se baseia no estudo de campos vetoriais suaves por partes no plano
com duas zonas e estd organizada da seguinte maneira.

No Capitulo 1 recordamos alguns teoremas fundamentais da Teoria Qualitativa das
Equacoes Diferenciais Ordinarias. Em seguida, no Capitulo 2, partimos & definicao de um
campo vetorial suave por partes e de seus objetos fundamentais. O Método da Regulari-
zagao de campos vetoriais descontinuos, introduzido em [16] por Sotomayor e Teixeira, é
apresentado no Capitulo 3. Tal método consiste na aproximacao de um campo vetorial
suave por partes por uma familia a um parametro de campos vetoriais suaves, donde po-
demos aplicar a teoria classica e tentar obter informagoes sobre o campo descontinuo. No
Capitulo 4, partimos ao estudo da unicidade de ciclos limites em campos vetoriais suaves

por partes lineares, sob certas restricoes na curva de descontinuidade.



Capitulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos basicos e resultados classicos da Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais que serao de grande importancia no decorrer deste

trabalho. Este capitulo é baseado em [18].

1.1 Resultados Classicos

Um campo vetorial de classe C", r > 1, definido em um aberto U € R™ é uma aplicacao

de classe C", F': U — R"™ a qual podemos associar uma equacao diferencial

Definigao 1.1.1. Um ponto zq € R™ é dito ponto singular do campo F se F(xg) = 0. Se

F(xzo) # 0 entao dizemos que xq € ponto reqular de F'.

As solugoes desta equacao diferencial sao fungoes diferenciaveis ¢ : I € R — U que

satisfazem

L olt) = Fp(t),

para todo t € I.
Essas solugoes, dada uma condicao inicial, sao chamadas de trajetorias, curvas inte-

grais ou Orbitas do campo F', ou equivalentemente da equacao diferencial. A partir do



campo F' podemos estudar importantes aspectos qualitativos sobre o retrato de fase deste

sistema, sem necessariamente encontrar a solucao explicita da equacao diferencial.

Definicao 1.1.2. Uma aplicagao f: Q C R x R® — R" ¢ dita Lipschitziana em €2 com

relacao a sequnda varidvel, se existe uma constante K > 0 tal que

para todo (t,x), (t,y) € Q.
Teorema 1.1.1 (Existéncia e Unicidade de Picard). Seja f : Q@ C RxR"™ — R" continua

e Lipschitziana com relag¢ao a sequnda varidvel em Q) = I, X By com 1, = {t : |t —to| < a}

e By ={z:|x— x| <b}. Sel|f| <M emQ, existe uma tnica solu¢ao de

¥ = f(t,x)
ZL‘(to) = 29
definida em I,, com o = min{a,b/M}.

Demonstracao: A demonstragiao pode ser encontrada em [18].

Defini¢ao 1.1.3. Uma solu¢io ¢ : I — R™ de 2/ = f(t,z) é dita solugao mdzima se
nao admite nenhuma extensao que também seja uma solucao, ou seja, dada qualquer outra

solugao ¥ : J — R™ tal que I C J e ¢ = |1 entao [ = J.

Dado um sistema de n equacoes diferenciais

l'll = Cl,ll(t)l'l —f- s —|— aln(t)xn —f- b1 (t)
: (1.1)
T, = Gp(0)x) + -+ apn ()T, + bo(t)
com a;; e b;, 1,7 = 1,...,n fungoes continuas a valores reais ou complexos definidas em

um intervalo I, podemos relaciond—lo a uma equacao vetorial
X' =At)X + B(t), (1.2)

em que X = (21,...,%,), A(t) = (a;;(t)) é a matriz de ordem n cujos elementos sdo a;; e
B(t) = (b;(t)) & o vetor coluna cujos elementos sao b;(t), da seguinte forma: Uma familia

{¢1,...,on} € solugao de (1.1) se, e somente se, ¢ = (¢1,...,p,) € solugio de (1.2).



Definicao 1.1.4. Uma matriz ¢(t) de ordem n € dita ser uma matriz fundamental de
X' =A@t)X (1.3)
se suas colunas formam uma base do espaco de solugoes de (1.3).

Proposicao 1.1.1 (Formula de Liouville). Seja ¢(t) uma matriz fundamental de (1.3).
Entao, para todot € I ety € 1 fizado,

det o(t) = det(¢(t0))exp(/t tr(A(s))ds) (1.4)
to
em que tr(A) é o trago da matriz A.
Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [18].
Definicao 1.1.5. Uma aplicacio ¢ : R x R* — R"™ de classe C' € dita um fluro se:
(i) (0,7) =
(it) ¢(t +5,2) = p(t, (s, 7)),

para todo v € R™ e t,s € R.

O proximo teorema nos garante que as solugoes de uma equagao diferencial possuem

a mesma classe de diferenciabilidade do campo vetorial que a define.

Teorema 1.1.2. Seja A aberto de R". Considere F' : A — R"™ um campo vetorial de

classe C", r > 1 e a equacao diferencial
X' =F(X). (1.5)
Entao,

(i) Para cada x € A eziste um intervalo aberto I, onde estd definida a tinica solugdo

mdzima @, de (1.5) tal que ¢,(0) = .

(ii) Sey = .(s) coms € I, entao I, ={r—s:r e L.}, ¢,(0) =y e p,(t) = p.(t+3),
para todo t € I,.



(iii) O congunto D = {(t,x):x € At € I,} é aberto em R x R" e a aplicag¢io p(t,z) =

0. (t) € de classe CT. Além disso,
D1 Dyp(t,x) = DF(p(t, x))Dap(t, ),
para todo (t,x) € D.
Demonstracao: A demonstragao pode ser encontrada em [18].

Definicao 1.1.6. A aplicacao

P D — A
(t,ZL‘) — @(t@):%(t)

¢ chamada fluzo gerado ou fluzo local.

Defini¢ao 1.1.7. Uma drbita vy, = {¢(t,p) : t € L,}, nao reduzida a um ponto, é dita

fechada ou periddica se para todo x € 7y, existe ty > 0 tal que

o(t, ) = p(t + to, x).

Note que, para equacoes diferenciais definidas através de campos vetoriais diferencié-
veis, temos unicidade de solugoes. Neste caso, dadas duas orbitas 7, e v,, entao elas

coincidem ou sao disjuntas. De fato, se ¢ € v, entao pela propriedade de grupo podemos

escrever ¢ = (o, p) e logo ¢(t,q) = v(t, p(to,p)) = ©(t + to, p) e assim 7, = ,.

Definicao 1.1.8. Considere A1 e Ay abertos de R™ e os campos vetoriais Fy : Ay — R"
e Fy : Ay — R" associados respectivamente as equagoes diferenciais X' = Fy(X) e
X' = Fy(X). Sejam @1 : D1 — R™ € g : Dy — R™ o0s fluzos gerados pelos campos Fy
e Fy, respectivamente. Dizemos que Fy € topologicamente conjugado a F> quando existe

um homeomorfismo h : Ay — Ay tal que
h(p1(t, @) = palt, h(z)),
para todo (t,x) € D.

Podemos observar que a conjugacao topologica, além de preservar os conjuntos inva-

riantes do retrato de fase, também mantém a periodicidade das orbitas periodicas.



Proposicao 1.1.2. Considere os campos vetoriais Fy : Ay — R" e Fy : Ay — R" de
classe C" e seja h : Ay — Ay um difeomorfismo de classe C". Entao h € uma conjugacao

entre Fy e Iy se, e somente se,

Dh(p)Fi(p) = F»(h(p)),
para todo p € A;.

Demonstracao: A demonstragiao pode ser encontrada em [18§].

Partiremos agora para a definicao de secao transversal e para o teorema do fluxo
tubular que nos garante que podemos olhar as 6rbitas de uma equacao diferencial, definida
através de um campo vetorial diferenciavel, localmente como um campo constante na

vizinhanc¢a de um ponto regular.

Definicao 1.1.9. Sejam A C R™ aberto, ' : A — R™ um campo vetorial de classe C",
r>1, eo aberto A C R" . Uma aplicacio f : A — A de classe C" é chamada de
se¢ao transversal local de F, quando, para todo a € A, Df(a)-R" ' e F(f(a)) geram o
espaco R™.

Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida por A. Se f: A — % for um homeo-

morfismo, dizemos que ¥ € uma se¢ao transversal de F.

Teorema 1.1.3 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular do campo vetorial
F: A — R" de classe C" e considere f : A — ¥ uma se¢ao transversal local de F' com

f(0) = p. Entao existe uma vizinhang¢a V de p em A e um difeomorfismo
h:V — (—¢,e) x B
de classe C", com ¢ > 0 e B uma bola aberta em R"~! centrada na origem, tal que
(i) h(XNV)={0} x B;

(ii) h € uma C"—conjugagao entre F|y e o campo constante Y : (—e,e) x B — R" dado

por Y =(1,0,0,...,0) € R™.



Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [18].
O teorema do fluxo tubular nos garante um bom conhecimento da dinamica de um
campo vetorial na vizinhanca de um ponto regular. J& para vizinhancas de pontos singu-

lares, ou pontos de equilibrio, temos uma grande variedade de conjugagoes.

Definicao 1.1.10. Dizemos que um ponto de equilibrio p de um campo vetorial

F ACR* — R
v =(z1,....13) — F(z)=(F(2),...,F))

de classe C", r > 1, € hiperbolico se todos os autovalores da matriz de lineariza¢ao

oFi(p) .. OFi(p)
81'1 azn
DF(p)=1| :
OFn(p) ... OFu(p)
ox1 0xn

possuem partes reais diferentes de zero.

Veremos agora o teorema de Hartman-Grobman que garante que a dinamica na vi-
zinhanca de um ponto singular hiperbélico é topologicamente conjugada a do sistema

linearizado naquele ponto.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Hartman—Grobman). Sejam F : A C R" — R™ um campo
vetorial de classe C", r > 1, e p um ponto singular hiperbolico. Entao, existem vizinhancas

W dep em A eV da origem do R" tais que o campo F|y € topologicamente conjugado

a DF(p)lv-

Demonstracao: A demonstragao pode ser encontrada em [17].

Partiremos agora para a definicao da transformacao de Poincaré, ou transformagcao de
primeiro retorno, num campo vetorial diferenciavel, a qual serd muito util neste trabalho.
Esta aplicacao descreve o comportamento de um campo vetorial numa vizinhanca de uma
orbita fechada.

Considere um campo vetorial F' : A C R? — R? de classe C", r > 1, e uma orbita
periodica v de periodo 7. Seja ¥ uma se¢ao transversal de F' em p € . A continuidade

do fluxo ¢ de F' garante que para todo ponto ¢ suficientemente proximo de p, a trajetoria



©,(t) permanece proxima de vy, para ¢t pertencente a um intervalo compacto. Entao,

tomando ¥y C Y suficientemente pequeno, podemos definir

T X CYX — X

x — 7(x)

em que 7(z) é a primeira interse¢do de p,(t) com X para t > 0. Note que p € ¥ e

m(p) = p.

Figura 1.1: Aplicacao de Poincaré.

Proposicao 1.1.3. Seja ¢ um fluzo de classe C", r > 1. FEntao a transformacao de

Poincaré 7 : g — 7(2g) € um difeomorfismo de classe C".
Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [17].

Definicao 1.1.11. Dizemos que uma orbita fechada v € estdvel quando

lim d(¢(t,q),v) =0,

t—o00

para todo q numa vizinhanga de 7y, com d(p(t,q),~v) = inf{|p(t,q) —r| : r € v}.

Definicao 1.1.12. Considere um campo vetorial F : A C R? — R? de classe C",
r > 1, e uma orbita periodica v. Se v € uma orbita periodica isolada, isto €, existe uma

vizinhanga V' de 7y tal que v € a unica orbita periddica, dizemos que vy € um ciclo limite.

Proposicao 1.1.4. Considere um campo vetorial F : A C R? — R? de classe C™, r > 1,

e um ciclo limite v. Entao temos somente os sequintes tipos de ciclos limites:
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(i) Estdvel, isto €, quando
lim d(e(t, q),7) =0,
—00

para todo q numa vizinhanca V' de ~y;

(i1) Instdvel, quando
Jimd(p(t, q),7) = 0,

para todo q € V;

(1i1) Semi-estdvel, quando

lim d(¢(t,q),v) =0,

t—o00

para todo g € V N Exty e
Jimd(p(t, q),7) = 0,

para todo q € V N Inty; ou vice-versa.

Demonstracao: A demonstragao pode ser encontrada em [18].

Podemos observar que os ciclos limites representam os pontos fixos isolados da aplica-
cao de Poincaré .

O proximo teorema estabelece uma expressao para a derivada da aplicacao de Poincaré
e condig¢oes para que uma Orbita periddica v seja um ciclo limite hiperbolico, ou seja,

quando 7'(p) # 1, para algum p € .

Teorema 1.1.5. Considere um campo vetorial F = (Fy, Fy) : A C R*> — R? de classe
C*' e uma drbita periddica v de F de periodo ty. Sejam ¥ uma secdao transversal em p € ~y
emw: Xy — 2 a aplicacao de Poincaré. Entao a derivada da aplicagao de Poincaré é

dada por
to
7'(p) = exp (/ divF(v(t))dt), (1.6)
0
em que divF(z) = D1Fy(z) + Do Fy(x).
Em particular, se [,° divF(y(t))dt < 0 entio v € estdvel e se [,° divF(y(t))dt > 0

temos que v € instavel.
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Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [18].
Partiremos agora a definicao dos conjuntos limites das 6rbitas de um campo vetorial

a fim de estudar o comportamento assintético das 6rbitas de campos vetoriais no plano.

Definicao 1.1.13. Sejam A C R™ um aberto e F : A — R"™ um campo vetorial de
classe C", r > 1. Considere p(t,p) a drbita de F passando pelo ponto p definida em seu

intervalo mdzimo I, = (I_(p), 1(p)). Se I+(p) = oo define-se o conjunto

w(p) ={qe A:Ht,} comt, — o0 ep(t,) — q, quando n — oo}.
Analogamente, se I_(p) = —oo podemos definir

alp) ={qe A:Ht,} comt, - —c0 e p(t,) — q, quando n — oco}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e conjunto

a—limite de p.

Teorema 1.1.6. Sejam A C R™ um aberto e F : A — R™ um campo vetorial de classe
C", r > 1. Considere a semidrbita positiva v*(p) = {¢(t,p) : t > 0} do campo F pelo

ponto p. Se vT(p) estd contida num subconjunto compacto K C A, entao:
(a) w(p) # 0;
(b) w(p) é compacto;

(c) w(p) € invariante por F, isto €, se q € w(p) entdo a curva integral de F por q estd

contida em w(p);
(d) w(p) € conexo.
Demonstracao: A demonstracao pode ser encontrada em [18].

Teorema 1.1.7 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sejam A C R? um conjunto aberto
e F': A — R? um campo vetorial de classe C™, r > 1. Seja o(t,p) uma orbita de F
definida para todo t > 0 e suponha que a semidrbita positiva v (p) esteja contida num
subconjunto compacto K C A. Ainda, suponha que o campo F possui um nimero finito

de singularidades em w(p). Entao tem-se as sequintes possibilidades:
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(a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) € uma orbita periddica;

(b) Sew(p) contém pontos requlares e singulares, entdao w(p) consiste de um conjunto de

orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — 4o00.
(c) Se w(p) nao contém pontos regulares, entio w(p) € um ponto singular.

Demonstracao: A demonstragiao pode ser encontrada em [18].



Capitulo 2

Introducao aos Sistemas Suaves por

Partes

Neste capitulo apresentaremos as nogoes bésicas dos sistemas suaves por partes e dos
campos vetoriais descontinuos. Partiremos inicialmente a definicao dos objetos fundamen-
tais da teoria classica, como trajetorias e singularidades, tendo como ponto de partida a

teoria classica das equacoes diferenciais e as convencoes de Filippov.

2.1 Sistemas suaves por partes

Uma familia de sistemas diferenciais que tem chamado a atencao atualmente sao os
sistemas diferenciais suaves por partes. Em particular, podemos definir um sistema suave
por partes no plano com duas zonas, o qual serd o principal objeto de estudo deste
trabalho.

Considere X e Y campos vetoriais suaves, isto é, de classe C", r > 1, definidos em um
aberto conexo M C R? contendo a origem e seja f : M C R? — R uma funcao suave tal
que 0 é valor regular. Suponha que o conjunto ¥ = f~1(0) N M é conexo e divide M em

duas componentes conexas dadas por

(v,y) € M : f(z,y) > 0};
(x,y) € M : f(z,y) <O0}.

13
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Definicao 2.1.1. Dados X e Y campos vetoriais suaves definidos em M C R? e dada

f:M CR?— R como acima, define-se um campo vetorial suave por partes Z como

X(z,y), fl(z,y)
Y(z,y), fl(x,y)

v

(2.1)

0;
Z(x,y) =

0

IN

Denotaremos Z = (X, Y') a fim de esclarecer as componentes do campo vetorial e por
(M, f) o conjunto dos campos vetoriais suaves por partes com duas zonas no plano
definidos em M com o auxilio da funcao f. Note que nao ha problema em considerar
as regioes X7 e X~ com fronteira comum 3, no qual Z pode ser considerado bi-valuado.
O conjunto ¥ = {(z,y) € M : f(z,y) = 0} é chamado curva de separagao ou curva de
descontinuidade.

A fim de estabelecer uma definicao para as trajetorias de um sistema suave por par-
tes no plano com duas zonas e estudar sua dinamica, precisamos de um critério para a
transicao de orbitas entre X7 e Y~ através da curva de separacao X.

Nas regioes X" e ¥~ a trajetoria local de um ponto p é dada pela trajetoria usual
dos campos vetoriais suaves X ou Y. Assim, resta estender a definicdo de trajetoria para
pontos em Y. Para isso, precisaremos das convencoes de Filippov.

Dado um ponto p € R? e um campo vetorial suave
X R? — R?
(x7y> — X(%’,y) = (Xl(xay)7X2(xay))

denotaremos por

X1(0) = (00, V50) = %00 52 4 xap) 2L (22)

a derivada direcional de f ao longo do campo vetorial X, também conhecida como derivada

de Lie. Analogamente,

X2() = (X0). VX0) = X L 4 )T ey

Definigao 2.1.2. Seja Z = (X,Y) € Q"(M, f). Entao,

a) Um conjunto X° C X € dito ser de costura se, para todo p € X, tivermos
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Xf(p)Yf(p) >0.

Veja Figura 2.1.

E-l-

Figura 2.1: Arco de costura.

b) Um conjunto F C ¥ ¢ dito ser de escape se, para todo p € XF, tivermos X f(p) > 0
e Y f(p) <0. Veja Figura 2.2.

St
by
-

Figura 2.2: Arco de escape.

c¢) Um conjunto XP C X € dito ser de deslize se, para todo p € ¥P, tivermos X f(p) < 0
eY f(p) > 0. Veja figura 2.3.

Z+
by
-

Figura 2.3: Arco de deslize.
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Note que os arcos de costura, escape e deslize definem abertos em Y. Essa defini¢ao
exclui os pontos p € 3 tais que X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0. Tais pontos sao chamados
pontos de tangéncia. Note que se X f(p) = 0 e X(p) # 0 entdo a trajetoria que passa
por p é tangente a . Além disso, exclui os pontos de X que sao singularidades de X
ou de Y. Tais pontos ocorrem nas fronteiras 9%, 9L e 90X dos arcos X¢, ©F e X7,

respectivamente.

Definicao 2.1.3. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f). O campo vetorial suave X possui uma
dobra ou tangéncia quadrdtica com X em p € ¥ se X f(p) = 0 e X2f(p) # 0. Dizemos

que p € uma dobra:

a) invisivel de Z se X f(p) = 0 e X2f(p) < 0. Definimos analogamente uma dobra

wnvisivel de Z que seja tangéncia quadrdtica de Y com Y.

b) visivel de Z se X f(p) =0 e X?f(p) > 0. Definimos analogamente uma dobra visivel

de Z que seja tangéncia quadrdtica de'Y com X.

Um ponto p € ¥ € dito uma -dobra de Z se for ponto de tangéncia quadrdtica apenas do

campo X, ou apenas do campo Y, com X.

Definicao 2.1.4. Um campo vetorial suave X possui uma tangéncia cibica com ¥ em

peEX se Xf(p)=X?f(p)=0eX’f(p) #0.

Definigao 2.1.5. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f). Dizemos que uma singularidade p de X

¢ real se p € X1, Dizemos que uma singularidade p de X € virtual se p € X7,

Para definirmos as trajetorias passando por um ponto de costura, como os campos X
e Y apontam na mesma direcao, é suficiente justapor as trajetorias de X e Y por aquele
ponto. J& nos arcos de deslize e escape precisamos definir um campo vetorial auxiliar
conhecido como campo de Filippov ou campo deslizante.

Considere o campo vetorial F; em que cada ponto p € ¥ U 2P é dado por uma
combinacao linear convexa de X (p) e Y (p) de modo que F(p) seja tangente a ¥, ou seja,

F7(p) é o tinico vetor tangente a 3 no cone gerado por X(p) e Y(p). Veja Figura 2.4.
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Figura 2.4: Campo de Filippov.

Deste modo,
Fz(p) = (1 —a(p))X(p) +a(p)Y (p)

em que

_ XfWw)
U XTG) ~YIm)
Logo temos que Fy é dado por
Fylp) = Y i) X(p) - Xf(0)Y(p) (2.4)

Yf(p) — Xf(p)

Para verificar que F; é tangente a X basta mostrar que Fz(p) é ortogonal a V f(p). De

fato,

(Fx(p), V() = <(1—Oz(p))X(p)—|—oz(p)Y(p),(a];(xp>’M)>

dy
= (1= a0 Xal) + )0, Y 0)) . (52,252) )
= Xf(p) —alp)Xfp)+ () ()
_ XS (Xfp) =Y ) - (p)Xf()+Xf() ()
X /) - Y1)
= 0.

Podemos escrever o campo de Filippov de outra forma. Localmente, numa vizinhanca
de p € ¥ UXP, podemos considerar coordenadas locais de forma que ¥ = {y = 0},

p = (0,0) e f(x,y) = y. Assim, considerando X (x,y) = (a(z,y),b(z,y)) e Y(z,y) =
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(c(z,y),d(z,y)), temos que o campo de Filippov é dado por

a(p)d(p) — b(p)c(p)
—b(p) ’0> '

De fato, suponha, sem perda de generalidade, que p € . Considere a reta r que passa
por (a(p),b(p)) e (c(p), d(p)), isto &,

2 e =)
Y= ) —at) a(p)( () + b(p).

(2.5)

Como a curva de separacao coincide localmente com o eixo x temos que Fyz(p) = (xo,0)

com (z,0) € 7. Logo, basta encontrar o ponto de interse¢ao entre r e o eixo x. Assim,

_d(p) —b(p)

Y= ) —a) (z —a(p)) +b(p) =0

implica que

— b(p)c(p)
d(p) —b(p)

Definicao 2.1.6. Um ponto p € XF UXP ¢é ponto singular do campo de Filippov Fy se
Fz(p) =0, ou seja, a(p)d(p) — b(p)c(p) = 0.

Os pontos singulares do campo de Filippov sao chamados de pseudo-equilibrios. Note

que

Definigao 2.1.7. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f) e Fz o campo de Filippov gerado por Z.
Seja p € E UXP um ponto singular de Fy, isto €, Fz(p) = 0. O ponto p é dito ser um
ponto singular hiperbdlico se I, # 0, ou seja, d (det(X,Y)|s) (p) # 0.

Definicao 2.1.8. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f) e Fz o campo de Filippov gerado por Z.

Seja p um ponto singular hiperbolico de Fy. Entao,
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a) p é uma sela de Filippov se:

i) p € X e é uma singularidade repulsora de Fyz, isto é, Fj, > 0. Veja Figura

i
RN

Figura 2.5: Sela de Filippov.

i) p € XF e ¢ uma singularidade atratora de Fy, isto é, Fy, < 0. Veja Figura 2.6.

/N
/ \ -
<%
-

A4

Figura 2.6: Sela de Filippov.

b) p € um nd de Filippov se:

i) p € P e é uma singularidade atratora de Fy, isto é, F}, < 0. Veja Figura 2.7.
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N
AENT

Figura 2.7: N6 de Filippov.

i) p € LF e é uma singularidade repulsora de Fy, isto é, Fj, > 0. Veja Figura

RNV
I

Figura 2.8: N6 de Filippov.

Definicao 2.1.9. Um ponto p € dito X—reqular de Z se:
e p € ponto de costura;
o p € XEUXP nao ¢ ponto singular do campo de Filippov, isto €, Fz(p) # 0.
Definicao 2.1.10. Um ponto p é dito ser uma X-singularidade elementar de Z se:
e p € uma X—dobra de Z;
e p ¢ ponto singular hiperbolico de F'y.

Agora podemos apresentar a definicao de trajetéria de um campo vetorial suave por

partes com duas zonas no plano.
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Definicao 2.1.11. Seja v uma curva em R? composta por arcos requlares de trajetérias
de X em X7, e/ouY em X7, e/ou trajetdrias de Fy em Y. Nessas condigoes, dizemos

que v € uma poli-trajetoria de Z se:

i) v contém arcos de trajetoria de pelo menos dois entre os campos X, Y e Fy, ou €

formado por um arco de Fy;

ii) A transicao de arcos de trajetoria de X para arcos de trajetoria de'Y € feita através

de pontos de costura;

iii) A transicao de arcos de trajetoria de X, ou de Y, para arcos de trajetoria de Fy
€ feita através de tangéncias ou pontos requlares do arco de escape, ou do arco

deslizante, respeitando-se o sentido dos arcos de trajetoria.

Note que nao temos unicidade de solucoes, pois os arcos de trajetéria do campo de
Filippov podem pertencer a infinitas poli-trajetorias. A Figura 2.9 apresenta um exemplo

de poli-trajetoria.

\7\\\ Jf\\
NS

Figura 2.9: Exemplo de poli-trajetoria.

Partiremos agora a caracterizacao das orbitas fechadas de um sistema suave por partes

com duas zonas no plano.

Definigao 2.1.12. Seja v uma poli-trajetoria fechada de Z = (X,Y) € Q"(M, f). Dize-

mos que:
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a) v € uma poli-trajetdria fechada do tipo I se v encontra X somente em pontos de

costura. Veja Figura 2.10.

Y

Y+

by
Q B
Figura 2.10: Exemplo de poli-trajetoria fechada do tipo I.

b) v € uma poli-trajetoria fechada do tipo II se v = X. Veja Figura 2.11.

@72
-

Figura 2.11: Exemplo de poli-trajetoria fechada do tipo II.

c) v € uma poli-trajetoria fechada do tipo III se v contém pelo menos uma X—dobra de

Z. Veja Figura 2.12.
v
m Z+
Py
U >~

Figura 2.12: Exemplo de poli-trajetoria fechada do tipo III.
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Daremos agora alguns exemplos para ilustrar as definicoes acima.

Exemplo 2.1.1. Considere o sistema associado ao campo vetorial 71 = (X1,Y1) €
Q" (R?, f) dado por

Zl(l' y) _ Xl(xay) = (1,1‘2), ) Z O; (2 6)
’ Yi(z,y) = (1,1), y<0. '

Considere o ponto p = (0,0). Podemos observar que:
a) ¥ ={(x,y) e R?: y = 0};
b) p nao é singularidade de Xy ou Yi;

¢) p € ponto de tangéncia cibica de X1 com . Com efeito, temos que

Xif(z,y) = (Xi(z,y), VI(z,y)) = ((1,2%),(0,1)) = 2?

e logo X1 f(p) =0. Além disso,

X%f(xay) = <X1(x7y)7 Vle(x,y)> = <(1,$2), (2xa0>> =2z

e assim X2 f(p) = 0. Também,

Xff(x,y) = (Xi(z, ), VX%f(xay» = ((1,1‘2), (2,0)) =2
e portanto X3 f(p) # 0.

d) p € o unico ponto de tangéncia em 3 e todo ponto (x,0) € ¥ com = # 0 € ponto de

costura, ou seja, p € OXC.

Na Figura 2.13 apresentamos o retrato de fase do sistema associado ao campo Z, e a

orbita p(t,p) passando pelo ponto p.
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I s
AT

Figura 2.13: Retrato de fase do campo Z; dado em (2.6).

Note que em alguns casos € possivel falar em tempo passado e tempo futuro devido a

unicidade de solu¢oes. Mas em geral, isso nao € possivel.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema associado ao campo vetorial Zs = (Xs,Ys) dado

por

Xo(z,y) = (1,22),  y=0;
Considere o ponto p = (0,0). Podemos observar que p nao é singularidade de Xy ou

Y5, mas p € ponto de tangéncia quadrdtica de > com Xy e com Ys. Veja Figura 2.14.
)
[
N— >

Figura 2.14: Retrato de fase do campo Z» dado em (2.7).

Note que, neste caso, X = {(z,y) eR? :y=0e x>0} e 2P ={(z,y) eR*:y =0

e z < 0}. Assim, para tais pontos, podemos calcular explicitamente o campo de Filippov

Fz,(q) = (%,0) :

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema associado ao campo vetorial Zs = (X3,Y3) dado

associado a Zs, o qual é dado por

por

AR - .
Yé(l',y):(—l,—l'—i-lj), ySO
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Considere os pontos p = (0,0) e ¢ = (1,0). Podemos observar que p e ¢ nao sao
singularidades de X3 ou Y3, mas temos que p € ponto de tangéncia quadrdtica com X3 e

Y3, e que q € ponto de tangéncia quadrdtica com Ys. Veja Figura 2.15.

F/A
=

Figura 2.15: Retrato de fase do campo Z3 dado em (2.8).

Podemos observar que, neste caso,
YP={(v,y) eR?*:y=0cax>1}
YO ={(r,y) ER*:y=0,2 <1 ex#p}
Note que p(t,p) = {p} e que nao temos unicidade de solugoes em q.

Exemplo 2.1.4. Considere o sistema associado ao campo vetorial Zy = (X4,Yy) dado

por

Xy(z,y) = (L,x), y=>0
Y;;(l',y): (_Lx)a ySO
Considere o ponto p = (0,0). Podemos observar que p nao € singularidade de X4 ou

Yy, mas p € ponto de tangéncia quadrdtica com X, e com Y. Veja Figura 2.16.

WY
AN

Figura 2.16: Retrato de fase do campo Z; dado em (2.9).

Podemos observar que, neste caso, nao € possivel falar em tempo passado ou tempo

futuro para a orbita do ponto p, pois nao hd unicidade de solucoes.
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2.2 Aplicacao de Poincaré

Caminharemos agora na direcao da definicao da Aplicacao de Poincaré ou aplicacao
de primeiro retorno em um sistema suave por partes com duas zonas no plano.

Dados dois vetores u, v € R", denotaremos por

Uy U1
(ufv) =

Up  Up

a matriz cujas colunas sao os vetores u e v.

Teorema 2.2.1. Sejam X um campo vetorial de classe C* em R?, py € R? e p(t, po)
a drbita de X tal que ©(0,po) = po. Suponha um ponto p; € R* e ty € R tais que
p1 = @(to, po). Sejam Xy e Xy secoes transversais de X passando pelos pontos py e py res-
pectivamente. Se oo : [y — R? e 01 : I} — R? sao respectivamente as parametrizacoes
de Yo e Xy com 0o(s0) = po € 01(s1) = p1, entdo existe uma vizinhanga U de py e duas

fungoes diferencidqveis T : U — R e p: U — I tais que T(po) = to, p(po) = s1 €

o(7(p),p) = o1(p(p));
para todo p € U.

Demonstragao: Defina f : D x I; C R* — R? dada por f(t,p,s) = p(t,p) — 01(s).
Como X é de classe C! entao, pelo teorema da dependéncia continua, ¢ & de classe C*.

Ainda, como ¥; é uma secao transversal entdao f é uma funcao diferenciavel. Note que

f(po,to, 51) = ©(to, po) — o1(s1) = p1 —p1 = 0;

0

0
BT (po, to, s1) = a@(to,po) = X(p(to,po)) = X (p1);

9 '
%f(p(Jath 81) - _01(81)-

Ainda, temos que a matriz

0
D) f(pos to, s1) = (Ef(poyto, 51)

%f(po, to, 51) )
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¢ nao singular, ou seja, det D ) f(po,to,51) # 0, pois X; é uma secao transversal de
X. Logo, pelo teorema da funcao implicita, existem uma vizinhanca U de py e fungoes

diferenciaveis 7 : U — R e p: U — I; tais que 7(pg) = to, p(po) = s1 €

f(p,7(p), p(p)) =0,

para todo p € U. Portanto,
o(7(p),p) = a1(p(p)),

para todo p € U. [ |
Note que o fluxo de X leva pontos proximos de py em pontos da secao transversal 3.

Assim, nas condicoes acima, podemos definir

T EomU — 3 (210)

p > w(p)=p(r(p),p) =0o1(p(p))

a aplicacao de transicao do campo de vetores X entre as secoes transversais Yo e Y.

Definiremos também a funcao

7: YoNU — R
(2.11)
p o 7(p)=70)
a qual exprime o tempo necessario para que um ponto de ¥y chegue a >, através do fluxo
de X pela primeira vez. Note que ambas as aplicacoes sao diferenciaveis devido ao fato
de todas as funcoes envolvidas o serem.

A fim de obter a derivada da aplicagao de transicao, considere Wy C Iy e W7 C 4

vizinhancas dos pontos sg e s; respectivamente. Entao podemos definir

IIm: woclp — Wi ChL
s+ I(s) = o7 (n(00(s))) = ploo(s)).

Logo, podemos estabelecer o seguinte diagrama

(2.12)

YoNU =5 )N

o |

Wocl, 25 W, cl



Como II é diferenciavel, temos que

I'(s) = T

Analogamente, podemos definir a aplicacao diferenciavel
T: Wo — R
s +— T(s)="7(00(s))

e logo

Defina as matrizes

My, = (X(po) —as<30>),

M, = (X0~ 50,

Lema 2.2.1. Nas condicoes do Teorema 2.2.1, se

1 T'(so)
0 II'(sp)

A=

entdo My, A = D,p(ty, po) Ms, .

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.1 e por (2.11) temos que

o(7(p),p) = o1(p(p)),

para todo p € U. Derivando (2.16) com respeito a p, pela regra da cadeia, temos

0

51 ?T1))VT(P) + Dyp(7(p).p) = a1 (p(p))Vp(p).

Assim, como

5@(%(1?),29) = X(p(7(p),p)),

tomando p = pg temos que

X(@(7(po), p0)) VT (po) + Dpp(7(po), po) = 1(p(po)) Vo (po),

@ 11(s) = Vp(oo(s))h(s).

28

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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ou seja,
X (p1)V7(po) + Dypp(to, po) = a1 (p(po))Vp(po), (2.17)

ja que T(po) = to e ¢(to,po) = p1. Multiplicando ambos os lados de (2.17) por o((so)

temos que

X(p1)V7(po)ag(s0) + Dyp(to, po)oo(se) = a1(p(pe))Vp(po)ag(so).
De (2.13) e (2.15) vem que
X (p1)T"(s0) + Dpp(to, po)ag(se) = o (s1)IT'(s0).
Logo, temos que

1 T'(s0)

e IR TE0) N

— (X(p1) X(p1)T"(s0) — Ui(sl)H,(SO))

— (X(pl) —Dpw(fo,po)aé(so))-

Utilizando a igualdade
X(p1) = Dyp(to, po) X (po),

segue que
Ms, A = (DpSO to, po) X (po) —Dp@(toypo)a(l)(so))
= Dyt (X ()| - o))
= Dyp(to, po)Ms,
como queriamos demonstrar. [ |

Teorema 2.2.2. Sejam X um campo vetorial de classe C* em R?, py € R? e o(t, po)
a drbita de X tal que ©(0,po) = po. Suponha um ponto p; € R* e ty € R tais que
p1 = p(to, po). Sejam Xg e Xy segoes transversais de X passando pelos pontos py e py res-

pectivamente. Se oo : [y — R? e 01 : I} — R? sao respectivamente as parametrizacoes
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de Yo e X1 com oo(so) = po € 01(s1) = p1, entdo a derivada da aplicagao de transi¢ao

T X9 — 21, no ponto py, definida pelo fluro de X, € dada por

06(50)> exp ( /O ' divX(SO(tapo))dt) (2.18)

(o)

Demonstracgao: Pelo Lema 2.2.1 temos que

det (X(po)

' (po) =
det (X(pl)

o) [0 1) = Dt (00| - o) ).

0 I'(s)

()

Calculando o determinante em ambos os lados dessa igualdade, temos

- (50 )V su) = det(Dyplto ) et (X ()| - i) ).

det (X(pl)

Note que D,p(t,py) é uma matriz fundamental do sistema

X' = DX (p(t,po)) X
Dp(p(oaPO) = Id.

Logo, pela Formula de Liouville,

det(Dypliosm)) = e ( [ ' (DX (e(t. )t

— e ( /0 * divX (ot po))dt).

Ainda, como ¥; é uma segao transversal, a matriz My, é nao singular. Portanto,

e det (X(po) 06::3 exp (/Oto divX(go(t,po))dt)

det [ X

exp ( /O ! divX (o(t, po))dt> .

det [ X

( (p1)
det (X(po) 06(50))
()

20)
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como queriamos demonstrar. [ |

Seja v uma poli-trajetoria fechada do tipo I de Z = (X,Y) € Q"(M, f) tal que

Yy=wUnU---Uv,

com 7y,; sendo arcos de trajetorias de X em XF e 49,4 sendo arcos de trajetorias de YV
em ¥, para j =0,1,---,(n—1)/2. Paracada j =0,1,--- ,nsejay;NE = {p;,pj+1}

com py = Pp41. Assim, podemos definir uma colecao de aplicagoes de transi¢ao em p;
Ty (2727]') — (Eaijrl)
tal que a aplicacao de primeiro retorno associada a orbita v é dada por
T = TpOTMp-10":0T

com 7(py) = po. Veja Figura 2.17.

Y2
e o
Do D3 P2 P b
5
3 71

Figura 2.17: Divisao de uma poli-trajetoria fechada ~.



Capitulo 3

Regularizacao de campos vetoriais

suaves por partes

Neste capitulo iremos apresentar o método da regularizacao de campos vetoriais suaves
por partes, o qual foi introduzido por Sotomayor e Teixeira em [16]. Este método con-
siste na aproximacao de um campo vetorial suave por partes por uma familia de campos

vetoriais suaves, a qual pode-se aplicar a teoria cléssica.

3.1 O método da regularizagao

O método da regularizacao consiste na aproximacao de sistemas suaves por partes

associados a campos vetoriais suaves por partes da forma

’ Y(,y), [,y

)
)

por uma familia a um parametro de sistemas suaves, definida com o auxilio de uma func¢ao

v

0;
(3.1)
0,

IN

de transigao.

Definicao 3.1.1. Uma funcdao de classe C* ¢ : R — R € dita ser uma funcao de
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transicao se
0, t € (—o0,—1],
p(t) =14 1, t€l,00),
O(t) >0, te(—1,1).

A Figura 3.1 nos mostra o comportamento de uma funcao de transicao.

Figura 3.1: Grafico de uma fungao de transigao.
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Definicao 3.1.2. Sejo Z = (X,Y) € Q"(M, f) e > 0. Uma p.-reqularizacio de Z é a

familia a um parametro de campos vetoriais suaves Z. dada por

Ze(q) = (1 = »=(f(q) Y(q) + ¢-(f(q)) X (q)

em que o-(t) = (L) e p € uma fungao de transigao.

(3.3)

A regiao contendo ¥ onde o campo Z. é uma média dos campos X e Y, ou seja, o

conjunto ¥ x (—¢,¢), é chamado faixa de regularizacdo. Veja Figura 3.2.

Para cada ¢ > 0 fixado, o campo vetorial Z. é chamado campo vetorial regularizado.



34

Figura 3.2: Faixa de regularizacao

Exemplo 3.1.1. Considere a fungio f(x,y) =1y e o sistema em R* dado por

=1
(3.4)
y' =2+ sgn(y).

Logo, temos que o sistema (3.4) é dado por

(', y) = (3-5)

Graficamente temos que ¥ = {y = 0} € uma regiao de costura. Seja ¢ uma funcao de

transicao. Entao, temos que

Ze(xvy) = 1- cpe(f(x,y)))Y(:E,y) + cpe(f(x,y))X(:E,y)

(
= (T=w(w)(@ 1)+ ¢=(y)(1,3)

- (- @)aneeos

Proposicao 3.1.1. Seja p um ponto X-reqular de Z = (X,Y) € Q"(M, f). Entao, dada
uma fungao de transicao, existem uma vizinhanga V de p em M e g9 > 0 tais que, para

0 < e < eg, 0 campo vetorial reqularizado Z. nao possui singularidades em V.

Demonstracao: Seja p um ponto Y-regular de Z = (X,Y) € Q" (M, f). Entao temos
que p é ponto de costura ou ponto de deslize ou escape que nao é uma singularidade do
campo de Filippov F.

Considere coordenadas locais de modo que p = (0,0), f(z,y) =y, ¥ = {y =0}, X(x,y) =
(a(z,y),b(z,y)) e Y(z,y) = (c(z,y),d(x,y)). Logo, podemos considerar o campo de
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Filippov como sendo

~ (alp)d(p) — b(p)c(p)
FZ(p)‘( a(p) — b(p) ’0)

Seja p um ponto de costura. Entdo temos que X f(p)Y f(p) > 0, isto &,

XY [(p) = (alp)fo(p) + b(p) fy(p))(c(p) f2(p) + d(p) fy(p)) = b(p)d(p) > 0.

Suponha sem perda de generalidade que b(p) > 0 e d(p) > 0. Como b e d sdo fungoes
continuas, podemos tomar £y > 0 de modo que as fungoes b e d nao mudem de sinal para

|z| < e e |y] < ep. Assim, podemos definir uma vizinhanga V' de p dada por
V={(x,y) € M : b(z,y) >0ed(x,y) > 0}.
Note que o campo regularizado ¢ dado por

Z(q) = (1—v(f(9)Y(q)+¢(f(q))X(q)
= (1= e))elz, y), (1 —we(y))d(z,y)) + (e-(v)alz,y), - (y)b(z,y))

= ((1 —@e(y))e(x,y) + e(y)alz, y), (1 — ¢e(y))d(z,y) + e (y)b(x, y)).

Assim, temos que, para 0 < € < g, a segunda coordenada do campo regularizado Z, é

estritamente positiva em V' e portanto nao existem singularidades do campo regularizado
Z.em V.

Por outro lado, suponha que p € X¥ U XY com Fy(p) # 0. Logo, temos que

Xf(p)Y f(p) =0b(p)d(p) <0

e também
0 # Fz(p) = det[X, Y](p) = a(p)d(p) — b(p)c(p).

Suponha, sem perda de generalidade, que p é ponto de escape, ou seja, b(p) > 0 e d(p) < 0.
Como b e d sao funcoes continuas podemos tomar €y > 0 de modo que as funcoes b e d
nao mudem de sinal para || < g e |y| < gp. Assim, podemos definir uma vizinhanga V'

de p dada por

V= {(x7y> e M: a(xay)d(x7y> o b(x,y)c(:c,y) 7£ O}
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Note que um ponto (z,y) é singularidade do campo regularizado Z. se Z.(z,y) = (0,0),

isto é, se
(1 = we(y))e(z,y) = —pe(y)alz, y)
(1 —p:(y)d(x,y) = —p(y)b(x, y)
e logo

c(z,y)
C(l‘, y) - a’(xa y)

d(z, y)
d(xa y) - b(xa y)

= (Ps(y) =

o que implica
(I(ZL‘, y)d(l‘v y) - b(l‘v y)C(l’, y) = 0.

Portanto, para 0 < & < &g, todo (x,y) € V nao satisfaz a igualdade acima e assim o

campo regularizado Z. nao possui singularidades em V. Veja Figura 3.3. ]
\\\\\ /

Figura 3.3: Regularizacao de um ponto X-regular.

Corolario 3.1.1. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f) e K C ¥ um conjunto compacto de pontos
Y-requlares. Entao, dada uma funcao de transicao, existem uma vizinhanca V de K em
M e gy > 0 tais que, para 0 < € < €y, o campo vetorial reqularizado Z. nao possui

singularidades em V.

A proposicao a seguir garante que nao surgem pontos singulares na regularizacao em

torno de uma >-dobra.

Proposicao 3.1.2. Seja p € ¥ uma X-dobra de Z = (X,Y) € Q" (M, f). Entao, dada
uma funcao de transicao, existem uma vizinhanca V de p em M e g > 0 tais que, para

0 < e < eg, 0 campo vetorial reqularizado Z. nao possui singularidades em V.
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Demonstragao: Podemos considerar coordenadas locais de modo que p = (0, 0), a funcao
que define o campo dada por f(z,y) = y e ainda X = {y = 0}, X(z,y) = (a(z,y),b(x,y))
eY(z,y) = (c(x,y),d(z,y)). Suponha, sem perda de generalidade, que X f(p) = 0 e ainda
X2f(p) > 0eYf(p)>0. Os outros casos sao anélogos.

Temos que:
(i) Xf(p) = (X(p), Vf(p)) = b(p) = 0;

(i) X?f(p) = (X(p), VX f(p)) = a(p)b.(p) + b(p)b,(p) = a(p)b.(p) > 0, 0 que implica
em a(p) # 0;

(iii) Y f(p) = (Y(p), V£ (p)) = d(p) > 0.
Temos ainda que uma singularidade (z,y) do campo regularizado Z. satisfaz

d(z,y) B B
) by Y= Sy —a@y)

o que implica

a(z,y)d(z,y) — b(z,y)c(z,y) = det[X, Y](p) = 0.
Note que em p temos
det[X, Y](p) = a(p)d(p) — b(p)c(p) = a(p)d(p) # 0.

Assim, como a e d sdo fungbes continuas podemos tomar 9 > 0 de modo que det[ X, Y](z,y) #

0 para |z| < e e |y| < ep. Assim, podemos definir uma vizinhanga V' de p dada por
V={(z,y) € M:[z[<egelyl <eo}.

Portanto, para 0 < € < gy, o campo regularizado Z. nao possui singularidades em V.

Veja figura 3.4. [ ]
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4
arg

Figura 3.4: Regularizacao de uma X-dobra.

Teorema 3.1.1. Seja Z = (X,Y) € Q"(M, f) e p um ponto singular hiperbdlico de F.
Entao, dada uma funcao de transi¢ao, existem uma vizinhanca V- dep em M eeq > 0 tais
que, para 0 < & < gg, 0 campo vetorial reqularizado Z. possui uma unica singularidade p,

em V', a qual € hiperbolica e do tipo sela ou nd, conforme p o for para Fy.

Demonstracao: Seja p um ponto singular hiperbolico de F, e suponha p € 2. O
outro caso é andlogo. Considere coordenadas locais de modo que p = (0,0), f(x,y) = v,
Y ={y =0}, X(z,y) = (a(z,y),b(z,y)) e Y(z,y) = (c(x,y),d(x,y)). Assim, podemos
considerar, localmente, o campo de Filippov como sendo

a(p)d(p) — b(p)c(p)
—b(p) ’0> '

Temos que:
(i) Xf(p) =blp) <0eYf(p)=dp) >0
(ii) Fz(p) =0, isto &, det[X,Y](p) = a(p)d(p) — b(p)c(p) = 0;

(iii) F%(p) # 0, isto é,

AU, Y)s) () = ~-(det(X,V)]s) ()

€T

= a,(p)d(p) + a(p)d.(p) — bx(p)c(p) — b(p)ca(p) # 0.
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O campo regularizado Z. tem a forma

Z(x,y) = ((1 —:(y))e(z,y) + e (y)alz,y), (1 — ¢ (v))d(z,y) + ¢ (y)b(z, y))-

Vimos que um ponto (z,y) é singularidade do campo regularizado Z. se satisfaz

d(z, y)
d(xa y) - b(xa Yy

c(z,y)
C(l‘, y) - a’(xa y)

7= vely) = (3.6)

o que implica

a(z,y)d(z,y) = b(z,y)e(z,y) = 0.
Assim, se (z,y) é singularidade do campo regularizado Z. entao det[X, Y](z,y) = 0.
Como det[X,Y](p) = 0 e 2 (det(X,Y)|s) (p) # 0, pelo teorema da funcdo implicita,

existe uma vizinhanca U; x Uy, C R? de p e uma funcao diferenciavel a : Uy, — U; tal

que r = a(y) e

det[X, Y](a(y),y) = ala(y),y)d(a(y),y) — bla(y), y)c(a(y),y) = 0.

Entao, nos pontos da curva («a(y),y) vale que

d(,y) B c(z,y)

d(xay) _b(xay) C(xay) —a(x,y)'

Vamos mostrar que existe apenas um ponto p. nesta curva que satisfaz (3.6), ou seja, que
cruza o grafico de ..

Como b(p) < 0 e d(p) > 0ebedsao fungdes continuas podemos tomar g3 > 0 de modo
que b e d nao mudem de sinal para |z| < gg e |y| < &g e tal que Uy C [—&¢,&0]. Assim,

podemos definir uma vizinhanca V' de p dada por
V=A{(z,y) e M:|z] <egelyl <eo}.

Note que para (x,y) € V temos que

Defina g : R — R dada por
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Sejam
d(p)

d(p) — b(p)
e m = min{k,1 — k}. Como k € (0,1), dado (z,y) € V podemos diminuir £y de modo

k:

que

d(z,y) m m
d(z,y) — b(z,y) < <k_ 5’1{:—'— 5)

Assim, como ¢.(—eg) = 0 e p-(g9) = 1 e as fungodes . e g sdo continuas, entao temos que
existe pelo menos um ponto de cruzamento entre os dois gréficos.

4

©e(y)
9(y)

Figura 3.5: Intersecao entre ¢. e g.

Como ¢, (y) ¢ uma funcao crescente no intervalo [—¢, £, se 0 ponto de cruzamento nao
for inico basta diminuir o valor de £q até que o cruzamento s6 ocorra uma vez. O mesmo é
véalido para 0 < € < g9. Seja y. o0 Gnico ponto de cruzamento dos graficos para 0 < € < &.
Entao temos que p. = (a(y:), y.) é a tnica singularidade de Z. em V.

Resta mostrar que p. é uma singularidade hiperbdlica, e é uma sela se p o for para Fl,
ou um no se p o for para Fj.

A matriz jacobiana de Z. calculada em p. é dada por

[021(pe)  921(p:)

. ox dy
DZ. (pe) - 0Z2(p:) 0Z2%(p:)
ox dy

(1= @e)ce +9ea,  pla— e+ (1—p)cy + peay
(1= @e)dy + @by b —ld + (1 — p:)d, + @b,

Logo, temos que o polindomio caracteristico é dado por

P()\) = A2 — tr(DZ)A + det(DZ.)
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e os autovalores de DZ. sao

—(~tr(DZ.)) + \/(te(DZ.))2 — ddet(DZ.)
) .

Ao =

Seja A = (tr(DZ.))? — 4det(DZ.) e B = —tr(DZ.) e suponha A > 0. Para que uma

singularidade com autovalores dados por

seja uma singularidade hiperbolica do tipo sela deve-se ter

~B+VA>0 = VA>B
-B—vVA<0 = VA>-B

Por outro lado, uma singularidade hiperbdlica sera um n6 quando

= VA>|B/ = A> B

(~B+VA)(~B-VA)>0=>B*~-A>0=0<A < B
Mas, note que
A — B? = —4det(DZ.). (3.7)

Assim, basta analisarmos o sinal do determinante do jacobiano do campo regularizado Z.

em p.. Manipulando algebricamente a expressao do determinante obtemos
det(DZ.)(p:) = ¢L(be, —ad, —da, + cb,) + L
= —¢.(y.) (azd + ad, — byc — be,) + L(p:)

= —¢l(y)d(det(X,Y)|s(p.)) + L(p.),

onde
L(p.) = [cady — cydy] + 0c[—2¢,dy + 2¢ydy + bycy, + azdy — ayd, — byey] +
+ cpg [cody — cydy — bycy, — apdy + ayd, + bycy.

Note que, como todas as fun¢oes envolvidas sao continuas, a funcao L é limitada. Além

disso, como

0, t < —e¢,
@e(t) =9 h(t), —e<t<e,
1, t> e,
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onde h(t) é uma funcdo crescente em (—¢,¢), podemos notar que a funcao de transigao

tende a funcao de Heaviside ou funcao escada. Logo, podemos concluir que

lim . (p.) = 0.

e—0

Portanto, podemos tomar ¢ suficientemente pequeno de modo que

@;(ye)d(det(Xv Y)|Z(pe)) > L(pe)
l(ye) >0

temos que o sinal do determinante do jacobiano do campo regularizado Z. depende do
sinal de

d(det(X,Y)|s(p.)).

Assim, o sinal de det(DZ.)(p-) é o mesmo de —d(det(X,Y)|s(p:)). Logo, por (3.7), temos
que p. é uma sela hiperbolica de Z. se p o for para F, ou serda um n6 de Z. se p o for
para Fly. |

A Figura 3.6 nos mostra a regularizagao de um ponto singular hiperboélico do campo

/
\\ '

Figura 3.6: Regularizacao de um ponto singular hiperbolico do campo de Filippov.

de Filippov.

3.2 Regularizacao de poli-trajetorias fechadas elemen-
tares

Trataremos agora da regularizacao de poli-trajetorias fechadas elementares. Os pro-

ximos trés teoremas nos garantem que uma poli-trajetoria fechada elementar induz uma



43

orbita periodica no campo regularizado.

Definicao 3.2.1. Seja v uma poli-trajetoria fechada. Diz-se que v € elementar se:
i) v € do tipo I e '(p) # 1 para algum p € v;
ii) v € do tipo II;

iii) v € do tipo III e todos os arcos de trajetoria de Fy sao de deslize, ou todos os arcos

de trajetoria de Fy sao de escape.

A ideia da demonstracao dos proximos teoremas consiste em construir um anel em
torno de 7y tal que as poli-trajetorias de Z estejam somente entrando ou saindo deste anel.
Assim, este anel ird implicar na existéncia de um anel semelhante em Z. para e sufici-
entemente pequeno e pelo Teorema de Poincaré-Bendixson podemos provar a existéncia
de uma orbita peridédica em Z.. Por tltimo, o fato de v ser uma poli-trajetoria fechada

elementar implicara na unicidade e hiperbolicidade de 7..

Teorema 3.2.1. Seja v uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo I do campo vetorial
Z =(X,Y)eQ(M,f). Entao, dada uma fun¢ao de transi¢ao, existem uma vizinhanga
Vide~v em M e ey >0 tais que, para 0 < & < gg, 0 campo vetorial reqularizado Z. possui

uma unica orbita periddica v. em V', a qual € hiperbolica.

Demonstracao: Suponha, sem perda de generalidade, que ~ possui apenas duas compo-
nentes vy e ;. Veja Figura 3.7.

Sejam {pg,p1} = X N~ e considere ¥ e ¥; as se¢Oes transversais ortogonais a 7y em
Po € p1, respectivamente. Também, sejam Y5 e Y3 as secoes ortogonais a v, em p; e pg

respectivamente. Veja Figura 3.7.
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0 91
b
6 p() p]_

23 E2

a!

Figura 3.7: Poli-trajetoria ~.

Considere as aplicacoes de transicao my : X9 —> X1 e m @ 2o — Y3 definidas pelos

fluxos de X e de Y. Entao a aplicagao de Poincaré associada a v em pg é dada por

T = 71 O Ty.

Considere os angulos 6, 0,, 6, e 63 formados entre > e ¥y, 31, s e X3 respectivamente.

Entao, pelo Teorema 2.2.2, temos que a derivada da aplicacao de Poincaré m em pg é dada

por

7 (po)

= (Wl(WO(Po)))/

= 71 (m0(po))my(po)
= 2 (p1)mh(po) .

- Z((];Z)) exp ( /t § divY(%(t))dt> ‘bl((;l)) exp ( /t ’ divX(%(t))dt).

onde as parametrizacoes de g, X1, Yo e X3 sao dadas, respectivamente, por

b
00(s) = po+ s———=(=b,a),

a? + b2
o1(s) = —1—5_76(—17 a)
1 =D (l2 + b2 ) )
—d
o9(8) =p1 + s (—d, )

2+ d?
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d
03(s) =po+ s———=(—d,c).
3(s) =pot+s 55 (=d.c)
Como 7 é elementar, suponha 7’(py) < 1. Considere sy, 51 € ¥y tais que so < 0 < s7.

Como 7'(pg) < 1, entao temos que sy < 7(sp) < 0e 0 < 7(s1) < s;. Veja Figura 3.8.

Figura 3.8: Secao transversal .

Considere o anel B contendo v tal que B é formado pelas poli-trajetorias de Z por sy

entre Xy e m(Xg), por s; entre Xy e m(Xy) e pelos segmentos som(sg) e sym(s1) contidos

em Y. Veja Figura 3.9.

Figura 3.9: Anel B contendo 7.

Pela construcao e continuidade dos fluxos em X e Y temos que as poli-trajetorias de Z

através dos segmentos som(so) e $17(s1) entram em B. Considere o sistema de coordenadas
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X(z,y) = (a(z,y),b(z,y)), Y(z,y) = (c(z,y),d(x,y)) e f(r,y) = y. Entdo, o campo

regularizado Z. é dado por

Ziay) = ((1=o)ele,y) + ool y), (1 — o())d(,y) + o.()bla, y>)
— (Z(y), Z%x ).

Considere a aplicacao de transicao 7. : %y — >y do campo suave regularizado Z.. Entao,
pela continuidade das func¢oes envolvidas, podemos tomar £y > 0 suficientemente pequeno
de modo que 7m.(sg) > sg e m.(s1) < $1, para todo 0 < £ < &y.

Assim, podemos considerar o anel B, formado pelas orbitas de Z. por sq entre ¥ e 7. (%),

por s; entre Yo e m.(Xg) e pelos segmentos som.(Sg) € s17-(s1) contidos em Y. Logo, pela
construcao B, nao contém pontos singulares e como Z. é suave, temos que as Orbitas de Z.
entram em B,. Entao, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, existe uma orbita periodica
Y. em B..

Resta mostrar que . ¢ hiperbolica. Temos que a derivada da aplicagao de Poincaré .

em 7. ¢ dada por

T (pe) = exp ( /t :E dine(%(t))dt)

lim 7’ (p.) = 7' (po)-

e—0

Mostremos que

Com efeito, considere v.(t) = (z.(t),y-(t)). Entdo,

Zn(t) = Z.(aa(t), yo(0))
_ ((1 (o)) (0), (1)) + e (1)) ae () 3 (1),

(1 = (e () (1), () + e (e ()b (D), ya<t>>) .
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Assim, temos que

m(pe) = exp ( /t:E dine(%(t))dt)

- ([ [ o)

o )es + pte t dy— (P4 o) + (bt %by) <%<t>>dt]

tls
= exp

tOE

/(0
- e “5(1—% e dy) + gula +)+ 26 (2) (0= ) ) (0]
a

tOE

tie
= exp /

Note que teremos esta expressao completa de 7. (p.) somente no trecho em que 7. pertence

e+ pulaiv) + 29 (4) - ) el

a faixa de regularizacao, pois fora da faixa o campo regularizado Z. coincide com o campo
vetorial suave por partes Z. Assim, podemos decompor a expressao acima na soma, das
derivadas de m.(p.) nos arcos definidos pela faixa de regularizacao. Considere [t,,t.] o

tempo para a oOrbita .(t) ir de X até sair da faixa de regularizagao; [/, t”] o tempo para

7:(t) permanecer no campo X fora da faixa de regularizacao; [t7,t”'] o tempo para v.(t)

atravessar novamente a faixa de regularizacao; [t t”"] o tempo para 7.(¢) permanecer no

campo Y fora da faixa de regularizagao e [t””,¢1.] o tempo para ~.(t) entrar na faixa de

regularizagao e cruzar Xy. Veja Figura 3.10.
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Figura 3.10: Orbita periodica ..

Assim, temos que

i) = oo [ [ (0= @) s atan) + 1o () 0-0)) ety
4 / * X (1))

+ / ((1 ~@)(divY) + pu(divX) + 2 (£) (b~ d)) (:(1))dt

/////

+ /t t ((1 — 0 )(divY) + po(divX) + écp' (g) (b— d)) (%(t))dt}

= exp

(L= gy ) Gu(oyar + [ :fo,ogdivX)(%(t))dt]
e | [ (2 (D) 0-) o) o | [ : X ()]
- exp ”

///////
t t

- exp
11

J
J
J

////////
tE tE

- exp
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Mas, note que,

t/

: te
e | [ (1= pavy ) utonar + [ (i x)tuo)a] =1
€ toe tos
De fato, todas as fungoes acima sao continuas e contidas num compacto, logo limitadas.
Assim, quando ¢ tende a zero, temos que os intervalos de integracao estao tendendo a um
ponto e, portanto, as integrais tendem a zero. Do mesmo modo, temos

imesp | [ (0= gty ) copar+ [ x) o] = 1

117 1"
tE €

lim exp /t . ((1 - gpe)divY) (Y=(£))dt + /t tg/(goedivX)(%(t))dt: = 1.

e—0 , /
€ €

Ainda, temos que

lim cxp [ /t - divX(ny(t))dt} ~ exp ( / ! divX(fyO(t))dt);

to

"
tE

lim exp
e—0 o

Logo, para concluir que

divY(%(t))dt] = exp ( / ; divY(%(t))dt)

t1

lim 7 (p:) = 7'(po),

resta mostrar que

T / (2 (%) o)) utener]

Como Z. esta associado a uma equacao diferencial, podemos escrever

dy

— =22 = (1= pe(y))d(w,y) + e (v)b(x, )
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dt 1

dy — (1—-(y)d(z,y) + ¢:(y)b(z,y)

Assim, fazendo a mudanca de varidveis nas integrais e como t,. = t1., obtemos

t///

ew [ (27 (@) 0-0)ama+ [ (2 (5 0-0) e

_|_

t1e
\/t\/g///
exp
exp

exp

exp

(égpl @) (b— d)) (%(t))dt]

| / (2 (%) 0= ) utopar + /( () 0= 0) utoner]

e c_ 0
/(1 ee(y))d + p-(y )bdy+/e (1—<pe(y))d+<pe() }

(1 — 9. ())d + 2. W + (1 — u(y))d + so5<y>b>|;€>]

In((1 = @:(e))d(po) + ¢e()b(po)) — In((1 = p=(—€))d(po) + ¢=(—€)b(po))

In((1 — p=(—¢))d(p1) + p=(—€)b(p1)) — In((1 — @e(e))d(p1) + %(e)b(pl))]

exp | 1n(b(p0)) — In(d(pa) + In(d(py)) — m<b<p1>>]

d(p1)b(po)
d(po)b(Pl).

Portanto, temos que

11m7r "(p:) = 7' (po).

Desse modo, como 7'(pg) < 1, tomando gy > 0 suficientemente pequeno, temos que

a oOrbita periddica 7. é hiperbolica atratora para o campo regularizado Z., para todo

0 < & < g9. De modo anélogo, se supusermos 7'(pg) > 1, existird gy > 0 tal que 7l(p.) > 1

para todo 0 < € < g e assim, 7. é hiperbolica repulsora para o campo regularizado Z..l

Teorema 3.2.2. Seja v uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo II do campo Z =

(X,Y) e (M, f). Entao, dada uma funcao de transi¢ao, existem uma vizinhang¢a V de

v em M e ey >0 tais que, para 0 < & < g9, 0 campo vetorial reqularizado Z. possui uma

unica orbita periodica v. em V', a qual € hiperbolica.
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Demonstracao: Note que dado uma poli-trajetoria fechada do tipo II, temos que ela
contém somente arcos de deslize ou somente arcos de escape, pois, caso contrario, teriamos
uma tangéncia, o que implica que a poli-trajetoria seria do tipo III.

Suponha, sem perda de generalidade, que > é composta somente de arcos de deslize.

Consideremos coordenadas polares (0, p) em torno de ¥ em M de modo que
Y={p=0:0<0<2n}.

Deste modo, temos também f(6, p) = p e o campo vetorial Z tem componentes dadas por
X(0,p) = (a(l,p),b(0,p)) e Y(0,p) = (c(0,p),d(d,p)). Como X é composta de arcos de
deslize temos que X f(6,0) = b(0,0) < 0e Y f(0,0) = d(#,0) > 0. Como b e d sdo fungoes
continuas, podemos tomar g3 > 0 de modo que b(d,p) < 0 e d(6,p) > 0 para |p| < &,.
Assim, podemos definir V' = {(0, p) : |p| < eo}. Veja Figura 3.11.

Figura 3.11: Orbita Periodica v = %
Considere o campo regularizado Z. dado por

Z:(0,p) = <(1 — p:(p))c(0, p) + ¢:(p)al0, p), (1 — =(p))d(8, p) + ©-(p)b(0, p))
= (Z:(0,p),22(0,p)).
Assim, para todo 0 < & < gg, as Orbitas do campo regularizado Z. entram em V.

Além disso, V' nao possui singularidades, pois estamos em uma vizinhanca de pontos

Y-regulares. Logo, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, existe pelo menos uma orbita
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periddica v. em V. Portanto existe g > 0 tal que se 0 < € < gy entao o campo regulari-
zado Z. possui uma orbita periodica . = {0, p-(0) : 0 <0 <27} em V.

Mostremos agora que 7. é hiperbdlica e atratora, portanto, inica. Dado p € 7. e uma
secao transversal X, considere a aplicacao de Poincaré ou primeiro retorno m : 3o — .

Assim, temos que derivada da aplicacao de Poincaré é dada por

7)o ([ anz o))
em que divZ. = (Z1)g + (Z2),. Provemos que 0 < 7'(p) < 1. Com efeito, note que
divZ. = (1—@:)co +peap + dy — (pld + ¢edy) + (¢l + :by)
= —¢L(d—b) +p-(ag +by) + (1 — @) (co + dp)
= —¢d=b)+ L,

em que L = ¢.divX + (1 — ¢.)divY é uma fun¢io limitada em V. Como (b —d) > 0 em

e, resta mostrar que
lim ¢’ (p-(6)) = +o0, 6 € [0,27].
e—0
Considere inicialmente um campo suave por partes simplificado W = (X, Y’) com

Y(0,p) = (0,1),

e by < 0 constante. Logo, o campo regularizado W, é dado por

We(ev p) = (‘Pe(p)v 1 @e(p) + %(P)bo)~

Considere a mudanca de coordenadas p* = p/e e 6* = /. Assim, como

v(p) = p(pe) = ¢(p),

temos que
W.(0", ") = (0(p"), 1 = 9(p") + @(p")bo).
Como o campo vetorial acima esta relacionado a uma equacao diferencial, temos que

dp* 1 —(p*) + ¢(p*)bo

de~ e(p*)

(3.9)
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Igualando (3.9) a zero, obtemos uma solugao periodica do campo W, visto que o campo
nao depende de #*. Assim, esta solucao peridédica é dada implicitamente por

1

e(po) = 1_71)0

Como by < 0, temos que

1

0<90(,03):1_7b0<1-

Logo, como a funcao de transigao é crescente em (0, 1), ¢ é invertivel e a solugao periddica

* o —1 1

Note que, para € > 0, pg = €p;, e assim

tnica é dada por

@e(po) = ¢’ (%) - és@’(pé)'

Logo, conforme ¢ decresce, ¢.L(py) aumenta, pois ¢'(pj) é constante, visto que pj nao
depende de £. Deste modo, podemos tomar ¢ suficientemente pequeno de modo a ter
a derivada tao grande quanto preciso. Portanto, v. = {(0,p0 = €p§)} € uma primeira
aproximacao da solucao periddica procurada.

Mostremos agora que podemos tomar 6 > 0 de modo que a solucao do caso geral em que
os campos sao dados por X (0, p) = (a(b,p),b(0,p)) e Y(0,p) = (0,1) esta no intervalo
e(ps£9). Assim, diminuindo-se € o quanto for necesséario para que a derivada seja grande
em £(pf £ J), teremos uma orbita periddica hiperbdlica.

Como os pontos da poli-trajetoria v = X sao pontos X-regulares temos que det[ X, Y|(p) #
0 para todo p € X, isto é,

det[X, Y](p) = | — a(p) #0.

Suponha, sem perda de generalidade, que a(p) > 0 e considere o campo regularizado

Z.(0, p) o qual é dado por

Z(0.p) = (p(p)a(0,p),1—@:(p) +p=(p)b(0, p))
= (210,p),22(0,p)).
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Se mostrarmos que Z2 é negativo em (0,e(pj; + 9)) e é positivo em (0, (pf — §)) temos
que as orbitas do campo regularizado entram no anel (6, p = £(p§ £ 9)) e, pelo Teorema
de Poincaré-Bendixson, a 6rbita periddica estara neste anel.

Temos que

Z2(0.e(py £0)) = 1—e(elps £ 9)) + p=(e(pg £ 0))b(0, (o5 + 9))

= 1—=w((p £0)) + @((p5 £ 0))b(0,£(pp £ 0))-

Expandindo b e ¢ em séries, temos que, pelo teorema de Taylor,

(05 £ ) = 0l5) £ 07 55) + S (03) + 72(0).

em que
(:t(s)g "

r3(0) = & ¥ (po £ md)

com0<m<1. E,
b(0, p) = by + bi(0)p + ba(6, p) p*.

Logo, temos que

Z2(0,e(p5 +0)) = 1—(p;+0) +@(p; +0)b(0, 2(p5 + 9))

= 1- [w(pé) +6¢'(pg) + %w”(pé) + 7”3(5)] +

2

b el + 8500 + o) + o)

[bo b1 (0=, +8) + ball, (05 + 6))e(p} + 6)2]

1 / * 52 /! *
= 1= [ D+ S )] +
— Yo

+ L _1 by +6¢'(pg) + %w”(pé‘)) +T3(5)} :
[bo +e(p+ O)[b1(0) + ba(B, (0% + )l + 5)1] |

Fixando 6 > 0 e tomando ¢ suficientemente pequeno, temos que o fator

e(pp + 0)[01(6) + b2(0, (g + 6))e(p + 9)]
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é irrelevante e logo

* ]' / * 62 ! *
ZO.elpi+0) = 1= | g+ 85 + G e0) + )] +

1 / * 52 /! *
b 9+ S + )]
0

= L= [ D+ S )+ ra®)] (1 o)

Mas, note que

L _1 » + 04’ (pg) + %@”(pé}) + 7"3(5)] (1 — bo)

é igual a
2

1+ {&p'(pé) + %@/,(PS) + 7“3(5)] (1 —bo),

donde temos que
/ * 52 ! *
L |3 00) + )+ 7a(0)| (1= ) > 1.

Deste modo, segue que

Z2(0.(pj +8)) < 0.



Por outro lado,

Z2(0,2(p;

—9))

1= o(pp = 0) + ¢(ps — 0)b(0, £(pp — 9))

1— {90(/00) — 09’ (pg) + %@’(ﬂé) + 7“3(5>] +

065) = 06 + () + a0

[%+d — 5)B1(6) + ball, (05 — 6))e (0} &ﬂ

1 / * 52 /! *
L= |2 — 00 + S ) + o)

[u—w—d —@M@+®Wd%—®ﬂ%—m}
1_{1—60 e(py = 6)[b1(6) + ba(0, (p5 — 0))elps — 0)]

1—by 1— b
6@’ (pg) (1 — bo) + 6" (pg)e(pg — 9) -
[01(0) + b2(0, e(p5 — 6))e(po — 0)] +

2 2

6 /! * 5 Vi * *
¥ (p5) (L —bo) — 5% (po)e(py —0) -

[01(6) + ba(0,£(p5 — 6))e(py — 0)] +

r3(6)(1 — bo) — r3(0)e(pf — 6)[b1(0) + b2 (0, £(py — 6))e(pf — 6)]
L—bo  e(ph = 0)[ba(®) + ba(8, £(ph — 9))e(pt — 9)]
1— b() 11— bO

6@'(p5) (1 — Do) — 6" (pg)e(py — 9) -

[01(6) + b2(0, e(p5 — 9))e(pg — 0)] —

2 2

L )1~ to) + S pp)elr — )
(

[62(8) + b2(6, (05 — 0))e(p5 — )] =
r3(0)[(1 = bo) — (o5 — 8)[b1.(0) + ba(0, 2(p — 0))e(p5 — 9]

. [(pé — 6)[b1(0) + b2(0, £(pg — 6))e(ps — 9)]
1— bo

52/(25) 0 — ) (6) + o0, (0} — 8))elrs — )] +
065 8)11(6) + (0,005 — D)e(s — 0] +
(- t0) (85160) - ') -

1—

+

<®@—%—d ~ 8)B1(6) + ba(6s (0, — 8))e m)

56
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Como 6% < 6§ < 1, podemos tomar § suficientemente pequeno de modo que
2

(1) (5160) - G0 >0

Assim, fixado §, podemos diminuir o valor de € de modo que
Z2(0,2(p} — 9)) > 0.

Deste modo, podemos tomar § > 0 e g > 0 de modo que, para 0 < £ < g, tenhamos
Z2(0,e(ps+9)) <0, Z2(0,(ps—9)) > 0, e a derivada ¢.(py) seja grande o suficiente para

que a orbita periodica seja hiperbolica. [ |

Teorema 3.2.3. Seja v uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo Il do campo Z =
(X,Y) e (M, f). Entao, dada uma funcao de transi¢ao, existem uma vizinhang¢a V de
v em M e ey >0 tais que, para 0 < £ < g9, 0 campo vetorial reqularizado Z. possui uma

unica orbita periodica v. em V', a qual € hiperbolica.

Demonstracao: Seja v uma poli-trajetoria fechada elementar do tipo III de Z, isto é,
contém pelo menos uma Y—dobra e todos os arcos do campo de Filippov sao de deslize
ou todos sao de escape.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que v contém um tinico arco de trajetoria de X
e um tunico arco de trajetoria de Iz, o qual é de deslize. Novamente, consideraremos as
coordenadas locais do campo de Filippov.

Considere ainda >;, i = 1, ..., 4, secoes transversais a poli-trajetoria v dispostas como na

Figura 3.12.
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~y
X 2y
% -
< by
Y-
Yo 2

Figura 3.12: Poli-trajetoria do tipo III.

Dessa forma, as 6rbitas de X que passam por 23 entram no arco de deslize apos passar por
>4 e depois cruzam ;. Considere também que as orbitas proximas de v que atravessam
> entram no arco de deslize.

Considere p3 € X3 N~ e uma orientacao em X3 tal que podemos tomar qg,q € X3
suficientemente proximos de p3 de modo que gy < p3 < q1 e as orbitas de X por ¢y e ¢1
cruzem Y4. Dessa forma, a orbita por ¢y entrard no arco deslizante ap6s cruzar a secao
transversal >4 e a oOrbita por ¢; cruzard a secao transversal X; e em seguida também
entrard no arco deslizante.

Sejam g3 = (ms,n3) o ponto da o6rbita do campo X por ¢; que intercepta a se¢ao transver-
sal ¥y e g4 = (my,ny) o ponto da orbita por ¢; que cruza a se¢ao transversal ¥;. Ainda,
considere ny < 0 de modo que as 6rbitas de Y por (z,y) com n; <y < 0 entram no arco
de deslize.

Assim, podemos considerar o anel B com o seguinte bordo:
(a) Bordo interno:
(i) Orbita de X por q; entre ¥y e X3, entre X5 e ¥y e entre Xy e i;
(ii) Segmento de reta em ¥, entre y = ny e y = nas;

(iii) Segmento de reta entre ¥, e 3y dado por y = ng, com ng = min{ng, ns}.
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(b) Bordo externo:
(i) Orbita de X por gy entre X3 e Xy, entre ¥4 e 3, e entre X3 e 3;
(ii) Orbita de X por gy entre ¥ e ¥ e entre X e y;

(iii) Segmento de reta contido em ¥; e segmento de reta contido em Y5 entre y = 0 e

Yy = Ns,
(iv) Segmento da reta y = ns entre X e Y.

Veja Figura 3.13.

23 do ¢ 2y

43 44 o

Figura 3.13: Anel contendo 7.

A vista disso, tomando gy > 0 de modo que gy < ng, —¢ > 15 e tal que as secoes
transversais Y3 e >, estejam fora da faixa de regularizagao, temos que as orbitas do
campo Z estao entrando em B.

Desse modo, para 0 < € < &g, as orbitas do campo regularizado Z. estao entrando em
B. Por construcao, o anel B nao possui singularidades e portanto, pelo Teorema de
Poincaré—Bendixson, Z. possui uma Orbita periddica 7. em B.

Provemos agora que toda orbita periddica . de Z. em B é hiperbolica atratora e, portanto,

tnica. Observe que as secoes transversais de v desempenham o mesmo papel para ..
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Considere a aplicagao de Poincaré 7. da orbita periddica . definida na secao transversal
2. Temos que

Te = T4e O T3e O T2e O Mg,
onde ;. esta definida entre ¥; e ;11 com X5 = 3. Ainda, sejam p; = (2, ¥;) € 3; N7,
1 = 1,...,4, os pontos de interseccao entre 7. e as secoes transversais e considere os
angulos 6; formados entre as secoes transversais X; e a orbita ..
A seguir iremos calcular a derivada da aplicacao de transicao em cada trecho definido
pelas secoes transversais.
1. Entre 21 e 22.

Como primeira aproximacao, considere os campos vetoriais X e Y dados por
X(z,y) = (=1,-1),
Y(z,y) = (~1,1).
Logo, o campo regularizado fica
Z. = (2.,2)
= (1= ¢)(=1) + (=Dpe, (1 = g) (+1) + (=1)e:)
= (—1,1-2¢,).

Como este campo esta relacionado a uma equacao diferencial podemos escrever

dy —1—=2p,
de -1
e logo
dy dx

1— 2905(y) U
Integrando, obtemos que

Y2 1 T2
70@:/ —dr = 11 — 29, 3.10
/yl - 2906(3/) T ' ’ ( )

onde os valores de z; e x5 correspondem as abscissas das segoes transversais X; e X,
respectivamente.
Dessa forma, dado o valor de y; podemos obter o valor de ys tal que a 6rbita do campo

regularizado Z. que passa por (z1,y;) € 31 cruza Y em (z9,%9). Veja Figura 3.14.
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22 211
______________________ - £
n
Y2 —/
______________________ —&
o) T

Figura 3.14: Orbita de Z. entre as seches transversais.

Considere a funcao
1

"1 20.(y)

Note que, considerando ¢(0) = 1/2 a fim de que a assintota seja o eixo vertical, o gréafico de

¥(y)

1 & dado pela Figura 3.15. Caso ¢'(1/2) # 0 a assintota vertical serd a retay = ¢ '(1/2)

que estara préxima do eixo vertical.

V(y)

N

Yo Y1 €

Figura 3.15: Grafico da funcao 1.

Desse modo, fixando os valores de € e y;, o valor de y, é tal que a area hachurada da

Figura 3.15 vale (z; —x3). Portanto, quanto menor for o valor de ¢, ys estara mais proximo
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da origem. Considere

V(y) = /y2 ;dy =11 — 29 = H(y2) — H(y1).

1 —2¢.(y)
Derivando ¥ com respeito a ¥, obtemos
OV (y1) o AY2 /
= H — —H
e ()52 ~ H' (1)
1—2¢.(y2) dyr 1 —20:(11)
= 0.
Assim,

dys _ 1= 2p.(n)
dyr 1 —2p:(11)

e obtemos

dyz 1 —2pc(y2)

0< =
dyy 1 —2p:(y1)

<< 1.

Deste modo, decorre que

1
limy, = ¢! (5) . (3.11)

e—0
Por outro lado, do campo regularizado Z., temos que

a1
dy 1—2p.

Portanto, a derivada da aplicacao de transi¢ao 7. da Orbita 7. entre >, e Yy é dada por

o) = oo ([ e con)
- E o[
= ez U, i)
e xp (1 20, ~ In 1 2020
- Iz 2l 612

2. Entre Y5 e X3.



Para o calculo de 7)., consideremos coordenadas locais tais que
X(l’, y) - (_]-7 _:L‘)a

Y(z,y) =(—1,1).

Dessa forma, o ponto de dobra é p = (0,0).

Logo, o campo regularizado fica

z. = (2,22

1 —p)(
xgpe)

— 1,14+ 1—ZL‘)§05)

(
((
(-
(

€ ()057(1 _90€>(+1)+(_x

)ee)
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Como o campo regularizado Z. esta relacionado a uma equacao diferencial, podemos

escrever
dy

—1— ¢, — 2ps.
dt 805 (10

Dessa forma, a derivada da aplicacao de transicao my. da oOrbita 7. entre Xy e X3 é dada

por
le) = g ([, aveodona)
- S i)
- wozo e (L o)
= SNEO 11— g fan) 1+ )]~ 1 = )1+ 2]
s8I Zip)| 1~ ()1 + )
con(0o) Z-pa) 11— ool (1 22

3. Entre Y3 e >4.

(3.13)

Neste trecho, podemos observar que, para 0 < £ < ¢y, a Orbita de ~. estd fora da faixa

de regularizacao e possui pontos apenas do campo vetorial X. Mesmo que a semi—6rbita

de X neste trecho possa variar com ¢, a derivada da aplicacao de transicao pode ser
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considerada limitada pelo maximo valor que atinge. Deste modo, temos que

cos(03)| Ze (ps)|
c0s(04)| Ze(pa)|

s (ps) = K, (3.14)

onde K € R é constante.

4. Entre >4 e .

Neste caso podemos considerar as mesmas coordenadas locais utilizadas entre Y, e X,
ou seja,

X(z,y) = (=1,-1),

Y(z,y) = (~1,1).

Assim, obtemos

o0 Zepa)] [1 - 20.()]
Tae(P1) = o6 Z- ()| 1= 2o (y0)| (3.15)

Portanto, compondo as derivadas de cada trecho obtidas em (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15),

temos que a derivada da aplicagao de Poincaré m. da 6rbita 7. em >; é dada por

Wé(Pl) = Wfls(P4)7T:/35(PB)WQE(M)WL(M)
11— @ (ys3) (1 + x3)] |1 — 20 ()]
11— pe(y2) (1 + z2)[ [1 = 2(ya)]|

K.

Como ¢.(y3) = ¢:(y4) = 1, segue que

[z3][1 — 20 (yo)| K
11— @c(y2) (1 + x2)|

1
. o -1 -+
limy> = ¢ (2)

e como x5 < 0 nas coordenadas utilizadas, podemos diminuir ¢y, se necesséario, de modo

T (p1)

Como, por (3.11),

que 7.(p1) < 1 para 0 < € < gy. Portanto, 7. ¢ uma orbita periddica atratora do campo
regularizado Z..

Tais célculos foram feitos utilizando coordenadas simplificadas como aproximacao do
campo Z, porém a conclusao pode ser estendida para o caso geral, visto que o aspecto

determinante dado por (3.11) permite o controle da derivada da aplicagdo de Poincaré. B



Capitulo 4

Ciclos limites em campos vetoriais

lineares por partes no plano

Neste capitulo iremos tratar da unicidade de ciclos limites para sistemas lineares por
partes com duas zonas no plano, em que ¥ é uma reta formada por arcos de costura
e com uma tUnica Y-singularidade monodromica, o qual foi introduzido por Medrado e
Torregrosa em [15].

Tal assunto vem sendo tratado no passado recente por varios pesquisadores. Lum e
Chua conjecturaram em [13] que sistemas lineares por partes continuos com duas zonas
tem no maximo um ciclo limite, o qual foi provado em [7] por Freire, Ponce, Rodrigo e
Torres.

Foi mostrado também que a hipotese da curva de separacao conter somente arcos de
costura é fundamental neste sentido. Em [10] é apresentado um exemplo de sistema linear

por partes com arco de deslize com mais de um ciclo limite.
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4.1 Resultados preliminares

Considere o campo vetorial por partes com duas zonas no plano X = (X*+, X7) dado

por

X*(q), hlq) = 0;
X(q) = B (4.1)
X"(q), hiq) <0.
Definicao 4.1.1. Um ponto p é dito ser uma X—singularidade de X se p € ¥ é um ponto

de tangéncia ou uma singularidade de X+ ou X .

Definicao 4.1.2. Dizemos que p é uma Y—singularidade monodromica de X se p € uma
Y.—singularidade de X e existe uma vizinhanga U de p tal que as orbitas de X permanecem

em U para tempo positivo ou negativo.

Neste capitulo iremos considerar um campo vetorial por partes X = (X+, X7) em que
X* e X~ sdo campos vetoriais lineares planares e a funcao h : R? — R ¢é linear com 0
sendo um valor regular. Observe que o fato de h ser linear nos garante que a curva de
separacao X é uma reta.

Note que, nas condigoes acima, apo6s rotacoes e translagoes se necessario, podemos
escrever o campo vetorial (4.1) como

X(oy) = (atx+bTy+chdtr+ety+ f7), y>0; (12)
(ax+by+c,dxt+ey+[7), y<O,
em que h(z,y) = v.

O proximo resultado nos fornece uma forma canonica para o sistema (4.2) em que X

é formada por pontos de costura com uma tnica >-singularidade p. Iremos denotar por

¥—CF as singularidades de X+ ou X~ em X que sao do tipo foco ou centro.

Proposigao 4.1.1. Seja X' um campo vetorial linear por partes definido por (4.2) sem
arcos de deslize em 3 e com uma inica X-singularidade p. Se p é uma X—singularidade
monodromica, entao p € a unica S-singularidade e depois de uma mudanca de coordena-

das, p pode ser transladado para a origem e o campo vetorial X pode ser escrito como

(g +pfz+p3y,x), y=>0;
X(z,y) = (4.3)

(g +urx+pgy, ), y<O0,



e ainda satisfazendo uma das sequintes condigoes:

(i) pg <0, pg >0 (dobra invisivel/dobra invisivel),

+
1

(i) pg =0, p3 < —()* e pg > 0 (-CF/dobra invisivel),

py

(iii) pg =pg =0, pf < —(4)? e py < —(44)? (S-CF/S-CF).

67

Demonstracao: Considere o campo vetorial (4.2) sem arcos de deslize em ¥ e com uma

tnica Y-singularidade monodromica p. Como todos os arcos sao de costura temos, para

todo ¢ = (z,y) € ¥ = {y =0} que

XTh(g)X"h(q) = (dTx+ fH)(d z+ f7)

= dtd 2* +a(fd+ frd )+ frf

> 0.

Analisando esta equacao do segundo grau podemos concluir que existe um tdnico ponto

p tal que XTh(p)X~h(p) = 0. Sem perda de generalidade podemos transladar p para a

origem. Desta forma, obtemos que f* = f~=0e dtd™ #0.

Considere a mudanca gémea de variaveis dada por

|<ﬁ

¥
IS

“a,y) = (24 (5, (F)y) em T

¥
o (@) = (v + (5

(uav) =
-)y,(d%)y) em X7,

il.|rb

a qual pode ser escrita matricialmente como

1 < T
peo
Py =1
0 o= Yy

Tomando campo vetorial (4.2) em forma matricial obtemos

at bt x ct
XE(z,y) = + = ATX + B*.
dt et y &
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Desta forma, fazendo a mudanca de variaveis obtemos que

+ + gt + 4 + | etfE
I at+e* dFbT —ave x "+ =
(piAi((pi) 1 + (,DiBi _ + fid

1 0 Y 0
+ +
Hi M z M
_ 1 H2 n
10 Y 0

e, portanto, podemos escrever o campo vetorial (4.2) como (4.3).

Como os campos vetoriais X e X~ sdo lineares e como a origem é uma Y-singularidade
monodromica temos que a origem é uma singularidade de X* do tipo foco ou centro ou
ainda uma tangéncia invisivel para X=.

Suponha que a origem seja um centro para X . Entao os autovalores de A sao complexos
conjugados com parte real nula, isto é, sao da forma 0 £+ ¢4 . Desse modo, temos que
i =tr(A) =0 e det(A) = —uy = B2 Portanto, ug < —(%)2.

No entanto, se a origem for um foco, entao temos que os autovalores de A sao da forma
a+if, com a # 0. Assim, temos que uf = tr(A) = 2a e det(A) = —pud = a? + % e

£)2_

novamente obtemos 3 < —(4

Em contrapartida, quando a origem é uma dobra invisivel obtemos
X*h(p) = X*h(0,0) = 0.

Ainda,
(XF)2h(p) = (XT)?h(0,0) = (X*(p), VX h(p)) = pg -

Analogamente, tomando a origem como singularidade de X, obtemos que u, < —(%)2
caso a origem seja um centro ou um foco e (X )%*h(p) = py caso a origem seja uma dobra
invisivel.

Desse modo, a menos da escolha do vetor normal, isto é, de uma reparametrizacao do

tempo se necessario, obtemos os sinais de ,u(“)—L e concluimos a demonstracao. [ |
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Observe que nas hipoteses da Proposicao 4.1.1 as tinicas possibilidades para as singu-
laridades de X sao selas reais, focos virtuais ou nés, visto que, caso contrario, teriamos
dobras visiveis ou regioes de escape.

As proximas defini¢oes visam relembrar os conceitos de reversibilidade que serao tteis

a seguir.

Definicao 4.1.3. Seja v : U C R* — R" um difeomorfismo de classe C*. Dizemos

que 1 € uma involucao se ? = I;.
Denotemos por Fix()) o conjunto dos pontos fixos de uma involugao 1.

Definicao 4.1.4. Seja F' um campo vetorial em R?*" e ¢ : R*® — R?" uma involucdo

com dim (Fiz(1))) = n. Dizemos que F ¢é —reversivel se

para todo x € R*™,

Por exemplo, considere a involucao 1 (z,y) = (z, —y). Note que ? = I; e além disso
Fix(¢) = {y = 0}. Seja ¢(x¢) a orbita passando por um ponto xy em um intervalo de

tempo finito. Veja Figura 4.1.

/%)

Mw))

¥

Fix()

Figura 4.1: Involucao .

A propriedade fundamental de um campo vetorial i)—reversivel é que a Orbita por
¥(xp) é a orbita por zy, refletida por ¢ simetricamente ao conjunto dos pontos fixos de v

e percorrida no sentido contréario.
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Lema 4.1.1. Seja X = (X+,X7) o campo vetorial (4.3) com uma Y-singularidade mo-

nodromica. Se pf # 0, uy # 0 e pud # 0 ou py # 0 entdo, nao € restritivo assumir

pi =1, 4y =—1ep;, =1

Demonstragao: Por hipotese, temos que pf # 0, u; # 0 e podemos considerar y; # 0.
Para o campo vetorial X* considere a mudanga de varidveis (X,Y,7) — (z, uiy, uit).

Logo, temos que

. dX dr dxdt 1
X = —— =" __"-_"_ __ + + + — T X + Y:
dr dr dt dr /,Li’— (/‘LO +ﬁ‘1x+ﬂ2 y) luO,n+ +/‘L2,n ’
. ay dy dy dt 1
Y = — =y L=y Z— = yfr— =X.
ar  Mar " Marar — M x,uf

Para o campo vetorial X~ considere a mudanca de variaveis

— —\2
(X7 Y7 T) — (_M_l_xv (/‘Ll) Y, _/'Ll_t> :
Ho o

Logo, temos que

dX  —pydvdt  —py (—1)

X = i _— = . N . — 1 - X 5 Y
dT /4[/(; dt d'T Ma Ml_ (:U/O + /’Ll T+ ILLQ y) + IU/2,TL )
. ay D)2 dy dt )2 (-1 T
vy — _:(Ml_) —y—:(ul_)(_>x:—ﬂ—1_x:X,
dr po dtdr Ho  Hq Ho
como queriamos demonstrar. [ |

As singularidades em X% podem ser facilmente caracterizadas pelo traco e determi-
nante ja que o campo vetorial (4.3) é linear. Desse modo, o tinico ponto que resta ser
classificado é a Y-singularidade p = (0,0). O proximo resultado estabelece condigoes para

determinar a estabilidade da origem quando i # 0.

Proposicao 4.1.2. Considere o campo vetorial (4.3) com ,ua—L # 0 e a origem uma Y-

singularidade monodromica. FEntao, a origem € uma tangéncia e:
(i) € assintoticamente estdvel se ud g (pypd — pipg) < 0 ou pyud — pfug = 0 e
po i (1 (1) — 13 (1g)?] < 0;
(ii) € assintoticamente instdvel se ug pg (g g — 1ipg) > 0 ouw pypud — pfug = 0 e

oy (12 (1g)? — 113 (g )?] > 0;
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(iii) ¢ um centro se, e somente se, py pg — (o g = pi (113 (pg)* = 113 (11 )*] = 0.

Demonstracao: A demonstracao decorre da computacao das constantes de Lyapunov
através da aplicacao de Poincaré numa vizinhanca da origem, a qual est4 bem definida
visto que a origem é uma >—singularidade monodromica.

Observe que como pZ # 0, entdo a origem nio ¢ uma singularidade dos campos X+ ou

X~ e como
(1g, 0);
(1o, 0),

entao a origem é uma tangéncia do campo vetorial X.

X(0,0) =

Dada uma condi¢ao inicial p = (z9,0) € ¥ podemos, através do fluxo do campo X+,

considerar a aplicacao de transicao 7% : ¥ — X de modo que
T (p) = X7 (7" (20),0)

é o primeiro ponto de intersegao da érbita por (zg,0) com X, em que 71 é o menor tempo
positivo tal que isso ocorre.
Ainda, podemos, através do fluxo de X, considerar a aplicacao de transicao 7~ : X — X

de modo que existe um menor tempo positivo 7~ tal que
T (p) = X7 (=7 (20),0)

¢ o ponto de interse¢ao da orbita do campo X~ por (z¢,0) com ¥. Veja Figura 4.2.

Desse modo, podemos definir

Az) =7 (z) — ot (x).
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E+
7 (p) Alp) (0,0) =p 5
7 (p) (0,0)
-

Figura 4.2: Funcao A.

Assim, temos que se A(p) > 0, entdo 7~ (p) > 7 (p) e assim a origem é assintoticamente
instavel. Da mesma maneira, se A(p) < 0, entdo 7 (p) < 77 (p) e assim a origem é
assintoticamente estavel.

Através do campo vetorial (4.3) e supondo ui # 0, expandindo 7+ e 7~ em séries de

Taylor, obtemos

7 (29,0) = Zafz’é
k=1
- i 3 4(uf)2x8 2 (22(47)% + 93 ) 11 .
By 9y )? 1355 )°
A(p)? (26(p)? +27p5)
- ESV )
405(pg )

Deste modo, podemos escrever

o0 o0

_ — ok k
A(zg) = Z(ak —ay ) = Z Vixg,
= k=1

k=1

e adquirimos

Vi= 0,
v, = 241y g — 4 fg
3 mopy
e A () s
379 —\2(,, )2 ’ :
(1o )* (ko)
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A4(p7 )P (g )® + 18py pg (pg ) — 44(ui ) (g )® — 18 13 (pg )3.

V, = —
! 13515 )2 (g )?

Dessa forma, se g o (17 ptg — 11 i) < 0, entdo Vo < 0 e, portanto, A(zy) < 0 o que
implica a origem assintoticamente estavel. Analogamente, se g g (g pud — pf g ) > 0,
entdo V5 > 0 e, portanto, A(xg) > 0 o que implica a origem assintoticamente instéavel.

Por outro lado, se V5, = 0, entao V3 = 0 e nesse caso vem que

2 1 — (V2 ()2
‘Q:BW[M(MO) _Mg(ﬂo)]-

Por conseguinte, se yuf 1 [15 (1g)? — 13 (119)?] < 0, entdo Vi < 0 e, portanto, A(zg) < 0
o que implica a origem assintoticamente estavel. Analogamente, quando
pa i (1 (1g)* = 13 (ko)) > 0,

entao Vy > 0 e, portanto, A(xg) > 0 o que implica a origem ser assintoticamente instéavel.
Resta mostrar que, quando V5 e V,; se anulam simultaneamente, temos um centro na

origem. Suponha V, =0 e V; = 0. Logo, como ui # 0, temos que
fy by — i Hg = 0; (4.6)

i [z () = 13 (15)?] = 0. (4.7)
Primeiramente, considere o caso em que pu;” = 0. Assim, como ,u(j)[ # 0, de (4.6) segue que

1y, = 0. Nesse caso,

XHa,y) = (ud +p3y,x), y=>0;
X (z,y) = (o +Hay,2), y =<0,

X(x7y> =

Observe que divX*(z,y) = 0 para todo (z,y) € R? em particular, para y > 0, e
divX~(z,y) = 0 para todo (z,y) € R?, em particular, para y < 0. Portanto, os campos

vetoriais X e X~ sao Hamiltonianos, isto ¢, existem

H*: Ut — R
])2 2
(z,y) +— HE¥(2,y)=-% +usy+uzt
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tais que
¥ =y oy =G
Yy == —%—Iz.
Assim, dada uma condigao inicial (z¢,0) € X, como
H(z0,0) = %(2) = H"(—0,0),

temos que a Orbita por (xo,0) intercepta ¥ em (—xg,0). Dessa forma, visto que
H™ (—20,0) = H (20,0) = —-

temos que a orbita por (xg,0) em X esta no mesmo nivel da orbita por (—xg,0) em X~
e, portanto, temos um centro na origem.

Por fim, considere o caso em que uf # 0. Mostremos que, quando V5 e Vj se anulam
simultaneamente, temos um centro reversivel pela involugao ¥ (x,y) = (x,—y), ou seja,

queremos mostrar que

Do(x,y) X (z,y) = —X7 (p(z,y)).

Temos que
10 fo + pi T+ sy fo + g+ iy
Do(z,y)X " (z,y) = =
0 —1 x —T
e
_ _ fo + 11T — Hay —Ho — 1T F Y
— X" (pl,y) = =X (2, —y) = — =
x —x
Desse modo, temos que X & reversivel se, e somente se, g = —pg, i = —puy € py = fiy -

Como uf #0 e ug # 0, de (4.6), segue que p; # 0. Ainda, de (4.7), segue que
py (1g)? = 13 (g )* = 0. (4.8)

Como pf # 0, uy # 0 e py # 0, pelo Lema 4.1.1, ndo é restritivo assumir puf = 1,

py = —lepuy = 1. Assim, de (4.6), temos que i = —1. Logo, de (4.8), segue que
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fy = jy . Portanto, como pui = —ugy, pf = —py e pg = uy, segue que o campo vetorial
X tem um centro na origem. |

Como consequéncia das expansoes em série de Taylor das aplicacoes de transicao
obtidas na demonstragao da Proposicao 4.1.2, podemos garantir a existéncia de um ciclo

limite.

Corolario 4.1.1. Quando ,u(j)[ # 0, a ordem mdxima de um foco fraco do campo de vetores

(4.83) € um. Além disso,

(i) se pdpi (o (ud)* — 13 (1g)?] < 0, entio existe € > 0 suficientemente pequeno tal

que, para

M,__ufua
-
fig

um ciclo limite estdvel bifurca da origem por uma bifurcacao de Hopf.

+ ¢,

(it) se pdpi [pg (1g)? — 13 (1g)?] > 0, entdo existe € > 0 suficientemente pequeno tal

que, para

_ g
1 — + - &,
Ho

um ciclo limite instdavel bifurca da origem por uma bifurcacao de Hopf.

Demonstragao: Pela Proposicao 4.1.2, utilizando (4.5), existem valores de parametros
tais que pug # 0, Vo = 0 e V4 # 0. Portanto, o campo vetorial (4.3) tem um foco fraco de
ordem fixada.

Quando Vi < 0, isto &, se pug pi [ps (1d)?* — 13 (1o)?] < 0, entdo podemos tomar & > 0
suficientemente pequeno de modo que, fazendo

_ g
-
1y

+ ¢,

temos que V5 se torna positivo de forma que surge um anel em que as oOrbitas estao
entrando neste anel, e pelo Teorema de Poincaré Bendixson (versdo para sistemas suaves

por partes segundo [4]), bifurca um ciclo limite estavel. Veja Figura 4.3.
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24—

Figura 4.3: Ciclo limite estavel.

Do mesmo modo, quando V; > 0, isto &, se ug p [p5 (1d)? — 1 (g )?] > 0, entdo pode-
mos tomar € < 0 suficientemente pequeno de modo que, fazendo
_ MM

&
1 + ’
Ho

temos que V5 se torna negativo de forma que surge um anel em que as 6rbitas estao saindo
do anel, e pelo Teorema de Poincaré Bendixson, bifurca um ciclo limite instavel. Veja

Figura 4.4. |

Z+

Figura 4.4: Ciclo limite instavel.

O préximo teorema nos garante uma versao do Teorema 2.2.2 para sistemas por partes,
em que podemos escrever o fator de correcao da derivada da aplicacao de Poincaré em

termos das derivadas de Lie.
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Teorema 4.1.1. Considere o campo vetorial suave por partes no plano

XH(x,y) = (fH(2,9), g (z,y)), hlx,y) > 0;
X(z,y) = B - - (4.9)

X~ (z,y) = (f(x.9), 9 (2,9), h(z,y) <O0.
Sejam v* duas solucoes de X+ de modo que v = vy U~~ € uma drbita periddica de X que
atravessa a curva de separacio Y transversalmente em pt. Entdo a derivada da aplicacio

de Poincaré em p = p* é dada por

7 (p) = X+h(p+)Xh(p; exp (/div?(dt) (4.10)

~ Xh(pt) XHh(p~
em que divX = divX™T em XF.

Demonstragao: Sejam Yy, ¥; C X secoes transversais a v em pt e p~, respectivamente.

* as aplicacbes de transicdo associadas a y© e y~, respectivamente. Logo,

Considere 7
temos que a aplicacao de Poincaré associada a v é dada por m = 7~ o w". Assim, a
derivada da aplicacdo de Poincaré em p é dada por 7'(p) = (77) (p~) - (7+)(p), com

p=p"ep =x"(p). Veja Figura 4.5.

7-!—
X+
E Z1 E(} - »
p p
X-
N~

Figura 4.5: Orbita periodica .

Considere uma parametrizacao de ¥ dada por (a(s),3(s)) em que s € [ C Rep =
((0), 8(0)). Observe que h(a(s),3(s)) = 0. Ainda, podemos escrever

(0'(5), B'(s)) = A(=hy, ha)
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em que A\ é uma constante que depende da parametrizacao. Pelo Teorema 2.2.2 vem que

Portanto, temos

=% ¢= (")
—hy(pT)  ha(pT)

)
p+§ exp ( /7 ) divX*)
)

9 (r7)
() (p7) = ) hxip 1 exp (A_ divX‘) )
)

= [T (pT) + 9" Ty (p7)

= ((f*®T). g7 (), (ha(pT), hy(»T)))
= (X*(pT), Vh(pT))

— XER(pT).
(W:)'(p:) : (7+T+)'(f+)
L ] o[ )
i_zggi ;Zg—? exp (L divX> ,
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como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 4.1.2. Considere o campo vetorial por partes no plano

Xry) = X*(x,y) = (fT(2,y),9%(x,y), h(z,y)>0; (4.11)
’ X~(2,9) = (f~(2,9), 9~ (2,)), h(z,y) <0.

Sejam y* duas solugoes de X+ de modo que v = v+ U~~ € uma drbita periddica que

atravessa a curva de separacio Y. transversalmente em p*.

(i) Se h(xz,y) =y entdo

Pty = L) (/div)();

g (pt) gt (p7)

(i) Se X € continuo na seqgunda varidvel, isto €, g™ (x,y) = g~ (z,y), entdo

2(pt) = exp ( /7 divX).

Podemos observar que o corolario acima se aplica no campo (4.3).

Proposicao 4.1.3. Todo ciclo limite do campo de vetores (4.3) tem a origem em seu

terior.

Demonstracao: A linearidade dos campos vetoriais que definem o campo vetorial (4.3)
exclui a possibilidade de existéncia de ciclos limites que nao cruzam a reta de separacao
Y. Deste modo, as condigoes para os parametros em (4.3) asseguram que os ciclos limites
circundam a origem. De fato, dado um ciclo limite v, caso a origem 0 € ¥ N v entao
contradizemos a monodromia. Caso a origem esteja fora da regiao limitada por 7, pelo
Teorema de Poincaré-Bendixson, teriamos a existéncia de uma nova X-singularidade, o

que contradiz a unicidade da mesma. [ |

4.2 Ciclos Limites

A préxima proposicao nos da condi¢oes necessarias para a existéncia de ciclos limites

para o campo vetorial (4.3), ou seja, para o campo vetorial

(g +pfe+p3y,x), y=>0;
X(z,y) =

(Ho +prz+ pyy,x), y<O0.
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Proposigao 4.2.1. Sejam v um ciclo limite do campo de vetores (4.3) e T 0s respectivos

tempos de voo em T,

(i) Se ui 7" 4+ pu 7= <0, entdo v € hiperbolica e estdvel;

(ii) Se pf 7T 4+ puy 7 >0, entio y € hiperbdlica e instdvel;
(iii) Se pfuy >0 ou pi =0, entdo nao evistem ciclos limites.

Portanto, condicoes necessdrias para a existéncia de ciclos limites para o campo de vetores
(4-3) sao pufpy <0 e pg #0 ou g # 0.

Demonstracgao: De fato, como X é continuo na segunda coordenada, pelo Corolario 4.1.2

temos que

“0) = oo [an)
= e ([ ax) o ATdiVX)
(/0 ) (/ M—ds)

Portanto, temos que se pu 7" + g7~ < 0 o ciclo limite v é estével. Por outro lado, se
i T 4+ py T > 0, entdo o ciclo limite v ¢ instavel.
Em contrapartida, quando ,u(“)—L = 0 temos que o campo vetorial (4.3) é homogéneo. Desse
modo, a existéncia de uma 6rbita periddica implica na existéncia de um continuo de 6rbitas
periddicas e, portanto, nio existem ciclos limites. Também, observe que se puu; > 0,
entao a divergéncia do campo vetorial (4.3) tem sinal constante e desse modo, pelo Critério
de Bendixson nao existem orbitas periodicas. [ |
O resultado a seguir ird simplificar o espago dos parametros onde os ciclos limites

podem existir.

Proposigao 4.2.2. Seja X = (X+, X ™) o campo vetorial (4.3) com uma S—singularidade

monodromica. Se X tem um ciclo limite vy, entio nao € restritivo assumir uj = 1,

P =—lep; =1
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Demonstragao: Como X tem um ciclo limite, pela Proposigao 4.2.1 temos que p} iy < 0
e podemos considerar p, # 0. Portanto, pelo Lema 4.1.1, segue o resultado. [ |
Dado um ponto (x¢,0) € X, seja (z1,0) € 3 o primeiro ponto tal que a solugdo v do

campo vetorial com condigao inicial em (xg,0) intercepta 3. Veja Figura 4.6.

X+

(21,0) (0,0) (0,0)
Figura 4.6: Solucao ~ e seus pontos de interseccao com a reta de separacao X.

O Lema 4.2.1 ira fornecer uma, expressao para a aplicacao de transicao no semiplano
superior {y > 0} determinado pelos diferentes tipos de retratos de fase, isto é, ira fornecer
relacoes da solucao v envolvendo os parametros do campo vetorial, a condi¢ao inicial
(20,0) e o ponto (z1,0). Assim, permite obter pontos de interseccio da aplicagio de
transicao em X1 com a reta de separacao X, dependendo da matriz que define o campo
vetorial linear. Como iremos considerar inicialmente o campo vetorial X em YT, iremos
omitir os sobreescritos +.

Considere f1p < 0 e sejam s = /T +4pg, §=+/—1—4dpse a = (s —1)/(s+1).

Caso (i): Considere o problema de valor de fronteira (PVF)

(

v = po + T + p2y,
y =,

((0), y(0)) = (0, 0),

(4.12)

em que s > 0. A solucao deste PVF é dada por

1

2(t) = 5= [0 2p0 4+ 21+ 5)) + e300 (=200 + 7o(~1 + 9))|

[_25,“0 + 6(%(1+5))(29€0M2 + po(=1+s)) + 6(%(1_5))(—2330#2 + po(1 + S))} ;

y(t)

N 25112
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em que z(7) = z; e y(7) = 0. Utilizando essas condi¢oes de fronteira podemos escrever

(1—1—3 ) 20+ (1+s) 1

exp | —7 ) = =: =;

2 20 + (1 4+s) =z
(1—5 ) 20 + x1(1 — )

ex T = =: w.
P2 7) T el

Logo, temos que

s—1

1 1

s+1
[exp (%7—)] - exp <_(1T_S)T>

Observe que o ponto (0, —po/pe) é uma singularidade do tipo sela, visto que o determi-

2% =

nante da linearizagao é dado por

1
det He = —luz < 0.

1 0

Observe que o polinomio caracteristico associado a linearizacao é dado por

1+
PO) =M=\ — iy =0 = Ay = 25.

Assim, a variacao de s = /1 4 4y determina a variacao dos autovalores ;o e, dessa
forma, varia os diferentes retratos de fase que o campo vetorial pode apresentar. Os

autovetores associados aos autovalores sao dados por

-2 -2
V1 = ial € Vg = /‘L2,1 )
1—s 1+s

e as retas invariantes sao dadas por

l—s Ho L+s o
Ty = T — — e roy = r——.
=22 2 —21z H2

Portanto, as interse¢oes das retas invariantes com X = {y = 0} sao os pontos (7y,0) e

(£1,0) em que Tg = —2uo/(1 +8) >0e Ty = —2p0/(1 —s) < 0. Veja Figura 4.7.
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(07 _:U/O/,u2>

Figura 4.7: Retrato de fase de Xt no caso (i).

Desse modo, temos que 71 < x; < 0 < xy < Ty e ainda, como 29 + (1 + s)x; < 0, segue

que
T <xg = (1+s)x1 <(1+s)xg
= 2ug+ (1 + 8)1'1 < 2o + (1 + 8).%0
1 2u0 + (L +s)x1 200+ (1 + 8)xo
20+ (1 +s)z1 ~ 2p0+ (1 + s)xy
e como xyg < Tgp = —2u/(1 + s), entdo 2p9 + xo(1 +s) < 0 e logo z > 0. Portanto,

0 < z < 1. De modo anélogo, pode-se concluir que 0 < w < 1.

Caso (ii): Considere o problema de valor de fronteira

.

= po+ x,

/
= x’
Y (4.13)

A solucao deste PVF é dada por
x(t) = —po + €' (o + po);

y(t) = xo(—1+€') + po(=1+e" — 1),
em que z(7) = 1 e y(7) = 0. Utilizando essas condi¢oes de fronteira podemos escrever

_ Hot+ 2o _

Ho + T

exp(—7)
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e também
To — T
Ho
Assim, segue que w = log(z). Note que, neste caso, o sistema nao possui pontos singulares.
Porém, x = —pp = 7y ¢ uma reta invariante. Veja Figura 4.8.
/N
- by
T 0 To To

Figura 4.8: Retrato de fase de X no caso (ii).

Dessa forma, temos que x1 < 0 < xy < Ty e logo z € (0,1) visto que

l'0<i'0:—/,LQ — IL‘Q+H0<O
= 2> 0.
po +x1 <0

e que 1 < g = o+ 1 < po + 9 = 2z < 1. Além disso, como 7 > 0,7 € R entao
—T=w € (—00,0).
Caso (7ii): Considere o problema de valor de fronteira

(

&' = po +x + 2y,

(4.14)

em que —1/4 < py < 0. A solugao deste PVF é dada por

o [0 (g + (1 4 5)) + 307 (g + (1 + )] :

2(t) = 2s

y(t) [—QS,uo + e(%(lJrs))(on,ug + po(—1+s)) + 6(5(173))(_2%#2 + po(1+ S))} ’

- 25149
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em que z(7) = z; e y(7) = 0. Utilizando essas condi¢oes de fronteira podemos escrever

1+s 2p0 + x1(1 + s)
exp T) = =:
2 ") " 2w a1l 1)

(-3

1—s 2up +x1(1 —s
exp| ——7| =
P 240 + 2o(1 — 5)

Assim, w = 2 e ainda (0, —uo/p2) € X~ é uma singularidade do tipo né repulsor, visto

s
z

que o determinante da linearizacao ¢ dado por

1
det i) _ —pe >0

1 0

e o trago da linearizacao é positivo. Veja Figura 4.9.

T 0 '."iUQ,"CL'Q_.' T

Figura 4.9: Retrato de fase de X no caso (iii).

Dessa forma, os autovetores associados aos autovalores sao dados por

v = _2M21 e Vg = _2M21
1 1—87 2 1—'—8’ )

e as retas invariantes sao dadas por

l—s Ho L+s o
riy = r—— e re Y = r——.
=22 H2 —2 2 M2

Portanto, as intersecoes das retas invariantes com ¥ = {y = 0} sdo os pontos (2, 0) e

(21,0) em que Tg = —2puo/(1+5) > 0e Ty = —2u/(1 —s) > Tp > 0. Além disso, temos
que z > 0, pois, como zg < Tg = —2u/(1 + s), entdo 2uy + zo(1 + s) < 0 e visto que
2uo+x1(1+s) < 0. Ainda, z < 1 visto que z; < zg e, logo, po+z1(1+5) < 2up+zo(l+s)

e também w > 1 pois z1 < g e, logo, po + x1(1 — s) < 2ug + 29(1 — s).
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Caso (iv): Considere o problema de valor de fronteira

.

x,::uo—i_x_iya

/
—= x’
Y (4.15)

A solugao deste PVF é dada por

(xo(2+ 1) + 2tuo) ;

y(t) = g0+ () (~dpo + t(zo + 2410)),

em que z(7) = 1 e y(7) = 0. Utilizando essas condi¢oes de fronteira podemos escrever

2 1
wn(}) - ot

2/ 210 + xo 2’
e T R
2 4pd 4 2po(xo + 1) + o1
Assim, segue que log(z) = w e w € (—00,0) pois w = —7/2 com 7 > 0, 7 € R. Ainda,
z > 0 visto que 2y + z¢ < 0, pois, g < Top = —2pp e visto que 2ug + 1 < 0. Também,

z < 1 visto que 2ug + 21 < 20 + 29, pois, r1 < Tg.
Podemos notar que, neste caso, temos que o ponto (0, —po/p2) = (0,4p0) é um no
degenerado visto que os autovalores sao repetidos e dados por A\jo = (1+5s)/2=1/2. O

autovetor associado ao autovalor é dado por v = (—2us, 1) = (1/2,1) e, logo, temos que

1
roy = x4+ 4po = 2x 4+ 4po
—2412

é a reta invariante do sistema. Veja Figura 4.10.
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T 0 ‘.‘-ﬁ?g»" X

Figura 4.10: Retrato de fase de X' no caso (iv).

Logo, o ponto de interse¢ao de r com X é o ponto (Zg,0) em que g = —2pug > 0. Assim,
T < xg < Xp.

Caso (v): Considere o problema de valor de fronteira

(

v = po + T+ 2y,
y= (4.16)
(2(0),5(0)) = (o,0),
| (@(7), y(7)) = (21,0),

em que py < —1/4. A solugao deste PVF é dada por

w(t) = % [mogcos (%S) + (20 + 2u0)sen (%3)] ;

ts

) = — oS + exp (%) [boS COS (5) — exp (%) (po — 2x0p12)sen (%5)
§,LL2
em que z(7) = z; e y(7) = 0. Utilizando essas condi¢oes de fronteira podemos escrever

y(t

?

218 + (x1 + 2p0)*
2382 + (w0 + 240)%

arctan(w) = %,

exp(7) =

em que
- 2p05(z1 — x0)
2p0(x1 + T + 2410) + T170(1 + §2)’
quando 2ug(x1 + o + 210) + 170(1 + 5)* # 0. Observe que 1 + 4puy < 0 e, logo, os

autovalores A\; o = (1 £ 5)/2 sdo complexos conjugados com partes reais positivas. Logo,

(0, =g/ p2) € um foco repulsor. Veja Figura 4.11.
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Figura 4.11: Retrato de fase de X no caso (v).

Como (87)/2 > 0, entao arctan(w) > 0 e, logo, w € (0,00). Além disso, obtemos que

z € [1,exp(27/5)) e
arctan(w) = log(2)¥? — (sgn(w) — 1)7/2.

Neste caso, se pg = 0, temos que a origem é um foco e o tempo de voo é constante
T =27/5.

Os casos anteriores demonstram o Lema 4.2.1 a seguir.

Lema 4.2.1. Sejam py e po nimeros reais arbitrdrios e fizados. Para pg < 0, considere
r1 < 0 < x¢ tais que existe um menor niumero real positivo T tal que o problema de valor
de fronteira
(@', y) = (po + = + pay, o),
((0),5(0)) = (20, 0), (4.17)
(x(7), y(7)) = (21,0),
tenha uma tnica solugao. Denote s = /1 +4us, § =+/—1—4ps ea = (s —1)/(s+ 1).

Entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) Quando puy > 0 entao s >1 e« € (0,1). Ainda, considerando
~ 2p0 + wo(1 + ) o 20 + x1(1 — )

= e = 4.18
2p0 + 21 (1 + s) 2p0 + zo(1 — s) (4.18)
obtemos a relagao w = z%, em que z,w € (0, 1).
(i) Para ps =0 considerando
y =L Rl e w="0""1 (4.19)
Mo + 1 o

obtemos que « =0 e w =log z, em que z € (0,1) e w € (—00,0).
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(iti) Quando —% < pis < 0 entdo a € (—1,0). Considerando

2 1 2 1-

2= M * 2ol + ) e w = —F° ol =) (4.20)
2pp + x1(1 + s) 2p0 + xo(1 — s)

obtemos a relagao w = z* em que z € (0,1) e w € (1,00).
(iv) Quando sy = —% entio a = —1 e considerando

2 2 —

e /1) i Bk 2V (4.21)
210 + 73 (200 + 20) (2410 + 1)

obtemos que w = log z em que z € (0,1) e w € (—00,0).

(v) Para ps < —% € po < 0 quando 2po(z1 + xo + 2p10) + T170(1 + 52) # 0 considere

232 2 2 20108 _
z= x;fz ot M0)2 e w= HoS(21 = o) - (4.22)
2552 + (o + 2410) 2p0(T1 + @0 + 2p0) + 2120(1 + 52)

Entao, temos que
7

arctan(w) = log 2% — (sgn(w) — 1) 5

em que z € [1,exp(%)) e w € (0,00).

s

2.2
Além disso, se g < —i e o = 0 obtemos que z = 819251 ew € R.
0

O resultado a seguir fornece uma mudanca de varidveis para o campo de vetores

associado a aplicacao de transi¢cio w = ¢(z), que relaciona os pontos g e x; do Lema

4.2.1.
Proposicao 4.2.3. Seja & um nimero real. Entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) A mudanca de varidveis (u,v) = (z,27%w) conjuga (', w') = (z,&w) definido em
z >0 com (u,v") = (u,0) definido em v > 0. Além disso, a curva w — 25 =0 ¢

aplicada na reta v —1 = 0;

(i1) A mudanca de varidveis (u,v) = (z,1og(z) —w) conjuga (z',w') = (2,1) definido em
2z >0 com (v,v') = (u,0) definido em uw > 0. Além disso, a curva w —log(z) =0 €

aplicada na reta v = 0;
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(111) A mudan¢a de varidveis dada por (u,v) = (z, £ log(z) —arctan(w)) conjuga o sistema
(2, w') = (2,£(1 +w?)) definido em z > 0 com (u',v") = (u,0) definido em u > 0.

Além disso, a curva w — tan(log(2%)) = 0 € aplicada na reta v = 0.

O préximo resultado fornece uma extensao do teorema de Rolle para curvas que in-
terceptam uma Orbita de um campo vetorial no plano e que serd de grande utilidade a

seguir.

Teorema 4.2.1. Seja F' um campo vetorial planar de classe C' sem singularidades em
uma regiao aberta Q C R2. Se uma curva ( C Q de classe C' intercepta uma curva
integral de I em dois pontos entao, entre esses dois pontos, existe um ponto de tangéncia

entre ¢ e F'. Veja Figura 4.12.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [8].

Figura 4.12: Teorema de Rolle para curvas integrais.

As proximas proposicoes tem a finalidade de provar a unicidade de ciclos limites para
o campo vetorial (4.3) percorrendo os diferentes retratos de fase que o campo vetorial

pode apresentar.

Proposi¢ao 4.2.4. O campo de vetores (4.3) com pug >0, uf =1, uy = -1 e py = 1,
ou seja,
+ +
+x + , L), > 0;
X(r.y) (1o H3 Y, T), Y (4.23)
(1—ZL'+,LL2_y,l'), ySU,
tem no mdzimo um ciclo limite quando i < 0 e ndao possui ciclos limites quando pg = 0.
Demonstragao: Considere p§ > 0. Pelo Lema 4.2.1 vimos que a singularidade de X+ ¢

do tipo sela. Portanto, quando g = 0, o campo vetorial em $F tem duas retas invariantes

passando pela origem, a qual é singularidade. Portanto, nao existem ciclos limites.
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Considere agora pg < 0. Utilizando a notagao do Lema 4.2.1 os diferentes casos a
serem estudados serao classificados como (S, S5), (S, DI), (S,N), (S,ND), (S,F), que
correspondem aos diferentes retratos de fase (sela, dobra invisivel, n6, n6 degenerado e
foco) do campo vetorial X = (X*, X 7).

Considere o caso sela-sela, ou seja, (5,5). Logo, temos que p; > 0. Utilizando o PVF

(4.17) e o Lema 4.2.1, para y > 0, fazendo o inverso da mudanga de variaveis (4.18)

obtemos
_ + _ 9gt -
. 1+sT—2s z—i—(l—l—s)zw;
(1= (s7)?)(1 = 2w)
+ + + (4.24)
L1 =54+ 257w+ (1 —s57)2w
33'1:2/,60

(1= (s7)*)(1 = zw) ’
com st = /1 +4u3. Observe que (4.24) estd bem definida, visto que s > 1e z,w €
(0,1). Pelo Lema 4.2.1(7), podemos escrever a solugio que vai de (zg,0) até (z1,0) através

do fluxo de Xt como w = 2%, em que a = (s* —1)/(sT + 1) € (0,1). Portanto, podemos

definir em S = (0,1) x (0,1) a fun¢ao

f: S — R

(z,w) — f(z,w) =w— 2"

e a curva Cp = {f(z,w) = 0} associada a aplicagao de transi¢do em X+,

Para o campo vetorial X~ em X7, fazendo a mudanca de variaveis (z,y,t) — (z, —y, —t),
podemos utilizar novamente o Lema 4.2.1 com pg := —p, = —1 e pg 1= py. Assim,
podemos escrever a solugao que vai de (z1,0) para (xg,0) através do fluxo de X~ como

W = Z8 em que

(
24+ .Tl(— - 8_)’
W 2+ a(s7 = 1) (4.25)
2+ (s — 1)

com s =+/1+4u, e f=(s—1)/(s” +1).
Note que existem ntimeros zg e wg tais que a aplicacao de transicao inferior, isto é, em

Y7, pode ser escrita como a curva Cp = {F(z,w) = 0} em que

F(z,w) = W(z,w) — Z(z,w)"
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esta bem definida no quadrado aberto S = (z3,1) x (wg, 1).

Observe que, sob as hipoteses da Proposigao, de (4.24) e (4.25) os ciclos limites de (4.23)
correspondem as intersecoes das curvas Cy e Cp. Por (4.18), (4.24) e (4.25) quando
2z — 17 temos que w — 17, g — 0~ e ;7 — 0%. Consequentemente, Z — 1 e W — 1.
Portanto (1, 1) é um ponto de intersecao das curvas Cy e Cp. Mostremos, por contradicao,
que existe no méaximo um ponto de intersecao entre as curvas Cy e Cr no aberto S N
S. Primeiramente, provaremos o resultado quando existem dois pontos de intersecio
transversais e posteriormente, quando existirem dois pontos de tangéncias.

Suponha que existem dois pontos de interse¢ao transversais ¢; e ¢y entre as curvas Cy e
Cr em SN S. Pela Proposicao 4.2.3 e Teorema 4.2.1 existem dois pontos de tangéncia (3

e 1y em S tais que sao solugoes do sistema

Fzw) =0 (4.26)
G(z,w) =0,
em que
G(z,w) = (VF(z,w) - (z,aw)) }{F(z,w)zo} (4.27)

Em particular, ¢3 e ¢4 estao nos arcos de C'r definidos por ¢; e 1o, € 15 € (1, 1), respectiva-

mente. Veja Figura 4.13.

1 Ly O

L2

L3
L1

v

Figura 4.13: Curvas C'y e Cr com dois pontos de interse¢ao em S.
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Observe que a func¢ao G, dada em (4.27), pode ser escrita como
ow W oz ow W oz

Seja §d = (1 — B — pud B+ pgaB)(—1+ B — pd + pda) um nimero real. Se § = 0 entao
G(z,w) = 0 e assim o campo vetorial (4.3) tem um centro na origem. Caso contrario,

obtemos G(z,w) = fi1(z,w) fa(z,w) em que

— a2 1 1 5%'
filzw) = o*(B+ Do+ 1Bd_= = (4.28)

fo(z,w) = (1 — 2)%w + Az(1 — w)?,

com A = (—a+afB + ud — pla)(—a+ aB — ud B+ pfaB)a~26"1 e com Tg, Z e W re-
presentando os denominadores de x(, Z e W, respectivamente, nessas novas coordenadas.

Tais expressoes sao dadas explicitamente por:

~

Ty = a(—1+wz);

7 = (—14+w2)a(=1+48)+ (=1 +a)(1 + w(=1+ (=1 + 2)a))ud;

W = (“1+w2)a(—1+8)+ (=14 a)(2(—=1 + w — a) + a)Bug .
Como tais denominadores estdo bem definidos, visto (4.25) e os intervalos de defini¢ao de
xo e x1 dados pelo Lema 4.2.1, entao temos que as funcoes f; e fy estao bem definidas
em SN S. Além disso, note que f é uma funcdo polinomial e portanto estd bem definida
em todo o plano.
Dessa forma, como a funcio fi nio se anula em S N S temos que as solucoes do sistema

(4.26) coincidem com as solugoes do sistema

) o (4.29)

Deste modo, os pontos (0,0), t3, ts4 e (1,1) estdo na curva Cy, = {fa(z,w) = 0}. Veja
Figura 4.14.
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4

Figura 4.14: Curvas Cy, Cp e Cf,.

Isto implica que existe 15 € Cy N CY,. Utilizando novamente o Teorema 4.2.1 existem dois

pontos de tangéncia ts e 17 em CY, tais que sao solugoes do sistema

fg(Z,UJ) = Oa
fg(Z,'UJ) = 07

(4.30)
em que

f3(z7 w) = (vf2(z7 w) ) (Z, O‘w)) ’{fQ(sz)zo}
= M2a+ 12w + (a+2)2%w — 2N + 1) (a + 1)zw + Az + aw.

Dessa forma, a solucao do sistema (4.30) pode ser vista como a interse¢ao das curvas
algébricas Cy, e Cf, = {f3(z,w) = 0}, as quais estdo bem definidas S. Ou seja, temos
que as solugoes do sistema (4.26) sdo equivalentes as solucoes do sistema (4.30). Temos

que o sistema (4.30) é equivalente ao sistema

a2
w? + 2O AN 1 = 0;

2+ adw + 7((171(1)5?71) =0,

o qual possui no maximo uma solucao em S e, portanto, contradiz a existéncia de dois
pontos de intersecao em {C; N Cp}.
Quando os pontos de intersecao ¢; e 1y de Cp e Cf sao tangentes e possuem multiplicidade

impar a prova feita para o caso transversal também é valida. Se existem dois diferentes
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pontos de intersecao tangentes, com z € (0,1), e multiplicidade par, os correspondentes
pontos (1, Lo, L3 € L5 coincidem e, consequentemente, o ponto de tangéncia t5 pertence as
curvas O, Cy e Cy,, o que contradiz o fato que as curvas Cy, e C, tenham nao mais que
um ponto de interse¢do em S. Assim, o caso (5, 5) esta provado.

A prova da unicidade de ciclos limites para os casos restantes segue de maneira analoga
ao caso (5,95). A curva Cp sera definida pela correspondente equagao (4.25) de acordo
com os casos do Lema 4.2.1. Consequentemente, o dominio S varia. As expressdes para
fi, A e 0 também variam para os casos (S, DI), (S,ND), (S, F) e sao dados na Tabela
4.1.

Ji(z,w) A )
DI (o + 1)a?6 22008 pilozlra | g 1) — 1
ND (o + 1)a25> 227 (oo D20 (o — 1) — 2
F | —(a+1)a?3(3 + 1)g2it | MeDa i | (oo — 1) — 2)2
+5(a = 1)%(ug )

Tabela 4.1: Tabela com expressoes de fi, A e d.

Em todos os casos, os denominadores nao se anulam, visto os intervalos de definicao dados

pelo Lema 4.2.1. [ |

Proposi¢ao 4.2.5. O campo de vetores (4.3) com uj = 1, uy = —1, uyg = 1 e com
—i < py < 0 tem no mdzimo um ciclo limite quando pg < 0 e nao possui ciclos limites

quando pug = 0.

Demonstracao: A prova é equivalente a prova da Proposicao 4.2.4, visto que as expres-
soes para xg e x1 dadas pelo Lema 4.2.1 nos casos (7) e (iii) sdo exatamente as mesmas.

Neste caso, a regiao S é dada por S = (0,1) x (1,00). |

Proposigao 4.2.6. O campo de vetores (4.3) com pf =1, uyy = —1, uyg =1 epy =0

tem no mdzimo um ciclo limite quando i < 0 e ndao possui ciclos limites quando pd = 0.

Demonstragao: Pelo Lema 4.2.1, quando g = 0, o campo vetorial em X T tem uma reta

invariante passando pela origem. Portanto, nao existem ciclos limites.
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Considere agora pd < 0. Utilizando a notagao do Lema 4.2.1 os diferentes casos a serem
estudados sao (DI, DI), (DI,ND), (DI, F), visto que os casos (DI,S) e (DI, N) sdao
equivalentes aos casos (S, DI) e (N, DI), respectivamente, os quais ja foram estudados
nas Proposicoes 4.2.4 e 4.2.5.

As novas expressoes para as curvas C; e Cr sao fornecidas novamente pelo Lema 4.2.1.
Neste caso, temos que S = (0,1) x (—00,0). De acordo com a Proposi¢ao 4.2.3 e com o

Teorema 4.2.1, o analogo do sistema (4.26) se escreve como

Fzyw) =0 (4.31)
G(Za ) =0,
em que
G(z,w) =VF(z,w) - (z1). (4.32)

Novamente, podemos escrever G(z,w) = fi(z,w) fo(z,w) em que f; # 0 e as expressoes

para fi, fa, A e 0 sao dadas na Tabela 4.2.

fi(z,w) fa(z,w) A )
ToT 132
DI | — (i + 1) i
= ¥
ND 52 —zoﬁz/ffg (z —1)% + Azw? = (“32)2 py + 2
TOT1T; )2(5 ~
Fo| 6532+ 1)™88 | (o 1)2 4 hzw? | —W8EHD (o2 (4 1 9)2

Tabela 4.2: Tabela com expressoes para fi, fo, A e 0.

Deste modo, a prova de que (4.31) tem uma tnica solugdo para z € (0, 1) segue de modo

anélogo ao feito na Proposicao 4.2.4 para a equivalente equacao (4.30), em que

fs(z,w) = (Vfa(z,0)-(2,1)) }{f2(z,w):0}

e as curvas Cy, e Uy, estao bem definidas S. Como a regiao S é nao compacta, podemos

considerar o problema no disco de Poincaré. [ |

Proposigao 4.2.7. O campo de vetores (4.3) com pf =1, py = =1, pg =1 e pg = —7

tem no mdzimo um ciclo limite quando ug < 0 e nao possui ciclos limites quando ug = 0.
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Demonstragao: Pelo Lema 4.2.1, quando y§ = 0, o campo vetorial em X7 tem uma reta
invariante passando pela origem. Portanto, nao existem ciclos limites.

Considere agora pg < 0. Utilizando a notagio do Lema 4.2.1 os diferentes casos a serem
estudados sao (ND,ND), (ND, F), visto que os casos (ND,S), (ND,DI) e (ND,N)
sao equivalentes aos casos (S, ND), (DI, ND) e (N, ND) respectivamente, os quais ja
foram estudados nas Proposicoes 4.2.4, 4.2.5 e 4.2.6.

O Lema 4.2.1 fornece as novas expressoes para as curvas Cy e Cp. Neste caso, temos que
S =(0,1) x (—00,0). De acordo com a Proposi¢ao 4.2.3 e com o Teorema 4.2.1, o analogo

do sistema (4.26) se escreve como

(4.33)

em que

G(z,w) =VF(z,w) - (z,1). (4.34)

Novamente, podemos escrever G(z,w) = fi(z,w) fo(z,w) em que f; # 0 e, neste caso,
fo(z,w) = (z+ Dw + Az —1).

As expressoes para fi, A e § sao dadas na Tabela 4.3.

fi(z,w) A )
ND| -yt s pg +1
2(1—2)xow122 T (pd (32 ~
F | §5(3 1) ggn | AelnltDi) | (46)*8 + (ug +1)°

Tabela 4.3: Expressoes para fi, A e d.

Deste modo, a prova de que (4.33) tem uma unica solugao, para z € (0, 1), segue de modo

anélogo ao feito na Proposi¢ao 4.2.4 para a equivalente equacao (4.30), em que

fs(z,w) = (Vfa(z,0)-(2,1)) }{fg(z,w):o}'

e as curvas Cy, e (Y, estao bem definidas S. [
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Proposigao 4.2.8. O campo de vetores (4.3) com uf =1, py = =1, ug =1, pug < —i

e ug < 0 tem no mdrimo um ciclo limite.

Demonstracao: Os casos (F,5), (F,DI), (F,N) e (F, ND) foram estudados nas Propo-
si¢oes 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6 e 4.2.7. O tnico caso restante é o caso foco-foco, isto é, (F, F), o
qual ja foi estudado em [11] para ud < 0 e em [6] para pg = 0. |

O ponto chave das demonstracoes das Proposi¢oes anteriores é que as expressoes para
z e w como funcao de xg e x1, dadas pelo Lema 4.2.1, sao birracionais para todos os casos,
exceto quando o ponto singular é do tipo foco, isto é, o caso (v) do Lema 4.2.1. Por esse
motivo, a abordagem feita nos outros casos nao funciona no caso (F, F).

A partir das proposicoes anteriores, podemos concluir o resultado seguinte, que trata
da unicidade de ciclos limites em campos vetoriais lineares com uma X-singularidade

monodromica.

Teorema 4.2.2. O campo vetorial (4.3) com uma X-singularidade monodromica nao
possui ciclos limites quando pf iy > 0 e tem no mdzimo um ciclo limite quando pi py < 0.

Além disso, existem uma escolha de parametros para a qual o ciclo limite existe.

Demonstracao: A primeira afirmacao segue das condicoes necessarias a existéncia de
ciclos limites obtidas na Proposicao 4.2.1. A escolha de parametros segue do Corolario
4.1.1 e a unicidade, das Proposicoes 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 e 4.2.8. |

As Proposicoes 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 e 4.2.8 ainda carecem de algum esclarecimento

com respeito a intersecao dos dominios de defini¢ao das curvas Cy e Cp.



Conclusoes

Neste trabalho estudamos os campos vetoriais descontinuos, isto é, os campos vetoriais
suaves por partes. Em particular, baseamos nosso estudo em campos vetoriais suaves por
partes planares com duas zonas. O inicio deste trabalho foi dedicado a dar uma definicao
do que vem a ser tais campos, suas Orbitas e alguns exemplos.

Posteriormente partimos a definicao de um objeto que foi indispensavel neste trabalho,
a aplicagao de transicao e aplicagao de Poincaré, tanto num contexto de campos vetoriais
suaves quanto no contexto dos campos vetoriais descontinuos.

Seguidamente, apresentamos um método bastante util, o método da regularizacao, que
permite relacionar campos vetoriais suaves com campos vetoriais descontinuos e estudar
suas propriedades e dinamicas.

Finalmente, apresentamos um tema que vem sendo muito abordado atualmente e é
objeto de interesse de diversos pesquisadores, o estudo sobre unicidade de ciclos limites,
especialmente em campos vetoriais descontinuos. Mostramos que, sob certas hipoteses,
temos unicidade de ciclos limites em campos vetoriais descontinuos lineares.

Como sugestao de trabalhos futuros existem diversos tépicos ainda em aberto sobre
o estudo de tais sistemas. Podemos pensar na unicidade de ciclos limites para campos
vetoriais lineares mais gerais ou outras classes.

Quanto ao método da regularizacao podemos pensar sobre o surgimento de singulari-
dades na regularizacao um campo vetorial descontinuo com dobras invisiveis em ambos

os lados da curva de separacao.
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