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Resumo

O objetivo desta dissertação é abordar aspe
tos qualitativos da teoria dos Sistemas

Diferen
iais Suaves por Partes, também 
onhe
idos 
omo Sistemas Des
ontínuos. Primei-

ramente apresentamos os objetos fundamentais e propriedades gerais desta teoria, assim


omo uma versão da Apli
ação de Poin
aré para sistemas suaves por partes. Em seguida,

apresentamos o Método da Regularização de 
ampos vetoriais suaves por partes 
om o

propósito de investigar a regularização de poli-trajetórias fe
hadas elementares. Poste-

riormente, partimos ao estudo de 
i
los limites em 
ampos vetoriais suaves por partes

lineares.

Palavras�
have: Sistema Suave por Partes, Regularização, Ci
lo limite.
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Abstra
t

The aim of this work is to dis
uss qualitative features of the theory of Pie
ewise

Di�erential Systems, also known as dis
ontinuous systems. First we present the main

obje
ts and general properties of this theory, and a version of the Poin
aré map for

pie
ewise di�erential systems. Thereafter we present the Regularization Method in order

to investigate the regularization of elementary 
losed poly�traje
tories. Lastly, we started

the study of limit 
y
les in pie
ewise linear di�erential systems.

Keywords: Pie
ewise di�erential systems, Regularization Method, limit 
y
le.
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Introdução

As Equações Diferen
iais Ordinárias são a linguagem preferida dos matemáti
os para

investigar fen�menos da natureza. Todavia, sabemos que muitas delas não admitem

soluções explí
itas e isso motivou grandes matemáti
os a bus
ar diferentes alternativas.

Consequentemente, a forma 
omo as Equações Diferen
iais Ordinárias eram estudadas

mudou drasti
amente no �nal do sé
ulo XIX . Tal fato se deve a Henri Poin
aré após a

publi
ação de seu trabalhoMémoire sur les 
ourbes dé�nies par une équation di�érentielle

em que Poin
aré introduz uma té
ni
a inovadora para o estudo das EDO's que foi a base

do que hoje 
hamamos de Teoria Qualitativa das Equações Diferen
iais Ordinárias.

Esta teoria nos dá importantes e signi�
ativos resultados e ferramentas para o estudo

do 
omportamento das órbitas da equação diferen
ial e a análise de seu retrato de fase, sem


onhe
er as soluções explí
itas da mesma, através de aspe
tos geométri
os, topológi
os,

analíti
os, dentre outros.

Atualmente, diversos modelos utilizados em problemas rela
ionados à engenharia,


omo teoria de 
ontrole e 
ir
uitos elétri
os, e biologia são sistemas diferen
iais não di-

feren
iáveis em sua totalidade, mas em diferentes partes. Tais sistemas 
onsistem de

diferentes 
ampos vetoriais de�nidos em regiões distintas separados por uma 
urva de

des
ontinuidade e são 
onhe
idos 
omo sistemas suaves por partes ou sistemas des
ontí-

nuos.

Estudos pioneiros ini
iados por Andronov [1℄ e Filippov [5℄ 
onduziram a uma fun-

damentação teóri
a para este tipo de problema e desenvolveram 
ertas 
onvenções para

a transição das órbitas entre as diferentes regiões, visando de�nir os objetos bási
os da

Teoria Qualitativa das Equações Diferen
iais e investigação de sua dinâmi
a.

1
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Esta dissertação se baseia no estudo de 
ampos vetoriais suaves por partes no plano


om duas zonas e está organizada da seguinte maneira.

No Capítulo 1 re
ordamos alguns teoremas fundamentais da Teoria Qualitativa das

Equações Diferen
iais Ordinárias. Em seguida, no Capítulo 2, partimos à de�nição de um


ampo vetorial suave por partes e de seus objetos fundamentais. O Método da Regulari-

zação de 
ampos vetoriais des
ontínuos, introduzido em [16℄ por Sotomayor e Teixeira, é

apresentado no Capítulo 3. Tal método 
onsiste na aproximação de um 
ampo vetorial

suave por partes por uma família a um parâmetro de 
ampos vetoriais suaves, donde po-

demos apli
ar a teoria 
lássi
a e tentar obter informações sobre o 
ampo des
ontínuo. No

Capítulo 4, partimos ao estudo da uni
idade de 
i
los limites em 
ampos vetoriais suaves

por partes lineares, sob 
ertas restrições na 
urva de des
ontinuidade.



Capítulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste 
apítulo apresentaremos alguns 
on
eitos bási
os e resultados 
lássi
os da Teoria

Qualitativa das Equações Diferen
iais que serão de grande importân
ia no de
orrer deste

trabalho. Este 
apítulo é baseado em [18℄.

1.1 Resultados Clássi
os

Um 
ampo vetorial de 
lasse Cr
, r ≥ 1, de�nido em um aberto U ∈ R

n
é uma apli
ação

de 
lasse Cr
, F : U −→ R

n
a qual podemos asso
iar uma equação diferen
ial

x′ = F (x).

De�nição 1.1.1. Um ponto x0 ∈ R
n
é dito ponto singular do 
ampo F se F (x0) = 0. Se

F (x0) 6= 0 então dizemos que x0 é ponto regular de F .

As soluções desta equação diferen
ial são funções diferen
iáveis ϕ : I ∈ R −→ U que

satisfazem

d

dt
ϕ(t) = F (ϕ(t)),

para todo t ∈ I.

Essas soluções, dada uma 
ondição ini
ial, são 
hamadas de trajetórias, 
urvas inte-

grais ou órbitas do 
ampo F , ou equivalentemente da equação diferen
ial. A partir do

3
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ampo F podemos estudar importantes aspe
tos qualitativos sobre o retrato de fase deste

sistema, sem ne
essariamente en
ontrar a solução explí
ita da equação diferen
ial.

De�nição 1.1.2. Uma apli
ação f : Ω ⊂ R× R
n −→ R

n
é dita Lips
hitziana em Ω 
om

relação a segunda variável, se existe uma 
onstante K > 0 tal que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ K|x− y|,

para todo (t, x), (t, y) ∈ Ω.

Teorema 1.1.1 (Existên
ia e Uni
idade de Pi
ard). Seja f : Ω ⊂ R×R
n −→ R

n

ontínua

e Lips
hitziana 
om relação à segunda variável em Ω = Ia×Bb 
om Ia = {t : |t− t0| ≤ a}
e Bb = {x : |x− x0| ≤ b}. Se |f | ≤M em Ω, existe uma úni
a solução de





x′ = f(t, x)

x(t0) = x0

de�nida em Iα, 
om α = min{a, b/M}.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

De�nição 1.1.3. Uma solução ϕ : I −→ R
n
de x′ = f(t, x) é dita solução máxima se

não admite nenhuma extensão que também seja uma solução, ou seja, dada qualquer outra

solução ψ : J −→ R
n
tal que I ⊂ J e ϕ = ψ|I então I = J .

Dado um sistema de n equações diferen
iais





x′1 = a11(t)x1 + · · ·+ a1n(t)xn + b1(t)
.

.

.

.

.

.

x′n = an1(t)x1 + · · ·+ ann(t)xn + bn(t)

(1.1)


om aij e bi, i, j = 1, . . . , n funções 
ontínuas a valores reais ou 
omplexos de�nidas em

um intervalo I, podemos rela
ioná�lo a uma equação vetorial

X ′ = A(t)X +B(t), (1.2)

em que X = (x1, . . . , xn), A(t) = (aij(t)) é a matriz de ordem n 
ujos elementos são aij e

B(t) = (bi(t)) é o vetor 
oluna 
ujos elementos são bi(t), da seguinte forma: Uma família

{ϕ1, . . . , ϕn} é solução de (1.1) se, e somente se, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) é solução de (1.2).
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De�nição 1.1.4. Uma matriz φ(t) de ordem n é dita ser uma matriz fundamental de

X ′ = A(t)X (1.3)

se suas 
olunas formam uma base do espaço de soluções de (1.3).

Proposição 1.1.1 (Fórmula de Liouville). Seja φ(t) uma matriz fundamental de (1.3).

Então, para todo t ∈ I e t0 ∈ I �xado,

detφ(t) = det(φ(t0))exp

(∫ t

t0

tr(A(s))ds

)
(1.4)

em que tr(A) é o traço da matriz A.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

De�nição 1.1.5. Uma apli
ação ϕ : R× R
n −→ R

n
de 
lasse C1

é dita um �uxo se:

(i) ϕ(0, x) = x;

(ii) ϕ(t + s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x)),

para todo x ∈ R
n
e t, s ∈ R.

O próximo teorema nos garante que as soluções de uma equação diferen
ial possuem

a mesma 
lasse de diferen
iabilidade do 
ampo vetorial que a de�ne.

Teorema 1.1.2. Seja ∆ aberto de R
n
. Considere F : ∆ −→ R

n
um 
ampo vetorial de


lasse Cr
, r ≥ 1 e a equação diferen
ial

X ′ = F (X). (1.5)

Então,

(i) Para 
ada x ∈ ∆ existe um intervalo aberto Ix onde está de�nida a úni
a solução

máxima ϕx de (1.5) tal que ϕx(0) = x.

(ii) Se y = ϕx(s) 
om s ∈ Ix, então Iy = {r−s : r ∈ Ix}, ϕy(0) = y e ϕy(t) = ϕx(t+ s),

para todo t ∈ Iy.
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(iii) O 
onjunto D = {(t, x) : x ∈ ∆, t ∈ Ix} é aberto em R×R
n
e a apli
ação ϕ(t, x) =

ϕx(t) é de 
lasse Cr
. Além disso,

D1D2ϕ(t, x) = DF (ϕ(t, x))D2ϕ(t, x),

para todo (t, x) ∈ D.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

De�nição 1.1.6. A apli
ação

ϕ : D −→ ∆

(t, x) 7−→ ϕ(t, x) = ϕx(t)

é 
hamada �uxo gerado ou �uxo lo
al.

De�nição 1.1.7. Uma órbita γp = {ϕ(t, p) : t ∈ Ip}, não reduzida a um ponto, é dita

fe
hada ou periódi
a se para todo x ∈ γp existe t0 > 0 tal que

ϕ(t, x) = ϕ(t+ t0, x).

Note que, para equações diferen
iais de�nidas através de 
ampos vetoriais diferen
iá-

veis, temos uni
idade de soluções. Neste 
aso, dadas duas órbitas γp e γq, então elas


oin
idem ou são disjuntas. De fato, se q ∈ γp então pela propriedade de grupo podemos

es
rever q = ϕ(t0, p) e logo ϕ(t, q) = ϕ(t, ϕ(t0, p)) = ϕ(t+ t0, p) e assim γp = γq.

De�nição 1.1.8. Considere ∆1 e ∆2 abertos de R
n
e os 
ampos vetoriais F1 : ∆1 −→ R

n

e F2 : ∆2 −→ R
n
asso
iados respe
tivamente às equações diferen
iais X ′ = F1(X) e

X ′ = F2(X). Sejam ϕ1 : D1 −→ R
n
e ϕ2 : D2 −→ R

n
os �uxos gerados pelos 
ampos F1

e F2, respe
tivamente. Dizemos que F1 é topologi
amente 
onjugado a F2 quando existe

um homeomor�smo h : ∆1 −→ ∆2 tal que

h(ϕ1(t, x)) = ϕ2(t, h(x)),

para todo (t, x) ∈ D1.

Podemos observar que a 
onjugação topológi
a, além de preservar os 
onjuntos inva-

riantes do retrato de fase, também mantém a periodi
idade das órbitas periódi
as.
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Proposição 1.1.2. Considere os 
ampos vetoriais F1 : ∆1 −→ R
n
e F2 : ∆2 −→ R

n
de


lasse Cr
e seja h : ∆1 −→ ∆2 um difeomor�smo de 
lasse Cr

. Então h é uma 
onjugação

entre F1 e F2 se, e somente se,

Dh(p)F1(p) = F2(h(p)),

para todo p ∈ ∆1.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

Partiremos agora para a de�nição de seção transversal e para o teorema do �uxo

tubular que nos garante que podemos olhar as órbitas de uma equação diferen
ial, de�nida

através de um 
ampo vetorial diferen
iável, lo
almente 
omo um 
ampo 
onstante na

vizinhança de um ponto regular.

De�nição 1.1.9. Sejam ∆ ⊂ R
n
aberto, F : ∆ −→ R

n
um 
ampo vetorial de 
lasse Cr

,

r ≥ 1, e o aberto A ⊂ R
n−1

. Uma apli
ação f : A −→ ∆ de 
lasse Cr
é 
hamada de

seção transversal lo
al de F , quando, para todo a ∈ A, Df(a) · Rn−1
e F (f(a)) geram o

espaço R
n
.

Seja Σ = f(A) munido da topologia induzida por ∆. Se f : A −→ Σ for um homeo-

mor�smo, dizemos que Σ é uma seção transversal de F .

Teorema 1.1.3 (Teorema do Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular do 
ampo vetorial

F : ∆ −→ R
n
de 
lasse Cr

e 
onsidere f : A −→ Σ uma seção transversal lo
al de F 
om

f(0) = p. Então existe uma vizinhança V de p em ∆ e um difeomor�smo

h : V −→ (−ε, ε)×B

de 
lasse Cr
, 
om ε > 0 e B uma bola aberta em R

n−1

entrada na origem, tal que

(i) h(Σ ∩ V ) = {0} × B;

(ii) h é uma Cr
�
onjugação entre F |V e o 
ampo 
onstante Y : (−ε, ε)×B −→ R

n
dado

por Y ≡ (1, 0, 0, . . . , 0) ∈ R
n
.
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Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

O teorema do �uxo tubular nos garante um bom 
onhe
imento da dinâmi
a de um


ampo vetorial na vizinhança de um ponto regular. Já para vizinhanças de pontos singu-

lares, ou pontos de equilíbrio, temos uma grande variedade de 
onjugações.

De�nição 1.1.10. Dizemos que um ponto de equilíbrio p de um 
ampo vetorial

F : ∆ ⊂ R
n −→ R

n

x = (x1, . . . , xn) 7−→ F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))

de 
lasse Cr
, r ≥ 1, é hiperbóli
o se todos os autovalores da matriz de linearização

DF (p) =




∂F1(p)
∂x1

· · · ∂F1(p)
∂xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂Fn(p)
∂x1

· · · ∂Fn(p)
∂xn




possuem partes reais diferentes de zero.

Veremos agora o teorema de Hartman�Grobman que garante que a dinâmi
a na vi-

zinhança de um ponto singular hiperbóli
o é topologi
amente 
onjugada à do sistema

linearizado naquele ponto.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Hartman�Grobman). Sejam F : ∆ ⊂ R
n −→ R

n
um 
ampo

vetorial de 
lasse Cr
, r ≥ 1, e p um ponto singular hiperbóli
o. Então, existem vizinhanças

W de p em ∆ e V da origem do R
n
tais que o 
ampo F |W é topologi
amente 
onjugado

a DF (p)|V .

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [17℄.

Partiremos agora para a de�nição da transformação de Poin
aré, ou transformação de

primeiro retorno, num 
ampo vetorial diferen
iável, a qual será muito útil neste trabalho.

Esta apli
ação des
reve o 
omportamento de um 
ampo vetorial numa vizinhança de uma

órbita fe
hada.

Considere um 
ampo vetorial F : ∆ ⊂ R
2 −→ R

2
de 
lasse Cr

, r ≥ 1, e uma órbita

periódi
a γ de período τ0. Seja Σ uma seção transversal de F em p ∈ γ. A 
ontinuidade

do �uxo ϕ de F garante que para todo ponto q su�
ientemente próximo de p, a trajetória
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ϕq(t) permane
e próxima de γ, para t perten
ente a um intervalo 
ompa
to. Então,

tomando Σ0 ⊂ Σ su�
ientemente pequeno, podemos de�nir

π : Σ0 ⊂ Σ −→ Σ

x 7−→ π(x)

em que π(x) é a primeira interseção de ϕx(t) 
om Σ para t > 0. Note que p ∈ Σ0 e

π(p) = p.

PSfrag repla
ements

Σ

x π(x)

p

γ

Figura 1.1: Apli
ação de Poin
aré.

Proposição 1.1.3. Seja ϕ um �uxo de 
lasse Cr
, r ≥ 1. Então a transformação de

Poin
aré π : Σ0 −→ π(Σ0) é um difeomor�smo de 
lasse Cr
.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [17℄.

De�nição 1.1.11. Dizemos que uma órbita fe
hada γ é estável quando

lim
t→∞

d(ϕ(t, q), γ) = 0,

para todo q numa vizinhança de γ, 
om d(ϕ(t, q), γ) = inf{|ϕ(t, q)− r| : r ∈ γ}.

De�nição 1.1.12. Considere um 
ampo vetorial F : ∆ ⊂ R
2 −→ R

2
de 
lasse Cr

,

r ≥ 1, e uma órbita periódi
a γ. Se γ é uma órbita periódi
a isolada, isto é, existe uma

vizinhança V de γ tal que γ é a úni
a órbita periódi
a, dizemos que γ é um 
i
lo limite.

Proposição 1.1.4. Considere um 
ampo vetorial F : ∆ ⊂ R
2 −→ R

2
de 
lasse Cr

, r ≥ 1,

e um 
i
lo limite γ. Então temos somente os seguintes tipos de 
i
los limites:
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(i) Estável, isto é, quando

lim
t→∞

d(ϕ(t, q), γ) = 0,

para todo q numa vizinhança V de γ;

(ii) Instável, quando

lim
t→−∞

d(ϕ(t, q), γ) = 0,

para todo q ∈ V ;

(iii) Semi-estável, quando

lim
t→∞

d(ϕ(t, q), γ) = 0,

para todo q ∈ V ∩ Extγ e

lim
t→−∞

d(ϕ(t, q), γ) = 0,

para todo q ∈ V ∩ Intγ; ou vi
e-versa.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

Podemos observar que os 
i
los limites representam os pontos �xos isolados da apli
a-

ção de Poin
aré π.

O próximo teorema estabele
e uma expressão para a derivada da apli
ação de Poin
aré

e 
ondições para que uma órbita periódi
a γ seja um 
i
lo limite hiperbóli
o, ou seja,

quando π′(p) 6= 1, para algum p ∈ γ.

Teorema 1.1.5. Considere um 
ampo vetorial F = (F1, F2) : ∆ ⊂ R
2 −→ R

2
de 
lasse

C1
e uma órbita periódi
a γ de F de período t0. Sejam Σ uma seção transversal em p ∈ γ

e π : Σ0 −→ Σ a apli
ação de Poin
aré. Então a derivada da apli
ação de Poin
aré é

dada por

π′(p) = exp

(∫ t0

0

divF (γ(t))dt

)
, (1.6)

em que divF (x) = D1F1(x) +D2F2(x).

Em parti
ular, se

∫ t0
0

divF (γ(t))dt < 0 então γ é estável e se

∫ t0
0

divF (γ(t))dt > 0

temos que γ é instável.
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Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

Partiremos agora à de�nição dos 
onjuntos limites das órbitas de um 
ampo vetorial

a �m de estudar o 
omportamento assintóti
o das órbitas de 
ampos vetoriais no plano.

De�nição 1.1.13. Sejam ∆ ⊂ R
n
um aberto e F : ∆ −→ R

n
um 
ampo vetorial de


lasse Cr
, r ≥ 1. Considere ϕ(t, p) a órbita de F passando pelo ponto p de�nida em seu

intervalo máximo Ip = (I−(p), I+(p)). Se I+(p) = ∞ de�ne-se o 
onjunto

ω(p) = {q ∈ ∆ : ∃{tn} 
om tn → ∞ e ϕ(tn) → q, quando n→ ∞}.

Analogamente, se I−(p) = −∞ podemos de�nir

α(p) = {q ∈ ∆ : ∃{tn} 
om tn → −∞ e ϕ(tn) → q, quando n→ ∞}.

Os 
onjuntos ω(p) e α(p) são 
hamados, respe
tivamente, de 
onjunto ω�limite e 
onjunto

α�limite de p.

Teorema 1.1.6. Sejam ∆ ⊂ R
n
um aberto e F : ∆ −→ R

n
um 
ampo vetorial de 
lasse

Cr
, r ≥ 1. Considere a semiórbita positiva γ+(p) = {ϕ(t, p) : t ≥ 0} do 
ampo F pelo

ponto p. Se γ+(p) está 
ontida num sub
onjunto 
ompa
to K ⊂ ∆, então:

(a) ω(p) 6= ∅;

(b) ω(p) é 
ompa
to;

(
) ω(p) é invariante por F , isto é, se q ∈ ω(p) então a 
urva integral de F por q está


ontida em ω(p);

(d) ω(p) é 
onexo.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.

Teorema 1.1.7 (Teorema de Poin
aré�Bendixson). Sejam ∆ ⊂ R
2
um 
onjunto aberto

e F : ∆ −→ R
2
um 
ampo vetorial de 
lasse Cr

, r ≥ 1. Seja ϕ(t, p) uma órbita de F

de�nida para todo t ≥ 0 e suponha que a semiórbita positiva γ+(p) esteja 
ontida num

sub
onjunto 
ompa
to K ⊂ ∆. Ainda, suponha que o 
ampo F possui um número �nito

de singularidades em ω(p). Então tem-se as seguintes possibilidades:
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(a) Se ω(p) 
ontém somente pontos regulares, então ω(p) é uma órbita periódi
a;

(b) Se ω(p) 
ontém pontos regulares e singulares, então ω(p) 
onsiste de um 
onjunto de

órbitas, 
ada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t→ ±∞.

(
) Se ω(p) não 
ontém pontos regulares, então ω(p) é um ponto singular.

Demonstração: A demonstração pode ser en
ontrada em [18℄.



Capítulo 2

Introdução aos Sistemas Suaves por

Partes

Neste 
apítulo apresentaremos as noções bási
as dos sistemas suaves por partes e dos


ampos vetoriais des
ontínuos. Partiremos ini
ialmente a de�nição dos objetos fundamen-

tais da teoria 
lássi
a, 
omo trajetórias e singularidades, tendo 
omo ponto de partida a

teoria 
lássi
a das equações diferen
iais e as 
onvenções de Filippov.

2.1 Sistemas suaves por partes

Uma família de sistemas diferen
iais que tem 
hamado a atenção atualmente são os

sistemas diferen
iais suaves por partes. Em parti
ular, podemos de�nir um sistema suave

por partes no plano 
om duas zonas, o qual será o prin
ipal objeto de estudo deste

trabalho.

Considere X e Y 
ampos vetoriais suaves, isto é, de 
lasse Cr
, r ≥ 1, de�nidos em um

aberto 
onexo M ⊂ R
2

ontendo a origem e seja f :M ⊂ R

2 −→ R uma função suave tal

que 0 é valor regular. Suponha que o 
onjunto Σ = f−1(0) ∩M é 
onexo e divide M em

duas 
omponentes 
onexas dadas por

Σ+ = {(x, y) ∈M : f(x, y) > 0};
Σ− = {(x, y) ∈M : f(x, y) < 0}.

13
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De�nição 2.1.1. Dados X e Y 
ampos vetoriais suaves de�nidos em M ⊂ R
2
e dada

f :M ⊂ R
2 −→ R 
omo a
ima, de�ne-se um 
ampo vetorial suave por partes Z 
omo

Z(x, y) =





X(x, y), f(x, y) ≥ 0;

Y (x, y), f(x, y) ≤ 0.
(2.1)

Denotaremos Z = (X, Y ) a �m de es
lare
er as 
omponentes do 
ampo vetorial e por

Ωr(M, f) o 
onjunto dos 
ampos vetoriais suaves por partes 
om duas zonas no plano

de�nidos em M 
om o auxílio da função f . Note que não há problema em 
onsiderar

as regiões Σ+
e Σ−


om fronteira 
omum Σ, no qual Z pode ser 
onsiderado bi-valuado.

O 
onjunto Σ = {(x, y) ∈ M : f(x, y) = 0} é 
hamado 
urva de separação ou 
urva de

des
ontinuidade.

A �m de estabele
er uma de�nição para as trajetórias de um sistema suave por par-

tes no plano 
om duas zonas e estudar sua dinâmi
a, pre
isamos de um 
ritério para a

transição de órbitas entre Σ+
e Σ−

através da 
urva de separação Σ.

Nas regiões Σ+
e Σ−

a trajetória lo
al de um ponto p é dada pela trajetória usual

dos 
ampos vetoriais suaves X ou Y . Assim, resta estender a de�nição de trajetória para

pontos em Σ. Para isso, pre
isaremos das 
onvenções de Filippov.

Dado um ponto p ∈ R
2
e um 
ampo vetorial suave

X : R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ X(x, y) = (X1(x, y), X2(x, y))

denotaremos por

Xf(p) = 〈X(p),∇f(p)〉 = X1(p)
∂f(p)

∂x
+X2(p)

∂f(p)

∂y
(2.2)

a derivada dire
ional de f ao longo do 
ampo vetorialX , também 
onhe
ida 
omo derivada

de Lie. Analogamente,

X2f(p) = 〈X(p),∇Xf(p)〉 = X1(p)
∂Xf(p)

∂x
+X2(p)

∂Xf(p)

∂y
. (2.3)

De�nição 2.1.2. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então,

a) Um 
onjunto ΣC ⊂ Σ é dito ser de 
ostura se, para todo p ∈ ΣC
, tivermos
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Xf(p)Y f(p) > 0.

Veja Figura 2.1.

PSfrag repla
ements

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.1: Ar
o de 
ostura.

b) Um 
onjunto ΣE ⊂ Σ é dito ser de es
ape se, para todo p ∈ ΣE
, tivermos Xf(p) > 0

e Y f(p) < 0. Veja Figura 2.2.

PSfrag repla
ements

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.2: Ar
o de es
ape.


) Um 
onjunto ΣD ⊂ Σ é dito ser de deslize se, para todo p ∈ ΣD
, tivermos Xf(p) < 0

e Y f(p) > 0. Veja �gura 2.3.

PSfrag repla
ements

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.3: Ar
o de deslize.
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Note que os ar
os de 
ostura, es
ape e deslize de�nem abertos em Σ. Essa de�nição

ex
lui os pontos p ∈ Σ tais que Xf(p) = 0 ou Y f(p) = 0. Tais pontos são 
hamados

pontos de tangên
ia. Note que se Xf(p) = 0 e X(p) 6= 0 então a trajetória que passa

por p é tangente a Σ. Além disso, ex
lui os pontos de Σ que são singularidades de X

ou de Y . Tais pontos o
orrem nas fronteiras ∂ΣC
, ∂ΣE

e ∂ΣD
dos ar
os ΣC

, ΣE
e ΣD

,

respe
tivamente.

De�nição 2.1.3. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). O 
ampo vetorial suave X possui uma

dobra ou tangên
ia quadráti
a 
om Σ em p ∈ Σ se Xf(p) = 0 e X2f(p) 6= 0. Dizemos

que p é uma dobra:

a) invisível de Z se Xf(p) = 0 e X2f(p) < 0. De�nimos analogamente uma dobra

invisível de Z que seja tangên
ia quadráti
a de Y 
om Σ.

b) visível de Z se Xf(p) = 0 e X2f(p) > 0. De�nimos analogamente uma dobra visível

de Z que seja tangên
ia quadráti
a de Y 
om Σ.

Um ponto p ∈ Σ é dito uma Σ-dobra de Z se for ponto de tangên
ia quadráti
a apenas do


ampo X, ou apenas do 
ampo Y , 
om Σ.

De�nição 2.1.4. Um 
ampo vetorial suave X possui uma tangên
ia 
úbi
a 
om Σ em

p ∈ Σ se Xf(p) = X2f(p) = 0 e X3f(p) 6= 0.

De�nição 2.1.5. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Dizemos que uma singularidade p de X

é real se p ∈ Σ+
. Dizemos que uma singularidade p de X é virtual se p ∈ Σ−

.

Para de�nirmos as trajetórias passando por um ponto de 
ostura, 
omo os 
ampos X

e Y apontam na mesma direção, é su�
iente justapor as trajetórias de X e Y por aquele

ponto. Já nos ar
os de deslize e es
ape pre
isamos de�nir um 
ampo vetorial auxiliar


onhe
ido 
omo 
ampo de Filippov ou 
ampo deslizante.

Considere o 
ampo vetorial FZ em que 
ada ponto p ∈ ΣE ∪ ΣD
é dado por uma


ombinação linear 
onvexa de X(p) e Y (p) de modo que FZ(p) seja tangente a Σ, ou seja,

FZ(p) é o úni
o vetor tangente a Σ no 
one gerado por X(p) e Y (p). Veja Figura 2.4.
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PSfrag repla
ements

p

FZ(p)Σ+

Σ

Σ−

X(p)

Y (p)

Figura 2.4: Campo de Filippov.

Deste modo,

FZ(p) = (1− α(p))X(p) + α(p)Y (p)

em que

α(p) =
Xf(p)

Xf(p)− Y f(p)
.

Logo temos que FZ é dado por

FZ(p) =
Y f(p)X(p)−Xf(p)Y (p)

Y f(p)−Xf(p)
. (2.4)

Para veri�
ar que FZ é tangente a Σ basta mostrar que FZ(p) é ortogonal a ∇f(p). De

fato,

〈FZ(p),∇f(p)〉 =

〈
(1− α(p))X(p) + α(p)Y (p),

(
∂f(p)

∂x
,
∂f(p)

∂y

)〉

=

〈(
(1− α(p))(X1(p), X2(p)) + α(p)(Y1(p), Y2, (p))

)
,
(

∂f(p)
∂x

, ∂f(p)
∂y

)〉

= Xf(p)− α(p)Xf(p) + α(p)Y f(p)

=
Xf(p) (Xf(p)− Y f(p))−Xf(p)Xf(p) +Xf(p)Y f(p)

Xf(p)− Y f(p)

= 0.

Podemos es
rever o 
ampo de Filippov de outra forma. Lo
almente, numa vizinhança

de p ∈ ΣE ∪ ΣD
, podemos 
onsiderar 
oordenadas lo
ais de forma que Σ = {y = 0},

p = (0, 0) e f(x, y) = y. Assim, 
onsiderando X(x, y) = (a(x, y), b(x, y)) e Y (x, y) =
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(c(x, y), d(x, y)), temos que o 
ampo de Filippov é dado por

FZ(p) =

(
a(p)d(p)− b(p)c(p)

d(p)− b(p)
, 0

)
. (2.5)

De fato, suponha, sem perda de generalidade, que p ∈ ΣE
. Considere a reta r que passa

por (a(p), b(p)) e (c(p), d(p)), isto é,

r : y =
d(p)− b(p)

c(p)− a(p)
(x− a(p)) + b(p).

Como a 
urva de separação 
oin
ide lo
almente 
om o eixo x temos que FZ(p) = (x0, 0)


om (x0, 0) ∈ r. Logo, basta en
ontrar o ponto de interseção entre r e o eixo x. Assim,

y =
d(p)− b(p)

c(p)− a(p)
(x− a(p)) + b(p) = 0

impli
a que

x =
a(p)d(p)− b(p)c(p)

d(p)− b(p)
.

De�nição 2.1.6. Um ponto p ∈ ΣE ∪ ΣD
é ponto singular do 
ampo de Filippov FZ se

FZ(p) = 0, ou seja, a(p)d(p)− b(p)c(p) = 0.

Os pontos singulares do 
ampo de Filippov são 
hamados de pseudo-equilíbrios. Note

que

a(p)d(p)− b(p)c(p) =

∣∣∣∣∣∣∣

a(p) b(p)

c(p) d(p)

∣∣∣∣∣∣∣
= det(X, Y )(p).

De�nição 2.1.7. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) e FZ o 
ampo de Filippov gerado por Z.

Seja p ∈ ΣE ∪ ΣD
um ponto singular de FZ , isto é, FZ(p) = 0. O ponto p é dito ser um

ponto singular hiperbóli
o se F ′
Z 6= 0, ou seja, d (det(X, Y )|Σ) (p) 6= 0.

De�nição 2.1.8. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) e FZ o 
ampo de Filippov gerado por Z.

Seja p um ponto singular hiperbóli
o de FZ . Então,
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a) p é uma sela de Filippov se:

i) p ∈ ΣD
e é uma singularidade repulsora de FZ , isto é, F ′

Z > 0. Veja Figura

2.5.

PSfrag repla
ements

p

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.5: Sela de Filippov.

ii) p ∈ ΣE
e é uma singularidade atratora de FZ , isto é, F ′

Z < 0. Veja Figura 2.6.

PSfrag repla
ements

p

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.6: Sela de Filippov.

b) p é um nó de Filippov se:

i) p ∈ ΣD
e é uma singularidade atratora de FZ , isto é, F ′

Z < 0. Veja Figura 2.7.
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PSfrag repla
ements

p

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.7: Nó de Filippov.

ii) p ∈ ΣE
e é uma singularidade repulsora de FZ , isto é, F ′

Z > 0. Veja Figura

2.8.

PSfrag repla
ements

p

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.8: Nó de Filippov.

De�nição 2.1.9. Um ponto p é dito Σ�regular de Z se:

• p é ponto de 
ostura;

• p ∈ ΣE ∪ ΣD
não é ponto singular do 
ampo de Filippov, isto é, FZ(p) 6= 0.

De�nição 2.1.10. Um ponto p é dito ser uma Σ-singularidade elementar de Z se:

• p é uma Σ�dobra de Z;

• p é ponto singular hiperbóli
o de FZ.

Agora podemos apresentar a de�nição de trajetória de um 
ampo vetorial suave por

partes 
om duas zonas no plano.
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De�nição 2.1.11. Seja γ uma 
urva em R
2

omposta por ar
os regulares de trajetórias

de X em Σ+
, e/ou Y em Σ−

, e/ou trajetórias de FZ em Σ. Nessas 
ondições, dizemos

que γ é uma poli-trajetória de Z se:

i) γ 
ontém ar
os de trajetória de pelo menos dois entre os 
ampos X, Y e FZ , ou é

formado por um ar
o de FZ;

ii) A transição de ar
os de trajetória de X para ar
os de trajetória de Y é feita através

de pontos de 
ostura;

iii) A transição de ar
os de trajetória de X, ou de Y , para ar
os de trajetória de FZ

é feita através de tangên
ias ou pontos regulares do ar
o de es
ape, ou do ar
o

deslizante, respeitando-se o sentido dos ar
os de trajetória.

Note que não temos uni
idade de soluções, pois os ar
os de trajetória do 
ampo de

Filippov podem perten
er a in�nitas poli-trajetórias. A Figura 2.9 apresenta um exemplo

de poli-trajetória.

PSfrag repla
ements

γ

Σ+

Σ

Σ−

Figura 2.9: Exemplo de poli-trajetória.

Partiremos agora a 
ara
terização das órbitas fe
hadas de um sistema suave por partes


om duas zonas no plano.

De�nição 2.1.12. Seja γ uma poli-trajetória fe
hada de Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Dize-

mos que:
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a) γ é uma poli-trajetória fe
hada do tipo I se γ en
ontra Σ somente em pontos de


ostura. Veja Figura 2.10.

PSfrag repla
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Figura 2.10: Exemplo de poli-trajetória fe
hada do tipo I.

b) γ é uma poli-trajetória fe
hada do tipo II se γ = Σ. Veja Figura 2.11.

PSfrag repla
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Figura 2.11: Exemplo de poli-trajetória fe
hada do tipo II.


) γ é uma poli-trajetória fe
hada do tipo III se γ 
ontém pelo menos uma Σ�dobra de

Z. Veja Figura 2.12.
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Figura 2.12: Exemplo de poli-trajetória fe
hada do tipo III.
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Daremos agora alguns exemplos para ilustrar as de�nições a
ima.

Exemplo 2.1.1. Considere o sistema asso
iado ao 
ampo vetorial Z1 = (X1, Y1) ∈
Ωr(R2, f) dado por

Z1(x, y) =





X1(x, y) = (1, x2), y ≥ 0;

Y1(x, y) = (1, 1), y ≤ 0.
(2.6)

Considere o ponto p = (0, 0). Podemos observar que:

a) Σ = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0};

b) p não é singularidade de X1 ou Y1;


) p é ponto de tangên
ia 
úbi
a de X1 
om Σ. Com efeito, temos que

X1f(x, y) = 〈X1(x, y),∇f(x, y)〉 = 〈(1, x2), (0, 1)〉 = x2

e logo X1f(p) = 0. Além disso,

X2
1f(x, y) = 〈X1(x, y),∇X1f(x, y)〉 = 〈(1, x2), (2x, 0)〉 = 2x

e assim X2
1f(p) = 0. Também,

X3
1f(x, y) = 〈X1(x, y),∇X2

1f(x, y)〉 = 〈(1, x2), (2, 0)〉 = 2

e portanto X3
1f(p) 6= 0.

d) p é o úni
o ponto de tangên
ia em Σ e todo ponto (x, 0) ∈ Σ 
om x 6= 0 é ponto de


ostura, ou seja, p ∈ ∂ΣC
.

Na Figura 2.13 apresentamos o retrato de fase do sistema asso
iado ao 
ampo Z1 e a

órbita ϕ(t, p) passando pelo ponto p.
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PSfrag repla
ements

p Σ
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Figura 2.13: Retrato de fase do 
ampo Z1 dado em (2.6).

Note que em alguns 
asos é possível falar em tempo passado e tempo futuro devido a

uni
idade de soluções. Mas em geral, isso não é possível.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema asso
iado ao 
ampo vetorial Z2 = (X2, Y2) dado

por

Z2(x, y) =





X2(x, y) = (1, 2x), y ≥ 0;

Y2(x, y) = (−2,−7x), y ≤ 0.
(2.7)

Considere o ponto p = (0, 0). Podemos observar que p não é singularidade de X2 ou

Y2, mas p é ponto de tangên
ia quadráti
a de Σ 
om X2 e 
om Y2. Veja Figura 2.14.
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Figura 2.14: Retrato de fase do 
ampo Z2 dado em (2.7).

Note que, neste 
aso, ΣE = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0 e x > 0} e ΣD = {(x, y) ∈ R

2 : y = 0

e x < 0}. Assim, para tais pontos, podemos 
al
ular expli
itamente o 
ampo de Filippov

asso
iado a Z2, o qual é dado por

FZ2
(q) =

(
1

3
, 0

)
.

Exemplo 2.1.3. Considere o sistema asso
iado ao 
ampo vetorial Z3 = (X3, Y3) dado

por

Z3(x, y) =





X3(x, y) = (1,−2x), y ≥ 0;

Y3(x, y) = (−1,−x+ x2), y ≤ 0.
(2.8)
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Considere os pontos p = (0, 0) e q = (1, 0). Podemos observar que p e q não são

singularidades de X3 ou Y3, mas temos que p é ponto de tangên
ia quadráti
a 
om X3 e

Y3, e que q é ponto de tangên
ia quadráti
a 
om Y3. Veja Figura 2.15.
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Figura 2.15: Retrato de fase do 
ampo Z3 dado em (2.8).

Podemos observar que, neste 
aso,

ΣD = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0 e x > 1}

ΣC = {(x, y) ∈ R
2 : y = 0, x < 1 e x 6= p}.

Note que ϕ(t, p) = {p} e que não temos uni
idade de soluções em q.

Exemplo 2.1.4. Considere o sistema asso
iado ao 
ampo vetorial Z4 = (X4, Y4) dado

por

Z4(x, y) =





X4(x, y) = (1, x), y ≥ 0;

Y4(x, y) = (−1, x), y ≤ 0.
(2.9)

Considere o ponto p = (0, 0). Podemos observar que p não é singularidade de X4 ou

Y4, mas p é ponto de tangên
ia quadráti
a 
om X4 e 
om Y4. Veja Figura 2.16.
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Figura 2.16: Retrato de fase do 
ampo Z4 dado em (2.9).

Podemos observar que, neste 
aso, não é possível falar em tempo passado ou tempo

futuro para a órbita do ponto p, pois não há uni
idade de soluções.
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2.2 Apli
ação de Poin
aré

Caminharemos agora na direção da de�nição da Apli
ação de Poin
aré ou apli
ação

de primeiro retorno em um sistema suave por partes 
om duas zonas no plano.

Dados dois vetores u, v ∈ R
n
, denotaremos por

(u|v) =




u1 v1
.

.

.

.

.

.

un vn




a matriz 
ujas 
olunas são os vetores u e v.

Teorema 2.2.1. Sejam X um 
ampo vetorial de 
lasse C1
em R

2
, p0 ∈ R

2
e ϕ(t, p0)

a órbita de X tal que ϕ(0, p0) = p0. Suponha um ponto p1 ∈ R
2
e t0 ∈ R tais que

p1 = ϕ(t0, p0). Sejam Σ0 e Σ1 seções transversais de X passando pelos pontos p0 e p1 res-

pe
tivamente. Se σ0 : I0 −→ R
2
e σ1 : I1 −→ R

2
são respe
tivamente as parametrizações

de Σ0 e Σ1 
om σ0(s0) = p0 e σ1(s1) = p1, então existe uma vizinhança U de p0 e duas

funções diferen
iáveis τ : U −→ R e ρ : U −→ I1 tais que τ(p0) = t0, ρ(p0) = s1 e

ϕ(τ(p), p) = σ1(ρ(p)),

para todo p ∈ U .

Demonstração: De�na f : D × I1 ⊂ R
4 −→ R

2
dada por f(t, p, s) = ϕ(t, p) − σ1(s).

Como X é de 
lasse C1
então, pelo teorema da dependên
ia 
ontínua, ϕ é de 
lasse C1

.

Ainda, 
omo Σ1 é uma seção transversal então f é uma função diferen
iável. Note que

f(p0, t0, s1) = ϕ(t0, p0)− σ1(s1) = p1 − p1 = 0;

∂

∂t
f(p0, t0, s1) =

∂

∂t
ϕ(t0, p0) = X(ϕ(t0, p0)) = X(p1);

∂

∂s
f(p0, t0, s1) = −σ′

1(s1).

Ainda, temos que a matriz

D(t,s)f(p0, t0, s1) =

(
∂

∂t
f(p0, t0, s1)

∣∣∣∣
∂

∂s
f(p0, t0, s1)

)
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é não singular, ou seja, det D(t,s)f(p0, t0, s1) 6= 0, pois Σ1 é uma seção transversal de

X . Logo, pelo teorema da função implí
ita, existem uma vizinhança U de p0 e funções

diferen
iáveis τ : U −→ R e ρ : U −→ I1 tais que τ(p0) = t0, ρ(p0) = s1 e

f(p, τ(p), ρ(p)) = 0,

para todo p ∈ U . Portanto,

ϕ(τ(p), p) = σ1(ρ(p)),

para todo p ∈ U . �

Note que o �uxo de X leva pontos próximos de p0 em pontos da seção transversal Σ1.

Assim, nas 
ondições a
ima, podemos de�nir

π : Σ0 ∩ U −→ Σ1

p 7−→ π(p) = ϕ(τ(p), p) = σ1(ρ(p))
(2.10)

a apli
ação de transição do 
ampo de vetores X entre as seções transversais Σ0 e Σ1.

De�niremos também a função

τ̃ : Σ0 ∩ U −→ R

p 7−→ τ̃(p) = τ(p)
(2.11)

a qual exprime o tempo ne
essário para que um ponto de Σ0 
hegue a Σ1 através do �uxo

de X pela primeira vez. Note que ambas as apli
ações são diferen
iáveis devido ao fato

de todas as funções envolvidas o serem.

A �m de obter a derivada da apli
ação de transição, 
onsidere W0 ⊂ I0 e W1 ⊂ I1

vizinhanças dos pontos s0 e s1 respe
tivamente. Então podemos de�nir

Π : W0 ⊂ I0 −→ W1 ⊂ I1

s 7−→ Π(s) = σ−1
1 (π(σ0(s))) = ρ(σ0(s)).

(2.12)

Logo, podemos estabele
er o seguinte diagrama

Σ0 ∩ U π−→ Σ1

σ0

x σ1

x
W0 ⊂ I0

Π−→ W1 ⊂ I1
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Como Π é diferen
iável, temos que

Π′(s) =
d

ds
Π(s) = ∇ρ(σ0(s))σ′

0(s). (2.13)

Analogamente, podemos de�nir a apli
ação diferen
iável

T : W0 −→ R

s 7−→ T (s) = τ̃(σ0(s))
(2.14)

e logo

T ′(s) =
d

ds
T (s) = ∇τ̃(σ0(s))σ′

0(s). (2.15)

De�na as matrizes

MΣ0
=

(
X(p0)

∣∣∣∣− σ′
0(s0)

)
,

MΣ1
=

(
X(p1)

∣∣∣∣− σ′
1(s1)

)
.

Lema 2.2.1. Nas 
ondições do Teorema 2.2.1, se

A =


1 T ′(s0)

0 Π′(s0)




então MΣ1
A = Dpϕ(t0, p0)MΣ0

.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.1 e por (2.11) temos que

ϕ(τ̃(p), p) = σ1(ρ(p)), (2.16)

para todo p ∈ U . Derivando (2.16) 
om respeito a p, pela regra da 
adeia, temos

∂

∂t
ϕ(τ̃ (p), p)∇τ̃(p) +Dpϕ(τ̃ (p), p) = σ′

1(ρ(p))∇ρ(p).

Assim, 
omo

∂

∂t
ϕ(τ̃ (p), p) = X(ϕ(τ̃(p), p)),

tomando p = p0 temos que

X(ϕ(τ̃(p0), p0))∇τ̃ (p0) +Dpϕ(τ̃(p0), p0) = σ′
1(ρ(p0))∇ρ(p0),
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ou seja,

X(p1)∇τ̃ (p0) +Dpϕ(t0, p0) = σ′
1(ρ(p0))∇ρ(p0), (2.17)

já que τ̃ (p0) = t0 e ϕ(t0, p0) = p1. Multipli
ando ambos os lados de (2.17) por σ′
0(s0)

temos que

X(p1)∇τ̃ (p0)σ′
0(s0) +Dpϕ(t0, p0)σ

′
0(s0) = σ′

1(ρ(p0))∇ρ(p0)σ′
0(s0).

De (2.13) e (2.15) vem que

X(p1)T
′(s0) +Dpϕ(t0, p0)σ

′
0(s0) = σ′

1(s1)Π
′(s0).

Logo, temos que

MΣ1
A =

(
X(p1)

∣∣∣∣− σ′
1(s1)

)
1 T ′(s0)

0 Π′(s0)




=

(
X(p1)

∣∣∣∣X(p1)T
′(s0)− σ′

1(s1)Π
′(s0)

)

=

(
X(p1)

∣∣∣∣−Dpϕ(t0, p0)σ
′
0(s0)

)
.

Utilizando a igualdade

X(p1) = Dpϕ(t0, p0)X(p0),

segue que

MΣ1
A =

(
Dpϕ(t0, p0)X(p0)

∣∣∣∣−Dpϕ(t0, p0)σ
′
0(s0)

)

= Dpϕ(t0, p0)

(
X(p0)

∣∣∣∣− σ′
0(s0)

)

= Dpϕ(t0, p0)MΣ0


omo queríamos demonstrar. �

Teorema 2.2.2. Sejam X um 
ampo vetorial de 
lasse C1
em R

2
, p0 ∈ R

2
e ϕ(t, p0)

a órbita de X tal que ϕ(0, p0) = p0. Suponha um ponto p1 ∈ R
2
e t0 ∈ R tais que

p1 = ϕ(t0, p0). Sejam Σ0 e Σ1 seções transversais de X passando pelos pontos p0 e p1 res-

pe
tivamente. Se σ0 : I0 −→ R
2
e σ1 : I1 −→ R

2
são respe
tivamente as parametrizações
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de Σ0 e Σ1 
om σ0(s0) = p0 e σ1(s1) = p1, então a derivada da apli
ação de transição

π : Σ0 −→ Σ1, no ponto p0, de�nida pelo �uxo de X, é dada por

π′(p0) =

det

(
X(p0)

∣∣∣∣σ′
0(s0)

)

det

(
X(p1)

∣∣∣∣σ′
1(s1)

) exp

(∫ t0

0

divX(ϕ(t, p0))dt

)
. (2.18)

Demonstração: Pelo Lema 2.2.1 temos que

(
X(p1)

∣∣∣∣− σ′
1(s1)

)
1 T ′(s0)

0 Π′(s0)


 = Dpϕ(t0, p0)

(
X(p0)

∣∣∣∣− σ′
0(s0)

)
.

Cal
ulando o determinante em ambos os lados dessa igualdade, temos

det

(
X(p1)

∣∣∣∣− σ′
1(s1)

)
Π′(s0) = det(Dpϕ(t0, p0)) det

(
X(p0)

∣∣∣∣− σ′
0(s0)

)
.

Note que Dpϕ(t, p0) é uma matriz fundamental do sistema





X ′ = DX(ϕ(t, p0))X

Dpϕ(0, p0) = Id.

Logo, pela Fórmula de Liouville,

det(Dpϕ(t0, p0)) = exp

(∫ t0

0

tr(DX(ϕ(t, p0)))dt

)

= exp

(∫ t0

0

divX(ϕ(t, p0))dt

)
.

Ainda, 
omo Σ1 é uma seção transversal, a matriz MΣ1
é não singular. Portanto,

π′(p0) = Π′(s0) =

det

(
X(p0)

∣∣∣∣− σ′
0(s0)

)

det

(
X(p1)

∣∣∣∣− σ′
1(s1)

) exp

(∫ t0

0

divX(ϕ(t, p0))dt

)

=

det

(
X(p0)

∣∣∣∣σ′
0(s0)

)

det

(
X(p1)

∣∣∣∣σ′
1(s1)

) exp

(∫ t0

0

divX(ϕ(t, p0))dt

)
.
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omo queríamos demonstrar. �

Seja γ uma poli-trajetória fe
hada do tipo I de Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) tal que

γ = γ0 ∪ γ1 ∪ · · · ∪ γn


om γ2j sendo ar
os de trajetórias de X em Σ+
e γ2j+1 sendo ar
os de trajetórias de Y

em Σ−
, para j = 0, 1, · · · , (n − 1)/2. Para 
ada j = 0, 1, · · · , n seja γj ∩ Σ = {pj, pj+1}


om p0 = pn+1. Assim, podemos de�nir uma 
oleção de apli
ações de transição em pj

πj : (Σ, pj) −→ (Σ, pj+1)

tal que a apli
ação de primeiro retorno asso
iada a órbita γ é dada por

π = πn ◦ πn−1 ◦ · · · ◦ π0


om π(p0) = p0. Veja Figura 2.17.
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Figura 2.17: Divisão de uma poli-trajetória fe
hada γ.



Capítulo 3

Regularização de 
ampos vetoriais

suaves por partes

Neste 
apítulo iremos apresentar o método da regularização de 
ampos vetoriais suaves

por partes, o qual foi introduzido por Sotomayor e Teixeira em [16℄. Este método 
on-

siste na aproximação de um 
ampo vetorial suave por partes por uma família de 
ampos

vetoriais suaves, à qual pode-se apli
ar a teoria 
lássi
a.

3.1 O método da regularização

O método da regularização 
onsiste na aproximação de sistemas suaves por partes

asso
iados a 
ampos vetoriais suaves por partes da forma

Z(x, y) =





X(x, y), f(x, y) ≥ 0;

Y (x, y), f(x, y) ≤ 0,
(3.1)

por uma família a um parâmetro de sistemas suaves, de�nida 
om o auxílio de uma função

de transição.

De�nição 3.1.1. Uma função de 
lasse C∞ ϕ : R −→ R é dita ser uma função de

32
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transição se

ϕ(t) =





0, t ∈ (−∞,−1] ,

1, t ∈ [1,∞) ,

ϕ′(t) > 0, t ∈ (−1, 1).

(3.2)

A Figura 3.1 nos mostra o 
omportamento de uma função de transição.

PSfrag repla
ements
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1

Figura 3.1: Grá�
o de uma função de transição.

De�nição 3.1.2. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) e ε > 0. Uma ϕε-regularização de Z é a

família a um parâmetro de 
ampos vetoriais suaves Zε dada por

Zε(q) = (1− ϕε(f(q)))Y (q) + ϕε(f(q))X(q) (3.3)

em que ϕε(t) = ϕ( t
ε
) e ϕ é uma função de transição.

A região 
ontendo Σ onde o 
ampo Zε é uma média dos 
ampos X e Y , ou seja, o


onjunto Σ× (−ε, ε), é 
hamado faixa de regularização. Veja Figura 3.2.

Para 
ada ε > 0 �xado, o 
ampo vetorial Zε é 
hamado 
ampo vetorial regularizado.
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PSfrag repla
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Figura 3.2: Faixa de regularização

Exemplo 3.1.1. Considere a função f(x, y) = y e o sistema em R
2
dado por





x′ = 1

y′ = 2 + sgn(y).
(3.4)

Logo, temos que o sistema (3.4) é dado por

(x′, y′) =





X(x, y) = (1, 3), y > 0,

Y (x, y) = (1, 1), y < 0.
(3.5)

Gra�
amente temos que Σ = {y = 0} é uma região de 
ostura. Seja ϕ uma função de

transição. Então, temos que

Zε(x, y) = (1− ϕε(f(x, y)))Y (x, y) + ϕε(f(x, y))X(x, y)

= (1− ϕε(y))(1, 1) + ϕε(y)(1, 3)

=
(
1− ϕ

(y
ε

))
(1, 1) + ϕ

(y
ε

)
(1, 3)

=
(
1, 1 + 2ϕ

(y
ε

))

é uma ϕε-regularização de Z = (X, Y ).

Proposição 3.1.1. Seja p um ponto Σ-regular de Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então, dada

uma função de transição, existem uma vizinhança V de p em M e ε0 > 0 tais que, para

0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε não possui singularidades em V .

Demonstração: Seja p um ponto Σ-regular de Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então temos

que p é ponto de 
ostura ou ponto de deslize ou es
ape que não é uma singularidade do


ampo de Filippov FZ .

Considere 
oordenadas lo
ais de modo que p = (0, 0), f(x, y) = y, Σ = {y = 0}, X(x, y) =

(a(x, y), b(x, y)) e Y (x, y) = (c(x, y), d(x, y)). Logo, podemos 
onsiderar o 
ampo de
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Filippov 
omo sendo

FZ(p) =

(
a(p)d(p)− b(p)c(p)

d(p)− b(p)
, 0

)

Seja p um ponto de 
ostura. Então temos que Xf(p)Y f(p) > 0, isto é,

Xf(p)Y f(p) = (a(p)fx(p) + b(p)fy(p))(c(p)fx(p) + d(p)fy(p)) = b(p)d(p) > 0.

Suponha sem perda de generalidade que b(p) > 0 e d(p) > 0. Como b e d são funções


ontínuas, podemos tomar ε0 > 0 de modo que as funções b e d não mudem de sinal para

|x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0. Assim, podemos de�nir uma vizinhança V de p dada por

V = {(x, y) ∈M : b(x, y) > 0 e d(x, y) > 0}.

Note que o 
ampo regularizado é dado por

Zε(q) = (1− ϕε(f(q)))Y (q) + ϕε(f(q))X(q)

=
(
(1− ϕε(y))c(x, y), (1− ϕε(y))d(x, y)

)
+
(
ϕε(y)a(x, y), ϕε(y)b(x, y)

)

=

(
(1− ϕε(y))c(x, y) + ϕε(y)a(x, y), (1− ϕε(y))d(x, y) + ϕε(y)b(x, y)

)
.

Assim, temos que, para 0 < ε < ε0, a segunda 
oordenada do 
ampo regularizado Zε é

estritamente positiva em V e portanto não existem singularidades do 
ampo regularizado

Zε em V .

Por outro lado, suponha que p ∈ ΣE ∪ ΣD

om FZ(p) 6= 0. Logo, temos que

Xf(p)Y f(p) = b(p)d(p) < 0

e também

0 6= FZ(p) = det[X, Y ](p) = a(p)d(p)− b(p)c(p).

Suponha, sem perda de generalidade, que p é ponto de es
ape, ou seja, b(p) > 0 e d(p) < 0.

Como b e d são funções 
ontínuas podemos tomar ε0 > 0 de modo que as funções b e d

não mudem de sinal para |x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0. Assim, podemos de�nir uma vizinhança V

de p dada por

V = {(x, y) ∈M : a(x, y)d(x, y)− b(x, y)c(x, y) 6= 0}.
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Note que um ponto (x, y) é singularidade do 
ampo regularizado Zε se Zε(x, y) = (0, 0),

isto é, se

(1− ϕε(y))c(x, y) = −ϕε(y)a(x, y)

e

(1− ϕε(y))d(x, y) = −ϕε(y)b(x, y)

e logo

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
= ϕε(y) =

c(x, y)

c(x, y)− a(x, y)

o que impli
a

a(x, y)d(x, y)− b(x, y)c(x, y) = 0.

Portanto, para 0 < ε < ε0, todo (x, y) ∈ V não satisfaz a igualdade a
ima e assim o


ampo regularizado Zε não possui singularidades em V . Veja Figura 3.3. �

Figura 3.3: Regularização de um ponto Σ-regular.

Corolário 3.1.1. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) e K ⊂ Σ um 
onjunto 
ompa
to de pontos

Σ-regulares. Então, dada uma função de transição, existem uma vizinhança V de K em

M e ε0 > 0 tais que, para 0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε não possui

singularidades em V .

A proposição a seguir garante que não surgem pontos singulares na regularização em

torno de uma Σ-dobra.

Proposição 3.1.2. Seja p ∈ Σ uma Σ-dobra de Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então, dada

uma função de transição, existem uma vizinhança V de p em M e ε0 > 0 tais que, para

0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε não possui singularidades em V .
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Demonstração: Podemos 
onsiderar 
oordenadas lo
ais de modo que p = (0, 0), a função

que de�ne o 
ampo dada por f(x, y) = y e ainda Σ = {y = 0}, X(x, y) = (a(x, y), b(x, y))

e Y (x, y) = (c(x, y), d(x, y)). Suponha, sem perda de generalidade, que Xf(p) = 0 e ainda

X2f(p) > 0 e Y f(p) > 0. Os outros 
asos são análogos.

Temos que:

(i) Xf(p) = 〈X(p),∇f(p)〉 = b(p) = 0;

(ii) X2f(p) = 〈X(p),∇Xf(p)〉 = a(p)bx(p) + b(p)by(p) = a(p)bx(p) > 0, o que impli
a

em a(p) 6= 0;

(iii) Y f(p) = 〈Y (p),∇f(p)〉 = d(p) > 0.

Temos ainda que uma singularidade (x, y) do 
ampo regularizado Zε satisfaz

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
= ϕε(y) =

c(x, y)

c(x, y)− a(x, y)

o que impli
a

a(x, y)d(x, y)− b(x, y)c(x, y) = det[X, Y ](p) = 0.

Note que em p temos

det[X, Y ](p) = a(p)d(p)− b(p)c(p) = a(p)d(p) 6= 0.

Assim, 
omo a e d são funções 
ontínuas podemos tomar ε0 > 0 de modo que det[X, Y ](x, y) 6=
0 para |x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0. Assim, podemos de�nir uma vizinhança V de p dada por

V = {(x, y) ∈M : |x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0}.

Portanto, para 0 < ε < ε0, o 
ampo regularizado Zε não possui singularidades em V .

Veja �gura 3.4. �
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Figura 3.4: Regularização de uma Σ-dobra.

Teorema 3.1.1. Seja Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f) e p um ponto singular hiperbóli
o de FZ .

Então, dada uma função de transição, existem uma vizinhança V de p emM e ε0 > 0 tais

que, para 0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε possui uma úni
a singularidade pε

em V , a qual é hiperbóli
a e do tipo sela ou nó, 
onforme p o for para FZ .

Demonstração: Seja p um ponto singular hiperbóli
o de FZ e suponha p ∈ ΣD
. O

outro 
aso é análogo. Considere 
oordenadas lo
ais de modo que p = (0, 0), f(x, y) = y,

Σ = {y = 0}, X(x, y) = (a(x, y), b(x, y)) e Y (x, y) = (c(x, y), d(x, y)). Assim, podemos


onsiderar, lo
almente, o 
ampo de Filippov 
omo sendo

FZ(p) =

(
a(p)d(p)− b(p)c(p)

d(p)− b(p)
, 0

)
.

Temos que:

(i) Xf(p) = b(p) < 0 e Y f(p) = d(p) > 0;

(ii) FZ(p) = 0, isto é, det[X, Y ](p) = a(p)d(p)− b(p)c(p) = 0;

(iii) F ′
Z(p) 6= 0, isto é,

d (det(X, Y )|Σ) (p) =
∂

∂x
(det(X, Y )|Σ) (p)

= ax(p)d(p) + a(p)dx(p)− bx(p)c(p)− b(p)cx(p) 6= 0.



39

O 
ampo regularizado Zε tem a forma

Zε(x, y) =

(
(1− ϕε(y))c(x, y) + ϕε(y)a(x, y), (1− ϕε(y))d(x, y) + ϕε(y)b(x, y)

)
.

Vimos que um ponto (x, y) é singularidade do 
ampo regularizado Zε se satisfaz

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
= ϕε(y) =

c(x, y)

c(x, y)− a(x, y)
(3.6)

o que impli
a

a(x, y)d(x, y)− b(x, y)c(x, y) = 0.

Assim, se (x, y) é singularidade do 
ampo regularizado Zε então det[X, Y ](x, y) = 0.

Como det[X, Y ](p) = 0 e

∂
∂x

(det(X, Y )|Σ) (p) 6= 0, pelo teorema da função implí
ita,

existe uma vizinhança U1 × U2 ⊂ R
2
de p e uma função diferen
iável α : U2 −→ U1 tal

que x = α(y) e

det[X, Y ](α(y), y) = a(α(y), y)d(α(y), y)− b(α(y), y)c(α(y), y) = 0.

Então, nos pontos da 
urva (α(y), y) vale que

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
=

c(x, y)

c(x, y)− a(x, y)
.

Vamos mostrar que existe apenas um ponto pε nesta 
urva que satisfaz (3.6), ou seja, que


ruza o grá�
o de ϕε.

Como b(p) < 0 e d(p) > 0 e b e d são funções 
ontínuas podemos tomar ε0 > 0 de modo

que b e d não mudem de sinal para |x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0 e tal que U2 ⊂ [−ε0, ε0]. Assim,

podemos de�nir uma vizinhança V de p dada por

V = {(x, y) ∈M : |x| ≤ ε0 e |y| ≤ ε0}.

Note que para (x, y) ∈ V temos que

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
∈ (0, 1).

De�na g : R −→ R dada por

g(y) =
d(α(y), y)

d(α(y), y)− b(α(y), y)
.
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Sejam

k =
d(p)

d(p)− b(p)

e m = min{k, 1 − k}. Como k ∈ (0, 1), dado (x, y) ∈ V podemos diminuir ε0 de modo

que

d(x, y)

d(x, y)− b(x, y)
∈
(
k − m

2
, k +

m

2

)
.

Assim, 
omo ϕε(−ε0) = 0 e ϕε(ε0) = 1 e as funções ϕε e g são 
ontínuas, então temos que

existe pelo menos um ponto de 
ruzamento entre os dois grá�
os.

PSfrag repla
ements

−ε ε

ϕε(y)

y

1
g(y)

Figura 3.5: Interseção entre ϕε e g.

Como ϕε0(y) é uma função 
res
ente no intervalo [−ε0, ε0], se o ponto de 
ruzamento não

for úni
o basta diminuir o valor de ε0 até que o 
ruzamento só o
orra uma vez. O mesmo é

válido para 0 < ε < ε0. Seja yε o úni
o ponto de 
ruzamento dos grá�
os para 0 < ε < ε0.

Então temos que pε = (α(yε), yε) é a úni
a singularidade de Zε em V .

Resta mostrar que pε é uma singularidade hiperbóli
a, e é uma sela se p o for para FZ ,

ou um nó se p o for para FZ .

A matriz ja
obiana de Zε 
al
ulada em pε é dada por

DZε(pε) =




∂Z1
ε
(pε)

∂x
∂Z1

ε
(pε)

∂y

∂Z2
ε (pε)
∂x

∂Z2
ε (pε)
∂y




=


(1− ϕε)cx + ϕεax ϕ′

εa− ϕ′
εc + (1− ϕε)cy + ϕεay

(1− ϕε)dx + ϕεbx ϕ′
εb− ϕ′

εd+ (1− ϕε)dy + ϕεby


 .

Logo, temos que o polin�mio 
ara
terísti
o é dado por

P (λ) = λ2 − tr(DZε)λ+ det(DZε)
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e os autovalores de DZε são

λ1,2 =
−(−tr(DZε))±

√
(tr(DZε))2 − 4 det(DZε)

2
.

Seja ∆ = (tr(DZε))
2 − 4 det(DZε) e B = −tr(DZε) e suponha ∆ ≥ 0. Para que uma

singularidade 
om autovalores dados por

λ1,2 =
−B ±

√
∆

2

seja uma singularidade hiperbóli
a do tipo sela deve-se ter





−B +
√
∆ > 0 ⇒

√
∆ > B

−B −
√
∆ < 0 ⇒

√
∆ > −B



⇒

√
∆ > |B| ⇒ ∆ > B2.

Por outro lado, uma singularidade hiperbóli
a será um nó quando

(−B +
√
∆)(−B −

√
∆) > 0 ⇒ B2 −∆ > 0 ⇒ 0 ≤ ∆ < B2.

Mas, note que

∆− B2 = −4 det(DZε). (3.7)

Assim, basta analisarmos o sinal do determinante do ja
obiano do 
ampo regularizado Zε

em pε. Manipulando algebri
amente a expressão do determinante obtemos

det(DZε)(pε) = ϕ′
ε (bcx − adx − dax + cbx) + L

= −ϕ′
ε(yε) (axd+ adx − bxc− bcx) + L(pε)

= −ϕ′
ε(yε)d(det(X, Y )|Σ(pε)) + L(pε),

onde

L(pε) = [cxdy − cydx] + ϕε[−2cxdy + 2cydx + bycx + axdy − aydx − bxcy] +

+ ϕ2
ε[cxdy − cydx − bycx − axdy + aydx + bxcy].

Note que, 
omo todas as funções envolvidas são 
ontínuas, a função L é limitada. Além

disso, 
omo

ϕε(t) =





0, t ≤ −ε,
h(t), −ε < t < ε,

1, t ≥ ε,
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onde h(t) é uma função 
res
ente em (−ε, ε), podemos notar que a função de transição

tende à função de Heaviside ou função es
ada. Logo, podemos 
on
luir que

lim
ε→0

ϕ′
ε(pε) = ∞.

Portanto, podemos tomar ε su�
ientemente pequeno de modo que

ϕ′
ε(yε)d(det(X, Y )|Σ(pε)) > L(pε)

e 
omo

ϕ′
ε(yε) > 0

temos que o sinal do determinante do ja
obiano do 
ampo regularizado Zε depende do

sinal de

d(det(X, Y )|Σ(pε)).

Assim, o sinal de det(DZε)(pε) é o mesmo de −d(det(X, Y )|Σ(pε)). Logo, por (3.7), temos

que pε é uma sela hiperbóli
a de Zε se p o for para FZ , ou será um nó de Zε se p o for

para FZ . �

A Figura 3.6 nos mostra a regularização de um ponto singular hiperbóli
o do 
ampo

de Filippov.

Figura 3.6: Regularização de um ponto singular hiperbóli
o do 
ampo de Filippov.

3.2 Regularização de poli-trajetórias fe
hadas elemen-

tares

Trataremos agora da regularização de poli-trajetórias fe
hadas elementares. Os pró-

ximos três teoremas nos garantem que uma poli-trajetória fe
hada elementar induz uma
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órbita periódi
a no 
ampo regularizado.

De�nição 3.2.1. Seja γ uma poli-trajetória fe
hada. Diz-se que γ é elementar se:

i) γ é do tipo I e π′(p) 6= 1 para algum p ∈ γ;

ii) γ é do tipo II;

iii) γ é do tipo III e todos os ar
os de trajetória de FZ são de deslize, ou todos os ar
os

de trajetória de FZ são de es
ape.

A ideia da demonstração dos próximos teoremas 
onsiste em 
onstruir um anel em

torno de γ tal que as poli-trajetórias de Z estejam somente entrando ou saindo deste anel.

Assim, este anel irá impli
ar na existên
ia de um anel semelhante em Zε para ε su�
i-

entemente pequeno e pelo Teorema de Poin
aré-Bendixson podemos provar a existên
ia

de uma órbita periódi
a em Zε. Por último, o fato de γ ser uma poli-trajetória fe
hada

elementar impli
ará na uni
idade e hiperboli
idade de γε.

Teorema 3.2.1. Seja γ uma poli-trajetória fe
hada elementar do tipo I do 
ampo vetorial

Z = (X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então, dada uma função de transição, existem uma vizinhança

V de γ em M e ε0 > 0 tais que, para 0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε possui

uma úni
a órbita periódi
a γε em V , a qual é hiperbóli
a.

Demonstração: Suponha, sem perda de generalidade, que γ possui apenas duas 
ompo-

nentes γ0 e γ1. Veja Figura 3.7.

Sejam {p0, p1} = Σ ∩ γ e 
onsidere Σ0 e Σ1 as seções transversais ortogonais a γ0 em

p0 e p1, respe
tivamente. Também, sejam Σ2 e Σ3 as seções ortogonais a γ1 em p1 e p0

respe
tivamente. Veja Figura 3.7.
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PSfrag repla
ements

Σ1

Σ

γ1

γ0

Σ2Σ3

θ1

Σ0

θ3 θ2
θ0

p1p0

Figura 3.7: Poli-trajetória γ.

Considere as apli
ações de transição π0 : Σ0 −→ Σ1 e π1 : Σ2 −→ Σ3 de�nidas pelos

�uxos de X e de Y . Então a apli
ação de Poin
aré asso
iada a γ em p0 é dada por

π = π1 ◦ π0.

Considere os ângulos θ0, θ1, θ2 e θ3 formados entre Σ e Σ0, Σ1, Σ2 e Σ3 respe
tivamente.

Então, pelo Teorema 2.2.2, temos que a derivada da apli
ação de Poin
aré π em p0 é dada

por

π′(p0) = (π1(π0(p0)))
′

= π′
1(π0(p0))π

′
0(p0)

= π′
1(p1)π

′
0(p0) (3.8)

=
b(p0)

d(p0)
exp

(∫ t2

t1

divY (γ1(t))dt

)
d(p1)

b(p1)
exp

(∫ t1

t0

divX(γ0(t))dt

)
.

onde as parametrizações de Σ0, Σ1, Σ2 e Σ3 são dadas, respe
tivamente, por

σ0(s) = p0 + s
b

a2 + b2
(−b, a),

σ1(s) = p1 + s
−b

a2 + b2
(−b, a),

σ2(s) = p1 + s
−d

c2 + d2
(−d, c)
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e

σ3(s) = p0 + s
d

c2 + d2
(−d, c).

Como γ é elementar, suponha π′(p0) < 1. Considere s0, s1 ∈ Σ0 tais que s0 < 0 < s1.

Como π′(p0) < 1, então temos que s0 < π(s0) < 0 e 0 < π(s1) < s1. Veja Figura 3.8.

PSfrag repla
ements

Σ0
γ0

s1 π(s1)

p0 π(s0)

s0

Figura 3.8: Seção transversal Σ0.

Considere o anel B 
ontendo γ tal que B é formado pelas poli-trajetórias de Z por s0

entre Σ0 e π(Σ0), por s1 entre Σ0 e π(Σ0) e pelos segmentos s0π(s0) e s1π(s1) 
ontidos

em Σ0. Veja Figura 3.9.

PSfrag repla
ements

Σ0
π(s1)

s0

π(s0)

γ
B

Σ
s1

Figura 3.9: Anel B 
ontendo γ.

Pela 
onstrução e 
ontinuidade dos �uxos em X e Y temos que as poli-trajetórias de Z

através dos segmentos s0π(s0) e s1π(s1) entram em B. Considere o sistema de 
oordenadas
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X(x, y) = (a(x, y), b(x, y)), Y (x, y) = (c(x, y), d(x, y)) e f(x, y) = y. Então, o 
ampo

regularizado Zε é dado por

Zε(x, y) =

(
(1− ϕε(y))c(x, y) + ϕε(y)a(x, y), (1− ϕε(y))d(x, y) + ϕε(y)b(x, y)

)

= (Z1
ε (x, y), Z

2
ε (x, y)).

Considere a apli
ação de transição πε : Σ0 −→ Σ0 do 
ampo suave regularizado Zε. Então,

pela 
ontinuidade das funções envolvidas, podemos tomar ε0 > 0 su�
ientemente pequeno

de modo que πε(s0) > s0 e πε(s1) < s1, para todo 0 < ε < ε0.

Assim, podemos 
onsiderar o anel Bε formado pelas órbitas de Zε por s0 entre Σ0 e πε(Σ0),

por s1 entre Σ0 e πε(Σ0) e pelos segmentos s0πε(s0) e s1πε(s1) 
ontidos em Σ0. Logo, pela


onstrução Bε não 
ontém pontos singulares e 
omo Zε é suave, temos que as órbitas de Zε

entram em Bε. Então, pelo Teorema de Poin
aré-Bendixson, existe uma órbita periódi
a

γε em Bε.

Resta mostrar que γε é hiperbóli
a. Temos que a derivada da apli
ação de Poin
aré πε

em γε é dada por

π′
ε(pε) = exp

(∫ t1ε

toε

divZε(γε(t))dt

)

Mostremos que

lim
ε→0

π′
ε(pε) = π′(p0).

Com efeito, 
onsidere γε(t) = (xε(t), yε(t)). Então,

Zε(γε(t)) = Zε(xε(t), yε(t))

=

(
(1− ϕε(yε(t)))c(xε(t), yε(t)) + ϕε(yε(t))a(xε(t), yε(t)),

(1− ϕε(yε(t)))d(xε(t), yε(t)) + ϕε(yε(t))b(xε(t), yε(t))

)
.



47

Assim, temos que

π′
ε(pε) = exp

(∫ t1ε

toε

divZε(γε(t))dt

)

= exp

(∫ t1ε

toε

[
∂Z1

ε

∂x
+
∂Z2

ε

∂y

]
(γε(t))dt

)

= exp

[ ∫ t1ε

toε

(
(1− ϕε)cx + ϕεax + dy − (ϕ′

εd+ ϕεdy) + (ϕ′
εb+ ϕεby)

)
(γε(t))dt

]

= exp

[ ∫ t1ε

toε

(
(1− ϕε)(cx + dy) + ϕε(ax + by) +

1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

= exp

[ ∫ t1ε

toε

(
(1− ϕε)(divY ) + ϕε(divX) +

1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]
.

Note que teremos esta expressão 
ompleta de π′
ε(pε) somente no tre
ho em que γε perten
e

a faixa de regularização, pois fora da faixa o 
ampo regularizado Zε 
oin
ide 
om o 
ampo

vetorial suave por partes Z. Assim, podemos de
ompor a expressão a
ima na soma das

derivadas de πε(pε) nos ar
os de�nidos pela faixa de regularização. Considere [toε, t
′
ε] o

tempo para a órbita γε(t) ir de Σ0 até sair da faixa de regularização; [t′ε, t
′′
ε ] o tempo para

γε(t) permane
er no 
ampo X fora da faixa de regularização; [t′′ε , t
′′′
ε ] o tempo para γε(t)

atravessar novamente a faixa de regularização; [t′′′ε , t
′′′′
ε ] o tempo para γε(t) permane
er no


ampo Y fora da faixa de regularização e [t′′′′ε , t1ε] o tempo para γε(t) entrar na faixa de

regularização e 
ruzar Σ0. Veja Figura 3.10.
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PSfrag repla
ements

Σ0

γε

t0ε = t1ε

t′ε t′′ε

t′′′εt′′′′ε

Σ0

Figura 3.10: Órbita periódi
a γε.

Assim, temos que

π′
ε(pε) = exp

[ ∫ t′
ε

toε

(
(1− ϕε)(divY ) + ϕε(divX) +

1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

+

∫ t′′
ε

t′
ε

divX(γε(t))dt

+

∫ t′′′
ε

t′′ε

(
(1− ϕε)(divY ) + ϕε(divX) +

1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

+

∫ t′′′′
ε

t′′′ε

divY (γε(t))dt

+

∫ t1ε

t′′′′ε

(
(1− ϕε)(divY ) + ϕε(divX) +

1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

= exp

[ ∫ t′ε

toε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t′ε

toε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t′
ε

toε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]
· exp

[ ∫ t′′
ε

t′ε

divX(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t′′′ε

t′′ε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t′′′ε

t′′ε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t′′′ε

t′′
ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]
· exp

[ ∫ t′′′′ε

t′′′
ε

divY (γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t1ε

t′′′′
ε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t1ε

t′′′′
ε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t1ε

t′′′′ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]
.
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Mas, note que,

lim
ε→0

exp

[ ∫ t′ε

toε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t′ε

toε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]
= 1.

De fato, todas as funções a
ima são 
ontínuas e 
ontidas num 
ompa
to, logo limitadas.

Assim, quando ε tende a zero, temos que os intervalos de integração estão tendendo a um

ponto e, portanto, as integrais tendem a zero. Do mesmo modo, temos

lim
ε→0

exp

[ ∫ t1ε

t′′′′
ε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t1ε

t′′′′
ε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]
= 1;

lim
ε→0

exp

[ ∫ t′′′
ε

t′′
ε

(
(1− ϕε)divY

)
(γε(t))dt+

∫ t′′′
ε

t′′
ε

(ϕεdivX)(γε(t))dt

]
= 1.

Ainda, temos que

lim
ε→0

exp

[ ∫ t′′ε

t′
ε

divX(γε(t))dt

]
= exp

(∫ t1

t0

divX(γ0(t))dt

)
;

lim
ε→0

exp

[ ∫ t′′′′
ε

t′′′ε

divY (γε(t))dt

]
= exp

(∫ t2

t1

divY (γ1(t))dt

)
.

Logo, para 
on
luir que

lim
ε→0

π′
ε(pε) = π′(p0),

resta mostrar que

lim
ε→0

exp

[ ∫ t′
ε

toε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t′′′
ε

t′′
ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

· exp

[ ∫ t1ε

t′′′′
ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

=
d(p1)b(p0)

d(p0)b(p1)
.

Como Zε está asso
iado a uma equação diferen
ial, podemos es
rever

dy

dt
= Z2

ε = (1− ϕε(y))d(x, y) + ϕε(y)b(x, y)
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e logo

dt

dy
=

1

(1− ϕε(y))d(x, y) + ϕε(y)b(x, y)
.

Assim, fazendo a mudança de variáveis nas integrais e 
omo toε = t1ε, obtemos

exp

[ ∫ t′ε

toε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt+

∫ t′′′ε

t′′ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

+

∫ t1ε

t′′′′ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

= exp

[ ∫ t′ε

t′′′′
ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt+

∫ t′′′ε

t′′
ε

(
1

ε
ϕ′
(y
ε

)
(b− d)

)
(γε(t))dt

]

= exp

[ ∫ ε

−ε

1
ε
ϕ′
(
y
ε

)
(b− d)

(1− ϕε(y))d+ ϕε(y)b
dy +

∫ −ε

ε

1
ε
ϕ′
(
y
ε

)
(b− d)

(1− ϕε(y))d+ ϕε(y)b
dy

]

= exp

[
ln((1− ϕε(y))d+ ϕε(y)b)|ε−ε + ln((1− ϕε(y))d+ ϕε(y)b)|−ε

ε )

]

= exp

[
ln((1− ϕε(ε))d(p0) + ϕε(ε)b(p0))− ln((1− ϕε(−ε))d(p0) + ϕε(−ε)b(p0))

+ ln((1− ϕε(−ε))d(p1) + ϕε(−ε)b(p1))− ln((1− ϕε(ε))d(p1) + ϕε(ε)b(p1))

]

= exp

[
ln(b(p0))− ln(d(p0)) + ln(d(p1))− ln(b(p1))

]

=
d(p1)b(p0)

d(p0)b(p1)
.

Portanto, temos que

lim
ε→0

π′
ε(pε) = π′(p0).

Desse modo, 
omo π′(p0) < 1, tomando ε0 > 0 su�
ientemente pequeno, temos que

a órbita periódi
a γε é hiperbóli
a atratora para o 
ampo regularizado Zε, para todo

0 < ε < ε0. De modo análogo, se supusermos π′(p0) > 1, existirá ε0 > 0 tal que π′
ε(pε) > 1

para todo 0 < ε < ε0 e assim, γε é hiperbóli
a repulsora para o 
ampo regularizado Zε.�

Teorema 3.2.2. Seja γ uma poli-trajetória fe
hada elementar do tipo II do 
ampo Z =

(X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então, dada uma função de transição, existem uma vizinhança V de

γ em M e ε0 > 0 tais que, para 0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε possui uma

úni
a órbita periódi
a γε em V , a qual é hiperbóli
a.
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Demonstração: Note que dado uma poli-trajetória fe
hada do tipo II, temos que ela


ontém somente ar
os de deslize ou somente ar
os de es
ape, pois, 
aso 
ontrário, teríamos

uma tangên
ia, o que impli
a que a poli-trajetória seria do tipo III.

Suponha, sem perda de generalidade, que Σ é 
omposta somente de ar
os de deslize.

Consideremos 
oordenadas polares (θ, ρ) em torno de Σ em M de modo que

Σ = {ρ = 0 : 0 ≤ θ ≤ 2π}.

Deste modo, temos também f(θ, ρ) = ρ e o 
ampo vetorial Z tem 
omponentes dadas por

X(θ, ρ) = (a(θ, ρ), b(θ, ρ)) e Y (θ, ρ) = (c(θ, ρ), d(θ, ρ)). Como Σ é 
omposta de ar
os de

deslize temos que Xf(θ, 0) = b(θ, 0) < 0 e Y f(θ, 0) = d(θ, 0) > 0. Como b e d são funções


ontínuas, podemos tomar ε0 > 0 de modo que b(θ, ρ) < 0 e d(θ, ρ) > 0 para |ρ| ≤ ε0.

Assim, podemos de�nir V = {(θ, ρ) : |ρ| ≤ ε0}. Veja Figura 3.11.

PSfrag repla
ements

V
γ

Figura 3.11: Órbita Periódi
a γ = Σ

Considere o 
ampo regularizado Zε dado por

Zε(θ, ρ) =

(
(1− ϕε(ρ))c(θ, ρ) + ϕε(ρ)a(θ, ρ), (1− ϕε(ρ))d(θ, ρ) + ϕε(ρ)b(θ, ρ)

)

=
(
Z1

ε (θ, ρ), Z
2
ε (θ, ρ)

)
.

Assim, para todo 0 < ε < ε0, as órbitas do 
ampo regularizado Zε entram em V .

Além disso, V não possui singularidades, pois estamos em uma vizinhança de pontos

Σ-regulares. Logo, pelo Teorema de Poin
aré-Bendixson, existe pelo menos uma órbita
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periódi
a γε em V . Portanto existe ε0 > 0 tal que se 0 < ε < ε0 então o 
ampo regulari-

zado Zε possui uma órbita periódi
a γε = {θ, ρε(θ) : 0 ≤ θ ≤ 2π} em V .

Mostremos agora que γε é hiperbóli
a e atratora, portanto, úni
a. Dado p ∈ γε e uma

seção transversal Σ0, 
onsidere a apli
ação de Poin
aré ou primeiro retorno π : Σ0 −→ Σ0.

Assim, temos que derivada da apli
ação de Poin
aré é dada por

π′(p) = exp

(∫ tε

0

divZε(γε(θ))dθ

)
,

em que divZε = (Z1
ε )θ + (Z2

ε )ρ. Provemos que 0 < π′(p) < 1. Com efeito, note que

divZε = (1− ϕε)cθ + ϕεaθ + dρ − (ϕ′
εd+ ϕεdρ) + (ϕ′

εb+ ϕεbρ)

= −ϕ′
ε(d− b) + ϕε(aθ + bρ) + (1− ϕε)(cθ + dρ)

= −ϕ′
ε(d− b) + L,

em que L = ϕεdivX + (1− ϕε)divY é uma função limitada em V . Como (b− d) > 0 em

γε, resta mostrar que

lim
ε→0

ϕ′
ε(ρε(θ)) = +∞, θ ∈ [0, 2π].

Considere ini
ialmente um 
ampo suave por partes simpli�
ado W = (X, Y ) 
om




X(θ, ρ) = (1, b0);

Y (θ, ρ) = (0, 1),

e b0 < 0 
onstante. Logo, o 
ampo regularizado Wε é dado por

Wε(θ, ρ) =
(
ϕε(ρ), 1− ϕε(ρ) + ϕε(ρ)b0

)
.

Considere a mudança de 
oordenadas ρ∗ = ρ/ε e θ∗ = θ/ε. Assim, 
omo

ϕε(ρ) = ϕε(ρ
∗ε) = ϕ(ρ∗),

temos que

Wε(θ
∗, ρ∗) =

(
ϕ(ρ∗), 1− ϕ(ρ∗) + ϕ(ρ∗)b0

)
.

Como o 
ampo vetorial a
ima está rela
ionado a uma equação diferen
ial, temos que

dρ∗

dθ∗
=

1− ϕ(ρ∗) + ϕ(ρ∗)b0
ϕ(ρ∗)

. (3.9)
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Igualando (3.9) a zero, obtemos uma solução periódi
a do 
ampo Wε, visto que o 
ampo

não depende de θ∗. Assim, esta solução periódi
a é dada impli
itamente por

ϕ(ρ∗0) =
1

1− b0
.

Como b0 < 0, temos que

0 < ϕ(ρ∗0) =
1

1− b0
< 1.

Logo, 
omo a função de transição é 
res
ente em (0, 1), ϕ é invertível e a solução periódi
a

úni
a é dada por

ρ∗0 = ϕ−1

(
1

1− b0

)
.

Note que, para ε > 0, ρ0 = ερ∗0 e assim

ϕ′
ε(ρ0) = ϕ′

(ρ0
ε

)
=

1

ε
ϕ′(ρ∗0).

Logo, 
onforme ε de
res
e, ϕ′
ε(ρ0) aumenta, pois ϕ′(ρ∗0) é 
onstante, visto que ρ∗0 não

depende de ε. Deste modo, podemos tomar ε su�
ientemente pequeno de modo a ter

a derivada tão grande quanto pre
iso. Portanto, γε = {(θ, ρ0 = ερ∗0)} é uma primeira

aproximação da solução periódi
a pro
urada.

Mostremos agora que podemos tomar δ > 0 de modo que a solução do 
aso geral em que

os 
ampos são dados por X(θ, ρ) = (a(θ, ρ), b(θ, ρ)) e Y (θ, ρ) = (0, 1) está no intervalo

ε(ρ∗0± δ). Assim, diminuindo-se ε o quanto for ne
essário para que a derivada seja grande

em ε(ρ∗0 ± δ), teremos uma órbita periódi
a hiperbóli
a.

Como os pontos da poli-trajetória γ = Σ são pontos Σ-regulares temos que det[X, Y ](p) 6=
0 para todo p ∈ Σ, isto é,

det[X, Y ](p) =

∣∣∣∣∣∣
a(p) b(p)

0 1

∣∣∣∣∣∣
= a(p) 6= 0.

Suponha, sem perda de generalidade, que a(p) > 0 e 
onsidere o 
ampo regularizado

Zε(θ, ρ) o qual é dado por

Zε(θ, ρ) =
(
ϕε(ρ)a(θ, ρ), 1− ϕε(ρ) + ϕε(ρ)b(θ, ρ)

)

=
(
Z1

ε (θ, ρ), Z
2
ε (θ, ρ)

)
.
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Se mostrarmos que Z2
ε é negativo em (θ, ε(ρ∗0 + δ)) e é positivo em (θ, ε(ρ∗0 − δ)) temos

que as órbitas do 
ampo regularizado entram no anel (θ, ρ = ε(ρ∗0 ± δ)) e, pelo Teorema

de Poin
aré-Bendixson, a órbita periódi
a estará neste anel.

Temos que

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 ± δ)) = 1− ϕε(ε(ρ

∗
0 ± δ)) + ϕε(ε(ρ

∗
0 ± δ))b(θ, ε(ρ∗0 ± δ))

= 1− ϕ((ρ∗0 ± δ)) + ϕ((ρ∗0 ± δ))b(θ, ε(ρ∗0 ± δ)).

Expandindo b e ϕ em séries, temos que, pelo teorema de Taylor,

ϕ((ρ∗0 ± δ)) = ϕ(ρ∗0)± δϕ′(ρ∗0) +
δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ),

em que

r3(δ) =
(±δ)3
6

ϕ′′′(ρ∗0 ±mδ)


om 0 < m < 1. E,

b(θ, ρ) = b0 + b1(θ)ρ+ b2(θ, ρ)ρ
2.

Logo, temos que

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 + δ)) = 1− ϕ(ρ∗0 + δ) + ϕ(ρ∗0 + δ)b(θ, ε(ρ∗0 + δ))

= 1−
[
ϕ(ρ∗0) + δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
+

+

[
ϕ(ρ∗0) + δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
·

·
[
b0 + b1(θ)ε(ρ

∗
0 + δ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 + δ))ε2(ρ∗0 + δ)2

]

= 1−
[

1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
+

+

[
1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
·

·
[
b0 + ε(ρ∗0 + δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 + δ))ε(ρ∗0 + δ)]

]
.

Fixando δ > 0 e tomando ε su�
ientemente pequeno, temos que o fator

ε(ρ∗0 + δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 + δ))ε(ρ∗0 + δ)]
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é irrelevante e logo

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 + δ)) = 1−

[
1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
+

+

[
1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
· b0

= 1−
[

1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
(1− b0).

Mas, note que [
1

1− b0
+ δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
(1− b0)

é igual a

1 +

[
δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
(1− b0),

donde temos que

1 +

[
δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
(1− b0) > 1.

Deste modo, segue que

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 + δ)) < 0.
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Por outro lado,

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 − δ)) = 1− ϕ(ρ∗0 − δ) + ϕ(ρ∗0 − δ)b(θ, ε(ρ∗0 − δ))

= 1−
[
ϕ(ρ∗0)− δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
+

+

[
ϕ(ρ∗0)− δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
·

·
[
b0 + ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

]

= 1−
[

1

1− b0
− δϕ′(ρ∗0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0) + r3(δ)

]
·

·
[
(1− b0)− ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

]

= 1−
[
1− b0
1− b0

− ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

1− b0
−

− δϕ′(ρ∗0)(1− b0) + δϕ′(ρ∗0)ε(ρ
∗
0 − δ) ·

· [b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)] +

+
δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)(1− b0)−

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)ε(ρ

∗
0 − δ) ·

· [b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)] +

+ r3(δ)(1− b0)− r3(δ)ε(ρ
∗
0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

]

= 1− 1− b0
1− b0

+
ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

1− b0
+

+ δϕ′(ρ∗0)(1− b0)− δϕ′(ρ∗0)ε(ρ
∗
0 − δ) ·

· [b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]−

− δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)(1− b0) +

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)ε(ρ

∗
0 − δ) ·

· [b1(θ) + b2(θ, ε(ρ
∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]−

− r3(δ)
[
(1− b0)− ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

]

= ε

[
(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

1− b0
−

− δϕ′(ρ∗0)(ρ
∗
0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)] +

+
δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)(ρ

∗
0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

]
+

+ (1− b0)

(
δϕ′(ρ∗0)−

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)

)
−

− r3(δ)

(
1− b0 − ε(ρ∗0 − δ)[b1(θ) + b2(θ, ε(ρ

∗
0 − δ))ε(ρ∗0 − δ)]

)
.
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Como δ2 < δ < 1, podemos tomar δ su�
ientemente pequeno de modo que

(1− b0)

(
δϕ′(ρ∗0)−

δ2

2
ϕ′′(ρ∗0)

)
> 0.

Assim, �xado δ, podemos diminuir o valor de ε de modo que

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0 − δ)) > 0.

Deste modo, podemos tomar δ > 0 e ε0 > 0 de modo que, para 0 < ε < ε0, tenhamos

Z2
ε (θ, ε(ρ

∗
0+ δ)) < 0, Z2

ε (θ, ε(ρ
∗
0−δ)) > 0, e a derivada ϕ′

ε(ρ0) seja grande o su�
iente para

que a órbita periódi
a seja hiperbóli
a. �

Teorema 3.2.3. Seja γ uma poli-trajetória fe
hada elementar do tipo III do 
ampo Z =

(X, Y ) ∈ Ωr(M, f). Então, dada uma função de transição, existem uma vizinhança V de

γ em M e ε0 > 0 tais que, para 0 < ε < ε0, o 
ampo vetorial regularizado Zε possui uma

úni
a órbita periódi
a γε em V , a qual é hiperbóli
a.

Demonstração: Seja γ uma poli-trajetória fe
hada elementar do tipo III de Z, isto é, γ


ontém pelo menos uma Σ�dobra e todos os ar
os do 
ampo de Filippov são de deslize

ou todos são de es
ape.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que γ 
ontém um úni
o ar
o de trajetória de X

e um úni
o ar
o de trajetória de FZ , o qual é de deslize. Novamente, 
onsideraremos as


oordenadas lo
ais do 
ampo de Filippov.

Considere ainda Σi, i = 1, . . . , 4, seções transversais à poli-trajetória γ dispostas 
omo na

Figura 3.12.
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PSfrag repla
ements
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Figura 3.12: Poli-trajetória do tipo III.

Dessa forma, as órbitas de X que passam por Σ3 entram no ar
o de deslize após passar por

Σ4 e depois 
ruzam Σ1. Considere também que as órbitas próximas de γ que atravessam

Σ1 entram no ar
o de deslize.

Considere p3 ∈ Σ3 ∩ γ e uma orientação em Σ3 tal que podemos tomar q0, q1 ∈ Σ3

su�
ientemente próximos de p3 de modo que q0 < p3 < q1 e as órbitas de X por q0 e q1


ruzem Σ4. Dessa forma, a órbita por q0 entrará no ar
o deslizante após 
ruzar a seção

transversal Σ4 e a órbita por q1 
ruzará a seção transversal Σ1 e em seguida também

entrará no ar
o deslizante.

Sejam q3 = (m3, n3) o ponto da órbita do 
ampo X por q1 que inter
epta a seção transver-

sal Σ2 e q4 = (m4, n4) o ponto da órbita por q1 que 
ruza a seção transversal Σ1. Ainda,


onsidere n5 < 0 de modo que as órbitas de Y por (x, y) 
om n5 < y < 0 entram no ar
o

de deslize.

Assim, podemos 
onsiderar o anel B 
om o seguinte bordo:

(a) Bordo interno:

(i) Órbita de X por q1 entre Σ2 e Σ3, entre Σ3 e Σ4 e entre Σ4 e Σ1;

(ii) Segmento de reta em Σ1 entre y = n4 e y = n3;

(iii) Segmento de reta entre Σ1 e Σ2 dado por y = n6, 
om n6 = min{n4, n3}.
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(b) Bordo externo:

(i) Órbita de X por q0 entre Σ3 e Σ4, entre Σ4 e Σ, e entre Σ3 e Σ;

(ii) Órbita de X por q0 entre Σ e Σ1 e entre Σ e Σ2;

(iii) Segmento de reta 
ontido em Σ1 e segmento de reta 
ontido em Σ2 entre y = 0 e

y = n5;

(iv) Segmento da reta y = n5 entre Σ1 e Σ2.

Veja Figura 3.13.
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Figura 3.13: Anel 
ontendo γ.

À vista disso, tomando ε0 > 0 de modo que ε0 < n6, −ε0 > n5 e tal que as seções

transversais Σ3 e Σ4 estejam fora da faixa de regularização, temos que as órbitas do


ampo Z estão entrando em B.

Desse modo, para 0 < ε < ε0, as órbitas do 
ampo regularizado Zε estão entrando em

B. Por 
onstrução, o anel B não possui singularidades e portanto, pelo Teorema de

Poin
aré�Bendixson, Zε possui uma órbita periódi
a γε em B.

Provemos agora que toda órbita periódi
a γε de Zε emB é hiperbóli
a atratora e, portanto,

úni
a. Observe que as seções transversais de γ desempenham o mesmo papel para γε.
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Considere a apli
ação de Poin
aré πε da órbita periódi
a γε de�nida na seção transversal

Σ1. Temos que

πε = π4ε ◦ π3ε ◦ π2ε ◦ π1ε,

onde πiε está de�nida entre Σi e Σi+1 
om Σ5 = Σ1. Ainda, sejam pi = (xi, yi) ∈ Σi ∩ γε,
i = 1, . . . , 4, os pontos de interse
ção entre γε e as seções transversais e 
onsidere os

ângulos θi formados entre as seções transversais Σi e a órbita γε.

A seguir iremos 
al
ular a derivada da apli
ação de transição em 
ada tre
ho de�nido

pelas seções transversais.

1. Entre Σ1 e Σ2.

Como primeira aproximação, 
onsidere os 
ampos vetoriais X e Y dados por

X(x, y) = (−1,−1),

Y (x, y) = (−1, 1).

Logo, o 
ampo regularizado �
a

Zε =
(
Z1

ε , Z
2
ε

)

=
(
(1− ϕε)(−1) + (−1)ϕε, (1− ϕε)(+1) + (−1)ϕε

)

=
(
− 1, 1− 2ϕε

)
.

Como este 
ampo esta rela
ionado a uma equação diferen
ial podemos es
rever

dy

dx
=

1− 2ϕε

−1

e logo

dy

1− 2ϕε(y)
=
dx

−1
.

Integrando, obtemos que

∫ y2

y1

1

1− 2ϕε(y)
dy =

∫ x2

x1

−dx = x1 − x2, (3.10)

onde os valores de x1 e x2 
orrespondem as abs
issas das seções transversais Σ1 e Σ2,

respe
tivamente.

Dessa forma, dado o valor de y1 podemos obter o valor de y2 tal que a órbita do 
ampo

regularizado Zε que passa por (x1, y1) ∈ Σ1 
ruza Σ2 em (x2, y2). Veja Figura 3.14.
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Figura 3.14: Órbita de Zε entre as seções transversais.

Considere a função

ψ(y) =
1

1− 2ϕε(y)
.

Note que, 
onsiderando ϕ(0) = 1/2 a �m de que a assíntota seja o eixo verti
al, o grá�
o de

ψ é dado pela Figura 3.15. Caso ϕ−1(1/2) 6= 0 a assíntota verti
al será a reta y = ϕ−1(1/2)

que estará próxima do eixo verti
al.

PSfrag repla
ements
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−ε
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1
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Figura 3.15: Grá�
o da função ψ.

Desse modo, �xando os valores de ε e y1, o valor de y2 é tal que a área ha
hurada da

Figura 3.15 vale (x1−x2). Portanto, quanto menor for o valor de ε, y2 estará mais próximo
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da origem. Considere

Ψ(y1) :=

∫ y2

y1

1

1− 2ϕε(y)
dy = x1 − x2 = H(y2)−H(y1).

Derivando Ψ 
om respeito a y1, obtemos

∂Ψ(y1)

∂y1
= H ′(y2)

dy2
dy1

−H ′(y1)

=
1

1− 2ϕε(y2)

dy2
dy1

− 1

1− 2ϕε(y1)

= 0.

Assim,

dy2
dy1

=
1− 2ϕε(y2)

1− 2ϕε(y1)

e obtemos

0 <
dy2
dy1

=
1− 2ϕε(y2)

1− 2ϕε(y1)
<< 1.

Deste modo, de
orre que

lim
ε→0

y2 = ϕ−1

(
1

2

)
. (3.11)

Por outro lado, do 
ampo regularizado Zε, temos que

dt

dy
=

1

1− 2ϕε
.

Portanto, a derivada da apli
ação de transição π1ε da órbita γε entre Σ1 e Σ2 é dada por

π′
1ε(p1) =

cos(θ1)|Zε(p1)|
cos(θ2)|Zε(p2)|

exp

(∫ t2

t1

div(Zε(γε(t)))dt

)

=
cos(θ1)|Zε(p1)|
cos(θ2)|Zε(p2)|

exp

(∫ t2

t1

−2ϕ′
ε(γε(t))dt

)

=
cos(θ1)|Zε(p1)|
cos(θ2)|Zε(p2)|

exp

(∫ y2

y1

−2ϕ′
ε(y)

1− 2ϕε(y)
dy

)

=
cos(θ1)|Zε(p1)|
cos(θ2)|Zε(p2)|

exp (ln |1− 2ϕε(y2)| − ln |1− 2ϕε(y1)|)

=
cos(θ1)|Zε(p1)|
cos(θ2)|Zε(p2)|

|1− 2ϕε(y2)|
|1− 2ϕε(y1)|

. (3.12)

2. Entre Σ2 e Σ3.
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Para o 
ál
ulo de π′
2ε, 
onsideremos 
oordenadas lo
ais tais que

X(x, y) = (−1,−x),

Y (x, y) = (−1, 1).

Dessa forma, o ponto de dobra é p = (0, 0).

Logo, o 
ampo regularizado �
a

Zε =
(
Z1

ε , Z
2
ε

)

=
(
(1− ϕε)(−1)− ϕε, (1− ϕε)(+1) + (−x)ϕε

)

=
(
− 1, 1− ϕε − xϕε

)

=
(
− 1, 1 + (−1− x)ϕε

)
.

Como o 
ampo regularizado Zε está rela
ionado a uma equação diferen
ial, podemos

es
rever

dy

dt
= 1− ϕε − xϕε.

Dessa forma, a derivada da apli
ação de transição π2ε da órbita γε entre Σ2 e Σ3 é dada

por

π′
2ε(p2) =

cos(θ2)|Zε(p2)|
cos(θ3)|Zε(p3)|

exp

(∫ t3

t2

div(Zε(γε(t)))dt

)

=
cos(θ2)|Zε(p2)|
cos(θ3)|Zε(p3)|

exp

(∫ t3

t2

(−1− x)ϕ′
ε(γε(t))dt

)

=
cos(θ2)|Zε(p2)|
cos(θ3)|Zε(p3)|

exp

(∫ y3

y2

(−1− x)ϕ′
ε(y)

1 + (−1 − x)ϕε(y)
dy

)

=
cos(θ2)|Zε(p2)|
cos(θ3)|Zε(p3)|

exp (ln |1− ϕε(y3)(1 + x3)| − ln |1− ϕε(y2)(1 + x2)|)

=
cos(θ2)|Zε(p2)|
cos(θ3)|Zε(p3)|

|1− ϕε(y3)(1 + x3)|
|1− ϕε(y2)(1 + x2)|

. (3.13)

3. Entre Σ3 e Σ4.

Neste tre
ho, podemos observar que, para 0 < ε < ε0, a órbita de γε está fora da faixa

de regularização e possui pontos apenas do 
ampo vetorial X . Mesmo que a semi�órbita

de X neste tre
ho possa variar 
om ε, a derivada da apli
ação de transição pode ser
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onsiderada limitada pelo máximo valor que atinge. Deste modo, temos que

π′
3ε(p3) =

cos(θ3)|Zε(p3)|
cos(θ4)|Zε(p4)|

K, (3.14)

onde K ∈ R é 
onstante.

4. Entre Σ4 e Σ1.

Neste 
aso podemos 
onsiderar as mesmas 
oordenadas lo
ais utilizadas entre Σ1 e Σ2,

ou seja,

X(x, y) = (−1,−1),

Y (x, y) = (−1, 1).

Assim, obtemos

π′
4ε(p4) =

cos(θ4)|Zε(p4)|
cos(θ1)|Zε(p1)|

|1− 2ϕε(y1)|
|1− 2ϕε(y4)|

. (3.15)

Portanto, 
ompondo as derivadas de 
ada tre
ho obtidas em (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15),

temos que a derivada da apli
ação de Poin
aré πε da órbita γε em Σ1 é dada por

π′
ε(p1) = π′

4ε(p4)π
′
3ε(p3)π

′
2ε(p2)π

′
1ε(p1)

=
|1− ϕε(y3)(1 + x3)|
|1− ϕε(y2)(1 + x2)|

|1− 2ϕε(y2)|
|1− 2ϕε(y4)|

K.

Como ϕε(y3) = ϕε(y4) = 1, segue que

π′
ε(p1) =

|x3||1− 2ϕε(y2)|K
|1− ϕε(y2)(1 + x2)|

.

Como, por (3.11),

lim
ε→0

y2 = ϕ−1

(
1

2

)

e 
omo x2 < 0 nas 
oordenadas utilizadas, podemos diminuir ε0, se ne
essário, de modo

que π′
ε(p1) < 1 para 0 < ε < ε0. Portanto, γε é uma órbita periódi
a atratora do 
ampo

regularizado Zε.

Tais 
ál
ulos foram feitos utilizando 
oordenadas simpli�
adas 
omo aproximação do


ampo Z, porém a 
on
lusão pode ser estendida para o 
aso geral, visto que o aspe
to

determinante dado por (3.11) permite o 
ontrole da derivada da apli
ação de Poin
aré. �



Capítulo 4

Ci
los limites em 
ampos vetoriais

lineares por partes no plano

Neste 
apítulo iremos tratar da uni
idade de 
i
los limites para sistemas lineares por

partes 
om duas zonas no plano, em que Σ é uma reta formada por ar
os de 
ostura

e 
om uma úni
a Σ�singularidade monodr�mi
a, o qual foi introduzido por Medrado e

Torregrosa em [15℄.

Tal assunto vem sendo tratado no passado re
ente por vários pesquisadores. Lum e

Chua 
onje
turaram em [13℄ que sistemas lineares por partes 
ontínuos 
om duas zonas

tem no máximo um 
i
lo limite, o qual foi provado em [7℄ por Freire, Pon
e, Rodrigo e

Torres.

Foi mostrado também que a hipótese da 
urva de separação 
onter somente ar
os de


ostura é fundamental neste sentido. Em [10℄ é apresentado um exemplo de sistema linear

por partes 
om ar
o de deslize 
om mais de um 
i
lo limite.

65
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4.1 Resultados preliminares

Considere o 
ampo vetorial por partes 
om duas zonas no plano X = (X+, X−) dado

por

X (q) =





X+(q), h(q) ≥ 0;

X−(q), h(q) ≤ 0.
(4.1)

De�nição 4.1.1. Um ponto p é dito ser uma Σ�singularidade de X se p ∈ Σ é um ponto

de tangên
ia ou uma singularidade de X+
ou X−

.

De�nição 4.1.2. Dizemos que p é uma Σ�singularidade monodr�mi
a de X se p é uma

Σ�singularidade de X e existe uma vizinhança U de p tal que as órbitas de X permane
em

em U para tempo positivo ou negativo.

Neste 
apítulo iremos 
onsiderar um 
ampo vetorial por partes X = (X+, X−) em que

X+
e X−

são 
ampos vetoriais lineares planares e a função h : R2 −→ R é linear 
om 0

sendo um valor regular. Observe que o fato de h ser linear nos garante que a 
urva de

separação Σ é uma reta.

Note que, nas 
ondições a
ima, após rotações e translações se ne
essário, podemos

es
rever o 
ampo vetorial (4.1) 
omo

X (x, y) =





(a+x+ b+y + c+, d+x+ e+y + f+), y ≥ 0;

(a−x+ b−y + c−, d−x+ e−y + f−), y ≤ 0,
(4.2)

em que h(x, y) = y.

O próximo resultado nos forne
e uma forma 
an�ni
a para o sistema (4.2) em que Σ

é formada por pontos de 
ostura 
om uma úni
a Σ�singularidade p. Iremos denotar por

Σ�CF as singularidades de X+
ou X−

em Σ que são do tipo fo
o ou 
entro.

Proposição 4.1.1. Seja X um 
ampo vetorial linear por partes de�nido por (4.2) sem

ar
os de deslize em Σ e 
om uma úni
a Σ�singularidade p. Se p é uma Σ�singularidade

monodr�mi
a, então p é a úni
a Σ�singularidade e depois de uma mudança de 
oordena-

das, p pode ser transladado para a origem e o 
ampo vetorial X pode ser es
rito 
omo

X (x, y) =





(µ+
0 + µ+

1 x+ µ+
2 y, x), y ≥ 0;

(µ−
0 + µ−

1 x+ µ−
2 y, x), y ≤ 0,

(4.3)
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e ainda satisfazendo uma das seguintes 
ondições:

(i) µ+
0 < 0, µ−

0 > 0 (dobra invisível/dobra invisível),

(ii) µ+
0 = 0, µ+

2 < −(
µ+

1

2
)2 e µ−

0 > 0 (Σ�CF/dobra invisível),

(iii) µ+
0 = µ−

0 = 0, µ+
2 < −(

µ+

1

2
)2 e µ−

2 < −(
µ−

1

2
)2 (Σ�CF/Σ�CF).

Demonstração: Considere o 
ampo vetorial (4.2) sem ar
os de deslize em Σ e 
om uma

úni
a Σ�singularidade monodr�mi
a p. Como todos os ar
os são de 
ostura temos, para

todo q = (x, y) ∈ Σ = {y = 0} que

X+h(q)X−h(q) = (d+x+ f+)(d−x+ f−)

= d+d−x2 + x(f−d+ + f+d−) + f+f−

≥ 0.

Analisando esta equação do segundo grau podemos 
on
luir que existe um úni
o ponto

p tal que X+h(p)X−h(p) = 0. Sem perda de generalidade podemos transladar p para a

origem. Desta forma, obtemos que f+ = f− = 0 e d+d− 6= 0.

Considere a mudança gêmea de variáveis dada por

(u, v) =





ϕ+(x, y) =
(
x+ ( e

+

d+
)y, ( 1

d+
)y
)

em Σ+;

ϕ−(x, y) =
(
x+ ( e

−

d−
)y, ( 1

d−
)y
)

em Σ−,
(4.4)

a qual pode ser es
rita matri
ialmente 
omo

ϕ±(x, y) =


1 e±

d±

0 1
d±




x
y


 .

Tomando 
ampo vetorial (4.2) em forma matri
ial obtemos

X±(x, y) =


a

± b±

d± e±




x
y


 +


c

±

f±


 := A±X +B±.
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Desta forma, fazendo a mudança de variáveis obtemos que

ϕ±A±(ϕ±)−1


x
y


+ ϕ±B± =


a

± + e± d±b± − a±e±

1 0




x
y


+


c

± + e±f±

d±

f±

d±




=


tr(A±) − det(A±)

1 0




x
y


 +


c

±

0




:=


µ

±
1 µ±

2

1 0




x
y


 +


µ

±
0

0




e, portanto, podemos es
rever o 
ampo vetorial (4.2) 
omo (4.3).

Como os 
ampos vetoriais X+
e X−

são lineares e 
omo a origem é uma Σ�singularidade

monodr�mi
a temos que a origem é uma singularidade de X±
do tipo fo
o ou 
entro ou

ainda uma tangên
ia invisível para X±
.

Suponha que a origem seja um 
entro para X+
. Então os autovalores de A são 
omplexos


onjugados 
om parte real nula, isto é, são da forma 0 ± iβ . Desse modo, temos que

µ+
1 = tr(A) = 0 e det(A) = −µ+

2 = β2
. Portanto, µ+

2 < −(
µ+

1

2
)2.

No entanto, se a origem for um fo
o, então temos que os autovalores de A são da forma

α ± iβ, 
om α 6= 0. Assim, temos que µ+
1 = tr(A) = 2α e det(A) = −µ+

2 = α2 + β2
e

novamente obtemos µ+
2 < −(

µ+

1

2
)2.

Em 
ontrapartida, quando a origem é uma dobra invisível obtemos

X+h(p) = X+h(0, 0) = 0.

Ainda,

(X+)2h(p) = (X+)2h(0, 0) = 〈X+(p),∇X+h(p)〉 = µ+
0 .

Analogamente, tomando a origem 
omo singularidade de X−
, obtemos que µ−

2 < −(
µ−

1

2
)2


aso a origem seja um 
entro ou um fo
o e (X−)2h(p) = µ−
0 
aso a origem seja uma dobra

invisível.

Desse modo, a menos da es
olha do vetor normal, isto é, de uma reparametrização do

tempo se ne
essário, obtemos os sinais de µ±
0 e 
on
luímos a demonstração. �
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Observe que nas hipóteses da Proposição 4.1.1 as úni
as possibilidades para as singu-

laridades de X±
são selas reais, fo
os virtuais ou nós, visto que, 
aso 
ontrário, teríamos

dobras visíveis ou regiões de es
ape.

As próximas de�nições visam relembrar os 
on
eitos de reversibilidade que serão úteis

a seguir.

De�nição 4.1.3. Seja ψ : U ⊂ R
n −→ R

n
um difeomor�smo de 
lasse C∞

. Dizemos

que ψ é uma involução se ψ2 = Id.

Denotemos por Fix(ψ) o 
onjunto dos pontos �xos de uma involução ψ.

De�nição 4.1.4. Seja F um 
ampo vetorial em R
2n

e ψ : R2n −→ R
2n

uma involução


om dim (Fix(ψ)) = n. Dizemos que F é ψ�reversível se

Dψ(x)F (x) = −F (ψ(x)),

para todo x ∈ R
2n
.

Por exemplo, 
onsidere a involução ψ(x, y) = (x,−y). Note que ψ2 = Id e além disso

Fix(ψ) = {y = 0}. Seja ϕ(x0) a órbita passando por um ponto x0 em um intervalo de

tempo �nito. Veja Figura 4.1.

PSfrag repla
ements

ϕ(x0)

ϕ(ψ(x0))

Fix(ψ)

Figura 4.1: Involução ψ.

A propriedade fundamental de um 
ampo vetorial ψ�reversível é que a órbita por

ψ(x0) é a órbita por x0, re�etida por ψ simetri
amente ao 
onjunto dos pontos �xos de ψ

e per
orrida no sentido 
ontrário.
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Lema 4.1.1. Seja X = (X+, X−) o 
ampo vetorial (4.3) 
om uma Σ�singularidade mo-

nodr�mi
a. Se µ+
1 6= 0, µ−

1 6= 0 e µ+
0 6= 0 ou µ−

0 6= 0 então, não é restritivo assumir

µ+
1 = 1, µ−

1 = −1 e µ−
0 = 1.

Demonstração: Por hipótese, temos que µ+
1 6= 0, µ−

1 6= 0 e podemos 
onsiderar µ−
0 6= 0.

Para o 
ampo vetorial X+

onsidere a mudança de variáveis (X, Y, τ) 7−→ (x, µ+

1 y, µ
+
1 t).

Logo, temos que

Ẋ =
dX

dτ
=
dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
=

1

µ+
1

(
µ+
0 + µ+

1 x+ µ+
2 y
)
= µ+

0,n +X + µ+
2,nY ;

Ẏ =
dY

dτ
= µ+

1

dy

dτ
= µ+

1

dy

dt

dt

dτ
= µ+

1 x
1

µ+
1

= X.

Para o 
ampo vetorial X−

onsidere a mudança de variáveis

(X, Y, τ) 7−→
(
−µ

−
1

µ−
0

x,
(µ−

1 )
2

µ−
0

y,−µ−
1 t

)
.

Logo, temos que

Ẋ =
dX

dτ
=

−µ−
1

µ−
0

dx

dt

dt

dτ
=

−µ−
1

µ−
0

(−1)

µ−
1

(
µ−
0 + µ−

1 x+ µ−
2 y
)
= 1−X + µ−

2,nY ;

Ẏ =
dY

dτ
=

(µ−
1 )

2

µ−
0

dy

dt

dt

dτ
=

(µ−
1 )

2

µ−
0

(−1)

µ−
1

x = −µ
−
1

µ−
0

x = X,


omo queríamos demonstrar. �

As singularidades em Σ±
podem ser fa
ilmente 
ara
terizadas pelo traço e determi-

nante já que o 
ampo vetorial (4.3) é linear. Desse modo, o úni
o ponto que resta ser


lassi�
ado é a Σ�singularidade p = (0, 0). O próximo resultado estabele
e 
ondições para

determinar a estabilidade da origem quando µ±
0 6= 0.

Proposição 4.1.2. Considere o 
ampo vetorial (4.3) 
om µ±
0 6= 0 e a origem uma Σ�

singularidade monodr�mi
a. Então, a origem é uma tangên
ia e:

(i) é assintoti
amente estável se µ+
0 µ

−
0 (µ

−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 ) < 0 ou µ−

1 µ
+
0 − µ+

1 µ
−
0 = 0 e

µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
< 0;

(ii) é assintoti
amente instável se µ+
0 µ

−
0 (µ

−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 ) > 0 ou µ−

1 µ
+
0 − µ+

1 µ
−
0 = 0 e

µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
> 0;
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(iii) é um 
entro se, e somente se, µ−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 = µ+

1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
= 0.

Demonstração: A demonstração de
orre da 
omputação das 
onstantes de Lyapunov

através da apli
ação de Poin
aré numa vizinhança da origem, a qual está bem de�nida

visto que a origem é uma Σ�singularidade monodr�mi
a.

Observe que 
omo µ±
0 6= 0, então a origem não é uma singularidade dos 
ampos X+

ou

X−
e 
omo

X (0, 0) =





(µ+
0 , 0);

(µ−
0 , 0),

então a origem é uma tangên
ia do 
ampo vetorial X .

Dada uma 
ondição ini
ial p = (x0, 0) ∈ Σ podemos, através do �uxo do 
ampo X+
,


onsiderar a apli
ação de transição π+ : Σ → Σ de modo que

π+(p) = X+(τ+(x0), 0)

é o primeiro ponto de interseção da órbita por (x0, 0) 
om Σ, em que τ+ é o menor tempo

positivo tal que isso o
orre.

Ainda, podemos, através do �uxo de X−
, 
onsiderar a apli
ação de transição π− : Σ → Σ

de modo que existe um menor tempo positivo τ− tal que

π−(p) = X−(−τ−(x0), 0)

é o ponto de interseção da órbita do 
ampo X−
por (x0, 0) 
om Σ. Veja Figura 4.2.

Desse modo, podemos de�nir

∆(x) = π−(x)− π+(x).
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PSfrag repla
ements

(0, 0)

(x0, 0) = p
Σ+

Σ

Σ−

π+(p)

π−(p) ∆(p)

Figura 4.2: Função ∆.

Assim, temos que se ∆(p) > 0, então π−(p) > π+(p) e assim a origem é assintoti
amente

instável. Da mesma maneira, se ∆(p) < 0, então π−(p) < π+(p) e assim a origem é

assintoti
amente estável.

Através do 
ampo vetorial (4.3) e supondo µ±
0 6= 0, expandindo π+

e π−
em séries de

Taylor, obtemos

π±(x0, 0) =

∞∑

k=1

a±k x
k
0

= −x0 +
2µ±

1

3µ±
0

x20 −
4(µ±

1 )
2

9(µ±
0 )

2
x30 +

2
(
22(µ±

1 )
2 + 9µ±

2

)
µ±
1

135(µ±
0 )

3
x40

− 4(µ±
1 )

2
(
26(µ±

1 )
2 + 27µ±

2

)

405(µ±
0 )

4
x50 + · · · .

Deste modo, podemos es
rever

∆(x0) =
∞∑

k=1

(a−k − a+k )x
k
0 =

∞∑

k=1

Vkx
k
0,

e adquirimos

V1 = 0,

V2 =
2

3

µ−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0

µ−
0 µ

+
0

,

V3 =
4

9

−(µ+
0 )

2(µ−
1 )

2 + (µ−
0 )

2(µ+
1 )

2

(µ−
0 )

2(µ+
0 )

2
, (4.5)
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V4 =
44(µ−

1 )
3(µ+

0 )
3 + 18µ−

1 µ
−
2 (µ

+
0 )

3 − 44(µ+
1 )

3(µ−
0 )

3 − 18µ+
1 µ

+
2 (µ

−
0 )

3

135(µ−
0 )

3(µ+
0 )

3
.

.

.

.

Dessa forma, se µ+
0 µ

−
0 (µ

−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 ) < 0, então V2 < 0 e, portanto, ∆(x0) < 0 o que

impli
a a origem assintoti
amente estável. Analogamente, se µ+
0 µ

−
0 (µ

−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 ) > 0,

então V2 > 0 e, portanto, ∆(x0) > 0 o que impli
a a origem assintoti
amente instável.

Por outro lado, se V2 = 0, então V3 = 0 e nesse 
aso vem que

V4 =
2

15

µ+
1

(µ−
0 )

2(µ+
0 )

3

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
.

Por 
onseguinte, se µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
< 0, então V4 < 0 e, portanto, ∆(x0) < 0

o que impli
a a origem assintoti
amente estável. Analogamente, quando

µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
> 0,

então V4 > 0 e, portanto, ∆(x0) > 0 o que impli
a a origem ser assintoti
amente instável.

Resta mostrar que, quando V2 e V4 se anulam simultaneamente, temos um 
entro na

origem. Suponha V2 = 0 e V4 = 0. Logo, 
omo µ±
0 6= 0, temos que

µ−
1 µ

+
0 − µ+

1 µ
−
0 = 0; (4.6)

µ+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
= 0. (4.7)

Primeiramente, 
onsidere o 
aso em que µ+
1 = 0. Assim, 
omo µ±

0 6= 0, de (4.6) segue que

µ−
1 = 0. Nesse 
aso,

X (x, y) =





X+(x, y) = (µ+
0 + µ+

2 y, x), y ≥ 0;

X−(x, y) = (µ−
0 + µ−

2 y, x), y ≤ 0,

Observe que divX+(x, y) = 0 para todo (x, y) ∈ R
2
, em parti
ular, para y ≥ 0, e

divX−(x, y) = 0 para todo (x, y) ∈ R
2
, em parti
ular, para y ≤ 0. Portanto, os 
ampos

vetoriais X+
e X−

são Hamiltonianos, isto é, existem

H± : Σ ∪ Σ± −→ R

(x, y) 7−→ H±(x, y) = −x2

2
+ µ±

0 y + µ±
2

y2

2
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tais que 



x′ = µ±
0 + µ±

2 y =
∂H
∂y

;

y′ = x = −∂H
∂x
.

Assim, dada uma 
ondição ini
ial (x0, 0) ∈ Σ, 
omo

H+(x0, 0) =
x20
2

= H+(−x0, 0),

temos que a órbita por (x0, 0) inter
epta Σ em (−x0, 0). Dessa forma, visto que

H−(−x0, 0) = H−(x0, 0) =
x20
2
,

temos que a órbita por (x0, 0) em X+
está no mesmo nível da órbita por (−x0, 0) em X−

e, portanto, temos um 
entro na origem.

Por �m, 
onsidere o 
aso em que µ+
1 6= 0. Mostremos que, quando V2 e V4 se anulam

simultaneamente, temos um 
entro reversível pela involução ψ(x, y) = (x,−y), ou seja,

queremos mostrar que

Dϕ(x, y)X±(x, y) = −X∓ (ϕ(x, y)) .

Temos que

Dϕ(x, y)X+(x, y) =


 1 0

0 −1




 µ+

0 + µ+
1 x+ µ+

2 y

x


 =


 µ+

0 + µ+
1 x+ µ+

2 y

−x




e

−X− (ϕ(x, y)) = −X−(x,−y) = −


 µ−

0 + µ−
1 x− µ−

2 y

x


 =


 −µ−

0 − µ−
1 x+ µ−

2 y

−x


 .

Desse modo, temos que X é reversível se, e somente se, µ+
0 = −µ−

0 , µ
+
1 = −µ−

1 e µ+
2 = µ−

2 .

Como µ+
1 6= 0 e µ±

0 6= 0, de (4.6), segue que µ−
1 6= 0. Ainda, de (4.7), segue que

µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2 = 0. (4.8)

Como µ+
1 6= 0, µ−

1 6= 0 e µ−
0 6= 0, pelo Lema 4.1.1, não é restritivo assumir µ+

1 = 1,

µ−
1 = −1 e µ−

0 = 1. Assim, de (4.6), temos que µ+
0 = −1. Logo, de (4.8), segue que
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µ+
2 = µ−

2 . Portanto, 
omo µ+
0 = −µ−

0 , µ
+
1 = −µ−

1 e µ+
2 = µ−

2 , segue que o 
ampo vetorial

X tem um 
entro na origem. �

Como 
onsequên
ia das expansões em série de Taylor das apli
ações de transição

obtidas na demonstração da Proposição 4.1.2, podemos garantir a existên
ia de um 
i
lo

limite.

Corolário 4.1.1. Quando µ±
0 6= 0, a ordem máxima de um fo
o fra
o do 
ampo de vetores

(4.3) é um. Além disso,

(i) se µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
< 0, então existe ε > 0 su�
ientemente pequeno tal

que, para

µ−
1 =

µ+
1 µ

−
0

µ+
0

+ ε,

um 
i
lo limite estável bifur
a da origem por uma bifur
ação de Hopf.

(ii) se µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
> 0, então existe ε > 0 su�
ientemente pequeno tal

que, para

µ−
1 =

µ+
1 µ

−
0

µ+
0

− ε,

um 
i
lo limite instável bifur
a da origem por uma bifur
ação de Hopf.

Demonstração: Pela Proposição 4.1.2, utilizando (4.5), existem valores de parâmetros

tais que µ±
0 6= 0, V2 = 0 e V4 6= 0. Portanto, o 
ampo vetorial (4.3) tem um fo
o fra
o de

ordem �xada.

Quando V4 < 0, isto é, se µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
< 0, então podemos tomar ε > 0

su�
ientemente pequeno de modo que, fazendo

µ−
1 =

µ+
1 µ

−
0

µ+
0

+ ε,

temos que V2 se torna positivo de forma que surge um anel em que as órbitas estão

entrando neste anel, e pelo Teorema de Poin
aré Bendixson (versão para sistemas suaves

por partes segundo [4℄), bifur
a um 
i
lo limite estável. Veja Figura 4.3.
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PSfrag repla
ements

Σ+

Σ

Σ−

Figura 4.3: Ci
lo limite estável.

Do mesmo modo, quando V4 > 0, isto é, se µ+
0 µ

+
1

[
µ−
2 (µ

+
0 )

2 − µ+
2 (µ

−
0 )

2
]
> 0, então pode-

mos tomar ε < 0 su�
ientemente pequeno de modo que, fazendo

µ−
1 =

µ+
1 µ

−
0

µ+
0

− ε,

temos que V2 se torna negativo de forma que surge um anel em que as órbitas estão saindo

do anel, e pelo Teorema de Poin
aré Bendixson, bifur
a um 
i
lo limite instável. Veja

Figura 4.4. �

PSfrag repla
ements

Σ+

Σ

Σ−

Figura 4.4: Ci
lo limite instável.

O próximo teorema nos garante uma versão do Teorema 2.2.2 para sistemas por partes,

em que podemos es
rever o fator de 
orreção da derivada da apli
ação de Poin
aré em

termos das derivadas de Lie.
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Teorema 4.1.1. Considere o 
ampo vetorial suave por partes no plano

X (x, y) =





X+(x, y) = (f+(x, y), g+(x, y)), h(x, y) ≥ 0;

X−(x, y) = (f−(x, y), g−(x, y)), h(x, y) ≤ 0.
(4.9)

Sejam γ± duas soluções de X±
de modo que γ = γ+∪γ− é uma órbita periódi
a de X que

atravessa a 
urva de separação Σ transversalmente em p±. Então a derivada da apli
ação

de Poin
aré em p = p+ é dada por

π′(p) =
X+h(p+)

X−h(p+)

X−h(p−)

X+h(p−)
exp

(∫

γ

divXdt
)

(4.10)

em que divX = divX±
em Σ±

.

Demonstração: Sejam Σ0, Σ1 ⊂ Σ seções transversais a γ em p+ e p−, respe
tivamente.

Considere π±
as apli
ações de transição asso
iadas a γ+ e γ−, respe
tivamente. Logo,

temos que a apli
ação de Poin
aré asso
iada a γ é dada por π = π− ◦ π+
. Assim, a

derivada da apli
ação de Poin
aré em p é dada por π′(p) = (π−)
′
(p−) · (π+)′(p), 
om

p = p+ e p− = π+(p). Veja Figura 4.5.

PSfrag repla
ements

γ+

X+

γ−

Σ

X−

p+p−
Σ1 Σ0

Figura 4.5: Órbita periódi
a γ.

Considere uma parametrização de Σ dada por (α(s), β(s)) em que s ∈ I ⊂ R e p =

(α(0), β(0)). Observe que h(α(s), β(s)) = 0. Ainda, podemos es
rever

(α′(s), β ′(s)) = λ(−hy, hx)
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em que λ é uma 
onstante que depende da parametrização. Pelo Teorema 2.2.2 vem que

(π+)′(p+) =

∣∣∣∣∣∣
f+(p+) g+(p+)

−hy(p+) hx(p
+)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
f+(p−) g+(p−)

−hy(p−) hx(p
−)

∣∣∣∣∣∣

exp

(∫

γ+

divX+

)

e

(π−)′(p−) =

∣∣∣∣∣∣
f−(p−) g−(p−)

−hy(p−) hx(p
−)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
f−(p+) g−(p+)

−hy(p+) hx(p
+)

∣∣∣∣∣∣

exp

(∫

γ−

divX−

)
.

Mas, observe que

∣∣∣∣∣∣
f±(p±) g±(p±)

−hy(p±) hx(p
±)

∣∣∣∣∣∣
= f±(p±)hx(p

±) + g±(p±)hy(p
±)

= 〈
(
f±(p±), g±(p±)

)
,
(
hx(p

±), hy(p
±)
)
〉

= 〈X±(p±),∇h(p±)〉

= X±h(p±)

e ∣∣∣∣∣∣
f±(p∓) g±(p∓)

−hy(p∓) hx(p
∓)

∣∣∣∣∣∣
= f±(p∓)hx(p

∓) + g±(p∓)hy(p
∓)

= 〈
(
f±(p∓), g±(p∓)

)
,
(
hx(p

∓), hy(p
∓)
)
〉

= 〈X±(p∓),∇h(p∓)〉

= X±h(p∓).

Portanto, temos

π′(p) = (π−)′(p−) · (π+)′(p+)

=
X−h(p−)

X−h(p+)

X+h(p+)

X+h(p−)
exp

(∫

γ+

divX+dt

)
exp

(∫

γ−

divX−dt

)

=
X−h(p−)

X−h(p+)

X+h(p+)

X+h(p−)
exp

(∫

γ

divX
)
,
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omo queríamos demonstrar. �

Corolário 4.1.2. Considere o 
ampo vetorial por partes no plano

X (x, y) =





X+(x, y) = (f+(x, y), g+(x, y)), h(x, y) ≥ 0;

X−(x, y) = (f−(x, y), g−(x, y)), h(x, y) ≤ 0.
(4.11)

Sejam γ± duas soluções de X±
de modo que γ = γ+ ∪ γ− é uma órbita periódi
a que

atravessa a 
urva de separação Σ transversalmente em p±.

(i) Se h(x, y) = y então

π′(p+) =
g+(p+)

g−(p+)

g−(p−)

g+(p−)
exp

(∫

γ

divX
)
;

(ii) Se X é 
ontínuo na segunda variável, isto é, g+(x, y) = g−(x, y), então

π′(p+) = exp

(∫

γ

divX
)
.

Podemos observar que o 
orolário a
ima se apli
a no 
ampo (4.3).

Proposição 4.1.3. Todo 
i
lo limite do 
ampo de vetores (4.3) tem a origem em seu

interior.

Demonstração: A linearidade dos 
ampos vetoriais que de�nem o 
ampo vetorial (4.3)

ex
lui a possibilidade de existên
ia de 
i
los limites que não 
ruzam a reta de separação

Σ. Deste modo, as 
ondições para os parâmetros em (4.3) asseguram que os 
i
los limites


ir
undam a origem. De fato, dado um 
i
lo limite γ, 
aso a origem 0 ∈ Σ ∩ γ então


ontradizemos a monodromia. Caso a origem esteja fora da região limitada por γ, pelo

Teorema de Poin
aré-Bendixson, teríamos a existên
ia de uma nova Σ�singularidade, o

que 
ontradiz a uni
idade da mesma. �

4.2 Ci
los Limites

A próxima proposição nos dá 
ondições ne
essárias para a existên
ia de 
i
los limites

para o 
ampo vetorial (4.3), ou seja, para o 
ampo vetorial

X (x, y) =





(µ+
0 + µ+

1 x+ µ+
2 y, x), y ≥ 0;

(µ−
0 + µ−

1 x+ µ−
2 y, x), y ≤ 0.
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Proposição 4.2.1. Sejam γ um 
i
lo limite do 
ampo de vetores (4.3) e τ± os respe
tivos

tempos de voo em Σ±
.

(i) Se µ+
1 τ

+ + µ−
1 τ

− < 0, então γ é hiperbóli
a e estável;

(ii) Se µ+
1 τ

+ + µ−
1 τ

− > 0, então γ é hiperbóli
a e instável;

(iii) Se µ+
1 µ

−
1 ≥ 0 ou µ±

0 = 0, então não existem 
i
los limites.

Portanto, 
ondições ne
essárias para a existên
ia de 
i
los limites para o 
ampo de vetores

(4.3) são µ+
1 µ

−
1 < 0 e µ+

0 6= 0 ou µ−
0 6= 0.

Demonstração: De fato, 
omo X é 
ontínuo na segunda 
oordenada, pelo Corolário 4.1.2

temos que

π′(p) = exp

(∫

γ

divX
)

= exp

(∫

γ+

divX+

)
· exp

(∫

γ−

divX−

)

= exp

(∫ τ+

0

µ+
1 ds

)
· exp

(∫ τ−

0

µ−
1 ds

)

= exp
(
µ+
1 τ

+ + µ−
1 τ

−
)
.

Portanto, temos que se µ+
1 τ

+ + µ−
1 τ

− < 0 o 
i
lo limite γ é estável. Por outro lado, se

µ+
1 τ

+ + µ−
1 τ

− > 0, então o 
i
lo limite γ é instável.

Em 
ontrapartida, quando µ±
0 = 0 temos que o 
ampo vetorial (4.3) é homogêneo. Desse

modo, a existên
ia de uma órbita periódi
a impli
a na existên
ia de um 
ontínuo de órbitas

periódi
as e, portanto, não existem 
i
los limites. Também, observe que se µ+
1 µ

−
1 ≥ 0,

então a divergên
ia do 
ampo vetorial (4.3) tem sinal 
onstante e desse modo, pelo Critério

de Bendixson não existem órbitas periódi
as. �

O resultado a seguir irá simpli�
ar o espaço dos parâmetros onde os 
i
los limites

podem existir.

Proposição 4.2.2. Seja X = (X+, X−) o 
ampo vetorial (4.3) 
om uma Σ�singularidade

monodr�mi
a. Se X tem um 
i
lo limite γ, então não é restritivo assumir µ+
1 = 1,

µ−
1 = −1 e µ−

0 = 1.
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Demonstração: Como X tem um 
i
lo limite, pela Proposição 4.2.1 temos que µ+
1 µ

−
1 < 0

e podemos 
onsiderar µ−
0 6= 0. Portanto, pelo Lema 4.1.1, segue o resultado. �

Dado um ponto (x0, 0) ∈ Σ, seja (x1, 0) ∈ Σ o primeiro ponto tal que a solução γ do


ampo vetorial 
om 
ondição ini
ial em (x0, 0) inter
epta Σ. Veja Figura 4.6.
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Figura 4.6: Solução γ e seus pontos de interse
ção 
om a reta de separação Σ.

O Lema 4.2.1 irá forne
er uma expressão para a apli
ação de transição no semiplano

superior {y ≥ 0} determinado pelos diferentes tipos de retratos de fase, isto é, irá forne
er

relações da solução γ envolvendo os parâmetros do 
ampo vetorial, a 
ondição ini
ial

(x0, 0) e o ponto (x1, 0). Assim, permite obter pontos de interse
ção da apli
ação de

transição em Σ+

om a reta de separação Σ, dependendo da matriz que de�ne o 
ampo

vetorial linear. Como iremos 
onsiderar ini
ialmente o 
ampo vetorial X em Σ+
, iremos

omitir os sobrees
ritos +.

Considere µ0 < 0 e sejam s =
√
1 + 4µ2, s̃ =

√−1− 4µ2 e α = (s− 1)/(s+ 1).

Caso (i): Considere o problema de valor de fronteira (PVF)





x′ = µ0 + x+ µ2y,

y′ = x,

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.12)

em que µ2 > 0. A solução deste PVF é dada por

x(t) =
1

2s

[
e(

t

2
(1+s))(2µ0 + x0(1 + s)) + e(

t

2
(1−s))(−2µ0 + x0(−1 + s))

]
;

y(t) =
1

2sµ2

[
−2sµ0 + e(

t

2
(1+s))(2x0µ2 + µ0(−1 + s)) + e(

t

2
(1−s))(−2x0µ2 + µ0(1 + s))

]
,
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em que x(τ) = x1 e y(τ) = 0. Utilizando essas 
ondições de fronteira podemos es
rever

exp

(
1 + s

2
τ

)
=

2µ0 + x1(1 + s)

2µ0 + x0(1 + s)
=:

1

z
;

exp

(
1− s

2
τ

)
=

2µ0 + x1(1− s)

2µ0 + x0(1− s)
=: w.

Logo, temos que

zα =

[
1

exp
(
1+s
2
τ
)
] s−1

s+1

=


 1

exp
(

−(1−s)
2

τ
)


 = w.

Observe que o ponto (0,−µ0/µ2) é uma singularidade do tipo sela, visto que o determi-

nante da linearização é dado por

det


1 µ2

1 0


 = −µ2 < 0.

Observe que o polin�mio 
ara
terísti
o asso
iado à linearização é dado por

P (λ) = λ2 − λ− µ2 = 0 =⇒ λ1,2 =
1± s

2
.

Assim, a variação de s =
√
1 + 4µ2 determina a variação dos autovalores λ1,2 e, dessa

forma, varia os diferentes retratos de fase que o 
ampo vetorial pode apresentar. Os

autovetores asso
iados aos autovalores são dados por

v1 =

(−2µ2

1− s
, 1

)
e v2 =

(−2µ2

1 + s
, 1

)
,

e as retas invariantes são dadas por

r1 : y =

(
1− s

−2µ2

)
x− µ0

µ2
e r2 : y =

(
1 + s

−2µ2

)
x− µ0

µ2
.

Portanto, as interseções das retas invariantes 
om Σ = {y = 0} são os pontos (x̃0, 0) e

(x̃1, 0) em que x̃0 = −2µ0/(1 + s) > 0 e x̃1 = −2µ0/(1− s) < 0. Veja Figura 4.7.
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Figura 4.7: Retrato de fase de X+
no 
aso (i).

Desse modo, temos que x̃1 < x1 < 0 < x0 < x̃0 e ainda, 
omo 2µ0 + (1 + s)x1 < 0, segue

que

x1 < x0 =⇒ (1 + s)x1 < (1 + s)x0

=⇒ 2µ0 + (1 + s)x1 < 2µ0 + (1 + s)x0

=⇒ 1 =
2µ0 + (1 + s)x1
2µ0 + (1 + s)x1

>
2µ0 + (1 + s)x0
2µ0 + (1 + s)x1

= z

e 
omo x0 < x̃0 = −2µ0/(1 + s), então 2µ0 + x0(1 + s) < 0 e logo z > 0. Portanto,

0 < z < 1. De modo análogo, pode-se 
on
luir que 0 < w < 1.

Caso (ii): Considere o problema de valor de fronteira





x′ = µ0 + x,

y′ = x,

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.13)

A solução deste PVF é dada por

x(t) = −µ0 + et(x0 + µ0);

y(t) = x0(−1 + et) + µ0(−1 + et − t),

em que x(τ) = x1 e y(τ) = 0. Utilizando essas 
ondições de fronteira podemos es
rever

exp(−τ) = µ0 + x0
µ0 + x1

=: z;
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e também

−τ =
x0 − x1
µ0

=: w.

Assim, segue que w = log(z). Note que, neste 
aso, o sistema não possui pontos singulares.

Porém, x = −µ0 = x̃0 é uma reta invariante. Veja Figura 4.8.
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Figura 4.8: Retrato de fase de X+
no 
aso (ii).

Dessa forma, temos que x1 < 0 < x0 < x̃0 e logo z ∈ (0, 1) visto que





x0 < x̃0 = −µ0 =⇒ x0 + µ0 < 0

µ0 + x1 < 0
=⇒ z > 0.

e que x1 < x0 =⇒ µ0 + x1 < µ0 + x0 =⇒ z < 1. Além disso, 
omo τ > 0, τ ∈ R então

−τ = w ∈ (−∞, 0).

Caso (iii): Considere o problema de valor de fronteira





x′ = µ0 + x+ µ2y,

y′ = x,

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.14)

em que −1/4 < µ2 < 0. A solução deste PVF é dada por

x(t) =
1

2s

[
e(

t

2
(1+s))(2µ0 + x0(1 + s)) + e(

t

2
(1−s))(−2µ0 + x0(−1 + s))

]
;

y(t) =
1

2sµ2

[
−2sµ0 + e(

t

2
(1+s))(2x0µ2 + µ0(−1 + s)) + e(

t

2
(1−s))(−2x0µ2 + µ0(1 + s))

]
,



85

em que x(τ) = x1 e y(τ) = 0. Utilizando essas 
ondições de fronteira podemos es
rever

exp

(
1 + s

2
τ

)
=

2µ0 + x1(1 + s)

2µ0 + x0(1 + s)
=:

1

z
;

exp

(
1− s

2
τ

)
=

2µ0 + x1(1− s)

2µ0 + x0(1− s)
=: w.

Assim, w = zα e ainda (0,−µ0/µ2) ∈ Σ−
é uma singularidade do tipo nó repulsor, visto

que o determinante da linearização é dado por

det


1 µ2

1 0


 = −µ2 > 0

e o traço da linearização é positivo. Veja Figura 4.9.
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Figura 4.9: Retrato de fase de X+
no 
aso (iii).

Dessa forma, os autovetores asso
iados aos autovalores são dados por

v1 =

(−2µ2

1− s
, 1

)
e v2 =

(−2µ2

1 + s
, 1

)
,

e as retas invariantes são dadas por

r1 : y =

(
1− s

−2µ2

)
x− µ0

µ2

e r2 : y =

(
1 + s

−2µ2

)
x− µ0

µ2

.

Portanto, as interseções das retas invariantes 
om Σ = {y = 0} são os pontos (x̃0, 0) e

(x̃1, 0) em que x̃0 = −2µ0/(1 + s) > 0 e x̃1 = −2µ0/(1− s) > x̃0 > 0. Além disso, temos

que z > 0, pois, 
omo x0 < x̃0 = −2µ0/(1 + s), então 2µ0 + x0(1 + s) < 0 e visto que

2µ0+x1(1+s) < 0. Ainda, z < 1 visto que x1 < x0 e, logo, µ0+x1(1+s) < 2µ0+x0(1+s)

e também w > 1 pois x1 < x0 e, logo, µ0 + x1(1− s) < 2µ0 + x0(1− s).
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Caso (iv): Considere o problema de valor de fronteira





x′ = µ0 + x− 1
4
y,

y′ = x,

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.15)

A solução deste PVF é dada por

x(t) =
e(

t

2)

2
(x0(2 + t) + 2tµ0) ;

y(t) = 4µ0 + e(
t

2)(−4µ0 + t(x0 + 2µ0)),

em que x(τ) = x1 e y(τ) = 0. Utilizando essas 
ondições de fronteira podemos es
rever

exp
(τ
2

)
=

2µ0 + x1
2µ0 + x0

=:
1

z
;

−τ
2

=
2µ0(x0 − x1)

4µ2
0 + 2µ0(x0 + x1) + x0x1

=: w.

Assim, segue que log(z) = w e w ∈ (−∞, 0) pois w = −τ/2 
om τ > 0, τ ∈ R. Ainda,

z > 0 visto que 2µ0 + x0 < 0, pois, x0 < x̃0 = −2µ0 e visto que 2µ0 + x1 < 0. Também,

z < 1 visto que 2µ0 + x1 < 2µ0 + x0, pois, x1 < x0.

Podemos notar que, neste 
aso, temos que o ponto (0,−µ0/µ2) = (0, 4µ0) é um nó

degenerado visto que os autovalores são repetidos e dados por λ1,2 = (1± s)/2 = 1/2. O

autovetor asso
iado ao autovalor é dado por v = (−2µ2, 1) = (1/2, 1) e, logo, temos que

r : y =
1

−2µ2
x+ 4µ0 = 2x+ 4µ0

é a reta invariante do sistema. Veja Figura 4.10.
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Figura 4.10: Retrato de fase de X+
no 
aso (iv).

Logo, o ponto de interseção de r 
om Σ é o ponto (x̃0, 0) em que x̃0 = −2µ0 > 0. Assim,

x1 < x0 < x̃0.

Caso (v): Considere o problema de valor de fronteira





x′ = µ0 + x+ µ2y,

y′ = x,

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.16)

em que µ2 < −1/4. A solução deste PVF é dada por

x(t) =
exp

(
t
2

)

s̃

[
x0s̃ cos

(
ts̃

2

)
+ (x0 + 2µ0)sen

(
ts̃

2

)]
;

y(t) =
−µ0s̃+ exp

(
t
2

)
µ0s̃ cos

(
ts̃
2

)
− exp

(
t
2

)
(µ0 − 2x0µ2)sen

(
ts̃
2

)

s̃µ2

,

em que x(τ) = x1 e y(τ) = 0. Utilizando essas 
ondições de fronteira podemos es
rever

exp(τ) =
x21s̃

2 + (x1 + 2µ0)
2

x20s̃
2 + (x0 + 2µ0)2

:= z;

arctan(w) =
s̃τ

2
,

em que

w =
2µ0s̃(x1 − x0)

2µ0(x1 + x0 + 2µ0) + x1x0(1 + s̃2)
,

quando 2µ0(x1 + x0 + 2µ0) + x1x0(1 + s̃)2 6= 0. Observe que 1 + 4µ2 < 0 e, logo, os

autovalores λ1,2 = (1 ± s)/2 são 
omplexos 
onjugados 
om partes reais positivas. Logo,

(0,−µ0/µ2) é um fo
o repulsor. Veja Figura 4.11.
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Figura 4.11: Retrato de fase de X+
no 
aso (v).

Como (s̃τ)/2 > 0, então arctan(w) > 0 e, logo, w ∈ (0,∞). Além disso, obtemos que

z ∈ [1, exp(2π/s̃)) e

arctan(w) = log(z)s̃/2 − (sgn(w)− 1)π/2.

Neste 
aso, se µ0 = 0, temos que a origem é um fo
o e o tempo de voo é 
onstante

τ = 2π/s̃.

Os 
asos anteriores demonstram o Lema 4.2.1 a seguir.

Lema 4.2.1. Sejam µ0 e µ2 números reais arbitrários e �xados. Para µ0 < 0, 
onsidere

x1 < 0 < x0 tais que existe um menor número real positivo τ tal que o problema de valor

de fronteira 



(x′, y′) = (µ0 + x+ µ2y, x),

(x(0), y(0)) = (x0, 0),

(x(τ), y(τ)) = (x1, 0),

(4.17)

tenha uma úni
a solução. Denote s =
√
1 + 4µ2, s̃ =

√−1− 4µ2 e α = (s− 1)/(s + 1).

Então valem as seguintes a�rmações:

(i) Quando µ2 > 0 então s > 1 e α ∈ (0, 1). Ainda, 
onsiderando

z =
2µ0 + x0(1 + s)

2µ0 + x1(1 + s)
e w =

2µ0 + x1(1− s)

2µ0 + x0(1− s)
(4.18)

obtemos a relação w = zα, em que z, w ∈ (0, 1).

(ii) Para µ2 = 0 
onsiderando

z =
µ0 + x0
µ0 + x1

e w =
x0 − x1
µ0

(4.19)

obtemos que α = 0 e w = log z, em que z ∈ (0, 1) e w ∈ (−∞, 0).
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(iii) Quando −1
4
< µ2 < 0 então α ∈ (−1, 0). Considerando

z =
2µ0 + x0(1 + s)

2µ0 + x1(1 + s)
e w =

2µ0 + x1(1− s)

2µ0 + x0(1− s)
(4.20)

obtemos a relação w = zα em que z ∈ (0, 1) e w ∈ (1,∞).

(iv) Quando µ2 = −1
4
então α = −1 e 
onsiderando

z =
2µ0 + x0
2µ0 + x1

e w =
2µ0(x0 − x1)

(2µ0 + x0)(2µ0 + x1)
(4.21)

obtemos que w = log z em que z ∈ (0, 1) e w ∈ (−∞, 0).

(v) Para µ2 < −1
4
e µ0 < 0 quando 2µ0(x1 + x0 + 2µ0) + x1x0(1 + s̃2) 6= 0 
onsidere

z =
x21s̃

2 + (x1 + 2µ0)
2

x20s̃
2 + (x0 + 2µ0)2

e w =
2µ0s̃(x1 − x0)

2µ0(x1 + x0 + 2µ0) + x1x0(1 + s̃2)
. (4.22)

Então, temos que

arctan(w) = log z
s̃

2 − (sgn(w)− 1)
π

2

em que z ∈
[
1, exp(2π

s̃
)
)
e w ∈ (0,∞).

Além disso, se µ2 < −1
4
e µ0 = 0 obtemos que z =

s̃2x2
1

x2
0

e w ∈ R.

O resultado a seguir forne
e uma mudança de variáveis para o 
ampo de vetores

asso
iado a apli
ação de transição w = ϕ(z), que rela
iona os pontos x0 e x1 do Lema

4.2.1.

Proposição 4.2.3. Seja ξ um número real. Então valem as seguintes a�rmações:

(i) A mudança de variáveis (u, v) = (z, z−ξw) 
onjuga (z′, w′) = (z, ξw) de�nido em

z > 0 
om (u′, v′) = (u, 0) de�nido em u > 0. Além disso, a 
urva w − zξ = 0 é

apli
ada na reta v − 1 = 0;

(ii) A mudança de variáveis (u, v) = (z, log(z)−w) 
onjuga (z′, w′) = (z, 1) de�nido em

z > 0 
om (u′, v′) = (u, 0) de�nido em u > 0. Além disso, a 
urva w− log(z) = 0 é

apli
ada na reta v = 0;
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(iii) A mudança de variáveis dada por (u, v) = (z, ξ log(z)−arctan(w)) 
onjuga o sistema

(z′, w′) = (z, ξ(1 + w2)) de�nido em z > 0 
om (u′, v′) = (u, 0) de�nido em u > 0.

Além disso, a 
urva w − tan(log(zξ)) = 0 é apli
ada na reta v = 0.

O próximo resultado forne
e uma extensão do teorema de Rolle para 
urvas que in-

ter
eptam uma órbita de um 
ampo vetorial no plano e que será de grande utilidade a

seguir.

Teorema 4.2.1. Seja F um 
ampo vetorial planar de 
lasse C1
sem singularidades em

uma região aberta Ω ⊂ R
2
. Se uma 
urva ζ ⊂ Ω de 
lasse C1

inter
epta uma 
urva

integral de F em dois pontos então, entre esses dois pontos, existe um ponto de tangên
ia

entre ζ e F . Veja Figura 4.12.

Demonstração: A demonstração deste resultado pode ser en
ontrada em [8℄.
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Figura 4.12: Teorema de Rolle para 
urvas integrais.

As próximas proposições tem a �nalidade de provar a uni
idade de 
i
los limites para

o 
ampo vetorial (4.3) per
orrendo os diferentes retratos de fase que o 
ampo vetorial

pode apresentar.

Proposição 4.2.4. O 
ampo de vetores (4.3) 
om µ+
2 > 0, µ+

1 = 1, µ−
1 = −1 e µ−

0 = 1,

ou seja,

X (x, y) =





(µ+
0 + x+ µ+

2 y, x), y ≥ 0;

(1− x+ µ−
2 y, x), y ≤ 0,

(4.23)

tem no máximo um 
i
lo limite quando µ+
0 < 0 e não possui 
i
los limites quando µ+

0 = 0.

Demonstração: Considere µ+
2 > 0. Pelo Lema 4.2.1 vimos que a singularidade de X+

é

do tipo sela. Portanto, quando µ+
0 = 0, o 
ampo vetorial em Σ+

tem duas retas invariantes

passando pela origem, a qual é singularidade. Portanto, não existem 
i
los limites.
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Considere agora µ+
0 < 0. Utilizando a notação do Lema 4.2.1 os diferentes 
asos a

serem estudados serão 
lassi�
ados 
omo (S, S), (S,DI), (S,N), (S,ND), (S, F ), que


orrespondem aos diferentes retratos de fase (sela, dobra invisível, nó, nó degenerado e

fo
o) do 
ampo vetorial X = (X+, X−).

Considere o 
aso sela-sela, ou seja, (S, S). Logo, temos que µ−
2 > 0. Utilizando o PVF

(4.17) e o Lema 4.2.1, para y > 0, fazendo o inverso da mudança de variáveis (4.18)

obtemos

x0 = 2µ+
0

−1 + s+ − 2s+z + (1 + s+)zw

(1− (s+)2)(1− zw)
;

x1 = 2µ+
0

−1− s+ + 2s+w + (1− s+)zw

(1− (s+)2)(1− zw)
,

(4.24)


om s+ =
√
1 + 4µ+

2 . Observe que (4.24) está bem de�nida, visto que s+ > 1 e z, w ∈
(0, 1). Pelo Lema 4.2.1(i), podemos es
rever a solução que vai de (x0, 0) até (x1, 0) através

do �uxo de X+

omo w = zα, em que α = (s+ − 1)/(s+ + 1) ∈ (0, 1). Portanto, podemos

de�nir em S = (0, 1)× (0, 1) a função

f : S −→ R

(z, w) 7−→ f(z, w) = w − zα

e a 
urva Cf = {f(z, w) = 0} asso
iada a apli
ação de transição em Σ+
.

Para o 
ampo vetorialX−
em Σ−

, fazendo a mudança de variáveis (x, y, t) 7−→ (x,−y,−t),
podemos utilizar novamente o Lema 4.2.1 
om µ0 := −µ−

0 = −1 e µ2 := µ−
2 . Assim,

podemos es
rever a solução que vai de (x1, 0) para (x0, 0) através do �uxo de X−

omo

W = Zβ
em que

Z =
2 + x0(−1− s−)

2 + x1(−1− s−)
;

W =
2 + x1(s

− − 1)

2 + x0(s− − 1)
,

(4.25)


om s− =
√
1 + 4µ−

2 e β = (s− − 1)/(s− + 1).

Note que existem números zβ e wβ tais que a apli
ação de transição inferior, isto é, em

Σ−
, pode ser es
rita 
omo a 
urva CF = {F (z, w) = 0} em que

F (z, w) =W (z, w)− Z(z, w)β
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está bem de�nida no quadrado aberto S̃ = (zβ , 1)× (wβ, 1).

Observe que, sob as hipóteses da Proposição, de (4.24) e (4.25) os 
i
los limites de (4.23)


orrespondem às interseções das 
urvas Cf e CF . Por (4.18), (4.24) e (4.25) quando

z → 1− temos que w → 1−, x0 → 0− e x1 → 0+. Consequentemente, Z → 1 e W → 1.

Portanto (1, 1) é um ponto de interseção das 
urvas Cf e CF . Mostremos, por 
ontradição,

que existe no máximo um ponto de interseção entre as 
urvas Cf e CF no aberto S ∩
S̃. Primeiramente, provaremos o resultado quando existem dois pontos de interseção

transversais e posteriormente, quando existirem dois pontos de tangên
ias.

Suponha que existem dois pontos de interseção transversais ι1 e ι2 entre as 
urvas Cf e

CF em S ∩ S̃. Pela Proposição 4.2.3 e Teorema 4.2.1 existem dois pontos de tangên
ia ι3

e ι4 em S tais que são soluções do sistema





F (z, w) = 0;

G(z, w) = 0,
(4.26)

em que

G(z, w) = (∇F (z, w) · (z, αw))
∣∣
{F (z,w)=0}

(4.27)

Em parti
ular, ι3 e ι4 estão nos ar
os de CF de�nidos por ι1 e ι2, e ι2 e (1, 1), respe
tiva-

mente. Veja Figura 4.13.

PSfrag repla
ements

1

1

Cf

CF

ι1

ι2

ι3

ι4

Figura 4.13: Curvas Cf e CF 
om dois pontos de interseção em S.
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Observe que a função G, dada em (4.27), pode ser es
rita 
omo

G(z, w) =

(
∂W

∂z
− β

W

Z

∂Z

∂z

)
z +

(
∂W

∂w
− β

W

Z

∂Z

∂w

)
αw.

Seja δ = (1 − β − µ+
0 β + µ+

0 αβ)(−1 + β − µ+
0 + µ+

0 α) um número real. Se δ = 0 então

G(z, w) = 0 e assim o 
ampo vetorial (4.3) tem um 
entro na origem. Caso 
ontrário,

obtemos G(z, w) = f1(z, w)f2(z, w) em que

f1(z, w) = α2(β + 1)(α+ 1)βδ
x0x1x̂

2
0

ZẐ2Ŵ 2
;

f2(z, w) = (1− z)2w + λz(1 − w)2,

(4.28)


om λ = (−α + αβ + µ+
0 − µ+

0 α)(−α + αβ − µ+
0 β + µ+

0 αβ)α
−2δ−1

e 
om x̂0, Ẑ e Ŵ re-

presentando os denominadores de x0, Z e W , respe
tivamente, nessas novas 
oordenadas.

Tais expressões são dadas expli
itamente por:

x̂0 = α(−1 + wz);

Ẑ = (−1 + wz)α(−1 + β) + (−1 + α)(1 + w(−1 + (−1 + z)α))µ+
0 ;

Ŵ = (−1 + wz)α(−1 + β) + (−1 + α)(z(−1 + w − α) + α)βµ+
0 .

Como tais denominadores estão bem de�nidos, visto (4.25) e os intervalos de de�nição de

x0 e x1 dados pelo Lema 4.2.1, então temos que as funções f1 e f2 estão bem de�nidas

em S ∩ S̃. Além disso, note que f2 é uma função polinomial e portanto está bem de�nida

em todo o plano.

Dessa forma, 
omo a função f1 não se anula em S ∩ S̃ temos que as soluções do sistema

(4.26) 
oin
idem 
om as soluções do sistema





F (z, w) = 0;

f2(z, w) = 0,
(4.29)

Deste modo, os pontos (0, 0), ι3, ι4 e (1, 1) estão na 
urva Cf2 = {f2(z, w) = 0}. Veja

Figura 4.14.



94
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Figura 4.14: Curvas Cf , CF e Cf2.

Isto impli
a que existe ι5 ∈ Cf ∩Cf2 . Utilizando novamente o Teorema 4.2.1 existem dois

pontos de tangên
ia ι6 e ι7 em Cf2 tais que são soluções do sistema





f2(z, w) = 0;

f3(z, w) = 0,
(4.30)

em que

f3(z, w) = (∇f2(z, w) · (z, αw))
∣∣
{f2(z,w)=0}

= λ(2α + 1)zw2 + (α + 2)z2w − 2(λ+ 1)(α+ 1)zw + λz + αw.

Dessa forma, a solução do sistema (4.30) pode ser vista 
omo a interseção das 
urvas

algébri
as Cf2 e Cf3 = {f3(z, w) = 0}, as quais estão bem de�nidas S. Ou seja, temos

que as soluções do sistema (4.26) são equivalentes as soluções do sistema (4.30). Temos

que o sistema (4.30) é equivalente ao sistema





w2 + 2(2+(α2+1)λ)
λ(α2−1)

w + 1 = 0;

z + αλw + (α−1)(αλ−1)
α+1

= 0,

o qual possui no máximo uma solução em S e, portanto, 
ontradiz a existên
ia de dois

pontos de interseção em {Cf ∩ CF}.
Quando os pontos de interseção ι1 e ι2 de CF e Cf são tangentes e possuem multipli
idade

ímpar a prova feita para o 
aso transversal também é válida. Se existem dois diferentes
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pontos de interseção tangentes, 
om z ∈ (0, 1), e multipli
idade par, os 
orrespondentes

pontos ι1, ι2, ι3 e ι5 
oin
idem e, 
onsequentemente, o ponto de tangên
ia ι5 perten
e as


urvas CF , Cf e Cf2 , o que 
ontradiz o fato que as 
urvas Cf2 e Cf3 tenham não mais que

um ponto de interseção em S. Assim, o 
aso (S, S) está provado.

A prova da uni
idade de 
i
los limites para os 
asos restantes segue de maneira análoga

ao 
aso (S, S). A 
urva CF será de�nida pela 
orrespondente equação (4.25) de a
ordo


om os 
asos do Lema 4.2.1. Consequentemente, o domínio S̃ varia. As expressões para

f1, λ e δ também variam para os 
asos (S,DI), (S,ND), (S, F ) e são dados na Tabela

4.1.

f1(z, w) λ δ

DI (α + 1)α2δ
x0x1x̂2

0

ZẐ2Ŵ 2

µ+

0
(α−1)+α

αδ
µ+
0 (α− 1)− 1

ND (α + 1)α2δ2
x0x1x̂2

0

Ŵ 2

(µ+

0
(α−1)+2α)2

α2δ2
µ+
0 (α− 1)− 2

F −(α + 1)α2δ(s̃2 + 1)s̃
x0x1x̂2

0

Ŵ 2

4(1−α2)(µ+

0
+1)−δ

α2δ
(µ+

0 (α− 1)− 2)2

+s̃(α− 1)2(µ+
0 )

2

Tabela 4.1: Tabela 
om expressões de f1, λ e δ.

Em todos os 
asos, os denominadores não se anulam, visto os intervalos de de�nição dados

pelo Lema 4.2.1. �

Proposição 4.2.5. O 
ampo de vetores (4.3) 
om µ+
1 = 1, µ−

1 = −1, µ−
0 = 1 e 
om

−1
4
< µ+

2 < 0 tem no máximo um 
i
lo limite quando µ+
0 < 0 e não possui 
i
los limites

quando µ+
0 = 0.

Demonstração: A prova é equivalente à prova da Proposição 4.2.4, visto que as expres-

sões para x0 e x1 dadas pelo Lema 4.2.1 nos 
asos (i) e (iii) são exatamente as mesmas.

Neste 
aso, a região S é dada por S = (0, 1)× (1,∞). �

Proposição 4.2.6. O 
ampo de vetores (4.3) 
om µ+
1 = 1, µ−

1 = −1, µ−
0 = 1 e µ+

2 = 0

tem no máximo um 
i
lo limite quando µ+
0 < 0 e não possui 
i
los limites quando µ+

0 = 0.

Demonstração: Pelo Lema 4.2.1, quando µ+
0 = 0, o 
ampo vetorial em Σ+

tem uma reta

invariante passando pela origem. Portanto, não existem 
i
los limites.
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Considere agora µ+
0 < 0. Utilizando a notação do Lema 4.2.1 os diferentes 
asos a serem

estudados são (DI,DI), (DI,ND), (DI, F ), visto que os 
asos (DI, S) e (DI,N) são

equivalentes aos 
asos (S,DI) e (N,DI), respe
tivamente, os quais já foram estudados

nas Proposições 4.2.4 e 4.2.5.

As novas expressões para as 
urvas Cf e CF são forne
idas novamente pelo Lema 4.2.1.

Neste 
aso, temos que S = (0, 1)× (−∞, 0). De a
ordo 
om a Proposição 4.2.3 e 
om o

Teorema 4.2.1, o análogo do sistema (4.26) se es
reve 
omo





F (z, w) = 0;

G(z, w) = 0,
(4.31)

em que

G(z, w) = ∇F (z, w) · (z, 1). (4.32)

Novamente, podemos es
rever G(z, w) = f1(z, w)f2(z, w) em que f1 6= 0 e as expressões

para f1, f2, λ e δ são dadas na Tabela 4.2.

f1(z, w) f2(z, w) λ δ

DI −(µ+
0 + 1)

x0x1x̂2
0

ZẐ2
1

ND δ2
x0x1x̂2

0

Ŵ 2
(z − 1)2 + λzw2 − (µ+

0
)2

δ2
µ+
0 + 2

F −δs̃(s̃2 + 1)
x0x1x̂2

0

Ŵ 2
(z − 1)2 + λzw2 − (µ+

0
)2(s̃2+1)

δ
(µ+

0 )
2s̃2 + (µ+

0 + 2)2

Tabela 4.2: Tabela 
om expressões para f1, f2, λ e δ.

Deste modo, a prova de que (4.31) tem uma úni
a solução para z ∈ (0, 1) segue de modo

análogo ao feito na Proposição 4.2.4 para a equivalente equação (4.30), em que

f3(z, w) = (∇f2(z, w) · (z, 1))
∣∣
{f2(z,w)=0}

e as 
urvas Cf2 e Cf3 estão bem de�nidas S. Como a região S é não 
ompa
ta, podemos


onsiderar o problema no dis
o de Poin
aré. �

Proposição 4.2.7. O 
ampo de vetores (4.3) 
om µ+
1 = 1, µ−

1 = −1, µ−
0 = 1 e µ+

2 = −1
4

tem no máximo um 
i
lo limite quando µ+
0 < 0 e não possui 
i
los limites quando µ+

0 = 0.
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Demonstração: Pelo Lema 4.2.1, quando µ+
0 = 0, o 
ampo vetorial em Σ+

tem uma reta

invariante passando pela origem. Portanto, não existem 
i
los limites.

Considere agora µ+
0 < 0. Utilizando a notação do Lema 4.2.1 os diferentes 
asos a serem

estudados são (ND,ND), (ND,F ), visto que os 
asos (ND, S), (ND,DI) e (ND,N)

são equivalentes aos 
asos (S,ND), (DI,ND) e (N,ND) respe
tivamente, os quais já

foram estudados nas Proposições 4.2.4, 4.2.5 e 4.2.6.

O Lema 4.2.1 forne
e as novas expressões para as 
urvas Cf e CF . Neste 
aso, temos que

S = (0, 1)× (−∞, 0). De a
ordo 
om a Proposição 4.2.3 e 
om o Teorema 4.2.1, o análogo

do sistema (4.26) se es
reve 
omo





F (z, w) = 0;

G(z, w) = 0,
(4.33)

em que

G(z, w) = ∇F (z, w) · (z, 1). (4.34)

Novamente, podemos es
rever G(z, w) = f1(z, w)f2(z, w) em que f1 6= 0 e, neste 
aso,

f2(z, w) = (z + 1)w + λ(z − 1).

As expressões para f1, λ e δ são dadas na Tabela 4.3.

f1(z, w) λ δ

ND −δ2 z(1−z)x0x1x̂2
0

4Ŵ 2
−2µ+

0

δ
µ+
0 + 1

F δs̃(s̃2 + 1)
z(1−z)x0x1x̂2

0

4Ŵ 2
−2µ+

0
(µ+

0
(s̃2+1)+1)

δ
(µ+

0 )
2s̃2 + (µ+

0 + 1)2

Tabela 4.3: Expressões para f1, λ e δ.

Deste modo, a prova de que (4.33) tem uma úni
a solução, para z ∈ (0, 1), segue de modo

análogo ao feito na Proposição 4.2.4 para a equivalente equação (4.30), em que

f3(z, w) = (∇f2(z, w) · (z, 1))
∣∣
{f2(z,w)=0}

.

e as 
urvas Cf2 e Cf3 estão bem de�nidas S. �
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Proposição 4.2.8. O 
ampo de vetores (4.3) 
om µ+
1 = 1, µ−

1 = −1, µ−
0 = 1, µ+

2 < −1
4

e µ+
0 ≤ 0 tem no máximo um 
i
lo limite.

Demonstração: Os 
asos (F, S), (F,DI), (F,N) e (F,ND) foram estudados nas Propo-

sições 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6 e 4.2.7. O úni
o 
aso restante é o 
aso fo
o-fo
o, isto é, (F, F ), o

qual já foi estudado em [11℄ para µ+
0 < 0 e em [6℄ para µ+

0 = 0. �

O ponto 
have das demonstrações das Proposições anteriores é que as expressões para

z e w 
omo função de x0 e x1, dadas pelo Lema 4.2.1, são birra
ionais para todos os 
asos,

ex
eto quando o ponto singular é do tipo fo
o, isto é, o 
aso (v) do Lema 4.2.1. Por esse

motivo, a abordagem feita nos outros 
asos não fun
iona no 
aso (F, F ).

A partir das proposições anteriores, podemos 
on
luir o resultado seguinte, que trata

da uni
idade de 
i
los limites em 
ampos vetoriais lineares 
om uma Σ-singularidade

monodr�mi
a.

Teorema 4.2.2. O 
ampo vetorial (4.3) 
om uma Σ�singularidade monodr�mi
a não

possui 
i
los limites quando µ+
1 µ

−
1 ≥ 0 e tem no máximo um 
i
lo limite quando µ+

1 µ
−
1 < 0.

Além disso, existem uma es
olha de parâmetros para a qual o 
i
lo limite existe.

Demonstração: A primeira a�rmação segue das 
ondições ne
essárias à existên
ia de


i
los limites obtidas na Proposição 4.2.1. A es
olha de parâmetros segue do Corolário

4.1.1 e a uni
idade, das Proposições 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 e 4.2.8. �

As Proposições 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 e 4.2.8 ainda 
are
em de algum es
lare
imento


om respeito a interseção dos domínios de de�nição das 
urvas Cf e CF .



Con
lusões

Neste trabalho estudamos os 
ampos vetoriais des
ontínuos, isto é, os 
ampos vetoriais

suaves por partes. Em parti
ular, baseamos nosso estudo em 
ampos vetoriais suaves por

partes planares 
om duas zonas. O iní
io deste trabalho foi dedi
ado a dar uma de�nição

do que vem a ser tais 
ampos, suas órbitas e alguns exemplos.

Posteriormente partimos a de�nição de um objeto que foi indispensável neste trabalho,

a apli
ação de transição e apli
ação de Poin
aré, tanto num 
ontexto de 
ampos vetoriais

suaves quanto no 
ontexto dos 
ampos vetoriais des
ontínuos.

Seguidamente, apresentamos um método bastante útil, o método da regularização, que

permite rela
ionar 
ampos vetoriais suaves 
om 
ampos vetoriais des
ontínuos e estudar

suas propriedades e dinâmi
as.

Finalmente, apresentamos um tema que vem sendo muito abordado atualmente e é

objeto de interesse de diversos pesquisadores, o estudo sobre uni
idade de 
i
los limites,

espe
ialmente em 
ampos vetoriais des
ontínuos. Mostramos que, sob 
ertas hipóteses,

temos uni
idade de 
i
los limites em 
ampos vetoriais des
ontínuos lineares.

Como sugestão de trabalhos futuros existem diversos tópi
os ainda em aberto sobre

o estudo de tais sistemas. Podemos pensar na uni
idade de 
i
los limites para 
ampos

vetoriais lineares mais gerais ou outras 
lasses.

Quanto ao método da regularização podemos pensar sobre o surgimento de singulari-

dades na regularização um 
ampo vetorial des
ontínuo 
om dobras invisíveis em ambos

os lados da 
urva de separação.
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