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“Suba o primeiro degrau com fé. Nao
€ necessdario que vocé veja toda a

escada. Apenas de o primeiro passo.”

(Martin Luther King)



Resumo

O objetivo desta dissertagao é estudar, do ponto de vista linear, certos tipos de subespa-
os isotropicos maximais de (n 4 1)-formas. Estes sao fundamentais tanto na teoria das
formas simpléticas quanto na teoria das formas multissimpléticas. Iniciaremos estudando
algumas propriedades e definicoes da Algebra Simplética, seguido de algumas caracte-
risticas bésicas dos subespacgos lagrangeanos. Em seguida estenderemos a nocao de tais
subespagos para o contexto de (n + 1)-formas, que chamaremos de subespagos multila-
grangeanos. Estes sao caracterizados por serem maximais isotrépicos e por terem uma
dimensao também maximal. Com isto é possivel mostrar a decomposicao direta do espaco
vetorial em dois subespacos, sendo um isotroépico e o outro n-isotrépico, o que é uma ex-
tensao imediata da polarizacao de um espaco simplético em dois subespacos lagrangeanos.
Por fim, enfraquecemos a hipotese de sua dimensao maximal e a trocamos pela nogao de
decomposibilidade. Esta é mais geral que a anterior, mas ainda assim suficientemente
restritiva para que garanta uma decomposicao direta do espaco em uma parte isotropica

e outra n-isotropica.

Palavras—chave: Subespaco maximal isotropico, Subespaco Multilagrangeano, Subes-

paco Decomponivel.
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Abstract

The aim of this dissertation is to study, from de linear point of view, some types of
maximal isotropic subspaces of (n + 1)-forms. Theses are important in the theory of
sympletic forms just as in the theory of multisympletic ones. We begin with studing some
proprieties and definitions of the sympletic algebra, followed by basic characteristics of
lagrangean subspaces. After that, we extend the notion of such subspace to the context
of (n + 1)-forms, which we call multilagrangean subspaces. Theses are maximal isotropic
and have a dimension that turns out to be also maximal. It is possible to show a direct
decomposition of the vector space in two subspaces, one isotropic and other n-isotropic,
which is an extention of the polarization in sympletic spaces by two lagrangean subspaces.
Finally, we weaken the hypothesis of maximal dimension and change it by the notion of
decomposibility. This is more comprehensive than the former, but it is still restrictive
in order to ensure the direct decomposition of the vector space in one isotropic part and

another n-isotropic one.

Keywords: Maximal isotropic subspace, multilagrangean subspace, Decomposible subs-

pace.
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Capitulo 1

Introducao

Ha muito tempo o formalismo hamiltoniano na fisica tem servido como fonte de inspira-
¢ao para a defini¢ao e investigagao de importantes estruturas geométricas na matematica.
Este é o caso da geometria simplética, que aparece naturalmente no estudo da mecanica
classica, em dimensao finita, e estabelece uma relagao geométrica com as equacoes de
Hamilton. O teorema central que garante esta conexao é o teorema de Darboux: local-
mente existem coordenadas para as quais a forma simplética, e portanto as equagoes de

movimento, tomam sua forma canonica.

No entanto, quando passamos da mecanica para a teoria dos campos, i.e., de um
sistema de EDQO’s para um sistema de EDP’s, surgem novas e diferentes estruturas geo-
métricas denominadas de “polissimpléticas” ou “multissimpléticas” (veja [?, 3]). Da mesma
maneira, um teorema de Darboux é apresentado tal que nessas coordenadas candnicas as
equagoes da dinamica dos campos classicos, chamada de equacoes de de Donder—Weyl

[6, 1], assumem sua forma canoénica [4].

O objetivo deste trabalho é estudar, do ponto de vista linear, certos tipos de subespacos
isotropicos maximais de (n 4 1)-formas, uma vez que estes sao fundamentais para provar
os teoremas tipo "Darboux" tanto para formas simpléticas quanto multissimpléticas. De

maneira mais precisa, dada uma (n+ 1)-forma w em um espago vetorial W, um subespago



L C W é isotropico maximal relativo a w se

e [ ¢ isotropico, i.e., para quaisquer vetores u,v € L
Lun oW = 0

L, .

e [ ¢ maximal com a propriedade de isotropia acima, i.e., se L' é isotrépico e L C L’

entao L = L.

Para uma forma simplética, ou seja, uma 2-forma nao-degenerada no espago vetorial
W, sabemos que este se decompoe na soma direta de dois subespacos isotropicos maximais
de dimensoes iguais. Ja para (n + 1)-formas, n > 1, a historia é bem mais complicada.
Neste caso, por exemplo, nao existe tal decomposicao de W, exceto no caso trivial da
forma nula. O desejado é que W se decomponha na soma direta de um espago maximal

isotropico L e outro n-isotropico F', i.e., para quaisquer vetores ug, U1, ..., U, € F' temos
w(ug, Uy, uy,) =0

Porém, nao devemos esperar este resultado relativo a uma (n + 1)-forma qualquer, neces-
sitando que mais hipoteses sejam feitas. A seguir ilustramos este fato.

Sejam W, V| T espagos vetoriais de dimensao finita com dim 7" = n e p uma projecao
de W em T, de tal maneira que obtemos a seguinte sequéncia exata:

V—Ww ST (1.1)

Na hipotese de w se anular sempre que contraida com trés vetores em V', se existir um

subespago L C V isotréopico maximal, chamado de multilagrangeano, com

dimL =1+ nN , sendo que dim(V/L)

N,

entao W é escrito como a soma direta de L e um subespaco n-isotrépico F',

W=LaoF |,



enquanto V' ¢é escrito como a soma direta de dois subespacos isotropicos maximais,
V=L&l, , [L=FnV

Como veremos no capitulo 3, este resultado é fundamental na teoria das formas multis-
simpléticas.

Esta dissertacao esta estruturada como segue: no capitulo 2 inserimos a notacao e
os conceitos bésicos que serao utilizados ao longo deste trabalho. Ali é introduzida a
nocao de Algebra Simplética, terminando com o Teorema da representacio de uma forma
simplética em coordenadas candnicas. No capitulo 3 introduzimos o conceito de subespaco
multilagrangeano, generalizando o de subespaco lagrangeano do capitulo 2. Vemos que
esse subespago maximal isotropico é fundamental para a obtengao de uma base candnica
multissimplética, o que é demonstrado posteriormente. No capitulo 4 enfraquecemos a
hipotese de dimensao maximal de um subespaco multilagrageano, substituindo-a pela
nogao de subespaco maximal isotropico e decomponivel. Como veremos, isto nos permite
abandonar a hipotese de dimensao maximal e ainda assim garantir a decomposigao de W
em um parte isotrépica e a outra n-isotréopica. Por ultimo estudamos suas aplicagoes na

existéncia de possiveis "bases candnicas".



Capitulo 2
Algebra Linear Simplética

Este capitulo tem como objetivo principal inserir a notagao e os conceitos basicos que se-
rao utilizados ao longo deste trabalho. Iniciaremos com algumas propriedades e defini¢oes
da Algebra Simplética, seguido de algumas caracteristicas basicas dos subespacos langra-
geanos. Encerraremos com a representagao de uma forma simplética em coordenadas

canonicas.

2.1 Algebra Simplética

Seja {e;} uma base de F com dual {e'}. Dado u € F e o € E* denotamos («, u) como
sendo seu emparelhamento natural. Esta é uma expressao mais natural tendo em vista
a dualidade entre F e E*, uma vez que os espacos vetoriais £** e F sao canonicamente
isomorfos.

Sabemos que todo elemento v € E ¢é escrito da forma
u=1u'e |,
e que para j = 1,2,...,n, os funcionais lineares ¢’ sao definidos por
u— (el u) = ul

Em outras palavras,

(e, ;) = o (2.1)

4



Assim, dado a € E* temos
<O./, U) = a(uiei) = ui<aa 6i> = <a7 ei><ei7 U>
Portanto
a={a,e)e . (2.2)

De maneira analoga podemos escrever
u= (e uye; . (2.3)

Seja L um subespaco de E. Denotamos seu aniquilador por L', que é o subespaco
de E* definido por
Lt ={a € E*:{a,u)=0,YueclL} . (2.4)

Uma propriedade imediata que obtemos a partir desta definicao é a seguinte.
Proposicao 2.1.1. dim £ = dim L + dim L*.

Demonstragao. Assuma que dim L = m. Seja uma base de L dada por {e], e, ....e/ }

e completada como uma base de E por {€],¢€,,...,el ,e1,...,en_m}. Sendo sua base dual

= Emp

dada por {et e, ..., e™ el ... e" ™}, sabemos que {e!, €, ...,e""™} C L. Agora, dado

a € L+ temos
a=aet +ae®+ ...+ ane™ +biet +boe® + .. 4 byt ™

Pela formula (2.2), vale a; = (o, €¢}) =0, ..., ap = (o, €l,) = 0. Logo a esté no subespago
gerado por {e!,e? ....e" ™}, ie., L+ & de fato gerado por estes elementos. Portanto,
dim Lt =n—m =dimF — dim L.

O

Uma forma bilinear em E é uma aplicagao bilinear w : F x F — R. Dizemos que ela

é nao-degenerada se, dado u € E, u # 0, existe v € E com

w(u,v) #0

Seguem algumas defini¢coes que serao utilizadas ao longo do texto:



(a) Dado {e;} base de E com dual {e'}, definindo w;; = w(e;,e;), obtemos sua repre-

sentagao nestas coordenadas:
w=wje e . (2.5)
(b) A transposta de w é a forma bilinear w' definida por
w'(ei,ej) = wlej,e) . (2.6)

(c) Dizemos que w é simétrica se w' = w. Se w' = —w, ela é dita ser anti-simétrica.
(d) A aplicacdo linear w’ : £ — E* ¢ definida por
W (u) v = <wb(u),v> =w(u,v) ,

onde u,v € E. Note que a matriz de «’ relativa as bases {e;} e {¢/} ¢ exatamente
(wij), isto é,
W (e;) = wijed (2.7)
Proposicao 2.1.2. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) w € nao-degenerada;
(i) W’ E — E* ¢ um isomorfismo;
(1it) A matriz (w;;) € nao singular;
(iv) W' é nao-degenerada.
Demonstragao. (i) = (ii): Se w é nao-degenerada, pela defini¢ao, dado e; € E, com
e1 # 0, existe e; € E com w(ep,e;) # 0, o que implica que kerw’ = {0}. Do fato de
dim E = dim E* segue que w’ ¢ bijetora, ou seja, um isomorfismo.
(ii) <= (iii): De fato, pois a matriz (w;;) representa w” em coordenadas.
(1i1) = (iv): Por hipotese a matriz (w;;) € nao singular, entao em coordenadas, isto decorre

de

wfj = Wt(ez‘, ej) = wlej, ;) = wji



Logo, temos que a matriz (wj;) ¢ ndo singular. Portanto, w' é nao-degenerada.
(iv) = (i): De fato, pela definigao temos que se w' é nao-degenerada, entao dado e; € E,
e1 # 0, existe ea € E com w'(ey,e5) # 0. Mas sabemos que w'(ey,es) = w(eg, e1) # 0.

Portanto, w ¢ nao-degenerada. O]

Definicao 2.1.1. Denotamos /\2 E* como o conjunto das formas bilineares anti-simétricas
em E. Dizemos que w € /\2 E* € uma forma sitmplética se for nao-degenerada. O par

(E,w) € denominado Espag¢o Vetorial Simplético.

2.2 Forma Simplética Canonica

Seja L um espaco vetorial e L* seu dual de dimensao finita dim L = dim L* = n. Defina

0 novo espaco vetorial F por

E=LaL . (2.8)

Assim L é um subespaco de F e L* um subespaco complementar a L em E. O par

(v,a) € E é formado por v € L e a € L*.

Definicao 2.2.1. A fung¢ao wy: E x E — R definida por

WO(U+Q7U+B) - <Oz,1}> - <B7u> )

onde (-,-) € o pareamento em L & L*. Dizemos que wy € uma forma simplética em E,

denominada a forma simplética canénica em E.
Proposicao 2.2.1. Provemos que wy como dada acima € realmente uma forma simplética.

Demonstracao. Para tanto, precisamos mostrar que wy € bilinear, anti-simétrica e nao-

degenerada.

® wy € anti-simétrica:

De fato, temos por definicao que

WO(u+a7U+5) = (a,v> - <B,U>



Se trocarmos as posigoes dos vetores (u,a) e (v, 3) obtemos
wo(v + B, u+a) = (B,u) — (a,v)
Logo, wo(u + a,v + ) = —wo(v + B, u + «) e, portanto, wy é anti-simétrica.
e g ¢ bilinear:
De fato, sejam u,u',v,v' € L e a,a’, 3,5 € L*. Assim,

wolu+u' +a+ad v+ p) =

{
(

= (a,v) +({a,v) = {B,u) — (B,v)
(o, v) = (B, u) + (o, v) — (B, 0)

= wo(u+a,v+ ) +wo(u' + o', v+ ).

woAMu+ a),v+ ) = wo((Au+ Aa),v + f)
= A{a,0) = {B,u))
= Awo(u+a,v+f).
Portanto, temos que wy é bilinear.

® Wy ¢ nao-degenerada:

De fato, dado (u+ «) € E' com (u + «) # 0, existe (v + 5) € E tal que

wolu + o, v+ B) = (a,0) — (B,u) #0

Se ocorrer a # 0, tomemos v € L de modo que (a,v) # 0 e § = 0. De maneira
analoga, se ocorrer u # 0, basta tomar § € L* tal que (f,u) # 0 e v = 0. Assim

mostramos que wy é nao-degenerada.
m
Para um melhor entendimento no que se segue, denotaremos v+« € Ecom v € L e

« € L* por (v, ). Tome uma base qualquer de L dada por {ey, es, ..., €,} e sua respectiva

dual em L* dada por {e!, €2, ..., €"}. Assim, construimos uma base de F

{(61,0), (€2,0), ..., (en,0),(0,e"),(0,e?), ...,(O,e")}



Por outro lado, a base dual de E* é

{(61,0), (€%,0), ..., (€",0),(0,e1),(0,e5), ...,(O,en)}
Para simplificar a notagao, reescrevemos
( é = (e;,0)
i =(0,¢")
= (¢',0)
= (0,€).

\
Assim, a base de E e sua respectiva dual em E* ficam na forma

{éb é27 ceey énv f17 f27 ) fn}
{él, &, ., & fi, Far o fn}.

As componentes de wy relativo a base acima:

vy = @) = wl(e0), (¢,,0)) = 0.

&= w(FE) = w o((0,€), (66, 0)) = (& 0) = /.
&= w(@ ) = e = -3

W= w(F, ) = wnl(0,69), (0,¢9)) = 0.

Para todo u € E escrevemos u = u'e; + ujfj ev =1v'e + vjfj. Da bilinearidade de wy,
obtemos:

wo(u,v) = u'v? wy(€;,€;) + uvy wol(€, f7) +uv’ wo(f7, &) + wwy wo(f', f7)
= w! Wt @ 4wt @ 4wy wi
= uivj aNuf + ujvi ch
= (uv" — u'v;)@]
= (uv’ — u'v;)o!

= u vt — u'v;.

Por outro lado, definimos o produto exterior de a e 5 em E* por aanf3 € /\2 E* com

(anf)(u,v) =
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Assim temos B N
filw)  fi(v)
e(u) €(v)

Portanto, obtemos a forma simplética canonica em coordenadas candnicas:

= (uv" — u'v;).

(fine)(u,0) =

wo=find . (2.9)

2.3 Subespacos Lagrangeano

Queremos mostrar que, em certo sentido, toda forma simplética é como a forma simplética
candnica. Para tanto comecamos com o estudo de alguns subespacos de espagos vetoriais

simpléticos.

Definicao 2.3.1. Sejam w € /\2 E* simplética e L C E subespaco. O w-complemento

ortogonal de L ¢ o subespaco definido por
LY ={e; € E:w(ej,e0) =0,Vey € L} . (2.10)
Dizemos
(i) L € isotropico se L C L¥, isto €, w(ey, ez) = 0 para todo ey, es € L.

(i) L ¢é lagrangeano se L € isotropico e tem um complemento isotrdpico, isto é,

E=L® L, quando L' € isotrépico.
(i1i) L € simplético se w restrito a L x L' é nao-degenerada.
A partir dessas defini¢bes vejamos algumas propriedades importantes.
Proposicao 2.3.1. Sejam w € /\2 E* simplético e L, G C E subespagos, entao
(i) L C G implica G¥ C L*.
(i) L*NGY = (L+ G)*.

(iii) L = (L*)~.
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(iv) (LNG)* = L* + G~.

Demonstracao. (i) Seja e; € G¥. Entao w(ey,e) = 0, Ve € G. Isto implica que w(ey, ep)
=0,V ey € L. Portanto, e; € L”.

(11) Como L e G sao subespagos de L + G, por (i) temos
LCL+G = (L+G)~CL”

GCL+G = (L+G) CG”
Logo, (L+ G)¥ C LY N G“.
Por outro lado, sabemos que se ¢y € L“ e ¢y € G¥, entao

ep € LY = w(ep,e1) =0,Ve €L

e € GY = w(eg,e2) =0,V ey € G

Vamos mostrar que ey € (L + G)¥. De fato, seja v € L + G, temos que v é da forma

v=v1+vyondevy € Levy € Ge
w(eo,v) = w(eg,v1 + v2) = w(eg, v1) + w(eg, v2) =0

Portanto, ey € (L + G)¥. Assim LY N G¥ C (L + G)“. Concluimos entao que L* N G¥ =
(L+G)~.

(i1i) L C (L¥)“: Sabemos que dado ey € L teremos
w(ep,e) =0 V ee L¥

Chamemos L¥ de F. Temos entdao que V e € F, w(eg,e) = 0. Pela defini¢ao, temos que
ep € F*. Desta forma, ey € (L*)“ e portanto L C (L¥)¥.

(L)Y C L: Seja ey € (L)%, i.e., w(ep,e;) = 0 para todo e; € L“, por outro lado, se
e; € L¥ pela defini¢ao, w(ey,ep) = 0V ey € L. Portanto, (L) C L.

(iv) Note que utilizando os itens (ii) e (iii) obtemos

(LNG)* = (L) N (G9)) = ((L¥ + G*)*) = [¥ + G~.
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Teorema 2.3.1. Seja w € /\2 E* simplética. Dado um subespaco L' C E isotrdpico
relativo a w, existe um subespaco Lagrangeano L tal que L' C L. Ainda, sdo equivalentes

as afirmacgoes:
(i) L é Lagrangeano.
(ii) L = L~.
(i4i) L € isotrépico e w’(L) = L*.
(iv) L € isotropico e dim L = £ dim E.

Demonstracao. (i) = (ii): De fato, temos que se L é Lagrangeano, entdo pela definigao
L é isotropico e portanto L C L“. Basta mostrar que L¥ C L. Se e € L¥ e escrevemos
e =¢y+e,ondeeg € Lee €L el édada pela Definicao 2.3.1. Mostremos que e;
= 0. Com efeito, como L’ é isotrépico, entao L' C L'“ e portanto e¢; € L™ e de maneira
similar obtemos e; = e — ey € LY, pois eg € L C L¥. Assime; € L N LY = (L' + L)¥ =
(E)“ = {0}, pois w é nao-degenerada.
(i) = (iii): Temos que L = L. Primeiramente vamos mostrar que w’ C L*. De fato,
se a € W (L), entdo existe e € L, tal que w(e,.) = a. Portanto Ve, € L, 0 = w(e,e;) =
aler), isto &, a € L*.
Reciprocamente, se o € L+ C E*, entdo existe e € E tal que w’(e) = w(e,.) = a, ja que
w’ é bijetivo. Como a € L* temos que ¥V e; € L, 0 = a(e;) = w(e, e1), o que implica que
eec ¥ =1L.
(i1i) = (iv): Sabemos que L é isotropico por hipotese. Por outro lado sabemos que
w(L) = L%

dimw’ (L) = dim L* |

dim L = dim L+

Sabemos que

dmFE =dim L + dim L+ = 2dim L

Portanto, dim L = % dim F.

(iv) = (i): De fato, temos por hipotese que L é isotropico e %dimE = dim L, sabemos
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pela Proposicao 2.1.1 que dim £ = dim L + dim L™, logo temos que dim E = 2dim L, ou
seja, dim L = dim L*. Como L é isotrépico, entdao sabemos que L C L“ o que implica

b

que w’(L) C L*, como w’ é um isomorfismo, temos que dimw’ = dim L = dim L*,

portanto temos w’(L) = L*. Vamos mostrar que todo subespaco isotrépico esta contido
num subespago Lagrangeano. De fato, seja L' um subespago isotropico de E. Se L' = L¥,
temos que L é Lagrangeano e a prova termina. Se L C L¥, sabemos que existe um vetor
nao nulo eg € L¥ tal que ey ¢ L. Seja (eg) = F, temos que F' é isotropico pela definigdo

de w, assim F' C F“ e sabemos que F' C L* portanto
FcLNnF“ . (2.11)

Mas, como F' C L¥ pela Proposigao 2.3.1 itens (i) e (iii) temos que L C F“ e temos por

hipotese que L é isotrépico, assim obtemos
LCLYNFY . (2.12)
Temos das expressoes (2.11) e (2.12) que
L+FCL“NFY=(L+F)"~

Portanto, temos que L + F' é isotrépico. A prova continua por inducao até construir um

subespago Lagrangeano contendo L. O]

Teorema 2.3.2. Se w € /\2 W= for simplética entao existe uma base de W,

N
{617€2a--'7€N7f17f27"'>f } 3

com dual
{er,e? ... N fi for o Y
tal que
w=c¢e"nfi
Neste caso, Ly = {e1,eq,...,en) € Lo = (f1, f2,..., fN) sdo subespagos Lagrangeanos e
W =1L & Ly

Em particular, dim W = 2N.
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Demonstracao. Primeiramente escolhemos vetores nao nulos e, f! € W, tais que
w(ey, f1) # 0, o que é possivel se w # 0. Multiplicando e; por um escalar podemos supor,
sem perda de generalidade, que w(ey, f1) = 1.

Considere o plano S gerado por {e1, f1} e seu w-ortogonal S
SY={veW :wwu) =0, VueS}
Note que SN S = {0}. Por outro lado, S + S* = W. De fato, se v € W, entao
v—w(v, fHer +wlv,e)ft € S¥

Portanto S & S“ = W. Podemos entao repetir o processo para S indutivamente.



Capitulo 3
Algebra Multissimplética

Neste capitulo estendemos a nocao de subespaco Lagrangeano para o de Multilagrangeano.
Enquanto o primeiro esta associado com 2-formas, o ultimo é definido relativo a uma n-
forma. Diferentemente do capitulo anterior, vamos trabalhar com sequéncias exatas de
espagos vetoriais e precisamos de hipoteses novas como o de graus superiores de isotropia
desses subespacos e grau de verticalidade da forma. Ao final provamos a decomposi¢ao

do espago vetorial W em dois subespagos, sendo um isotrépico e outro n-isotropico.

3.1 Graus Superiores de Isotropia e Verticalidade

Sejam W espago vetorial, V' C W um subespaco e a projecao canodnica m de W sobre

T = W/V. Obtemos a seguinte sequéncia exata de espagos vetoriais:
00—V —W-"T-—0 . (3.1)

Neste trabalho vamos nos referir a W como o espago total, IV como o espago vertical
e T como o espaco base. Uma k-forma o € A" W* ¢ dita ser no maximo s-vertical com
relacao a m, 0 < s < k — 1, se quando contraida com s + 1 vetores verticais ela se anula,

isto é, para todo vy, vo ..., Vs €V

Z.’U1/\”U2/\.A./\vs+1a =0 . (32)

15
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Denotamos por /\; W* o conjunto das k-formas em W* no maximo s verticais. E facil
k , k
ver que /\, W* é um subespaco de A" W*.
No que se segue, denotamos w por uma (n + 1)-forma no méaximo 2-vertical em W,

ie.,

BRS /\;”1 wW* | onde n=dimT . (3.3)

Definicao 3.1.1. Seja L um subespaco de W e k um niumero inteiro satisfazendo 0 <
kE <n. O k-complemento ortogonal de L em W com relagao a w € o subespaco de W

dado por
Lok = {v € Wliyavn..nvw =0 paratodo vy, vs...,v;;, € L} (3.4)

No caso em que k = 0 temos L“° = kerw. O subespaco L € dito ser, relativamente a w,
(i) k-isotrépico quando L C L“*. Para k =1 dizemos apenas isotrépico;

(i1) k-mazimal isotrdpico se L € k-isotropico e nao é um subespago proprio de outro

subespago L' k-isotrdpico, i.e.,

Lcl = L=1L.

Definimos por contragao com w em W a aplicacao linear
whw W — NS W
W > W .
Utilizando a restricao desta aplicacao linear ao subespaco vertical V', obtemos
wh s Vo— AT W
Vo W .

Definimos o subespaco A" L+ por
N Lt = {a € N'W*/Yvel i,a= 0}
Para qualquer subespaco L de V' denotamos,

Ao L =N L n A\ W+
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Teorema 3.1.1. A partir da defini¢cao acima, podemos concluir que:

e Todo subespaco L de W ¢€ isotropico se, e somente se, vale a inclusao
b norl
wi(L) C N\ L
e FEm particular, o subespaco L C'V € isotropico se, e somente se, vale

wy (L) c A} L*

Demonstragio. Primeiramente vamos mostrar que se L C W & isotrépico entdo wiy, (L) C

/\; L*. De fato, pela definicao de subespaco isotrépico, L C L“, i.e., para todo v, € L
Vg € L iy (W) = Gyypppw =0

Dessa forma, podemos concluir que i,,w € /\y L* e portanto wi, (L) C Ay L*.

Reciprocamente se wiy, (L) € A, L*, temos
Yo, v €L dyw€ Ny LT = dy(iyw)=0

provando que L C W é isotropico.
Para o segundo item, basta observar que, como L C V', quando realizarmos a contragao

de w com um vetor de V' estamos diminuindo um grau de verticalidade, de tal forma que

wi (L) C A} L

3.2 A Forma Multissimplética candnica

Nesta secao analisaremos a forma multissimplética candnica, que é a referéncia funda-
mental deste capitulo. Na préoxima se¢ao iremos dar condigoes sobre certos subespagos
maximais isotropicos que garantam a existéncia de coordenadas canodnicas, como as des-

critas abaixo.
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Sejam Fy espago vetorial de dimensao N +n e Ey C Fj subespago de dimensao N.
Denotando o espago quociente Fy/FEy por T, de modo que dim7T = n, e a proje¢ao

candnica de Fjy em T por 7, obtemos a seguinte sequéncia exata de espacos vetoriais:
0— Ey— Fy—>T-—0 . (3.5)

Definimos

Wy = Fy & Lo Vo=Ey® Ly (3.6)

2 n . P
onde o subespago Lo é dado por A\ Fy, ou seja, o espago das n-formas no maximo 1

verticais em F{j. Obtemos a sequéncia exata
0—Vo— W 25T —0 (3.7)

onde po(u+ @) = 7(u) com u € Fy e a € L.

Definicao 3.2.1. Com Wy e Vi como definidos acima, a forma Multissimplética

canonica é a (n+ 1)-forma em Wy no mdzimo 2-vertical relativo a py dada por

wolvo + oy oy Un+ ) = ao(vy,ve,...,0,) — ay(v, Vg, ..., U,) +

o (D) (vo, v1, 1)

ou, representada na forma de somatorio,

wo(vo + gy vy Uy +ap) = Z(—l)kak(vo,vl,...,f/k...,vn) :
k=0
comv; € Fy ea; € Lo parat1=1,2,3,..., n.

Seja uma base de Fy dadapor { fi1,..., fa,to,..., tn_afcom{fi,..., fv}te{to, ..., tn_1}
bases de Iy e T', respectivamente. Denotamos a base dual de F{j por {fl, o N0 t"fl}.

Dessa forma, as n-formas

eo = AN At e el = fiat,
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formam uma base de Ly, onde f# é definido por

to = iy (08 .. At =ta L oatmt

tro= iy (08 . At = 0838 At

tnor = g, (A oa ") = (1) 0 At TR

n—1

Uma base para V[ e sua respectiva base dual sao dadas por

{fi, ooy InyU{eoel } 3 0y
(' PN yude e s

Podemos denotar as bases de Wy e W por

{f17"'7 fNat07"'7 n— 1}U{60a ‘u,}|i;1(5,21’,2 -1

{flv"'v f , I}U{em u}‘u 0,1,2, n—1

Vamos analisar as componentes de wy na base de W, acima. Primeiramente vamos

analisar os elementos de L.

i
e Para ¢, observe que,

iezwo(m%—al,...,vn—l—an) = wo(ez,vl—l—al,...,vnjLan)
= ez(vl,...,vn)

= fiatu(vr,...,0,)
O que implica que ic; wy = fint, e N" Lg.

e Para eq temos,

leqwo(V1 + a1, ..o 0 + ) = woleo,v1 + Q... Uy + )
= eo(vy,...,0p)
= O oAt o, )

. . _ n L. , .
Assim, temos que igwo = t°A ... at" "t € A" Lg. Portanto, Ly é isotropico.
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Se contrairmos vetores de Fj em wq obtemos

e Para dois vetores f; e fo € Ej obtemos,

w()(fl,fQ, UQ—.—OQ,..., Un+Oén> = 0(f2,’U27’U3,...,Un)—O(fl,Ug,Ug,...,Un)+
Oé?(flaf27v37"'7vn)_a3<f17f2av27"'7vn>

+
R <—1)nOZn(f1,f2,1)2, cee 7Un—2)

n . .
Sabemos que ag, as, ..., a, € Ly = /\1 Fy, logo se contrairmos um dos «a; com dois

vetores de Fj teremos,

Q2<f17f27v3,-..,vn) =0

(_1)nan(f17 f2a Vg2, U3, . .. 7Un—2) =0.

Isto implica que,
wo(f1, f2, v2+ 2,y Up ) =0

Logo, temos que Ej é isotrépico. Desta forma, como sabemos que Vy = Ey @ Ly,

temos que Vj é 2-isotropico.

Como T possui dimensao n, temos que 1" é n-isotropico.

e Se contrairmos n-vetores de 7' e um vetor f; de Fy temos

WO(fiatoatlthw'-;tn—l) = O(to,thtg,...,tn_l)—0<fi7t1,t2,...,tn_1)+
+ o+ O0(=1)"(fi, to, t1,tay . ty2)

= 0
O que implica que o subespago Fy é n-isotropico e Ey = Vo N Fy.
Assim, obtemos a forma multissimplética canonica dada por

wo=rel n fint, + e ntatat?a . oat" L (3.8)
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3.3 Subespacos Multilagrangeano

Definigao 3.3.1. Sejam W,V e T espagos vetoriais como na sequéncia exata (3.1) com
dimT = n, e seja w uma (n + 1)-forma em W no mdximo 2-vertical com relagio a .

Dizemos que L subespaco de V' é multilagrangeano se ocorre,
Wi (L) = A L (3.9)
Se w € nao-degenerada, dizemos que w € a forma multissimplética.

Teorema 3.3.1. Sejam W,V,T e w nao-degenerada como na definicao acima. Dado
um subespago L de V', denotando N = dim(V/L), entdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
o [ CV é Multilagrangeano;
o LCV éisotropico edim L = Nn + 1.

Demonstracao. Temos por hipotese que L C V é Multilagrangeano, ou seja, w*"/(L) =
A L*+. Por outro lado, pelo Teorema 3.1.1, a inclusdo wi (L) C A L* é valida se, e
somente se, o subespaco L de V' é isotropico. Portanto, L C V' é isotrdpico.

Para calcularmos dim L, basta observar que w*"/ ¢ uma aplicagao linear injetora, portanto

leva base de um espaco vetorial em base do outro, dessa forma,
dim L = dimw}, (L) = dim A} L*

. . n . . .
Assim, podemos mostrar que dim /\] Lt = Nn + 1. Para isso, introduzimos uma base de

W

{607 "‘7el)f17 "'7fN7t07 "')tn—l} )

na qual, {eg, ...,e;} e {f1, ..., [v} formam uma base para L e L', respectivamente, sendo
que este ultimo é complementar a L em V. Por dltimo {t¢, ..., t,_1} forma uma base para

T. Sua base dual é denotada por

[0, el fl o fN0, )
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O Aniquilador L+ de L é gerado pelos fi’s e t*’s comi = 1,....Neu=20,...,n — 1,

onde este tltimo gera uma base para V*. Portanto, uma base para A} L+ ¢ dada por

tOAtIAE2A o At E

f’?\fu
Logo, concluimos que dim A L+ = nN + 1.
Reciprocamente, se L C V' é isotrépico e dim L = Nn—+1, a partir do Teorema 3.1.1 temos
que wi (L) € A} L*. Como visto anteriormente, w? (L) é uma aplicagdo linear injetora,
entao

Nn+41=dimL =dimw), (L) <dim A} Lt = Nn +1
Assim, w? (L) = A} L*, isto é, L é Multilagrangeano. O

Teorema 3.3.2. Sejam V e T espacos vetoriais com dimT = n ew uma (n+1)- forma em
V' no mdximo 2-vertical relativo a m com subespago Multilagrangeano L e N = dim(V/L).

Entao existe um subespacgo isotropico E de V' complementar a L, i.e.,
V=E®L. (3.10)

Demonstracao. A demonstragao deste teorema sera realizada por inducao. De fato, seja
Ey um subespaco de V' de dimensao N’ que é isotropico e tal que Eq N L = {0}, isto é
possivel, desde que N > 1. Se N’ = N temos que o teorema ja estd demonstrado. Caso
contréario, definimos uma base {f1, f2, ..., fx} de um subespago de V' complementar a L
tal que os N’ primeiros vetores formam uma base de Fy. Denotamos uma base dual a
esta em LT por {fl,f2, ...,fN}. Provemos agora que existe um vetor v € V tal que
u ¢ (Ey @ L) e o subespago F; gerado por u e Ej ¢é isotropico. Como FEy N L = {0} e
dim £} = N’ + 1, a afirmagao do teorema seguira por indugao.

Considere uma base qualquer para T dada por {to, ..., t,_1} e sua tnica dual {¢°,... "'}
em V+. Uma base para L+ ¢ definida por {f*,..., fV, % ... "7t}

Sabemos por hipotese que L é multilagrangeano, i.e., w%,(L) = /\711 Lt existe um vetor
¢!, € L tal que,

ieLw = fz/\tu
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Definamos w* € /\2 V* por

W (vy,v9) = (=) w(vq, v, to, .., fw ey tnt) com vy, vy €V,
isto é,
@0(0171)2) - W(Ul , U2 7t17t27"'7tn—1)
QI(UDUQ) - —C{)(Ul , U2 7t07t27"'7tn—1)
O vetor

u= fnry1 — 0 (fnri1, fi) BL

nao pertence ao subespago Fy @ L e
o (u, fnr) =0 parap=0,1,2,..., n—1
De fato, para ;= 0 e f;, temos

u, fi) = fxr1 — W' (g, i) eiufl)
= O(fvrg1s fr) = @M (fargn, fi) @€, f)

Mas se observarmos que

(e, fr) = 610,

temos que
&\)O(uv fl) = QO(fN’-l-la fl) - wu<fN’+la fz) 5152
- @O(fN’—Hafl) - @O(fN'+17f1)
=0
De maneira analoga, para todo u =0, 1,... n—1ei=1,..., N temos que
& (u, f;) =0
Se iy f,w # 0, ent@o pelo menos uma das contragdes w(u, f;, to, . . . ,fu, ..., t,) seria nao

nula, ja que w ¢ no méaximo 2-vertical, o que contradiz o resultado acima. Logo, i, f,w = 0

para i =1,..., N, implicando que E; = Ey @ (u) é isotropico. O]
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Teorema 3.3.3. Sejam W um espago vetorial e V.C W como na sequéncia exata (4.5),
com dimT = n e w uma (n + 1)-forma em W no mdximo 2-vertical com respeito a ,
com subespaco Multilagrangeano L de V. FEntao, existe um subespaco n-isotropico F' de
W tal que E=V NF e

W=L®F V=LodEL. (3.11)

Demonstracao. Primeiramente, existe um subespago isotropico Fy complementar a L em
V e denote dim Ey = N. Seja T um subespaco qualquer complementar a V' em W. Defi-
nindo o subespaco Fy por Fy = E@® T, temos dim Fy = N +n, FoNV = E.

Queremos saber se Iy é n-isotropico, ou seja, se w(vg, v, - . ., Uyy1) = 0 para todo vy, ..., v, €
Fy. De fato, observe que v € Fyy pode ser escrito como v = fy + tg, onde fo € FE ety €T

e assim obtemos:
e Se tomarmos dois vetores f; € E temos,
ipafw =0
pois E é 1-isotropico.
e Se tomarmos vetores t, € T' temos,
wlto, b1, t,) =0 |
pois dim 7" = n.
e Nos resta a opgao de tomar n vetores em 7" e um vetor em FE| i.e.,
W(firtos sty sta1)
que pode ser diferente de zero.
Da hipotese de L ser multilagrangeano, existe ey € L com
Gogw = 108 .. A"

Defina 8 € W* por

B(v) =w(v,to, ..., th1)
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Assim S(eg) = 1.
Seja uma base de Ey dada por { fiooon, f;v} Construimos entao um novo subespago de

V', denotado por E, que é gerado por

i = fl - ﬁ(]?l)eo

v = fv—=B(fn)eo.
De fato, fi,..., fy sao linearmente independentes, pois

arfi+...+anfy=0
= a1(fi = B(fi)eo) + ...+ an(fy — B(fx)en) =0
= alfl + ...+ CYNf;V — (alﬁ(fl) + ...+ OéNﬁ(f;\[))eo =0

= ap=ay=...=ay=0 |,

ja que {fl, o I, eo} é L.I. Ey é isotropico pois

W(fiafja---) = W((fz'—/@(fi)eo)>(f2—ﬁ(fQ)eo),---)
- ﬂ(.fi)ieow(fjv .- ) - 6(ﬂ)ieow(fia .- )
=0 |,

POIS ie,w € AN'VEt e fi € V. Resta mostrar que F' = T @ E é n-isotropico. Mas, isto

segue imediatamente do fato

LU(fi, to, e ,tn_1> = (,d(fi, to, “ ey fn—l) — B(fi)W(eo, to, N ;tn—l)
= 5(fz)—5(ﬁ) = 0.
[l

Tomando uma base para F' = E & T segundo a decomposi¢cao do Teorema 3.3.3
{fi,- -, fnrto, -« ta1} existe a tnica dual {1, ..., fV, 9 .. "'} em LY. Como L é

um subespago multilagrangeano,

W(L) = N\] L*
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Denotando os elementos de L da forma e

e ¢!, com
W’ (eg) = tegw = tA ... At"TE
wb(e#) =l W = fint,
formamos uma base {¢", ei} de L. Tomando entao a base
- ji=1,...,N
{607 6;, fjatl/‘ijy:(),...,n—l} ’
com sua dual
i =1, N
{607657 fj7ty|f¢,lz/:0,...,nfl} )
temos que
w(efﬁ fjv tAV) = (ie};w)(fjv ty)
= (f'tu)(f5: 1)
o BN%
= 0;0,,.

Por outro lado,

w(eo, to,trs - stn-1) = (iew)(to,t1,. - tn1)
= (%t .. At D (to,ty, o ta)

= 1.

Como F' é n-isotropico e L isotropico, qualquer outra combinacao de w contraida com os
elementos da base é nula. Portanto, toda forma multissimplética pode ser representada

na sua forma candnica dada por

w=eln fint, + e a tOAtAt2a oAt (3.12)



Capitulo 4

Subespacos Maximais Isotréopicos e

Decomponiveis

Neste capitulo estendemos a nocao de subespago multilagrangeano enfraquecendo a hi-
potese da dimensao sobre L. Dessa forma, necessitamos de definigbes como a de compri-
mento de uma n-forma e de subespagos decomponiveis. Ao final, mostraremos algumas

aplicagoes desta decomposi¢cao com exemplos.

4.1 Formas Decomponiveis

Sejam E espaco vetorial com dimE =de o € /\k E*. Escolha uma base B = {ej,...,eq}
de Ee B* = {e!,... e?} de E*. Temos que o subespaco /\/LC E* possui dimensao dim /\k E* =
m que representa o numero de combinagoes que podemos obter com os n elementos

de E. Nestas coordenadas

1 ) )
(A A
a:Hailmik €A . ..ner (4.1)
onde o, ;, = afey,...,ex), ou simplesmente
o= E Qi €A one (4.2)
11 <...<ip

Definimos /g (a)) como o comprimento de « com respeito a base B, i.e.,
EB* (Oé) = # {Oéil...ik ‘ Oy i, 7£ Del< 1 < ...<1 < d} . (43)

27
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Note que ¢+ () é um inteiro nao negativo e £« () = 0 se, e somente se, &« = 0. Definimos
o comprimento de o como o minimo dos comprimentos relativos entre todas as bases
possiveis, ou seja,

o) = mBin lp(ar) . (4.4)
Dizemos que a ¢ decomponivel se ((a) = 1 (veja ref. [5]).

Exemplo 4.1.1. Sejam E um espago vetorial comdim E =3 e« € /\2 E*. Consideremos

as sequintes bases de E*:
« (1.2 3 (=1 ~2 >3
Bl_{e7€76} e BQ_{G , € 76} )

1 =2

onde, et =e! 2 =¢2cee?

= el —¢3.

Defina o por

1

a=e're? + e2ne’

Portanto, (p:(a) = 2.

Relativo a base Bj:

a = e ref+etae
= e'ne?—ene?
= (e! —e¥)né?
= ¢e’re?
Logo, {ps(a) = 1. Dessa forma, {(a) =1 e a ¢ decomponivel.

Exemplo 4.1.2. Considere a forma simplética em E, dim E = 4,

04:61/\62—0—63/\64

Temos que p-(a) = 2, onde B* = {e',...,e*}. Se a fosse decomponivel, existiria um
vetor v € E com i,a = 0. Portanto, o seria degenerada, contradizendo a hipdtese. Logo,

) =2.

Exemplo 4.1.3. Toda n-forma em um espaco de dimensao n é decomponivel.
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Definicao 4.1.1. Seja a € /\k E*. Dizemos que um vetor v € E é a-decomponivel se
iy € decomponivel. Um subespago L C E € a-decomponivel se existir base {eq, ..., e}

de L de elementos a-decomponiveis.

Proposigao 4.1.1. Sejam 3 € /\’C E* com  # 0 ekerf ={v € E/i,f = 0}. Temos

Be N (ker B)*.
Demonstragao. Considere a base de E dada por {ej,es,... ,em, f1,... , fn} tal que
{e1,... , e} formauma base de ker 3 e seja a base dual de E* por {e!,... ,e™, f' ... f"}

com {f!,... , f"} base de (ker 3)*.
Para m = 1 temos que

b= Z Bivin [h 1 oo f Z ]11..-]'19*1 el A A A fIE

11 <...<i 1< <Jk—1

Contraindo e; € E com [, sabemos que 7., = 0. Assim

0=1i,0 = Z }1'_%_1]”'1 Ao I
J1<e . <Jg—1
o que implica que 5 1 = 0. Logo,

b= Z Bivig f5n on f5

i1 <ig,...,<ig

Agora para m = 2

g = Z lelk fil AN flk + Z (ﬁill---ikq ¢! +/6i21---ik_162> " fil N A fik_l

11 <...<ip 11<...<lp—1
012 1 2 i1 ik_o2
+ E Bi i, neE A A onf
11<...<ip_2

Contraindo um vetor v qualquer de £ com /3 obtemos 7,5 = 0, o que, de forma analoga

ao caso m = 1, nos leva & conclusao

61 _ 02 _ n12 -0

1101 101 i1 0—2

Dessa forma obtemos que

B= Y Bua A .onfE

11 <12,...,<lg

De maneira analoga o teorema segue para m qualquer. Portanto, § € /\k (ker 8)*. O
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Corolario 4.1.1. Seja 8 € /\k E* com B # 0. Temos que dim(ker ) = dim F — k se, e

somente se, B € decomponivel.

Demonstra¢ao. Tomemos uma base qualquer de E dada por {ey,...,en, f1,..., fr} onde
{e1,€e9,...,€,} & uma base de ker . Pela Proposi¢ao 4.1.1 temos que € /\k (ker B)*,
assim temos uma k-forma em um subespaco de dim = k. Portanto, § é decomponivel.
Por outro lado, se 8 é decomponivel, ou seja, {(f) = 1, pela Proposi¢ao 4.1.1 temos
que B € N\ (ker B)*1, ie., B = fL' A f2 A ... A f*. Escolhendo uma base de E* tal que
{el,e?, ... emF fL f2 ..., f¥} eassim, suabase dualde E {e1,ea,. .., €0 i, f1, [ -, f*},
temos que {eq, €9, ..., e, } formam uma base de (ker ). Portanto, dim E = dim(ker 5)+

k. O
Exemplo 4.1.4. Se g € /\ki1 E* com #0 edim E =k, entao € decomponivel.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.1.1, basta mostrar que dimker § = 1 para g # 0.
De fato, seja {eq, e, ...,e,} base de E e sua respectiva base dual {e',e? ..., e"}. Defini-

mos g =e' rn e?2 A ... A e” uma n-forma em F e utilizamos a aplicacao injetora:
0 E— N\ E
0°

Assim temos que para cada v € F

Q= i,
= vl aeda o onem =¥t Al A on e
+ (=D et A A o et

Sabendo que dim A" E* = #lk),, temos k = dim /\k_1 E*
Portanto, Q'(’) ¢ um isomorfismo. Dessa forma, dado 0 # (5 € /\n_1 E* existe v € E

com 3 = i,8), provando que dim(ker 5) = 1, pois 0 # v € ker . O

4.2 Subespacos Maximais Isotrépicos Decomponiveis

Sejam W espaco vetorial, V' C W um subespago e a projecao canonica m de W sobre

T = W/V. Obtemos a seguinte sequéncia exata de espagos vetoriais:

00—V —W-"5T-—0 . (4.5)
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Relembrado algumas definigoes como subespago maximal isotropico (3.1.1) e w-decomponivel

(4.1.1), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1. Sejam L eV subespacos de W tal que L C V € maximal isotropico e
decomponivel e V' € 2-isotropico em relagao a (n+1)-forma w em W, entao existe F C W

n-isotropico com (FNV) e
W=LaF V=La&(FnV) . (4.6)

Demonstracao. Suponha w nao-degenerada. Demonstraremos este teorema por inducao
em m = dim L.

Primeiramente para m = 1 obtemos:
Seja L = (vp). Por hipotese i,,w é decomponivel. Dessa forma, existem u!, ... u" € W*
tais que,

Gy = U'A AU

Definamos a (n + 1)-forma w; por

W =w — aprula . oau®

Tomemos ay € W* tal que (g, vy) = 1. Como (u’,vy) = 0, caso contrario i,,(i,,w) # 0,

temos que i, w; = 0. Seja 0 # vy € ker(aru's ..., Au"), entao

. . . . 1 n
oy nvoW = Goy (Tyow) = Gy (WA ...au™) =0

Assim, obtemos o subespago isotropico L gerado por (vg,v1) com L C L chegando em um

absurdo, pois L é maximal isotropico. Desta forma, v; =0 e

w=agruln .. Au"

Pelo fato de V' ser 2-isotropico, o teorema segue imediatamente para dim L = 1.
Assumimos que o teorema vale para dim L, = m e provamos para dim L = m + 1. Seja

{vo,v1, ..., v} base decomponivel de L. Existem u!,... u™ € L+ com

fpgW = U'A L. AU"
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Seja ag € W* tal que (g, v;) = dp; para i = 0,...,m. Definimos L; = L Nker oy e
_ 1 n
W1 =W — QAU A ... AU
Notemos que vy € ker w; pois
GogWi = dye(W — aorua L. Au™)
= iy (W) — gy (oAU A .. AU™)

= 0

Como provaremos a seguir, existe subespago (uy,...,u,) C keragy com as seguintes pro-

priedades:
(i) kerw; = (ug, ..., us) ® (vo);
(i) (u'u) =04, ..., (U us) =0 i =1,...,n;
(ili) Se n # s entdo, iy, n au,w1 & N\ L5

Definimos Wi = ker(apru's ... au®) e Vi = V Nker(apru's ... au®). Tomemos ugy € W
j _ 5l
com <uz>u8+1> - 53—}—1 e

iuusI ¢ /\n LJ—

. . . n ~ . ~
Este sempre existe, pois se i, ,w; € A" L+ entdo existe u € ker(agn ...au") e v € Ly
COM Gypgw = ippgwi # 0, pois sendo L @ (u) seria isotropico relativo a w, o que é absurdo.

Neste caso, tomando us,1 = ugi1 + u, temos
i @ N'LY e (U i) =61, i=1,...,n
Se s + 1 = n, definimos Hy = (us;1). Caso contrario, tome us o € W tal que
ius+1/\us+2w1 ¢ /\n LJ_

. . . n . . .
Este sempre existe, pois como i, ,,w; ¢ \" L* existe v € L com i,_, ,nowi # 0. Assim,

~ . n ~ ~
para @ € ker(apa ... Au™) com iy, aqwi € N\ Lt temos para 4o = Upio + U

. . . n ;|
btg 1 A TarsW1 = Gug i ATW1 + Gy nugrswt & N L
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De forma analoga, construimos o subespago Hy = (ugy1, ..., u,) com

) 1
LA Ay W1 §Z /\S+ L+

Suponha 0 # u € H; tal que iyw; € A" L*. Sem perda de generalidade, v = u,4q +
. . . 1 )

as+2us+2 + ...+ a"u,. Assim, TunugioA Aun@Wl = lugi A AupW1 € /\SJr Lt o que é um

absurdo. Portanto, i,w; ¢ A" L. Como vy € kerw; entdo existe v; tal que Gy pqwi 7# 0,

0 que nos leva a concluir
wuEH e u#0 = i, ¢ N'LT

Assim,

Wy = ker(agn ...au") & Hy

Se v € Wy, mas v ¢ Ly, entao
Z.v/\vi(f‘)l 7& O

para algum ¢ = 1,...,m, pois tomando v = v + u com v € ker(agn ...ru") e u € Hy:
e Se v = 0 entdo v € H, e por construcao, i,w; ¢ A" L*;

e Se v # 0, existe v;, 1 < i < m, com iga,w1 = lgayw # 0, pois L é w-maximal

isotropico. Como i,,w é decomponivel, tomemos ,,w = u'a ... AT, Temos que se

A au™) = 0, a afirmagdo esta demonstrada. Caso contrario

ig(Wa .. AT") e du(Uta ... AT")

sao L.I., ja que v e u 0 sao. Logo, iyn w1 # 0.

Logo, pela propriedade acima, L; é wi;-maximal isotrépico e wi-decomponivel em Wj.
Além disso, Vi C W é 2-isotrépico relativo a wy. Como dim L; = m, por hipotese de

inducao, existe F n-isotropico relativo a w; com
leLl@Fl Vlle@(FlﬁVl)
Tomando F' = F} & (uy,...,us) temos que F' é n-isotropico relativo a w em W, ja que

w(fl,...,fn,ui) :wl(fl,...,fn,ui):() Vizl,...,s
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Como

W = <U0>@LO@<u17"'7us>@Fl
— LoF |

basta mostrar que
(FENWV)eLlLi=Vi=(FNnNV)eaL=V

Mas, de fato, sem perda de generalidade, se v € V ¢é tal que iy, # 0, podemos
considerar que ou v € ker(u's ... au*rap) ou v = u;. Na primeira hipotese, V; = V. Ja
na segunda, V' = V; @ (u;). Em ambos os casos, (FNV)@® L = V. Com isso, concluimos

a demonstracao do teorema. O]

4.3 Exemplos

Nesta se¢ao veremos alguns exemplos com o objetivo de verificar, a partir da decomposicao
do Teorema 4.2.1, a existéncia de possiveis "bases candnicas". Para tanto, sejam os
seguintes subespagos vetoriais: L C V e E = F'NV isotropicos com dim £ = N, T com
dim T = n, F = E&T n-isotropico, todos relativo a (n+1)-forma w em W. Recordando do
capitulo anterior, na forma multissimplética o subespago L possui uma dimensao maximal

dada por dim L = nN + 1, dessa forma
1<dimL<nN+1 . (4.7)

Temos duas possibilidades para L: ou existe v € L com i,w € N"V+ = /\g W* ou
nao. No caso desta propriedade ser verdadeira, dada uma forma de volume qualquer
Qp € T existe v9 € L com 7,w = ). Como visto anteriormente, podemos tomar uma
base decomponivel de L da forma {vy,...,v,}. Tomando v° € ({vy,...,v,) & F)* com
(1%, vy) = 1, definimos

wi=w—1"AQ . (4.8)

De forma analoga como foi visto na demonstracao do Teorema 4.2.1, podemos ver

que Ly = (vy,...,v,) ¢ maximal isotropico e decomponivel relativo & w; em um subes-

paco Wy de W, onde w; ¢ nao degenerada. Portanto, completando a base de L com uma
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{fi,...,fvyde Ee{ty,... ,t,_1} de T, temos sua tinica dual em W* {o° ... o™ fL .. fN 0 . ¢l

Logo, w fica como na equagao (4.8) com Qq=t"A ... A t" le
m N n—1
w1=ZZZafjviAfjAt# : (4.9)
i=1 j=1 u=0

com ajy; constante e ¢, uma (n — 1)-forma em 7" como ja definida anteriormente.

Exemplo 4.3.1. Para N = 0, pela equacao (4.7) temos que dim L = 1. Tomemos uma
base de T dada por {to,... t, 1} € sua unica dual em L+ dada por {t°, ... t""1}. Assim,
existe e € L e e* € W* tal que (e*,e) =1 comi.w =t .. . At""! pois L =V € isotropico

por hipdtese. Portanto sua representacao em coordenadas € dada por
w=ent’Ar ... at"1

Neste caso, temos que L C V' ser maximal isotropico é o mesmo que mazximal isotropico

e decomponivel.

Com o objetivo de facilitar o entendimento para os casos N > 1, sem perda de ge-
. . ~ . . n n .
neralidade, vamos assumir que nao existe v € L com i,w € "Vt = g W*, ou seja,
tomaremos

w=wy . (4.10)

Com isto, fica claro que dim L < n/N ao invés de dim L < nN + 1. Por outro lado, esta
hipotese também é incompativel com dim L. = 1, uma vez que isto implicaria na existéncia
de 0 £t €T tal que 4w =0, jAque parav € Lee € E iy w € /\n_1 T, que por sua

vez tem o nicleo unidimensional em 7'. Assim,
w=w = 2<m=dimL<nN . (4.11)

Exemplo 4.3.2. No caso N = 1 temos 2 < m < n. Tomando uma base qualquer
{e1,...,em} em L e 0 # f; € E temos

a;=ignpwe N'TTT TP =VE (4.12)

Claramente os o;’s sdo L.I.. Assim, dado Qo € N\"T*, existem ti,... tm € T também
L.I. tais que
i, = (—1)'a; . (4.13)
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Portanto, podemos completar uma base de T' da forma {t1,... tm, ..., t,} e tomar a dual

{e', ... e™ fLth ot} com Qo =t'a oAt o = (—1)%,Q =t e
W= Z enfint; . (4.14)
i=1

Observacao 4.3.1. Como vimos acima, no caso N = 1 temos que L C V ser maximal

1sotropico € o mesmo que ser maximal isotropico e decomponivel.

O exemplo acima caracteriza bem a ideia inicial quando definimos o conceito de su-
bespaco maximal isotropico e decomponivel, que é enfraquecer a hipotese de dimensao
exigida para os multilagrangeanos e ao mesmo tempo ser suficientemente forte para escre-

vermos a forma w como uma soma parcial dos termos da forma multissimplética candnica,

ie.,
W= Z eéL/\fi/\;f\# ,
(wi)el
com I um subconjunto apropriado de {(,7)] 0 < p < n—1 , 1 < i < N}L

Porém, para o caso N > 2 ainda nao sabemos se isto é de fato um teorema ou nao.
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