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Resumo

O problema do defeito secante consiste em estudar a dimensão da variedade h-secante
de uma variedade algébrica. Dizemos que uma variedade é h-defeituosa quando sua h-
secante não possui a dimensão esperada. Nesse trabalho estudaremos os defeitos secantes
das variedades de Segre-Veronese de produtos da reta projetiva.
Palavras-Chaves: Variedades de Segre-Veronese; Defeitos Secantes; Produtos da Reta
Projetiva; Geometria Algébrica.



Abstract

The problem of secant defectivity consists in studying the dimension of the h-secant
variety of an algebraic variety. We say that an algebraic variety is h-defective when its
h-secant variety does not have the expected dimension. In this work we will study the
secant defectivity of the Segre-Veronese varieties of the products of the projective line.
Keywords: Segre-Veronese Varieties, Secant Defectivity, Products of the Projective Line,
Algebraic Geometry.
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1 Introdução

Um dos objetos fundamentais de estudo em Geometria Algébrica são as variedades
algébricas projetivas, estruturas essas que consistem do lugar geométrico dos zeros co-
muns de uma dada família de polinômios num espaço projetivo, denotado por PN . Tal
caracterização das variedades projetivas nos permitem uma série de estudos sobre essas
estruturas.

Um dos principais focos no estudo de tais variedades consiste em analisar os defeitos
secantes, a �m de classi�car se uma determinada variedade é ou não defeituosa. Dada
uma variedade X ⊂ PN , de�nimos uma h-secante linear de X como sendo o espaço
linear determinado pelos h pontos de X em posição geral e entendemos como variedade
h-secante de X, o fecho projetivo (segundo a topologia de Zariski) da união de todas as
h-secantes lineares, essa variedade será denotada por SechX. Se X é uma variedade de
dimensão n, prova-se que a dimensão da SechX é no máximo min{N, (n+1)h−1} e esta
é a chamada dimensão esperada para SechX. Quando a variedade h-secante de X não
possui a dimensão esperada, dizemos que X é h-defeituosa e dizemos que X é defeituosa
quando X é h-defeituosa para algum h.

Para este trabalho estamos interessados em estudar os defeitos secantes para a vari-
edade de Segre-Veronese consistida do mergulho de r produtos da reta projetiva P1 com
multigrau (d1, . . . , dr). O problema de determinar defeitos secantes em variedades de
Segre-Veronese ainda é um problema em aberto e vários esforços têm sido feitos até o
momento e foi resolvido apenas para alguns casos particulares, como se pode notar em
[11], [22], [33], [66], [77], [88], [99], [1010].

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensão do sistema linear associado L(d1,...,dr)(2

n), sistema este que consiste
das hipersuperfícies de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) através de n pontos duplos em po-
sição geral. Via Lema de Terracini, resolver este problema, equivale a calcular a dimensão
da variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P1)r → PN , de�nido pelo sistema
linear completo |O(d1, . . . , dr)| de (P1)r.

Nossa abordagem consistirá em degenerar (P1)r para uma união de duas variedades
ambas isomorfas a (P1)r, degenerando simultâneamente o sistema linear para um sistema
linear obtido como o produto �brado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua interseção. O sistema linear limite é um pouco mais fácil
que o original, em particular, este argumento de degeneração permitirá usar a indução
no multigrau e em r. Um importante passo básico para nosso argumento de indução está
representado em [1010], onde os autores mostram que se todos os di são iguais a 1, então
L(1,...,1)(2

n) tem sempre a dimensão esperada, logo é classi�cado como não especial, exceto
no caso em que r = 4.

Para um melhor entendimento dos resultados sobre variedades algébricas, primeiro
faz-se necessário uma breve revisão dos principais conceitos e resultados inerentes a este
estudo. Para isso, o Capítulo 22 deste trabalho é dedicado a introduzir os conceitos bá-
sicos de Topologia e Álgebra Comutativa. Na sequência, o Capítulo 33 traz os principais
resultados e conceitos da Geometria Algébrica Clássica, como os conceitos de variedades
algébricas a�ns e projetivas, variedades irredutíveis e fecho projetivo de uma variedade
a�m.
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No Capítulo 44, de�nimos o objeto de estudo deste trabalho que é o mergulho de Segre-
Veronese. No capítulo seguinte, o Capítulo 55, trazemos a de�nição de espaços lineares bem
como alguns importantes resultados, além de de�nir o defeito secante de uma variedade
e determinar alguns deles via Lema de Terracini. A seguir, no Capítulo 66, trazemos
importantes conceitos e resultados sobre a teoria de esquemas e feixes.

No Capítulo 77, de�nimos e exempli�camos o conceito de sistema linear, além de es-
clarecer a relação entre o sistema ser especial (ou não) e a variedade de Segre-Veronese
associada ser defeituosa (ou não). Na sequência, no Capítulo 88, abordamos de forma
sucinta e objetiva, um pouco sobre variedades tóricas, a �m de termos o embasamento
necessário para realizarmos a degeneração tórica de (P1)r. Em seguida, no Capítulo 99
�xamos notações e apresentamos as técnicas de degenerações que serão utilizadas. Além
disso, calculamos a dimensão do sistema limite (degenerado), analisando a dimensão dos
sistemas restritos e aplicando a técnica da dupla degeneração.

Por �m, não menos importante, no Capítulo 1010 apresentamos e provamos os casos base
da indução e provamos a não especialidade dos demais casos, considerados não defeituosos,
degenerando o sistema linear associado por meio das técnicas de degeneração apresentadas,
e utilizando os casos base da indução. Além disso, trazemos também a prova dos casos
considerados especiais (defeituosos).

Ressaltamos que grande parte desse trabalho foi desenvolvida de forma conjunta com
MANFREDINI [2424], que também desenvolveu sua dissertação sob a orientação do pro-
fessor Rick Antônio Rischter. Dessa forma, a parte básica comum às duas dissertações,
como muitos resultados das partes de Topologia, Álgebra Comutativa, Geometria Algé-
brica Clássica, Espaços Lineares e Defeitos Secantes, bem como da parte de Esquemas e
Feixes se encontram idênticos em ambos os trabalhos. Apenas, a partir do Capítulo 77, que
apesar de uma similaridade ou outra, por causa da particularidade de cada dissertação,
os resultados começam a se diferir.
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2 Conceitos Iniciais e Exemplos

2.1 Topologia

Nesta seção revisaremos conceitos básicos de topologia, exempli�cando e trazendo re-
sultados importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Ressaltamos que a demons-
tração de alguns resultados estão omitidas, mas podem ser consultadas nos livros-texto
base:[2626] e [1414].

Espaços Topológicos

De�nição 2.1 Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que τ é uma topologia em X se
τ é uma coleção de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) ∅, X ∈ τ ;

(b) A união arbitrária de conjuntos de τ está em τ ;

(c) A interseção �nita de conjuntos de τ está em τ .

O conjunto X com a topologia τ é chamado de espaço topológico e será denotado por
(X, τ). Os elementos da topologia τ são chamados de abertos. Um aberto contendo um
ponto x ∈ X é chamado vizinhança de x.

Exemplo 2.1 (Topologia Discreta e Topologia Trivial) Dado um conjunto X, se
de�nirmos τ = P(X), o conjunto das partes de X, então (X, τ) é um espaço topológico.
Esta topologia é chamada de topologia discreta. A topologia τ = {∅, X} é conhecida
como topologia trivial ou topologia caótica.

Exemplo 2.2 Seja X = {a, b, c} e considere as seguintes coleções de subconjuntos de X:

τ1 = {∅, X, {a}, {a, b}} e τ2 = {∅, X, {a, b}, {b, c}}.

Observe que τ1 é uma topologia, pois ∅, X ∈ τ1, a união arbitrária de elementos de τ1
está em τ1 e a interseção �nita de elementos de τ1 também está em τ1. Porém, τ2 não é
uma topologia, pois {a, b} ∩ {b, c} = {b} /∈ τ2.

Exemplo 2.3 (Topologia Co�nita) Seja X um conjunto qualquer e considere

τ = {U ⊂ X |X \ U é �nito ou é todo X}.

Então (X, τ) é um espaço topológico. De fato,

(a) Note que ∅ ∈ τ , pois X \∅ = X. Além disso, X ∈ τ , pois X \X = ∅, que é �nito;

(b) Seja {Uα}α∈I uma coleção de elementos não vazia de τ . Temos que

X \
⋃
α∈I

Uα =
⋂
α∈I

(X \ Uα).
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Como X \ Uα é �nito para todo α ∈ I ou é todo X, segue que X \
⋃
α∈I

Uα é �nito ou

é todo X, pois é interseção de conjuntos �nitos;

(c) Se U1, U2, . . . , Un são abertos não vazios de τ , então

X \
n⋂
i=1

Ui =
n⋃
i=1

(X \ Ui)

pelo mesmo argumento de antes, temos que X \
n⋂
i=1

Ui é �nito, pois é união �nita de

conjuntos �nitos e, portanto é �nita e está em τ .

Portanto, (X, τ) é um espaço topológico e τ é chamada de topologia co�nita.

De�nição 2.2 Seja X um espaço topológico. Dizemos que F ⊂ X é fechado se X \ F
é aberto em X.

Exemplo 2.4 Os subconjuntos [a, b] de R são fechados com a topologia usual, pois R \
[a, b] = (−∞, a) ∪ (b,∞) é aberto (união de abertos é um aberto) em R. Na topologia
co�nita num conjunto X qualquer, os fechados são: o próprio X e todos os subconjuntos
�nitos de X.

Proposição 2.1 Seja X um espaço topológico. Então valem as seguintes condições:

(a) ∅ e X são fechados;

(b) União �nita de fechados é fechado;

(c) Interseção arbitrária de fechados é fechado.

Demonstração: Como ∅, X são abertos, então ∅ = X \X e X = X \∅ são fechados.
Se F1, . . . , Fn são fechados, então X \ Fi é aberto para cada 1 ≤ i ≤ n. Logo,

X \
n⋃
i=1

Fi =
n⋂
i=1

(X \ Fi).

Dessa forma, como
n⋂
i=1

(X \Fi) é aberto, então
n⋃
i=1

Fi é fechado. Por �m, dada uma família

{Fα}α∈I de fechados, temos que

X \
⋂
α∈I

Fα =
⋃
α∈I

(X \ Fα).

Por argumento semelhante ao anterior, temos que
⋂
α∈I

Fα é fechado. ■

Podemos também de�nir uma topologia usando fechados ao invés de abertos, basta
de�nir τ tomando como axiomas as propriedades provadas na proposição acima e chamar
os elementos de τ de fechados. Neste caso, os abertos são de�nidos como o complementar
dos fechados.
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Base para uma Topologia

De�nição 2.3 Seja X um conjunto qualquer, uma base para uma topologia em X é
uma coleção B de subconjuntos abertos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Para cada x ∈ X existe pelo menos um elemento B ∈ B tal que x ∈ B;

(b) Se x ∈ B1 ∩B2 ⊂ B, então existe B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2.

Os elementos B de uma base B são chamamos de elementos básicos.

Se B satisfaz as condições acima, de�nimos a topologia τ gerada por B da seguinte forma:
um subconjunto U ⊂ X pertence a τ se, e somente se, é o conjunto vazio ou para cada
x ∈ U existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U .

Exemplo 2.5 O conjunto [a, b) não é aberto nem fechado em R com a topologia usual.
De fato, para todo aberto básico com a ∈ (c, d), temos que c < a < d. Logo, (c, d) ̸⊂ [a, b)
e portanto, [a, b) não é aberto. Por outro lado, observe que R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,∞),
que não é aberto em R com a topologia usual, pois todo aberto básico (c, d) contendo b
não está contido em (−∞, a) ∪ [b,∞). Portanto, [a, b) não é fechado.

Lema 2.1 Seja (X, τ) um espaço topológico. Suponha que B é uma coleção de conjuntos
abertos em X, tal que para cada subconjunto aberto U ⊂ X e cada x ∈ U , existe um
elemento B ∈ B, tal que x ∈ B ⊂ U . Então B é base para a topologia τ em X.

Demonstração:

(a) Como X é um aberto então para todo x ∈ X, existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ X.

(b) Se x ∈ B1 ∩B2, onde B1, B2 ∈ B. Como B1 e B2 são abertos, então B1 ∩B2 é aberto.
Logo, existe B3 ∈ B, tal que

x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2.

Portanto, B é uma base para a topologia τ . ■

Observação 2.1 Pelo Lema acima, temos que: para todo aberto U ⊂ X, existe uma
família {Bα}α∈I de elementos básicos tal que

U =
⋃
α∈I

Bα.

De fato, seja U um aberto qualquer de X. Como B é uma base para τ , para todo
x ∈ U ⊂ X, existe um aberto básico Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊂ U . Logo,

U =
⋃
x∈U

Bx.

Reciprocamente, se U ⊂ X é uma união de elementos básicos de B, cada um destes
elementos está em τ . Como τ é uma topologia, a união deles também está em τ .

Exemplo 2.6 A topologia usual de R é a topologia gerada por B = {(a, b) ⊂ R | a, b ∈ R}.
A topologia usual de Rn é a topolgia gerada por B = {Bd(x; r) |x ∈ Rn e r > 0}, onde d
é a distância euclidiana. A topologia usual de C é a topologia usual de R2.
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Exemplo 2.7 Seja X um conjunto qualquer, então

B = {{x} |x ∈ X}

é uma base para topologia discreta em X. De fato,

(a) Para todo x ∈ X, temos que x ∈ {x}, onde {x} ∈ B;

(b) Se x ∈ {x1} ∩ {x2}, então

x ∈ {x1} e x ∈ {x2} ⇒ x = x1 e x = x2.

Portanto, x ∈ {x} = {x1} ∩ {x2}.

De�nição 2.4 Seja (X, τ) um espaço topológico. Dizemos que X é um espaço de Haus-
dor� se, dados x, y ∈ X com x ̸= y, então existem abertos B1, B2 ∈ τ tais que x ∈ B1,
y ∈ B2 e B1 ∩B2 = ∅.

Exemplo 2.8 (Espaços Métricos) Seja (X, d) um espaço métrico. Dados x, y ∈ X
com x ̸= y, seja ϵ = d(x, y). Considere B1 = (x; ϵ/2) e B2 = (y; ϵ/2). Essas bolas são
abertas e disjuntas e contém x e y, respectivamente. Logo, X é um espaço de Hausdor�.

De�nição 2.5 Dado um subconjunto Y de um espaço topológico X, de�nimos o fecho
de Y como sendo o menor fechado de X contendo Y e escrevemos Y . De�nimos também
o interior de Y como sendo o maior aberto de X contido em Y e escrevemos int(Y ).

Exemplo 2.9 Seja A um conjunto aberto num espaço topológico X, então int(A) = A.
Seja F um conjunto fechado num espaço topológicoX, então F = F . O fecho de (a, b) ⊂ R
é [a, b] ⊂ R e o interior de [a, b] ⊂ R é (a, b) ⊂ R.

De�nição 2.6 O conjunto E1 intersecta um conjunto E2, se E1 ∩ E2 ̸= ∅. Seja X um
espaço topológico e Y ⊂ X. Dizemos que Y é denso em X se, para todo aberto U ̸= ∅
de X, tem-se U ∩ Y ̸= ∅.

Exemplo 2.10 O conjunto dos números racionais Q e o conjunto dos números irraci-
onais R \ Q são densos no conjunto dos números reais R com a topologia usual. Em
contrapartida, o conjunto dos números inteiros Z não é denso em R.

Proposição 2.2 Seja E um subconjunto de um espaço topológico X.

(a) Então x ∈ E se, e somente se, toda vizinhança de x intersecta E;

(b) Suponha que a topologia em X é gerada por uma base, então x ∈ E se, e somente se,
todo elemento básico B contendo x intersecta E.
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Topologia do Subespaço e Topologia Produto

De�nição 2.7 Sejam (X, τ) um espaço topológico e ∅ ̸= Y ⊂ X. Dizemos que A é
aberto em Y , se A = Y ∩ U , com U ̸= ∅ aberto em X. Sendo Y com a topologia
τY = {Y ∩ U |U ∈ τ}, dizemos que Y é um subespaço de X.

Exemplo 2.11 Seja Y = (0, 2] ⊂ R. Observe que (0, 1) é aberto em Y , pois (0, 1) =
(0, 1) ∩ (0, 2]. Além disso, (1, 2] é aberto em Y , pois (1, 2] = (1, 3) ∩ (0, 2].

Exemplo 2.12 Se A é aberto em ∅ ̸= Y ⊂ X e Y é aberto em X, então A é aberto
em X. Suponha que A é aberto em Y , então existe aberto não vazio U de X tal que
A = Y ∩ U . Como Y e U são abertos em X, então Y ∩ U também é um aberto em X, e
portanto, A é aberto em X.

Exemplo 2.13 Seja A ⊂ Y subespaço de X. Denote por A
Y

o fecho de A em Y .
Provemos que A

Y
= Y ∩A. Observe que Y ∩A é um fechado de Y que contém A. Como

A
Y
é o menor fechado de Y contendo A, segue que A

Y ⊂ Y ∩A. Por outro lado, sabemos
que A

Y
é um fechado em Y , então existe F fechado em X tal que A

Y
= Y ∩ F . Dessa

forma, F é um fechado de X que contém A. Como A é o menor fechado de X contendo
A, segue que A ⊂ F . Logo, Y ∩ A ⊂ Y ∩ F = A

Y
. Portanto, A

Y
= Y ∩ A.

Proposição 2.3 Se B uma base na topologia de X e ∅ ̸= Y ⊂ X, então C = {B∩Y |B ∈
B} é uma base para a topologia de Y .

Demonstração: Seja A um aberto em Y . Então existe um aberto não vazio U de X tal
que A = Y ∩ U . Seja x ∈ A, então x ∈ Y e x ∈ U . Logo, existe um aberto básico B de
X tal que x ∈ B ⊂ U . Ou seja, x ∈ Y ∩B ⊂ Y ∩ U . Portanto, C é uma base para Y .

■

Proposição 2.4 G é um fechado em Y se, e somente se, G = Y ∩ F com F um fechado
em X.

De�nição 2.8 Sejam X e Y espaços topológicos. A topologia produto em X × Y é
de�nida como a topologia gerada pela base B = {U × V |U é um aberto de X e V é um
aberto de Y }.

Exemplo 2.14 A topologia produto em R2 = R×R é gerada pelos produtos (a, b)×(c, d)
tais que (a, b), (c, d) ⊂ R são intervalos abertos.

Espaços Topológicos Irredutíveis

De�nição 2.9 Seja X um espaço topológico e ∅ ̸= Y ⊂ X. Dizemos que Y é irredutível,
se Y não pode ser escrito como a união Y = Y1 ∪ Y2, com Y1, Y2 subconjuntos próprios de
Y e Y1, Y2 fechados em Y . O conjunto vazio não é considerado irredutível.

Exemplo 2.15 Seja R com a topologia co�nita, então R é irredutível. De modo análogo,
qualquer conjunto in�nito com a topologia co�nita é irredutível. Seja X um espaço
topológico irredutível, então todo aberto ∅ ̸= A ⊂ X é irredutível e denso.

Exemplo 2.16 Seja X um espaço topológico com mais de um elemento com a topologia
discreta. Tome x ∈ X e escreva
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X = {x} ∪
⋃

x ̸=y∈X

{y}.

Dessa forma, temos que {x} e
⋃

x ̸=y∈X

{y} são fechados próprios de X, logo X não é irre-

dutível.

Proposição 2.5 SejaX um espaço topológico. Se Y é irredutível emX, então Y também
o é.

Demonstração: Suponha que Y não seja irredutível. Assim, existem fechados F1, F2 ⊂
X tais que Y = (F1 ∩ Y ) ∪ (F2 ∩ Y ) com F1 ∩ Y ⊊ Y e F2 ∩ Y ⊊ Y . Daí,

Y = Y ∩ Y = Y ∩ ((F1 ∩ Y ) ∪ (F2 ∩ Y )) = ((F1 ∩ Y ) ∩ Y ) ∪ ((F2 ∩ Y ) ∩ Y )

Como Y ⊂ X é um fechado em X, então F1 ∩ Y , F2 ∩ Y são fechados em X e assim,
podemos escrever Y = (G1 ∩ Y ) ∪ (G2 ∩ Y ), onde G1 = F1 ∩ Y e G2 = F2 ∩ Y . Suponha
que G1 ∩ Y = Y . Então Y ⊂ G1 ⊊ Y . Como Y é o menor fechado que contém Y , isso é
uma contradição. Analogamente, o mesmo ocorre para G2∩Y . Logo, Y não é irredutível.

■

Funções Contínuas

De�nição 2.10 Sejam X e Y espaços topólogicos. A função f : X → Y é contínua se
para todo subconjunto aberto V de Y , o conjunto f−1(V ) é aberto em X.

Exemplo 2.17 Sejam X e Y espaços topológicos. As projeções π1 : X × Y → X e
π2 : X × Y → Y dadas por π1((x, y)) = x e π2((x, y)) = y, respectivamente, são funções
contínuas. De fato, seja U um aberto não vazio em X, observe que π−1

1 (U) = U × Y , que
é um aberto em X × Y com a topologia produto. Analogamente, π2 também é contínua.

Exemplo 2.18 Seja X um espaço topológico e ∅ ̸= Y ⊂ X. A inclusão i : Y ↪→ X dada
por i(x) = x é uma função contínua. De fato, seja U um aberto não vazio de X, temos
que i−1(U) = U ∩ Y , que é um aberto em Y na topologia do subespaço. Em particular,
a aplicação identidade é uma função contínua.

Proposição 2.6 Sejam f : X → Y função, onde X, Y são espaços topologicos e B uma
base para a topologia em Y . Então f é contínua se f−1(B) é aberto em X para todo
B ∈ B.

Demonstração: Seja V ⊂ Y um aberto. Então, existem Bα ∈ B, α ∈ I, tal que

V =
⋃
α∈I

Bα.

Logo,

f−1(V ) = f−1

(⋃
α∈I

Bα

)
=
⋃
α∈I

f−1(Bα).

Como f−1(Bα) é aberto em X para cada α ∈ I, temos que f−1(V ) é aberto em X.
Portanto, f é contínua. ■
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Proposição 2.7 Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y função. Então as
seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) f é contínua;

(b) Para todo subconjunto E de X, temos f(E) ⊂ f(E);

(c) Para todo subconjunto fechado F de Y , o conjunto f−1(F ) é fechado em X;

(d) Para cada x ∈ X e cada vizinhança V de f(x), existe uma vizinhança U de x tal que
f(U) ⊂ V .

De�nição 2.11 Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma bijeção. Se f e
f−1 : Y → X são contínuas, então chamaremos f de homeomor�smo.

De�nição 2.12 (Semicontinuidade Superior) Sejam X um espaço topológico e f :
X → Z. Dizemos que f é semicontínua superiormente se para cada x ∈ X, existe
uma vizinhança U de x tal que para cada x′ ∈ U , f(x′) ≤ f(x).

Exemplo 2.19 A função

f : R→ Z

x 7→
{
−1, se x < 0
1, se x ≥ 0

é semicontínua superiormente, ao passo que

f : R→ Z

x 7→
{
−1, se x ≥ 0
1, se x < 0

não é semicontínua superiormente.

2.2 Álgebra Comutativa

Nesta seção revisaremos alguns conceitos de Álgebra imprescindíveis para o desenvol-
vimento do trabalho. Para isso, usamos como referência principal [55] e como referência
auxiliar [2323].

Anéis e Homomor�smos de Anéis

De�nição 2.13 Um anel A é um conjunto com duas operações binárias (adição e mul-
tiplicação) tal que

(1) A é um grupo abeliano com respeito à adição (isto é, A tem um elemento neutro,
denotado por 0, e cada x ∈ A tem um inverso (aditivo), denotado por −x);

(2) A multiplicação é associativa, isto é, (xy)z = x(yz) e distributiva sobre a adição, ou
seja x(y + z) = xy + xz e (y + z)x = yx+ zx;

Iremos considerar apenas os anéis que são comutativos:
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(3) xy = yx para todo x, y ∈ A;

E que tem um elemento unidade (denotado por 1):

(4) ∃ 1 ∈ A tal que x1 = 1x = x para todo x ∈ A.

O elemento unidade é então unicamente determinado.

A partir de agora, sempre que aparecer a palavra �anel�, estaremos nos referindo a um
anel comutativo com unidade, isto é, um anel satisfazendo os axiomas (1) ao (4) acima
enumerados.

Observação 2.2 Não excluímos a possibilidade em (4) que 1 possa ser igual ao 0. Se
isso acontecer, então para qualquer x ∈ A, temos

x = x1 = x0 = 0

e assim, A tem apenas um elemento, 0. Neste caso, A é o anel zero, denotado por 0, por
um certo abuso de notação.

De�nição 2.14 Um homomor�smo de anéis é uma aplicação f de A em B tal que

i) f(x+y) = f(x)+f(y) (assim, f é um homomor�smo de grupos abelianos, e portanto,
também f(x− y) = f(x)− f(y), f(−x) = −f(x) e f(0) = 0);

ii) f(xy) = f(x)f(y);

iii) f(1) = 1.

Em outras palavras, f respeita a adição, a multiplicação e o elemento unidade.

De�nição 2.15 Um subconjunto S de um anel A é um subanel de A se S é fechado sob
adição e multiplicação e contém o elemento unidade de A.

A aplicação de inclusão de S em A é então um homomor�smo de anéis. Se f : A→ B e
g : B → C são homomor�smo de anéis, então g ◦f : A→ C também é um homomor�smo
de anéis.

Ideais e Anéis Quocientes

De�nição 2.16 Um ideal I de um anel A é um subconjunto de A que é um subgrupo
abeliano e é tal que AI ⊆ I (isto é, dados x ∈ A e y ∈ I temos que xy ∈ I). O grupo
quociente A/I herda unicamente uma multiplicação de�nida em A que o transforma
em um anel, chamado o anel quociente (ou anel das classes residuais) A/I. Os
elementos de A/I são classes de I em A, e a aplicação ϕ : A → A/I que associa cada
x ∈ A à sua classe x+I é um homomor�smo sobrejetor de anéis. De forma mais explícita,

A/I = {x = x+ I |x ∈ A}

onde x+I = y+I ⇐⇒ x−y ∈ I, com a multiplicação herdada de A, ou seja, x·y = x · y.
A aplicação

ϕ : A→ A/I
x 7→ x = x+ I, onde x ∈ A

é chamada de projeção canônica ou homomor�smo canônico.
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Uma relação muito importante entre o anel A e o anel quociente A/I, é conhecida como
o Teorema de Correspondência entre ideais, enunciado abaixo.

Teorema 2.1 (Teorema da Correspondência entre Ideais) Existe uma bijeção que
preserva ordem entre os ideais J de A que contém I, e os ideais J de A/I, dada por
J = ϕ−1(J).

Demonstração: Ver Proposição 1.1, Capítulo 1 de [55].
■

Se f : A → B é qualquer homomor�smo de anéis, o núcleo de f (= f−1(0)) é um
ideal I de A, e a imagem de f (= f(A)) é um subanel C de B; e f induz um isomor�smo
(homomor�smo bijetor) de anéis A/I ∼= C. Às vezes usaremos a notação x ≡ y (mod I);
isto signi�ca que x− y ∈ I.

Divisores de Zero, Elementos Nilpotentes e Invertíveis

De�nição 2.17 Um divisor de zero em um anel A é um elemento x que �divide 0�,
isto é, para o qual existe y ̸= 0 em A tal que xy = 0. Um anel que não tem divisores
de zero distinto de 0 (e em que 1 ̸= 0) é chamado um domínio integral ou domínio
de integridade. Por exemplo, o conjunto dos números inteiros Z e o anel de polinômios
k[x1, . . . , xn] (k um corpo e xi indeterminadas) são domínios integrais.

De�nição 2.18 Um elemento x ∈ A é nilpotente se xn = 0 para algum n > 0.

Exemplo 2.20 Seja A = Z4 = Z/4Z e x = 2. Temos que 2
2
= 22 = 4 = 0 e portanto, 2

é um nilpotente e um divisor de zero em A.

Proposição 2.8 Seja A um anel. Todo nilpotente de A é um divisor de zero.

Demonstração: O caso x = 0 é trivial. Suponha, então, que x ̸= 0 é nilpotente em
A. Assim, existe n > 1 tal que xn = 0. Considere C = {r ∈ Z≥1 |xr = 0}. Observe
inicialmente que C ̸= ∅, pois n ∈ C. Além disso, C é limitado inferiormente por 2. Pelo
Princípio da Boa Ordenação, C tem um elemento minimal. Seja m ≥ 2 este elemento
minimal. Temos que

0 = xm = xm−1x e xm−1 ̸= 0, uma vez que m− 1 /∈ C.

■
A recíproca da Proposição 2.82.8 acima não é verdadeira como nos mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo 2.21 Considere A o anel das funções f : {0, 1} → R. Provemos que A tem
elementos divisores de zero que não são nilpotentes. Para tanto, sejam f1 : {0, 1} → R
e f2 : {0, 1} → R tais que f1(0) = 0, f1(1) = 1, f2(0) = 1 e f2(1) = 0. Observe que
f1f2 = 0, com f1, f2 ̸= 0. Porém, como fn1 = f1, temos que não existe nenhum n de tal
modo que fn1 = 0. Assim, f1 é um divisor de zero, mas não é nilpotente.

De�nição 2.19 Um invertível em A é um elemento x que �divide 1�, isto é, um elemento
x tal que xy = 1 para algum y ∈ A. O elemento y é então unicamente determinado por
x, e denotado por x−1. Os invertíveis em A formam um grupo abeliano com respeito à
multiplicação.
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De�nição 2.20 Os múltiplos ax de um elemento x ∈ A formam um ideal principal,
denotado por (x) ou Ax. Assim,

x é um invertível ⇐⇒ (x) = A = (1).

O ideal zero (0) é geralmente denotado por 0.

De�nição 2.21 Um ideal I de A é dito principal se ele é gerado por um único elemento
a ∈ A, ou seja, I = (a), isto signi�ca que: se a = xy então x ou y é um invertível em A.
Dizemos que A é um anel principal se todo ideal de A é principal.

De�nição 2.22 Um corpo é um anel A em que 1 ̸= 0 e cada elemento não nulo é um
invertível. Assim, todo corpo é um domínio integral (mas não vale a recíproca: Z é um
domínio que não é um corpo, pois seus únicos inveríveis são 1 e −1).

Exemplo 2.22 Seja k um corpo algebricamente fechado, ou seja, todo polinômio em k[x]
de grau não nulo possui (pelo menos) uma raiz em k, onde k[x] denota o anel de polinômios
na variável x com coe�cientes em k. O anel de polinômios em uma variável A = k[x] é um
anel principal. De fato, como k é algebricamente fechado, os únicos elementos irredutíveis
de k[x] são os polinômios de grau 1. Logo, considere um ideal I = (f, g) ⊂ k[x] gerado
por dois elementos irredutíveis f = a0 + a1x e g = b0 + b1x, então temos que

b1f − a1g = b1(a0 + a1x)− a1(b0 + b1x)

= b1a0 + b1a1x− a1b0 − a1b1x
= b1a0 − a1b0.

Note que b1f − a1g ∈ I, mas b1f − a1g = b1a0 − a1b0 é uma constante. Como k é um
corpo, existe c ∈ k tal que (b1f −a1g)c = 1. Como f, g ∈ I, temos que 1 ∈ I. Isso implica
que I = (1), logo I = (1) = A = k[x] é principal. Portanto, k[x] é um anel principal.
Já no anel de polinômios em duas variáveis k[x, y], o ideal (x + 1, y − 1) ⊂ k[x, y] não é
principal, pois não pode ser gerado por um único elemento.

Proposição 2.9 Seja A um anel não nulo. Então as seguintes a�rmações são equivalen-
tes:

(a) A é um corpo.

(b) os únicos ideais em A são 0 e (1) = A.

(c) todo homomor�smo de A em B (um anel ̸= 0) é injetor.

Demonstração: Ver Proposição 1.2, Capítulo 1 de [55].
■

Ideais Primos e Ideais Maximais

De�nição 2.23 Um ideal p em A é primo se p ̸= (1) e sempre que xy ∈ p tivermos
x ∈ p ou y ∈ p. Um ideal m em A é maximal se m ̸= (1) e se não existe nenhum ideal
I tal que m ⊊ I ⊊ (1). Um anel A é dito um anel local, se A possui apenas um ideal
maximal. O corpo k = A/m é chamado o corpo residual de A. Um anel com apenas
um número �nito de ideais maximais é chamado semi-local.
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Exemplo 2.23 Seja A = Z, então todo ideal da forma (p) com p ∈ Z, p um número
primo, é primo e maximal. De fato, sejam a, b ∈ Z tais que ab ∈ (p). Assim, p divide
ab. Como p é primo, então p divide a ou p divide b, noutras palavras, a ∈ (p) ou b ∈ (p).
Portanto, (p) é um ideal primo. Para ver que (p) é também um ideal maximal, suponha
que exista d ∈ Z tal que (p) ⊊ (d) ⊂ Z e tome x ∈ (d) \ (p). Dessa forma, p não divide x,
em outras palavras, x não é um múltiplo de p. Porém, p é primo, assim m.d.c.(p, x) = 1.
Isto signi�ca que, existem α, β ∈ Z tais que αp + βx = 1. Como (p) ⊂ (d) e x ∈ (d),
devemos ter 1 = αp+ βx ∈ (d), logo (d) = Z. Portanto, (p) é um ideal maximal.

Exemplo 2.24 Seja I = 6Z ⊂ Z. Observe que 2 · 3 = 6 ∈ I, mas 2, 3 /∈ I, isto implica
que I não é primo. Note também que I não é maximal, pois I ⊊ 3Z ⊊ Z. Seja k um
corpo, então os únicos ideais de k são (0) e k. Logo, (0) é ideal maximal de k e portanto,
k é um anel local. Por �m, considere o anel de polinômios em uma variável k[x]. Nesse
anel, os ideais (x) e (x+ 1) são maximais, logo k[x] não é um anel local.

Exemplo 2.25 No anel de polinômios A = k[x], um ideal é primo se, e somente se, ele
é gerado por um elemento irredutível. Por exemplo, o ideal gerado por (x2 − 4) não é
primo, pois (x+ 2), (x− 2) /∈ (x2 − 4) mas (x+ 2)(x− 2) ∈ (x2 − 4).

Proposição 2.10 O ideal (0) é primo se, e somente se, A é um domínio integral.

Demonstração: De fato, se (0) é primo, então dados a, b ∈ A tais que ab = 0 ∈ (0)
temos que a ∈ (0) ou b ∈ (0). Logo, a = 0 ou b = 0. Portanto, A é um domínio integral.
Por outro lado, suponha que A seja um domínio integral e considere a, b ∈ A tais que
ab ∈ (0). Assim, ab = 0. Como A é um domínio integral, devemos ter a = 0 ∈ (0) ou
b = 0 ∈ (0). Portanto, (0) é um ideal primo.

■

Proposição 2.11 Seja A um anel. Todo ideal maximal de A é primo.

Demonstração: Seja m um ideal maximal de A e sejam a, b ∈ A tais que ab ∈ m.
Suponha que a /∈ m e provemos que b ∈ m. Considere o ideal I = m + (a). Como
a ∈ I \ m e m é um ideal maximal, temos que m + (a) = A. Assim, existem α ∈ A e
β ∈ m tais que 1 = β + αa e daí, multiplicando por b, obtemos que b = βb + αab ∈ m.
Portanto, m é primo.

■
A recíproca da Proposição 2.112.11 acima não é válida como nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.26 Considere o ideal (0) ⊂ Z. Como Z é um domínio integral, temos que
(0) é primo. Porém, observe que (0) não é maximal, pois (0) ⊊ 2Z ⊊ Z.

Se f : A → B é um homomor�smo e q é um ideal primo em B, então f−1(q) é
um ideal primo em A. De fato, sejam a, b ∈ A tais que ab ∈ f−1(q). Daí, temos que
f(ab) ∈ q. Como f é um homomor�smo, segue que f(ab) = f(a)f(b). Logo, temos que
f(a)f(b) = f(ab) ∈ q. Como q é um ideal primo, segue que f(a) ∈ q ou f(b) ∈ q e
portanto, a ∈ f−1(q) ou b ∈ f−1(q). Além disso, poderíamos ter argumentado também
que A/f−1(q) é isomorfo a um subanel de B/q e assim não tem divisores de zero não
nulos.

Porém, se n é um ideal maximal de B, não é necessariamente verdade que f−1(n) é
maximal em A. Por exemplo, seja f : Z ↪→ Q o homomor�smo �inclusão� de anéis. Como
Q é um corpo, o ideal (0) de Q é maximal. Como f é injetor (porque é a inclusão), segue
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que o ideal f−1(0) = ker (f) = (0). Porém, (0) não é um ideal maximal em Z, porque Z
não é um corpo. Por outro lado, como Z é um domínio integral, então (0) = f−1(0) é um
ideal primo em Z.

Proposição 2.12 Seja A um anel. Temos que

(a) A/p é um domínio integral se, e somente se, p é primo;

(b) A/m é um corpo se, e somente se, m é maximal.

Demonstração:

(a) Suponha que A/p seja um domínio integral e sejam a, b ∈ A tais que ab ∈ p. Assim,
ab = ab = 0. Como A/p é um domínio integral, devemos ter a = 0 ou b = 0. Logo,
a ∈ p ou b ∈ p e portanto, p é um ideal primo. Reciprocamente, suponha que p seja
um ideal primo e tome a, b ∈ A de modo que ab = 0, logo ab ∈ p. Como p é primo,
segue que a ∈ p ou b ∈ p e portanto, a = 0 ou b = 0 e assim, A/p é um domínio
integral.

(b) Suponha que A/m seja um corpo e suponha que m ⊊ I ⊂ A. Tome x ∈ I \m. Assim,
x ̸= 0. Como A/m é corpo, existe y ∈ A \ m tal que xy = x · y = 1. Com efeito,
1 − xy ∈ m ⊂ I. Porém, xy ∈ I implica que 1 ∈ I e assim, I = A. Portanto, m é
maximal. Reciprocamente, suponha que m seja maximal e seja x ∈ A tal que x ̸= 0.
Assim, x /∈ m e daí, m+ (x) = A, pois m é maximal. Dessa forma, existem α ∈ m e
β ∈ A \m tais que α + βx = 1. Passando para o quociente A/m, temos que

1 = α + βx = α + βx = βx = β · x.

Portanto, A/m é um corpo.

■

Observação 2.3 Seja A um anel tal que para todo x ∈ A existe n > 1 tal que xn = x.
Neste caso, todo ideal primo de A é maximal. De fato, seja p ⊂ A um ideal primo. Pelo
item (b) da Proposição 2.122.12 acima, é su�ciente mostrar que A/p é um corpo, pois isto
equivale a dizer que p é maximal. Seja x ∈ A \ p. Assim, existe n > 1 tal que xn = x.
Daí,

x = xn = x · xn−1 = x · xn−1 = x · xn−1 ⇒ x(1− xn−1) = 0.

Como p é primo, pelo item (a) da Proposição 2.122.12 acima, temos que A/p é um domínio
integral, como x ̸= 0, devemos ter 1 − xn−1 = 0, implicando que 1 = xn−1. Portanto,
xn−2 · x = 1. Como n ≥ 2, então n − 2 ≥ 0 e daí x é invertível, o que mostra que A/p é
um corpo.

Exemplo 2.27 Considere o anel A1 = k[x, y]/(x, y2). Observe que

A1 = {a+ by | a, b ∈ k} ∼= k[y]/(y2).

Agora, note que y /∈ (x, y2), mas y · y = y2 ∈ (x, y2). Portanto, o ideal (x, y2) não é primo
e A1 não é um domínio.
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Exemplo 2.28 Considre A2 = k[x, y]/(x2, y2). Observe que o ideal (x2, y2) não é primo
em k[x, y], uma vez que x · x = x2 ∈ (x2, y2) mas x /∈ (x2, y2), pois para todo polinômio
não nulo f ∈ (x2, y2) temos que deg f ≥ 2 e deg x = 1. Assim, A2 não é um domínio.

Os ideais primos são de suma importância em Álgebra Comutativa, o teorema a seguir
garante a existência de ideais maximais (e portanto, primos).

Teorema 2.2 Todo anel não nulo A possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstração: Ver Teorema 1.3, Capítulo 1 de [55].
■

Corolário 2.1 Se I ̸= (1) é um ideal de A, então existe um ideal maximal J de A tal
que I ⊂ J .

Demonstração: Ver Corolário 1.4, Capítulo 1 de [55].
■

Corolário 2.2 Todo não invertível de A está contido em um ideal maximal.

Demonstração: Ver Corolário 1.5, Capítulo 1 de [55].
■

Proposição 2.13

(a) Sejam A um anel e m ̸= (1) um ideal de A tais que todo x ∈ A \m é um invertível
em A. Então A é um anel local e m é seu ideal maximal.

(b) Sejam A um anel e m um ideal maximal de A, tais que todo elemento de 1 +m (isto
é, todo 1 + x, onde x ∈ m) é um invertível em A. Então A é um anel local.

Demonstração: Ver Proposição 1.6, Capítulo 1 de [55].
■

Nilradical e Radical de Jacobson de um Anel

De�nição 2.24 O conjunto N(A) de todos os elementos nilpotentes, ou seja, os elemen-
tos x ∈ A tais que xn = 0 para algum n > 0 em A é chamado o nilradical de A.

Proposição 2.14 O nilradical de A é um ideal de A e A/N(A) não possui elemento
nilpotente diferente ̸= 0.

Demonstração: Ver Proposição 1.7, Capítulo 1 de [55].
■

A proposição seguinte dá uma de�nição alternativa para o nilradical de um anel.

Proposição 2.15 O nilradical de A é a interseção de todos os ideais primos de A.

Demonstração: Ver Proposição 1.8, Capítulo 1 de [55].
■

Observação 2.4 Se A é um domínio integral, então N(A) = (0). De fato, se A é domínio
integral, então (0) é um ideal primo de A. Daí
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N(A) =
⋂

p⊂A ideal primo

p = (0).

Exemplo 2.29 Considere os seguintes anéis:

A3 = k[x, y]/(xy) e A4 = k[x, y]/(x2).

Note que A3 não é um domínio integral, pois xy não é irredutível e portanto (xy) não
é primo. A4 também não é domínio, pois x2 não é irredutível e isso implica que o ideal
(x2) não é primo. Observe que x é um nilpotente em A4, pois x2 = x2 = 0. Além disso,
A3 não possui nilpotentes. De fato, seja f ∈ k[x, y] tal que fn = fn = 0 ∈ A1. Assim,
fn ∈ (xy). Daí, fn = (xy)g para algum g ∈ k[x, y]. Dessa forma, x|fn e y|fn. Logo, x|f
e y|f . Com efeito, xy|f . Isto, por sua vez, implica que f = 0 ∈ k[x, y]/(xy). Observe que
N(A3) = (0) mas ele não é primo, uma vez que A3 não é um domínio integral. Observe
ainda que N(A4) = (x) é primo pela Proposição 2.122.12, pois A4/(x) ∼= k[y] que é um
domínio integral.

Exemplo 2.30 Considere o anel A5 = k[x, y]/(x, y). A�rmamos que o ideal (x, y) é
maximal em k[x, y]. De fato, suponha que (x, y) não seja maximal. Então existe um ideal
I ⊂ k[x, y] tal que (x, y) ⊊ I. Observe que (x, y) contém todos os polinômios de k[x, y]
que não possuem o termo constante. Assim, existe c ∈ I ∩ k \ {0} e c /∈ (x, y). Mas,
como c é invertível, então I = k[x, y] e daí A5 é um corpo. Doutra forma, poderíamos
argumentar que k[x, y]/(x, y) ∼= k e k é um corpo. Como A5 é um corpo, então devemos
ter N(A5) = (0) primo pela Proposição 2.122.12.

De�nição 2.25 O radical de Jacobson J(A) de A é de�nido como sendo a interseção
de todos os ideais maximais de A, e pode ser caracterizado como segue.

Proposição 2.16 x ∈ J(A) ⇐⇒ 1− xy é um invertível em A para todo y ∈ A.

Demonstração: Ver Proposição 1.9, Capítulo 1 de [55].
■

Operações em Ideais

Se I e J são ideais em um anel A, sua soma I+J é o conjunto de todos os x+ y, onde
x ∈ I e y ∈ J . Este é o menor ideal contendo I e J . Mais geralmente, podemos de�nir a
soma

∑
α

Iα de uma família qualquer de ideais Iα de A; seus elementos são todas as somas∑
xα, onde xα ∈ Iα para todo α e quase todos os xα (isto é, exceto num conjunto �nito)

são zero. Este é o menor ideal de A que contem todos os ideais Iα.
A interseção de qualquer família (Iα) de ideais é um ideal. Portanto os ideais de A

formam uma cadeia �nita com respeito à inclusão.
O produto de dois ideais I e J em A é o ideal IJ gerado por todos os produtos xy,

onde x ∈ I e y ∈ J . Este é o conjunto de todos as somas �nitas
∑
α

xαyα onde cada xα ∈ I

e yα ∈ J . Similarmente, podemos de�nir o produto de qualquer família �nita de ideais.
Em particular, as potências In (n > 0) de um ideal I estão de�nidas. Por convenção,
I0 = (1) = A. Portanto, In (n > 0) é o ideal gerado por todos os produtos x1x2 · · ·xn
onde cada fator xi pertence à I.
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Exemplo 2.31

(a) Se A = Z, I = (m), J = (n), então I+J é o ideal gerado pelo máximo divisor comum
de m e n; I ∩J é o ideal gerado pelo mínimo múltiplo comum de m e n; e IJ = (mn).
Portanto, neste caso, IJ = I ∩ J ⇐⇒ m,n são coprimos (isto é, m.d.c.(m,n) = 1).

(b) Se A = k[x1, . . . , xn], I = (x1, . . . , xn) (o ideal gerado por x1, . . . , xn). Então Im é o
conjunto de todos os polinômios sem termos de grau menor que m.

As três operações até agora de�nidas (soma, interseção e produto) são todas comutati-
vas e associativas. Também existe a Lei Distributiva: I(J+L) = IJ+IL. No anel Z, ∩ e
+ são distributivas uma sobre a outra. Em geral, este não é o caso, e o melhor que temos
nesta direção é a Lei Modular: I ∩ (J+L) = I ∩J+I ∩L se I ⊇ J ou I ⊇ L. Novamente,
em Z, temos (I + J)(I ∩ J) = IJ ; mas em geral, temos apenas (I + J)(I ∩ J) ⊆ IJ (pois,
(I + J)(I ∩ J) = I(I ∩ J) + J(I ∩ J) ⊆ IJ). Claramente, IJ ⊆ I ∩ J , assim I ∩ J = IJ
(pois I ∩ J ⊆ IJ) desde que I + J = (1) = A.

De�nição 2.26 Dois ideais I e J são coprimos (ou comaximais) se I + J = (1) = A.
Portanto, para ideais coprimos temos I ∩ J = IJ . Certamente dois ideais, I e J são
coprimos se, e somente se, existe x ∈ I e y ∈ J tais que x+ y = 1.

De�nição 2.27 Sejam A1, . . . , An anéis. De�nimos o produto direto A =
n∏
i=1

Ai sendo

o conjunto de todas as sequências x = (x1, . . . , xn) tais que xi ∈ Ai (1 ≤ i ≤ n) e adição
e multiplicação componente a componente. O anel A é um anel comutativo cuja unidade
é o elemento (1, . . . , 1). Temos projeções pi : A → Ai de�nidas por pi(x) = xi que são
homomor�smos de anéis.

De�nição 2.28 Seja A um anel e I1, . . . , In ideais de A. De�nimos um homomor�smo

de anéis ϕ : A→
n∏
i=1

(A/Ii) pela lei ϕ(x) = (x+ I1, . . . , x+ In).

Proposição 2.17

(a) Se Ii e Ij são coprimos sempre que i ̸= j, então
∏

Ii =
⋂

Ii.

(b) ϕ é sobrejetiva ⇐⇒ Ii e Ij são coprimos sempre que i ̸= j.

(c) ϕ é injetiva ⇐⇒
⋂

Ii = (0).

Demonstração: Ver Proposição 1.10, Capítulo 1 de [55].
■

Proposição 2.18

(a) Sejam p1, . . . , pn ideais primos e seja I um ideal contido em
n⋃
i=1

pi. Então, I ⊆ pi para

algum i.

(b) Sejam I1, . . . , In ideais e seja p um ideal primo contendo
n⋂
i=1

Ii. Então, p ⊇ Ii para

algum i. Se p =
⋂

Ii, então p = Ii para algum i.
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Demonstração: Ver Proposição 1.11, Capítulo 1 de [55].
■

Se I e J são ideais em um anel A, de�nimos o quociente de ideais como sendo

(I : J) = {x ∈ A |xJ ⊆ I}
que também é um ideal de A. De modo particular, (0 : J) é chamado o aniquilador de J
e também é denotado por Ann(J), este é o conjunto de todos os x ∈ A tais que xJ = 0.
Nesta notação, o conjunto de todos os divisores de zero em A é D(A) =

⋃
x ̸=0

Ann(x). Se J

é um ideal principal, digamos J = (x), escrevemos muitas vezes (I : x) em vez de (I : (x)).

Exemplo 2.32 Se A = Z, I = (m) e J = (n), onde, digamos que m =
∏
p

ρµp e

n =
∏
p

ρνp , então (I : J) = (q) onde q =
∏
p

ργp e γp = máx{µp−νp, 0} = µp−min{µp, νp}.

Assim, q = m/(m,n), onde (m,n) é o máximo divisor comum de m e n.

De�nição 2.29 Seja I um ideal de um anel A, de�nimos o radical de I, como sendo

r(I) = {x ∈ A |xn ∈ I para algum inteiro n > 0}.
Dizemos que um ideal I é radical quando I = r(I). Se ϕ : A→ A/I é o homomor�smo
canônico, então r(I) = ϕ−1(N(A/I)) e assim, r(I) é um ideal.

Exemplo 2.33 Considere o ideal (x2) ⊂ k[x] e provemos que r((x2)) = (x) e portanto,
(x2) é um ideal que não é radical. De fato, dado y ∈ (x), existe α ∈ k[x] tal que y = αx
e portanto, y2 = (αx)2 = α2x2 ∈ (x2). Por outro lado, se y ∈ r((x2)), então existe n ∈ N
tal que yn ∈ (x2) ⊂ (x). Como (x) é um ideal primo, segue que y ∈ (x). Além disso,
claramente (x) ̸= (x2), uma vez que x ∈ (x) e x /∈ (x2).

Proposição 2.19 Seja A um anel. Se p é um ideal primo em A, então p é radical.

Demonstração: Claramente, temos que p ⊂ r(p). Por outro lado, se x ∈ r(p), então
existe n > 0 inteiro tal que xn ∈ p. Como p é um ideal primo, devemos ter x ∈ p.
Portanto, p = r(p) e p é um ideal radical.

■

Proposição 2.20 O radical de um ideal I é a interseção de todos os ideais primos que
contém I.

Demonstração: Ver Proposição 1.14, Capítulo 1 de [55].
■

Proposição 2.21 O conjunto dos divisores de zero de A, pode ser expresso como

D(A) =
⋃
x ̸=0

r(Ann(x)).

Demonstração: Ver Proposição 1.15, Capítulo 1 de [55].
■

Proposição 2.22 Sejam I e J ideais em um anel A tais que r(I) e r(J) são coprimos.
Então, I e J são coprimos.

Demonstração: Ver Proposição 1.15, Capítulo 1 de [55].
■

19



Extensão e Contração

Seja f : A → B um homomor�smo de anéis. Se I é um ideal em A, o conjunto f(I)
não é necessariamente um ideal em B (por exemplo, considere f o mergulho dos inteiros
Z em Q, o corpo dos racionais, e tome qualquer ideal I não nulo em Z). De�nimos a
extensão Ie como sendo o ideal gerado por Bf(I), ou seja, o ideal gerado por f(I) em B,
explicitamente, Ie é o conjunto de todas as somas

∑
α

yαf(xα) onde xα ∈ I e yα ∈ B.

Se J é um ideal de B, então f−1(J) é sempre um ideal em A, chamado a contração de
J e denotado por J c. Se J é um ideal primo, então J c também é primo. Se I é primo, Ie

não é necessariamente um ideal primo (por exemplo, f : Z → Q, I ̸= (0), então Ie = Q,
que não é um ideal primo). Podemos fatorar f como segue:

A
p→ f(A)

j→ B

onde p é sobrejetiva e j é injetiva. Um exemplo clássico provém da teoria de números
algébricos.

Exemplo 2.34 Considere Z→ Z[i], onde i =
√
−1. Um ideal primo p de Z pode ou não

ser primo quando extendido para Z[i]. Na verdade, Z[i] é um domínio de ideais principais
porque ele é um domínio euclidiano, isto é, um domínio de integridade onde o Algoritmo
de Euclides é válido) e a situação é como segue:

(a) (2)e = ((1 + i)2), o quadrado de um ideal primo em Z[i];

(b) Se p ≡ 1 (mod 4), então pe é o produto de dois ideais primos distintos (por exemplo,
(5)e = (2 + i)(2− i);

(c) Se p ≡ 3 (mod 4), então pe é primo em Z[i].

Destes, (b) não é um resultado trivial. Ele é efetivamente equivalente ao Teorema de
Fermat que diz que um primo p ≡ 1 (mod 4) pode ser expresso, essencialmente unicamente
como a soma de dois quadrados de inteiros (por exemplo, 5 = 22 +12, 97 = 92 +42, etc.).

Na verdade, o comportamento de ideais primos sob extensões desse tipo é um dos proble-
mas centrais da teoria de números algébricos.

Proposição 2.23 Sejam f : A→ B, I e J como antes. Então

(a) I ⊆ Iec e J ⊇ J ce;

(b) J c = J cec e Ie = Iece;

(c) Se C é o conjunto dos ideais contrações em A e E é o conjunto dos ideais extensões
em B, então C = {I | Iec = I} e E = {J | J ce = J}. Além disso, I 7→ Ie é uma
aplicação bijetiva de C em E, cuja inversa é J 7→ J c. Mais ainda, o conjunto dos
ideais E é fechado sob soma e produto, e C é fechado sob as outras três operações.

Demonstração: Ver Proposição 1.17, Capítulo 1 de [55].
■
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Módulos e Sequências Exatas

De�nição 2.30 Seja A um anel. Um A-módulo é um par (M,µ) onde M é um grupo
abeliano e µ : A×M → M é uma aplicação tal que µ(a,m) = am e, para todo a, b ∈ A
e m,n ∈M satisfaz:

(a) a(m+ n) = am+ an;

(b) (a+ b)m = am+ bm;

(c) (ab)m = a(bm);

(d) 1m = m.

Exemplo 2.35 Um ideal I de A é um A-módulo . Em particular, A é um A-módulo.
Se A = k é um corpo, então um A-módulo é um k-espaço vetorial. Se A = Z então um
A-módulo é um grupo abeliano, onde de�nimos nm = m + . . . +m. Se A = k[x] onde k
é um corpo, então um A-módulo é um k-espaço vetorial com uma transformação linear.

De�nição 2.31 Sejam M e N dois A-módulos. Uma aplicação f : M → N é um A-
homomor�smo se, para todo a ∈ A e m1,m2 ∈M , tivermos:

(a) f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2);

(b) f(am1) = af(m1).

Dessa forma, f é um homomor�smo de grupos abelianos que comuta com a ação de
cada a ∈ A. Além disso, a composição de A-homomor�smos de A-módulos é um A-
homomor�smo.

De�nição 2.32 Seja M um A-módulo. Um submódulo M ′ de M é um subgrupo de M
que é fechado com relação a multiplicação por elementos de A. O grupo abeliano M/M ′

herda uma estrutura de A-módulo de M , de�nida por a(m +M ′) = am +M ′. Logo,
chamaremos M/M ′ de um A-módulo quociente de M por M ′.

Pelo Teorema da Correspondência entre Ideais 2.12.1, uma vez que um ideal pode ser visto
como um A-módulo, podemos a�rmar que a projeção canônica π : M → M/M ′ é um A-
homomor�smo que induz uma correspondência biunívoca que preserva ordem (no sentido
da inlusão ⊂), entre submódulos de M que contém M ′ e submódulos de M/M ′.

De�nição 2.33 Seja f :M → N é um A-homomor�smo, de�nimos o núcleo de f como
sendo o conjunto ker (f) = {x ∈M | f(x) = 0} e a imagem de f como sendo o conjunto
Im(f) = f(M) = {y ∈ N | y = f(x) para algum x ∈M}.

Observação 2.5 O ker (f) é um submódulo de M e Im(f) é um submódulo de N .

De�nição 2.34 O conúcleo de f é um módulo quociente de N de�nido como

co ker (f) :=
N

Im(f)
.
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Se m é um elemento de M , o conjunto de todos os múltiplos de m de�nido por
{am | a ∈ A e m ∈M}, é um submódulo deM , denotado por Am ou (m). Se um módulo
M =

∑
i∈I

Ami dizemos que os m′
is formam um conjunto de geradores de M , isto

signi�ca que todo elemento deM pode ser expresso (não necessariamente de forma única)
como uma combinação linear �nita dos m′

is com coe�cientes em A. Um A-módulo é dito
�nitamente gerado se ele tem um conjunto �nito de geradores.

De�nição 2.35 Se (Mi)i∈I é uma família de A-módulos, podemos de�nir a soma direta⊕
i∈I

Mi, seus elementos são (mi)i∈I tais que mi ∈ Mi, para cada i ∈ I, e quase todos xi

são 0 (exeto uma quantidade �nita).

De�nição 2.36 Um anel A é dito um anel graduado com uma família {An}n≥0 de

subgrupos aditivos de A, se A =
∞⊕
n=0

An e AmAn ⊂ Am+n para todo m,n ≥ 0.

De�nição 2.37 Um A-módulo livre é um A-módulo isomorfo a
⊕
i∈I

Mi, onde cada Mi é

isomorfo a A como um A-módulo. Um A-módulo livre �nitamente gerado é isomorfo
a An = A⊕ . . .⊕ A, para algum n > 0.

De�nição 2.38 Uma sequência de A-módulos e A-homomor�smos

· · · −→Mi−1
fi−→Mi

fi+1−→Mi+1 −→ · · ·

é dita exata em Mi se Im(fi) = ker(fi+1). A sequência é exata se é exata em cada Mi.

Observação 2.6 Em particular:

(a) 0 −→M ′ f−→M é exata ⇔ f é injetora;

(b) M
g−→M ′′ −→ 0 é exata ⇔ g é sobrejetora;

(c) 0 −→ M ′ f−→ M
g−→ M ′′ −→ 0 é exata ⇔ f é injetora, g é sobrejetora e Im(f) =

ker(g).

Uma sequência do tipo (c) é chamada de sequência exata curta. Toda sequência exata
longa pode ser dividida em sequências exatas curtas.

Exemplo 2.36 Considere a sequência de A-módulos

0 −→ I
f−→ A

g−→ A/I −→ 0

onde I é um ideal de A, f é a aplicação inclusão e g a projeção canônica. Dessa forma,
essa sequência é exata.

De�nição 2.39 Sejam M ,N e P três A-módulos, Uma aplicação f : M × N → P é
chamada A-bilinear se, para todo m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e a ∈ A, ela satisfaz:

(a) f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n)
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(b) f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′)

(c) f(am, n) = f(m, an) = af(m,n)

Proposição 2.24 Sejam M e N A-módulos. Então existe um A-módulo T junto com
uma aplicação A-bilinear g :M ×N → T com as seguintes propriedades:

(a) Dados um A-módulo P e uma aplicação A-bilinear f :M ×N → P , existe um único
A-homomor�smo f ′ : T → P tal que f = f ′ ◦ g.

(b) Se (T, g) e (T ′, g′) são dois pares que satisfazem essa propriedade, então existe um
único isomor�smo j : T → T ′ tal que j ◦ g = g′.

Demonstração: Ver Proposição 2.12, Capítulo 2 de [55].
■

O módulo T construído na proposição anterior é chamado de produto tensorial de
M e N , e será denotado por M ⊗A N . O produto tensorial M ⊗A N é gerado pelos
elementos m⊗ n, onde m ∈M e n ∈ N , chamaremos um elemento deste tipo de tensor
elementar. Se (mi)i∈I e (nj)j∈J são famílias de geradores de M e N , respectivamente,
então os elementos mi ⊗ nj geram M ⊗A N . Em particular, se M e N são �nitamente
gerados então M ⊗A N também é.

Proposição 2.25 Seja

M ′ f−→M
g−→M ′′ −→ 0

uma sequência exata de A-módulos e A-homomor�smo, e seja N um A-módulo qualquer.
Então a sequência

M ′ ⊗N f−→M ⊗N g−→M ′′ ⊗N −→ 0

é exata.

Demonstração: Ver Proposição 2.18, Capítulo 2 de [55].
■

O funtor TN : M 7→ M ⊗A N na categoria de A-módulos não é, em geral, exato.
Se TN é exato signi�ca que o tensor com N transforma todas as sequências exatas em
sequências exatas, então N é dito ser um A-módulo plano.

Proposição 2.26 Seja N um A-módulo, as a�rmações a seguir são equivalentes:

(a) N é plano.

(b) Se 0 −→ M ′ −→ M −→ M ′′ −→ 0 uma sequência de A-módulos exata, então a
sequência tensorizada

0 −→M ′ ⊗N −→M ⊗N −→M ′′ ⊗N −→ 0

é exata.

(c) Se f :M ′ →M é injetora, então f ⊗ 1 :M ′ ⊗N →M ⊗N é injetora.

(d) Se f :M ′ →M é injetora e M,M ′ são �nitamente gerados, então f ⊗ 1 :M ′ ⊗N →
M ⊗N é injetora.
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Demonstração: Ver Proposição 2.19, Capítulo 2 de [55].
■

De�nição 2.40 Seja f : A → B um homomor�smo de anéis. Se a ∈ A e b ∈ B
de�nimos o produto ab := f(a)b. Logo, B tem estrutura de A-módulo e estrutura de
anel. Chamamos o anel B equipado com sua estrutura de A-módulo de A-álgebra.

Anéis de Frações e Localização

De�nição 2.41 Sejam A um anel e S ⊂ A um subconjunto não vazio. Dizemos que S é
um conjunto multiplicativamente fechado se:

(a) 1 ∈ S;

(b) st ∈ S, para todo s, t ∈ S.

De�nição 2.42 Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de
A. De�nimos a seguinte relação de equivalência em A× S:

(a, s) ∼ (a′, s′)⇔ (as′ − a′s)u = 0

para algum u ∈ S.

Claramente esta relação é re�exiva e simétrica. Mostremos que é transitiva, suponha que
(a, s) ≡ (b, t) e (b, t) ≡ (c, u). Então, existe v, w ∈ S tais que

(at− bs)v = 0 e (bu− ct)w = 0
⇒ atv − bsv = 0 e buw − ctw = 0

⇒ atvuw − bsvuw = 0 e buwsv − ctwsv = 0
⇒ (au− cs)tvw = 0.

Como S é fechado para multiplicação, temos que tvw ∈ S. Portanto, (a, s) ∼ (c, u).

Denotamos por
a

s
= (a, s) a classe de equivalência de (a, s) ∈ A × S e o conjunto

quociente é denotado por

S−1A :=
A× S
∼

= {a/s | a ∈ A e s ∈ S}.

De�nimos as seguintes operações em S−1A:

a

s
+
b

t
:=

at+ bs

st
e
a

s
· b
t
:=

ab

st
.

Com essas operações, temos que S−1A é um anel comutativo com unidade, onde
1

1
é a

unidade e
0

1
é o elemento neutro da adição. Associado a S−1A temos um homomor�smo de

anéis ψ : A→ S−1A dado por ψ(a) =
a

1
, chamado de homomor�smo de localização.

Exemplo 2.37 Se A = C[x, y] e S = {xn |n ∈ N} então S−1A = {f(x, y)/xn |n ∈ N}.

Exemplo 2.38 Se A é um domínio integral e S = A \ 0, então S−1A é o corpo de
frações de A. De fato, se (a, s), (b, t) ∈ A × S são de tal modo que (a, s) ∼ (b, t), então
existe u ∈ S tal que (at − bs)u = 0. Como A é um domínio integral e u ∈ S = A \ 0,
então at− bs = 0, o que implica que at = bs.
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Exemplo 2.39 Sejam f ∈ A e S = {fn}n≥0. Observe que, para todo n,m ≥ 0 temos
que

1 = f 0 ∈ S e fnfm = fn+m ∈ S.

Logo, S é um conjunto multiplicativamente fechado de A. Neste caso, o anel S−1A será
denotado por Af .

Proposição 2.27 Seja p um ideal de A. Então, S = A \ p é multiplicatiamente fechado
se, e somente se, p é primo.

Demonstração: De fato, suponha que S é multiplicativamente fechado e ab ∈ p. Su-
ponha também, por absurdo, que a e b não pertence a p. Logo, a, b ∈ S e, como S é
multiplicativamente fechado, temos que ab ∈ S, contradição.

Por outro lado, se p é primo então 1 ∈ S. Por �m, suponha que a, b ∈ S, assim, ab
não pode pertencer a p (se ab ∈ p, então a ∈ p ou b ∈ p, o que não ocorre), logo ab ∈ S.
Portanto, S é multiplicativamente fechado.

■
Neste caso em que S = A \ p, onde p é um ideal primo, denotaremos S−1A por Ap e

dizemos que Ap é a localização de A em p. Além disso, essa localização é um anel local,
ou seja, Ap possui um único ideal maximal.

A construção do anel S−1A pode ser realizada com um A-módulo no lugar do anel A.

De�nição 2.43 Seja M um A-módulo, de�nimos a seguinte relação de equivalência em
M × S:

(m, s) ≡ (m′, s′)⇔ (ms′ −m′s)u = 0

para algum u ∈ S.

Seja µ :M → N um A-homomor�smo. Então, temos um S−1A-homomor�smo de S−1A-
módulos induzido

S−1µ : S−1M → S−1N

m/s 7→ µ(m)/s

para todo m ∈M e s ∈ S. Este homomor�smo satisfaz S−1(ν ◦ µ) = (S−1ν) ◦ (S−1µ).

Proposição 2.28 A operação S−1 é exata, isto é, se

M ′ f−→M
g−→M ′′

é exata em M , então

S−1M ′ S
−1f−→ S−1M

S−1g−→ S−1M ′′

é exata em S−1M .

Demonstração: Ver Proposição 3.3, Capítulo 3 de [55].
■

Proposição 2.29 Seja M um A-módulo. Então os S−1A-módulos S−1M e S−1 ⊗A M
são isomorfos, mais precisamente, existe um único ismor�smo
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f : S−1A⊗M → S−1M

onde

f(a
s
⊗m) =

am

s
, ∀a ∈ A, m ∈M , s ∈ S.

Demonstração: Ver Proposição 3.5, Capítulo 3 de [55].
■

Corolário 2.3 S−1A é um A-módulo plano.

Demonstração: Ver Corolário 3.6, Capítulo 3 de [55].
■

Anéis Noetherianos

De�nição 2.44 O anel A é chamado de Noetheriano se satifaz as seguintes condições
equivalentes:

(a) Todo conjunto não vazio de ideais de A tem um elemento maximal;

(b) Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionária;

(c) Todo ideal em A é �nitamente gerado.

Exemplo 2.40 O anel Z é Noetheriano. De fato, como Z é um domínio de ideais prin-
cipais, todos os ideais são da forma (n), para algum n ∈ Z. De modo geral, todo domínio
principal é Noetheriano, pois todo ideal em um domínio principal é gerado por um único
elemento, em particular, todo corpo é Noetheriano. Já, o anel de polinômios k[x1, x2, . . .]
em um número in�nito de variáveis xn não é Noetheriano, pois a cadeia de ideais ascen-
dente (x1) ⊊ (x1, x2) ⊊ . . . é estritamente crescente.

Proposição 2.30 Seja

0 −→M ′ f−→M
g−→M ′′ −→ 0

uma sequência de A-módulos exata. Então, M é Noetheriano se, e somente se, M ′ e M ′′

são Noetherianos.

Demonstração: Ver Proposição 6.3, Capítulo 6 de [55].
■

Corolário 2.4 Se A é Noetheriano, então A/I é Noetheriano para todo ideal I de A.

Demonstração: Ver Proposição 6.6, Capítulo 6 de [55].
■

Exemplo 2.41 Como Z é Noetheriano e a sequência

0 −→ nZ −→ Z −→ Zn :=
Z
nZ
−→ 0

é exata, para todo n > 0. Então, pelo Corolário 2.42.4, o anel Zn é Noetheriano.

26



Proposição 2.31 Se A é Noetheriano e f é um homomor�smo sobrejetor de A para um
anel B, então B é Noetheriano.

Demonstração: Ver Proposição 7.1, Capítulo 7 de [55].
■

Proposição 2.32 Se A é Noetheriano e S um subconjunto multiplicativamente fechado
de A, então S−1A é Noetheriano.

Demonstração: Ver Proposição 7.3, Capítulo 7 de [55].
■

Corolário 2.5 Se A é Noetheriano e p é um ideal primo de A, então Ap é Noetheriano.
Com efeito, se f ∈ A, então Af é Noetheriano.

Demonstração: Ver Corolário 7.4, Capítulo 7 de [55].
■

Teorema 2.3 (Toerema da Base de Hilbert) Se A Noetheriano, então o anel de po-
linômios A[x] é Noetheriano.

Demonstração: Ver Teorema 7.5, Capítulo 7 de [55].
■

Corolário 2.6 Se A é Noetheriano, então A[x1, . . . , xn] é Noetheriano.

Demonstração: Ver Corolário 7.6, Capítulo 7 de [55].
■

Proposição 2.33 Em um anel Noetheriano A, todo ideal I contém uma potência de seu
radical.

Demonstração: Ver Proposição 7.14, Capítulo 7 de [55].
■

Corolário 2.7 Em um anel Noetheriano o nilradical é nilpotente.

Demonstração: Ver Corolário 7.15, Capítulo 7 de [55].
■

2.3 O Espectro Primo de um Anel

Nesta seção introduzimos um importante conceito: o espectro primo de um anel. A
principal referência para essa parte é [55].

De�nição 2.45 Seja A um anel. De�nimos o espectro de A, denotado por Spec(A)
como sendo o conjunto de todos os ideias primos de A, isto é

Spec(A) = {p ⊂ A | p é um ideal primo de A}.

Exemplo 2.42 Se A = k é um corpo, então Spec(A) = {(0)}. Se A = Z, então
Spec(A) = {(p) | p é primo} ∪ {(0)}. Se A = C[x], então Spec(A) = {(x − x0) |x0 ∈
C} ∪ {(0)}.
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De�nição 2.46 Seja E um subconjunto de um anel A. De�nimos a variedade de E
como sendo o conjunto

V (E) = {p ⊂ A | p ∈ Spec(A) e E ⊂ p}.

Exemplo 2.43 Seja A = Z, então a variedade de E = {6} é V (E) = {(2), (3)}.

Proposição 2.34 Seja E um subconjunto de um anel A. Então vale que:

(a) Se I é o ideal gerado por E, então V (E) = V (I) = V (r(I));

(b) V ({0}) = Spec(A) e V ({1}) = ∅;

(c) Se {Eα}α∈J é uma família qualquer de subconjuntos de A, então

V

(⋃
α∈J

Eα

)
=
⋂
α∈J

V (Eα);

(d) V (I1 ∩ I2) = V (I1I2) = V (I1) ∪ V (I2), para todos os ideias I1, I2 de A.

Demonstração:

(a) (i) V (E) = V (I): Se p ∈ V (I), então I ⊂ p. Como I é gerado por E, temos que
E ⊂ I. Logo, E ⊂ p e, assim, p ∈ V (E). Por outro lado, se p ∈ V (E) signi�ca
que p contém todos os geradores de I, isto é, I ⊂ p e p ∈ V (I).

(ii) V (I) = V (r(I)): Se p ∈ V (r(I)), então r(I) ⊂ p. Como I ⊂ r(I), temos
que I ⊂ p e, assim, p ∈ V (I). Por outro lado, seja p ∈ V (I). Além disso,
sabemos que r(I) é a interseção de todos os ideias primos contendo I e, portanto,
p ∈ V (r(I)).

(b) Como 0 ∈ p, para todo p ∈ Spec(A), então V (0) = Spec(A) e, como 1 não pertence
a p, para todo p ∈ Spec(A), então V (1) = ∅.

(c) Sejam {Eα}α∈J uma família de subconjuntos de A e p ∈ Spec(A). Então, p contém⋃
α∈J

Eα se, e somente se, p contém cada Eα. Logo,

V

(⋃
α∈J

Eα

)
=
⋂
α∈J

V (Eα).

(d) Sejam I1 e I2 ideais de A.

(i) V (I1 ∩ I2) = V (I1I2): Temos que

V (I1I2) = V (r(I1I2)) = V (r(I1 ∩ I2)) = V (I1 ∩ I2).

(ii) V (I1I2) = V (I1) ∪ V (I2): Como I1I2 está contido em I1 e I2, então V (I1) ∪
V (I2) ⊂ V (I1I2). Por outro lado, se p é um ideal primo contendo I1I2, então p
contém I1 ou I2 e, assim, V (I1I2) ⊂ V (I1) ∪ V (I2).
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■
Este resultado mostra que os conjuntos V (E) satisfazem os axiomas de conjuntos

fechados de um espaço topológico. Tal topologia é chamada de topologia de Zariski e
o espaço topológico X é chamado o espectro primo de A, denotado por Spec(A).

Observação 2.7 Os abertos D(f) = Spec(A) \ V (f), onde f ∈ A, são chamados de
abertos principais e formam uma base da topologia de Zariski em A. De fato,

(i) Dado p ∈ Spec(A). Como

D(1) = Spec(A) \ V (1) = Spec(A) \∅

temos que p ∈ D(1), ou seja, existe um aberto principal que contém p;

(ii) Se p ∈ Spec(A) e p ∈ D(f) ∩D(g), onde f, g ∈ A, então

D(f) ∩D(g) = (Spec(A) \ V (f)) ∩ (Spec(A) \ V (g))

= Spec(A) \ (V (f) ∪ V (g))

= Spec(A) \ V (fg)

= D(fg).

Logo, p ∈ D(fg) = D(f) ∩D(g).

Proposição 2.35 Seja A um anel. Temos que Spec(A) é irredutível se, e somente se, o
nilradical N(A) é primo.

Demonstração: Sejam x, y ∈ A com xy ∈ N(A). Então xy ∈ p para todo ideal primo
p ⊂ A, pois o nilradical é a interseção dos ideais primos de A. Assim, temos três casos:

(1) x ∈ p para todo p ∈ Spec(A)⇒ x ∈ N(A);

(2) y ∈ p para todo p ∈ Spec(A)⇒ y ∈ N(A);

(3) Spec(A) = V ({x}) ∪ V ({y}). Como V ({x}) e V ({y}) são fechados de Spec(A) e
Spec(A) é irredutível, devemos ter Spec(A) = V ({x}) ou Spec(A) = V ({y}). Pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que Spec(A) = V ({x}). Daí, x ∈ p para todo
ideal primo e portanto, x ∈ N(A). Sendo assim, N(A) é primo.

Reciprocamente, suponha que Spec(A) não seja irredutível e mostremos que N(A) não
é primo. Portanto, existem E,F ⊂ A tais que V (E) e V (F ) são fechados próprios
de Spec(A) e assim, Spec(A) = V (E) ∪ V (F ). Existem também p ∈ V (E) \ V (F ) e
(q) ∈ V (F ) \ V (E), isto é, existe um ideal primo p que não contém F e um ideal primo
(q) que não contém E. Tome x ∈ F \ p e y ∈ E \ (q). Mostremos que xy ∈ N(A), mas
x, y /∈ N(A). De fato, x, y /∈ N(A), pois x /∈ p e y /∈ (q). Por outro lado, xy ∈ N(A),
pois dado um ideal primo (p′) de A, temos que (p′) ∈ Spec(A) = V (E) ∪ V (F ). Assim,
E ⊂ (p′) ou f ⊂ (p′). Isto signi�ca que y ∈ (p′) ou x ∈ (p′) e portanto, xy ∈ (p′). Com
efeito, xy ∈

⋂
p⊂A primo

p = N(A), o que implica que N(A) não é primo.

■
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De�nição 2.47 Seja φ : A → B um homomor�smo de anéis. De�nimos a aplicação
associada a φ:

Spec(φ) : Spec(B)→ Spec(A)

p 7→ φ−1(p).

A aplicação Spec(φ) está bem de�nida, pois φ−1(p) é um ideal primo de A, para todo
ideal primo p de B.

Proposição 2.36 Seja φ : A → B um homomor�smo de anéis. Então Spec(φ) é uma
aplicação contínua na topologia de Zariski.

Demonstração: Ver Exercício 29, Capítulo 3 do [55].
■

Proposição 2.37 Seja φ : A→ B um homomor�smo.

(a) Se φ é sobrejetor, então Spec(φ) é um homeomor�smo de Spec(B) sobre V (ker (φ));

(b) Se φ é injetora, então Spec(φ)(Spec(B)) = Spec(A).

Demonstração: Ver Exercício 21, Capítulo 1 do [55].
■

Como aplicação direta da Proposição 2.372.37 acima, obtemos os seguintes resultados
abaixo enunciados como corolários e sem demonstrações.

Corolário 2.8 Sejam A um anel, I um ideal de A e π : A → A/I o homomor�smo
canônico. Então

Spec(π) : Spec(A/I) ↪→ Spec(A)

é um homeomor�smo de Spec(A/I) sobre o fechado V (I) ⊂ Spec(A).

Corolário 2.9 Sejam A um anel, S um conjunto multiplicamente fechado de A e ψ :
A→ S−1A a localização. Então

Spec(ψ) : Spec(S−1A)→ Spec(A)

é um homeomor�smo de Spec(S−1A) sobre o conjunto

US = {p ∈ Spec(A) | p ∩ S = ∅} ⊂ Spec(A).

Corolário 2.10 Sejam A um anel, f ∈ A e S = {1, f, f 2, . . .} ⊂ A. Seja ψ : A → Af a
localização. Então

Spec(ψ) : Spec(Af )→ Spec(A)

é um homeomor�smo de Spec(Af ) sobre o aberto D(f).
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3 Geometria Algébrica Clássica

Neste capítulo estamos interessados em familiarizar o leitor com os conceitos básicos
da Geometria Algébrica Clássica, apresentamos de�nições, exemplos e alguns importantes
resultados. A referência utilizada para essa parte foi [1111].

3.1 Variedades Algébricas A�ns

Nessa seção de�niremos o que se entende por variedade algébrica (a�m), bem como
exemplos e importantes resultados, resultados estes que estenderemos para a segunda
parte, quando tratarmos de variedade algébrica (projetiva).

De�nição 3.1 Seja k um corpo e n um inteiro positivo, de�nimos o espaço a�m n-
dimensional sobre k como sendo

kn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ k para i = 1, . . . , n}.

De�nição 3.2 Seja k um corpo e S um subconjunto do anel de polinômios k[x1, . . . , xn].
De�nimos a variedade a�m de S ⊂ k[x1, . . . , xn] como sendo

V(S) = {a ∈ kn | f(a) = 0 para todo f ∈ S}

Proposição 3.1 Se I é o ideal gerado por S ⊂ k[x1, . . . , xn], então V(S) = V(I).

Demonstração: Sejam a ∈ V(I) e F ∈ S. Como S ⊂ I, temos que F ∈ I, logo F (a) = 0,
e assim, V(I) ⊂ V(S). Por outro lado, sejam b ∈ V(S) e G ∈ I. Como G ∈ I, temos
G = h1f1 + · · ·+ hsfs para certos f1, . . . , fs ∈ S e h1, . . . , hs ∈ k[x1, . . . , xn]. Com efeito,
temos

G(b) = h1(b)f1(b) + · · ·+ hs(b)fs(b)

= h1(b) · 0 + · · ·+ hs(b) · 0
= 0.

Desse modo, temos que b ∈ V(I), e assim, V(S) ⊂ V(I).
■

A Proposição 3.13.1 nos revela que toda variedade a�m é da forma V = V(I) para algum
ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn]. Esta a�rmação associada ao Teorema da Base de Hilbert 2.32.3,
permite-nos uma de�nição mais precisa para as variedades algébricas a�ns.

De�nição 3.3 Seja k um corpo e f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] polinômios. De�nimos a
variedade algébrica a�m de�nida por f1, . . . , fs como sendo

V(f1, . . . , fs) = {a ∈ kn | fi(a) = 0 para todo i = 1, . . . , s}.

Exemplo 3.1 Seja k = R. A variedade a�m V(x2 + y2 − 1) ⊂ R2 é o círculo unitário
centrado na origem, como mostrado abaixo.
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Analogamente, as elipses, parábolas e hipérboles também são exemplos de variedades
a�ns.

Exemplo 3.2 A variedade a�m V(z−x2−y2) ⊂ R3 é o parabolóide de revolução, obtido
pela rotação da parábola z = x2 sobre o eixo z, dado abaixo.

Exemplo 3.3 Um caso também familiar é o cone, de�nido pela variedade a�m V(z2 −
x2 − y2) ⊂ R3, mostrado abaixo.

Exemplo 3.4 Um outro caso também simples e familiar é a reta, de�nida pela variedade
a�m V(ax + by + c) ⊂ R2. Um caso um pouco mais complicado e pouco familiar é a
superfície de�nida pela variedade a�m V(x2 − y2z2 + z3) ⊂ R3, mostrada abaixo.

32



Exemplo 3.5 Um exemplo interessante de uma curva em R3 é a cúbica torcida, de�nida
pela variedade V(y−x2, z−x3), obtida da interseção das superfícies y = x2 e z = x3. De
modo geral, grá�cos de funções polinomiais são variedades a�ns, o grá�co de y = f(x)
é de�nido pela variedade a�m V(y − f(x)). Não tão óbvio assim, grá�cos de funções
racionais também de�nem variedades a�ns. Por exemplo, o grá�co de y = (x3 − 1)/x é
dado pela variedade a�m V(xy − x3 + 1) ⊂ R2.

Proposição 3.2 Se I e J são ideais em k[x1, . . . , xn], então V(IJ) = V(I) ∪V(J).

Demonstração: De fato,

V(IJ) = V(⟨figj | para i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , r⟩)
= V(f1, . . . , fs) ∪V(g1, . . . , gr)

= V(I) ∪V(J)

■

De�nição 3.4 De�nimos o ideal de uma variedade a�m V ⊂ kn como sendo o con-
junto

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(a) = 0 para todo a ∈ V }.

O conjunto de�nido acima de fato é um ideal de k[x1, . . . , xn], pois o polinômio identica-
mente nulo está em I(V ) e, dados f, g ∈ I(V ) e h ∈ k[x1, . . . , xn], temos que para todo
a ∈ V :

� (f + g)(a) = f(a) + g(a) = 0 + 0 = 0;

� (hf)(a) = h(a)f(a) = h(a) · 0 = 0.

Portanto, I(V ) é um ideal.

Lema 3.1 Sejam k um corpo, I, J ideais de k[x1, . . . , xn] e V,W variedades a�ns de kn.

(a) Se I ⊂ J então V(I) ⊃ V(J).

(b) Se V ⊂ W então I(V ) ⊃ I(W ).

Demonstração:

(a) Sejam a ∈ V(J) e f ∈ I. Como I ⊂ J , temos que f ∈ J e, assim, f(a) = 0. Com
efeito, a ∈ V(I) e V(I) ⊃ V(J);

(b) Sejam g ∈ I(W ) e b ∈ V . Como V ⊂ W , temos que b ∈ W e, assim, g(b) = 0. Com
efeito, g ∈ I(W ) e I(V ) ⊃ I(W ).

■

Proposição 3.3 Seja k um corpo. Se I é um ideal em k[x1, . . . , xn] e V é uma variedade
a�m em kn, então

V(I(V )) = V e V(r(I)) = V(I).
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Demonstração: Pelas de�nições de V e I, claramente temos que V(I(V )) = V . Como
I ⊂ r(I), pelo Lema 3.13.1, temos que V(r(I)) ⊂ V(I). Por outro lado, se a ∈ V(I) e
f ∈ r(I), então existe m > 0 tal que fm ∈ I. Com efeito, fm(a) = 0, o que implica que
f(a) = 0. Com isso, temos que a ∈ V(r(I)) e, V(I) ⊂ V(r(I)). Logo, V(r(I)) = V(I).

■

Lema 3.2 Se V é uma variedade a�m em kn, então I(V ) é um ideal radical.

Demonstração: De fato, se fm ∈ I(V ), então fm(a) = 0. Isso implica que f(a) = 0 para
todo a ∈ V . Portanto, f ∈ I(V ) e assim, I(V ) é radical.

■

Teorema 3.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert (A�m)) Seja k um corpo algebrica-
mente fechado.

(a) Se um ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn] satisfaz V(I) = ∅, então I = k[x1, . . . , xn].

(b) Se f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn], então f ∈ I(V(f1, . . . , fs)) se, e somente se, fm ∈
⟨f1, . . . , fs⟩ para algum inteiro m ≥ 1.

(c) Se I é um ideal em k[x1, . . . , xn], então I(V(I)) = r(I) = I.

Demonstração:

(a) Ver Teorema 1, Seção 1, Capítulo 4 de [1111].

(b) Ver Teorema 2, Seção 1, Capítulo 4 de [1111].

(c) Ver Teorema 6, Seção 2, Capítulo 4 de [1111].

■

Teorema 3.2 (Correspondência Ideal - Variedade) Seja k um corpo algebricamente
fechado. Existe uma bijeção, que reverte inclusão, entre as variedades a�ns de kn e os
ideais radicais em k[x1, . . . , xn].

Demonstração: Sejam φ : I 7→ V(I) e ψ : V 7→ I(V ) duas aplicações, onde I é um ideal
radical em k[x1, . . . , xn] e V é uma variedade a�m de kn. Veri�quemos que as aplicações
são inversas uma da outra. Por um lado, temos que

(φ ◦ ψ)(V ) = φ(ψ(V )) = φ(I(V )) = V(I(V )) = V.

Por outro lado,

(ψ ◦ φ)(I) = ψ(φ(I)) = ψ(V(I)) = I(V(I)) = r(I).

Portanto, φ e ψ são inversas uma da outra.
■

De�nição 3.5 Uma variedade a�m V ⊂ kn é irredutível se, sempre que V é escrita da
forma V = V1 ∪ V2, onde V1 e V2 são variedades a�ns, então V = V1 ou V = V2. Caso
contrário, dizemos que a variedade a�m V ⊂ kn é redutível.
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Exemplo 3.6 A variedade a�m dada por V(x2 − y2) ⊂ R2 é a união de duas retas,
respectivamente, V(x+ y) e V(x− y), uma vez que x2 − y2 = (x+ y)(x− y).

Proposição 3.4 Seja V ⊂ kn uma variedade a�m. Então V é irredutível se, e somente
se, I(V ) é um ideal primo.

Demonstração: Ver Proposição 3, Seção 5, Capítulo 4 de [1111].
■

Corolário 3.1 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijeção, que reverte
inclusão, entre variedades a�ns irredutíveis em kn e os ideais primos em k[x1, . . . , xn].

Exemplo 3.7 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se f ∈ k[x1, . . . , xn] é irredutível,
então V(f) é irredutível. De fato, tome I = ⟨f⟩ ⊂ k[x1, . . . , xn]. Se gh ∈ I, então gh = pf
para algum p ∈ k[x1, . . . , xn]. Como f é irredutível, devemos ter que g ou h é divisível
por f . Dessa forma, g ∈ I ou h ∈ I, logo I é primo. Como k é algebricamente fechado,
temos que V(I) = V(f) é irredutível.

Exemplo 3.8 A variedade a�m da cúbica torcida, de�nida por V = V(y− x2, z− x3) ⊂
R3, é irredutível. De fato, mostremos que I(V ) é primo. Suponha que fg ∈ I(V ). Como
a curva pode ser parametrizada por (t, t2, t3) para todo t ∈ R, segue que

f(t, t2, t3)g(t, t2, t3) = 0⇒ f(t, t2, t3) = 0 ou g(t, t2, t3) = 0.

Assim, f ou g se anula em toda a variedade a�m V . Portanto, f ou g está em I(V ),
provando que I(V ) é primo e, assim, V é irredutível.

Proposição 3.5 Se k é um corpo in�nito e V ⊂ kn é uma variedade a�m de�nida
parametricamente por

x1 = f1(t1, . . . , tm)

...

xn = fn(t1, . . . , tm),

onde f1, . . . , fn são polinômios em k[t1, . . . , tm], então V é irredutível.

Demonstração: Ver Proposição 5, Seção 5, Capítulo 4 de [1111].
■

Proposição 3.6 Se (a1, . . . , an) ∈ kn, então I({a1, . . . , an}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

Demonstração: De fato, como xi−ai se anula em (a1, . . . , an) para i = 1, . . . , n temos que
xi−ai ∈ I({a1, . . . , an}) para i = 1, . . . , n e assim, ⟨x1−a1, . . . , xn−an⟩ ⊂ I({a1, . . . , an}).
Por outro lado, se f ∈ I({a1, . . . , an}), podemos escrever f da seguinte forma

f = g1(x1 − a1) + · · ·+ gn(xn − an) + r,

onde g1, . . . , gn ∈ k[x1, . . . , xn] e r ∈ k. Assim,

0 = f(a1, . . . , an)

= g1(a1, . . . , an) · 0 + · · ·+ gn(a1, . . . , an) · 0 + r

= r.

Logo, f ∈ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩, e I({a1, . . . , an}) ⊂ ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.
■
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Teorema 3.3 Se k é um corpo algebricamente fechado, então todo ideal maximal de
k[x1, . . . , xn] é da forma ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ para algum (a1, . . . , an) ∈ kn.

Demonstração: Seja I ⊂ k[x1, . . . , xn] um ideal maximal. Como I ̸= k[x1, . . . , xn],
pelo Teorema dos Zeros de Hilbert 3.13.1, temos que V(I) ̸= ∅. Assim, existe um ponto
(a1, . . . , an) ∈ V(I). Logo, todo f ∈ I se anula em (a1, . . . , an) e assim, f ∈ I({a1, . . . , an}),
com efeito, I ⊂ I({a1, . . . , an}). Porém, como I é maximal e

I({a1, . . . , an}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ (pela Proposição 3.63.6),

temos que
I = I({a1, . . . , an}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

■

Corolário 3.2 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijeção, que reverte
inclusão, entre os pontos em kn e os ideais maximais em k[x1, . . . , xn].

Proposição 3.7 Uma variedade a�m V ⊂ kn é irredutível se, e somente se, para cada
variedade W ⊊ V , a diferença V \W é densa em V .

Demonstração: Ver Proposição 13, Seção 5, Capítulo 4 de [1111].
■

3.2 Variedades Algébricas Projetivas

Até agora, todas as variedades que estudamos foram subconjuntos de kn (espaço a�m).
Nessa seção estenderemos kn adicionando os �pontos no ∞� para criar o espaço projetivo
sobre k, denotado por Pn(k). Então vamos de�nir as variedades projetivas e estabelecer
a relação álgebra-geometria no caso projetivo.

O Espaço Projetivo - Pn(k)
De�nição 3.6 Dada uma (n + 1)-upla (x0, . . . , xn) ∈ kn+1 \ {0}, de�nimos uma relação
de equivalência da seguinte forma:

(x′0, . . . , x
′
n) ∼ (x0, . . . , xn) ⇐⇒ (x′0, . . . , x

′
n) = λ(x0, . . . , xn)

para algum 0 ̸= λ ∈ k. De�nimos o espaço projetivo n-dimensional sobre k, denotado
por Pn(k), como sendo o conjunto das classes de equivalência de ∼ em kn+1 \ {0}. Ou
seja,

Pn(k) =
kn+1 \ {0}
∼

.

Assim, para cada (x0, . . . , xn) ∈ kn+1 \ {0} denotaremos sua classe de equivalência por
(x0 : . . . : xn) ∈ Pn e dizemos que (x0 : . . . : xn) são as coordenadas homogêneas.

Exemplo 3.9 O plano projetivo real é o conjunto das classes de equivalência de ∼
em R3 \ {0}, denotado por P2(R), é dado por

P2(R) =
R3 \ {0}
∼

.
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Dada uma tripla (x, y, z) ∈ R3 \ {0}, sua classe de equivalência p ∈ P2(R) será denotada
por p = (x : y : z), e dizemos que (x : y : z) são as coordenadas homogêneas de p.
Portanto,

(x1 : y1 : z1) = (x2 : y2 : z2) ⇐⇒ (x1, y1, z1) = λ(x2, y2, z2)

para algum 0 ̸= λ ∈ R.

Geometricamente, o plano projetivo sobre R, denotado por P2(R), é o conjunto

P2(R) = R2 ∪ {um ponto no ∞ para cada classe de equivalência de retas paralelas}

Assim, se [L]∞ denota os pontos comuns do ∞ de todas as retas paralelas a L, então
chamamos o conjunto L = L∪ [L]∞ ⊆ P2(R) a reta projetiva correspondente a L. Nesse
sentido, duas retas projetivas sempre se intersectam exatamente em um único ponto: se
elas não são paralelas, elas se intersectam em um ponto de R2; se elas são paralelas, elas
se intersectam no seu ponto comum no ∞.

À primeira vista, pode-se esperar que uma reta no plano tenha dois pontos no ∞,
correspondentes aos dois caminhos que podemos percorrer ao longo da reta. No entanto,
a razão pela qual isso não ocorre, está contida no parágrafo anterior: se houvesse dois
pontos no∞, então as retas paralelas teriam dois pontos de interseção, e não apenas um,
como de�nimos.

Além disso, duas retas projetivas em P2(R) determinam um único ponto e dois pontos
distintos em P2(R) determinam uma única reta projetiva. Dada essa noção intuitiva sobre
a reta projetiva em P2(R), de�namo-la de maneira formal.

De�nição 3.7 Dados números reais A, B e C, não todos nulos, o conjunto dado por

L = {p ∈ P2(R) | p = (x : y : z) com Ax+By + Cz = 0}

é chamado uma reta projetiva de P2(R).

Note que uma reta projetiva em P2(R) é um plano em R3 passando pela origem. Assim,
dois planos passando pela origem tem uma reta (ponto projetivo de P2(R)) em comum
(ponto no in�nito). Isso mostra intuitivamente que não há retas paralelas em P2(R).

Para relacionar nossas duas de�nições de plano projetivo (real), enunciamos a seguinte
proposição.

Proposição 3.8 A aplicação

α : R2 → P2(R)
(x, y) 7→ (x : y : 1)

é injetora e o complemento de sua imagem em P2(R) é a reta projetiva H∞ de�nida por
z = 0, que chamamos de reta no in�nito.

Demonstração: Sejam (x, y) e (x′, y′) tais que α(x, y) = α(x′, y′). Assim, temos que
(x : y : 1) = (x′ : y′ : 1). Logo, (x, y, 1) = λ(x′, y′, 1) para algum 0 ̸= λ ∈ R. Com efeito,
encontramos λ = 1 e isso implica que (x, y) = (x′, y′). Portanto, a aplicação é injetora.
Para a segunda parte da demonstração, considere P = (x : y : z) ∈ P2(R). Se z = 0,
então P está na reta projetiva H∞. Caso contrário, se z ̸= 0, então podemos multiplicar
por 1/z, isto é,

P = (x : y : z) = 1/z(x : y : z) = (x/z : y/z : 1).
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Isso mostra que P está na imagem da aplicação α, pois basta considerar o ponto (x/z, y/z) ∈
R2. Portanto, a imagem da aplicação α é o complemento da reta projetiva H∞.

■
Dessa forma, H∞ consiste de um único ponto no ∞ para cada classe de equivalência

de retas paralelas. Geralmente, costumamos identi�car R2 com sua imagem em P2(R), de
modo que podemos escrever o plano projetivo real como uma união disjunta

P2(R) = R2 ∪H∞.

Geometricamente, seja p = (x : y : z) ∈ P2(R). Dessa forma, para qualquer outra
coordenada homogênea de p, teremos que os pontos (λx, λy, λz) = λ(x, y, z) estarão todos
na mesma reta através da origem em R3, onde λ ̸= 0. O requisito de ser (x, y, z) ̸= (0, 0, 0)
nos garante a obtenção de uma reta em R3.

Por outro lado, dada qualquer reta L através da origem em R3, um ponto (x, y, z) ∈
L\{0} fornece coordenadas homogêneas (x : y : z) para um ponto determinado de maneira
exclusiva em P2(R), uma vez que qualquer outro ponto em L\{0} é um múltiplo não nulo
de (x, y, z). Isso mostra que temos uma bijeção entre P2(R) e retas através da origem em
R3.

Por �m, uma outra informação bastante relevante, reside no fato de que a noção de
distância euclidiana não desempenha um papel proeminente na geometria do espaço pro-
jetivo. Isso explica porque a geometria de P2(R) é bem diferente da geometria euclidiana.

Como P2(R), cada ponto p ∈ Pn(k) tem muitos outros representantes em termos de
coordenadas homogêneas. Por exemplo, (0 :

√
2 : 0 : i) e (0 : 2i : 0 : −

√
2) são os mesmos

pontos em P3(C), pois (0, 2i, 0,−
√
2) = i

√
2(0,
√
2, 0, i). Como antes, podemos pensar em

Pn(k) de forma geométrica como o conjunto de retas através da origem em kn+1 e assim
como o plano projetivo real contém o plano a�m R2 como um subconjunto, isto é, contém
uma identi�cação de P2(R) por meio da associação de (x, y) ∈ R2 à (x : y : 1) ∈ P2(R)
Pn(k) contém o espaço a�m kn.

De�nição 3.8 De�nimos uma carta do espaço projetivo Pn(k) como sendo o subcon-
junto Ui ⊆ Pn(k) tal que

Ui = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(k) |xi ̸= 0}.

Proposição 3.9 Seja U0 = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(k) |x0 ̸= 0}. A aplicação

ϕ : kn → Pn

(a1, . . . , an) 7→ (1 : a1 : . . . : an)

é uma bijeção entre kn e U0 ⊂ Pn(k).

Demonstração: De�nimos a aplicação

φ : U0 → kn

(x0 : . . . : xn) 7→ (x1/x0, . . . , xn/x0).

Mostremos que φ está bem de�nida e que, de fato, é a inversa de ϕ. Para ver que está
bem de�nida, considere (x0 : . . . : xn) = (x′0 : . . . : x′n) ∈ U0. Assim, existe 0 ̸= λ ∈ k de
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tal modo que (x′0, . . . , x
′
n) = λ(x0, . . . , xn). Logo,

φ(x′0 : . . . : x
′
n) =

(
x′1
x0
, . . . ,

x′n
x0

)
=

(
λx′1
λx0

, . . . ,
λx′n
λx0

)
=

(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)
= φ(x0 : . . . : xn).

Isso mostra que a aplicação φ está bem de�nida. Agora, resta mostrar que φ é a inversa
de ϕ. Seja (a1, . . . , an) ∈ kn. Temos que

(φ ◦ ϕ)(a1, . . . , an) = φ(ϕ(a1, . . . , an)) = φ(1 : a1 : . . . : an) = (a1, . . . , an).

Por outro lado, dado (a0 : . . . : an) ∈ U0, temos que

(ϕ ◦ φ)(a0 : . . . : an) = ϕ(φ(a0 : . . . : an))

= ϕ

(
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)
=

(
1 :

a1
a0

: . . . :
an
a0

)
= (a0 : a1 : . . . : an).

■
Temos então, que Pn(k) = U0 ∪H, onde

H = {P ∈ Pn(k) |P = (0 : x1 : . . . : xn)}.

Se identi�carmos U0 com o espaço a�m kn então podemos pensar em H como um hiper-
plano no in�nito (Pn−1(k)). Em outras palavras, H é uma �cópia� de Pn−1(k), o espaço
projetivo de dimensão um a menos. Assim, identi�cando U0 com kn e H com Pn−1(k),
podemos escrever

Pn(k) = kn ∪ Pn−1(k).

Para ver o que H = Pn−1(k) signi�ca geometricamente, observe que dado um ponto
p ∈ Pn−1(k) obtemos uma reta L ⊆ kn passando pela origem. Com efeito, devemos pensar
em p como representando a direção assintótica de todas as retas em kn paralelas a L. Isso
nos permite considerar p como um ponto no∞ no sentido de antes, e assim, recuperamos
a de�nição intuitiva de espaço projetivo dada.

Um caso especial digno de menção é a reta projetiva P1(k). Como P0(k) consiste de
um único ponto (isso segue diretamente das observações acima), obtemos que

P1(k) = k1 ∪ P0(k) = k ∪ {∞},

onde ∞ representa o único ponto de P0(k). A título de curiosidade, quando k = C,
costuma-se chamar P1(C) = C ∪ {∞} a esfera de Riemann.

Vale mencionar que existem outras cópias de kn em Pn(k) além de U0. De maneira
geral, temos o que segue.
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Corolário 3.3 Considere qualquer carta do espaço projetivo, isto é,

Ui = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(k) |xi ̸= 0}, para cada i = 0, . . . , n.

Temos que:

(a) os pontos de cada Ui estão em bijeção com os pontos de kn.

(b) o complemento Pn(k) \ Ui pode ser identi�cado com Pn−1(k).

(c) Pn(k) =
n⋃
i=0

Ui.

Demonstração: Ver Corolário 3, Seção 2, Capítulo 8 de [1111].
■

No que segue, estamos interessados em estender a de�nição de variedades no espaço
a�m para o espaço projetivo. Por exemplo, podemos perguntar se faz sentido considerar
V(f) para um certo polinômio f ∈ k[x0, . . . , xn]. Um simples exemplo, nos mostra que
alguns cuidados devem ser considerados. De fato, em P2(R), o ponto p = (1 : 4 : 2)
deveria pertencer a V(x1 − x22), uma vez que as componentes de p satisfazem a equação
x1 − x22 = 0. Contudo, surge um problema quando consideramos que o mesmo ponto
p pode ser representado pelas coordenadas homogêneas q = (2 : 8 : 4), uma vez que
(2, 8, 4) = λ(1, 4, 2) com 0 ̸= λ = 2 ∈ R. Se substituirmos esses componentes em nosso
polinômio, obtemos 8 − 42 = −8 ̸= 0. Assim, obtemos resultados diferentes dependendo
de quais coordenadas homogêneas escolhemos.

Para evitar problemas da natureza apresentada acima, usamos polinômios homogêneos
ao trabalhar em Pn(k).

De�nição 3.9 Um polinômio f ∈ k[x0, . . . , xn] é dito ser homogêneo de grau total
d ∈ Z≥0, se cada monômio xd00 · · ·xdnn que aparece em f tem grau total exatamente

d =
n∑
i=0

di.

O polinômio f = x1 − x22 ∈ k[x0, . . . , xn] no exemplo acima não é homogêneo, e foi
isso que causou a inconsistência nos valores de f em diferentes coordenadas homogêneas
representando o mesmo ponto. Para polinômios homogêneos isso não acontece.

Proposição 3.10 Seja f ∈ k[x0, . . . , xn] um polinômio homogêneo. Se f se anula em
qualquer conjunto de coordenadas homogêneas para um ponto p ∈ Pn(k), então f se anula
para todas as coordenadas homogêneas de p. Em particularV(f) = {p ∈ Pn(k) | f(p) = 0}
é um subconjunto bem de�nido de Pn(k).

Demonstração: Sejam (a0 : . . . : an) = (λa0 : . . . : λan) coordenadas homogêneas para
um ponto p ∈ Pn(k) e assuma que f(a0, . . . , an) = 0. Se f é homogêneo de grau total
d, então todo termo em f tem a forma cxα0

0 · · ·xαn
n , onde α0 + · · · + αn = d. Quando

substituímos xi = λai, este termo torna-se c(λa0)α0 · · · (λan)αn = λdcaα0
0 · · · aαn

n . Somando
os termos em f , encontramos um fator comum de λd e, assim

f(λa0, . . . , λan) = λdf(a0, . . . , an) = 0.

■
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Observe que, mesmo que f seja homogêneo, a equação f = a não faz sentido em Pn(k)
quando 0 ̸= a ∈ k. A equação f = 0 é especial por que nos fornece uma imagem bem
de�nida de um subconjunto de Pn(k). Além disso, podemos considerar subconjuntos de
Pn(k) de�nidos pelo anulamento de um sistema de polinômios homogêneos (possivelmente
de graus totais distintos). Assim, temos a seguinte generalização.

De�nição 3.10 Considere k um corpo e sejam f1, . . . , fs ∈ k[x0, . . . , xn] polinômios ho-
mogêneos. De�nimos o conjunto

V(f1, . . . , fs) = {a ∈ Pn(k) | fi(a) = 0, para todo i = 1, . . . , s}.

Chamamos V(f1, . . . , fs) a variedade projetiva de�nida por f1, . . . , fs.

Por exemplo, em Pn(k), qualquer polinômio homogêneo não nulo de grau total um

l(x0, . . . , xn) = c0x0 + · · ·+ cnxn,

de�ne uma variedade projetiva V(l) chamada um hiperplano. Um exemplo que vimos
anteriormente foi o hiperplano no in�nito, que foi de�nido como H = V(x0). Quando
n = 2, chamamos V(l) a reta projetiva, ou simplesmente uma reta em P2(k). Quando
n = 3, chamamos um hiperplano, apenas de um plano em P3(k).

De�nição 3.11 Variedades de�nidas por um ou mais polinômios lineares (polinômios
homogêneos de grau total um) são chamadas variedades lineares em Pn(k).

Por exemplo, V(x1, x2) ⊆ P3(k) é uma variedade linear que é uma reta projetiva em
P3(k). As variedades projetivas V(f) de�nidas por uma equação homogênea diferente
de zero são conhecidas como hipersuperfícies. Contudo, hipersuperfícies individuais
são geralmente classi�cadas de acordo com o grau total da equação de�nidora. Portanto,
se f tem grau total dois em k[x0, . . . , xn] costumamos chamar V(f) uma hipersuperfície
quádrica ou quádrica apenas. Por exemplo, V(−x20 + x21 + x22) ⊆ P3(R) é uma quádrica.
Analogamente, hipersuperfície de�nida por equações de grau total três, quatro e cinco são
conhecidas como cúbicas, quárticas e quínticas, respectivamente.

Como vimos, os subconjuntos Ui ⊆ Pn(k) são cópias de kn. Assim, podemos nos per-
guntar naturalmente como as variedades a�ns em Ui ≃ kn se relacionam com variedades
projetivas em Pn(k). Primeiro, se pegarmos uma variedade projetiva V e a intersectarmos
com uma das cartas Ui faz sentido se perguntar inicialmente se obteremos uma variedade
a�m. A resposta é sim e as equações de�nidoras da variedade V ∩ Ui podem ser obtidas
por um processo chamado de desomogeneização.

Para ilustar esse processo, consideramos o caso V ∩U0. Sabemos que se p ∈ U0, então
p tem coordenadas homogêneas da forma (1 : x1 : . . . : xn) = (x0 : x1 : . . . : xn). Se
f ∈ k[x0, . . . , xn] é uma das equações de�nidoras de V , então o polinômio g(x1, . . . , xn) =
f(1, x1, . . . , xn) ∈ k[x0, . . . , xn] se anula em cada ponto de V ∩ U0. Fazendo x0 = 1 em f ,
obtemos um polinômio g que é a desomogeneização de f , que geralmente não é homogênea.

Proposição 3.11 Seja V = V(f1, . . . , fs) uma variedade projetiva. Então W = V ∩ U0

pode ser identi�cado com a variedade a�m V(g1, . . . , gs) ⊆ kn, onde gi(x1, . . . , xn) =
fi(1, x1, . . . , xn) tal que xi = 1 para cada i = 1, . . . , s.

Demonstração: Ver Proposição 6, Seção 2, Capítulo 8 de [1111].
■
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Exemplo 3.10 Considere a variedade projetiva V = V(x21 − x2x0, x31 − x3x20) ⊆ P3(R).
Para intersectar V com a carta U0, por exemplo, desomogeneizamos as equações de�ni-
doras de V com relação à variável x0, obtendo a variedade a�m V(x21− x2, x31− x3) ⊆ R3

que é a cúbica torcida em R3.

A desomogeneização também pode ser feita em relação a outras variáveis. A Propo-
sição 3.113.11 acima, mostra que para qualquer variedade projetiva V ⊆ P3(R), a interseção
V ∩U1 pode ser identi�cada com uma variedade a�m em R3 de�nida pelas equações dadas
por g1(x0, x2, x3) = f1(x0, 1, x2, x3). Quando fazemos isso com a variedade projetiva V
dada no Exemplo 3.103.10, vemos que V ∩ U1 é a variedade a�m V(1− x2x0, 1− x3x20).

Indo na direção oposta, podemos agora nos perguntar se uma variedade a�m em Ui
pode ser escrita como V ∩ Ui para alguma variedade projetiva V . A resposta novamente
é sim, mas há mais de uma maneira de fazer isso, e os resultados podem ser um tanto
quanto que inesperados. Uma ideia natural é reverter o processo de desomogeneização
descrito anteriormente e agora homogeneizar as equações de�nidoras da variedade a�m.

Exemplo 3.11 Considere a variedade a�m W = V(x2 − x31 + x21) em U0 = R2. Como
notamos, a equação de�nidora não é homogênea, então não obtemos uma variedade pro-
jetiva em P2(R) diretamente desta equação. Mas podemos usar uma variável extra x0
para tornar f = x2 − x31 + x21 homogênea. Como f tem grau total três, modi�camos f de
modo que cada parcela tenha grau total três. Isto nos leva ao polinômio homogêneo

fh = x2x0 − x31 + x21x0.

Observe que a desomogeneização de fh devolve o polinômio original f .

O padrão geral é o mesmo, como nos revela o resultado abaixo.

Proposição 3.12 Seja g(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] um polinômio de grau total d ∈ Z≥0.

(a) Seja g =
d∑
i=0

gi a expansão de g como uma soma de suas componentes homogêneas,

onde gi tem grau total i ∈ Z≥0 e i ≤ d. Então

gh(x1, . . . , xn) =
d∑
i=0

gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0

= gd(x1, . . . , xn) + gd−1(x1, . . . , xn)x0 + · · ·+ g0(x1, . . . , xn)x
d
0

é um polinômio homogêneo de grau total d em k[x0, . . . , xn]. Chamamos gh a homo-
geneização de g.

(b) A homogeneização de g pode ser calculada por meio da seguinte fórmula

gh = xd0 · g
(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)
.

(c) Desomogeneizando gh em relação à x0, obtemos g, isto é, gh(1, x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn).

(d) Seja F (x0, . . . , xn) um polinômio homogêneo e considere xe0 como sendo a maior po-
tência de x0 que divide F . Se f = F (1, x1, . . . , xn) é uma desomogeneização de F ,
então F = xe0 · fh.
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Demonstração: Ver Proposição 7, Seção 2, Capítulo 8 de [1111].
■

Disto segue que, dada qualquer variedade a�m W = V(g1, . . . , gs) ⊆ kn podemos
homogeneizar as equações de�nidoras de W para obter uma variedade projetiva V =
V(gh1 , . . . , g

h
s ) ⊆ Pn(k). Além disso, pelo item (c) da Proposição 3.123.12 acima e pela Propo-

sição 3.113.11 obtemos que V ∩U0 = W . Assim, nossa variedade a�m original W é a porção
a�m da variedade projetiva V na carta U0.

Dessa forma, se partirmos de uma variedade a�m, homogeneizando as equações e
considerando a variedade projetiva correspondente, pode-se obter um objeto geométrico
mais complicado. Com efeito, não visualizamos completamente o objeto inteiro na porção
a�m original da variedade. Em geral, dada uma variedade projetiva V ⊆ Pn(k), como

Pn(k) =
n⋃
i=0

Ui, talvez seja necessário considerar V ∩ Ui para cada i = 0, . . . , n para obter

uma visualização completa do objeto geométrico em questão, isso quando possível, o que
para n ≥ 4, já é bem complexo.

Relação Álgebra-Geometria no Espaço Projetivo

Nessa seção estudaremos a relação álgebra-geometria para variedades projetivas. Para
começar, notamos uma diferença entre os casos a�m e projetivo no lado algébrico. Isto
é, na De�nição 3.103.10 da Seção 3.23.2, introduzimos variedades projetivas como os zeros co-
muns de um conjunto de polinômios homogêneos. Contudo, o fato de um polinômio ser
homogêneo não é preservado sob a operação da soma em k[x0, . . . , xn]. Por exemplo,
se somarmos dois polinômios homogêneos de graus totais distintos, a soma não será um
polinômio homogêneo.

Dessa forma, se tomarmos o ideal I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ k[x0, . . . , xn] gerado por uma
coleção de polinômios homogêneos, I irá conter muitos polinômios não homogêneos e
estes não serão candidatos para as equações de�nidoras de uma variedade projetiva. No
entanto, cada elemento de I se anula em todas as coordenadas homogêneas de cada ponto
de V = V(f1, . . . , fs), isto segue porque cada g ∈ I tem a forma

g =
s∑
j=1

Ajfj, para algum Aj ∈ k[x0, . . . , xn] (3.1)

Substituindo qualquer coordenada homogênea de um ponto de V em g irá resultar em
zero, pois cada fi com i = 1, . . . , s é zero lá.

Uma observação mais importante diz respeito às componentes homogêneas de g. Su-
ponha expandirmos cada Aj como a soma de suas componentes homogêneas:

Aj =
d∑
i=1

Aji

Substituindo essa notação na Equação (3.13.1) e coletando termos de mesmo grau total,
obtemos que as componentes homogêneas de g também estão no ideal I = ⟨f1, . . . , fs⟩.

Assim, embora I contenha elementos não homogêneos g, vemos que I contém também
as componentes homogêneas de g. Essa constatação motiva a seguinte de�nição de uma
classe especial de ideais em k[x0, . . . , xn].
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De�nição 3.12 Um ideal I em k[x0, . . . , xn] é dito ser homogêneo se para cada f ∈ I,
as componentes homogêneas fi de f também estão em I.

A maioria dos ideais não possuem essa propriedade como nos revela o exemplo abaixo.

Exemplo 3.12 Seja I = ⟨y − x2⟩ ⊆ k[x, y]. As componentes homogêneas de f = y − x2
são f1 = y e f2 = −x2, e nenhum desses polinômios estão em I, pois nenhum deles é um
múltiplo de y − x2. Dessa forma, I não é um ideal homogêneo.

No entanto, quando o ideal é homogêneo temos a seguinte caracterização útil.

Teorema 3.4 Seja I ⊆ k[x0, . . . , xn] um ideal. São equivalentes:

(a) I é um ideal homogêneo de k[x0, . . . , xn].

(b) I = ⟨f1, . . . , fs⟩, onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos.

Demonstração: Ver Teorema 2, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Como resultado do Teorema 3.43.4 acima, para qualquer ideal homogêneo I ⊆ k[x0, . . . , xn],
podemos de�nir

V(I) = {p ∈ Pn(k) | f(p) = 0 para todo f ∈ I}

como no caso a�m e temos o seguinte.

Proposição 3.13 Seja I ⊆ k[x0, . . . , xn] um ideal homogêneo e suponha que I = ⟨f1, . . . , fs⟩,
onde f1, . . . , fs são homogêneos. Então V(I) = V(f1, . . . , fs), de modo que V(I) é uma
variedade projetiva.

Demonstração: Ver Proposição 3, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Uma maneira de criar um ideal homogêneo é considerar o ideal gerado pelas equações
de�nidoras de uma variedade projetiva. Mas há outra maneira pela qual uma variedade
projetiva pode nos dar um ideal homogêneo, como enunciamos a seguir.

Proposição 3.14 Seja V ⊆ Pn(k) uma variedade projetiva e considere

I(V ) = {f ∈ k[x0, . . . , xn] | f(a) = 0 para todo a ∈ V }

Isso signi�ca que f deve se anular para todas as coordenadas homogêneas de todos os
pontos de V . Se k é in�nito, então I(V ) é um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn].

Demonstração: Ver Proposição 4, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Com os resultados acima enunciados, temos as informações necessárias e su�cientes
para estabelecermos a relação álgebra-geometria entre variedades projetivas em Pn(k) e
ideais homogêneos em k[x0, . . . , xn]. O seguinte teorema é uma generalização do Teorema
3.23.2 da Seção 3.13.1.

Teorema 3.5 (Correspondência Ideal-Variedade) Seja k um corpo in�nito. As apli-
cações

{variedades projetivas} I−→ {ideais homogêneos}
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e
{ideais homogêneos} V−→ {variedades projetivas}

são funções que revertem inclusões. Além disso, para qualquer variedade projetiva V ,
temos que V(I(V )) = V , de modo que I é sempre injetora e V sobrejetora.

Demonstração: A demonstração é mesma que no caso a�m.
■

Como resultado do Teorema 3.53.5 acima, toda variedade projetiva pode ser decomposta
em componentes irredutíveis. Como no caso a�m, uma variedade projetiva V ⊆ Pn(k) é
dita irredutível se não pode ser escrita como uma união de duas variedades projetivas
estritamente �menores� (contidas).

Teorema 3.6 Seja k um corpo in�nito.

(a) Dada uma cadeia descendente de variedades projetivas em Pn(k),

V1 ⊇ V2 ⊇ V3 ⊇ · · · ,

existe um inteiro N tal que VN = VN+1 = · · · .

(b) Toda variedade projetiva V ⊆ Pn(k) pode ser escrita unicamente como uma união
�nita de variedades projetivas irredutíveis

V = V1 ∪ · · · ∪ Vm, onde Vi ̸⊆ Vj se i ̸= j.

Demonstração: Ver Teorema 6, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

A relação entre as operações de somas, produtos e interseções de ideais homogêneos e
as operações correspondentes sobre variedades projetivas se preservam como no caso a�m.

De�nimos o radical de um ideal homogêneo como antes

r(I) = {f ∈ k[x0, . . . , xn] | fm ∈ I para algum m ≥ 1}

E como se pode imaginar, o radical de um ideal homogêneo é sempre um ideal homogêneo,
como nos diz a proposição abaixo.

Proposição 3.15 Seja I ⊆ k[x0, . . . , xn] um ideal homogêneo. Então r(I) também é um
ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn].

Demonstração: Ver Proposição 7, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

A parte �nal dessa seção diz respeito ao que acontece num corpo algebricamente
fechado k. Aqui, esperamos uma relação especialmente estrita entre variedades projetivas
e ideais homogêneos. No caso a�m, isso foi fornecido pelo Teorema 3.13.1, que dizia que
sobre um ideal I ⊆ k[x0, . . . , xn]: Va(I) = ∅ em kn ⇐⇒ I = k[x0, . . . , xn] e r(I) =
Ia(Va(I)) em k[x1, . . . , xn]. Nessa notação, usamos Ia e Va para denotar as versões a�ns
de I e V, respectivamente. Nesse sentido, parece natural perguntar-se, se esses resultados
se estendem a variedades projetivas e ideais homogêneos. Contudo, a resposta neste caso,
é surpreendetemente não.
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Para ver como isso pode ocorrer, considere o ideal I = ⟨x0, . . . , xn⟩ ⊆ C[x0, . . . , xn].
Então V(I) ⊆ Pn(C) é de�nida pelas equações

x0 = · · · = xn = 0

que não tem soluções em Pn(C), uma vez que não pode ocorrer de todas as coordenadas
homogêneas serem iguais a zero simultâneamente. Disto segue que V(I) = ∅, mas I ̸=
C[x0, . . . , xn]. Felizmente, I = ⟨x0, . . . , xn⟩ é um dos poucos ideais para os quaisV(I) = ∅.
A versão projetiva do Teorema 3.13.1 pode ser enunciada em duas partes. A parte abaixo
descreve todos os ideais sem soluções projetivas.

Teorema 3.7 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Projetivo)) Seja k um corpo alge-
bricamente fechado e I um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn]. Então as seguintes a�rma-
ções são equivalentes:

(a) V(I) ⊆ Pn(k) é vazia.

(b) Para cada 0 ≤ i ≤ n, existe um inteiro mi ≥ 0 tal que xmi
i ∈ I.

(c) Existe algum r ≥ 1 tal que ⟨x0, . . . , xn⟩r ⊆ I.

(d) I : ⟨x0, . . . , xn⟩∞ = k[x1, . . . , xn].

Demonstração: Ver Teorema 8, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Além das condições listadas acima, existem outras equivalentes a V(I) = ∅ em Pn(k).
Uma vez descritos os ideais do Teorema 3.73.7 acima, obtemos a segunda parte do Teorema
3.13.1 para variedades projetivas.

Teorema 3.8 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Projetivo)) Seja k um corpo alge-
bricamente fechado e I um ideal homogêneo em k[x0, . . . , xn]. Se V = V(I) é uma
variedade projetiva não vazia em Pn(k), então temos I(V(I)) = r(I).

Demonstração: Ver Teorema 9, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Agora, que temos a versão projetiva do Teorema dos Zeros de Hilbert, podemos com-
pletar a correspondência ideal-variedade (versão projetiva) iniciada no Teorema 3.53.5. Um
ideal homogêneo radical em k[x0, . . . , xn] é um ideal homogêneo que satisfaz r(I) = I.
Como no caso a�m, temos uma bijeção entre variedades projetivas e ideais homogêneos
radicais, desde que excluamos os casos r(I) = ⟨x0, . . . , xn⟩ e r(I) = ⟨1⟩.

Teorema 3.9 (Correspondência Ideal-Variedade Projetivo) Seja k um corpo alge-
bricamente fechado. Se restringirmos as correspondências do Teorema 3.53.5 para variedades
projetivas não vazias e ideais homogêneos radicais propriamente contidos em ⟨x0, . . . , xn⟩,
então

{variedades projetivas não vazias} I−→
{

ideais homogêneos radicais
propriamente contidos em ⟨x0, . . . , xn⟩

}
e {

ideais homogêneos radicais
propriamente contidos em ⟨x0, . . . , xn⟩

}
V−→ {variedades projetivas não vazias}

são bijeções que revertem inclusões e são inversas uma da outra.
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Demonstração: Ver Teorema 10, Seção 3, Capítulo 8 de [1111].
■

Com efeito, temos também uma correspondência entre variedades projetivas irredutí-
veis e ideais primos homogêneos. [Exercício 11, item (c), Seção 3, Capítulo 8 de [1111]].

Fecho Projetivo de uma Variedade A�m

Já vimos que qualquer variedade a�m pode ser vista como a porção a�m de uma
variedade projetiva. Como isso pode ser feito de mais de uma maneira, gostaríamos
de encontrar a menor variedade projetiva contendo uma dada variedade a�m. Primeiro
vejamos uma maneira de homogeneizar um ideal qualquer de k[x1, . . . , xn].

De�nição 3.13 Seja I ⊆ k[x1, . . . , xn] um ideal. De�nimos a homogeneização de I, o
ideal

Ih = ⟨fh|f ∈ I⟩ ⊆ k[x1, . . . , xn]

onde fh é a homogeneização de f .

Naturalmente, da de�nição acima temos o seguinte resultado.

Proposição 3.16 Para qualquer ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn], a homogeneização Ih é um ideal
homogêneo em k[x1, . . . , xn].

Demonstração: Ver Proposição 2, Seção 4, Capítulo 8 de [1111].
■

Contudo, a De�nição 3.133.13 acima não é completamente satisfatória, no sentido de que
ela não nos dá um conjunto �nito de geradores para o ideal Ih. Dado um determinado
conjunto �nito de geradores {f1, . . . , fs} para Ih ⊆ k[x1, . . . , xn], é sempre verdade que
⟨fh1 , . . . , fhs ⟩ é um ideal homogêneo e está contido em Ih. No entanto, como mostra o
exemplo a seguir, Ih pode conter estritamente ⟨fh1 , . . . , fhs ⟩.

Exemplo 3.13 Considere I = ⟨f1, f2⟩ = ⟨x2−x21, x3−x31⟩, o ideal da cúbica torcida a�m
em R3. Se homogeneizarmos f1, f2, então obtemos o ideal

J = ⟨x2x0 − x21, x3x20 − x31⟩ ⊆ R[x0, x1, x2, x3].

Agora, observe que J ̸= Ih. De fato, considere o polinômio

f3 = f2 − x1f1 = x3 − x31 − x1(x2 − x21) = x3 − x1x2 ∈ I.

Então, fh3 = x0x3 − x1x2 é um polinômio homogêneo de grau dois em Ih. Como os gera-
dores de J também são homogêneos, de graus dois e três, respectivamente, se tivéssemos
uma equação da forma fh3 = A1f

h
1 +A2f

h
2 , então usando as expansões de A1 e A2 em suas

componentes homogêneas, obteríamos que fh3 seria um múltiplo constante de fh1 , e como
isso é falso, temos que fh3 /∈ J e, portanto, J ̸= Ih.

A partir de agora, focaremos nossa discussão acerca do signi�cado geométrico da
homogeneização de um ideal. Comecemos, vendo o que acontece ao homogeneizarmos o
ideal Ia(W ) de todos os polinômios que se anulam numa variedade a�m W . Isso nos leva
à seguinte de�nição.
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De�nição 3.14 Dada uma variedade a�m W ⊆ kn, o fecho projetivo de W é a menor
variedade projetiva que contém W , dada por W = V(Ia(W )h) ⊆ Pn(k), onde Ia(W )h ⊆
k[x1, . . . , xn] é a homogeneização do ideal Ia(W ) ⊆ k[x1, . . . , xn].

O fecho projetivo de uma variedade a�m tem as seguintes importantes propriedades.

Proposição 3.17 Seja W ⊆ kn uma variedade a�m e W ⊆ Pn(k) seu fecho projetivo.
Então

(a) W ∩ U0 = W ∩ kn = W .

(b) W é a menor variedade projetiva em Pn(k) contendo W .

(c) Se W é irredutível, então assim é W .

(d) Nenhuma componente irredutível deW está no hiperplano no in�nito V(x0) ⊆ Pn(k).

Demonstraçao: Ver Proposição 7, Seção 4, Capítulo 8 de [1111].
■

Exemplo 3.14 Considere a cúbica torcida a�m W ⊆ R3. Já vimos no Exemplo 3.103.10 que
Ia(W ) = ⟨x2−x21, x3−x31⟩. Logo, temos que Ia(W )h = ⟨x21−x0x2, x1x2−x0x3, x1x3−x22⟩.
Disto segue, que a variedade V ′ = V(x21− x0x2, x1x2− x0x3, x1x3− x22) ⊆ P3(R) é o fecho
projetivo da cúbica torcida a�m.

A principal desvantagem da De�niçao 3.143.14 de fecho projetivo apresentada, é o fato
de que ela exige que tenhamos explicitamente Ia(W ). Seria mais cômodo e conveniente
se pudéssemos calcular o fecho projetivo diretamente de qualquer ideal de�nidor de W .
Quando o corpo k é algebricamente fechado, isso é sempre possível.

Teorema 3.10 Seja k um corpo algebricamente fechado e I ⊆ k[x1, . . . , xn] um ideal.
Então V(Ih) ⊆ Pn(k) é o fecho projetivo de Va(I) ⊆ kn.

Demonstração: Ver Teorema 8, Seção 4, Capítulo 8 de [1111].
■

Infelizmente, o Teorema 3.103.10 pode falhar quando o corpo k não for algebricamente
fechado, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.15 Considere I = ⟨x21 + x42⟩ ⊆ R[x1, x2]. Então, W = Va(I) consiste de um
único ponto (0, 0) em R2, e assim, o fecho projetivo é o único ponto W = {(1 : 0 : 0)} ⊆
P2(R), uma vez que, obviamente, essa é a menor variedade projetiva que contém W . Por
outro lado, Ih = ⟨x21x20 + x42⟩ e temos que V(Ih) = {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0)} ⊆ P2(R). Isso
mostra que V(Ih) contém estritamente o fecho projetivo de W = Va(I).
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4 Mergulhos de Veronese, Segre e Segre-Veronese

Neste capítulo, trataremos de de�nir especi�camente o objeto de estudo desse trabalho:
o mergulho de Segre-Veronese. Por ser composição de um mergulho de Segre com um
mergulho de Veronese, de�namos antes estes dois mergulhos.

Mergulho de Veronese

De�nição 4.1 Seja n e d inteiros positivos. De�nimos a variedade de Veronese V n
d

como sendo a imagem da aplicação

vnd : Pn → PN

(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (M0 :M1 : · · · :MN),

em que N =
(
n+d
d

)
− 1 e M0, . . . ,MN são todos os monômios de grau d nas variáveis

x0, . . . , xn.

Exemplo 4.1 A variedade de Veronese V 1
2 é a imagem da aplicação

v12 : P1
x → P2

z

(x0 : x1) 7→ (x20 : x0x1 : x
2
1).

Observe que V 1
2 = V(z0z2 − z21) é uma cônica em P2.

Exemplo 4.2 A variedade de Veronese V 1
3 é a imagem da aplicação

v13 : P1
x → P3

z

(x0 : x1) 7→ (x30 : x
2
0x1 : x0x

2
1 : x

3
1).

Neste caso, temos que V 1
3 = V(z0z3 − z1z2, z21 − z0z3, z22 − z1z3) é uma cúbica torcida

em P3.

Exemplo 4.3 A variedade de Veronese V 2
2 é a imagem da aplicação

v22 : P2 → P5

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2).

Neste caso, V 2
2 é chamada a superfície de Veronese.

Exemplo 4.4 A variedade de Veronese V 1
d é a imagem da aplicação

v1d : P1 → Pd

(x0 : x1) 7→ (xd0 : x
d−1
0 x1 : . . . : x0x

d−1
1 : x0x

d
1).

Neste caso, V 1
d = V(Dij, 1 ≤ i < j ≤ d) é a curva racional normal, onde Dij é o

determinante 2× 2 formado pelas colunas i e j da matriz
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(
x0 x1 · · · xd−1

x1 x2 · · · xd

)
Exemplo 4.5 A variedade de Veronese V n

2 é a imagem da aplicação

vn2 : Pn → P
(n+2)(n+1)

2
−1

(x0 : · · · : xn) 7→ (x20 : x0x1 : · · · : x2n).

Exemplo 4.6 Dada uma variedade de Veronese V n
2 podemos representar ela na forma

matricial. Considere a variedade V 2
2 dada por

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x
2
1 : x

2
2 : x0x1 : x0x2 : x1x2)

então a matriz simétrica P dada por

P =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x22

 ,

é a representação matricial de V 2
2 .

Proposição 4.1 Seja A uma matriz m× n não nula. Então o posto da matriz A é igual
a 1 se, e somente se, existem vetores x ∈ km e y ∈ kn não nulos tais que A = xTy.

Demonstração: Suponha que o posto de A seja 1. Então todas as colunas de A são
múltiplas de um vetor v = (v1, v2, . . . , vm) ∈ km. Daí,

A = [a1v
T |a2vT | · · · |anvT ].

Seja o vetor a = (a1, a2, . . . , an) ∈ kn, temos que

vTa =


v1
v2
...
vm

 [ a1 a2 · · · an
]

=


v1a1 v1a2 · · · v1an
v2a1 v2a2 · · · v2an
...

...
. . .

...
vma1 vma2 · · · vman


= [a1v

T |a2vT | · · · |anvT ] := A.

Basta então tomar x = v e y = a. Por outro lado, suponha que A = xTy, onde
x = (x1, . . . , xm) e y = (y1, . . . , yn). Dessa forma,

A =


x1y1 x1y2 · · · x1yn
x2y1 x2y2 · · · x2yn
...

...
. . .

...
xmy1 xmy2 · · · xmyn

 = [y1x
T |y2xT | · · · |ynxT ]

Dessa forma, todas as colunas de A são múltiplas de xT e portanto, o posto de A é igual
a 1.

■
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Corolário 4.1 Seja A uma matriz não nula quadrada de ordem n. Então A é uma matriz
simétrica de posto 1 se, e somente se, existe um vetor x ∈ kn não nulo tal que A = αxTx.

Demonstração: Suponha que A seja uma matriz simétrica de posto 1. Como o posto de

A é igual a 1, pela Proposição 4.14.1, existem u, v ∈ kn tais que A = uTv. Sejam x =
u

||u||
e

y =
v

||v||
e escreva A = βxTy, onde β = ||u|| ||v||. Como A é uma matriz simétrica, então

βyTx = AT = A = βxTy ⇒ yTx = xTy.

Multiplicando ambos os lados por y à esquerda e por xT à direita e lembrando que x e y
são unitários, obtemos

||y||2||x||2 = 1 = yyTxxT = yxTyxT = (yxT )2.

Sendo assim, os vetores x e y são linearmente dependentes. Como ambos são unitários,
segue que y = ±x e portanto, A = ±βxTx. Por outro lado, se existe x ∈ kn tal que
A = αxTx, então

AT = (αxTx)T = αxTx = A

e portanto, A é simétrica. Além disso, pela Proposição anterior, A tem posto 1.
■

Exemplo 4.7 A superfície de Veronese V 2
2 pode então ser identi�cada como o espaço das

matrizes simétricas 3× 3 de posto unitário. De fato, seja

p = (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2) ∈ V 2

2 .

O ponto (x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) ∈ k6 é um representante de p e podemos escrever

(x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x23

 =

 x0
x1
x2

( x0 x1 x2
)
:= A

Pelo Corolário 4.14.1, temos que o posto de A é 1. Por outro lado, dada uma matriz B
simétrica 3 × 3 de posto 1, pelo Corolário 4.14.1, temos que existe um vetor x ∈ k3 tal que
B = αxTx. Escreva x = (x0, x1, x2). Daí, temos que

B = α

 x0
x1
x2

( x0 x1 x2
)
= α

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x

2

x0x2 x1x2 x22

 = α(x20, x0x1, x0x
2, x21, x1x2, x

2
2).

E em coordenadas homogêneas, temos que

α(x20, x0x1, x0x2, x
2
1, x1x2, x

2
2) ∈ (x20 : x0x1 : x0x2 : x

2
1 : x1x2 : x

2
2).
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Mergulho de Segre

De�nição 4.2 Seja n = (n1, . . . , nr) uma r-upla de inteiros positivos. De�nimos a vari-
edade de Segre Sn como sendo a imagem da aplicação

sn : Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (x1i1x2i2 · · ·xrir | ij = 0, . . . , nj),

onde xk = (xk0 : · · · : xknk
) e N =

r∏
i=1

(ni + 1)− 1.

Exemplo 4.8 Tome n = (1, 1). Daí, N = (1 + 1)(1 + 1)− 1 = 3.

s(1,1) : P1
x × P1

y → P3
z

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

Temos que a variedade de Segre é S(1,1) = V(z0z3 − z1z2).

Exemplo 4.9 Tome n = (2, 1). Daí, N = (2 + 1)(1 + 1)− 1 = 5.

s(2,1) : P2
x × P1

y → P5
z

((x0 : x1 : x2), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y1 : x2y0 : x2y1).

Temos que a variedade de Segre é S(2,1) = V(z0z3 − z1z2, z3z4 − z2z5).

Mergulho de Segre-Veronese

De�nição 4.3 Sejam n = (n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr) duas r-uplas de inteiros positi-
vos. Então a variedade de Segre-Veronese SV n

d
é dada pela imagem da aplicação

svn
d
: Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (M0 : · · · :MN),

onde N =
r∏
i=1

(
ni + di
di

)
− 1 e M0, . . . ,MN são todas os monômios de grau di em relação

às variáveis de Pni para i = 1, . . . , r.

Exemplo 4.10 Quando r ≥ 1 e d1 = · · · = dr = 1, temos a variedade de Segre, dada
pela imagem da aplicação

svn(1,...,1) : Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x1, . . . , xr) 7→ (M0 : · · · :MN),

onde Mj são todos os monômios de gau 1 nas variáveis de Pni para cada i = 1, . . . , r e

N =
r∏
i=1

(
ni + 1

1

)
− 1 =

r∏
i=1

(ni + 1)− 1.
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Exemplo 4.11 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,1) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,1) : P1 × P1 → P3

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

Exemplo 4.12 A variedade de Segre-Veronese SV (1,2)
(1,1) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,2)
(1,1) : P

1 × P2 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1 : y2)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x0y2 : x1y0 : x1y1 : x1y2).

Exemplo 4.13 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,2) : P

1 × P1 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1).

Exemplo 4.14 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(2,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(2,2) : P

1 × P1 → P8

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x20y
2
0 : x20y0y1 : x

2
0y

2
1 : x0x1y

2
0 : x0x1y0y1 : x0x1y

2
1 : x21y

2
0 : x21y0y1 : x

2
1y

2
1).

Exemplo 4.15 A variedade de Segre-Veronese SV (2,1)
(1,2) é dada pela imagem da aplicação

sv
(2,1)
(1,2) : P

2 × P1 → P8

((x0 : x1 : x2), (y0 : y1)) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1 : x2y

2
0 : x2y0y1 : x2y

2
1).

Exemplo 4.16 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1,1)
(1,1,1) é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1,1)
(1,1,1) : P

1 × P1 × P1 → P7

((x0 : x1), (y0 : y1), (z0 : z1)) 7→ (x0y0z0 : x0y0z1 : x0y1z0 : x0y1z1 : x1y0z0 : x1y0z1 : x1y1z0 :

x1y1z1).

Exemplo 4.17 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(d1,d2)

é dada pela imagem da aplicação

sv
(1,1)
(d1,d2)

: P1 × P1 → PN

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (xd10 y
d2
0 : xd10 y

d2−1
0 y1 : · · · : xd10 y0yd2−1

1 : xd10 y
d2
1 :

xd1−1
0 x1y

d2
0 : xd1−1

0 x1y
d2−1
0 y1 : · · · : xd1−1

0 x1y0y
d2−1
1 : xd1−1

0 x1y
d2
1 :

· · · : xd11 yd20 : xd11 y
d2−1
0 y1 : · · · : xd11 y0yd2−1

1 : xd11 y
d2
1 ),

onde N =
2∏
i=1

(
1 + di
di

)
− 1 =

(
1 + d1
d1

)(
1 + d2
d2

)
− 1.

Observação 4.1 Veremos mais adiante, também como exemplos, aplicações particulares
do Exemplo 4.174.17 acima. São eles os Exemplos 5.135.13, 5.145.14, 5.165.16, 5.175.17 e 5.185.18 com mul-
tigrau (d1, d2) igual a (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4) e (2, 2), respectivamente. Os exemplos
com multigrau (d1, d2) igual a (1, 1), (1, 2) e (2, 2) também são abordados como sistemas
lineares, nos Exemplos 7.17.1, 7.27.2 e 7.37.3, respectivamente. Além disso, os Exemplos 7.267.26 e
7.277.27, abordam a relação entre uma hipersuperfície S de (P1)r e uma seção hiperplana H
de X, onde X denota a imagem do mergulho de Segre-Veronese.
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5 Espaços Lineares e Defeitos Secantes

5.1 Espaços Lineares

Nessa seção iremos de�nir, exempli�car e provar algumas propriedades importantes
sobre espaços lineares, uma importante classe de variedades algébricas projetivas. Como
Pn não possui uma estrutura de espaço vetorial, não podemos somar pontos em Pn,
para contornar esse problema, uma alternativa é �transferir� as propriedades dos espaços
lineares no espaço a�m kn+1 para o espaço projetivo Pn, pela projetivização.

De�nição 5.1 (Espaço Linear) Dados n − r polinômios de grau 1 linearmente inde-
pendentes f1, . . . , fn−r em k[x0, . . . , xn], a variedade algébrica V = V (f1, . . . , fn−r) ⊂ Pn
é chamada espaço linear de dimensão r, também dizemos que V é um subespaço de
Pn.

Observação 5.1 Na de�nição 5.15.1, se tivermos r = −1, então V = ∅. Se r = n, então
V = Pn. Se r = n−1, então V (f1) é chamado um hiperplano em Pn. Se porém, tivermos
r = 1, então V = V (f1, . . . , fn−1) é chamada de reta em Pn.

Exemplo 5.1 Por exemplo, a reta l = V (ax + by + cz) com (a, b, c) ̸= (0, 0, 0) é um
hiperplano em P2. Se n = 3 e r = 2, então V (f1) é um plano em P3. Por exemplo, se
n = 2 e r = 1, então V (f1) é uma reta em P2.

Proposição 5.1 Todo conjunto unitário em P2 é um espaço linear.

Demonstração: De fato, dado (a : b : c) ∈ P2, podemos supor, sem perda de generali-
dade, que c ̸= 0. Dessa forma, (a : b : c) = (α : β : 1) ∈ P2. Considere os polinômios
lineares homogêneos x− αz, y − βz ∈ k[x, y, z]. A�rmamos que

{(α : β : 1)} = V (x− αz, y − βz).

Com efeito, (x0 : y0 : z0) ∈ V (x− αz, y − βz) se, e somente se, x0 = αz0 e y0 = βz0. Isto,
por sua vez, ocorre se, e somente se

(x0 : y0 : z0) = (αz0 : βz0 : z0) = z0(α : β : 1) = (α : β : 1).

Os outros dois casos (em que a ̸= 0 e b ̸= 0) seguem de forma análoga.
■

De forma parecida, também vale um resultado análogo para n ≥ 2.

Proposição 5.2 Se X e Y são dois espaços lineares contidos em Pn, então X∩Y também
é um espaço linear contido em Pn. Além disso, dim (X ∩ Y ) ≤ min{dim X, dim Y }.

Demonstração: De fato, sejam X = V (f1, . . . , fn−r) e Y = V (g1, . . . , gn−s) dois espaços
lineares em Pn. Dessa forma, temos que

x ∈ X ∩ Y ⇐⇒ f1(x) = · · · fn−r(x) = g1(x) = · · · = gn−s(x) = 0

⇐⇒ x ∈ V (f1, . . . , fn−r, g1, . . . , gn−s)

Escolhendo dentre os polinômios lineares f1, . . . , fn−r, g1, . . . , gn−s aqueles que são linear-
mente independentes e denotando-os por h1, . . . , hn−t, temos que
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X ∩ Y = V (h1, . . . , hn−t).

O número mínimo de polinômios lineares linearmente independentes que podemos ter
dentre os f1, . . . , fn−r, g1, . . . , gn−s é min{n− r, n− s}. Portanto,

dim (X ∩ Y ) ≥ min{r, s}.

Além disso, como X ∩ Y ⊂ X e X ∩ Y ⊂ Y , devemos ter

dim (X ∩ Y ) ≤ min{dim X, dim Y }.

■

De�nição 5.2 Seja E um espaço vetorial sobre um corpo k. De�nimos em E, a seguinte
relação de equivalência:

u ∼ v ⇐⇒ u = λv, para algum 0 ̸= λ ∈ k.

De�nimos também a projetivização de E, como sendo o conjunto das classes de equi-
valência dessa relaçao de equivalência, isto é,

P(E) =
E \ {0}
∼

.

Exemplo 5.2 Sejam p0, . . . , pr ∈ Pn. Considere representantes p̂0, . . . , p̂r ∈ kn+1 no es-
paço a�m e seja V = ⟨p̂0, . . . , p̂r⟩ o espaço vetorial gerado por eles. Seja L a projetivização
de V como subconjunto Pn, escrevemos

L = ⟨p0, . . . , pr⟩

e dizemos que p0, . . . , pr geram L, ou que L é gerado pelos pj's.

Da construção acima, segue que L é um espaço linear. Reciprocamente, todo espaço linear
dado por equações também pode ser escrito como espaço linear gerado por certos pj's.
Isto segue diretamente do fato de que no espaço a�m kn+1 é equivalente representar um
espaço linear por geradores ou por equações.

Proposição 5.3 Existe uma bijeção entre o conjuntos dos subespaços de Pn de dimensão
r e o conjunto dos subespaços de kn+1 de dimensão r + 1.

Demonstração:De fato, sejaX = V (f1, . . . , fn−r) um subespaço de Pn de dimensão r, ou
seja, os polinômios fi ∈ k[x0, . . . , xn] são lineares e linearmente independentes. O conjunto
V (f1, . . . , fn−r) ⊂ kn+1 de�ne um subespaço em kn+1 de dimensão r+1 = n+1− (n− r).
Por outro lado, se Y é um subespaço de kn+1 de dimensão r+1, então Y é o conjunto de
soluções de um sistema linear homogêneo de n− r = n+1− (r+1) equações linearmente
independentes. Sejam fi ∈ k[x0, . . . , xn] com n − 1, . . . , n − r os polinômios lineares que
de�nem este sistema. Como o sistema é homogêneo e estes polinômios são lineares, temos
que o conjunto V (f1, . . . , fn−r) de�ne um subespaço em Pn de dimensão n − r, uma vez
que estes polinômios são linearmente independentes.

■

De�nição 5.3 Dados r espaços lineares L1, . . . , Lr em Pn, dizemos que eles são inde-
pendentes se os seus respectivos correspondentes V1, . . . , Vr em kn+1 são linearmente
independentes. Além disso, de�nimos o espaço gerado por L1, . . . , Lr em Pn como sendo
a projetivização do espaço gerado por V1, . . . , Vr em kn+1.
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Exemplo 5.3 Sejam e1 = (1 : 0 : 0 : 0), e2 = (0 : 1 : 0 : 0), e3 = (0 : 0 : 1 : 0) e
e4 = (0 : 0 : 0 : 1) pontos em P3. Considere os subespaços

L12 = ⟨e1, e2⟩, L34 = ⟨e3, e4⟩ e L23 = ⟨e2, e3⟩.

Observe que L12 e L34 são independentes, pois os seus correspondentes em k4

V12 = ⟨(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)⟩ e V34 = ⟨(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)⟩

são linearmente independentes. Por outro lado, L34 e L23 não são independentes, uma
vez que seus correspondentes em k4

V34 = ⟨(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)⟩ e V23 = ⟨(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)⟩

não são linearmente independentes, já que possuem interseção não trivial dada por ⟨e3⟩.

Proposição 5.4 Se L1, . . . , Lr são subespaços independentes de Pn, então

dim ⟨L1, . . . , Lr⟩ = (r − 1) + dim L1 + · · ·+ dim Ln.

Demonstração: De fato, sejam V1, . . . , Vr os correspondentes a L1, . . . , Lr no espaço a�m
kn+1. Assim, V1, . . . , Vr são linearmente independentes e daí

dim ⟨L1, . . . , Lr⟩ = dim ⟨V1, . . . , Vr⟩ − 1

= dim V1 + · · ·+ dim Vr − 1

= (dim L1 + 1) + · · ·+ (dim Lr + 1)− 1

= (r − 1) + dim L1 + · · ·+ dim Lr.

■

Proposição 5.5 A dimensão do espaço gerado por L1, . . . , Lr em Pn é máxima se, e
somente se, esses espaços são independentes.

Demonstração: Sejam L1, . . . , Lr espaços lineares independentes em Pn. Sejam V1, . . . , Vr
os subespaços de kn+1 correspondentes. Como V1, . . . , Vr são linearmente independentes,
ou seja, seus geradores são linearmente independentes, então

dim ⟨V1, . . . , Vr⟩ = dim V1 + · · ·+ dim Vr,

que é a dimensão máxima possível para ⟨V1, . . . , Vr⟩. Logo,

dim ⟨L1, . . . , Lr⟩ = dim ⟨V1, . . . , Vr⟩ − 1

é também máxima. Reciprocamente, suponha que dim ⟨L1, . . . , Lr⟩ é máxima. Como

dim ⟨V1, . . . , Vr⟩ = dim ⟨L1, . . . , Lr⟩ − 1,

temos que dim ⟨V1, . . . , Vr⟩ também é máxima e portanto, V1, . . . , Vr são linearmente in-
dependentes e daí L1, . . . , Lr são independentes.

■

Proposição 5.6 O fecho projetivo preserva a dimensão de um subespaço a�m.

Demonstração: Seja L um subespaço de kn tal que dim L = d. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que L é gerado pelos vetores e1, . . . , ed. Assim,
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L = ⟨e1, . . . , ed⟩ = V (yd+1, . . . , yn) ⊂ kn ⇒

L = ⟨e1, . . . , ed⟩ = V (yd+1, . . . , yn) = V (xd+1, . . . , xn) ⊂ Pn,

onde y′is são as variáveis em kn e x′is são as variáveis em Pn para i = d+ 1, . . . , n, o qual
é descrito por n− d equações linearmente independentes e portanto, tem dimensão n− d.

■

5.2 Defeitos Secantes

Nessa seção introduziremos a de�nição de variedade secante e defeito secante, prin-
cipal assunto desse trabalho. Enunciaremos sem provar alguns resultados e exemplos,
interessados devem consultar [2929], nossa principal referência para essa parte.

De�nição 5.4 Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica projetiva e h um inteiro positivo.
De�nimos a variedade h-secante de X (Sech(X)) como o fecho projetivo (fecho segundo
a topologia de Zariski) da união de todos os espaços lineares gerados por h pontos de X:

Sech(X) :=
⋃

p1,...,ph∈X

⟨p1, . . . , ph⟩ ⊂ PN .

Observação 5.2 Como consequência da De�nição 5.45.4 acima, dada uma variedade pro-
jetiva X ⊂ Pn de dimensão n, temos que a Sech(X) também é uma variedade projetiva
em PN , para ver isso, o leitor poderá consultar a Seção 1.1 do Capítulo 1 de [2929].

De�nição 5.5 Seja X ⊂ Pn uma variedade projetiva de dimensão n. Chamaremos de
dimensão esperada de Sech(X), denotada por exp dim Sech(X), a dimensão dada por
exp dim Sech(X) = min{h(n + 1) − 1, N}. Quando dim Sech(X) < exp dim Sech(X),
dizemos que a variedade X é h-defeituosa.

Exemplo 5.4 Toda variedade projetiva X ⊂ PN não é 1-defeituosa. De fato, se X é uma
variedade projetiva de dimensão n, então

Sec1(X) =
⋃
xi∈X

⟨xi⟩ =
⋃
xi∈X

xi = X.

A dimensão esperada de Sec1(X) é dada por exp dim Sech(X) = min{1(n+1)−1, N} = n.
Logo,

dim Sec1(X) = dim X = n = exp dim Sec1(X).

Portanto, a variedade projetiva X não é 1-defeituosa.

Exemplo 5.5 A Sec2(X) =
⋃

p1,p2∈X

⟨p1, p2⟩ de uma variedade X é a secante usual de retas.

Proposição 5.7 Seja X uma variedade projetiva de PN de dimensão n. Se X é h-
defeituosa, então X é k-defeituosa para todo k ≥ h.

Demonstração: Provemos por indução, supondo que a variedade é h-defeituosa e mos-
trando que ela também é h+ 1-defeituosa. Como X é h-defeituosa, temos que
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dim Sech(X) < exp dim Sech(X) = min{h(n+ 1)− 1, N}.

Pela Proposição 1.3.1 do Capítulo 1 de [2929], temos que a dimensão de Sech+1(X) é no
máximo dim Sech(X) + (n+ 1). Assim,

dim Sech+1(X) ≤ dim Sech(X) + (n+ 1)

< exp dim Sech(X) + (n+ 1)

= min{(h+ 1)(n+ 1)− 1, N}
= exp dim Sech+1(X).

Portanto, X é h+ 1-defeituosa.
■

Exemplo 5.6 A superfície de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa. De fato, considere a variedade

V 2
2 como a imagem do mor�smo

v22 : P2 → P5

(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x0x1 : x0x2 : x
2
1 : x1x2 : x

2
2)

Agora considere um ponto P = (x20 : x0x1 : x0x2 : x21 : x1x2 : x22) ∈ V 2
2 o qual pode ser

visto na sua forma matricial da seguinte maneira

P =

 x20 x0x1 x0x2
x0x1 x21 x1x2
x0x2 x1x2 x22

 =

 x0 0 0
0 x1 0
0 0 x2

 x0 x1 x2
x0 x1 x2
x0 x1 x2

 .

Como a matriz  x0 x1 x2
x0 x1 x2
x0 x1 x2


tem posto 1 e a matriz  x0 0 0

0 x1 0
0 0 x2


possui posto entre 1 e 3, temos que posto (P ) ≤ min{1, 3}, o que implica que

posto (P ) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P é simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V 2
2

como um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo

Sec2(V
2
2 ) ⊂ {M +N |M,N matrizes 3× 3 simétricas de posto 1}

= {M | matriz simétrica de posto ≤2}
= {M |M matriz simétrica não nula de determinante nulo}
= {(y0 : . . . : y5) | y0y3y5 + y1y4y2 + y2y1y4 − y22y3 − y21y5 − y0y24 = 0}
= V (det(M)) = V ((y0y3y5 + y1y4y2 + y2y1y4 − y22y3 − y21y5 − y0y24)).

Dessa maneira Sec2(V 2
2 ) é uma hipersuperfície de grau 3 em P5, logo a codimensão é 1 e a

dimensão dela é 4, porém a dimensão esperada de Sec2(V 2
2 ) é 2(2 + 1)− 1 = 5. Portanto

V 2
2 é 2 defeituosa.
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Exemplo 5.7 A variedade V n
2 é n-defeituosa para todo n ≥ 2. No Exemplo 5.65.6 prova-

mos para n = 2, agora usaremos a mesma estratégia para um n qualquer. Considere a
variedade V n

2 como a imagem do mor�smo

vn2 : Pn → PN

(x = x0 : · · · : xn) 7→ (x20 : x0x1 · · · : x0xn : x21 : x1x2 : · · · : x1xn : · · · : x2n)

Agora considere um ponto P = (x20 : x0x1 · · · : x0xn : x21 : x1x2 : · · · : x1xn : · · · : x2n) ∈ V n
2

o qual pode ser visto na sua forma matricial da seguinte maneira
x20 x0x1 · · · x0xn
x0x1 x21 · · · x1xn
...

...
. . .

...
x0xn x1xn · · · x2n

 =


x0 0 · · · 0
0 x1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · xn




x0 x1 · · · xn
x0 x1 · · · xn
...

...
. . .

...
x0 x1 · · · xn

 .

Como a matriz 
x0 x1 · · · xn
x0 x1 · · · xn
...

...
. . .

...
x0 x1 · · · xn


tem posto 1 e a matriz 

x0 0 · · · 0
0 x1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · xn


possui posto entre 1 e n, temos que posto (P ) ≤ min{1, n}, o que implica que

posto (P ) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P é simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V n
2

como um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo analogamente ao Exemplo
5.65.6, temos que V n

2 pode ser representado como o conjunto das matrizes (n+ 1)× (n+ 1)
simétricas com posto 1. Portanto temos que

Secn(V
n
2 ) = {M1 + · · ·+Mn |M1, . . . ,Mn matrizes (n+ 1)× (n+ 1) simétricas de posto 1}

= {M |M matriz simétrica de posto ≤ n}
= {M |M matriz simétrica com determinante nulo}
= V (det(M)).

Como M = (yij) é uma matriz (n + 1) × (n + 1) temos que det(M) é dado por um
polinômio homogêneo de grau n+1 nos seus coe�cientes yij e temos que Secn(V n

2 ) é uma
hipersuperfície em PN , porém a dimensão esperada de Secn(V n

2 ) é

exp dim (Secn(V
n
2 )) = min{N, n(n+ 1)− 1}

= min{N, n2 + n− 1}
= N,
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pois como N =

(
n+ 2

2

)
− 1 =

n2 + 3n

2
, temos

n2 + n− 1 =
2n2 + 2n

2
− 1 >

n2 + 3n

2
− 1 = N − 1

para todo n ≥ 2. Portanto

dim (Secn(V
n
2 )) = N − 1 < N = exp dim (Secn(V

n
2 )),

ou seja, V n
2 é n defeituosa.

Note que um questionamento que surge naturalmente é quais variedades são h-defeituosas
e quais não são. Vários esforços tem sido feitos nessa direção, contudo este ainda é um
problema em aberto. Alguns estudos renderam resultados que classi�cam algumas dessas
variedades, colocando uma ou outra particularidade. Um resultado bastante conhecido na
literatura é o Teorema de Alexander e Hirschowitz, que diz quais variedades de Veronese
são defeituosa. Este resultado pode ser encontrado em [44] e [2828]. Além destes, o mesmo
resultado pode ser encontrado com mais detalhes em [2424].

Para este trabalho estamos interessados em estudar os defeitos secantes para a vari-
edade de Segre-Veronese consistida do mergulho de r produtos da reta projetiva P1 com
multigrau (d1, . . . , dr). O problema de determinar defeitos secantes em variedades de
Segre-Veronese ainda é um problema em aberto e vários esforços tem sido feitos até o
momento e foi resolvido apenas para alguns casos particulares, como se pode notar em
[11], [22], [33], [66], [77], [88], [99], [1010].

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensão do sistema linear associado L(d1,...,dr)(2

n), sistema este que consiste
das hipersuperfícies de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) através de n pontos duplos em
posição geral. Provaremos o Teorema 3.1 de [2222], artigo norteador de toda essa disserta-
ção, provando a especialidade ou a não especialidade do sistema L(d1,...,dr)(2

n), conforme
o Teorema de Classi�cação dado abaixo.

Teorema 5.1 (Teorema de Classi�cação) O sistema linear L(d1,...,dr)(2
n) de (P1)r é

não especial, exceto nos seguintes casos

r grau n
2 (2, 2a) 2a+ 1
3 (1, 1, 2a) 2a+ 1

(2, 2, 2) 7
4 (1, 1, 1, 1) 3

Via Lema de Terracini (vide Lema 5.25.2 abaixo), resolver este problema, equivale a
calcular a dimensão da variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P1)r → PN ,
de�nido pelo sistema linear completo |O(d1, . . . , dr)| de (P1)r.

Nossa abordagem consistirá em degenerar (P1)r para uma união de duas variedades
ambas isomorfas a (P1)r, degenerando simultâneamente o sistema linear para um sistema
linear obtido como o produto �brado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua interseção. O sistema linear limite é um pouco mais fácil
que o original, em particular, este argumento de degeneração permitirá usar a indução no
multigrau e em r.
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Um importante passo básico para nosso argumento de indução está representado em
[1010], onde os autores mostram que se todos os di são iguais a 1, então L(1,...,1)(2

n) tem
sempre a dimensão esperada, logo é classi�cado como não especial, exceto no caso em que
r = 4.

5.3 Lema de Terracini e Aplicações

Nessa seção apresentamos uma importante ferramenta no estudo de defeito secante
de uma dada variedade: o Lema de Terracini (vide Lema 5.25.2 abaixo). Apresentamos de
forma concreta a aplicação deste importante resultado para determinar se a variedade de
Segre-Veronese é ou não defeituosa.

De�nição 5.6 Sejam f ∈ k[x1, . . . , xn] e p ∈ kn. De�nimos a linearização de f em
p = (p1, . . . , pn) como sendo

dp(f) = f(p) + (x1 − p1)
∂f

∂x1
(p) + · · ·+ (xn − pn)

∂f

∂xn
(p),

onde
∂f

∂xi
indica a derivada parcial formal de f em relação à xi, dp(f) ∈ k[x1, . . . , xn] e

degxi(dp(f)) ≤ 1.

Exemplo 5.8 Seja f = x2 − zy3 ∈ k[x, y, z]. Assim, temos que a linearização de f no
ponto (0, 0, 0) ∈ k3 é 0 e a linearização de f no ponto (1, 0, 0) ∈ k3 é 2x− 1.

De�nição 5.7 Seja X = V (f1, . . . , fr) ⊂ kn. De�nimos o espaço tangente a X em
p ∈ X, como sendo

OpX = V (dp(f1), . . . , dp(fr)).

Se X ⊂ kn é uma variedade a�m parametrizada por

f : km → kn

t 7→ f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)),

onde t = (t1, . . . , tm). De�nimos o espaço tangente a X em p = f(t0) ∈ X como sendo

OpX = p+

〈
∂f

∂t1
(t0), . . . ,

∂f

∂tn
(t0)

〉
,

onde
∂f

∂ti
(t0) é um vetor (uma direção tangente) de km e

〈
∂f

∂t1
(t0), . . . ,

∂f

∂tn
(t0)

〉
é o

subespaço vetorial de kn gerado por estes n vetores.

De�nição 5.8 Seja X ′ = V (f1, . . . , fr) ⊂ Pn. Identi�cando kn por meio de uma carta,
digamos kn ∼= V (x0) ⊂ Pn, tomando X = kn∩X ′ e p ∈ X ′, de�nimos o espaço tangente
a X ′ em p, como sendo o fecho projetivo (segundo a topologia de Zariski) do espaço
tangente a�m, ou seja,

TpX
′ = OpX,

onde OpX ⊂ kn é o espaço tangente a�m.
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Lema 5.1 SeX ⊂ PN é uma variedade projetiva não degenerada e dim Sech(X) = N−1,
então dim Sech+1X = N .

Demonstração: Ver Proposição 1.2.2, Capítulo 1 de [2929].
■

Quando formos provar uma determinada propriedade, faremos a prova para pontos
gerais e essa ideia será utilizada por diversas vezes no decorrer deste trabalho. Tendo em
vista a topologia de Zariski, podemos de�nir os conceitos de ponto geral e pontos gerais
como segue.

De�nição 5.9 Uma propriedade P a respeito de uma variedade algébrica X ⊂ Pn é dita
geral, se ela for satisfeita em um aberto não vazio. Dizemos que um ponto é geral
para a propriedade P , se existe um aberto não vazio que contém este ponto satisfazendo
a propriedade P . Dizemos também que os pontos p1, . . . , ph ∈ X são gerais, para a
propriedade P , se existe um aberto não vazio contendo estes pontos e satisfazendo a
propriedade P .

Observação 5.3 Pela De�nição 2.62.6, todo aberto não vazio de Pn é denso (Zariski), então
não há problema em aplicar seguidamente vários resultados que utilizam o conceito de
propriedade geral. Isso vem do fato de que a interseção de abertos não vazios e densos é
também um aberto não vazio e denso.

Exemplo 5.9 Mostremos que três pontos gerais de P2 não estão alinhados. Para isso,
basta mostrarmos que

V = {(p, q, r) ∈ P2
x × P2

y × P2
z | p, q, r estão alinhados}

é um fechado de P2
x×P2

y×P2
z. De fato, sejam p = (x0 : x1 : x2), q = (y0 : y1 : y2), r = (z0 :

z1 : z2) ∈ P2. Temos que p, q, r estão alinhados se, e somente se, posto (P ) ≤ 2, onde

P =

 x0 x1 x2
y0 y1 y2
z0 z1 z2

.

Com efeito,

posto (P ) ≤ 2 ⇐⇒ det (P ) = 0 ⇐⇒ F = 0,

onde F = x0y1z2 + x1y2z0 + x2y0z1 − x2y1z0 − x0y2z1 − x1y0z2. Assim, F é um polinômio
homogêneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variáveis (x, y e z), logo V = V(F ) ⊂
P2
x × P2

y × P2
z e portanto, é um conjunto fechado.

Exemplo 5.10 Mostremos que se p e π são um ponto e um plano, respectivamente,
gerais em P2, então p /∈ π. De fato, como π é um hiperplano em P2

x, existe um polinômio
F = z0x0 + z1x1 + z2x2 homogêneo de grau 1 em k[x0, x1, x2], de tal modo que π = V (F ).
Se considerarmos o conjunto dos hiperplanos, temos que

{z0x0 + z1x1 + z2x2 = 0 | (z0 : z1 : z2) ∈ P2} ∼= P2.

Assim, p = (x0 : x1 : x2) ∈ π se, e somente se, F = 0, onde F = z0y0 + z1y1 + z2y2 é
um polinômio homogêneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variáveis (y e z), logo
V = V(F ) ⊂ P2

y × P2
z e portanto, é também um conjunto fechado.
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Lema 5.2 (Lema de Terracini) Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica projetiva. Seja
p ∈ Sech(X) um ponto geral tal que p ∈ ⟨p1, . . . , ph⟩ e p1, . . . , ph ∈ X pontos gerais.
Então

TpSech(X) = ⟨Tp1X, . . . , TphX⟩.

Demonstração: Ver Teorema 1.3.1, Capítulo 1 de [2929].
■

Observação 5.4 Como dim TpSech(X) = dim Sech(X), pelo Lema de Terracini 5.25.2
acima, temos que

dim Sech(X) = dim ⟨Tp1X, . . . , TphX⟩.

Dessa forma, se existirem p1, . . . , ph pontos gerais de uma variedade projetiva X de PN
tais que dim ⟨p1, . . . , ph⟩ = h − 1 e dim ⟨Tp1X, . . . , TphX⟩ = exp dim Sech(X), então X
não é h-defeituosa.

Exemplo 5.11 Em particular, se h = 2 e p ∈ Sec2(X) é um ponto geral. Pelo Lema de
Terracini 5.25.2 acima, temos que

dim Sec2(X) = dim TpSec2(X) = dim ⟨Tp1X,Tp2X⟩ = 2dim X − dim Tp1X ∩ Tp2X,

para todos p1, p2 ∈ X pontos gerais e p ∈ ⟨p1, p2⟩.

Observação 5.5 O Lema de Terracini 5.25.2 pode ser usado para classi�car defeitos se-
cantes, pois num ponto geral dim TpSech(X) = dim Sech(X). Pela Proposição 5.55.5, a
dimensão de ⟨Tp1X, . . . , TphX⟩ é máxima se, e somente se, os espaços Tp1X, . . . , TphX são
independentes. Logo, dim Sech(X) é a esperada (máxima) se, e somente se, os espaços
lineares Tp1X, . . . , TphX são independentes. Portanto, X não é h-defeituosa se, e somente
se, ⟨Tp1X, . . . , TphX⟩ são independentes.

Lema 5.3 Sejam p0, . . . , pn ∈ Pn pontos em posição geral. Então existe um isomor�smo
projetivo linear φ : Pn → Pn tal que

φ(p0) = e0, onde e0 = (1 : 0 : 0 : . . . : 0 : 0),
φ(p1) = e1, onde e1 = (0 : 1 : 0 : . . . : 0 : 0),

...
φ(pn) = en, onde en = (0 : 0 : 0 : . . . : 0 : 1).

Demonstração: De fato, sejam p0, . . . , pn pontos de Pn em posição geral e tome v0, . . . , vn
pontos em kn+1 tais que pj = [vj] para todo j = 0, . . . , n, isto é, vj é um representante
da classe de equivalência pj, para todo j = 0, . . . , n, conforme De�nição 3.63.6. Assim
sendo, v0, . . . , vn formam uma base para o espaço vetorial kn+1 e, dessa forma, como e0 =
(1, 0, . . . , 0), e1 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., en = (0, . . . , 0, 1) também formam uma base para
o espaço vetorial kn+1, temos que existe o seguinte isomor�smo linear A : kn+1 → kn+1

tal que A(vj) = ej para todo j = 0, . . . , n. Com efeito, A é o isomor�smo projetivo
linear desejado, uma vez que ej é um representante da classe de equivalência ej para todo
j = 0, . . . , n. ■

Lema 5.4 Sejam p0, . . . , pn, pn+1 ∈ Pn pontos em posição geral. Então existe um iso-
mor�smo projetivo linear ψ : Pn → Pn tal que ψ(pj) = ej, para j = 0, 1, . . . , n, e
ψ(pn+1) = (1 : . . . : 1).
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Demonstração: De fato, sejam p0, . . . , pn, pn+1 pontos de Pn em posição geral e tome
v0, . . . , vn, vn+1 pontos em kn+1 tais que pj = [vj] para todo j = 0, . . . , n + 1, isto é, vj é
um representante da classe de equivalência pj, conforme De�nição 3.63.6. Como v0, . . . , vn
formam uma base para o espaço vetorial kn+1, então vn+1 = a0v0 + · · · + anvn, onde
a0, . . . , an ∈ k. Observe ainda que, como pj = [vj] para todo j = 0, . . . , n + 1, temos
em particular que pj = [vj] para todo j = 0, . . . , n e assim, segue que pj = [ajvj],
pois [vj] = [ajvj], uma vez que estamos em Pn. Além disso, como e0 = (1, 0, . . . , 0),
e1 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . ., en = (0, . . . , 0, 1) também formam uma base para o espaço
vetorial kn+1, temos que existe o seguinte isomor�smo linear A : kn+1 → kn+1 tal que
A(ajvj) = ej para todo j = 0, . . . , n. Com efeito,

A(pn+1) = A([vn+1]) = [A(vn+1)]

= [A(a0v0 + · · ·+ anvn)]

= [A(a0v0) + · · ·A(anvn)]
= [e0 + · · ·+ en]

= [(1, 0, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , 0, 1)]

= [(1, . . . , 1)].

Dessa forma, A é o isomor�smo projetivo linear desejado, uma vez que ej é um represen-
tante da classe de equivalência ej para todo j = 0, . . . , n e (1, . . . , 1) é um representante
da classe de equivalência (1 : . . . : 1).

■

Exemplo 5.12 A superfície de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa. De fato, sejam p e q pontos

gerais de P2. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os pontos são p = (1 : 0 : 0)
e q = (0 : 1 : 0). Sejam P = v(p) e Q = v(q) as imagens de p e q, respectivamente,
pelo mergulho de Veronese v22 : P2 → P5, dado no Exemplo 5.65.6. Considere l a reta em
P2 conectando estes dois pontos e L = v(l), isto é, L é a imagem de l pelo mergulho de
Veronese. Mostremos que L é uma cônica contida em um plano π em P5. Temos que, a
reta l é dada por:

l = pq = {α(1, 0, 0) + β(0, 1, 0) | (α : β) ∈ P1}
= {(α, 0, 0) + (0, β, 0) | (α : β) ∈ P1}
= {(α, β, 0) | (α : β) ∈ P1}
= {(α : β : 0) | (α : β) ∈ P1}.

Com efeito, segue que

L = {(α2 : αβ : 0 : β2 : 0 : 0) | (α : β) ∈ P1} = V (y21 − y0y3, y2, y4, y5),

que é uma cônica. Além disso, observe que

L ⊂ {(x : y : 0 : z : 0 : 0) | (x : y : z) ∈ P2} = π ∼= P2.

Como L é uma cônica, o espaço tangente a ela em qualquer ponto é uma reta. Considere
então TPL e TQL os espaços tangentes a L nos pontos P e Q, respectivamente. Observe
que TPL∩ TQX ̸= ∅, uma vez que duas retas no plano π ∼= P2 sempre se intersectam em
um único ponto. Assim, existe R ∈ P5 tal que TPL ∩ TQL = {R}. Porém, como L ⊂ V 2

2 ,
devemos ter TPL ⊂ TPV

2
2 e TQL ⊂ TQV

2
2 . Assim,

{R} ⊂ TPV
2
2 ∩ TQV 2

2 .
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Sendo assim, dim ⟨TPV 2
2 , TQV

2
2 ⟩ ≥ 0. Pelo Lema de Terracini 5.25.2,

dim Sec2(V
2
2 ) = 2 dim V 2

2 − dim TPV
2
2 ∩ TQV 2

2 ≤ 2 · 2− 0 = 4.

Porém, exp dim Sec2(V
2
2 ) = 5. Portanto, V 2

2 é 2-defeituosa.

Exemplo 5.13 Considere X = SV
(1,1)
(1,1) a imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,1) : P

1 × P1 → P3

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{3, 2 · (2 + 1)− 1} = min{3, 5} = 3.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0) e q = e4 = (0 : 0 : 0 : 1) de P3 que são imagens dos pontos p′ e q′

pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1)
(1,1)(p

′) = sv
(1,1)
(1,1)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P3

sv
(1,1)
(1,1)(q

′) = sv
(1,1)
(1,1)((0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 1) = e4 = q ∈ P3

Para o ponto p ∈ P3, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k3

(x1, y1) 7→ (y1, x1, x1y1).

Assim, temos que φx1 = (0, 1, y1) e φy1 = (1, 0, x1). Seja 0 = (x1, y1) = (0, 0) ∈ U0. Com
efeito,

φ(0) = (0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k3

φx1(0) = (0, 1, 0) = ê2 ∈ k3

φy1(0) = (1, 0, 0) = ê1 ∈ k3.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k3 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê2⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P3, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k3, é dado por

TpX = ⟨(1 : 0 : 0 : 0), (1 : 0 : 1 : 0), (1 : 1 : 0 : 0)⟩ = ⟨e0, e1, e2⟩.

Para o ponto q ∈ P3, considere a parametrização dada por x1 = y1 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k3

(x0, y0) 7→ (x0y0, x0, y0).
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Assim, temos que αx0 = (y0, 1, 0) e αy0 = (x0, 0, 1). Seja 0 = (x0, y0) = (0, 0) ∈ U1. Com
efeito,

α(0) = (0, 0, 0) = e0 = q ∈ k3

αx0(0) = (0, 1, 0) = e1 ∈ k3

αy0(0) = (0, 0, 1) = e2 ∈ k3.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k3 é dado por OqX = ⟨e1, e2⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P3, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k3, é dado por

TqX = ⟨(0 : 1 : 0 : 1), (0 : 0 : 1 : 1), (0 : 0 : 0 : 1)⟩ = ⟨e1, e2, e4⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e2, e4⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 3 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa e cobre tudo, logo não é
defeituosa.

Exemplo 5.14 Considere X = SV
(1,1)
(1,2) a imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,2) : P

1 × P1 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{5, 2 · (2 + 1)− 1} = min{5, 5} = 5.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e5 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P5 que são imagens dos
pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1)
(1,2)(p

′) = sv
(1,1)
(1,2)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P5

sv
(1,1)
(1,2)(q

′) = sv
(1,1)
(1,2)((0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e5 = q ∈ P5

Para o ponto p ∈ P5, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k5

(x1, y1) 7→ (y1, y
2
1, x1, x1y1, x1y

2
1).

Assim, temos que φx1 = (0, 0, 1, y1, y
2
1) e φy1 = (1, 2y1, 0, x1, 2x1y1).

Seja 0 = (x1, y1) = (0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k5

φx1(0) = (0, 0, 1, 0, 0) = ê3 ∈ k5

φy1(0) = (1, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k5.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k5 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê3⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P5, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k5, é dado por
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TpX = ⟨(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0), (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0)⟩ = ⟨e0, e1, e3⟩.

Para o ponto q ∈ P5, considere a parametrização dada por x1 = y1 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k3

(x0, y0) 7→ (x0y
2
0, x0y0, x0, y

2
0, y0).

Assim, temos que αx0 = (y20, y0, 1, 0, 0) e αy0 = (2x0y0, x0, 0, 2y0, 1).
Seja 0 = (x0, y0) = (0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k5

αx0(0) = (0, 0, 1, 0, 0) = e2 ∈ k5

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 1) = e4 ∈ k5.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k5 é dado por OqX = ⟨e2, e4⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P5, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k5, é dado por

TqX = ⟨(0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1), (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1)⟩ = ⟨e2, e4, e5⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e2, e3, e4, e5⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 5 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa e cobre tudo, logo não é
defeituosa.

Exemplo 5.15 Considere X = SV
(1,2)
(1,1) a imagem da aplicação

sv
(1,2)
(1,1) : P

1 × P2 → P5

((x0 : x1), (y0 : y1 : y2)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x0y2 : x1y0 : x1y1 : x1y2).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{3, 2 · (3 + 1)− 1} = min{5, 7} = 5.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P2. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda de
generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e5 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P5 que são imagens dos
pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,2)
(1,1)(p

′) = sv
(1,2)
(1,1)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P5

sv
(1,1)
(1,1)(q

′) = sv
(1,2)
(1,1)((0 : 1), (0 : 0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e5 = q ∈ P5

Para o ponto p ∈ P5, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k5

(x1, y1, y2) 7→ (y1, y2, x1, x1y1, x1y2).
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Assim, temos que φx1 = (0, 0, 1, y1, y2), φy1 = (1, 0, 0, x1, 0) e φy2 = (0, 1, 0, 0, x1). Seja
0 = (x1, y1, y2) = (0, 0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k5

φx1(0) = (0, 0, 1, 0, 0) = ê3 ∈ k5

φy1(0) = (1, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k5

φy2(0) = (0, 1, 0, 0, 0) = ê2 ∈ k5

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k5 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê2, ê3⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P5, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k5, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e2, e3⟩.

Para o ponto q ∈ P5, considere a parametrização dada por x1 = y2 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k5

(x0, y0, y1) 7→ (x0y0, x0y1, x0, y0, y1).

Assim, temos que αx0 = (y0, y1, 1, 0, 0) e αy0 = (x0, 0, 0, 1, 0) e αy1 = (0, x0, 0, 0, 1). Seja
0 = (x0, y0, y1) = (0, 0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k5

αx0(0) = (0, 0, 1, 0, 0) = e2 ∈ k5

αy0(0) = (0, 0, 0, 1, 0) = e3 ∈ k5

αy1(0) = (0, 0, 0, 0, 1) = e4 ∈ k5

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k5 é dado por OqX = ⟨e2, e3, e4⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P5, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k5, é dado por

TqX = ⟨e2, e3, e4, e5⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e2, e3, e4, e5⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 5 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa e cobre tudo, logo não é
defeituosa.

Exemplo 5.16 Considere X = SV
(1,1)
(1,3) a imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,3) : P

1 × P1 → P7

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y
3
0 : x0y

2
0y1 : x0y0y

2
1 : x0y

3
1 : x1y

3
0 : x1y

2
0y1 : x1y0y

2
1 : x1y

3
1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{7, 2 · (2 + 1)− 1} = min{7, 5} = 5.
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Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e7 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P7 que são
imagens dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1)
(1,3)(p

′) = sv
(1,1)
(1,3)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P7

sv
(1,1)
(1,3)(q

′) = sv
(1,1)
(1,3)((0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e7 = q ∈ P7

Para o ponto p ∈ P7, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k7

(x1, y1) 7→ (y1, y
2
1, y

3
1, x1, x1y1, x1y

2
1, x1y

3
1).

Assim, temos que φx1 = (0, 0, 0, 1, y1, y
2
1, y

3
1) e φy1 = (1, 2y1, 3y

2
1, 0, x1, 2x1y1, 3x1y

2
1). Seja

0 = (x1, y1) = (0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k7

φx1(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = ê4 ∈ k7

φy1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k7.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k7 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê4⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P7, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k7, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e4⟩.

Para o ponto q ∈ P7, considere a parametrização dada por x1 = y1 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k7

(x0, y0) 7→ (x0y
3
0, x0y

2
0, x0y0, x0, y

3
0, y

2
0, y0).

Assim, temos que αx0 = (y30, y
2
0, y0, 1, 0, 0, 0) e αy0 = (3x0y

2
0, 2x0y0, x0, 0, 3y

3
0, 2y0, 1). Seja

0 = (x0, y0) = (0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k7

αx0(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = e3 ∈ k7

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e6 ∈ k7.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k7 é dado por OqX = ⟨e3, e6⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P7, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k7, é dado por

TqX = ⟨e3, e6, e7⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e4, e6, e7⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 5 = exp dim Sec2X.
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Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa, mas não cobre tudo. Consi-
deremos então, pelo Lema 5.45.4, um terceiro ponto em posição geral r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 :
1 : 1 : 1) ∈ X. Para a Sec3X, temos que

exp dim Sec3X = min{7, 3 · (2 + 1)− 1} = min{7, 8} = 7.

Observe que r̂ = φ((1 : 1), (1 : 1)) = α((1 : 1), (1 : 1)) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Trabalhando
com φ como antes e de�nindo ((1 : 1), (1 : 1)) := (1, 1), temos que

φ(1, 1) = r̂ ∈ k7

φx1(1, 1) = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) = u ∈ k7

φy1(1, 1) = (1, 2, 3, 0, 1, 2, 3) = v ∈ k7.

Assim, Or̂X = ⟨u, v⟩ e, com efeito,

TrX = ⟨(1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1), (1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1), (1 : 1 : 2 : 3 : 0 : 1 : 2 : 3)⟩ =
⟨r, r1, r2⟩.

Pelo Lema de Terracini 5.25.2, temos que

⟨TpX,TqX,TrX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e4, e6, e7, r, r1, r2⟩
= ⟨e0, e1, e3, e4, e6, e7, (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 2 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0)⟩
= ⟨e0, e1, e3, e4, e5, e6, e7, (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0),

(0 : 0 : 2 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)⟩
= ⟨e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7⟩.

Daí, dim ⟨TpX,TqX,TrX⟩ = 7 = exp dim Sec3X. Portanto, X não é 3-defeituosa e cobre
tudo, logo não é defeituosa.

Exemplo 5.17 Considere X = SV
(1,1)
(1,4) a imagem da aplicação

sv
(1,1)
(1,4) : P

1 × P1 → P9

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y
4
0 : x0y

3
0y1 : x0y

2
0y

2
1 : x0y0y

3
1 : x0y

4
1 : x1y

4
0 : x1y

3
0y1 : x1y

2
0y

2
1 : x1y0y

3
1 :

x1y
4
1)

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{9, 2 · (2 + 1)− 1} = min{9, 5} = 5.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e9 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P9

que são imagens dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1)
(1,4)(p

′) = sv
(1,1)
(1,4)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P9

sv
(1,1)
(1,4)(q

′) = sv
(1,1)
(1,4)((0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e9 = q ∈ P9

Para o ponto p ∈ P9, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k9

(x1, y1) 7→ (y1, y
2
1, y

3
1, y

4
1, x1, x1y1, x1y

2
1, x1y

3
1, x1y

4
1).

Assim, temos que
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φx1 = (0, 0, 0, 0, 1, y1, y
2
1, y

3
1, y

4
1) e φy1 = (1, 2y1, 3y

2
1, 4y

3
1, 0, x1, 2x1y1, 3x1y

2
1, 4x1y

3
1).

Seja 0 = (x1, y1) = (0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k9

φx1(0) = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) = ê5 ∈ k9

φy1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k9.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k9 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê5⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P9, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k9, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e5⟩.

Para o ponto q ∈ P9, considere a parametrização dada por x1 = y1 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k9

(x0, y0) 7→ (x0y
4
0, x0y

3
0, x0y

2
0, x0y0, x0, y

4
0, y

3
0, y

2
0, y0).

Assim, temos que

αx0 = (y40, y
3
0, y

2
0, y0, 1, 0, 0, 0, 0) e αy0 = (4x0y

3
0, 3x0y

2
0, 2x0y0, x0, 0, 4y

3
0, 3y

2
0, 2y0, 1).

Seja 0 = (x0, y0) = (0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k9

αx0(0) = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) = e4 ∈ k9

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e8 ∈ k9.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k9 é dado por OqX = ⟨e4, e8⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P9, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k9, é dado por

TqX = ⟨e4, e8, e9⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e1, e2, e4, e8, e9⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 5 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa, porém não cobre tudo. Con-
sideremos então, pelo Lema 5.45.4, um terceiro ponto em posição geral r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 :
1 : 1 : 1 : 1 : 1) ∈ X. Para a Sec3X, temos que

exp dim Sec3X = min{9, 3 · (2 + 1)− 1} = min{9, 8} = 8.

Observe que r̂ = φ((1 : 1), (1 : 1)) = α((1 : 1), (1 : 1)) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Traba-
lhando com φ como antes e de�nindo ((1 : 1), (1 : 1)) := (1, 1), temos que

φ(1, 1) = r̂ ∈ k9

φx1(1, 1) = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) = u ∈ k9

φy1(1, 1) = (1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4) = v ∈ k9.

71



Assim, Or̂X = ⟨u, v⟩ e, com efeito,

TrX = ⟨(1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1), (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1)

(1 : 1 : 2 : 3 : 4 : 0 : 1 : 2 : 3 : 4)⟩
= ⟨r, r1, r2⟩

Pelo Lema de Terracini 5.25.2, temos que

⟨TpX,TqX,TrX⟩ = ⟨e0, e1, e4, e5, e8, e9, r, r1, r2⟩
= ⟨e0, e1, e4, e5, e8, e9, (0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0), (0 : 0 : 2 : 3 : 0 : 0 : 1 : 2 : 0 : 0)⟩

Daí, dim ⟨TpX,TqX,TrX⟩ = 8 = exp dim Sec3X. Portanto, X não é 3-defeituosa. Pelo
Lema 5.15.1, X também não será 4-defeituosa e na próxima secante cobrirá tudo, logo não
será defeituosa.

Exemplo 5.18 Considere X = SV
(1,1)
(2,2) a imagem da aplicação

sv
(1,1)
(2,2) : P

1 × P1 → P8

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x20y
2
0 : x20y0y1 : x

2
0y

2
1 : x0x1y

2
0 : x0x1y0y1 : x0x1y

2
1 : x21y

2
0 : x21y0y1 : x

2
1y

2
1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{8, 2 · (2 + 1)− 1} = min{8, 5} = 5.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1)). Agora, considere
p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e8 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P8 que
são imagens dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1)
(2,2)(p

′) = sv
(1,1)
(2,2)((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P8

sv
(1,1)
(2,2)(q

′) = sv
(1,1)
(2,2)((0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e8 = q ∈ P8

Para o ponto p ∈ P8, considere a parametrização dada por x0 = y0 = 1 no aberto U0 por
meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k8

(x1, y1) 7→ (y1, y
2
1, x1, x1y1, x1y

2
1, x

2
1, x

2
1y1, x

2
1y

2
1).

Assim, temos que

φx1 = (0, 0, 1, y1, y
2
1, 2x1, 2x1y1, 2x1y

2
1) e φy1 = (1, 2y1, 0, x1, 2x1y1, 0, x

2
1, 2x

2
1y1).

Seja 0 = (x1, y1) = (0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k8

φx1(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = ê3 ∈ k8

φy1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k8.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k8 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê3⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P8, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k8, é dado por
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TpX = ⟨e0, e1, e3⟩.

Para o ponto q ∈ P8, considere a parametrização dada por x1 = y1 = 1 no aberto U1 por
meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k8

(x0, y0) 7→ (x20y
2
0, x

2
0y0, x

2
0, x0y

2
0, x0y0, x0, y

2
0, y0).

Assim, temos que

αx0 = (2x0y
2
0, 2x0y0, 2x0, y

2
0, y0, 1, 0, 0) e αy0 = (2x20y0, x

2
0, 0, 2x0y0, x0, 0, 2y0, 1).

Seja 0 = (x0, y0) = (0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k8

αx0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) = e5 ∈ k8

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e7 ∈ k8.

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k8 é dado por OqX = ⟨e5, e7⟩. E
assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P8, de�nido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k8, é dado por

TqX = ⟨e5, e7, e8⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e5, e7, e8⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 5 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa, porém não cobre tudo. Con-
sideremos então, pelo Lema 5.45.4, um terceiro ponto em posição geral r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 :
1 : 1 : 1 : 1) ∈ X. Para a Sec3X, temos que

exp dim Sec3X = min{8, 3 · (2 + 1)− 1} = min{8, 8} = 8.

Observe que r̂ = φ((1 : 1), (1 : 1)) = α((1 : 1), (1 : 1)) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Trabalhando
com φ como antes e de�nindo ((1 : 1), (1 : 1)) := (1, 1), temos que

φ(1, 1) = r̂ ∈ k8

φx1(1, 1) = (0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2) = u ∈ k8

φy1(1, 1) = (1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2) = v ∈ k8.

Assim, Or̂X = ⟨u, v⟩ e, com efeito,

TrX = ⟨(1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1), (1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 2 : 2 : 2),

(1 : 1 : 2 : 0 : 1 : 2 : 0 : 1 : 2)⟩
= ⟨r, r1, r2⟩

Pelo Lema de Terracini 5.25.2, temos que

⟨TpX,TqX,TrX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e5, e7, e8, r, r1, r2⟩
= ⟨e0, e1, e3, e5, e7, e8, (0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 2 : 0 : 0), (0 : 0 : 2 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0)⟩

Daí, dim ⟨TpX,TqX,TrX⟩ = 7 < exp dim Sec3X, pois posto

 1 1 1
0 1 2
2 1 0

 = 2. Portanto,

X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.
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Exemplo 5.19 Considere X = SV
(1,1,1)
(1,1,1) a imagem da aplicação

sv
(1,1,1)
(1,1,1) : P

1 × P1 × P1 → P7

((x0 : x1), (y0 : y1), (z0 : z1)) 7→ (x0y0z0 : x0y0z1 : x0y1z0 : x0y1z1 : x1y0z0 : x1y0z1 : x1y1z0 :

x1y1z1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{7, 2 · (3 + 1)− 1} = min{7, 7} = 7.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1), (0 : 1)). Agora,
considere p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e7 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P7

que são imagens dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1,1)
(1,1,1)(p

′) = sv
(1,1,1)
(1,1,1)((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P7

sv
(1,1,1)
(1,1,1)(q

′) = sv
(1,1,1)
(1,1,1)((0 : 1), (0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e7 = q ∈ P7

Para o ponto p ∈ P7, considere a parametrização dada por x0 = y0 = z0 = 1 no aberto U0

por meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k7

(x1, y1, z1) 7→ (z1, y1, y1z1, x1, x1z1, x1y1, x1y1z1).

Assim, temos que

φx1 = (0, 0, 0, 1, z1, y1, y1z1),
φy1 = (0, 1, z1, 0, 0, x1, x1z1) e
φz1 = (1, 0, y1, 0, x1, 0, x1y1).

Seja 0 = (x1, y1, z1) = (0, 0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k7

φx1(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = ê4 ∈ k7

φy1(0) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = ê2 ∈ k7

φz1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k7

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k7 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê2, ê4⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P8, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k7, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e2, e4⟩.

Para o ponto q ∈ P7, considere a parametrização dada por x1 = y1 = z1 = 1 no aberto U1

por meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k7

(x0, y0, z0) 7→ (x0y0z0, x0y0, x0z0, x0, y0z0, y0, z0).

Assim, temos que
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αx0 = (y0z0, y0, z0, 1, 0, 0, 0),
αy0 = (x0z0, x0, 0, 0, z0, 1, 0) e
αz0 = (x0y0, 0, x0, 0, y0, 0, 1).

Seja 0 = (x0, y0, z0) = (0, 0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k7

αx0(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = e3 ∈ k7

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = e5 ∈ k7

αz0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e6 ∈ k7

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k7 é dado por OqX = ⟨e3, e5, e6⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P8, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k7, é dado por

TqX = ⟨e3, e5, e6, e7⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 7 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa e cobre tudo, logo não é
defeituosa.

Exemplo 5.20 Considere X = SV
(1,1,1)
(1,1,2) a imagem da aplicação

sv
(1,1,1)
(1,1,2) : P

1 × P1 × P1 → P11

((x0 : x1), (y0 : y1), (z0 : z1)) 7→ (x0y0z
2
0 : x0y0z0z1 : x0y0z

2
1 : x0y1z

2
0 : x0y1z0z1 : x0y1z

2
1 :

x1y0z
2
0 : x1y0z0z1 : x1y0z

2
1 : x1y1z

2
0 : x1y1z0z1 : x1y1z

2
1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{11, 2 · (3 + 1)− 1} = min{11, 7} = 7.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1), (0 : 1)). Agora,
considere p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = e11 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 :
0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P11 que são imagens dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima.
Noutras palavras,

sv
(1,1,1)
(1,1,2)(p

′) = sv
(1,1,1)
(1,1,2)((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 =

p ∈ P11

sv
(1,1,1)
(1,1,2)(q

′) = sv
(1,1,1)
(1,1,2)((0 : 1), (0 : 1), (0 : 1)) = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e11 =

q ∈ P11

Para o ponto p ∈ P11, considere a parametrização dada por x0 = y0 = z0 = 1 no aberto
U0 por meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k11

(x1, y1, z1) 7→ (z1, z
2
1 , y1, y1z1, y1z

2
1 , x1, x1z1, x1z

2
1 , x1y1, x1y1z1, x1y1z

2
1).

Assim, temos que
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φx1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, z1, z
2
1 , y1, y1z1, y1z

2
1),

φy1 = (0, 0, 1, z1, z
2
1 , 0, 0, 0, x1, x1z1, x1z

2
1) e

φz1 = (1, 2z1, 0, y1, 2y1z1, 0, x1, 2x1z1, 0, x1y1, 2x1y1z1).

Seja 0 = (x1, y1, z1) = (0, 0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k11

φx1(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = ê6 ∈ k11

φy1(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê3 ∈ k11

φz1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k11

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k11 é dado por Op̂X = ⟨ê1, ê3, ê6⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P11, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k11, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e3, e6⟩.

Para o ponto q ∈ P11, considere a parametrização dada por x1 = y1 = z1 = 1 no aberto
U1 por meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k11

(x0, y0, z0) 7→ (x0y0z
2
0 , x0y0z0, x0y0, x0z

2
0 , x0z0, x0, y0z

2
0 , y0z0, y0, z

2
0 , z0).

Assim, temos que

αx0 = (y0z
2
0 , y0z0, y0, z

2
0 , z0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),

αy0 = (x0z
2
0 , x0z0, x0, 0, 0, 0, z

2
0 , z0, 1, 0, 0) e

αz0 = (2x0y0z0, x0y0, 0, 2x0z0, x0, 0, 2y0z0, y0, 0, 2z0, 1).

Seja 0 = (x0, y0, z0) = (0, 0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k11

αx0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = e5 ∈ k11

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) = e8 ∈ k11

αz0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e10 ∈ k11

Dessa forma, o espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k11 é dado por OqX = ⟨e5, e8, e10⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P11, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k11, é dado por

TqX = ⟨e5, e8, e10, e11⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e5, e6, e8, e10, e11⟩ ⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 7 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa, mas não cobre tudo. Consi-
deremos então, pelo Lema 5.45.4, um terceiro ponto em posição geral r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 :
1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1) ∈ X. Para a Sec3X, temos que

exp dim Sec3X = min{11, 3 · (3 + 1)− 1} = min{11, 11} = 11.
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Observe que

r̂ = φ((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1)) = α((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1)) = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

Trabalhando com φ como antes e de�nindo ((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1)) := (1, 1, 1), temos que

φ(1, 1, 1) = r̂ ∈ k11

φx1(1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = u ∈ k11

φy1(1, 1, 1) = (0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) = v ∈ k11

φz1(1, 1, 1) = (1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2) = w ∈ k11

.

Assim, Or̂X = ⟨u, v, w⟩ e, com efeito,

TrX = ⟨(1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1), (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1),

(1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1), (1 : 1 : 2 : 0 : 1 : 2 : 0 : 1 : 2 : 0 : 1 : 2)⟩
= ⟨r, r1, r2, r3⟩

Pelo Lema de Terracini 5.25.2, temos que

⟨TpX,TqX,TrX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e5, e6, e8, e10, e11, r, r1, r2, r3⟩
= ⟨e0, e1, e3, e5, e6, e8, e10, e11, (0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0),

(0 : 0 : 2 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0)⟩

Daí, dim ⟨TpX,TqX,TrX⟩ = 10 < exp dim Sec3X, pois posto


1 1 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
2 1 1 0

 = 3.

Portanto, X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.

Exemplo 5.21 Considere X = SV
(1,1,1,1)
(1,1,1,1) a imagem da aplicação

sv
(1,1,1,1)
(1,1,1,1) : P

1 × P1 × P1 × P1 → P15

((x0 : x1), (y0 : y1), (z0 : z1), (w0 : w1)) 7→ (x0y0z0w0 : x0y0z0w1 : x0y0z1w0 : x0y0z1w1 :

x0y1z0w0 : x0y1z0w1 : x0y1z1w0 : x0y1z1w1 :

x1y0z0w0 : x1y0z0w1 : x1y0z1w0 : x1y0z1w1 :

x1y1z0w0 : x1y1z0w1 : x1y1z1w0 : x1y1z1w1).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 4. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{15, 2 · (4 + 1)− 1} = min{15, 9} = 9.

Sejam p′ e q′ pontos gerais de P1 × P1 × P1 × P1. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem
perda de generalidade que p′ = ((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0), (1 : 0)) e q′ = ((0 : 1), (0 : 1), (0 :
1), (0 : 1)). Agora, considere p = e0 = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)
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e q = e15 = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) de P15 que são imagens
dos pontos p′ e q′ pela aplicação acima. Noutras palavras,

sv
(1,1,1,1)
(1,1,1,1)(p

′) =sv
(1,1,1,1)
(1,1,1,1)((1 : 0), (1 : 0), (1 : 0), (1 : 0))

=(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) = e0 = p ∈ P15

sv
(1,1,1,1)
(1,1,1,1)(q

′) =sv
(1,1,1,1)
(1,1,1,1)((0 : 1), (0 : 1), (0 : 1), (0 : 1))

=(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) = e15 = q ∈ P15

Para o ponto p ∈ P15, considere a parametrização dada por x0 = y0 = z0 = w0 = 1 no
aberto U0 por meio de uma carta

φ : U0 → V0 ⊂ k15

(x1, y1, z1, w1) 7→ (w1, z1, w1z1, y1, y1w1, y1z1, y1z1w1, x1, x1w1, x1z1, x1z1w1, x1y1, x1y1w1,

x1y1z1, x1y1z1w1).

Assim, temos que

φx1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, w1, z1, z1w1, y1, y1w1, y1z1, y1z1w1),
φy1 = (0, 0, 0, 1, w1, z1, z1w1, 0, 0, 0, 0, x1, x1w1, x1z1, x1z1w1),
φz1 = (0, 1, w1, 0, 0, y1, y1w1, 0, 0, x1, x1w1, 0, 0, x1y1, x1y1w1) e
φw1 = (1, 0, z1, 0, y1, 0, y1z1, 0, x1, 0, x1z1, 0, x1y1, 0, x1y1z1).

Seja 0 = (x1, y1, z1, w1) = (0, 0, 0, 0) ∈ U0. Com efeito,

φ(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê0 = p̂ ∈ k15

φx1(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê8 ∈ k15

φy1(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê4 ∈ k15

φz1(0) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê2 ∈ k15

φw1(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = ê1 ∈ k15

Dessa forma, o espaço tangente a�m aX no ponto p̂ ∈ k15 é dado porOp̂X = ⟨ê1, ê2, ê4, ê8⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto p ∈ P15, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto p̂ ∈ k15, é dado por

TpX = ⟨e0, e1, e2, e4, e8⟩.

Para o ponto q ∈ P15, considere a parametrização dada por x1 = y1 = z1 = w1 = 1 no
aberto U1 por meio de uma carta

α : U1 → V1 ⊂ k15

(x0, y0, z0, w0) 7→ (x0y0z0w0, x0y0z0, x0y0w0, x0y0, x0z0w0, x0z0, x0w0, x0, y0z0w0, y0z0, y0w0,

y0, z0w0, z0, w0).

Assim, temos que

αx0 = (y0z0w0, y0z0, y0w0, y0, z0w0, z0, w0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),
αy0 = (x0z0w0, x0z0, x0w0, x0, 0, 0, 0, 0, z0w0, z0, w0, 1, 0, 0, 0),
αz0 = (x0y0w0, x0y0, 0, 0, x0w0, x0, 0, 0, y0w0, y0, 0, 0, w0, 1, 0) e
αw0 = (x0y0z0, 0, x0y0, 0, x0z0, 0, x0, 0, y0z0, 0, y0, 0, z0, 0, 1).
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Seja 0 = (x0, y0, z0, w0) = (0, 0, 0, 0) ∈ U1. Com efeito,

α(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e0 = q ∈ k15

αx0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e7 ∈ k15

αy0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) = e11 ∈ k15

αz0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = e13 ∈ k15

αw0(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) = e14 ∈ k15

Dessa forma, o espaço tangente a�m aX no ponto q ∈ k15 é dado porOqX = ⟨e7, e11, e13, e14⟩.
E assim, o espaço tangente a X no ponto q ∈ P15, de�nido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaço tangente a�m a X no ponto q ∈ k15, é dado por

TqX = ⟨e7, e10, e11, e13, e14, e15⟩.

Daí,

⟨TpX,TqX⟩ = ⟨e0, e1, e2, e4, e7, e8, e11, e13, e14, e15⟩
⇒ dim ⟨TpX,TqX⟩ = 9 = exp dim Sec2X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.25.2, X não é 2-defeituosa, mas não cobre tudo. Consi-
deremos então, pelo Lema 5.45.4, um terceiro ponto em posição geral

r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1) ∈ X.

Para a Sec3X, temos que

exp dim Sec3X = min{15, 3 · (4 + 1)− 1} = min{15, 14} = 14.

Observe que

r̂ = φ((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1), (1 : 1)) = α((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1), (1 : 1)) =
(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).

Trabalhando com φ como antes e de�nindo ((1 : 1), (1 : 1), (1 : 1), (1 :)) := (1, 1, 1, 1),
temos que

φ(1, 1, 1, 1) = r̂ ∈ k15

φx1(1, 1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) = u ∈ k15

φy1(1, 1, 1, 1) = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) = v ∈ k15

φz1(1, 1, 1, 1) = (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1) = a ∈ k15

φw1(1, 1, 1, 1) = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1) = b ∈ k15

Assim, Or̂X = ⟨u, v, a, b⟩ e, com efeito,

TrX = ⟨(1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1),

(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1),

(1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 1 : 1),

(1 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 1 : 1),

(1 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 1)⟩
= ⟨r, r1, r2, r3, r4⟩
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Pelo Lema de Terracini 5.25.2, temos que

⟨TpX,TqX,TrX⟩ = ⟨e0, e1, e3, e5, e6, e8, e10, e11, r, r1, r2, r3⟩
= ⟨e0, e1, e2, e4, e7, e8, e11, e13, e14, e15,

(0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0),

(0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)⟩

Daí, dim ⟨TpX,TqX,TrX⟩ = 13 < exp dim Sec3X, pois posto


1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0

 = 4.

Portanto, X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.

Exemplo 5.22 Seja X = SV
(n,m)
(1,1) (suponha, sem perda, que n ≥ m) a imagem da

aplicação

sv
(n,m)
(1,1) : P1 × P1 → Pnm+n+m

((x0 : . . . : xn), (y0 : . . . : ym)) 7→ (x0y0 : . . . : x0ym : . . . : xny0 : . . . : xnym).

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = n+m. Com efeito, segue que

exp dim Sec2X = min{nm+ n+m, 2 · (n+m+ 1)− 1}
= min{nm+ n+m, 2(n+m) + 1}

Seja p′ um ponto em posição geral de Pn×Pm. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade, que p′ = ((1 : 0 : · · · : 0︸ ︷︷ ︸

n vezes
), (1 : 0 : · · · : 0︸ ︷︷ ︸

m vezes
)). Agora, considere p = sv

(n,m)
(1,1) (p

′)

um ponto em posição geral, onde p′ = (e0, e0) ∈ Pn × Pm. Considere a parametrização
x0 = y0 = 1, dada por

φ : U0 → V0

(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) 7→ (
m+1︷ ︸︸ ︷

y1, . . . , ym, x1,

m︷ ︸︸ ︷
x1y1, . . . , x1ym, x2,

m︷ ︸︸ ︷
x2y1, . . . , x2ym, . . . , xn,

xny1, . . . , xnym︸ ︷︷ ︸
m

).
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Com efeito, temos que

φy1 = (1, 0, . . . , 0, x1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn, 0, . . . , 0)

⇒ φy1(0) = (1, 0, . . . , 0) = ê1
...

φyn = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn)

⇒ φyn(0) = êm

φx1 = (0, . . . , 0, 1, y1, . . . , ym, 0, . . . , 0)

⇒ φx1(0) = êm+1

...

φxn = (0, . . . , 0, 1, y1, . . . , ym)

⇒ φxn(0) = ên(m+1)

Daí,

TpX = ⟨
m+1︷ ︸︸ ︷

e0, e1, . . . , em,

n︷ ︸︸ ︷
em+1, e2(m+1, . . . , en(m+1)⟩ ⇒ dim TpX = n+m.

Seja q′ um ponto em posição geral de Pn×Pm. Pelo Lema 5.35.3, podemos supor, sem perda
de generalidade, que q′ = ((0 : · · · : 0︸ ︷︷ ︸

n vezes
: 1), (0 : · · · : 0︸ ︷︷ ︸

m vezes
: 1)). Agora, considere q = sv

(n,m)
(1,1) (q

′)

um ponto em posição geral, onde q′ = (e1, e1) ∈ Pn × Pm. Considere a parametrização
x1 = y1 = 1 dada por

α : U1 → V

(x0, x2, x3, . . . , xn, y0, y2, y3, . . . , ym) 7→ (
m+2︷ ︸︸ ︷

x0y0, x0, x0y2, . . . , x0ym, y0,

m+1︷ ︸︸ ︷
y0, y2, y3, . . . , ym,

x2y0, x2, x2y2, . . . , x2ym︸ ︷︷ ︸
m+1

, . . . ,

xny0, xn, xny2, . . . , xnym︸ ︷︷ ︸
m+1

)

Com efeito,

αx0 = (y0, 1, y2, . . . , ym, 0, . . . , 0)⇒ αx0(0) = e1

αx2 = (0, . . . , 0, y0, 1, y2, . . . , ym, 0, . . . , 0)⇒ αx2(0) = e2m+3

αx3 = (0, . . . , 0, y0, 1, y2, . . . , ym, 0, . . . , 0)⇒ αx3(0) = e3m+4

αx4 = (0, . . . , 0, y0, 1, y2, . . . , ym, 0, . . . , 0)⇒ αx4(0) = e4m+5

...

αxn = (0, . . . , 0, y0, 1, y2, . . . , ym)⇒ αxn(0) = enm+(n+1)

αy0 = (x0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn, 0, . . . , 0)⇒ αy0(0) = em+1

αy2 = (0, 0, x0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn, 0, . . . , 0)⇒ αy2(0) = em+3=m+(2+1)

αy3 = (0, 0, 0, x0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn, 0, . . . , 0)⇒ αy3(0) = em+4=m+(3+1)

...

αym = (0, . . . , 0, x0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, x2, 0, . . . , 0, xn)⇒ αym(0) = e2m+1=m+(m+1)

Daí,
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TqX = ⟨e1, em+1, em+2, . . . , e2m+1, e2m+3, e3m+4, . . . , enm+(n+1)⟩ ⇒ dim TqX = n+m.

Observe que TpX ∩ TqX = {em+1}. Fixado m = 1, temos que

exp dim Sec2X = min{2n+ 1, 2(n+ 1 + 1)− 1} = min{2n+ 1, 2n+ 3} = 2n+ 1.

Isso mostra que se m = 1 então X não é 2-defeituosa. Se, porém, N ≥ 2m+ 1 > m+ 1,
então X é 2-defeituosa.

Exemplo 5.23 Considere a mesma variedade X de�nida no exemplo anterior, o Exemplo
5.225.22, só que vista em sua forma matricial, isto é

sv
(n,m)
(1,1) : Pn × Pm → Pnm+n+m = {M |M ∈M(n+1)×(m+1)}/ ∼

((x0 : . . . : xn), (y0 : . . . : ym)) 7→

 x0y0 . . . x0ym
...

. . .
...

xny0 . . . xnym


Mostremos inicialmente que X = {M ∈M(n+1)×(m+1) |M tem posto 1}. Para isso, consi-
dere os conjuntos

A = {(xiyj)ij |x ̸= 0 ̸= y} ⊂M(n+1)×(m+1) e B = {M ∈M(n+1)×(m+1) |M tem posto 1}
Para mostrar que A ⊂ B, observe que

Im(M) = ⟨vetores coluna de M⟩ = ⟨y0x, y1x, . . . , ymx⟩ = ⟨x⟩

pois y ̸= 0. Isto implica que posto (M) = dim Im(M) = 1, pois x ̸= 0. Por outro lado,
para ver que B ⊂ A, observe que Im(M) tem dimensão 1. Daí, Im(M) = ⟨x⟩ para algum
x ̸= 0. Como

⟨x⟩ = Im(M) = ⟨vetores coluna de M⟩,
temos que, para cada j = 0, . . . ,m existe yj tal que j-ésima coluna de M é igual a yjx.
Além disso, y = (y0, . . . , ym) ̸= 0 pois M ̸= 0, uma vez que dim Im(M) ̸= 0.

Agora, mostremos que Sech SV
(n,m)
(1,1) , pode ser identi�cada com o conjunto das ma-

trizes de posto ≤ h. Para isto, considere os seguintes subconjuntos de knm+n+m+1:
X = [SechSV

(n,m)
(1,1) ], Y = {M ∈ M(n+1)×(m+1) | posto (M) ≤ h} e Z = {M1 + · · · +

Mh |Mj ∈ B = A}. Queremos mostrar que X = Y = Z. Para ver que Z ⊂ Y , basta
observar que

Im(M1 + · · ·+Mh) ⊂ Im(M1) + · · ·+ Im(Mh),

o que implica que

posto (M1 + · · ·+Mh) ≤
h∑
j=1

posto Im(Mj) =
h∑
j=1

1 = h.

Para ver que Y ⊂ Z, considereM ∈ Y . Daí, Im(M) = ⟨x1, . . . , xh⟩ para certos xj ∈ kn+1.
Com efeito,

M =


h∑
j=1

yj0x
j

︸ ︷︷ ︸
coluna 0

h∑
j=1

yj1x
j

︸ ︷︷ ︸
coluna 1

· · ·
h∑
j=1

yjmx
j

︸ ︷︷ ︸
coluna m

 =
h∑
j=1

(yj0x
j yj1x

j · · · yjmxj) =
h∑
j=1

Mj︸︷︷︸
posto≤1

∈ Z.

Mostremos agora que X = Z. De fato,
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[SechSV
(n,m)
(1,1) ] =

[ ⋃
p1,...,ph∈SV

⟨p1, . . . , ph⟩

]
=

⋃
p1,...,ph∈[SV ]

{λ1p1 + · · ·+ λhph |λ ∈ kh}

=
⋃

p1,...,ph∈[SV ]

{p1 + · · ·+ ph} = Z = Y = Y

Note que Y é fechado, pois

Y = V(det (N) |N varre todas as submatrizes (h+ 1)× (h+ 1)).

Isso decorre de uma aplicação direta, que faremos abaixo, do Teorema 19.9 do livro [1515],
adaptado ao que desejamos e enunciado como segue:

� O posto de uma matriz M ∈ M(n+1)×(m+1) é o maior número h ∈ Z≥0 tal que M
possui uma submatriz N ∈Mh×h com det N ̸= 0.�

Seja M ∈ M(n+1)×(m+1) uma matriz e mostremos que posto(M) ≤ h se, e somente
se, todos os menores de tamanho h + 1 de M são zero. Com efeito, temos pelo Teorema
enunciado acima que posto(M) ≤ h se, e somente se, det (N) ̸= 0 para toda submatriz
N ∈Mh×h, o que por de�nição de determinante ocorre se, e somente se, todos os menores
de tamanho h+1 de M forem nulos e, pelo Toerema de Laplace, ocorre se, e somente se,
todos os menores de tamanho ≥ h+ 1 de M forem zero.

De fato, suponha que todos os menores de tamanho ≥ h + 1 de M são zero. Pelo
Teorema enunciado acima, segue que posto(M) < h+ 1, logo posto(M) ≤ h. Reciproca-
mente, suponha agora que posto(M) = s ≤ h e considere B ∈ Mt×t uma submatriz com
t ≥ h + 1. Observe que t ≥ h + 1 > h. Pela parte de maximalidade do número h ∈ Z≥0

do Teorema acima enunciado, devemos ter det B = 0.
Portanto, �ca provado que, de fato,

Y = V(det (N) |N varre todas as submatrizes (h+ 1)× (h+ 1)).

Dessa forma, supondo 1 < m ≤ n, sem perda de generalidade, temos que exp
dim Sec2SV

(n,m)
(1,1) = 2(n+m) + 1 ao passo que dim Sec2SV

(n,m)
(1,1) = 2(n+m)− 1.

Por �m, mostremos que dim Z = 2(n +m) (a�m). Para isso, basta considerar uma
sobrejeção a�m de Z. Seja

φ : k2n × k2m → Z

((x1, x2), (y1, y2)) 7→ (y10x
1 + y20x

2︸ ︷︷ ︸
coluna 0

· · · y1mx1 + y2mx
2︸ ︷︷ ︸

coluna m

)

Daí, dim Z ≤ dim Dom(φ) = dim k2n × k2m = 2(n+m).

Como o leitor pode notar dos exemplos vistos, o Lema de Terracini 5.25.2 apesar de
e�caz, se mostra inviável, a menos de poucas excessões como �zemos. A inviabilidade se
apresenta pela necessidade em explicitar o cálculo da SechX, que para h ≥ 3 se mostra
um tanto quanto que trabalhoso. Contudo, o método usual é por meio do cálculo dos
espaços tangentes e Terracini.
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6 Esquemas e Feixes

Neste capítulo de�niremos, apresentaremos alguns exemplos e enunciaremos alguns
resultados, em sua grande maioria sem provar. Contudo, o leitor interessado poderá
consultar a referência dada, sobre importantes objetos de estudo em Geometria Algébrica:
esquemas e feixes. A principal referência para essa parte são os Capítulos II e III do livro
[1919].

Na primeira seção apresentamos o conceito, exemplos e propriedades inerentes à estru-
tura de pré-feixes e feixes. Na sequência, tratamos do espectro primo de um anel, como
um conjunto, como um espaço topológico e por �m como um feixe, a �m de obtermos
um espaço que seja localmente anelado, ou seja, cada talo seja um anel local (isto é, pos-
sua um único ideal maximal). A necessidade em se obter esse espaço localmente anelado
reside no fato de precisarmos disso para de�nirmos esquemas.

Os esquemas serão tratados na terceira e última seção deste capítulo. Nesta parte
de�niremos um mor�smo de feixes e veremos como os esquemas funcionam na prática.
Assim, nesta última seção usaremos de todo arcabouço de ferramentas obtidas nas seções
anteriores, para vermos o espaço projetivo e as variedades projetivas, sob a ótica de
esquemas.

6.1 Pré-Feixes e Feixes

De�nição 6.1 Seja X um espaço topológico. Um pré-feixe F de conjuntos em X é
de�nido como segue:

(a) para cada aberto U ⊆ X, um conjunto F(U);

(b) para cada inclusão V ⊆ U de abertos de X, uma função ρUV : F(U)→ F(V ) sujeita
às seguintes restrições:

(1) F(∅) consiste de um único ponto;

(2) ρUU =idF(U);

(3) Se W ⊆ V ⊆ U são abertos, então ρUW = ρVW ◦ ρUV , onde as ρUV são chamadas
de restrições. Com isso, temos o seguinte diagrama comutativo

F(U)

F(W )

F(V )

ρUW

ρV W

ρUV

De�nição 6.2 Os elementos s ∈ F(U) são chamados de seções de F sobre U . Os
elementos de F(X) := Γ(F , X) são chamados seções globais de F . Usamos a notação
s ∈ F(U) e ρUV (s) =: s|V .
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Exemplo 6.1 Sejam X e Y espaços topológicos, de�na para cada aberto não vazio U ⊆
X,

F(U) = {f : U → Y contínua}

e para cada inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V

Então F é um pré-feixe de espaços topológicos sobre X.

Exemplo 6.2 Sejam X uma variedade diferenciável e de�na para todo aberto não vazio
U ⊆ X,

F(U) = {f : U → R diferenciável}

e para cada inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V

Então F é um pré-feixe, chamado o pré-feixe de funções diferenciáveis.

De�nição 6.3 Seja F um pré-feixe sobre um espaço topológico X. Dizemos que F é
um feixe quando vale a seguinte propriedade: dada uma cobertura aberta {Uα} de um
aberto U ⊆ X e seções sα ∈ F(Uα) compatíveis nas interseções, isto é,

sα
∣∣
Uα∩Uβ

= sβ
∣∣
Uα∩Uβ

,

existe uma única seção s ∈ F(U) tal que s
∣∣
Uα

= sα para todo α. Dizemos que as sα
podem ser �coladas� para obter uma s, e de modo único.

Exemplo 6.3 Os exemplos 6.16.1 e 6.26.2 dados acima são exemplos de pré-feixes que são
feixes. Vejamos a seguir, um exemplo de um pré-feixe que não é um feixe.

Exemplo 6.4 Sejam X um espaço topológico e Y um conjunto. De�na para todo aberto
não vazio U ⊆ X,

F(U) = {f : U → Y constante}

e para cada inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV : F(U)→ F(V )

f 7→ f |V

Então F é um pré-feixe que não é um feixe. De fato, suponha que existam abertos
U1, U2 ⊂ U com U = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅, U1 ̸= ∅ ̸= U2. Sejam y1 ̸= y2 ∈ Y e
s1 ∈ F(U1), s2 ∈ F(U2), onde

s1 : U1 → Y
x 7→ y1

e
s2 : U2 → Y

x 7→ y2

Então,
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s1
∣∣
U1∩U2

= s2
∣∣
U1∩U2

= ∗, onde F(∅) = {∗}, pois U1 ∩ U2 = ∅.

Contudo, não existe s ∈ F(U1 ∩ U2) tal que s|U1 = s1 e s|U2 = s2.

De�nição 6.4 Seja F um pré-feixe num espaço topológico X e seja U ⊆ X um aberto
não vazio. De�nimos F restrito a U , e denotamos por F|U , como sendo

F|U(V ) := F(V ), para todo aberto V ⊆ U

e σVW = ρVW para toda inclusão de abertos W ⊆ V ⊆ U . Neste caso, F|U juntamente
com as restrições σVW é um feixe sobre o aberto U .

De�nição 6.5 Uma variedade quase-a�m Y ⊆ kn é um aberto de uma variedade a�m
V (I) ⊆ kn, onde I ⊆ k[x1, . . . , xn]. Uma variedade quase-projetiva X ⊆ Pn é um aberto
de uma variedade projetiva V (J) ⊆ Pn onde J ⊆ k[x0, . . . , xn] é um ideal homogêneo.
Uma variedade é qualquer variedade a�m, quase-a�m, projetiva ou quase-projetiva.

De�nição 6.6 Seja Y ⊆ kn uma variedade quase-a�m. Uma função f : Y → k é regular
em p ∈ Y , se existe uma vizinhança U ⊆ Y de p e polinômios g, h ∈ k[x1, . . . , xn] tais que
0 /∈ h(U) (h(x) ̸= 0 para todo x ∈ U) e f = g/h em U . Dizemos que f é regular, se f é
regular em p para todo p ∈ Y . Por outro lado, seX ⊆ Pn é uma variedade quase-projetiva,
então uma função f : X → k é regular em p ∈ X, se existe uma vizinhança U ⊆ X de
p e polinômios homogêneos de mesmo grau, g, h ∈ k[x0, . . . , xn] tais que h(Q) ̸= 0 para
todo Q ∈ U e f = g/h em U .

Exemplo 6.5 Seja X uma variedade sobre um corpo k. De�na para todo aberto não
vazio U ⊆ X,

O(U) := {f : U → k regular}

e para cada inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV : O(U)→ O(V )

f 7→ f |V

Chamamos O de feixe de funções regulares. Além disso, O é um feixe de anéis.

De�nição 6.7 Seja F um pré-feixe sobre um espaço topológico X. De�nimos o talo Fp
de F em p ∈ X, como sendo o limite direto dos grupos F(U) para toda vizinhança U ⊆ X
de p, em notação

Fp := lim
−→
F(U)

Um elemento de Fp é representado por um par ⟨U, s⟩ com U vizinhança de p e s ∈ F(U).
Dois pares ⟨U, s⟩ e ⟨V, t⟩ representam o mesmo elemento de Fp, quando existe um aberto
W tal que p ∈ W ⊆ U ∩ V e s|W = t|W . Os elementos de Fp são chamados germes de
seções.

Exemplo 6.6 Seja A um grupo abeliano, X um espaço topológico e p ∈ X. De�na para
todo aberto não vazio U ⊆ X:

ip(A)(U) =

{
A, se p ∈ U
{0}, se p /∈ U
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e para toda inclusão de abertos V ⊆ U ,

ρUV =


idA, se p ∈ V
{0} 7→ {0}, se p /∈ U
A 7→ {0}, se p ∈ U \ V

Chamamos ip(A) de feixe skyscrapper . Além disso, os talos de ip(A) são dados por

(ip(A))Q =

{
A, se Q ∈ {p}
{0}, se Q /∈ {p}

6.2 O Espectro de um Anel

Parte Zero - Motivação

Note inicialmente que temos uma bijeção entre os ideais radicais de k[x1, . . . , xn] e as
variedades a�ns sobre k, além disso, temos também uma bijeção entre as variedades a�ns
sobre k e as k-álgebras �nitamente geradas (f.g.) sem elementos nilpotentes. Desta forma,
temos a seguinte relação entre a álgebra e a geometria{

ideais radicais de
k[x1, . . . , xn]

}
Φ←→
{

variedades a�ns
sobre k

}
︸ ︷︷ ︸

GEOMETRIA

Ψ←→
{

k-álgebras f.g.
sem nilpotentes

}
︸ ︷︷ ︸

ÁLGEBRA

Onde cada ideal radical I de k[x1, . . . , xn] tem uma variedade a�m sobre k associada V (I),
e cada variedade a�m X sobre k tem um ideal radical associado I(X) e uma k-álgebra �ni-
tamente gerada sem nilpotente, dada pelo anel de coordenadas k[X] = k[x1, . . . , xn]/I(X).

Também podemos estabelecer uma relação entre esquemas a�ns, variedades a�ns sobre
k, anéis e k-álgebras �nitamente geradas sem elementos nilpotentes, através do espectro
de um dado anel. Dado um anel A e associado à ele seu espectro Spec(A), temos o
seguinte diagrama

{esquemas a�ns}

{
variedades a�ns

sobre k

} {
k-álgebras f.g.
sem nilpotentes

}

{anéis}Ψ̃

i i

Ψ

onde i é a inclusão.

Parte Um - O Espectro como um Conjunto

De�nição 6.8 Seja A um anel. De�nimos o conjunto

Spec(A) := {p ⊆ A | p é um ideal primo de A}.

Proposição 6.1 Spec(A) = ∅ ⇐⇒ A = {0}.
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Observação 6.1 Se A = k[x1, . . . , xn]/I é o anel de coordenadas k[X] de uma variedade
a�m X = V (I) ⊆ kn, então Spec(A) tem um elemento para cada subvariedade irredutível
de X. Num certo sentido, existe a seguinte bijeção

Spec(A) = {p ⊆ A primo} ←→ {Y ⊆ X irredutível},

onde para cada ideal primo p de A, temos uma variedade irredutível V (p+ I) e para cada
subvariedade irredutível Y de X, temos um ideal primo I(Y ), onde I(Y ) é a imagem de
I(Y ) ⊆ k[x1, . . . , xn] em A pela projeção canônica π : k[x1, . . . , xn]→ A.

Exemplo 6.7 Sejam A = k[x]/(x(x− 1)) e X = V (x(x− 1)) = {0, 1} ⊆ k, assim X tem
dois pontos. Logo

{Y ⊆ X irredutível} = {{0}, {1}} ←→ Spec(A).

Assim, Spec(A) tem dois pontos: p0 = (x) ⊆ A e p1 = (x− 1) ⊆ A. Portanto, Spec(A) =
{p0, p1}.

Exemplo 6.8 Sejam A = k[x, y] e X = V (0) = k2. Assim, X é o plano a�m e Spec(A)
tem um ponto para cada ponto de X, ou seja,

X ↪→ Spec(A)

(x0, y0) 7→ (x− x0, y − y0)

Além disso, Spec(A) tem um ponto para cada polinômio irredutível mônico

{f ∈ k[x, y] irredutível mônico} ↪→ Spec(A)

f 7→ (f)

e um ponto, o ideal nulo, correspondente a k2. Assim, Spec(A) = {(x − x0, y − y0)} ∪
{(f)} ∪ {(0)} está em bijeção com k2 ∪ {curvas irredutíveis} ∪ {k2}.

Funções no Espectro

De�nição 6.9 Sejam A um anel e f ∈ A. Para cada p ∈ Spec(A), faça o quociente A/p
de A pelo ideal p e em seguida o corpo de frações k(p) do domínio A/p. Compondo

A→ A/p→ k(p) (corpo residual de p)

f 7→ f 7→ f/1

Construímos assim uma função (que também denotamos por f)

f : Spec(A)→
⊔

p∈Spec(A)

k(p)

p 7→ f/1

Observe que não faz sentido comparar f(p) ∈ k(p) e f(q) ∈ k(q), pois estão em corpos
residuais diferentes. Contudo, faz sentido a condição f(p) = 0 para todo p ∈ V , onde
V ⊆ Spec(A) é um subconjunto de Spec(A) no caso A = k[x1, . . . , xn]/I temos k(p) = k
para todo ideal maximal p e f(p) é o valor usual de f ∈ A em p ∈ X = V (I) ⊆ kn.

Exemplo 6.9 Sejam A = k[x]/(x2) e f = x ∈ A. Temos então que f(p) = 0 para todo
p ∈ Spec(A), mas f ̸= 0.
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Parte Dois - O Espectro como um Espaço Toplógico

De�nição 6.10 Seja A um anel e para cada S ⊆ A, de�na

V (S) := {p ∈ Spec(A) | f(p) = 0 ∀ f ∈ S}
= {p ∈ Spec(A) | p ⊇ S}

Observação 6.2 Já vimos que Spec(A) é um espaço topológico com fechados V (S) pela
Proposição 2.342.34. Mais precisamente,

(a)
⋂
α

V (Sα) = V

(⋃
α

Sα

)
;

(b) V (S) ∪ V (S ′) = V (⟨S⟩ ∩ ⟨S ′⟩) = V (⟨S⟩⟨S ′⟩);

(c) V ({0}) = A;

(d) V ({1}) = ∅.

A topologia de Spec(A) é chamada Topologia de Zariski.

Como a operação

Spec(A)→ { fechados de Spec(A)}
p 7→ V (p)

reverte inclusão, temos então que ideais maximais de A são levados em fechados minimais.

Observação 6.3

(a) S ⊆ T ⇒ V (T ) ⊆ V (S);

(b) V (S) = V (⟨S⟩);

(c) p, q ∈ Spec(A), p ⊆ q ⇒ V (q) ⊆ V (p);

(d) V (p) = p é o fecho de {p} ⊆ Spec(A) na topologia de Spec(A).

Exemplo 6.10 Voltando ao Exemplo 6.86.8, A = k[x, y]

Spec(A) =
pontos fechados︷ ︸︸ ︷

{(x− x0, y − y0) | (x0, y0) ∈ k2}︸ ︷︷ ︸
A

∪
pontos nem fechados nem densos︷ ︸︸ ︷
{(f) | f ∈ k[x, y] irredutível}︸ ︷︷ ︸

B

∪
ponto denso︷ ︸︸ ︷
{(0)}

Como {0} ⊆ p (como ideais) para todo p ∈ Spec(A), temos então {0} ⊇ {p} ∋ p para todo
p ∈ Spec(A). Portanto, {0} é denso em Spec(A). Por outro lado, {p} = {p} para todo
ideal maximal p. Assim, {p} é um ponto fechado para todo ideal maximal p. Finalmente,
dado q = (f) ∈ Spec(A), se C = V (f) ⊆ k2, então

{p} = {q}︸︷︷︸
⊆B

∪{(x− x0, y − y0) | (x0, y0) ∈ V (f) ⊆ k2}︸ ︷︷ ︸
⊆A

Dizemos que q = ηC é o ponto genérico de C. Desse modo, Spec(A) é formado pelos
pontos p ∈ Spec(A), 0 ∈ Spec(A) e ηC ∈ Spec(A), cujos fechos são {p} = {p} e {0} =
Spec(A).
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Funções Contínuas no Espectro

De�nição 6.11 Seja φ : A → B um mor�smo de anéis. De�nimos uma aplicação asso-
ciada a φ:

Spec(φ) : Spec(B)→ Spec(A)

p 7→ φ−1(p)

Outras notações para Spec(φ) são (φ) = φ# = aφ.

Proposição 6.2 Spec(φ) é uma função contínua.

Demonstração:

De fato, basta observar que Spec(φ)−1(V (q)) = V (φ−1(q)) para todo q ideal de A e
portanto, a pré-imagem de fechados é fechada.

■

Proposição 6.3 Se φ é sobrejetor, então Spec(φ) é um homeomor�smo de Spec(B) sobre
V (ker φ). Se φ é injetor, então Spec(φ)(Spec(B)) = Spec(A).

Corolário 6.1 Sejam A um anel, I um ideal de A e π : A→ A/I o mor�smo canônico.
Então Spec(π) : Spec(A/I)→ Spec(A) é um homomor�smo de Spec(A/I) sobre o fechado
V (I) ⊆ Spec(A).

Proposição 6.4 Sejam A um anel, S ⊆ A um subconjunto multiplicativamente fechado
e ψ : A→ AS a localização. Então Spec(ψ) : Spec(AS)→ Spec(A) é um homeomor�smo
de Spec(AS) sobre o conjunto

US = {p ∈ Spec(A) | p ∩ S = ∅} ⊆ Spec(A).

Proposição 6.5 Sejam A um anel, f ∈ A e S = {1, f, f 2, . . .} ⊆ A. Seja ψ : A → Af
a localização. Então Spec(ψ) : Spec(Af ) → Spec(A) é um homeomor�smo de Spec(Af )
sobre o aberto D(f) = Spec(A) \ V (f).

Observação 6.4 Os abertos D(f) com f ∈ A são chamados abertos principais e
formam uma base da topologia Spec(A).

Proposição 6.6 Spec(A) é compacto, ou seja, toda cobertura por abertos admite sub-
cobertura �nita.

Exemplo 6.11 Para todos n > m ≥ 1, os espaços Spec(k[x]/(xn)) e Spec(k[x]/(xm)) são
homeomorfos.

Exemplo 6.12 Seja A = k[x, y], X = Spec(A) e f ∈ A irredutível. Temos o seguinte

Af
ψ←− A

π−→ A/(f)⇒ Spec(Af )
Spec(ψ)−→ Spec(A)

Spec(π)←− Spec(A/(f))

⇒ Spec(A/(f))
Spec(π)−→︸ ︷︷ ︸

∼= homeo

V (f) e Spec(Af )
Spec(φ)−→︸ ︷︷ ︸

∼=

D(f)⇒ Spec(A) = V (f) ⊔D(f)
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Parte Três - O Espectro como um Feixe

De�nição 6.12 Seja O um feixe sobre X. Dizemos que (X,O) é um espaço anelado,
quando O é um feixe de anéis sobre X. Dizemos que o espaço anelado (X,O) é local-
mente anelado, se cada talo Op é um anel local, ou seja, possui um único ideal maximal.

O que queremos agora, é de�nir sobre Spec(A) um feixe OSpec(A) de modo que (Spec(A),
OSpec(A)) seja um espaço localmente anelado. Para isso, vamos usar (sem provar nem
formalizar) o fato de que para de�nir um feixe sobre um espaço topológico basta de�nir
um feixe nos abertos de uma base da topologia.

De�nição 6.13 Seja A um anel. De�na

(a) para cada f ∈ A, OSpec(A)(D(f)) = Af ;

(b) para cada par f, g ∈ A com D(f) ⊆ D(g)

ρ
D(g)
D(f) : Ag → Af

a

gk
7→ auk

fnk
,

onde fn = gu em A para algum u ∈ A e n ≥ 0.

Observação 6.5 Se D(f) ⊆ D(g), então V (g) ⊆ V (f), ou seja,

p ∈ Spec(A), p ∋ g ⇒ p ∋ f .

Considere a aplicação

π : A→ A/(g)

f 7→ f

e lembre que há uma bijeção{
ideais primos de A

que contém g

}
←→

{
ideais primos de

A/(g)

}
Desse modo, cada ideal primo I de A/(g) é levado em um ideal primo de A que contém

g, tomando a pré-imagem de I pela projeção canônica, I 7→ π−1(I). Do mesmo modo,
cada ideal primo J de A que contenha g é levado em um ideal primo de A/(g) tomando a
imagem de J pela projeção canônica, ou seja, considerando sua classe residual em A/(g),
J 7→ π(J) = J + (g).

Observação 6.6 f ∈ I para todo I ∈ Spec(A/(g)). De fato, seja I ∈ Spec(A/(g)). Pelo
exposto acima, (g) ∈ π−1(I) ⊆ Spec(A). Pela observação anterior, f ∈ π−1(I). Desse
modo, f ∈ π(π−1(I)) = I. Com efeito,

f ∈
⋂

I∈Spec(A/(g))

I = N(A/(g))⇒ f
n
= 0 ∈ A/(g)⇒ fn ∈ (g)⇒ fn = ug

para algum u ∈ A e para algum n ≥ 0.
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Observação 6.7

(1) A aplicação ρD(g)
D(f) é simplesmente a localização Ag → (Ag)f = Af ;

(2) A ideia da aplicação ρD(g)
D(f) é que os elementos de Ag são do tipo a/gk e queremos res-

tringir uma para Af . Porém, em Af , os elementos são da forma b/f l, então queremos
escrever o g em termos de potências de f . Convenientemente, como fn ∈ (g), para
algum n ≥ 0, isso é possível.

Teorema 6.1 Sejam A um anel e X = Spec(A) um espaço topológico. Dessa forma,
(X,OX) ganha uma estrutura de um espaço localmente anelado. Além disso, OX(X) = A
e o talo de OX em cada p ∈ X é OX,p = Ap, a localização do anel A no ideal primo p.

Chamamos OX de feixe estrutural de X, ou feixe de funções regulares de X.

No que segue, vejamos em alguns exemplos como o espectro dá informação geométrica.
Do teorema acima, o que devemos lembrar é, dado um anel A temos

GEOMETRIA︷ ︸︸ ︷
Spec(A) = X conjunto
X espaço topológico

OX feixe

 −→
ÁLGEBRA︷ ︸︸ ︷

OX(X) = Γ(OX , X) = A seções globais
OX(U) seções sobre U
OX,p = Ap talos
OX(D(f)) = Af


Exemplo 6.13 Considere os anéis: A = k[x]/(x), B = k[x]/(x2) e C = k[x]/(x3). Nos
três casos, o espectro tem um único elemento correspondente à (x). Sejam X = Spec(A),
Y = Spec(B) e Z = Spec(C). Como só há uma topologia em um conjunto unitário, os
três espaços são homeomorfos. Contudo, OX , OY e OZ são essencialmente distintos, pois
os anéis OX(X) = A, OY (Y ) = B e OZ(Z) = C não são isomorfos.

Exemplo 6.14 Considere os anéis: A = k[x, y]/(x, y), B = k[x, y]/(x, y)2 e C = k[x, y]/(x, y)3.
Com isso, temos X = Spec(A) = {p}, Y = Spec(B) = {q} e Z = Spec(C) = {r}. Pelo
mesmo argumento do exemplo anterior,X, Y e Z são homeomorfos. Mas (X,OX), (Y,OY )
e (Z,OZ) não são �iguais�, pois os anéis OX,p(X) = A, OY,q(Y ) = B e OZ,r(Z) = C não
são isomorfos.

Como talos, temos: A ∼= k, B ∼= k ⊕ kx ⊕ ky e C ∼= kx ⊕ ky ⊕ kx2 ⊕ kxy ⊕ ky2.
Geometricamente, podemos interpretar A como um ponto, B como um ponto duplo e
C como um ponto triplo. Como k-espaços vetoriais, temos dimk A = 1, dimk B = 3 e
dimk C = 6. Podemos interpretar essas dimensões como sendo o valor de uma função em
p e também o valor de suas derivadas parciais primeiras e segundas.

6.3 Esquemas

Mor�smos de Feixes

De�nição 6.14 Sejam F e G pré-feixes em um espaço topológico X. Um mor�smo de
feixes φ : F → G é uma coleção de aplicações φ(U) : F(U) → G(U) para cada aberto
U ⊆ X tais que o diagrama
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F(U)

F(V ) G(V )

G(U)
φ(U)

ρUV ρ′UV

φ(V )

comuta para todos abertos V ⊆ U ⊆ X. Se F e G são pré-feixes, exigimos que os φ(U)
sejam mor�smos. Quando F e G são feixes, dizemos que φ é um mor�smo de feixes.

De�nição 6.15 Dados mor�smos de pré-feixes φ : F → G e ψ : G → H, de�nimos a
composta ψ ◦ φ : F → H por

(ψ ◦ φ)(U) := ψ(U) ◦ φ(U), para todo aberto não vazio U ⊆ X.

Dizemos que φ é um isomor�smo de feixes quando possui inversa bilateral.

Observação 6.8 O mor�smo de pré-feixes φ : F → G induz um mor�smo em cada talo
φp : Fp → Gp do seguinte modo: seja p ∈ X e ∅ ̸= U ⊆ X uma vizinhança de p, de�nimos
φp(sp) := (φ(U)(s))p, de modo que o diagrama abaixo comute.

F(U)

Fp Gp

G(U)
φ(U)

φp

onde F(U) ∋ s 7→ s = sp = ⟨s, U⟩ ∈ Fp e G(U) ∋ φ(U)(s) 7→ ⟨φ(U)(s), φ(U)⟩.

Teorema 6.2 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes. Então φ é um isomor�smo se, e
somente se, φp é um isomor�smo para cada p ∈ X.

Demonstração: Ver Proposição 1.1, Seção 1, Capítulo 2 de [1919].
■

Observação 6.9 O teorema acima é falso se trocarmos feixe por pré-feixe.

De�nição 6.16 Seja φ : F → G um mor�smo de pré-feixes de grupos abelianos. De�ni-
mos três pré-feixes, colocando para cada aberto não vazio U ⊆ X

(a) pré-feixe núcleo de φ : U → ker (φ(U));

(b) pré-feixe imagem de φ : U → Im (φ(U));

(c) pré-feixe conúcleo de φ : U → co ker (φ(U)) = G(U)/Im (φ(U)).

Observação 6.10 O pré-feixe núcleo é um feixe, ao passo que os pré-feixes imagem e
conúcleo nem sempre são feixes, mesmo se F e G forem.
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Exemplo 6.15 Considere o espaço topológico X = C, O o feixe das funções holomorfas
f : U → C, O∗ o feixe das funções holomorfas não nulas f : U → C, ou seja, f(z) ̸= 0
para todo z. Por exemplo, g = idC ∈ O(C) \O∗(C). Sejam U0 = C \ {0}; U1 = C \ [0,∞)
e U2 = C \ (−∞, 0]. Seja também

h : U0 → C
z 7→ z

Note que h ∈ O∗(U0), pois ρC,U0(g) = g|U0 = h ∈ O(U0). Seja φ : O → O∗, de�nida por

φ(U) : O(U)→ O∗(U)

f 7→ ef

Com efeito, temos que h /∈ Im (φ(U0)), daí [h] ̸= [0] em co ker (φ(U0)) = O∗(U0)/Im (φ(U0)).
Além disso, φ(U1) e φ(U2) são bi-holomorfas, em particular,

co ker φ(U1) = co ker φ(U2) = {0}.

Assim, [h] e [0] são dois elementos distintos de coker φ(U0) com a mesma restrição a U1

e U2. Ou seja, as seções: s1 = 0 ∈ co ker U1 e s2 = 0 ∈ co ker U2 colam de duas maneiras
diferentes em U . Assim, o pré-feixe conúcleo não é um feixe.

Para corrigir o problema da imagem não ser um feixe, usamos a feixi�cação.

Proposição 6.7 Dado um pré-feixe F , existe um feixe F+ e um mor�smo θ : F → F+,
com a propriedade que para qualquer feixe G, e qualquer mor�smo φ : F → G, existe um
único mor�smo ψ : F+ → G tal que φ = ψ ◦ θ. O feixe F+ é chamado o feixe associado
ao pré-feixe F .

Demonstração: Ver Proposição-De�nição 1.2, Seção 1, Capítulo 2 de [1919].
■

De�nição 6.17 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes de grupos abelianos. De�nimos
o feixe:

(a) núcleo como o pré-feixe núcleo;

(b) imagem Imφ como a feixi�cação do pré-feixe imagem;

(c) conúcleo co ker φ como a feixi�cação do pré-feixe conúcleo.

De�nição 6.18 Dados feixes de grupos abelianos F e G, de�nimos

(a) o feixe soma direta F ⊕ G como o feixe com seções

(F ⊕ G)(U) := F(U)⊕ G(U).

(b) o feixe produto tensorial F ⊗ G como a feixi�cação do pré-feixe com seções

U 7→ F(U)⊗ G(U)
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De�nição 6.19 Seja φ : F → G um mor�smo de feixes de grupos abelianos. Dizemos
que φ é injetor se ker φ = 0. Dizemos que φ é sobrejetor se Imφ = G. Dizemos que a
sequência de mor�smos de feixes de grupos abelianos

· · · −→ F i−1 φi−1

−→ F i φi

−→ F i+1 −→ · · · (6.1)

é exata, se ker φi = Imφi−1 para cada i.

Proposição 6.8

(a) A sequência dada em (6.16.1) é exata se, e somente se,

· · · −→ F i−1
p

φi−1
p−→ F ip

φi
p−→ F i+1

p −→ · · · (6.2)

é exata para todo p ∈ X. Para a volta, temos que

· · · −→ F i−1(U)
φi−1(U)−→ F i(U) φ

i(U)−→ F i+1(U) −→ · · · (6.3)

é exata para cada aberto não vazio U ⊆ X;

(b) φ : F → G é injetor ⇐⇒ φp : Fp → Gp é injetor para todo p ∈ X ⇐⇒
φ(U) : F(U)→ G(U) é injetor para todo aberto não vazio U ⊆ X;

(c) φ : F → G é sobrejetor ⇐⇒ φp : Fp → Gp é sobrejetor para todo p ∈ X. Para
a volta, temos que φ(U) : F(U) → G(U) é sobrejetor para todo aberto não vazio
U ⊆ X.

Demonstração: Ver Corolário 1.2.1, Seção 1, Capítulo 2 de [1919].
■

Exemplo 6.16 Sejam P1
C = C ∪ {∞} = X (topologia de Análise Complexa) a esfera

de Riemann e considere os feixes em X dados por G(U) = {f : U → C holomorfa},
F1(U) = {f ∈ G(U) | f(0) = 0} e F2(U) = {f ∈ G(U) | f(∞) = 0} e de�na F = F1 ⊕F2.
Considere φ : F → G de�nido pela adição

φ(U) : F(U)→ G(U)
(f, g) 7→ f + g

Temos que φ é um mor�smo sobrejetor, mas φ(X) : F(X)→ G(X) não é sobrejetor.

O fato da sequência
0 −→ F −→ G −→ H −→ 0 (6.4)

ser exata, implica que

0 −→ F(X) −→ G(X) −→ H(X) −→ 0 (6.5)

é exata.

Observação 6.11 Seja (6.46.4) uma sequência exata de mor�smos de feixes de grupos abe-
lianos, então existe uma sequência exata longa de cohomologia

0→ H0(X,F)→ H0(X,G)→ H0(X,H) α→ H1(X,F)→ H1(X,G)→ H1(X,H)→ · · ·
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de grupos abelianos, onde H0(X,L) := Γ(L, X) = L(X) para qualquer feixe L sobre X.
Usamos a notação hj(X,L) := dim Hj(X,L), onde a dimensão é como espaço vetorial.
Além disso, α = 0 ⇐⇒ G(X)→ H(X) é sobrejetor.

Agora, vejamos como levar um feixe de um espaço topológico para outro, por meio de
uma função contínua f : X → Y .

De�nição 6.20 Sejam F : X → Y uma função contínua, F um feixe sobre X e G um
feixe sobre Y .

(a) De�nimos a imagem direta (ou pushforward) f∗F de F por f , como o feixe em
Y dado por (f∗F(V )) = F(f−1(V )) para todo aberto não vazio V ⊆ Y e ρf∗FW =
ρf−1(V )f−1(W ) para toda inclusão de abertos não vazios V ⊆ W ⊆ Y .

(b) De�nimos a imagem inversa f−1G de G por f , como o feixe em X associado ao
pré-feixe dado por

U 7→ lim
V⊇f(U)

G(V ), para todo aberto não vazio U ⊆ X.

Exemplo 6.17 Sejam X = k1C e Y = {0} ⊆ X. Então X = Spec(C[x]) e podemos
�empurrar� o feixe estrutural OY de Y para X por meio da inclusão i : Y ↪→ X e i∗OY é
um feixe sobre X. Temos uma sequência exata

0 −→ IY −→ OX
ψ−→ i∗OY −→ 0

em que OX ∋ f 7→ f |Y ∈ i∗OY onde IY = ker ψ é dado por

IY (U) = {f ∈ OX(U) | f |Y = 0}

IY é chamado de feixe de ideais de Y . Muitas vezes, escrevemos OY no lugar de i∗OY .

Agora, estamos em condições de de�nir o que é um esquema, lembrando da de�nição de
um espaço localmente anelado da seção anterior e que Spec(A) é um espaço localmente
anelado. Um esquema é essencialmente uma estrutura que, localmente, é um Spec(A).

De�nição 6.21 Um mor�smo de espaços anelados (X,OX) e (Y,OY ) é um par
(f, f#), onde f : X → Y é uma aplicação contínua e f# : OY → f∗OX é um mor�smo de
feixes de anéis.

De�nição 6.22 Sejam A e B anéis locais. Dizemos que o mor�smo de anéis φ : A→ B
é local, quando φ−1(mB) = mA. Um mor�smo de espaços localmente anelados (X,OX) e
(Y,OY ) é mor�smo de espaços anelados (f, f#) tal que para cada p ∈ X, o mor�smo
induzido f#

p : OY,f(p) → OX,p é um mor�smo local de anéis locais.

De�nição 6.23 Um isomor�smo de espaços localmente anelados é um mor�smo
com inversa bilateral. Um esquema a�m é um espaço localmente anelado (X,OX) que
é isomorfo como espaço localmente anelado a (Spec(A),OSpec(A)) para a algum anel A.

De�nição 6.24 Um esquema é um espaço localmente anelado (X,OX) tal que para
todo x ∈ X, existe uma vizinhança U de X tal que (U,OX |U) é um esquema a�m.
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Proposição 6.9

(a) Se A é um anel, então (Spec(A),O) é um espaço localmente anelado.

(b) Se φ é um mor�smo de anéis, então φ induz um mor�smo de espaços localmente
anelados

(f = Spec φ, f#) : (Spec(B),OSpec(B))→ (Spec(A),OSpec(A)).

(c) Se A e B são anéis, então qualquer mor�smo de espaços localmente anelados de
(Spec(B),OSpec(B)) para (Spec(A),OSpec(A)) é induzido por algum mor�smo φ : A→
B como no item (b).

Demonstração: Ver Proposição 2.3, Seção 2, Capítulo 2 de [1919].
■

Esquemas na Prática

Esta seção terá duas partes. Na primeira, de�niremos o que se entende como variedades
em Geometria Algébrica. Na segunda parte, daremos exemplos concretos de sequências
exatas de mor�smos de esquemas que aparecem na prática, dentre outras coisas.

De�nição 6.25 Seja (X,OX) um esquema. Dizemos que X é irredutível se ele o é
como espaço topológico. Dizemos que X é reduzido se OX(U) não tem nilpotentes para
todo aberto não vazio U ⊆ X. Equivalentemente, X é reduzido se, e somente se, os aneis
locais Ox, para todo x ∈ X, não tem elementos nilpotentes.

De�nição 6.26 Um esquema X é integral se para todo aberto não vazio U ⊆ X, o anel
OX(U) é um domínio integral.

Proposição 6.10 Um esquema é integral se, e somente se, ele é reduzido e irredutível.

Demonstração: Ver Proposição 3.1, Seção 3, Capítulo 2 de [1919].
■

Exemplo 6.18 (Pontos Múltiplos) Spec(C[x]/(xn)) com n > 1 não são reduzidos mas
são irredutíveis. Mesma coisa com a reta dupla Spec(C[x, y]/(x2)).

Exemplo 6.19 O par de retas concorrentes Spec(C[x, y]/(xy)) é reduzido mas não é
irredutível.

Exemplo 6.20 O esquema X = Spec(C[x, y]/(x2y)) pode ser interpretado como a união
da reta dupla Spec(C[x, y]/(x2)) com a reta simples Spec(C[x, y]/(y)). Assim, X não é
nem reduzido nem irredutível.

Exemplo 6.21 Esquemas não irredutíveis e não reduzidos aparecem naturalmente ao
fazermos �interseções� de esquemas integrais.

A cada esquema X podemos associar um esquema reduzido XRed com o mesmo espaço
topológico e que é obtido grosso modo assim:

Spec(A) = U ⊆ X −→ URed = Spec(A/N(A))
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Em Geometria Algébrica, quase sempre começamos com um esquema X reduzido, mesmo
que ao longo do caminho apareçam esquemas não reduzidos. Uma das hipóteses essenciais
para um esquema ser uma variedade é ser reduzido.

Na de�nição de variedade podemos colocar ou não a hipótese de irredutibilidade, não
há consenso com relação à essa discussão. O segundo ingrediente na de�nição de variedade
é a �nitude.

De�nição 6.27 Seja X um esquema e A um anel. Dizemos que X é um esquema sobre
A, quando existe um mor�smo de esquemas X → Spec(A). Isto equivale a requerer que
OX seja um feixe de álgebras. Um mor�smo de A-esquemas é um diagrama comutativo
de mor�smos de esquemas.

X

Spec(A)

Y
φ

O caso mais comum é A = k corpo. Daí, cada OX(U) é uma k-álgebra.

De�nição 6.28 Sejam k um corpo e X um k-esquema. Dizemos que X é de tipo �nito

sobre k quando X =
n⋃
i=1

Spec(Ai), onde cada Ai é uma k-álgebra �nitamente gerada.

Há muitas noções de �nitude: Noetheriano, �nito, localmente de tipo �nito, dentre outros.
Para nós, de tipo �nito será a mais conveniente. Todo esquema X se escreve como
X =

⋃
i∈I

Spec(Ai). O primeiro ingrediente (reduzido/irredutível) nos diz que tipos de

anéis Ai podemos usar. O segundo ingrediente, da de�nição de variedade (de tipo �nito
sobre k), nos diz que #I <∞ e cada Ai é uma k-álgebra �nitamente gerada. O terceiro
e último ingrediente nos dirá como podemos colar os Spec(Ai).

De�nição 6.29 Um subesquema aberto de um esquema X é um esquema U ⊆ X,
onde U é um aberto não vazio de X, tal que OU é isomorfo a OX |U . Uma imersão
aberta é um mor�smo (f, f#) : (X,OX)→ (Y,OY ) que induz um isomor�smo de X com
um subesquema aberto de Y .

De�nição 6.30 Uma imersão fechada é um mor�smo (f, f#) : (Y,OY )→ (X,OX) tal
que f : Y → f(Y ) é um homeomor�smo, f(Y ) é fechado em X e f# : OX → f∗OY é
sobrejetor. Um subesquema fechado de X é uma classe de equiivalência de imersões
fechadas, onde f : Y → X e f ′ : Y ′ → X são equivalentes se existe um isomor�smo
i : Y ′ → Y tal que f ′ = f ◦ i.
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Y ′

X

Y

f ′
f

i

Observação 6.12 É importante notar que dado um aberto não vazio U ⊆ X, existe
uma única estrutura de esquema para U . Mas se Y ⊆ X é um fechado, então há diversas
estruturas de esquemas possíveis para Y , dentre essas, existe uma mais simples: YRed.

De�nição 6.31 Sejam X, Y e Z k-variedades. De�nimos o produto �brado X ×Y Z
de X e Z sobre Y , mas usaremos isso apenas no caso particular em que X e Z são espaços
projetivos e Y = Spec(k) é o corpo base. Nesse caso, dados S = k[x0, . . . , xn] =

∑
d≥0

Sd,

X = Pn = Proj S; T = k[y0, . . . , ym] =
∑
d≥0

Td, Z = Pm = Proj T . Temos então

X ×Y Z = X × Z = Pn ×k Pm = Pn × Pm = Proj (S ×k T )

onde S ×k T é o seguinte anel graduado (ver De�nição 6.356.35)

S ×k T =
∑
d≥0

(Sd ⊗k Td)

(
̸=
∑
d≥0

(
d∑
j=0

Sj ⊗k Td−j

)
= S ⊗k T

)
.

De�nição 6.32 Seja f : X → Y um mor�smo de esquemas. O mor�smo diagonal é o
único mor�smo ∆ : X → X ×Y X cuja composição com ambas as aplicações de projeção
π1, π2 : X ×Y X → X é a aplicação identidade de X → X.

De�nição 6.33 Seja f : X → Y um mor�smo de esquemas. Dizemos que o mor�smo
f é separado se o mor�smo diagonal ∆ é uma imersão fechada. Neste caso, dizemos
também que X é separado sobre Y . Um esquema X é separado, se ele é separado sobre
Spec(Z).

De�nição 6.34 Uma k-variedade é um esquema reduzido, separado e de tipo �nito
sobre k.

Exemplo 6.22 O esquema a�m Spec(A) é de tipo �nito e separado. Além disso, é
reduzido se, e somente se, N(A) = {0}.

Agora, que temos a de�nição de variedade em mãos, precisamos de exemplos de variedades
que não sejam a�ns. O jeito mais simples de conseguir isso é com a construção Proj que
é similar à construção Spec e que nos dará Pn e Pn1 × · · · × Pnr bem como todas as
variedades quase-projetivas. Para fazer o Proj precisamos de um anel graduado.

De�nição 6.35 Um anel S é dito graduado, quando existe uma escrita S =
⊕
d≥0

Sd,

onde cada Sd é um grupo abeliano com a soma de S e temos Sd · Se ⊆ Sd+e com a
multiplicação de S. Dizemos que um elemento f ∈ S é homogêneo de grau d ≥ 0
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quando f ∈ Sd. Um ideal I ⊆ Sd é dito homogêneo quando I =
⊕
d≥0

(I∩Sd). Chamamos

S+ =
⊕
d≥0

Sd de ideal irrelevante.

Exemplo 6.23 Considere S = k[x0, . . . , xn]. Temos então Sd := {f ∈ S homogêneo | deg f =

d} e S+ = (x0, . . . , xn). Seja S =
⊕
d≥0

Sd.

Como conjunto,

Proj S := {p ⊆ S ideal primo homogêneo |S+ ̸⊂ p}.

A topologia de Proj S é a herdada de Spec(S). Em particular, os fechados são os conjuntos

V (I) = {p ∈ Proj S | I ⊂ p}, onde I ⊆ S é um ideal homogêneo.

Como esquema: dado f ∈ Sd com d > 0, seja Sf a localização de S em f e

Sf =

{
g

fk
∈ Sf | g ∈ Sdk

}
⊆ Sf .

Chamamos D+(f) = D(f)∩Proj S = (V (f)c)∩Proj S de aberto principal. Considere

Ψf : D+(f)
i−→ D(f)

∼=−→ Spec(Sf )
Spec(i)−→ Spec(S(f)),

onde S(f) ⊂ Sf e i : S(f) → Sf é a inclusão. De�nimos seções para um feixe OX , onde
X = Proj S:

OX(D+(f)) := S(f)

e usamos os Ψf para de�nir as restrições, usando as restrições de Spec(S(f)).

Teorema 6.3 Seja S um anel graduado e X = Proj S.

(a) (X,OX) de�nido acima é um esquema separado;

(b) Se S+ ⊆
√
(f0, . . . , fn) então Proj S = D+(f0) ∪ · · · ∪D+(fn);

(c) Se S é uma álgebra sobre um anel A e A · Sd ⊂ Sd para todo d ≥ 0, então X é um
A-esquema;

(d) Sejam k um corpo e S = k[x0, . . . , xn] com a graduação usual. Então Proj S é uma
k-variedade irredutível e S = U0 ∪ · · · ∪ Un, onde

Ur = Spec

(
k

[
x0
xr
,
x1
xr
, · · · , xn

xr

])
∼= kn

Chamamos X do n-espaço projetivo sobre k e escrevemos S = Pn(k) ou S = Pn.

O Pn do item (d) no teorema anterior é essencialmente o mesmo da Geometria Algébrica
Clássica. As variedades quase-projetivas serão abertos de fechados de Pn e também são
variedades no sentido de esquemas. Se I ⊆ k[x0, . . . , xn] é um ideal homogêneo, então
Proj (S/I) é essencialmente V (I) ⊆ Pn do mesmo modo que no Spec.
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Exemplo 6.24 Sejam k um corpo, A = k[x, y] e X = Spec(A). Então I = (x2) e
J = (x2, xy) ambos de�nem estruturas de subesquemas fechados (que será de�nido mais
a frente) em X, como conjunto

V (I)︸︷︷︸
eixo duplo

= V (J)︸ ︷︷ ︸
eixo y + origem

= eixo Y

Para J , a origem é um ponto �mergulhado�.

De�nição 6.36 Um k-esquema X é dito projetivo ou k-projetivo se é isomorfo a um
subesquema fechado de Pnk . Um esquema k-quase projetivo é um subesquema aberto
de um esquema k-projetivo.

De�nição 6.37 Seja Z um subesquema �nito de Pn. (fechado e 0-dimensional ⇐⇒
�nito). De�nimos o comprimento (length) de Zh = {p1, . . . , ph} por

length(Z) = dimk H
0(Z,OZ)︸ ︷︷ ︸
OZ(Z)

=
h∑
k=1

dimk (OZ, pi)

Na prática length(Z) é a soma do comprimento de cada ponto.

Observação 6.13 Um ponto de multiplicidadem em Pn tem comprimento

(
m+ n− 1

n

)
.

Exemplo 6.25 Um ponto de multiplicidade 1 em Pn, também chamado de ponto simples,
tem comprimento

length( 1P0︸︷︷︸
ponto simples

) =

(
1 + n− 1

n

)

=

(
n

n

)
= 1.

Logo, um ponto simples em Pn, tem comprimento igual a um.

Exemplo 6.26 O comprimento dado por um ponto duplo e um ponto quintúplo em Pn
é

length( 2P1︸︷︷︸
ponto duplo

+ 5P2︸︷︷︸
ponto quintúplo

) =

(
2 + n− 1

n

)
+

(
5 + n− 1

n

)

= n+ 1 +

(
n+ 4
n

)
.

Exemplo 6.27 O comprimento de Spec(k[x, y]/(x, y2) é

length
(
Spec(k[x, y]/(x, y2))

)
= dimk k[x, y]/(x, y

2)

= dimk(k ⊕ ky)
= 2

Como length
(
Spec(k[x, y]/(x, y2))

)
= 2, temos que Spec(k[x, y]/(x, y2)) não é nem um

ponto simples (senão o comprimento seria um) e nem um ponto duplo (senão o compri-
mento seria três), logo é algo entre os dois.
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Agora, vejamos como se de�ne um mor�smo de uma variedade X para Pn. Um feixe
de OX-módulos é um feixe F sobre X tal que F(U) é um OX(U)-módulo para cada aberto
não vazio U ⊆ X. Um feixe de OX(U)-módulos F é localmente livre quando existe uma
cobertura de X por abertos U tal que F|U é um OX |U -livre.

Nesse caso o posto de F é o número de cópias de OX necessárias. Um feixe invertível

é um feixe localmente livre de posto um, ou seja, é um feixe L tal que X =
⋃
i∈I

Ui e para

cada inclusão de abertos U ⊆ Ui, existe s ∈ L(U) tal que L(U) é isomorfo a s · OX(U)
como OX-módulo. Feixes invertíveis são essenciais em Geometria Algébrica.

Dar um mor�smo φ : X → Pn é equivalente a dar um feixe invertível L sobre X e
seções globais s0, . . . , sn ∈ L(X) tais que para todo p ∈ X existe i tal que si(p) ̸= 0.
Grosso modo

φ : X → Pn

p 7→ (s0(p) : . . . : sn(p))

onde sj(p) = (sj)|p ∈ k. Agora, que já sabemos como fazer um mor�smo φ : X → Pn de
um esquema X para Pn, precisamos de exemplos de feixes invertíveis.

Exemplo 6.28 (Feixe de Torção de Serre) Para cada d ∈ Z, de�nimos um feixe in-
vertível O(d) (ou OPr(d) ou Lr,d) em Pr. Lembre que para de�nir um feixe em Pr basta
o de�nir na base de abertos D(f). De�na

O(d)(D(f)) =

{
g

fm

∣∣∣∣n ≥ 0; f, g polinômios homogêneos com deg g −m · deg f = d

}
Uma maneira simples de lembrar é O(d) = {h função racional, deg h = d}. Por exemplo,
x2 + y2 + z2

x
∈ OP2(1)(D(x)) e

x3 − yz2

(y − z)10
∈ OP2(−7)(D(y − z)). Note que OPr(0) = OPr

é o feixe estrutural de Pr. O feixe OPr(1) é chamado feixe de torção de Serre.

Proposição 6.11

(a) OPr(d) é um feixe invertível;

(b) OPr(d)⊗OPr(e) = OPr(d+ e)

Demonstração: Ver Proposição 5.12, Seção 5, Capítulo 2 de [1919].
■

Exemplo 6.29 Seja A = k[x0, . . . , xn], m1 = xdj e m2 = xej . De�na M1 = m1A e
M2 = m2A. Temos então

M1 ⊗M2 = m1A⊗m2A = (m1m2) (A⊗A A)︸ ︷︷ ︸
A

Mais geralmente, se X é um esquema, então ⊗ nos dá uma operação no conjunto de feixes
invertíveis de X. Com esta operação, o conjunto dos feixes invertíveis módulo isomor�smo
é um grupo abeliano com elemento neutro OX . Estre grupo é chamado grupo de Picard
de X:

Pic(X) =

{
{feixes invertíveis L em X}

isomor�smo de feixes
,⊗
}

102



Proposição 6.12 O grupo Pic(Pn) é isomorfo à Z, mais precisamente, Pic(Pn) = {O(d) | d ∈
Z}, onde O(0) é o elemento neutro e O(1) é um gerador.

Demonstração: Ver Corolário 6.17, Seção 6, Capítulo 2 de [1919].
■

Desse modo, temos uma descrição completa dos feixes invertíveis em Pn e com isso já
podemos construir alguns mor�smos do tipo Pn → Pm.

Observação 6.14 Na operação ⊗ o inverso de um feixe invertível L é denotado por L∗

(o dual de L). Assim, em particular: L ⊗ L∗ = OX e O(3)∗ = O(−3).

Exemplo 6.30 Considere L = OP2(2). Sabemos que L(P2) = k[x, y, z]2 = W é gerado
por seis seções globais: x2, xy, xz, y2, yz, z2. Tomando todas elas, temos um mor�smo

ΦL = Φ : P2 99K P5

(x : y : z) 7→ (x2 : xy : xz : y2 : yz : z2)

cuja imagem é a Veronese V 2
2 . Em geral, ΦOPr (d) = V r

d . Podemos escolher também
apenas cinco seções: xy, xz, y2, yz, z2 (que é o mesmo que escolher o subespaço vetorial
V = ⟨xy, xz, y2, yz, z2⟩ de W ).

ΦV = ψ : P2 99K P4

(x : y : z) 7→ (xy : xz : y2 : yz : z2)

Mas neste caso, temos apenas uma aplicação racional ψ de�nida em P2 \ {(1 : 0 : 0)} pois
f(1, 0, 0) = 0 para todo f ∈ V . Dizemos, neste caso, que P = (1 : 0 : 0) é o lugar de
base de V (base locus). Para um subespaço U de W de�nir um mor�smo é necessário e
su�ciente que seu lugar de base seja vazio. O lugar de base é sempre fechado, mas pode
ter dimensão positiva, ser desconexo, não ser reduzido, dentre outras coisas.

Agora, que já vimos como são os feixes invertíveis em Pn, é hora de ver como são os feixes
invertíveis em Pn × Pm. Para isto, dadas variedades X e Y e feixes F em X e G em Y ,
de�nimos o produto �brado de F e G como sendo

F ⊠ G := π∗
1F ⊗ π∗

2G

onde π1 e π2 são as projeções do produto �brado

X × Y

X k

Y
π1

π2

De�nimos então OPn×Pm(d1, d2) := OPn(d1)⊠OPm(d2).

Observação 6.15 Pela Proposição 6.126.12, Pic(Pn×Pm) ∼= Z2 (ver Exercício II.6.1 de [1919]),
onde OPn×Pm(0, 0) = OPn×Pm é o elemento neutro, os feixes invertíveis O(1, 0) e O(0, 1)
são geradores e, pela Proposição 6.116.11, temos que
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O(d1, d2)⊗O(e1, e2) = O(d1 + e1, d2 + e2).

Exemplo 6.31 Seja L = OP1×P1(2, 3), daí

ΦL = SV
(1,1)
(2,3) : P1 × P1 → P11

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x20y
3
0 : x20y0y1 : . . . : x

2
1y

3
1)

Mais geralmente, ΦLPn×Pm (d,e) = Ψ é chamado o mergulho de Segre-Veronese de X =

Pn × Pm com bigrau (d, e), e a imagem de Ψ em PN com N =

(
n+ d

n

)(
m+ e

m

)
− 1 é a

variedade Y = SV
(n,m)
(d,e) . Mostra-se que Ψ é um isomor�smo entre a variedade abstrata X

e a variedade mergulhada Y ⊆ PN . Em particular, Ψ é uma imersão fechada.

Seja X uma variedade e Z um subesquema fechado. Se i : Z → X é uma imersão fechada,
de�nimos o feixe de ideais de Z como ker (i#) = IZ onde i# : OX ↠ i∗OZ é induzida
pela inclusão i : Z → X. Se Z é reduzido podemos pensar IZ = {f ∈ OX | f |Z = 0} no
sentido informal e IZ(U) = {f ∈ OX(U) | f |Z = 0} no sentido usual.

Exemplo 6.32 Seja X = P1
k, Z = 2P (o ponto P com multiplicidade 2) onde P = (0 :

1) ∈ X, onde X = D(x) ∪D(y) e OX(X) = k. Temos que

OX(D(x)) =

{
f

xn
| deg f = n

}
e OX(D(y)) =

{
f

yn
| deg f = n

}
Dessa forma, temos IZ(D(x)) = OX(D(x)), pois P /∈ D(x), e

IZ(D(y)) =

{
f

yn

∣∣∣∣ deg f = n e multp f ≥ 2

}
=

{
x2g

yn

∣∣∣∣ deg g = n− 2

}
=
x2

y2

{
g

yn−2

∣∣∣∣ deg g = n− 2

}
=

(
x

y

)2

· OX(D(y)).

Com a notação de antes, temos uma sequência exata de feixes em X:

0 −→ IZ −→ OX −→ i∗OZ −→ 0 (6.6)

pois i# : OX → i∗OZ é sobrejetor pela de�nição de imersão fechada. Muitas vezes,
escrevemos OX |Z ou OZ no lugar de i∗OZ . Mais geralmente, se F é um feixe invertível,
podemos tensorizar a Equação (6.66.6) por F e obter uma sequência exata

0 −→ IZ ⊗F −→ F −→ (i∗OZ)⊗F −→ 0 (6.7)

que também se escreve como

0 −→ IZ ⊗F
α−→ F β−→ F|Z −→ 0 (6.8)

onde essencialmente IZ ⊗F = {f ∈ F | f |Z = 0} e F|Z = {f |Z | f ∈ F}, α é a inclusão e
β(f) = f |Z .
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De�nição 6.38 Seja X uma variedade não-singular (lisa) e L ∈ Pic(X) um feixe inver-
tível. De�nimos o sistema linear completo associado a L:

|L| = L = P(L(X)) = P(H0(X,L)) ∼= Pn

onde dimk H
0(X,L) = h0(X,L) = n+ 1. Um sistema linear S é um subespaço linear de

L.

Observação 6.16 Um sistema linear S corresponde a um subespaço vetorial do espaço
vetorial L(X). Tipicamente, se de�ne um sistema linear S começando com um sistema
linear completo O(d) ou O(d1, . . . , dr) e impondo condições geométricas, como por exem-
plo

� {F ∈ O(d) |F passa por P} = {F |F (p) = 0};

� {F ∈ O(d) |F contém l}, onde l ⊆ Pn é uma reta;

� {F ∈ O(d) |F é singular em P}= {F |multP F ≥ 2}
= {F |F (P ) = 0 e ∇F (P ) = 0};

Prova-se que tais condições são de fato lineares.

De�nição 6.39 Seja S um sistema linear em uma variedade X. De�nimos o lugar de
base de S: BS(F ) = {P ∈ X |F (P ) = 0 para todo F ∈ S}.

Exemplo 6.33 |O(d)| é livre de lugar de base (ou seja, o lugar de base é vazio) para todo
d > 0. De fato, se p = (p0 : . . . : pn) ∈ Pn então pj ̸= 0 para algum j. Como xdj ∈ |O(d)|
e xdj (p) = pdj ̸= 0 então p /∈ BS(|O(d)|).

Exemplo 6.34 Sejam p, q ∈ P3 e considere o sistema linear das quádricas que passam
em p e são singulares em q. Usamos a notação S = |OP3(2; p, 2q)|. Como F ∈ S é
singular em q, então F é um cone com vértice em q e que passa por p. Movendo p para
p = (0 : 1 : 0 : 0) e q = (1 : 0 : 0 : 0), temos

F = ax2 + bxy + cxz + dxw︸ ︷︷ ︸
=0

+ ey2︸︷︷︸
=0

+fyz + gyw + hz2 + izw + kw2

Como ax2 + bxy + cxz + dxw = 0 (pois multp ≥ 2) e ey2 = 0 (pois F (p) = 0), temos que

F = fyz + fyw + hz2 + izw + kw2

é um cone com vértice q e geratriz um cônica que passa em p. Logo, S é um P4.

Alguns Resultados de Cohomologia

Para essa parte enunciamos alguns resultados sem demonstração do Capítulo III do
[1919]. O Teorema do Anulamento 6.46.4 e o Teorema da Cohomologia do Espaço Projetivo 6.56.5,
enunciados abaixo, serão imprescindíveis para provarmos o Teorema 7.17.1, uma importante
ferramenta que utilizaremos para analisarmos a dimensão dos sistemas lineares, objeto
que passaremos a estudar a partir do próximo capítulo.

Teorema 6.4 (Anulamento) Seja X uma variedade de dimensão n e F um feixe em
X. Então
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H i(X,F) = 0 ∀ i > n.

Demonstração: Ver Teorema 2.7, Seção 2, Capítulo 3 de [1919].
■

Teorema 6.5 (Cohomologia do Espaço Projetivo)

(a) H i(Pn,OPn(d)) = 0 para 0 < i < n para todo d ∈ Z;

(b) Hn(Pn,OPn(−n− 1)) = k.

Demonstração: Ver Teorema 5.1, Seção 5, Capítulo 3 de [1919].
■

Proposição 6.13 (Cohomologia em P1 × P1 ∼= Q ⊆ P3)

(a) Se |a · b| ≤ 1 então H1(Q,O(a, b)) = 0;

(b) Se ab < 0 então H1(Q, ,O(a, b)) = 0;

(c) Se a ≤ −2 então H1(Q,O(a, b)) ̸= 0.

Demonstração: Ver Exercício 5.6, Seção 5, Capítulo 3 de [1919].
■

Teorema 6.6 (Teorema de Künneth) Sejam F1 e F2 feixes quase coerentes em vari-
edades separadas X1 e X2. Então,

Hk(X1 ×X2,F1 ⊠ F2) =
⊕
i+j=k

(
H i(X1,F1)⊗Hj(X2,F2)

)
.

Demonstração: Ver Proposição 9.2.3, Seção 2, Capítulo 9 de [2020].
■

Como resultado do teorema acima, obtemos o seguinte corolário.

Corolário 6.2 Sejam F1, . . . ,Fr feixes quase coerentes em variedades separadasX1, . . . , Xr.
Então,

Hk(X1 × · · · ×Xr,F1 ⊠ · · ·⊠ Fr) =
⊕

ji+···+jr=k

(
r⊗
i=1

Hji(Xi,Fi)

)
.

Lema 6.1 A cohomologia h1(Pn,OPn(d)) é igual a zero para d ≥ 0.

Demonstração: Dividimos a prova em dois casos:

� Caso 01: Considere o caso em que n = 1. Neste caso, provamos por indução no
grau d. Se d = 0, temos que h1(P1,OP1(0)) = 0 pelo Exercício 2, Capítulo III, Seção
2 do [1919]. Agora, considere o esquema Z dado por um ponto simples. Dessa forma,
temos a seguinte sequência exata de restrição

0 −→ OP1(d− 1) −→ OP1(d) −→ OP1(d)
∣∣
Z
,

e assim, temos a seguinte sequência exata de cohomologia associada
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0 −→ H0(P1,OP1(d− 1)) −→ H0(P1,OP1(d)) −→ H0
(
Z,OP1(d)

∣∣
Z

)
−→

H1(P1,OP1(d− 1) −→ · · · .

Pelo Teorema do Anulamento 6.46.4, segue que H1
(
Z,OPn(d)

∣∣
Z

)
= 0, pois dim Z = 0.

Como Z é um esquema dado por um ponto simples, pelo Exemplo 6.256.25, temos que
length(Z) = 1, o que será usado na conta abaixo. Logo, podemos considerar a
sequinte sequência exata

0 −→ H0(OP1(d− 1)) −→ H0(OP1(d)) −→ H0
(
OP1(d)

∣∣
Z

)
−→ H1(OP1(d− 1) −→

H1(OP1(d)) −→ 0.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, temos que

h1(P1,OP1(d)) = h1(P1,OP1(d− 1))− h0
(
Z,OP1(d)

∣∣
Z

)
+ h0(P1,OP1(d))

− h0(P1,OP1(d− 1))

= h1(P1,OP1(d− 1))− 1 + (d+ 1)− d
= h1(P1,OP1(d− 1)).

Pela hipótese de indução, h1(P1,OP1(d− 1)) = 0 e, assim, h1(P1,OP1(d)) = 0.

� Caso 02: Considere o caso n > 1. Neste caso, segue direto do Teorema da Coho-
mologia do Espaço Projetivo 6.56.5.

■
Com o importante resultado do Lema 6.16.1 acima, obtemos que h1(Pn,OPn(d)) = 0 e,

como aplicação do mesmo, podemos estender esse resultado como segue.

Lema 6.2 A cohomologia h1(Pn,OPn(d)) é igual a zero para todo dj ≥ 1 ∀j, onde n =
(n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr).

Demonstração: Façamos a demonstração, para um caso base inicial, onde n = (n1, n2)
e d = (d1, d2). Nesse caso, teríamos que

h1(Pn,OPn(d)) = h1(Pn1 × Pn2 ,O(d1, d2)), onde O(d1, d2) = O(d1)⊠O(d2).

Pelo Teorema de Künneth 6.66.6, segue que

h1(Pn1 × Pn2 ,O(d1, d2)) = h0(Pn1 ,OPn1 (d1)) · h1(Pn2 ,OPn2 (d2))

+ h1(Pn1 ,OPn1 (d1)) · h0(Pn2 ,OPn2 (d2))

=

(
n1 + d1
d1

)
· 0 + 0 ·

(
n2 + d2
d2

)
= 0.

Observe que usamos na segunda igualdade o fato de que h1(Pn2 ,OPn2 (d2)) e h1(Pn1 ,OPn1 (d1))
são iguais a zero, resultado este fornecido pelo Lema 6.16.1. Portanto, para n = (n1, n2) e
d = (d1, d2), temos que h1(Pn,OPn(d)) = 0. Para o caso geral, ou seja, n = (n1, . . . , nr)
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e d = (d1, . . . , dr), temos que

h1(Pn,OPn(d) =
r∑
j=1

h1(Pnj ,OPnj (dj)) ·
∏
i ̸=j

h0(Pni ,OPni (di))

=
r∑
j=1

0 ·
∏
i ̸=j

h0(Pni ,OPni (di))

= 0 ·
∏
i ̸=j

h0(Pni ,OPni (di))

= 0.

Onde usamos novamente o Lema 6.16.1, para a�rmar que h1(Pnj ,OPnj (dj)) = 0.
■

Teorema 6.7 (Teorema de Bezout) Sejam Y e Z curvas planas, ou seja, variedades
irredutíveis de dimensão um, distintas em P2, de graus d e e. Então

Y ∩ Z = {m1p1, . . . ,msps}

onde m1 + . . .+ms = d · e e mjpj é o ponto pj ∈ P2 com multiplicidade mj.

Demonstração: Ver Teorema 7, Seção 7, Capítulo 8 de [1111].
■

De�nição 6.40 Seja X uma variedade e f : X → k1 um mor�smo. Suponha que cada
�bra Xt := f−1(t) é um esquema separado de tipo �nito sobre k e que Xt é uma variedade
irredutível para todo t ̸= 0. Dizemos que Xt são as deformações de X0.

Tipicamente Xt são todas isomorfas para t ̸= 0 e muitas vezes não singulares (lisas)
ou seja, o mais bem comportadas possíveis. Tipicamente X0 �é mais degenerada� sendo
singular, não irredutível ou até não reduzida.

Exemplo 6.35 Seja Xt = V (ty − x2) ⊆ k3 e

f : X → k1

(x, y, t) 7→ t

Então X0 é uma reta dupla e Xt é uma curva cônica não singular para todo t ̸= 0.

Exemplo 6.36 Seja X = V (xy − t) ⊆ k3 e

f : X → k1

(x, y, t) 7→ t

Então X0 é a união de dois planos, enquanto Xt é uma cônica não singular para todo
t ̸= 0.
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Divisores e Feixes Invertíveis

Existe ainda, uma outra classe de objetos em esquemas que são muito importantes em
Geometria Algébrica: os divisores. Existem dois tipos: divisores de Weil e divisores de
Cartier. Não trataremos deles aqui, para um aprofundamento maior sobre o assunto, o
leitor interessado poderá consultar a Seção II.6 do libvro do [1919]. Exibiremos aqui, apenas
um minidicionário de como passar de divisores de Weil para feixes invertíveis e vice-versa,
uma vez que para variedades irredutíveis existe um isomor�smo entre esses dois conceitos.

Feixe Invertível Divisor
O(d) = O(dH) dH
O(2)∗ = O(−2) −(2H) = (−2)H

O(1) (Feixe de Torção de Serre) H seção hiperplana
F ∈ |O(d)| F ∈ |H|
L(D) D

Como estaremos interessados em estudar a dimensão de um dado sistema linear, a �m
de investigar a sua especialidade, precisaremos caracterizar a função dimensão como uma
função semicontínua superiormente. Para isso, usaremos os conceito de feixes e esquemas,
como mostram os seguintes teoremas.

Teorema 6.8 Seja f : X → Y um mor�smo projetivo de esquemas Noetherianos e seja
F um feixe em X sobre Y . Então, para cada i ≥ 0, a função

hi(y,F) = dimk(y)H
i(Xy,Fy)

é uma função semicontínua superiormente em Y .

Demonstração: Ver Teorema III.12.8 do [1919].
■

Adaptando o Teorema 6.86.8 acima ao nosso contexto, podemos enunciar o que segue.

Teorema 6.9 Seja X uma variedade projetiva. Seja f : X → k um mor�smo projetivo.
Seja F um feixe invertível em X sobre k. Então, para cada i ≥ 0, a função 0 ≤ hi(Fy) é
uma função semicontínua superiormente em k.

Nas condições do Teorema 6.96.9 acima, podemos enunciar o seguinte corolário.

Corolário 6.3 Nas condições do Teorema 6.96.9 acima,

hi(F0) = 0⇒ hi(Fy) = 0 para todo y próximo de 0.

Dessa forma, o Teorema 6.96.9 e seu corolário, nos mostram que a dimensão do sistema
linear L é semicontínua superiormente na posição dos pontos em (P1)r e atinge seu valor
mínimo quando eles estão em posição geral.
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7 Sistemas Lineares

Nesta parte do trabalho iremos de�nir o que é um sistema linear e apresentar alguns
exemplos, estabelecer a relação entre sistema linear e variedade, bem como a relação entre
o defeito secante e a especialidade do sistema.

De�nições e Exemplos

De�nição 7.1 Denotaremos por L := L(d1,...,dr)(2
n) o sistema linear formado pelas hi-

persuperfícies de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) que tem n pontos duplos em posição
geral.

Observação 7.1 Nos exemplos a seguir, a �m de elucidar como são os elementos de um
sistema linear, sempre que mencionarmos �ponto em posição geral�, estamos nos valendo
do Lema 5.35.3, que nos permite mover pontos em posição geral para pontos canônicos de
Pn.

Exemplo 7.1 Considere o sistema linear L(1,1)(2), isto equivale ao conjunto das hiper-
superfícies de (P1)2 com grau (1, 1) com um ponto duplo em posição geral. Assim, uma
hipersuperfície qualquer em L(1,1) é da forma

F = ax0y0 + bx0y1 + cx1y0 + dx1y1,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = sv((1 : 0), (1 : 0)) = (1 : 0 : 0 : 0) ∈ P3 um ponto em posição geral. Ao impormos
o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que F (p) = 0 e ∇F (p) = 0. Dessa forma,

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema L(1,1) com um ponto duplo em posição geral é da forma

L(1,1)(2) = {F = dx1y1 | (d) ∈ P0} ∼= P0.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (2 + 1) condições aos coe�cientes. Isso
mostra que dim L(1,1)(2) = 0.

Exemplo 7.2 Considere o sistema linear L(1,2)(2
2). Uma hipersuperfície qualquer em

L(1,2) é da forma

F = ax0y
2
0 + bx0y0y1 + cx0y

2
1 + dx1y

2
0 + ex1y0y1 + fx1y

2
1,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P5 um ponto em posição geral. Ao impormos o ponto p
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com multiplicidade dois, exigimos que

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema L(1,2) com um ponto duplo é da forma

L(1,2)(2) = {F = cx0y
2
1 + ex1y0y1 + fx1y

2
1 | (c : e : f) ∈ P2} ∼= P2.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (2 + 1) condições aos coe�cientes.
Seja q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P5 um ponto em posição geral. Ao impormos o ponto q
com multiplicidade dois, exigimos que

F (q) = 0⇒ f = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ f = 0;

∂F

∂y0
(q) = 0⇒ e = 0;

∂F

∂y1
(q) = 0⇒ f = 0.

Note que ao impormos o ponto q, impomos também 1 · (2 + 1) condições aos coe�cientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impõem um total de
2 · (2+ 1) condições aos coe�cientes. Assim, todos os coe�cientes se anularão, isso mostra
que dim L(1,2)(2

2) = −1, ou seja, o sistema é vazio.

Exemplo 7.3 Considere o sistema linear L(2,2)(2
3). Uma hipersuperfície qualquer em

L(2,2) é da forma

F = ax20y
2
0 + bx20y0y1 + cx20y

2
1 + dx0x1y

2
0 + ex0x1y0y1 + fx0x1y

2
1 + gx21y

2
0 + hx21y0y1 + ix21y

2
1,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P8 um ponto em posição geral. Ao impormos o
ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema linear L(2,2) com um ponto duplo em posição geral é da forma

L(2,2)(2) = {F = cx20y
2
1 + ex0x1y0y1 + fx0x1y

2
1 + gx21y

2
0 + hx21y0y1 + ix21y

2
1 |

(c : e : f : g : h : i) ∈ P5} ∼= P5.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (2 + 1) condições aos coe�cientes.
Seja q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P8 um ponto em posição geral. Ao impormos o
ponto q com multiplicidade dois, exigimos que

F (q) = 0⇒ i = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ f = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ i = 0;

∂F

∂y0
(q) = 0⇒ h = 0;

∂F

∂y1
(q) = 0⇒ i = 0.
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Com isso, o sistema L(2,2) com dois pontos duplos em posição geral é da forma

L(2,2)(2
2) = {F = cx20y

2
1 + ex0x1y0y1 + gx21y

2
0 | (c : e : g) ∈ P2} ∼= P2.

Note que ao impormos o ponto q, impomos também 1 · (2 + 1) condições aos coe�cientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impõem um total de
2 · (2 + 1) condições aos coe�cientes.
Para inserirmos um terceiro ponto r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1) ∈ P8 em posição
geral, usamos o Lema 5.45.4. Ao impormos o ponto duplo r, exigimos que

F (r) = 0⇒ c+ e+ g = 0;
∂F

∂x0
(r) = 0⇒ 2c+ e = 0;

∂F

∂x1
(r) = 0⇒ e+ 2g = 0;

∂F

∂y0
(r) = 0⇒ e+ 2g = 0;

∂F

∂y1
(r) = 0⇒ 2c+ e = 0.

Dessa forma, a matriz dos coe�cientes do sistema formado por essas equações terá posto

posto


1 1 1
2 1 0
0 1 2
2 1 0
0 1 2

 = 2.

Isto evidencia que as linhas que compõem a matriz não são linearmente independentes.
Como o posto não é máximo, signi�ca que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, não impomos tantas condições quanto deveríamos impor aos coe�cientes, ou seja,
pelo menos uma das condições impostas será repetida.
De fato, como 2c + e = 0, temos que e = −2c. Substituindo na equação 2g + e = 0,
obtemos g = c. Logo, o sistema linear L(2,2) com três pontos duplos é da forma

L(2,2)(2
3) = {F = cx20y

2
1 − 2cx0x1y0y1 + cx21y

2
0 | (c) ∈ P0} ∼= P0.

Isso mostra que dim L(2,2)(2
3) = 0.

Exemplo 7.4 Considere o sistema linear L(1,1,1)(2
2). Uma hipersuperfície qualquer em

L(1,1,1) é da forma

F = ax0y0z0 + bx0y0z1 + cx0y1z0 + dx0y1z1 + ex1y0z0 + fx1y0z1 + gx1y1z0 + hx1y1z1,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P7 um ponto em posição geral. Ao impormos o
ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ e = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂z0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂z1
(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema L(1,1,1) com um ponto duplo em posição geral é da forma

L(1,1,1)(2) = {F = dx0y1z1 + fx1y0z1 + gx1y1z0 + hx1y1z1 | (d : f : g : h) ∈ P3} ∼= P3.
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Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (3 + 1) condições aos coe�cientes.
Seja q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P7 um ponto em posição geral. Ao impormos o
ponto q com multiplicidade dois, exigimos que

F (q) = 0⇒ h = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ h = 0;

∂F

∂y0
(q) = 0⇒ f = 0;

∂F

∂y1
(q) = 0⇒ h = 0;

∂F

∂z0
(q) = 0⇒ g = 0;

∂F

∂z1
(q) = 0⇒ h = 0.

Note que ao impormos o ponto q, impomos também 1 · (3 + 1) condições aos coe�cientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impõem um total de
2 · (3+ 1) condições aos coe�cientes. Assim, todos os coe�cientes se anularão, isso mostra
que dim L(1,1,1)(2

2) = −1, ou seja, o sistema é vazio.

Exemplo 7.5 Considere o sistema linear L(1,1,2)(2
2). Uma hipersuperfície qualquer em

L(1,1,2) é da forma

F = ax0y0z
2
0 + bx0y0z0z1 + cx0y0z

2
1 + dx0y1z

2
0 + ex0y1z0z1 + fx0y1z

2
1 + gx1y0z

2
0 +

hx1y0z0z1 + ix1y0z
2
1 + jx1y1z

2
0 + kx1y1z0z1 + lx1y1z

2
1 ,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P11 um ponto em posição geral. Ao
impormos o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ g = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂z0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂z1
(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema L(1,1,2) com um ponto duplo em posição geral é da forma

L(1,1,2)(2) = {F = cx0y0z
2
1 + ex0y1z0z1 + fx0y1z

2
1 + hx1y0z0z1 + ix1y0z

2
1 + jx1y1z

2
0+

kx1y1z0z1 + lx1y1z
2
1 | (c : e : f : h : i : j : k : l) ∈ P7} ∼= P7.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (3 + 1) condições aos coe�cientes.
Seja q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P11 um ponto em posição geral. Ao
impormos o ponto q com multiplicidade dois, exigimos que

F (q) = 0⇒ l = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ f = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ l = 0;

∂F

∂y0
(q) = 0⇒ i = 0;

∂F

∂y1
(q) = 0⇒ l = 0;

∂F

∂z0
(q) = 0⇒ k = 0;

∂F

∂z1
(q) = 0⇒ l = 0.

Com isso, o sistema L(1,1,2) com dois pontos duplos em posição geral é da forma

L(1,1,2)(2
2) = {F = cx0y0z

2
1 + ex0y1z0z1 + hx1y0z0z1 + jx1y1z

2
0 | (c : e : h : j) ∈ P3} ∼= P3.
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Note que ao impormos o ponto q, impomos também 1 · (3 + 1) condições aos coe�cientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impõem um total de
2 · (3 + 1) condições aos coe�cientes.
Para inserirmos um terceiro ponto r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1) ∈ P11 em
posição geral, usamos o Lema 5.45.4. Ao impormos o ponto duplo r, exigimos que

F (r) = 0⇒ c+ e+ h+ j = 0;
∂F

∂x0
(r) = 0⇒ c+ e = 0;

∂F

∂x1
(r) = 0⇒ h+ j = 0;

∂F

∂y0
(r) = 0⇒ c+ h = 0;

∂F

∂y1
(r) = 0⇒ e+ j = 0;

∂F

∂z0
(r) = 0⇒ e+ h+ 2j = 0;

∂F

∂z1
(r) = 0⇒ 2c+ e+ h = 0.

Dessa forma, a matriz dos coe�cientes do sistema formado por essas equações terá posto

posto



1 1 1 1
1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 2
2 1 1 0


= 3.

Isto evidencia que as linhas que compõem a matriz não são linearmente independentes.
Como o posto não é máximo, signi�ca que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, não impomos tantas condições quanto deveríamos impor aos coe�cientes, ou seja,
pelo menos uma das condições será repetida.
De fato, como c+ e = 0 e h+ j = 0, temos que e = −c e h = −j, respectivamente. Além
disso, de c + h = 0 e e + j = 0, obtemos que h = −c e e = −j, respectivamente. Agora,
como e = −c, h = −j, h = −c e e = −j, devemos ter j = c. Logo, o sistema linear L(1,1,2)

com três pontos duplos é da forma

L(1,1,2)(2
3) = {F = cx0y0z

2
1 − cx0y1z0z1 − cx1y0z0z1 + cx1y1z

2
0 | (c) ∈ P0} ∼= P0.

Isso mostra que dim L(1,1,2)(2
3) = 0.

Exemplo 7.6 Considere o sistema linear L(1,1,1,1)(2
2). Uma hipersuperfície qualquer em

L(1,1,1,1) é da forma

F = ax0y0z0w0 + bx0y0z0w1 + cx0y0z1w0 + dx0y0z1w1 + ex0y1z0w0 + fx0y1z0w1 +
gx0y1z1w0 + hx0y1z1w1 + ix1y0z0w0 + jx1y0z0w1 + kx1y0z1w0 + lx1y0z1w1 +mx1y1z0w0 +

nx1y1z0w1 + ox1y1z1w0 + px1y1z1w1,

onde pelo menos um dos coe�cientes é diferente de zero.
Seja p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ P15 um ponto em posição
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geral. Ao impormos o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ i = 0;

∂F

∂y0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂y1
(p) = 0⇒ e = 0;

∂F

∂z0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂z1
(p) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂w0

(p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂w1

(p) = 0⇒ b = 0.

Com isso, o sistema L(1,1,1,1) com um ponto duplo em posição geral é da forma

L(1,1,1,1)(2) = {F = dx0y0z1w1 + fx0y1z0w1 + gx0y1z1w0 + hx0y1z1w1 + jx1y0z0w1+

kx1y0z1w0 + lx1y0z1w1 +mx1y1z0w0 + nx1y1z0w1 + ox1y1z1w0+

px1y1z1w1 | (d : f : g : h : j : k : l : m : n : o : p) ∈ P10} ∼= P10.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 · (4 + 1) condições aos coe�cientes.
Seja q = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) ∈ P15 um ponto em posição
geral. Ao impormos o ponto q com multiplicidade dois, exigimos que

F (q) = 0⇒ p = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ h = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ p = 0;

∂F

∂y0
(q) = 0⇒ l = 0;

∂F

∂y1
(q) = 0⇒ p = 0;

∂F

∂z0
(q) = 0⇒ n = 0;

∂F

∂z1
(q) = 0⇒ p = 0;

∂F

∂w0

(q) = 0⇒ o = 0;
∂F

∂w1

(q) = 0⇒ p = 0.

Com isso, o sistema L(1,1,1,1) com dois pontos duplos em posição geral é da forma

L(1,1,1,1)(2
2) = {F = dx0y0z1w1 + fx0y1z0w1 + gx0y1z1w0 + jx1y0z0w1 + kx1y0z1w0+

mx1y1z0w0 | (d : f : g : j : k : m) ∈ P5} ∼= P5.

Note que ao impormos o ponto q, impomos também 1 · (4 + 1) condições aos coe�cientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impõem um total de
2 · (4 + 1) condições aos coe�cientes.
Para inserirmos um terceiro ponto r = (1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 : 1 :
1) ∈ P15 em posição geral, usamos o Lema 5.45.4. Ao impormos o ponto duplo r, exigimos
que F (r) = 0 ou seja, que d+ f + g + j + k +m = 0. Além disso, exigimos também que

∂F

∂x0
(r) = 0⇒ d+ f + g = 0;

∂F

∂x1
(r) = 0⇒ j + k +m = 0;

∂F

∂y0
(r) = 0⇒ d+ j + k = 0;

∂F

∂y1
(r) = 0⇒ f + g +m = 0;

∂F

∂z0
(r) = 0⇒ f + j +m = 0;

∂F

∂z1
(r) = 0⇒ d+ g + k = 0;

∂F

∂w0

(r) = 0⇒ g + k +m = 0;
∂F

∂w1

(r) = 0⇒ d+ f + j = 0.

Dessa forma, a matriz dos coe�cientes do sistema formado por essas equações terá posto
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posto



1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0


= 4.

Isto evidencia que as linhas que compõem a matriz não são linearmente independentes.
Como o posto não é máximo, signi�ca que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, não impomos tantas condições quanto deveríamos impor aos coe�cientes, ou seja,
pelo menos uma das condições será repetida.
De fato, como d+ j + k = 0, temos que d = −j − k. Por outro lado, como j + k+m = 0,
temos que −d + m = 0, logo d = m. Como f + g + m = 0 e f + j + m = 0, devemos
ter g = j. Como d + j + k = 0 e d = m, concluímos que j = −k − m. Por �m, como
f + g+m = 0 e g = j = −k−m, devemos ter f = k. Logo, o sistema linear L(1,1,1,1) com
três pontos duplos é da forma

L(1,1,2)(2
3) = {F = mx0y0z1w1 + kx0y1z0w1 − (k +m)x0y1z1w0 − (k +m)x1y0z0w1+

kx1y0z1w0 +mx1y1z0w0 | (k : m) ∈ P1} ∼= P1.

Isso mostra que dim L(1,1,1,1)(2
3) = 1.

Observação 7.2 Os polinômios homogêneos de multigrau (d1, . . . , dr), pelo mergulho de
Segre-Veronese, como na De�nição 4.34.3, formam um espaço projetivo cuja dimensão é dada
por

N :=
r∏
i=1

(
ni + di
ni

)
− 1.

Como estamos em (P1)r, temos que ni = 1 para todo i = 1, . . . , r. Dessa forma,

N :=
r∏
i=1

(
ni + di
ni

)
− 1 =

r∏
i=1

(
1 + di
1

)
− 1 =

r∏
i=1

(di + 1)− 1.

Além disso, para um polinômio ter multiplicidade pelo menos m em um ponto p ∈ Pr ele
precisa impor (

r + (m− 1)

r

)
condições lineares aos coe�cientes. Logo, n pontos duplos impõem(

r + (2− 1)

r

)
+ · · ·+

(
r + (2− 1)

r

)
︸ ︷︷ ︸

n vezes

=
n∑
j=1

(
r + 1

r

)
=

n∑
j=1

(r + 1) = n · (r + 1)

condições ao sistema L. Diante disso, podemos estabelecer uma de�nição plausível para
a dimensão de um sistema linear.
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De�nição 7.2 A dimensão virtual do sistema L := L(d1,...,dr)(2
n) é de�nida como

v(L) :=
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n. (7.1)

Isto equivale à dimensão do sistema linear completo |O(d1, . . . , dr)| das hipersuperfícies
de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) subtraído o número de condições impostas pelos n
pontos duplos.

Exemplo 7.7 Considere o sistema linear L := L(1,1)(2) do Exemplo 7.17.1. Sua dimensão
virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
2∏
i=1

(di + 1)− 1− (2 + 1) · 1

= (1 + 1)(1 + 1)− 1− 3

= 0.

Exemplo 7.8 Considere o sistema linear L := L(1,2)(2
2) do Exemplo 7.27.2. Sua dimensão

virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
2∏
i=1

(di + 1)− 1− (2 + 1) · 2

= (1 + 1)(2 + 1)− 1− 6

= −1.

Exemplo 7.9 Considere o sistema linear L := L(2,2)(2
3) do Exemplo 7.37.3. Sua dimensão

virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
2∏
i=1

(di + 1)− 1− (2 + 1) · 3

= (2 + 1)(2 + 1)− 1− 9

= −1.

Exemplo 7.10 Considere o sistema linear L := L(1,1,1)(2
2) do Exemplo 7.47.4. Sua dimen-
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são virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
3∏
i=1

(di + 1)− 1− (3 + 1) · 2

= (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)− 1− 8

= −1.

Exemplo 7.11 Considere o sistema linear L := L(1,1,2)(2
3) do Exemplo 7.57.5. Sua dimen-

são virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
3∏
i=1

(di + 1)− 1− (3 + 1) · 3

= (1 + 1)(1 + 1)(2 + 1)− 1− 12

= −1.

Exemplo 7.12 Considere o sistema linear L := L(1,1,1,1)(2
3) do Exemplo 7.67.6. Sua di-

mensão virtual é dada por

v(L) =
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

=
4∏
i=1

(di + 1)− 1− (4 + 1) · 3

= (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)− 1− 15

= 0.

Geometricamente não faz sentido a dimensão virtual de um sistema linear ser menor que
−1, uma vez que a dimensão de um sistema linear ser −1 signi�ca que o sistema é vazio,
ou seja que as seções globais são iguais a zero, como nos mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 7.13 Considere três pontos não alinhados p, q, r em P2 e L = L2,1(1
3). Neste

caso, L = ∅ signi�ca que L(P2) = {0}, ao passo que L(P2 \ {r}) = lC ∼= C, onde l = pq
é a reta que liga os pontos p e q.

Como a dimensão de L não pode ser menor que −1, uma vez que estamos no espaço
projetivo, podemos de�nir a dimensão esperada de um sistema linear como segue.

De�nição 7.3 A dimensão esperada de um sistema linear L é de�nida como

e(L) := max{v(L),−1}. (7.2)

Exemplo 7.14 Considere o sistema linear L := L(1,1)(2). Vimos no Exemplo 7.77.7 que
v(L) = 0. Assim, sua dimensão esperada será dada por
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e(L) = max{v(L),−1} = max{0,−1} = 0.

Exemplo 7.15 Considere o sistema linear L := L(1,2)(2
2). Vimos no Exemplo 7.87.8 que

v(L) = −1. Assim, sua dimensão esperada será dada por

e(L) = max{v(L),−1} = max{−1,−1} = −1.

Exemplo 7.16 Considere o sistema linear L := L(2,2)(2
3). Vimos no Exemplo 7.97.9 que

v(L) = −1. Assim, sua dimensão esperada será dada por

e(L) = max{v(L),−1} = max{−1,−1} = −1.

Exemplo 7.17 Considere o sistema linear L := L(1,1,1)(2
2). Vimos no Exemplo 7.107.10 que

v(L) = −1. Assim, sua dimensão esperada será dada por

e(L) = max{v(L),−1} = max{−1,−1} = −1.

Exemplo 7.18 Considere o sistema linear L := L(1,1,2)(2
3). Vimos no Exemplo 7.117.11 que

v(L) = −1. Assim, sua dimensão esperada será dada por

e(L) = max{v(L),−1} = max{−1,−1} = −1.

Exemplo 7.19 Considere o sistema linear L := L(1,1,1,1)(2
3). Vimos no Exemplo 7.127.12

que v(L) = 0. Assim, sua dimensão esperada será dada por

e(L) = max{v(L),−1} = max{0,−1} = 0.

De�nição 7.4 Se as condições impostas pelos pontos não forem linearmente indepen-
dentes, a dimensão de L é maior que a esperada e neste caso dizemos que L é especial.
Se porém, a dimensão de L coincidir com a dimensão esperada, dizemos que L é não
especial.

Exemplo 7.20 Considere o sistema linear L := L(1,1)(2). Vimos no Exemplo 7.17.1 que
dim L = 0. No Exemplo 7.147.14, vimos que e(L) = 0. Como dim L = e(L), temos que L é
não especial. Essa não especialidade também foi notada no Exemplo 5.135.13, quando vimos
que a variedade associada era não defeituosa.

Exemplo 7.21 Considere o sistema linear L := L(1,2)(2
2). Vimos no Exemplo 7.27.2 que

dim L = −1. No Exemplo 7.157.15, vimos que e(L) = −1. Como dim L = e(L), temos que
L é não especial. Essa não especialidade também foi notada no Exemplo 5.145.14, quando
vimos que a variedade associada era não defeituosa.

Exemplo 7.22 Considere o sistema linear L := L(2,2)(2
3). Vimos no Exemplo 7.37.3 que

dim L = 0. No Exemplo 7.167.16, vimos que e(L) = −1. Como dim L > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.185.18, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

Exemplo 7.23 Considere o sistema linear L := L(1,1,1)(2
2). Vimos no Exemplo 7.47.4 que

dim L = −1. No Exemplo 7.177.17, vimos que e(L) = −1. Como dim L = e(L), temos que
L é não especial. Essa não especialidade também foi notada no Exemplo 5.195.19, quando
vimos que a variedade associada era não defeituosa.
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Exemplo 7.24 Considere o sistema linear L := L(1,1,2)(2
3). Vimos no Exemplo 7.57.5 que

dim L = 0. No Exemplo 7.187.18, vimos que e(L) = −1. Como dim L > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.205.20, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

Exemplo 7.25 Considere o sistema linear L := L(1,1,1,1)(2
3). Vimos no Exemplo 7.67.6 que

dim L = 1. No Exemplo 7.197.19, vimos que e(L) = 0. Como dim L > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.215.21, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

O nosso interesse reside em investigar se um dado sistema linear L é ou não especial,
ou seja, se os n pontos duplos impõe ou não condições independentes ao sistema. Para
tanto, focaremos nosso estudo na dimensão do sistema linear.

Seja Z o esquema 0-dimensional de comprimento (r + 1)n dado por n pontos duplos.
Por um abuso de notação, a �m de simpli�car a escrita, usaremos frequentemente o
mesmo símbolo L(d1,...,dr)(2

n) ou simplesmente L para denotar o sistema linear e o feixe
O(d1, . . . , dr)⊗ IZ . Dito isto, considere a seguinte sequência exata de restrição

0 −→ L −→ L(d1,...,dr) −→ L(d1,...,dr)

∣∣
Z
−→ 0. (7.3)

Tomando a sequência de cohomologia associada, temos que

0 −→ H0(L) −→ H0(L(d1,...,dr)) −→ H0
(
L(d1,...,dr)

∣∣
Z

)
−→ H1(L) −→ · · · (7.4)

Sendo h1
(
(P1)r,L(d1,...,dr)

)
= 0 (pelo Lema 6.16.1), obtemos a seguinte caracterização coho-

mológica para a especialidade do sistema linear. O sistema linear L é não especial se, e
somente se,

h0
(
(P1)r,L

)
· h1

(
(P1)r,L

)
= 0. (7.5)

Esse resultado será enunciado e provado mais a frente no Teorema 7.17.1. Antes porém,
provemos o seguinte lema técnico.

Lema 7.1 Sejam L1,L2 e L3 sistemas lineares tais que a sequência

0 −→ L1 −→ L2 −→ L3 −→ 0 (7.6)

é exata. Se h1(L1) = 0 ou h0(L3) = 0, então dim(L2) = dim(L1) + dim(L3) + 1.

Demonstração: De fato, tomando a sequência de cohomologia associada à sequência
exata dada pela Equação (7.67.6), obtemos

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ H0(L3) −→ H1(L1) −→ · · · (7.7)

Se h1(L1) = 0, temos que H1(L1) = {0} e assim,

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ H0(L3) −→ 0. (7.8)

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, teremos que

h0(L2) = h0(L1) + h0(L3)⇒
h0(L2)− 1 = h0(L1) + h0(L3)− 1⇒

h0(L2)− 1 = h0(L1)− 1 + h0(L3)− 1 + 1⇒
dim(L2) = dim(L1) + dim(L3) + 1.
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Se for h0(L3) = 0, temos que H0(L3) = {0} e assim,

0 −→ H0(L1) −→ H0(L2) −→ 0. (7.9)

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, teremos que

h0(L2) = h0(L1)⇒ h0(L2)− 1 = h0(L1)− 1⇒ dim(L2) = dim(L1).

Como h0(L3) = 0, temos que dim(L3) = h0(L3)− 1 = 0− 1 = −1. Assim,

dim(L2) = dim(L1)⇒ dim(L2) = dim(L1) + dim(L3) + 1.

■

Teorema 7.1 O sistema linear L é não especial se, e somente se, h0(L)h1(L) = 0.

Demonstração:

(⇒): Suponha que L é não especial. Logo, dim(L) = e(L). Como dim(L) = h0(L) − 1,
obtemos que h0(L) − 1 = e(L) e assim, vem que h0(L) = e(L) + 1. Como e(L) =
max{v(L),−1}, temos dois casos a analisar:

� Caso 01: e(L) = −1. Nesse caso, segue que h0(L) = −1 + 1 = 0 e portanto,
h0(L)h1(L) = 0.

� Caso 02: e(L) = v(L). Nesse caso, segue que h0(L) = v(L) + 1. Pelo Lema 6.26.2,
temos que h1(L(d1,...,dr)) = 0, logo H1(L(d1,...,dr)) = {0} e a sequência dada pela
Equação (7.47.4), �ca da seguinte forma

0 −→ H0(L) −→ H0(L(d1,...,dr)) −→ H0
(
L(d1,...,dr)

∣∣
Z

)
−→ H1(L) −→ 0. (7.10)

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, teremos que

h0(L) = h0(L(d1,...,dr))−
(
h0
(
L(d1,...,dr)

∣∣
Z

)
− h1(L)

)
= h0(L(d1,...,dr))− h0

(
L(d1,...,dr)

∣∣
Z

)
+ h1(L)

=
r∏
i=1

(di + 1)− length(Z) + h1(L)

=
r∏
i=1

(di + 1)− (r + 1)n+ h1(L)

= v(L) + 1 + h1(L).

Dessa forma, h1(L) = h0(L) − v(L) − 1. Como e(L) = v(L) e h0(L) = e(L) + 1,
vem que

h1(L) = h0(L)− v(L)− 1 = e(L) + 1− e(L)− 1 = 0.

E, portanto h0(L)h1(L) = 0.

(⇐): Suponha que h0(L)h1(L) = 0 e mostremos que L é não especial. Se h0(L)h1(L) = 0
então h0(L) = 0 ou h1(L) = 0. Novamente, analisemos cada caso separadamente.

� Caso 01: h0(L) = 0. Temos que dim(L) = h0(L)− 1. Como h0(L) = 0, segue que
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dim(L) = 0− 1 = −1 ≤ e(L) = max{v(L),−1}.

Por outro lado, temos também que dim(L) ≥ e(L). Logo, dim(L) = e(L) e o
sistema L não é especial.

� Caso 02: h1(L) = 0. Considerando L1 := L, L2 := L(d1,...,dr) e L3 := L(d1,...,dr)

∣∣
Z

nas hipóteses do Lema 7.17.1, como h1(L) = 0, temos que

dim(L(d1,...,dr)) = dim(L) + dim(L(d1,...,dr)

∣∣
Z
) + 1.

Isto implica que,

dim(L) = dim(L(d1,...,dr))− dim(L(d1,...,dr)

∣∣
Z
)− 1

= dim(L(d1,...,dr))− (length(Z)− 1)− 1

=
r∏
i=1

(di + 1)− 1− length(Z) + 1− 1

=
r∏
i=1

(di + 1)− 1− (r + 1)n

= v(L).

Como dim(L) ≥ −1 e dim(L) = v(L), temos que v(L) ≥ −1. Assim,

e(L) = max{v(L),−1} = v(L).

Com efeito,

dim(L) = v(L) = e(L).

Portanto, o sistema L não é especial.

■

Relação entre Sistema Linear e Segre-Veronese

Nessa seção, estabeleceremos a relação entre as variedades de Segre-Veronese e os sis-
temas lineares, bem como a relação entre o defeito secante de uma Segre-Veronese e a
especialidade de um sistema linear. Dito isto, vejamos dois exemplos para termos uma
ideia de como os hiperplanos de uma Segre-Veronese SV n

d correspondem às hipersuperfí-
cies do sistema linear L(d1,...,dr) por meio do mergulho de Segre-Veronese svnd.

Exemplo 7.26 Uma hipersuperfície S de L(1,1) corresponde a uma seção hiperplana H

de SV (1,1)
(1,1) . De fato, tome o mergulho de Segre-Veronese

sv
(1,1)
(1,1) : P

1
x × P1

y → P3
z

((x0 : x1), (y0 : y1)) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).
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Como S é uma hipersuperfície de L(1,1), temos que S = V(F ) ⊂ P1 × P1, onde

F = a00x0y0 + a01x0y1 + a10x1y0 + a11x1y1.

Agora, via o mergulho de Segre-Veronese, podemos tomar

G = a00z0 + a01z1 + a10z2 + a11z3,

e, assim, segue que H = V(G) ⊂ P3 é um hiperplano. Por outro lado, dado um hiperplano
H ′ de P3, temos que H ′ = V(G′), onde

G′ = az0 + bz1 + cz2 + dz3.

Desse modo, se considerarmos

F ′ = ax0y0 + bx1y0 + cx0y1 + dx1y1,

temos que S ′ = V(F ′) é uma hipersuperfície de L(1,1).

Exemplo 7.27 Seja φ : P1
x × P2

y → P8
z o mergulho de Segre-Veronese com grau (2, 1),

assim temos a aplicação:

φ : P1
x × P2

y → P8
z

((x0 : x1), (y0 : y1 : y2)) 7→ (x20y0 : x
2
0y1 : x

2
0y2 : x0x1y0 : x0x1y1 : x0x1y2 : x

2
1y0 : x

2
1y1 : x

2
1y2)

Dado F ∈ |OP(1,2)(2, 1)|, temos a bijeção

F =
2∑
i=0

2∑
j=0

αijx
2−i
0 xi1yj

↕

G =
2∑
i=0

2∑
j=0

αijz3i+j = α00z0 + α01z1 + · · ·+ α22z8 ∈ |OP8(1)|.

Observe que H = V (G) ⊆ P8 é uma seção hiperplana de P8.

Os Exemplos 7.267.26 e 7.277.27 acima revelam a existência de uma bijeção entre os sistemas
lineares completos |OPn(d)| e |OPN (1)|.

Observação 7.3 Sendo TpX =

〈
∂φ

∂xi
(p) | i = 0, . . . , n

〉
, onde X é a variedade dada pela

imagem do mergulho

φ : (P1)r → PN

p 7→ φ(p) = q,

e φ denota o mergulho de Segre-Veronese. Dada H ⊆ PN uma seção hiperplana, temos
que H é tangente a X em p se, e somente se, TpX ⊆ H.

De modo geral, uma hipersuperfície S de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) corresponde,
via mergulho de Segre-Veronese, a uma seção hiperplana H de X, onde X denota a
imagem do mergulho (como vimos no Exemplo 7.267.26). Além disso, S tem um ponto duplo
em p se, e somente se, H é tangente a X em sv(p) (conforme Observação 7.37.3).
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Agora, �xados p1, . . . , pn pontos gerais em (P1)r e considerando o sistema linear
L(d1,...,dr)(2

n) formado pelas hipersuperfícies de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) singulares
em p1, . . . , pn, temos uma correspondência, via mergulho de Segre-Veronese, ao conjunto
dos hiperplanos H em PN tangentes a X em sv(p1), . . . , sv(pn), onde X denota a imagem
do mergulho. Ou seja, o sistema linear tem como lugar de base, o espaço tangente geral
a SecnX.

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensão do sistema linear associado L(d1,...,dr)(2

n), sistema este que consiste
das hipersuperfícies de (P1)r de multigrau (d1, . . . , dr) através de n pontos duplos em
posição geral.

Provaremos o Teorema 3.1 de [2222], artigo que norteia essa dissertação, provando a
especialidade ou a não especialidade do sistema L(d1,...,dr)(2

n), conforme o Teorema de
Classi�cação (Teorema 10.110.1).

Via Lema de Terracini 5.25.2, resolver este problema, equivale a calcular a dimensão da
variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P1)r → PN , de�nido pelo sistema linear
completo |O(d1, . . . , dr)| de (P1)r. Ou seja, pelo Lema de Terracini 5.25.2, mostrar o Teorema
de Classi�cação, é equivalente a mostrar que a variedade n-secante de X ⊂ PN dada pelo
mergulho de Segre-Veronese é não defeituosa, exceto nos casos dados pelo mesmo.

Nossa abordagem consistirá em degenerar (P1)r para uma união de duas variedades
ambas isomorfas a (P1)r, degenerando simultâneamente o sistema linear para um sistema
linear obtido como o produto �brado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua interseção. O sistema linear limite é um pouco mais fácil
que o original, em particular, este argumento de degeneração permitirá usar a indução no
multigrau e em r.

Reiteramos que um importante passo básico para nosso argumento de indução está
representado em [1010], onde os autores mostram que se todos os di são iguais a 1, então
L(1,...,1)(2

n) tem sempre a dimensão esperada, logo é classi�cado como não especial, exceto
no caso em que r = 4.

Um resultado muito importante também, nos diz que um sistema formado por pontos
simples em posição geral é sempre não especial, conforme enunciado abaixo.

Teorema 7.2 (Teorema da Multiplicidade Um) Se n pontos simples estão em posi-
ção geral em PN , então o sistema Ld(1n) é não especial.

Demonstração: Provemos por indução sobre o número n de pontos simples. Se n = 1,
existe uma hipersuperfície de PN de grau d que não passa por um ponto em posição geral.
Para o passo indutivo, temos que provar que um ponto em posição geral impõe, sobre
um sistema linear não vazio, uma condição linear independente das já existentes, ou de
forma equivalente, que um ponto em posição geral, não está em todas as hipersuperfícies
do sistema e isso é sempre verdade quando o ponto está em posição geral.

■
Analogamente, podemos enunciar o Teorema 7.27.2 acima, para um produto cartesiano

de Pn.

Teorema 7.3 (Teorema da Multiplicidade Um) Se n pontos simples estão em po-
sição geral em Pn, então o sistema Ld(1

n) é não especial, onde n = (n1, . . . , nr) e
d = (d1, . . . , dr).

Demonstração: Análoga à demonstração do Teorema 7.27.2.
■
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8 Variedades Tóricas e Degeneração Tórica

Neste capítulo iremos construir uma degeneração tórica da variedade X como uma
união de duas variedades X1 e X2 ambas isomorfas a X. Para isso, trazemos algumas
de�nições e exemplos, bem como alguns resultados colocados como observações. O leitor
interessado poderá consultar a referência [1212].

8.1 Veriedades Tóricas

Nesta seção trazemos a de�nição do toro e do que se entende por variedade tórica em
Geometria Algébrica, além de outras importantes de�nições para a seção subsequente.

De�nição 8.1 O toro complexo n-dimensional é dado por C∗ × · · · × C∗︸ ︷︷ ︸
n vezes

= (C∗)n, onde

C∗ = C \ {0}.

Observação 8.1 Observe que (C∗)n ⊂ Cn é uma variedade a�m, uma vez que a aplicação
(t1, . . . , tn) 7→ (t1, . . . , tn, 1/t1 · · · tn) nos fornece o isomor�smo

(C∗)n ∼= V(x1x2 · · ·xn+1 − 1) ⊂ Cn+1.

Observe também que (C∗)n ⊂ Cn é um aberto (Zariski), pois (C∗)n = Cn \V(x1 · · ·xn).

De�nição 8.2 Uma variedade tórica é uma variedade irredutível V tal que

(a) (C∗)n é um subconjunto aberto (Zariski) de V ;

(b) uma ação de (C∗)n em si mesmo se estende para uma ação de (C∗)n em V .

Exemplo 8.1 (C∗)n e Cn são os exemplos triviais de variedades tóricas. Quanto a Pn,
suponha que x0, . . . , xn são coordenadas homogêneas em Pn. O mapa (C∗)n → Pn
de�nido por (t1, . . . , tn) 7→ (1, t1, . . . , tn) permite-nos identi�car (C∗)n com o subcon-
junto aberto (Zariski) Pn \V(x0x1 · · ·xn). Então de�nindo (t1, . . . , tn) · (a0, a1, . . . , an) =
(a0, t1a1, . . . , tnan), obtemos que Pn é uma variedade tórica.

Exemplo 8.2 A curva plana C = V(x3 − y2) ⊂ C2 tem uma cúspide na origem e é uma
variedade tórica a�m com toro

C \ {0} = C ∩ (C∗)2 = {(t2, t3) | t ∈ C∗} ∼= C∗,

onde o isomor�smo é t 7→ (t2, t3), e C∗ age em C via t · (u, v) = (t2u, t3v).

Exemplo 8.3 A variedade V = V(xy − zw) ⊂ C4 é uma variedade tórica com toro

V ∩ (C∗)4 = {(t1, t2, t3, t1t2t−1
3 ) | ti ∈ C∗} ∼= (C∗)3,

onde o isomor�smo é (t1, t2, t3) 7→ (t1, t2, t3, t1t2t
−1
3 ).
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Exemplo 8.4 Se V e W são variedades tóricas, então V ×W é uma variedade tórica.
Isso mostra, por exemplo, que P1×P1 é uma variedade tórica e, consequentemente, (P1)r

é uma variedade tórica.

Observação 8.2 No estudo de variedades tóricas, os pontos a = (a1, . . . , an) ∈ Zn de-
sempenham dois importantes papéis. Primeiro, de�na o monômio ta := ta11 · · · tann . Ob-
serve que ta fornece uma função (C∗)n → C∗. O C-espaço linear de todos esses monô-
mios é o anel de polinômios dado por C[t1, t−1

1 , . . . , tn, t
−1
n ]. Segundo, podemos de�nir

λa : C∗ → (C∗)n por λa(t) = (ta1 , . . . , tan).

Em geral, uma variedade tórica V consiste de (C∗)n mais �algo extra�. Quando V é a�m,
vemos que o �algo extra� é determinado, uma vez que os monômios ta são de�nidos em
V , como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 8.5 Considere a variedade tórica Cn. O monômio ta = ta11 · · · tann determinado
por a = (a1, . . . , an) ∈ Zn se estende para a função Cn → C se, e somente se, ai ≥ 0 para
todo i.

De�nição 8.3 Um cone poliédrico convexo em Rn é um subconjunto da forma

σ = Cone(S) =

{∑
v∈S

λvv |λv ≥ 0

}
⊂ Rn,

onde S ⊂ Rn é �nito. Dizemos que σ é o cone gerado por S.

Observação 8.3 Observe que σ é convexo, signi�cando que x, y ∈ σ ⇒ λx+(1−λ)y ∈ σ
para todo 0 ≤ λ ≤ 1 e é um cone, signi�cando que x ∈ σ ⇒ λx ∈ σ para todo λ ≥ 0.

Exemplo 8.6 Exemplos de cones poliédricos convexos incluem o primeiro quadrante em
R2 ou o primeiro octante em R3. O maior cone polédrico convexo possível é Rn enquanto
o menor é o cone trivial {0} gerado por S = ∅. Aqui está um exemplo menos trivial.

Exemplo 8.7 O cone em R3 gerado por e1, e2, e1 + e3 e e2 + e3 é ilustrado na �gura
abaixo.

Observação 8.4 Também é possível ter um cone que contenha retas inteiras. Por exem-
plo, e1,−e1 geram um cone em R2 que é apenas o eixo-x, enquanto e1,−e1, e2 geram o
semi-plano superior fechado {(x, y) ∈ R2 | y ≥ 0}.

Além disso, também podemos criar cones usando polítopos, que são de�nidos como segue.
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De�nição 8.4 Um polítopo em Rn é um subconjunto da forma

P = Conv(S) =

{∑
v∈S

λvv |λv ≥ 0 e
∑
v∈S

λv = 1

}
⊂ Rn,

onde S ⊂ Rn é �nito. Dizemos que P é o envoltório convexo de S.

Exemplo 8.8 Seja P = Conv(S) um polítopo em Rn e considere Rn como o hiperplano
xn+1 = 1 em Rn+1. Então σ = {λ · (v, 1) | v ∈ P, λ ≥ 0} é um cone poliédrico convexo
gerado por S × {1} onde S ⊂ Rn é �nito.

De�nição 8.5 A dimensão de um cone poliédrico convexo σ, denotada por dim σ, é
de�nida como sendo a dimensão do menor subespaço Rσ contendo σ. Chamamos Rσ o
span de σ. Observe que dim σ = dim Rσ.

Observação 8.5 A dimensão de um polítopo P ⊂ Rn é a dimensão do menor espaço
a�m contendo P . Seja σ ⊂ Rn+1 o cone determinado por P como no Exemplo 8.88.8. Assim,
dim σ = dim P + 1.

De�nição 8.6 Um polítopo reticulado em Rn é a envoltória convexa de um subcon-
junto �nito de Zn e é denotado por ∆.

Observação 8.6 Um polítopo reticulado n-dimensional determina uma variedade tórica
projetiva X∆ de dimensão n. Para ver isso, primeiro representamos ∆ como uma inter-
seção de semi-espaços. Para cada face τ de ∆ existe um vetor normal primitivo interno
nτ ∈ Zn e um inteiro aτ tal que

∆ =
⋂

τ é uma faceta

{m ∈ Rn | ⟨m,nτ ⟩ ≥ −aτ}.

Dada qualquer face τi de ∆, seja στi o cone gerado por nτ para todas as faces τ contendo
τi. Assim,

Σ∆ = {στi | τi é uma face de ∆},

Isto dá uma variedade tórica denotada por X∆, onde Σ é uma coleção �nita de cones em
Rn com as seguintes propriedades:

� Cada σ ∈ Σ é um cone poliédrico convexo.

� Se σ ∈ Σ e τ é uma face de σ, então τ ∈ Σ.

� Se σ, τ ∈ Σ, então σ ∩ τ é uma face de cada.

Observe que cada σ ∈ Σ fornece uma variedade tórica a�m Uσ, e se τ é uma face de σ,
então Uτ pode ser considerada como um subconjunto aberto (Zariski) de Uσ.

Exemplo 8.9 O quadrado unitário □ com vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) pode ser
representado por

□ = {a ≥ 0} ∩ {a ≤ 1} ∩ {b ≥ 0} ∩ {b ≤ 1}
= {a ≥ 0} ∩ {−a ≥ −1} ∩ {b ≥ 0} ∩ {−b ≥ −1}.
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Disto, segue que os normais internos são ±e1 e ±e2 em Z2. Isto pode ser representado
como segue

Cada normal interno aparece duas vezes, mostrando que cada vértice dá um cone 2-
dimensional. Por exemplo, o vértice (1, 1) dá o cone 2-dimensional

Os outros vértices são tratados de forma semelhante. Assim, X□ = P1 × P1.

Observação 8.7 Sejam m1, . . . ,ml pontos de ∆, de modo que l = |∆ ∩ Zn|. Então, a
aplicação

φ(t1, . . . , tn) = (tm1(t1, . . . , tn), . . . , t
ml(t1, . . . , tn))

de (C∗)n para Pl−1 se estende para o mapa X∆ → Pl−1. De�nimos X∆ como o fecho de
Zariski da imagem de φv, onde φv : (C∗)n → Plv−1 é de�nida pelos pontos de v∆, de
modo que lv = |v∆ ∩ Zn| para v > 0.

Exemplo 8.10 Dado um toro (C∗)n e um conjunto A = {m1, . . . ,ms}, temos que χmi :
(C∗)n → C. Assim, considerando o mapa ΦA : (C∗)n → Cs, de�nido por ΦA(t) =
(χm1(t), . . . , χms(t)). Nesse caso, a variedade tórica YA é de�nida como sendo o fecho de
Zariski da imagem do mapa ΦA.

8.2 Degeneração Tórica de (P1)r

Uma vez familiarizados com os conceitos apresentados na seção anterior, temos con-
dições de realizarmos uma degeneração tórica de (P1)r como segue.

Seja P = P(d1,...,dr) o polítopo [0, d1] × · · · × [0, dr] ⊆ Rr. Assuma, sem perda de
generalidade, que 1 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dr. Assuma também que dr ≥ 2. Seus pontos inteiros
de�nem o mapa tórico dado pelo mergulho de Segre-Veronese (P1)r → PN de�nido pelo
feixe O(d1, . . . , dr). Como antes, denote por X a imagem deste mergulho. Para qualquer
inteiro k tal que 1 ≤ k ≤ dr − 1, considere a função ϕk : P ∩ Zr → Z de�nida por

ϕk(v) =

{
0, se vr ≤ k
vr − k, se vr > k.

(8.1)

Cujo grá�co está representado abaixo
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Considere a envoltória convexa das semirretas {(v, t) ∈ P × R≥0 | t ≥ ϕk(v)}. Isto é
um poliedro limitado com duas faces inferiores. Projetando essas faces em P obtemos
uma subdivisão de P dada por

T = {P(d1,...,dr−1,dr−k), P(d1,...,dr−1,k)}, (8.2)

com P(d1,...,dr−1,dr−k)∪P(d1,...,dr−1,k) = P e P(d1,...,dr−1,dr−k)∩P(d1,...,dr−1,k) = P(d1,...,dr−1), onde
P(d1,...,dr−1) = [0, d1]× · · · × [0, dr−1].

Seja X a subvariedade tórica de PN × k1 imagem do mor�smo tórico dado por

(C∗)r × C∗ → PN × k1

(x, t) 7→
(
{tϕk(v)xv | v ∈ P ∩ Zr}, t

)
.

Assim, X admite dois mor�smos, induzidos pelas projeções, sobre PN e k1. Denote
por π : X → k1 o segundo mor�smo. A �bra Xt de π sobre t é isomorfa a X se t é não
nulo e isomorfa a união X1 ∪ X2 se t = 0. Ambas as Xi's são isomorfas a (P1)r e sua
interseção R é isomorfa a (P1)r−1.

Mais precisamente, X1 é o mergulho de Segre-Veronese de (P1)r de�nido pelo sistema
linear completo |O(d1, . . . , dr−1, dr − k)|, enquanto X2 é o mergulho de Segre-Veronese
de (P1)r de�nido pelo sistema linear completo |O(d1, . . . , dr−1, k)|. A interseção R é o
mergulho de Segre-Veronese de (P1)r−1 de�nido pelo sistema |O(d1, . . . , dr−1)|. Na �gura
abaixo representamos a con�guração desta degeneração tórica para o caso r = 3.
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9 Degenerações do Sistema Linear

Neste capítulo, iremos apresentar as duas formas de degenerações que utilizaremos no
sistema linear inicial L := L(d1,...,dr)(2

n), obtendo sistemas mais simples para investigarmos
a dimensão e a especialidade dos mesmos.

9.1 (k, n2)-degeneração de L
Pela degeneração tórica de (P1)r, como vimos na Seção 8.28.2, um feixe emX0 corresponde

a dois feixes, respectivamente em X1 e em X2 que coincidem na interseção R. Ou seja,
dado F um feixe em X0, este corresponde a dois feixes, respectivamente, F1 em X1 e F2

em X2 que são compatíveis na interseção.
Consideremos o sistema linear Lt := L de hipersuperfícies de multigrau (d1, . . . , dr) de

X com n pontos gerais atribuídos p1,t, . . . , pn,t de multiplicidade 2.
Para este tipo de degeneração, �xamos um inteiro não-negativo n1 ≤ n e especializa-

mos n1 pontos gerais em X1 e outros n2 = n−n1 pontos gerais em X2, isto signi�ca que to-
mamos uma família {p1,t, . . . , pn,t}t∈k1 tal que p1,0, . . . , pn1,0 ∈ X1 e pn1+1,0, . . . , pn2,0 ∈ X2.

O sistema linear limite L0 em X0 é formado pelos elementos do limite do feixe
O(d1, . . . , dr) na �bra geral Xt, singular em p1,0, . . . , pn,0. Em particular p1, . . . , pn /∈ R,
onde R := X1 ∩X2 denota a interseção de X1 e X2.

Considere os seguintes sistemas lineares:

L1 := L(d1,...,dr−1,dr−k)(2
n1) L2 := L(d1,...,dr−1,k)(2

n2)

L̂1 := L(d1,...,dr−1,dr−k−1)(2
n1) L̂2 := L(d1,...,dr−1,k−1)(2

n2).

(9.1)

Nos sistemas dados pela Equação (9.19.1), Li e L̂i estão de�nidos em Xi e L̂i é o núcleo da
restrição de Li a R, para i = 1, 2, isto é, dado pela seguinte sequência exata curta:

0 −→ L̂i −→ Li −→ Li
∣∣
R
=: Ri −→ 0 ∀ i = 1, 2. (9.2)

O núcleo L̂i consiste daqueles elementos de Li que se anulam identicamente em R, isto
é, os elementos em Li contendo R como componente.

Um elemento de L0 consiste: ou de um elemento em X1 e um elemento em X2, ambos
não vazios, satisfazendo as condições impostas pelos pontos múltiplos, que são restritos
ao mesmo elemento em R; ou ele é um elemento correspondendo a uma seção do feixe
que é identicamente nula em X1 (ou em X2) e que dá um elemento geral em L2 (ou em
L1, respectivamente) contendo R como uma componente.

Como X0 = X1 ∪ X2, uma seção em H0(X0,L0) é obtida pegando um elemento
em H0(R,R) e escolhendo a pré-imagem de tal modo que temos o seguinte diagrama
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comutativo.
H0(X1,L0)

β1

ww
H0(R,L0) H0(X0,L0)

α2ww

α1

gg

H0(X2,L0)

β2

gg

, (9.3)

Como L0|X1 = L1 e L0|X2 = L2, temos que H0(X1,L0) = H0(X1,L1) e H0(X2,L0) =
H0(X2,L2), respectivamente. Além disso, L0|R = R, ondeR = R1∩R2, sendoR1 = L1|R
e R2 = L2|R com R = X1 ∩X2. Assim, temos que H0(R,L0) = H0(R,R).

Neste caso, dizemos que L0 é obtido de L por uma (k, n2)-degeneração e temos o
seguinte lema.

Lema 9.1 Se dim (L0) = e(L), então o sistema linear L tem a dimensão esperada, isto
é, é não especial.

Demonstração: Pela semicontinuidade superior (ver Teorema 6.96.9), temos que dim(L) ≤
dim(L0) = e(L). Por outro lado, dim(L) ≥ e(L). Logo, dim(L) = e(L) e o sistema L é
não especial.

■

9.2 (1, n2, β)-degeneração de L
Para este tipo de degeneração, �xamos um inteiro não-negativo β < min{r, n2}.
Suponha já termos realizado uma (1, n2)-degeneração de L, ou seja, uma (k, n2)-

degeneração de L com k = 1, conforme visto na Seção 9.19.1.
Fazemos uma nova degeneração do sistema linear L0. Obtendo assim, uma dupla

degeneração do sistema L. Realizamos essa nova degeneração do sistema L0 na �bra
central pelo envio de β pontos entre os n2 pontos duplos de X2 para a interseção R de X1

e X2. Assim, p1, . . . , pβ ∈ R, pβ, . . . , pn2 ∈ X2 e pn2+1, . . . , pn ∈ X1.
Como resultado, obtemos os seguintes sistemas lineares:

L1 := L(d1,...,dr−1,dr−k)(2
n1) L2 := L(d1,...,dr−1,k)(2

n2)

L̂1 := L(d1,...,dr−1,dr−k−1)(2
n1) L̂2 := L(d1,...,dr−1,k−1)(2

n2−β, 1β).

(9.4)

Na interseção R temos R ⊆ L(d1,...,dr−1)(2
β). Observe também que estamos abusando

da notação original para L2 e L̂2, pois os n2 pontos duplos em X2 não estão mais na
posição geral. Neste caso, dizemos que L0 é obtido de L por uma (1, n2, β)-degeneração,
implicando que se β > 0 realizamos a dupla degeneração, enquanto que se β = 0 não
precisamos realizá-la.

9.3 Dimensão do Sistema Limite

O nosso objetivo após a degeneração passa a ser determinar a dimensão do sistema
limite (degenerado) L0, dimensão esta que será determinada de forma recursiva.
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Quando os elementos em L0 provêm de uma seção em X1 e uma seção em X2, ambas
não vazias e que são compatíveis na interseção, a dimensão de L0 depende da dimensão
da interseção R := R1 ∩R2 dos sistemas restritos, e temos o seguinte lema.

Lema 9.2 A dimensão do sistema limite (degenerado) L0, no caso em que os elementos
em L0 provêm de uma seção em X1 e uma seção em X2, ambas não vazias e compatíveis
na interseção, é dada por

dim (L0) = dim (R) + dim (L̂1) + dim (L̂2) + 2,

onde R := R1 ∩ R2 denota a interseção dos sistemas restritos R1 := L1

∣∣
R
e R2 := L2

∣∣
R

com R = X1 ∩ X2, L1 = L0

∣∣
X1

e L2 = L0

∣∣
X2
, e L̂1 e L̂2 são como na Equação (9.19.1), no

caso de uma (k, n2)-degeneração como visto na Seção 9.19.1, ou são como na Equação (9.49.4),
no caso de uma (1, n2, β)-degeneração como visto na Seção 9.29.2.

Demonstração: Suponha agora que L1 e L2 são ambos não vazios, considere o diagrama
comutativo dado na Equação (9.39.3) e considere a sequência exata de sistemas lineares como
dada na Equação (9.29.2). Para o caso i = 1, temos

0 −→ L̂1 −→ L1 −→ L1

∣∣
R
−→ 0,

onde L̂1 = ker(L1 −→ L1

∣∣
R
) = ker(β1). Para o caso i = 2, temos

0 −→ L̂2 −→ L2 −→ L2

∣∣
R
−→ 0,

onde L̂2 = ker(L2 −→ L2

∣∣
R
) = ker(β2). Como os elementos em L0 provêm de uma

seção em X1 e uma seção em X2, ambas não vazias e que são compatíveis na interseção,
de�namos a seguinte aplicação

Ψ : L̂1(X1)× L̂2(X2)→L0(X0)

(F1, F2) 7→ F , onde F
∣∣
Xi

= Fi para i = 1, 2.

Observe que L̂1(X1) ⊂ L0(X1) e L̂2(X2) ⊂ L0(X2). Além disso, Ψ é uma transformação
linear injetiva bem de�nida com imagem L̂R(X), isto é, Im(Ψ) = {F ∈ L0(X0) |F

∣∣
R
= 0}.

De fato,

� Ψ é uma transformação linear injetiva:

� Se Ψ(F1, F2) = 0, então F1

∣∣
R
= 0 e F2

∣∣
R
= 0, ou seja, ker (Ψ) = {0}. Portanto,

Ψ é injetiva.

� Dados F1, F
′
1 ∈ L̂1(X1) e F2, F

′
2 ∈ L̂2(X2), existe F ∈ L0(X0) tal que Ψ(F1 +

F ′
1, F2+F

′
2) = F . Por outro lado, existem G,G′ ∈ L0(X0) tais que Ψ(F1, F2) =

G e Ψ(F ′
1, F

′
2) = G′. Dessa forma, temos que

F
∣∣
X1

= F1 + F ′
1 = G

∣∣
X1

+G′
∣∣
X1

= (G+G′)
∣∣
X1

e
F
∣∣
X2

= F1 + F ′
1 = G

∣∣
X2

+G′
∣∣
X2

= (G+G′)
∣∣
X2
.

Como Ψ é injetiva, temos que F = G+G′ e, assim,

Ψ(F1 + F ′
1, F2 + F ′

2) = Ψ(F1, F2) + Ψ(F ′
1 + F ′

2).
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Portanto, Ψ é uma transformação linear.

� Im(Ψ) = {F ∈ L0(X0) |F
∣∣
R
= 0}: De fato, por um lado sabemos que Im(Ψ) ⊂

{F ∈ L0(X0) |F
∣∣
R
= 0}. Por outro lado, se

(
F
∣∣
X1

) ∣∣∣∣
X2

=
(
F
∣∣
X2

) ∣∣∣∣
X1

= F
∣∣
R
= 0,

então F
∣∣
X1
∈ L̂2(X2) e F

∣∣
X2
∈ L̂1(X1), logo Ψ

(
F
∣∣
X2
, F
∣∣
X1

)
= F , mostrando que

{F ∈ L0(X0) |F
∣∣
R
= 0} ⊂ Im(Ψ).

� Ψ está bem de�nida: Como F1 ∈ ker(β1), temos que F1

∣∣
R
= 0 e, como F2 ∈ ker(β2),

temos que F2

∣∣
R

= 0, onde R = X1 ∩ X2. Como as seções são compatíveis na
interseção, devemos ter F1

∣∣
R

= F2

∣∣
R
e pela De�nição 6.36.3, existe uma única F ∈

L0(X0) tal que F
∣∣
X1

= F1 e F
∣∣
X2

= F2.

Neste caso, a dimensão de L0 depende da dimensão da interseção R := R1 ∩ R2 dos
sistemas restritos. Assim, uma seção de H0(X0,L0) é obtida pegando um elemento em
H0(R,R) e tomando pré-imagens de tal elemento, de modo que, pelo Teorema do Núcleo
e da Imagem, temos que h0(X1, L̂1) + h0(X2, L̂2) = h0(X0,L0)− h0(R,R), o que implica
que

h0(X0,L0) = h0(R,R) + h0(X1, L̂1) + h0(X2, L̂2)⇒
h0(X0,L0)− 1 = h0(R,R) + h0(X1, L̂1) + h0(X2, L̂2)− 1⇒

dim (L0) = h0(R,R)− 1 + h0(X1, L̂1)− 1 + h0(X2, L̂2)− 1 + 2

= dim (R) + dim (L̂1) + dim (L̂2) + 2.

■
Os casos mais simples ocorrem quando todos os elementos em L0 provêm de uma seção

que é identicamente nula em uma das duas componentes, ou seja, um elemento de L0 é
um elemento correspondendo a uma seção do feixe que é identicamente nula em X1 (ou
em X2) e que dá um elemento geral em L2 (ou em L1, respectivamente) contendo R como
uma componente.

Neste caso, temos que as seções correspondentes de um sistema estão no núcleo da
aplicação de restrição do outro, ou seja: as seções correspondentes de L1 estão no núcleo
da aplicação de restrição de L2 quando os elementos de L0 provêm de uma seção que
é identicamente nula em X1; e quando os elementos de L0 provêm de uma seção que
é identicamente nula em X2, então as seções correspondentes de L2 estão no núcleo da
aplicação de restrição de L1.

Para esse caso, com a mesma notação de antes temos o seguinte lema.

Lema 9.3 Se L1 ou L2 é vazio, isto é, h0(L1) = 0 ou h0(L2) = 0, respectivamente, então
dim (L0) = dim (L̂2) ou dim (L0) = dim (L̂1), respectivamente.

Demonstração: Façamos a prova para o caso em que L1 é vazio, isto é, h0(L1) = 0. Para
o caso considerando L2 vazio, ou seja, h0(L2) = 0, a prova segue de maneira análoga.
Como L1 é vazio, isto é, h0(L1) = 0, temos que a interseção R dos sistemas restritos
também é vazia, logo h0(R) = 0. Pelo Lema 9.29.2, temos que

dim (L0) = dim (R) + dim (L̂1) + dim (L̂2) + 2.
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Como h0(L1) = 0, temos que h0(L̂1) = 0, disto segue que dim(L̂1) = −1. Analogamente,
como h0(R) = 0, segue que dim(R) = −1. Dessa forma,

dim(L0) = dim(R) + dim(L̂1) + dim(L̂2) + 2

= −1− 1 + dim(L̂2) + 2

= dim(L̂2).

■

9.4 Aplicando a Técnica da Dupla Degeneração

No que segue, iremos fazer uso apenas dos dois tipos de degenerações apresentadas
anteriormente, nesse sentido passemos a considerá-las em detalhes agora. Escolhemos

k = r e n2 =
r−1∏
i=1

(di + 1). (9.5)

Neste caso, temos que

v(L2) =
r−1∏
i=1

(di + 1)(r + 1)− 1− (r + 1)
r−1∏
i=1

(di + 1) = −1.

Dessa forma, o problema de estudar L é transladado recursivamente para o problema
de estudar o sistema linear de grau menor L̂1 = L(d1,...,dr−1,dr−r−1)(2

n1) que tem a mesma
dimensão virtual. Este método será útil para se analisar alguns casos particulares de r e
aplicar a indução no multigrau (d1, . . . , dr), uma vez provado os casos base da indução, isto
é, casos quaisquer de (d1, . . . , dr) com d1 ≤ · · · ≤ dr ≤ r + 1 são previamente analisados.

Contudo, nosso objetivo se concentra em cobrir todos os casos de sistemas lineares
das hipersuperfícies de qualquer multigrau (P1)r, para qualquer r. Para isso, queremos
explorar a indução não somente no multigrau, mas também em r. Isto pode ser feito
aplicando a dupla degeneração como descrita na Seção 9.29.2. Este argumento consiste
em uma adaptação da técnica de degeneração encontrada em [2828] para provar a não
especialidade de sistemas lineares das hipersuperfícies de grau d em Pr com uma coleção
geral de pontos duplos.

Escolhemos k, n2, β inteiros como segue

k = 1
r−1∏
i=1

(di + 1) = r(n2 − β) + β, β ∈ {0, . . . , r − 1} (9.6)

e realizamos uma dupla degeneração de X (L) como descrito acima, na Seção 9.29.2. Vale
notar que os elementos de L̂2 estão em bijeção com os elementos de L(d1,...,dr−1)(2

n2−β, 1β),
que é o sistema linear das hipersuperfícies de |O(d1, . . . , dr−1)| em (P1)r−1 singulares em
n2 − β pontos e passando através de β pontos simples, todos em posição geral. Assim,
temos que

L̂2 = L(d1,...,dr−1,0)(2
n2−β, 1β) ∼= L(d1,...,dr−1)(2

n2−β, 1β).
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Pela de�nição de como os inteiros n2 e β são escolhidos, dados na Equação (9.69.6), temos
que

v(L(d1,...,dr−1)(2
n2−β, 1β)) =

r−1∏
i=1

(di + 1)− 1− ((r − 1) + 1)(n2 − β)− β

=
r−1∏
i=1

(di + 1)− 1− (r(n2 − β) + β)

=
r−1∏
i=1

(di + 1)− 1−
r−1∏
i=1

(di + 1)

= −1.

Considere πr : (P1)r → (P1)r−1 a projeção nos primeiros r − 1 fatores. Como os
elementos de L2 contém as retas π−1

r (pi) através de cada um dos n2 pontos duplos pi de
X2, temos que

R2 ⊆ L(d1,...,dr−1)(1
n2−β, 2β).

Lema 9.4 Seja R2 como acima. Se L(d1,...,dr−1)(2
n2) é não especial, então R2 é não espe-

cial.

Demonstração: Como L(d1,...,dr−1)(2
n2) é não especial, então L(d1,...,dr−1)(2

n2 , 1β) também
é não especial, devido ao fato de que os β pontos simples estão em posição geral (ver
Teorema 7.27.2). Considere a seguinte sequência exata de sistemas lineares:

0 −→ L̂2 −→ L2 −→ R2 −→ 0.

Como L(d1,...,dr−1)(2
n2 , 1β) é não especial de dimensão virtual −1, ele é vazio. Portanto,

L̂2 é vazio, de modo que R2 é o sistema linear completo L(d1,...,dr−1)(1
n2−β, 2β) obtido

pela restrição de L2 em R, onde R denota a interseção. Como L(d1,...,dr−1)(2
n2 , 1β) é não

especial, temos que L(d1,...,dr−1)(1
n2−β, 2β) também é não especial. Dessa forma, como

R2 = L(d1,...,dr−1)(1
n2−β, 2β), segue que R2 é não especial.

■

Lema 9.5 Na mesma notação de antes, se o sistema linear L(d1,...,dr−k)(2
n1+β) é não es-

pecial para n1 + β pontos duplos em posição geral, então

dim (R) = max{dim (R1)− (n2 − β)− rβ,−1}.

Demonstração: Ver Lema 5.4 de [2222].
■
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10 Teorema Principal

Neste capítulo, provaremos o Teorema 3.1 de [2222], artigo norteador de todo esse traba-
lho, provando a não especialidade ou a especialidade do sistema L(d1,...,dr)(2

n), conforme
o Teorema de Classi�cação dado abaixo.

Teorema 10.1 (Teorema de Classi�cação) O sistema linear L(d1,...,dr)(2
n) de (P1)r é

não especial exceto nos seguintes casos

r grau n v(L) dim (L)
2 (2, 2a) 2a+ 1 −1 0
3 (1, 1, 2a) 2a+ 1 −1 0

(2, 2, 2) 7 −2 0
4 (1, 1, 1, 1) 3 0 1

10.1 Sistemas Especiais

Nesta seção estamos interessados em estudar a especialidade dos sistemas descritos
nas excessões do Teorema de Classi�cação 10.110.1, investigando a dimensão dos mesmos. No
que segue, faremos uso da seguinte equação, provada em [77]

dim L(d1,...,dr)(2
n) = dim Ld(d− d1, . . . , d− dr, 2n), (10.1)

onde d = d1 + · · · + dr e os elementos do sistema do lado direito da igualdade são hiper-
superfícies de Pr com r pontos de multiplicidade d − d1, . . . , d − dr respectivamente e n
pontos duplos, todos em posição geral.

A dimensão de cada um dos sistemas especiais pode ser encontrada pelo uso repetido
da Equação (10.110.1). Além disso, usaremos também o seguinte fato provado em [2121]:

dim Ld(m1, . . . ,mr+1,mr+2, . . . ,mn) = dim Ld+k(m1 + k, . . . ,mr+1 + k,mr+2, . . . ,mn),
(10.2)

onde k = (r − 1)d−m1 − · · · −mr+1 e d = d1 + · · ·+ dr.
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Caso 2-dimensional

Aplicando as Equações (10.110.1) e (10.210.2) ao sistema L := L(2,2a)(2
2a+1), obtemos

dim L(2,2a)(2
2a+1)

(10.110.1)
= dim L2a+2(2a, 2, 2

2a+1)

= dim L2a+2(2a, 2
2a+2)

(10.210.2)
= dim L2a(2a− 2, 22a)

= dim L2a(2(a− 1), 22a)

(10.210.2)
= dim L2a−2(2(a− 2), 22(a−1))

...

(10.210.2)
= dim L2(2

2) = 0.

Expliquemos a última igualdade. O espaço das quádricas em P2 tem dimensão

(
2 + 2

2

)
−

1 = 5. Logo, podemos considerar

F = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx21 + ex1x2 + fx22,

onde (a : b : c : d : e : f) ∈ P5. Sejam p = (1 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 1) pontos gerais de P2.
Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois, exigimos que F (p) = 0 e ∇F (p) = 0.
Assim,

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ b = 0;

∂F

∂x2
(p) = 0⇒ c = 0.

Com isso, o sistema linear com um ponto duplo é da forma

L2(2) = {F = dx21 + ex1x2 + fx22 | (d : e : f) ∈ P2} ∼= P2.

Agora, ao impormos o ponto q, também com multiplicidade dois, exigimos que F (q) = 0
e ∇F (q) = 0. Dessa forma,

F (q) = 0⇒ d = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ b = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂x2
(q) = 0⇒ e = 0.

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma

L(22) = {F = fx22 | (f) ∈ P0} ∼= P0.

Geometricamente, temos uma reta conectando os dois pontos p e q. Portanto, ao adi-
cionarmos dois pontos duplos, impomos 2 · (2 + 1) − 1 = 5 condições independentes ao
sistema, e a dimensão �ca dim L = 5− 5 = 0. Além disso,

v(L) = (2 + 1)(2a+ 1)− 1− (2 + 1)(2a+ 1)

= −1.

Como a dimensão virtual do sistema L é igual a −1, temos que a dimensão esperada do
sistema dada por e(L) = max{v(L),−1} é −1. Como dim L = 0, temos que dim L >
e(L), logo o sistema é especial. Isso mostra a especialidade do sistema L(2,2a)(2

2a+1).
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Caso 3-dimensional

Caso (d1, d2, d3) = (1, 1, 2a)

Aplicando as Equações (10.110.1) e (10.210.2) ao sistema L := L(1,1,2a)(2
2a+1), obtemos

dim L(1,1,2a)(2
2a+1)

(10.110.1)
= dim L2a+2(2a+ 1, 2a+ 1, 2, 22a+1)

= dim L2a+2((2a+ 1)2, 22(a+1))

(10.210.2)
= dim L2a((2a− 1)2, 22a)

(10.210.2)
= dim L2a−2((2a− 3)2, 22(a−1))

...

(10.210.2)
= dim L2(1

2, 22) = 0.

Expliquemos a última igualdade. O espaço das quádricas em P3 tem dimensão

(
3 + 2

2

)
−

1 = 9. Logo, podemos considerar

F = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx0x3 + ex21 + fx1x2 + gx1x3 + hx22 + ix2x3 + jx23,

onde (a : b : c : d : e : f : g : h : i : j) ∈ P9. Sejam p = (1 : 0 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 0 : 1)
pontos gerais de P3. Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois, exigimos que
F (p) = 0 e ∇F (p) = 0. Assim,

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ b = 0;

∂F

∂x2
(p) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂x3
(p) = 0⇒ d = 0.

Com isso, o sistem linear com um ponto duplo é da forma

L2(2) = {F = ex21 + fx1x2 + gx1x3 + hx22 + ix2x3 + jx23 | (e : f : g : h : i : j) ∈ P5} ∼= P5.

Agora, ao impormos o ponto q, também com multiplicidade dois, exigimos que F (q) = 0
e ∇F (q) = 0. Dessa forma,

F (q) = 0⇒ j = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ g = 0;

∂F

∂x2
(q) = 0⇒ i = 0;

∂F

∂x3
(q) = 0⇒ j = 0.

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma

L(22) = {F = ex21 + fx1x2 + hx22 | (e : f : h) ∈ P2} ∼= P2.

Geometricamente, temos uma reta conectando os dois pontos p e q, reta esta que é a
interseção de dois planos π1 e π2. Portanto, ao adicionarmos dois pontos duplos, impomos
2·(3+1)−1 = 7 condições independentes ao sistema, e a dimensão �ca dim L = 9−7 = 2.
Ao adicionarmos os dois pontos simples, exigimos apenas que F se anule nesses pontos,
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e impomos 2 · 1 = 2 condições independentes adicionais ao sistema, e a dimensão �ca
dim L = 2− 2 = 0. Além disso,

v(L) = (1 + 1)(1 + 1)(2a+ 1)− 1− (3 + 1)(2a+ 1)

= −1.

Como a dimensão virtual do sistema L é igual a −1, temos que a dimensão esperada do
sistema dada por e(L) = max{v(L),−1} é −1. Como dim L = 0, temos que dim L >
e(L), logo o sistema é especial. Isso mostra a especialidade do sistema L(1,1,2a)(2

2a+1).

Caso (d1, d2, d3) = (2, 2, 2)

Aplicando as Equações (10.110.1) e (10.210.2) ao sistema L := L(2,2,2)(2
7), obtemos

dim L(2,2,2)(2
7)

(10.110.1)
= dim L6(4, 4, 4, 2

7)

= dim L6(4
3, 27)

(10.210.2)
= dim L4(2

3, 26)

= dim L4(2
9) = 0.

Expliquemos a última igualdade. O espaço das quádricas em P3 tem dimensão

(
3 + 2

2

)
−

1 = 9. Pelo Teorema 7.27.2, o sistema linear L2(1
9) é não especial em P3. Como os 9 pontos

simples estão em posição geral, eles impõe

(
3 + 2

2

)
− 1 condições lineares independentes

ao sistema, de modo que

v(L2(1
9)) =

(
3 + 2

2

)
− 1−

((
3 + 2

2

)
− 1

)
= 0.

Como L2(1
9) é não especial, temos que dim(L2(1

9)) = e(L2(1
9)). Como e(L2(1

9)) =
max{v(L2(1

9)),−1} e v(L2(1
9)) = 0, obtemos que

dim(L2(1
9) = e(L2(1

9)) = max{v(L2(1
9)),−1} = max{0,−1} = 0.

Como dim(L2(1
9) = 0, temos que L2(1

9) é não vazio, assim existe F ∈ L2(1
9). Com

efeito, obteremos que F 2 ∈ L4(2
9) e assim, dim(L4(2

9)) ≥ 0, ou seja, L4(2
9) é não vazio.

Além disso,

v(L) = (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1)− 1− (3 + 1) · 7
= −2

Como a dimensão virtual do sistema L é igual a −2, temos que a dimensão esperada do
sistema dada por e(L) = max{v(L),−1} é −1, ou seja, era esperado que o sistema fosse
vazio, o que não ocorre. Como dim L ≥ 0, temos que dim L > e(L), logo o sistema é
especial. Isso mostra a especialidade do sistema L(2,2,2)(2

7). Esse sistema é conhecido de
[2828] e [44], onde os autores mostram a especialidade do mesmo. Além disso, [2424] também
apresenta uma prova mais detalhada da especialidade do sistema L4(2

9).
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Caso 4-dimensional

Aplicando as Equações (10.110.1) e (10.210.2) ao sistema L := L(1,1,1,1)(2
3), obtemos

dim L(1,1,1,1)(2
3)

(10.110.1)
= dim L4(3, 3, 3, 3, 2

3)

= dim L4(3
4, 23)

(10.210.2)
= dim L2(1

4, 22) = 1.

Expliquemos a última igualdade. O espaço das quádricas em P4 tem dimensão

(
4 + 2

2

)
−

1 = 14. Logo, podemos considerar F = ax20 + bx0x1 + cx0x2 + dx0x3 + ex0x4 + fx21 +
gx1x2 + hx1x3 + ix1x4 + jx22 + kx2x3 + lx2x4 +mx23 + nx3x4 + ox24, onde (a : b : c : d : e :
f : g : h : i : j : k : l : m : n : o) ∈ P14. Sejam p = (1 : 0 : 0 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 0 : 0 : 1)
pontos gerais de P4. Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois exigimos que
F (p) = 0 e ∇F (p) = 0. Assim,

F (p) = 0⇒ a = 0;
∂F

∂x0
(p) = 0⇒ a = 0;

∂F

∂x1
(p) = 0⇒ b = 0;

∂F

∂x2
(p) = 0⇒ c = 0;

∂F

∂x3
(p) = 0⇒ d = 0;

∂F

∂x4
(p) = 0⇒ e = 0.

Com isso, o sistem linear com um ponto duplo é da forma

L2(2) = {F = fx21 + gx1x2 + hx1x3 + ix1x4 + jx22 + kx2x3 + lx2x4 +mx23 + nx3x4 + ox24 |
(f : g : h : i : j : k : l : m : n : o) ∈ P9} ∼= P9.

Agora, ao impormos o ponto q, também com multiplicidade dois, exigimos que F (q) = 0
e ∇F (q) = 0. Dessa forma,

F (q) = 0⇒ o = 0;
∂F

∂x0
(q) = 0⇒ e = 0;

∂F

∂x1
(q) = 0⇒ i = 0;

∂F

∂x2
(q) = 0⇒ l = 0;

∂F

∂x3
(q) = 0⇒ n = 0;

∂F

∂x4
(q) = 0⇒ o = 0.

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma

L2(2
2) = {F = fx21+gx1x2+hx1x3+jx

2
2+kx2x3+mx

2
3 | (f : g : h : j : k : m) ∈ P5} ∼= P5.

Portanto, ao adicionarmos dois pontos duplos, impomos 2 · (4 + 1) − 1 = 9 condições
independentes ao sistema, e a dimensão �ca dim L = 14 − 9 = 5. Ao adicionarmos os
quatro pontos simples, exigimos apenas que F se anule nesses pontos, e impomos 4 ·1 = 4
condições independentes adicionais ao sistema, e a dimensão �ca dim L = 5 − 4 = 1.
Além disso,

v(L) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)− 1− (4 + 1) · 3
= 0.

Como a dimensão virtual do sistema L é igual a 0, temos que a dimensão esperada do
sistema dada por e(L) = max{v(L),−1} é 0. Como dim L = 1, temos que dim L > e(L),
logo o sistema é especial. Isso mostra a especialidade do sistema L(1,1,1,1)(2

3). Essa

especialidade também pode ser notada no Exemplo 5.215.21, onde vimos que SV (1,1,1,1)
(1,1,1,1) é

3-defeituosa e, portanto é defeituosa.
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10.2 Sistemas Não Especiais

Nesta seção estamos interessados em provar a não especialidade dos sistemas descritos
no Teorema 10.110.1 investigando a dimensão dos mesmos. Para estudarmos a não especia-
lidade dos sistemas faremos indução no multigrau e na dimensão r da variedade. Para
isso, de�na os inteiros

n− :=

⌊
1

r + 1

r∏
i=1

(di + 1)

⌋
e n+ :=

⌈
1

r + 1

r∏
i=1

(di + 1)

⌉
. (10.3)

Lembrando das de�nições de teto e piso, temos que ⌊x⌋ é o maior inteiro menor ou igual
a x e ⌈x⌉ é o menor inteiro maior ou igual a x, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 10.1 Se x ∈ R, então vale que

x− 1 < ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌈x⌉ < x+ 1,

onde ⌊x⌋ denota o piso de x e ⌈x⌉ denota o teto de x.

Demonstração: As relações ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌈x⌉ seguem da de�nição de teto e piso. Mos-
tremos que ⌈x⌉ < x + 1. Suponha, por absurso, que ⌈x⌉ ≥ x + 1. Observe inicialmente
que,

⌈x⌉+ 1 = ⌈x+ 1⌉ ≥ x+ 1.

Assim, segue que

⌈x⌉+ 1− ⌈x⌉ ≤ x+ 1− (x+ 1)⇒ 1 ≤ 0. Absurdo!

Portanto, devemos ter ⌈x⌉ < x+ 1. De maneira análoga, mostra-se que x− 1 < ⌊x⌋.
■

Observe que, se a não especialidade valer para uma coleção de n− pontos duplos,
então vale para um número menor de pontos duplos. Por outro lado, se não houver
hipersuperfícies de multigrau (d1, . . . , dr) com n+ pontos duplos gerais, o mesmo vale
adicionando mais pontos duplos. Logo, é su�ciente analisar os casos n− ≤ n ≤ n+. Note
que isso é só um (se n− = n+) ou dois (se n− = n+ − 1) casos.

Casos Base da Indução

Para provarmos o Teorema 10.110.1, consideremos os seguintes sistemas, que usaremos
como casos base para a indução, dados com multigrau (d1, . . . , dr) como segue:

Tabela 10.1: Casos Base de Indução
r grau
2 (d1, d2) ̸= (2, 2a) 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ 6
3 (d1, d2, d3) ̸= (1, 1, 2a); (2, 2, 2) 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ 5
4 (d1, d2, d3, d4) ̸= (1, 1, 1, 1) 1 ≤ d1 ≤ · · · ≤ d4 ≤ 2
4 (1, 1, d3, d4) 1 ≤ d3 ≤ d4 ≤ 5
4 (2, 2, 2, d4) 1 ≤ d4 ≤ 5
5 (1, 1, 1, 1, d5) 1 ≤ d5 ≤ 6
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Proposição 10.1 Sejam d1, . . . , dr inteiros positivos dados como na Tabela 10.110.1 acima.
Então L(d1,...,dr)(2

n) é não especial para qualquer valor de n.

Demonstração: Note que há um número �nito de casos listados, portanto podemos che-
car computacionalmente. Usando o programa do software Mathematica dado por [2525] dis-
ponível em https://github.com/Vinicius22111997/Politopo_Simplexo_Algoritmo.githttps://github.com/Vinicius22111997/Politopo_Simplexo_Algoritmo.git,
exaurimos todas as possibilidades da tabela concluindo que os sistemas dados são não es-
peciais com as respectivas excessões. Abaixo, apresentamos o comando, a saída e o tempo
de computação para cada caso da tabela. A saída garante a não especialidade do sistema,
porque o programa retorna quais variedades de Segre-Veronese não são defeituosas. Por
exemplo, a saída dada por {{{1, 1}, {1, 2}}} signi�ca que a Segre-Veronese dada pelo mer-
gulho de P1 × P1 com bigrau (d1, d2) = (1, 2) não é defeituosa. Assim, o sistema L(

(1,2)2
n)

é não especial no caso em que r = 2.

� Caso r = 2
Para o caso (d1, d2) ̸= (2, 2a) com 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ 6, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Table[{{1,1}, {d1,d2}}, {d2,d1,6}], {d1,1,6}], 1], 5]

Saída:

{{{1,1},{1,1}}, {{1,1},{1,2}}, {{1,1},{1,3}}, {{1,1},{1,4}}, {{1,1},{1,5}},

{{1,1},{1,6}}, {{1,1},{2,3}}, {{1,1},{2,5}}, {{1,1}, {3,3}}, {{1,1},{3,4}},

{{1,1},{3,5}}, {{1,1},{3,6}}, {{1,1},{4,4}}, {{1,1},{4,5}}, {{1,1},{4,6}},

{{1,1},{5,5}}, {{1,1},{5,6}}, {{1,1},{6,6}}}

Time: 7.2187 segundos

� Caso r = 3
Para o caso (d1, d2, d3) ̸= (1, 1, 2a), (2, 2, 2) com 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ 5, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Flatten[Table[Table[{{1,1,1}, {d1,d2,d3}}, {d3,d2,5}],

{d2,d1,5}], 1], {d1,1,5}], 1], 5]

Saída:

{{{1,1,1},{1,1,1}}, {{1,1,1},{1,1,3}}, {{1,1,1},{1,1,5}}, {{1,1,1},{1,2,2}},

{{1,1,1},{1,2,3}}, {{1,1,1},{1,2,4}}, {{1,1,1},{1,2,5}}, {{1,1,1},{1,3,3}},

{{1,1,1},{1,3,4}}, {{1,1,1},{1,3,5}}, {{1,1,1},{1,4,4}}, {{1,1,1},{1,4,5}},

{{1,1,1},{1,5,5}}, {{1,1,1},{2,2,3}}, {{1,1,1},{2,2,4}}, {{1,1,1},{2,2,5}},

{{1,1,1},{2,3,3}}, {{1,1,1},{2,3,4}}, {{1,1,1},{2,3,5}}, {{1,1,1},{2,4,4}},

{{1,1,1},{2,4,5}}, {{1,1,1},{2,5,5}}, {{1,1,1},{3,3,3}}, {{1,1,1},{3,3,4}},

{{1,1,1},{3,3,5}}, {{1,1,1},{3,4,4}}, {{1,1,1},{3,4,5}}, {{1,1,1},{3,5,5}},

{{1,1,1},{4,4,4}}, {{1,1,1},{4,4,5}}, {{1,1,1},{4,5,5}}, {{1,1,1},{5,5,5}}}

Time: 278.7190 segundos

� Caso r = 4
Para o caso (d1, d2, d3, d4) ̸= (1, 1, 1, 1) com 1 ≤ d1 ≤ d2 ≤ d3 ≤ d4 ≤ 2, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Flatten[Table[Flatten[Table[Table[{{1,1,1,1},

{d1,d2,d3,d4}}, {d4,d3,2}], {d3,d2,2}], 1], {d2,d1,2}], 1], {d1,1,2}], 1], 5]

Saída:

{{{1,1,1,1},{1,1,1,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,2}}, {{1,1,1,1},{1,2,2,2}},

{{1,1,1,1},{2,2,2,2}}}

Time: 7.9844 segundos

� Caso r = 4
Para o caso (1, 1, d3, d4) com 1 ≤ d3 ≤ d4 ≤ 5, temos
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QNDefeituosas[Flatten[Table[Table[{{1,1,1,1}, {1,1,d3,d4}}, {d4,d3,5}],

{d3,1,5}], 1], 5]

Saída:

{{{1,1,1,1},{1,1,1,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,1,3}}, {{1,1,1,1},{1,1,1,4}},

{{1,1,1,1},{1,1,1,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,3}},

{{1,1,1,1},{1,1,2,4}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,3,3}},

{{1,1,1,1},{1,1,3,4}}, {{1,1,1,1},{1,1,3,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,4,4}},

{{1,1,1,1},{1,1,4,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,5,5}}}

Time: 158.8130 segundos

� Caso r = 4
Para o caso (2, 2, 2, d4) com 1 ≤ d4 ≤ 5, temos

QNDefeituosas[Table[{{1,1,1,1}, {2,2,2,d4}}, {d4,1,5}], 5]

Saída:

{{{1,1,1,1},{2,2,2,1}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,2}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,3}},

{{1,1,1,1},{2,2,2,4}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,5}}}

Time: 215.1410 segundos

� Caso r = 5
Para o caso (1, 1, 1, 1, d5) com 1 ≤ d5 ≤ 6, temos

QNDefeituosas[Table[{{1,1,1,1,1}, {1,1,1,1,d5}} ,{d5,1,6}], 5]

Saída:

{{{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,1}}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,2}},

{{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,3}}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,4}},

{{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,5}}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,6}}}

Time: 150.0630 segundos

■
No que segue, passaremos a provar a não especialidade dos sistemas considerando suas

respectivas excessões. Para simpli�car a escrita dos argumentos por indução, em alguns
casos não usamos a convenção de que d1 ≤ · · · ≤ dr, visto que d1 ≤ d2 não implica que
d1 ≤ d2 − 1 em geral, isso para o caso 2-dimensional. Antes porém, façamos a prova dos
seguintes lemas técnicos auxiliares que serão usados frequentemente nas demonstrações
que seguem.

Lema 10.2 Se L̂1 é não especial, dim(L0) = dim(L̂1) e v(L) = v(L̂1), então L é não
especial.

Demonstração: Se L̂1 é não especial, então dim(L̂1) = e(L̂1) = max{v(L̂1),−1}. Assim,
temos dois casos a analisar:

� Caso 01: e(L̂1) = −1. Se e(L̂1) = −1, então dim(L̂1) = −1. Como dim(L0) =

dim(L̂1), segue que dim(L0) = −1. Pela semicontinuidade superior, temos que
dim(L0) ≥ dim(L). Como dim(L0) = −1, segue que dim(L) ≤ −1. Por outro lado,
temos também que dim(L) ≥ −1. Assim, concluímos que dim(L) = −1, logo o
sistema é vazio, ou seja h0(L) = 0 e, pelo Teorema 7.17.1, segue que L é não especial.

� Caso 02: e(L̂1) = v(L̂1). Se e(L̂1) = v(L̂1), então dim(L̂1) = v(L̂1). Como
dim(L0) = dim(L̂1), dim(L̂1) = v(L̂1) e v(L̂1) = v(L), segue que

dim(L0) = dim(L̂1) = v(L̂1) = v(L).
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Como dim(L0) ≥ −1 e dim(L0) = v(L), segue que v(L) ≥ −1. Assim,

e(L) = max{v(L),−1} = v(L).

Logo,
dim(L0) = v(L) = e(L).

Portanto, pelo Lema 9.19.1, temos que L é não especial. ■

Lema 10.3 Se L é não especial e v(L) = −1, então L é vazio.

Demonstração: De fato, se L é não especial, então dim(L) = e(L). Como e(L) =
max{v(L),−1}, segue que dim(L) = −1. Assim, h0(L) = dim(L) + 1 = −1 + 1 = 0.
Logo, L é vazio.

■

Caso 2-dimensional

Seja L := L(d1,d2)(2
n). Mostremos que L é não especial, exceto no caso em que

(d1, d2) = (2, 2a).

Proposição 10.2 O sistema L := L(1,d)(2
n) é não especial para qualquer d ≥ 1.

Demonstração: Se d = 1, d = 2 ou d = 3 então L é não especial, como vimos nos
Exemplos 5.135.13, 5.145.14 e 5.165.16, respectivamente. Suponha então d ≥ 4. Fazendo uma (2, 2)-
degeneração de L, obtemos os sistemas

L1 := L(1,d−2)(2
n−2) e L2 := L(1,2)(2

2)

L̂1 := L(1,d−3)(2
n−2) e L̂2 := L(1,1)(2

2).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (1 + 1)(2 + 1)− 1− (2 + 1) · 2 = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (1 + 1)[(d− 3) + 1]− 1− (2 + 1) · (n− 2)

= (1 + 1)(d+ 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pois é um dos casos base
da indução da Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■

Proposição 10.3 O sistema L := L(2,d)(2
n) é não especial se, e somente se, d ≥ 1 é

ímpar.

Demonstração: Se d = 1, então L é não especial, pela Proposição 10.210.2. Suponha então
d ≥ 3 ímpar. Fazendo uma (1, 2)-degeneração de L, obtemos os sistemas
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L1 := L(2,d−1)(2
n−2) e L2 := L(2,1)(2

2)

L̂1 := L(2,d−2)(2
n−2) e L̂2 := L(2,0)(2

2).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (2 + 1)(1 + 1)− 1− (2 + 1) · 2 = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (2 + 1)[(d− 2) + 1]− 1− (2 + 1) · (n− 2)

= (2 + 1)(d+ 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pois é um dos casos base
da indução da Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■

Proposição 10.4 O sistema L := L(3,d)(2
n) é não especial para qualquer d ≥ 1.

Demonstração: Se 1 ≤ d ≤ 6, então L é não especial, porque é um dos casos base da
Proposição 10.110.1. Assumamos então d ≥ 7. Fazendo uma (2, 4)-degeneração de L, obtemos
os sistemas

L1 := L(3,d−2)(2
n−4) e L2 := L(3,2)(2

4)

L̂1 := L(3,d−3)(2
n−4) e L̂2 := L(3,1)(2

4).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (3 + 1)(2 + 1)− 1− (2 + 1) · 4 = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (3 + 1)[(d− 3) + 1]− 1− (2 + 1) · (n− 4)

= (3 + 1)(d+ 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial, porque é um dos casos base da
Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1).
Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■

Proposição 10.5 O sistema L := L(5,d)(2
n) é não especial para qualquer d ≥ 1.

Demonstração: Se d = 1, d = 2 ou d = 3 então L é não especial, porque é um dos casos
base da Proposição 10.110.1. Suponha então d ≥ 4. Fazendo uma (2, 6)-degeneração de L,
obtemos os sistemas
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L1 := L(5,d−2)(2
n−6) e L2 := L(5,2)(2

6)

L̂1 := L(5,d−3)(2
n−6) e L̂2 := L(5,1)(2

6).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (5 + 1)(2 + 1)− 1− (2 + 1) · 6 = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (5 + 1)[(d− 3) + 1]− 1− (2 + 1) · (n− 6)

= (5 + 1)(d+ 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.310.3. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é
não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■

Proposição 10.6 O sistema L := L(d1,d2)(2
n) é não especial para d1 ≥ 1 ímpar e d2 ≥ 1

qualquer.

Demonstração: Se d1 = 1 ou d2 = 1, L é não especial pela Proposição 10.210.2. Se d1 ≥ 3
e d2 = 2, então L é não especial pela Proposição 10.310.3. Se d1 ≥ 3 e d2 = 3, então L é
não especial pela Proposição 10.410.4. Suponha então d2 ≥ 4. Fazendo uma (2, (d1 + 1))-
degeneração de L, obtemos os sistemas

L1 := L(d1,d2−2)(2
n−(d1+1)) e L2 := L(d1,2)(2

d1+1)

L̂1 := L(d1,d2−3)(2
n−(d1+1)) e L̂2 := L(d1,1)(2

d1+1).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (d1 + 1)(2 + 1)− 1− (2 + 1)(d1 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (d1 + 1)[(d2 − 3) + 1]− 1− (2 + 1)[n− (d1 + 1)]

= (d1 + 1)(d2 + 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.310.3. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é
não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■

Proposição 10.7 O sistema L := L(d1,d2)(2
n) é não especial para d1 ≥ 4 par e d2 ≥ 7

qualquer.

Demonstração: Fazendo uma (5, 2(d1 + 1))-degeneração de L, obtemos os sistemas
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L1 := L(d1,d2−5)(2
n−2(d1+1)) e L2 := L(d1,5)(2

2(d1+1))

L̂1 := L(d1,d2−6)(2
n−2(d1+1)) e L̂2 := L(d1,4)(2

2(d1+1)).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (d1 + 1)(5 + 1)− 1− (2 + 1)[2(d1 + 1)] = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (d1 + 1)[(d2 − 6) + 1]− 1− (2 + 1)[n− 2(d1 + 1)]

= (d1 + 1)(d2 + 1)− 1− (2 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.510.5. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é
não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■
Até agora, para o caso bidimensional, isto é, o caso com dois fatores, ou seja, o caso

em que r = 2, temos que L(d1,d2)(2
n) é não especial, para (2a, 2) ̸= (d1, d2) ̸= (2, 2a),

conforme os seguintes casos:

d1, d2 ∈ {1, . . . , 6} Casos Base da Proposição 10.110.1
d1 = 1 e d2 qualquer Proposição 10.210.2
d1 = 2 e d2 ímpar Proposição 10.310.3
d1 = 3 e d2 qualquer Proposição 10.410.4
d1 = 5 e d2 qualquer Proposição 10.510.5
d1 ímpar e d2 qualquer Proposição 10.610.6

d1 ≥ 4 par e d2 ≥ 7 qualquer Proposição 10.710.7

Observe que a Proposição 10.610.6 é uma generalização das Proposições 10.210.2, 10.410.4 e 10.510.5.
Esse é o caso mais fácil, uma vez que um dos graus �xados é ímpar. Quando um dos graus
�xados é par, aí devemos proceder nossa análise com mais cautela, pois devemos ter o
bigrau diferente de (2, 2a), equivalentemente, diferente de (2a, 2). Isto quer dizer que, se
�xarmos um dos graus igual a 2, o outro deve ser ímpar e, se �xarmos um dos graus par
≥ 4 então o outro tem que ser diferente de 2.

Para o caso geral, com d1, d2 inteiros positivos quaisquer, o sistema L(d1,d2)(2
n) é sempre

não especial quando (2a, 2) ̸= (d1, d2) ̸= (2, 2a), como nos diz o seguinte teorema.

Teorema 10.2 Sejam d1, d2 inteiros positivos quaisquer. Então L(d1,d2)(2
n) é especial

apenas no caso em que (d1, d2) = (2, 2a) ou, equivalentemente, o caso em que (d1, d2) =
(2a, 2).

Demonstração: Se d1 é ímpar e d2 qualquer, então o sistema é não especial pela Propo-
sição 10.610.6. Se d1 for par, temos:

� Caso d1 = 2: Como (d1, d2) ̸= (2, 2a) e d1 = 2, devemos ter d2 ̸= 2a, ou seja, d2
deve ser ímpar. Neste caso, L é não especial pela Proposição 10.310.3.
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� Caso d1 = 4 ou d1 = 6: Se d2 for ímpar, então L é não especial pela Proposição
10.610.6. Se d2 for par, devemos ter d2 ̸= 2, uma vez que d1 = 4 ou d1 = 6, pois
(d1, d2) ̸= (2, 2a) (assim, precisamos também que (d1, d2) ̸= (2a, 2)). Dessa forma,
se d2 = 4 ou d2 = 6, então L é não especial, pois é um dos casos base da Proposição
10.110.1. Se d2 ≥ 8 par, então L é não especial, pela Proposição 10.710.7.

� Caso d1 ≥ 8: Se d2 for ímpar, então L é não especial, pela Proposição 10.610.6. Se d2 for
par, novamente devemos ter d2 ̸= 2, uma vez que d1 ≥ 8 é par, pois (d1, d2) ̸= (2, 2a)
(assim, precisamos também que (d1, d2) ̸= (2a, 2)). Dessa forma, se d2 ≥ 4 é par,
então L é não especial, pela Proposição 10.710.7. ■

Caso 3-dimensional

Seja L := L(d1,d2,d3)(2
n). Mostremos que L é não especial, exceto no caso em que

(d1, d2, d3) = (2, 2, 2) ou (d1, d2, d3) = (1, 1, 2a). Mostremos inicialmente que L(3,3,d1)(2
n)

é não especial para qualquer d1.

Proposição 10.8 Seja d1 um inteiro positivo. O sistema L := L(3,3,d1)(2
n) é não especial

para qualquer d1 ≥ 1.

Demonstração: Se d1 ≤ 4 então é um dos casos base da Proposição 10.110.1. Assuma
então que d1 ≥ 5. Aplicando uma (3, 16)-degeneração ao sistema L(3,3,d1)(2

n), obtemos
um sistema L0 que restrito às suas componentes �ca

L1 := L(3,3,d1−3)(2
n−16) e L2 := L(3,3,3)(2

16)

L̂1 := L(3,3,d1−4)(2
n−16) e L̂2 := L(3,3,2)(2

16).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (3 + 1) · (3 + 1) · (3 + 1)− 1− (3 + 1) · 16 = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (3 + 1)(3 + 1)[(d1 − 4) + 1]− 1− (3 + 1) · [n− 16]

= (3 + 1) · (3 + 1) · (d1 + 1)− 1− (3 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pois é um dos casos base
da indução pela Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■
Agora, mostremos que L(3,d1,d2) também é não especial para quaisquer d1, d2 ≥ 1.

Proposição 10.9 Sejam d1, d2 inteiros positivos. O sistema L := L(3,d1,d2)(2
n) é não

especial para quaisquer d1, d2 ≥ 1.

Demonstração: Se d1, d2 ≤ 4 então é um dos casos base da Proposição 10.110.1. Assuma
então que d2 ≥ 5. Aplicando uma (3, 4(d1 + 1))-degeneração ao sistema L(3,d1,d2)(2

n),
obtemos um sistema L0 que restrito às suas componentes �ca
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L1 := L(3,d1,d2−3)(2
n−4(d1+1)) e L2 := L(3,d1,3)(2

4(d1+1))

L̂1 := L(3,d1,d2−4)(2
n−4(d1+1)) e L̂2 := L(3,d1,2)(2

4(d1+1)).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (3 + 1) · (d1 + 1) · (3 + 1)− 1− (3 + 1) · 4(d1 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (3 + 1)(d1 + 1)[(d2 − 4) + 1]− 1− (3 + 1) · [n− 4(d1 + 1)]

= (3 + 1)(d1 + 1)(d2 + 1)− 1− (3 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.810.8. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1).Por indução, L̂1 é não
especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■

Teorema 10.3 Sejam d1, d2, d3 inteiros positivos quaisquer. Então L(d1,d2,d3)(2
n) é espe-

cial apenas nos casos em que (d1, d2, d3) = {(2, 2, 2), (1, 1, 2a)} com d1 ≤ d2 ≤ d3.

Demonstração: Pela Proposição 10.110.1, é su�ciente mostrar o caso d3 ≥ 5. Degenerando o
sistema L := L(d1,d2,d3)(2

n) por meio de uma (3, n2)-degeneração com n2 := (d1+1)(d2+1),
obtemos um sistema L0. Restringindo esse sistema às suas componentes, obtemos

L1 := L(d1,d2,d3−3)(2
n−(d1+1)(d2+1)) e L2 := L(d1,d2,3)(2

(d1+1)(d2+1))

L̂1 := L(d1,d2,d3−4)(2
n−(d1+1)(d2+1)) e L̂2 := L(d1,d2,2)(2

(d1+1)(d2+1)).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (d1 + 1)(d2 + 1) · (3 + 1)− 1− (3 + 1) · (d1 + 1)(d2 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (d1 + 1)(d2 + 1)[(d3 − 4) + 1]− 1− (3 + 1) · [n− (d1 + 1)(d2 + 1)]

= (d1 + 1)(d2 + 1)(d3 + 1)− 1− (3 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.910.9. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é
não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■

Caso 4-dimensional

Seja L := L(d1,...,d4)(2
n). Mostremos que L é não especial, exceto no caso em que

(d1, d2, d3, d4) = (1, 1, 1, 1). Iniciemos por analisar três casos distintos, divididos em três
proposições como segue.
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Proposição 10.10 Seja d4 um inteiro positivo. Então o sistema L := L(1,1,4,d4)(2
n) é não

especial para qualquer d4 ≥ 1.

Demonstração: Se d4 ≤ 5, então L é não especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposição 10.110.1 e não há nada a provar. Suponha então que d4 ≥ 6. Neste caso,
usamos uma (4, 20)-degeneração e obtemos os sistemas

L1 := L(1,1,4,d4−4)(2
n−20) e L2 := L(1,1,4,4)(2

20)

L̂1 := L(1,1,4,d4−5)(2
n−20) e L̂2 := L(1,1,4,3)(2

20).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (1 + 1)(1 + 1)(4 + 1)(4 + 1)− 1− 20(4 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (1 + 1)(1 + 1)(4 + 1)[(d4 − 5) + 1]− 1− (4 + 1) · (n− 20)

= (1 + 1)(1 + 1)(4 + 1)(d4 + 1)− 1− (4 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial porque é um dos casos
base da tabela pela Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■

Proposição 10.11 Sejam d3, d4 inteiros positivos. Então o sistema L := L(1,1,d3,d4)(2
n) é

não especial para quaisquer d3, d4, com d3 ≤ d4 e d4 ≥ 6.

Demonstração: Se d3 ≤ d4 ≤ 5 e (d3, d4) ̸= (1, 1), então L é não especial porque é um
dos casos base da tabela pela Proposição 10.110.1 e não há nada a provar. Suponha então
que d4 ≥ 6. Neste caso, usamos uma (4, 4(d3 + 1))-degeneração e obtemos os sistemas

L1 := L(1,1,d3,d4−4)(2
n−4(d3+1)) e L2 := L(1,1,d3,4)(2

4(d3+1))

L̂1 := L(1,1,d3,d4−5)(2
n−4(d3+1)) e L̂2 := L(1,1,d3,3)(2

4(d3+1)).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (1 + 1)(1 + 1)(d3 + 1)(4 + 1)− 1− 4(d3 + 1)(4 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (1 + 1)(1 + 1)(d3 + 1)[(d4 − 5) + 1]− 1− (4 + 1) · [n− 4(d3 + 1)]

= (1 + 1)(1 + 1)(d3 + 1)(d4 + 1)− 1− (4 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial pela Proposição 10.1010.10. Pelo
Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3, dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é
não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos que L é não especial.

■
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Proposição 10.12 Seja d4 um inteiro positivo. Então o sistema L := L(2,2,2,d4)(2
n) é não

especial para qualquer d4 ≥ 1.

Demonstração: Se d4 ≤ 5, então L é não especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposição 10.110.1 e não há nada a provar. Suponha então que d4 ≥ 6. Neste caso,
usamos uma (4, 27)-degeneração e obtemos os sistemas

L1 := L(2,2,2,d4−4)(2
n−27) e L2 := L(2,2,2,4)(2

27)

L̂1 := L(2,2,2,d4−5)(2
n−27) e L̂2 := L(2,2,2,3)(2

27).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1)(4 + 1)− 1− 27(4 + 1) = −1.
Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1)[(d4 − 5) + 1]− 1− (4 + 1) · (n− 27)

= (2 + 1)(2 + 1)(2 + 1)(d4 + 1)− 1− (4 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial porque é um dos casos
base da tabela pela Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■

Teorema 10.4 Sejam d1, . . . , d4 inteiros positivos com d1 ≤ · · · ≤ d4. Então o sistema
L(d1,...,d4)(2

n) é especial apenas no caso em que (d1, d2, d3, d4) = (1, 1, 1, 1).

Demonstração: Se (d1, d2, d3, d4) = (1, 1, d3, d4), então o sistema é não especial pela
Proposição 10.1110.11. Se (d1, d2, d3, d4) = (2, 2, 2, d4), então o sistema é não especial pela
Proposição 10.1210.12. Por �m, suponha então agora que (d1, d2, d3, d4) é distinto de (1, 1, 1, d4),
(2, 2, 2, d4) e (1, 1, 2a, d4). Se d4 ≤ 2, então o sistema é não especial porque é um dos casos
base da Proposição 10.110.1. Assumimos então que d4 ≥ 3. Neste caso, realizamos uma
(1, n2, β)-degeneração, como n2 e β de�nidos como na Equação (9.69.6), ou seja,

k = 1
3∏
i=1

(di + 1) = 4(n2 − β) + β, β ∈ {0, 1, 2, 3}. (10.4)

E obtemos os sistemas

L1 = L(d1,d2,d3,d4−1)(2
n1) e L2 = L(d1,d2,d3,1)(2

n2).

Relembrando que exatamente β dos n2 pontos duplos de X2 são enviados para R, temos
que os núcleos são, portanto:

L̂1 = L(d1,d2,d3,d4−2)(2
n1) e L̂2 = Ld1,d2,d3,0)(2n2−β, 1β).

Agora, observe que L̂2
∼= L(d1,d2,d3)(2

n2−β, 1β). Além disso, pela de�nição de n2 e β dados
pela Equação (10.410.4), temos que

v(L(d1,d2,d3)(2
n2−β, 1β)) = (d1 + 1)(d2 + 1)(d3 + 1)− (3 + 1)(n2 − β)− β

= 4(n2 − β) + β − 1− 4(n2 − β)− β
= −1.
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Uma vez que sua dimensão virtual é −1, segue que L(d1,d2,d3)(2
n2−β, 1β) é vazio, pois

ele é não especial pelo Teorema 10.310.3, uma vez que d1 ≤ d2 ≤ d3 e (d1, d2, d3) ̸=
(2, 2, 2), (1, 1, 2a). Como L̂2

∼= L(d1,d2,d3)(2
n2−β, 1β), temos que L̂2 é vazio. Por indução,

L̂1 é não especial. Além disso, sua dimensão virtual dada por

v(L̂1) = (d1 + 1)(d2 + 1)(d3 + 1)[(d4 − 2) + 1]− 1− (4 + 1)n1

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1− 5n1.

Como n1 + n2 = n, temos que n1 = n − n2, onde n =
1

4 + 1

4∏
i=1

(di + 1). Da Equação

(10.410.4), obtemos que n2 =
1

4

(
3∏
i=1

(di + 1) + 3β

)
com β ∈ {0, 1, 2, 3}. Dessa forma, segue

que

v(L̂1) =
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1− 5n1

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1− 5(n− n2)

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1− 5n+ 5n2

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1 + 5(−n) + 5n2

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1 + 5

(
− 1

4 + 1

4∏
i=1

(di + 1)

)
+ 5

[
1

4

(
3∏
i=1

(di + 1) + 3β

)]

=
3∏
i=1

(di + 1)(d4 − 1)− 1−
4∏
i=1

(di + 1) +
5

4

3∏
i=1

(di + 1) +
15

4
β

=
3∏
i=1

(di + 1) [(d4 − 1)− (d4 + 1)] +
5

4

3∏
i=1

(di + 1) +
15

4
β − 1

= −2
3∏
i=1

(di + 1) +
5

4

3∏
i=1

(di + 1) +
15

4
β − 1

=
3∏
i=1

(di + 1)

[
−2 + 5

4

]
+

15

4
β − 1

= −3

4

3∏
i=1

(di + 1) +
15

4
β − 1

≤ −3

4
(1 + 1)(2 + 1)(2 + 1) +

15

4
· 3− 1 < 0.

Como v(L̂1) é negativa, temos que L̂1 é vazio. Portanto, pela hipótese feita nos di e pelos
Lemas 9.29.2 e 9.59.5, concluímos que L é não especial.

■
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Caso 5-dimensional

Seja L := L(d1,...,d5)(2
n). Mostremos que L é sempre não especial. Iniciemos por

analisar um caso particular, o caso em que (d1, d2, d3, d4, d5) = (1, 1, 1, 1, d5).

Proposição 10.13 Seja d5 um inteiro positivo. Então o sistema L := L(1,1,1,1,d5)(2
n) é

não especial para qualquer d5 ≥ 1.

Demonstração: Se d5 ≤ 6, então L é não especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposição 10.110.1 e não há nada a provar. Suponha então que d5 ≥ 7. Neste caso,
usamos uma (5, 16)-degeneração e obtemos os sistemas

L1 := L(1,1,1,1,d5−5)(2
n−16) e L2 := L(1,1,1,1,5)(2

16)

L̂1 := L(1,1,1,1,d5−6)(2
n−16) e L̂2 := L(1,1,1,1,4)(2

16).

Pela Equação (7.17.1), encontramos que

� v(L2) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(5 + 1)− 1− 16(5 + 1) = −1.

Além disso, também pela Equação (7.17.1), temos que

v(L̂1) = (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)[(d5 − 6) + 1]− 1− (5 + 1) · (n− 16)

= (1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(d5 + 1)− 1− (5 + 1)n

= v(L).

Assim, temos que v(L̂1) = v(L). Note que L2 é não especial porque é um dos casos
base da tabela pela Proposição 10.110.1. Pelo Lema 10.310.3, L2 é vazio. Assim, pelo Lema 9.39.3,
dim (L0) = dim (L̂1). Por indução, L̂1 é não especial. Portanto, pelo Lema 10.210.2, temos
que L é não especial.

■

Teorema 10.5 Sejam d1, . . . , d5 inteiros positivos. Então o sistema L(d1,...,d5)(2
n) é não

especial.

Demonstração: Se (d1, d2, d3, d4, d5) = (1, 1, 1, 1, d5), então o sistema é não especial pela
Proposição 10.1310.13. Suponha então que (d1, d2, d3, d4, d5) é distinto de (1, 1, 1, 1, d5). Se
d5 ≤ 2 então o sistema é não especial porque é um dos casos base da Proposição 10.110.1.
Assumimos então que d5 ≥ 3. Neste caso, realizamos uma (1, n2, β)-degeneração, como
n2 e β de�nidos como na Equação (9.69.6), ou seja,

k = 1
4∏
i=1

(d1 + 1) = 5(n2 − β) + β, β ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. (10.5)

E obtemos os sistemas

L1 = L(d1,...,d5−1)(2
n1) e L2 = L(d1,...,d4,1)(2

n2).

Relembrando que exatamente β dos n2 pontos duplos de X2 são enviados para R, temos
que os núcleos são, portanto:

L̂1 = L(d1,...,d5−2)(2
n1) e L̂2 = Ld1,...,d4,0)(2n2−β, 1β).
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Agora, observe que L̂2
∼= L(d1,d2,d3,d4)(2

n2−β, 1β). Além disso, pela de�nição de n2 e β
dados pela Equação (10.510.5), temos que

v(L(d1,d2,d3,d4)(2
n2−β, 1β)) = (d1 + 1)(d2 + 1)(d3 + 1)(d4 + 1)− (4 + 1)(n2 − β)− β

= 5(n2 − β) + β − 1− 5(n2 − β)− β
= −1.

Uma vez que sua dimensão virtual é −1, segue que L(d1,d2,d3,d4)(2
n2−β, 1β) é vazio, pois

ele é não especial pelo Teorema 10.410.4, com (d1, d2, d3, d4) ̸= (1, 1, 1, 1). Como L̂2
∼=

L(d1,d2,d3,d4)(2
n2−β, 1β), temos que L̂2 é vazio. Por indução, L̂1 é não especial. Além

disso, sua dimensão virtual dada por

v(L̂1) = (d1 + 1)(d2 + 1)(d3 + 1)(d4 + 1)[(d5 − 2) + 1]− 1− (5 + 1)n1

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1− 6n1.

Como n1+n2 = n, temos que n1 = n−n2, onde n =
1

5 + 1

5∏
i=1

(di+1). Da Equação (10.510.5),

obtemos que n2 =
1

5

(
4∏
i=1

(di + 1) + 4β

)
com β ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Dessa forma, segue que

v(L̂1) =
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1− 6n1

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1− 6(n− n2)

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1− 6n+ n2

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1 + 6(−n) + 6n2

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1 + 6

(
− 1

5 + 1

5∏
i=1

(di + 1)

)
+ 6

[
1

5

(
4∏
i=1

(di + 1) + 4β

)]

=
4∏
i=1

(di + 1)(d5 − 1)− 1−
5∏
i=1

(di + 1) +
6

5

4∏
i=1

(di + 1) +
24

5
β

=
4∏
i=1

(di + 1) [(d5 − 1)− (d5 + 1)] +
6

5

4∏
i=1

(di + 1) +
24

5
β − 1

= −2
4∏
i=1

(di + 1) +
6

5

4∏
i=1

(di + 1) +
24

5
β − 1 =

4∏
i=1

(di + 1)

[
−2 + 6

5

]
+

24

5
β − 1

= −4

5

4∏
i=1

(di + 1) +
24

5
β − 1 ≤ −4

5
(1 + 1)(1 + 1)(1 + 1)(2 + 1) +

24

5
· 4− 1 < 0.

Como v(L̂1) é negativa, temos que L̂1 é vazio. Portanto, pela hipótese feita nos di e pelos
Lemas 9.29.2 e 9.59.5, concluímos que L é não especial. ■
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Caso r-dimensional para r ≥ 6

Teorema 10.6 Sejam d1, . . . , dr inteiros positivos com d1 ≤ · · · ≤ dr para r ≥ 6. Então
o sistema L(d1,...,dr)(2

n) é não especial.

Demonstração: Procedemos por indução em d := d1 + · · ·+ dr. Se d = r, então di = 1
para todo i = 1, . . . , r e este caso é não especial, como provado em [1010]. Podemos assumir
então que dr > 1. Neste caso, realizamos uma (1, n2, β)-degeneração com n2 e β como
de�nidos na Equação (9.69.6), ou seja,

k = 1
r−1∏
i=1

(di + 1) = r(n2 − β) + β, β ∈ {0, . . . , r − 1}. (10.6)

E obtemos os sistemas

L1 = L(d1,...,dr−1,dr−1)(2
n1) e L2 = L(d1,...,dr−1,1)(2

n2).

Relembrando que exatamente β dos n2 pontos duplos de X2 são enviados para R, temos
que os núcleos são, portanto:

L̂1 = L(d1,...,dr−1,dr−2)(2
n1) e L̂2 = Ld1,...,dr−1,0)(2

n2−β, 1β).

Agora, observe que L̂2
∼= L(d1,...,dr−1)(2

n2−β, 1β). Além disso, pela de�nição de n2 e β dados
pela Equação (10.610.6), temos que

v(L(d1,...,dr−1)(2
n2−β, 1β)) = (d1 + 1) · · · (dr−1 + 1)− [(r − 1) + 1](n2 − β)− β

= r(n2 − β) + β − 1− r(n2 − β)− β
= −1.

Uma vez que sua dimensão virtual é −1, segue que L(d1,...,dr−1)(2
n2−β, 1β) é vazio, pois ele

é não especial por indução. Como L̂2
∼= L(d1,...,dr−1)(2

n2−β, 1β), temos que L̂2 é vazio. Por
indução, L̂1 é não especial. Além disso, sua dimensão virtual dada por

v(L̂1) = (d1 + 1) · · · (dr−1 + 1)[(dr − 2) + 1)]− 1− (r + 1)n1

=
r−1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1− (r + 1)n1.

Como n1+n2 = n, temos que n1 = n−n2, onde n =
1

r + 1

r∏
i=1

(di+1). Da Equação (10.610.6),

obtemos que n2 =
1

r

(
r−1∏
i=1

(di + 1) + (r − 1)β

)
com β ∈ {0, . . . , r−1}. Dessa forma, segue

que

v(L̂1) =
r−1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1− (r + 1)n1

=
r−1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1− (r + 1)(n− n2)

=
r−1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1− (r + 1)n+ (r + 1)n2
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=
r+1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1 + (r + 1)

(
− 1

r + 1

r∏
i=1

(di + 1)

)
+ (r + 1)

[
1

r

(
r−1∏
i=1

(di + 1) + (r − 1)β

)]

=
r−1∏
i=1

(di + 1)(dr − 1)− 1−
r∏
i=1

(di + 1) +
r + 1

r

r−1∏
i=1

(di + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
β

=
r−1∏
i=1

(di + 1) [(dr − 1)− (dr + 1)] +
r + 1

r

r−1∏
i=1

(di + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
β − 1

= −2
r−1∏
i=1

(di + 1) +
r + 1

r

r−1∏
i=1

(di + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
β − 1

=
r−1∏
i=1

(di + 1)

[
−2 + r + 1

r

]
+

(r + 1)(r − 1)

r
β − 1

=
1− r
r

r−1∏
i=1

(di + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
β − 1

≤ 1− r
r

r−2∏
i=1

(1 + 1)(2 + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
· (r − 1)− 1

=
1− r
r

(1 + 1) · · · (1 + 1)︸ ︷︷ ︸
r−2 vezes

(2 + 1) +
(r + 1)(r − 1)

r
· [−(1− r)]− 1

=
1− r
r
· 2r−2 · 3− (1− r)(r + 1)(r − 1)

r
− 1

=
1− r
r
·
[
3 · 2r−2 − (r + 1)(r − 1)

]
− 1

=
1− r
r
·
[
3 · 2r−2 − r2 + 1

]
− 1 < 0.

A última igualdade decorre do fato de que, como r ≥ 6, temos que 1− r < 0, com efeito,

segue que
1− r
r

< 0. Analisando a expressão 3 · 2r−2− r2+1, obtemos por análise grá�ca

(enxergando a expressão como uma função na variável r), que é positiva para todo r ≥ 6,
conforme ilustrado na �gura abaixo:
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Dessa forma,
1− r
r
· [3 · 2r−2 − r2 + 1] < 0, pois é um produto em que um dos fatores

é negativo e o outro é positivo, e assim, obtemos o desejado. Como v(L̂1) é negativa,
temos que L̂1 é vazio. Além disso, a dimensão do sistema limite é igual a dimensão da
interseção R1 ∩R2 pelo Lema 9.29.2. Assim, temos pelo Lema 9.59.5 que

dim (L0) = dim (R1 ∩R2) = max{dim (R1)− (n2 − β)− rβ,−1}

= max

{
r∏
i=1

(d1 + 1)− 1− (r + 1)n,−1

}
= max{v(L),−1}
= e(L).

Portanto, o sistema L(d1,...,dr)(2
n) é não especial.

■

Considerações Finais

O problema de determinar quais variedades de Segre-Veronese são defeituosas ainda é
um problema em aberto. Como o leitor constatou com a leitura deste, determinar se uma
Segre-Veronese é defeituosa por meio do estudo de defeito secante é uma tarefa árdua
e requer muitas vezes ferramentas so�sticadas, que demandam conhecimento empírico e
técnico muito preciso.

Neste trabalho, �zemos a abordagem por meio de sistemas lineares, através da técnica
da degeneração, para obter informações no sistema degenerado e assim, poder transladar
essas informações ao sistema original. Dessa forma, fez-se necessário um entendimento
maior de tal técnica, para consolidarmos os resultados. Para isto, tivemos que buscar um
conhecimento mais so�sticado na teoria de esquemas e feixes, bem como de variedades
tóricas.

Este trabalho apresenta-se como um importante objeto de apoio a estudos futuros em
determinar defeitos secantes em variedades de Segre-Veronese. Ressaltamos a especi�dade
de que trata este trabalho, tratamos apenas do mergulho de Segre-Veronese de um produto
�nito de retas projetivas. Nota-se assim, o quão abrangente é essa área de estudo.
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