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Resumo

O problema do defeito secante consiste em estudar a dimensao da variedade h-secante
de uma variedade algébrica. Dizemos que uma variedade é h-defeituosa quando sua h-
secante nao possui a dimensao esperada. Nesse trabalho estudaremos os defeitos secantes
das variedades de Segre-Veronese de produtos da reta projetiva.
Palavras-Chaves: Variedades de Segre-Veronese; Defeitos Secantes; Produtos da Reta
Projetiva; Geometria Algébrica.



Abstract

The problem of secant defectivity consists in studying the dimension of the h-secant
variety of an algebraic variety. We say that an algebraic variety is h-defective when its
h-secant variety does not have the expected dimension. In this work we will study the
secant defectivity of the Segre-Veronese varieties of the products of the projective line.

Keywords: Segre-Veronese Varieties, Secant Defectivity, Products of the Projective Line,
Algebraic Geometry.
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1 Introducao

Um dos objetos fundamentais de estudo em Geometria Algébrica sao as variedades
algébricas projetivas, estruturas essas que consistem do lugar geométrico dos zeros co-
muns de uma dada familia de polinémios num espaco projetivo, denotado por PV. Tal
caracterizacao das variedades projetivas nos permitem uma série de estudos sobre essas
estruturas.

Um dos principais focos no estudo de tais variedades consiste em analisar os defeitos
secantes, a fim de classificar se uma determinada variedade é ou nao defeituosa. Dada
uma variedade X C PV, definimos uma h-secante linear de X como sendo o espaco
linear determinado pelos A pontos de X em posicao geral e entendemos como variedade
h-secante de X, o fecho projetivo (segundo a topologia de Zariski) da unido de todas as
h-secantes lineares, essa variedade serd denotada por Sec, X. Se X é uma variedade de
dimensao n, prova-se que a dimensao da Sec;, X é no maximo min{/NV, (n+1)h—1} e esta
é a chamada dimensao esperada para Sec, X. Quando a variedade h-secante de X nao
possui a dimensao esperada, dizemos que X é h-defeituosa e dizemos que X é defeituosa
quando X é h-defeituosa para algum h.

Para este trabalho estamos interessados em estudar os defeitos secantes para a vari-
edade de Segre-Veronese consistida do mergulho de r produtos da reta projetiva P! com
multigrau (dy,...,d,). O problema de determinar defeitos secantes em variedades de
Segre-Veronese ainda ¢ um problema em aberto e vérios esforgos tém sido feitos até o
momento e foi resolvido apenas para alguns casos particulares, como se pode notar em
1115 121, 131 161 171, 81 191, [10]-

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensao do sistema linear associado E(dl,...,dr)(Qn); sistema este que consiste
das hipersuperficies de (P*)" de multigrau (dy, ..., d,) através de n pontos duplos em po-
sicao geral. Via Lema de Terracini, resolver este problema, equivale a calcular a dimensao
da variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P')" — PV definido pelo sistema
linear completo |O(dy, . ..,d,)| de (P)".

Nossa abordagem consistird em degenerar (P!)” para uma uniao de duas variedades
ambas isomorfas a (P')", degenerando simultaneamente o sistema linear para um sistema
linear obtido como o produto fibrado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua intersecao. O sistema linear limite é um pouco mais facil
que o original, em particular, este argumento de degeneracao permitird usar a inducao
no multigrau e em r. Um importante passo basico para nosso argumento de inducao esta
representado em [10], onde os autores mostram que se todos os d; sdo iguais a 1, entdo
Lq,..1)(2") tem sempre a dimensao esperada, logo é classificado como ndo especial, exceto
no caso em que r =4,

Para um melhor entendimento dos resultados sobre variedades algébricas, primeiro
faz-se necessario uma breve revisao dos principais conceitos e resultados inerentes a este
estudo. Para isso, o Capitulo 2 deste trabalho é dedicado a introduzir os conceitos ba-
sicos de Topologia e Algebra Comutativa. Na sequéncia, o Capitulo 3 traz os principais
resultados e conceitos da Geometria Algébrica Classica, como os conceitos de variedades
algébricas afins e projetivas, variedades irredutiveis e fecho projetivo de uma variedade
afim.



No Capitulo 4, definimos o objeto de estudo deste trabalho que é o mergulho de Segre-
Veronese. No capitulo seguinte, o Capitulo 5, trazemos a defini¢do de espacgos lineares bem
como alguns importantes resultados, além de definir o defeito secante de uma variedade
e determinar alguns deles via Lema de Terracini. A seguir, no Capitulo 6, trazemos
importantes conceitos e resultados sobre a teoria de esquemas e feixes.

No Capitulo 7, definimos e exemplificamos o conceito de sistema linear, além de es-
clarecer a relagdo entre o sistema ser especial (ou nao) e a variedade de Segre-Veronese
associada ser defeituosa (ou nao). Na sequéncia, no Capitulo 8, abordamos de forma
sucinta e objetiva, um pouco sobre variedades toricas, a fim de termos o embasamento
necessario para realizarmos a degeneracao torica de (P!)". Em seguida, no Capitulo 9
fixamos notagoes e apresentamos as técnicas de degeneragoes que serao utilizadas. Além
disso, calculamos a dimensao do sistema limite (degenerado), analisando a dimensao dos
sistemas restritos e aplicando a técnica da dupla degeneracao.

Por fim, nao menos importante, no Capitulo 10 apresentamos e provamos os casos base
da inducao e provamos a nao especialidade dos demais casos, considerados nao defeituosos,
degenerando o sistema linear associado por meio das técnicas de degeneracao apresentadas,
e utilizando os casos base da indugao. Além disso, trazemos também a prova dos casos
considerados especiais (defeituosos).

Ressaltamos que grande parte desse trabalho foi desenvolvida de forma conjunta com
MANFREDINI [24], que também desenvolveu sua dissertacao sob a orientagao do pro-
fessor Rick Antonio Rischter. Dessa forma, a parte béasica comum as duas dissertacoes,
como muitos resultados das partes de Topologia, Algebra Comutativa, Geometria Algé-
brica Classica, Espacos Lineares e Defeitos Secantes, bem como da parte de Esquemas e
Feixes se encontram idénticos em ambos os trabalhos. Apenas, a partir do Capitulo 7, que
apesar de uma similaridade ou outra, por causa da particularidade de cada dissertacao,
os resultados comecam a se diferir.



2 Conceitos Iniciais e Exemplos

2.1 Topologia

Nesta secao revisaremos conceitos basicos de topologia, exemplificando e trazendo re-
sultados importantes para o desenvolvimento deste trabalho. Ressaltamos que a demons-
tracao de alguns resultados estao omitidas, mas podem ser consultadas nos livros-texto
base:|26] e [14].

Espacgos Topolégicos

Definicao 2.1 Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que 7 é uma topologia em X se
7 é uma colecao de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) @, X €T,
(b) A unido arbitraria de conjuntos de 7 esta em T7;
(c) A intersegao finita de conjuntos de 7 esta em 7.

O conjunto X com a topologia 7 é chamado de espago topolégico e sera denotado por
(X, 7). Os elementos da topologia 7 sdo chamados de abertos. Um aberto contendo um
ponto x € X é chamado vizinhanca de x.

Exemplo 2.1 (Topologia Discreta e Topologia Trivial) Dado um conjunto X, se
definirmos 7 = P(X), o conjunto das partes de X, entao (X, 7) é um espago topologico.
Esta topologia é chamada de topologia discreta. A topologia 7 = {&, X} é conhecida
como topologia trivial ou topologia cadtica.

Exemplo 2.2 Seja X = {a,b, c} e considere as seguintes cole¢oes de subconjuntos de X:

n ={2,X,{a},{a,b}} e m» = {9, X, {a,b},{b, c}}.

Observe que 71 é uma topologia, pois &, X € 79, a unidao arbitraria de elementos de 7,
estd em 71 e a intersecao finita de elementos de 7 também estd em 7. Porém, m nao é
uma topologia, pois {a,b} N {b,c} = {b} ¢ .

Exemplo 2.3 (Topologia Cofinita) Seja X um conjunto qualquer e considere
7={U C X| X \U é finito ou é todo X}.

Entdo (X, 7) é um espaco topologico. De fato,

(a) Note que @ € 7, pois X \ @ = X. Além disso, X € 7, pois X \ X = &, que é finito;

(b) Seja {U,}aecr uma colecao de elementos nao vazia de 7. Temos que

X\ YU, =X\ V).

acl ael



Como X \ U, é finito para todo a € I ou é todo X, segue que X \ U U, € finito ou

aecl
é todo X, pois é intersecao de conjuntos finitos;

(¢) Se Uy, Uy, ..., U, sdo abertos nao vazios de 7, entdo

n

X\DUFU(X\UI-)

i=1

n

pelo mesmo argumento de antes, temos que X \ ﬂ U; é finito, pois é unido finita de
i=1

conjuntos finitos e, portanto é finita e estd em 7.

Portanto, (X, 7) é um espago topologico e 7 é chamada de topologia cofinita.

Definigao 2.2 Seja X um espago topologico. Dizemos que F' C X é fechado se X \ F
é aberto em X.

Exemplo 2.4 Os subconjuntos [a,b] de R sao fechados com a topologia usual, pois R \
[a,b] = (—00,a) U (b,o0) & aberto (unido de abertos é um aberto) em R. Na topologia
cofinita num conjunto X qualquer, os fechados sao: o proprio X e todos os subconjuntos
finitos de X.

Proposicao 2.1 Seja X um espaco topologico. Entao valem as seguintes condigoes:
(a) @ e X sao fechados;

(b) Uniao finita de fechados é fechado;

(c) Interse¢ao arbitraria de fechados é fechado.

Demonstra¢do: Como @, X sao abertos, entdao @ = X \ X ¢ X = X \ @ sao fechados.
Se Fi,..., F, sao fechados, entdo X \ F; é aberto para cada 1 <i < n. Logo,

n

X\UE =N\ £,

=1

Dessa forma, como m(X\E) é aberto, entdo U F; é fechado. Por fim, dada uma familia
i=1 i=1
{F.}acr de fechados, temos que

X\ () Fa={JX\F).

aecl acl

Por argumento semelhante ao anterior, temos que n F,, é fechado. [ |

acl
Podemos também definir uma topologia usando fechados ao invés de abertos, basta

definir 7 tomando como axiomas as propriedades provadas na proposicao acima e chamar
os elementos de 7 de fechados. Neste caso, os abertos sao definidos como o complementar
dos fechados.



Base para uma Topologia

Definicao 2.3 Seja X um conjunto qualquer, uma base para uma topologia em X é
uma colecao B de subconjuntos abertos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Para cada x € X existe pelo menos um elemento B € B tal que x € B;
(b) Se x € By N By C B, entdo existe By € B tal que z € By C By N Bo.

Os elementos B de uma base B sao chamamos de elementos basicos.

Se B satisfaz as condigoes acima, definimos a topologia 7 gerada por B da seguinte forma:
um subconjunto U C X pertence a 7 se, e somente se, ¢ o conjunto vazio ou para cada
x €U existe Be Btalquex € BCU.

Exemplo 2.5 O conjunto [a,b) ndo é aberto nem fechado em R com a topologia usual.
De fato, para todo aberto basico com a € (¢, d), temos que ¢ < a < d. Logo, (¢,d) ¢ [a,b)
e portanto, [a,b) nao é aberto. Por outro lado, observe que R\ [a,b) = (—00,a) U [b, 00),
que nao é aberto em R com a topologia usual, pois todo aberto basico (¢, d) contendo b
nao estd contido em (—oo,a) U [b, 00). Portanto, [a,b) nao é fechado.

Lema 2.1 Seja (X, 7) um espaco topologico. Suponha que B é uma colegdo de conjuntos
abertos em X, tal que para cada subconjunto aberto U C X e cada z € U, existe um
elemento B € B, tal que z € B C U. Entao B é base para a topologia 7 em X.

Demonstracgao:

(a) Como X é um aberto entao para todo x € X, existe B € B tal que x € B C X.

(b) Se x € By N By, onde By, By € B. Como B; e By sao abertos, entao By N By é aberto.
Logo, existe Bs € B, tal que

r € By C By N Bs,.
Portanto, B é uma base para a topologia 7. [ |

Observacao 2.1 Pelo Lema acima, temos que: para todo aberto U C X, existe uma
familia { B, }acs de elementos basicos tal que

U=|JB..
acl

De fato, seja U um aberto qualquer de X. Como B é uma base para 7, para todo
xr € U C X, existe um aberto basico B, € B tal que x € B, C U. Logo,

U=JB.
zelU
Reciprocamente, se U C X é uma unido de elementos béasicos de B, cada um destes

elementos estd em 7. Como 7 é uma topologia, a uniao deles também esta em 7.

Exemplo 2.6 A topologia usual de R é a topologia gerada por B = {(a,b) C R|a,b € R}.
A topologia usual de R™ é a topolgia gerada por B = {By(z;7) |2 € R" e r > 0}, onde d
¢ a distancia euclidiana. A topologia usual de C é a topologia usual de R?.



Exemplo 2.7 Seja X um conjunto qualquer, entao
B ={{z}|x e X}
¢ uma base para topologia discreta em X. De fato,
(a) Para todo z € X, temos que x € {z}, onde {z} € B;

(b) Se x € {z1} N{z2}, entao
re{ri}ere{r}=>r=1¢1=u1.

Portanto, x € {x} = {x1} N {z2}.

Definicao 2.4 Seja (X, 7) um espaco topolodgico. Dizemos que X é um espaco de Haus-
dorff se, dados z,y € X com x # y, entao existem abertos By, By € T tais que = € By,
yGBQeBlﬂBQZQ.

Exemplo 2.8 (Espagos Métricos) Seja (X,d) um espago métrico. Dados z,y € X
com x # y, seja € = d(x,y). Considere By = (x;¢/2) e By = (y;€/2). Essas bolas sdo
abertas e disjuntas e contém x e y, respectivamente. Logo, X é um espago de Hausdorff.

Definicao 2.5 Dado um subconjunto Y de um espago topologico X, definimos o fecho
de Y como sendo o menor fechado de X contendo Y e escrevemos Y. Definimos também
o interior de Y como sendo o maior aberto de X contido em Y e escrevemos int(Y').

Exemplo 2.9 Seja A um conjunto aberto num espago topologico X, entao int(A) = A.
Seja F' um conjunto fechado num espago topologico X, entao F' = F. O fecho de (a,b) C R
é [a,b] C R e o interior de [a,b] C R é (a,b) C R.

Definicao 2.6 O conjunto FE; intersecta um conjunto Fs, se £1 N Ey # &. Seja X um
espaco topolégico e Y C X. Dizemos que Y é denso em X se, para todo aberto U # &
de X, tem-se UNY # @.

Exemplo 2.10 O conjunto dos nimeros racionais Q e o conjunto dos nimeros irraci-
onais R\ Q sdo densos no conjunto dos nimeros reais R com a topologia usual. Em
contrapartida, o conjunto dos niimeros inteiros Z nao ¢ denso em R.

Proposicao 2.2 Seja F um subconjunto de um espaco topologico X.
(a) Entdo x € E se, e somente se, toda vizinhanca de z intersecta E;

(b) Suponha que a topologia em X é gerada por uma base, entdo x € E se, e somente se,
todo elemento basico B contendo x intersecta FE.



Topologia do Subespaco e Topologia Produto

Definigao 2.7 Sejam (X,7) um espaco topologico e @ # Y C X. Dizemos que A é
aberto em Y, se A = Y NU, com U # @ aberto em X. Sendo Y com a topologia
v ={Y NU|U € 7}, dizemos que Y ¢ um subespago de X.

Exemplo 2.11 Seja Y = (0,2] € R. Observe que (0,1) é aberto em Y, pois (0,1) =
(0,1) N (0,2]. Além disso, (1,2] é aberto em Y, pois (1,2] = (1,3) N (0, 2].

Exemplo 2.12 Se A é aberto em @ # Y C X e Y é aberto em X, entao A é aberto
em X. Suponha que A é aberto em Y, entao existe aberto nao vazio U de X tal que
A=Y NU. Como Y e U sao abertos em X, entao Y N U também é um aberto em X, e
portanto, A é aberto em X.

Exemplo 2.13 Seja A C Y subespaco de X. Denote por A" o fecho de A em Y.
Provemos que A" =Y N4 Observe que Y N'A é um fechado de Y que contém A. Como
A" & 0 menor fechado de Y contendo A, segue que A" ¢ Y nA. Por outro lado, sabemos

que A" 6 um fechado em Y, entao existe F fechado_em X tal que A" =Y NF. Dessa
forma, F' é um fechado de X que contém A. Como A é o menor fechado de X contendo

A, segue que A C F. Logo, YNACYNF = A’ Portanto, A —vnA

Proposicao 2.3 Se B uma base na topologiade X e @ #Y C X, entaoC = {BNY | B €
B} é uma base para a topologia de Y.

Demonstracao: Seja A um aberto em Y. Entao existe um aberto nao vazio U de X tal
que A=Y NU. Sejax € A, entao x € Y e v € U. Logo, existe um aberto basico B de
X tal quex € BCU. Ouseja, t € Y N B CYNU. Portanto, C é uma base para Y.

[ |

Proposicao 2.4 G é um fechado em Y se, e somente se, G =Y N F com F um fechado
em X.

Definigao 2.8 Sejam X e Y espacos topologicos. A topologia produto em X x Y é
definida como a topologia gerada pela base B = {U x V |U ¢ um aberto de X ¢ V é um
aberto de Y'}.

Exemplo 2.14 A topologia produto em R? = R xR é gerada pelos produtos (a, b) x (¢, d)
tais que (a,b), (¢,d) C R sdo intervalos abertos.

Espacos Topologicos Irredutiveis

Definicao 2.9 Seja X um espaco topologico e @ # Y C X. Dizemos que Y é irredutivel,
se Y nao pode ser escrito como a uniao Y = Y; UY5, com Y7, Y5 subconjuntos proprios de
Y e Y1, Y, fechados em Y. O conjunto vazio nao é considerado irredutivel.

Exemplo 2.15 Seja R com a topologia cofinita, entao R é irredutivel. De modo anéalogo,
qualquer conjunto infinito com a topologia cofinita é irredutivel. Seja X um espaco
topologico irredutivel, entao todo aberto @ # A C X é irredutivel e denso.

Exemplo 2.16 Seja X um espaco topoldgico com mais de um elemento com a topologia
discreta. Tome z € X e escreva



X={z}u |J {yh

r#YyeX

Dessa forma, temos que {z} e U {y} sdo fechados proprios de X, logo X ndo é irre-

rF#yeX
dutivel.

Proposicdo 2.5 Seja X um espaco topologico. Se Y éirredutivel em X, entdo Y também
0 é.

Demonstracdo: Suponha que Y nio seja irredutivel. Assim, existem fechados Fy, F, C
X taisque Y = (FNY)U(F,NY)com FiNY GY e F,NY ¢ Y. Dai,

Y=YNY=YN(BENY)U((HNY)=((FRNY)NY)U(F,NnY)NY)

Como Y C X é um fechado em X, entdo Fy NY,F, NY sao fechados em X e assim,
podemos escrever Y = (G, NY)U (GoNY), onde Gy = F1NY e Gy = F,NY. Suponha
que G;NY =Y. Entdo Y C G; ¢ Y. Como Y & o menor fechado que contém Y, isso é
uma contradi¢do. Analogamente, o0 mesmo ocorre para G5 NY. Logo, Y nao é irredutivel.

[ |

Funcoes Continuas

Definicao 2.10 Sejam X e Y espacos topologicos. A funcao f: X — Y é continua se
para todo subconjunto aberto V de Y, o conjunto f~*(V) é aberto em X.

Exemplo 2.17 Sejam X e Y espacos topologicos. As projecoes m : X xY — X e
o : X XY — Y dadas por m((x,y)) = z e mo((z,y)) = y, respectivamente, sdo funcoes
continuas. De fato, seja U um aberto ndo vazio em X, observe que 7, '(U) = U x Y, que
¢ um aberto em X X Y com a topologia produto. Analogamente, w5 também é continua.

Exemplo 2.18 Seja X um espago topologicoe @ # Y C X. Ainclusao i : Y — X dada
por i(x) = x é uma funcdo continua. De fato, seja U um aberto nao vazio de X, temos
que i }(U) = U NY, que ¢ um aberto em Y na topologia do subespago. Em particular,
a aplicacao identidade é uma funcao continua.

Proposicao 2.6 Sejam f: X — Y funcao, onde X,Y sao espagos topologicos e B uma
base para a topologia em Y. Entao f é continua se f~!(B) é aberto em X para todo
B e B.

Demonstracao: Seja V C Y um aberto. Entao, existem B, € B, a € I, tal que

V:UBw

acl

Logo,

f‘%V3:=f_1<LJE%> = J (B

acl ael

Como f~(B,) é aberto em X para cada o € I, temos que f~1(V) & aberto em X.
Portanto, f é continua. |



Proposicao 2.7 Sejam X e Y espagos topologicos e f : X — Y funcao. Entao as
seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) f é continua;

(b) Para todo subconjunto E de X, temos f(E) C f(E);

(c) Para todo subconjunto fechado F' de Y, o conjunto f~!(F) é fechado em X;
)

(d) Para cada z € X e cada vizinhanca V de f(x), existe uma vizinhanca U de z tal que
fU)cV.

Definicao 2.11 Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma bijecao. Se f e
f~1:Y — X sdo continuas, entdo chamaremos f de homeomorfismo.

Definigao 2.12 (Semicontinuidade Superior) Sejam X um espago topologico e f :
X — Z. Dizemos que f é semicontinua superiormente se para cada r € X, existe
uma vizinhanca U de x tal que para cada 2’ € U, f(2') < f(x).

Exemplo 2.19 A funcao

f:R—=Z

o —1,sex <0
. l,sex >0

é semicontinua superiormente, a0 passo que

fR—=Z

s —1,8e x>0
1,sexz <0

nao é semicontinua superiormente.

2.2 Algebra Comutativa

Nesta secdo revisaremos alguns conceitos de Algebra imprescindiveis para o desenvol-
vimento do trabalho. Para isso, usamos como referéncia principal [5] e como referéncia
auxiliar [23].

Anéis e Homomorfismos de Anéis

Defini¢ao 2.13 Um anel A é um conjunto com duas operagoes binarias (adi¢ao e mul-
tiplicacao) tal que

¢ um grupo abeliano com respeito a adicao (isto é, em um elemento neutro,
1) Aé g beli ito & adicao (isto é, A t | t t
denotado por 0, e cada € A tem um inverso (aditivo), denotado por —x);

(2) A multiplicagao é associativa, isto é, (zy)z = x(yz) e distributiva sobre a adi¢ao, ou
sejax(y+z) =xy+zze (y+2)r=yx+ 2z,

Iremos considerar apenas os anéis que sao comutativos:

10



(3) xy = yx para todo x,y € A,
E que tem um elemento unidade (denotado por 1):
(4) 31 € A tal que 1 = 1z = 2 para todo = € A.
O elemento unidade é entao unicamente determinado.

A partir de agora, sempre que aparecer a palavra “anel”’, estaremos nos referindo a um
anel comutativo com unidade, isto ¢, um anel satisfazendo os axiomas (1) ao (4) acima
enumerados.

Observagao 2.2 Nao excluimos a possibilidade em (4) que 1 possa ser igual ao 0. Se
isso acontecer, entao para qualquer x € A, temos

r=x1=20=0

e assim, A tem apenas um elemento, 0. Neste caso, A é o anel zero, denotado por 0, por
um certo abuso de notacao.

Definigao 2.14 Um homomorfismo de anéis é uma aplicacao f de A em B tal que

i) f(x+y) = f(x)+f(y) (assim, f é um homomorfismo de grupos abelianos, e portanto,
também f(z —y) = f(z) — f(y), f(—2) = —f(z) e f(0) = 0);

i) flazy) = f(2)f();
iii) f(1) =1.
Em outras palavras, f respeita a adi¢ao, a multiplicacao e o elemento unidade.

Definicao 2.15 Um subconjunto S de um anel A é um subanel de A se S é fechado sob
adicao e multiplicagdo e contém o elemento unidade de A.

A aplicagao de inclusao de S em A é entao um homomorfismo de anéis. Se f: A — Be
g : B — C sao homomorfismo de anéis, entdao go f : A — C' também é um homomorfismo
de anéis.

Ideais e Anéis Quocientes

Definicao 2.16 Um ideal I de um anel A é um subconjunto de A que é um subgrupo
abeliano e é tal que AI C [ (isto é, dados x € A e y € I temos que zy € I). O grupo
quociente A/l herda unicamente uma multiplicacdo definida em A que o transforma
em um anel, chamado o anel quociente (ou anel das classes residuais) A/I. Os
elementos de A/I sao classes de I em A, e a aplicacdo ¢ : A — A/I que associa cada
x € A asua classe x+ I é um homomorfismo sobrejetor de anéis. De forma mais explicita,

All={z=xz+1I|z € A}

onde z+1 =y+1 < x—y € I, com a multiplicagdo herdada de A, ouseja, T-y =T - ¥.
A aplicacao
¢ A— AJI
xr— T=x+1,ondexec A

¢ chamada de projegao candnica ou homomorfismo canénico.
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Uma relagdo muito importante entre o anel A e o anel quociente A/I, é conhecida como
o Teorema de Correspondéncia entre ideais, enunciado abaixo.

Teorema 2.1 (Teorema da Correspondéncia entre Ideais) Existe uma bijegdo que
preserva ordem entre os ideais J de A que contém I, e os ideais J de A/I, dada por
J=¢1(J).

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.1, Capitulo 1 de [5].

|

Se f: A — B ¢ qualquer homomorfismo de anéis, o nticleo de f (= f~1(0)) é um

ideal I de A, e a imagem de f (= f(A)) é um subanel C de B; e f induz um isomorfismo

(homomorfismo bijetor) de anéis A/I = C. As vezes usaremos a notacio = = y (mod I);
isto significa que r —y € .

Divisores de Zero, Elementos Nilpotentes e Invertiveis

Definicao 2.17 Um divisor de zero em um anel A é um elemento = que “divide 07,
isto é, para o qual existe y # 0 em A tal que xry = 0. Um anel que nao tem divisores
de zero distinto de 0 (e em que 1 # 0) é chamado um dominio integral ou dominio
de integridade. Por exemplo, o conjunto dos ntimeros inteiros Z e o anel de polinémios
klxy,..., 2z, (k um corpo e x; indeterminadas) sao dominios integrais.

Definigao 2.18 Um elemento z € A ¢ nilpotente se 2™ = 0 para algum n > 0.

Exemplo 2.20 Seja A = Zy = Z/4Z e x = 2. Temos que 2° =22 =1 =0 e portanto, 2
¢ um nilpotente e um divisor de zero em A.

Proposigao 2.8 Seja A um anel. Todo nilpotente de A é um divisor de zero.

Demonstragao: O caso x = 0 é trivial. Suponha, entdao, que x # 0 é nilpotente em
A. Assim, existe n > 1 tal que 2™ = 0. Considere C' = {r € Z>;|2" = 0}. Observe
inicialmente que C' # @, pois n € C. Além disso, C é limitado inferiormente por 2. Pelo
Principio da Boa Ordenacao, C' tem um elemento minimal. Seja m > 2 este elemento
minimal. Temos que

m—1

O=am=a""1zea™ ' #0, uma vez que m — 1 ¢ C.

A reciproca da Proposi¢ao 2.8 acima nao é verdadeira como nos mostra o exemplo
abaixo.

Exemplo 2.21 Considere A o anel das funcoes f : {0,1} — R. Provemos que A tem
elementos divisores de zero que nao sao nilpotentes. Para tanto, sejam f; : {0,1} — R
e fo : {0,1} — R tais que f1(0) = 0, fi(1) =1, f2(0) = 1 e fo(1) = 0. Observe que
fifo =0, com fi, fo # 0. Porém, como f{' = f;, temos que nao existe nenhum n de tal
modo que f{* = 0. Assim, f; é um divisor de zero, mas nao ¢ nilpotente.

Definicao 2.19 Um invertivel em A é um elemento x que “divide 17, isto é, um elemento
x tal que xy = 1 para algum y € A. O elemento y é entdo unicamente determinado por
z, e denotado por z71. Os invertiveis em A formam um grupo abeliano com respeito &
multiplicacao.
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Definicao 2.20 Os multiplos ax de um elemento z € A formam um ideal principal,
denotado por (z) ou Az. Assim,

x ¢ um invertivel <= (z) = A = (1).
O ideal zero (0) é geralmente denotado por 0.

Definicao 2.21 Um ideal I de A é dito principal se ele é gerado por um tnico elemento
a € A, ou seja, I = (a), isto significa que: se a = zy entdo x ou y é um invertivel em A.
Dizemos que A é um anel principal se todo ideal de A é principal.

Definigao 2.22 Um corpo é um anel A em que 1 # 0 e cada elemento nao nulo é um
invertivel. Assim, todo corpo é um dominio integral (mas nao vale a reciproca: Z é um
dominio que ndo é um corpo, pois seus Gnicos inveriveis sdo 1 e —1).

Exemplo 2.22 Seja k um corpo algebricamente fechado, ou seja, todo polinémio em k|x]
de grau nao nulo possui (pelo menos) uma raiz em k, onde k[x] denota o anel de polinémios
na variavel = com coeficientes em k. O anel de polindomios em uma variavel A = k[x] é um
anel principal. De fato, como k é algebricamente fechado, os inicos elementos irredutiveis
de k[x] sdo os polinomios de grau 1. Logo, considere um ideal I = (f,g) C k[z] gerado
por dois elementos irredutiveis f = ag + a1x e g = by + byx, entao temos que

blf —a19 = bl(ao + Cll.’K) — al(bo + bll’)
= b1a0 + blalx — (Ilbo — alblx

= b1a0 - albo.

Note que b1 f — a1g € I, mas by f — a1g = bjag — a1bg € uma constante. Como k é um
corpo, existe ¢ € k tal que (b f —a1g9)c = 1. Como f,g € I, temos que 1 € I. Isso implica
que I = (1), logo I = (1) = A = k[z] é principal. Portanto, k[x] é um anel principal.
Ja no anel de polindmios em duas variaveis k[z,y|, o ideal (z + 1,y — 1) C k[x,y] ndo é
principal, pois nao pode ser gerado por um tnico elemento.

Proposicao 2.9 Seja A um anel nao nulo. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalen-
tes:

(a) A éum corpo.
(b) os tnicos ideais em A sdo 0 e (1) = A.
(¢) todo homomorfismo de A em B (um anel # 0) é injetor.

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 1.2, Capitulo 1 de [5].

Ideais Primos e Ideais Maximais

Definicao 2.23 Um ideal p em A é primo se p # (1) e sempre que xy € p tivermos
r €pouy € p. Umideal m em A é maximal se m # (1) e se ndo existe nenhum ideal
I tal que m & I & (1). Um anel A é dito um anel local, se A possui apenas um ideal
maximal. O corpo k = A/m é chamado o corpo residual de A. Um anel com apenas
um numero finito de ideais maximais ¢ chamado semi-local.
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Exemplo 2.23 Seja A = Z, entao todo ideal da forma (p) com p € Z, p um nimero
primo, é primo e maximal. De fato, sejam a,b € Z tais que ab € (p). Assim, p divide
ab. Como p é primo, entao p divide a ou p divide b, noutras palavras, a € (p) ou b € (p).
Portanto, (p) é um ideal primo. Para ver que (p) é também um ideal maximal, suponha
que exista d € Z tal que (p) & (d) C Z e tome x € (d) \ (p). Dessa forma, p nao divide z,
em outras palavras, x ndo é um multiplo de p. Porém, p é primo, assim m.d.c.(p, x) = 1.
Isto significa que, existem «a, 3 € Z tais que ap + Sz = 1. Como (p) C (d) e x € (d),
devemos ter 1 = ap + fzx € (d), logo (d) = Z. Portanto, (p) é um ideal maximal.

Exemplo 2.24 Seja [ = 6Z C Z. Observe que 2-3 =6 € I, mas 2,3 ¢ I, isto implica
que I nao é primo. Note também que I nao ¢ maximal, pois [ & 3Z & Z. Seja k um
corpo, entao os tnicos ideais de k sdo (0) e k. Logo, (0) é ideal maximal de k e portanto,
k é um anel local. Por fim, considere o anel de polinomios em uma variavel k[z]. Nesse
anel, os ideais (x) e (z + 1) sdo maximais, logo k[x] ndao ¢ um anel local.

Exemplo 2.25 No anel de polindmios A = k[z], um ideal é primo se, e somente se, ele
é gerado por um elemento irredutivel. Por exemplo, o ideal gerado por (22 — 4) nao é
primo, pois (z +2), (z — 2) ¢ (z* — 4) mas (x +2)(x — 2) € (z* — 4).

Proposigao 2.10 O ideal (0) é primo se, e somente se, A é um dominio integral.

Demonstracao: De fato, se (0) é primo, entdo dados a,b € A tais que ab = 0 € (0)
temos que a € (0) ou b € (0). Logo, a =0 ou b = 0. Portanto, A é um dominio integral.
Por outro lado, suponha que A seja um dominio integral e considere a,b € A tais que
ab € (0). Assim, ab = 0. Como A ¢ um dominio integral, devemos ter a = 0 € (0) ou
b=0 € (0). Portanto, (0) é um ideal primo.

Proposigcao 2.11 Seja A um anel. Todo ideal maximal de A é primo.

Demonstracao: Seja m um ideal maximal de A e sejam a,b € A tais que ab € m.
Suponha que a ¢ m e provemos que b € m. Considere o ideal I = m + (a). Como
a € I'\'mem éum ideal maximal, temos que m + (a) = A. Assim, existem o € A e
£ € m tais que 1 = 8 + aa e dai, multiplicando por b, obtemos que b = 8b + aab € m.
Portanto, m é primo.

[ |
A reciproca da Proposicao 2.11 acima nao é valida como nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 2.26 Considere o ideal (0) C Z. Como Z é um dominio integral, temos que
(0) é primo. Porém, observe que (0) ndo é maximal, pois (0) & 27Z & Z.

Se f: A — B ¢ um homomorfismo e ¢ ¢ um ideal primo em B, entdao f~!(q) &
um ideal primo em A. De fato, sejam a,b € A tais que ab € f~!(g). Dali, temos que
f(ab) € q. Como f & um homomorfismo, segue que f(ab) = f(a)f(b). Logo, temos que
fla)f(b) = f(ab) € q. Como g é um ideal primo, segue que f(a) € q ou f(b) € q e
portanto, a € f~!(¢q) ou b € f~(q). Além disso, poderfamos ter argumentado também
que A/f71(q) & isomorfo a um subanel de B/q e assim nao tem divisores de zero nao
nulos.

Porém, se n ¢ um ideal maximal de B, ndo é necessariamente verdade que f~'(n) é
maximal em A. Por exemplo, seja f : Z — Q o homomorfismo “inclusao” de anéis. Como
Q é um corpo, o ideal (0) de Q é maximal. Como f é injetor (porque é a inclusao), segue
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que o ideal f71(0) = ker (f) = (0). Porém, (0) nao ¢ um ideal maximal em Z, porque Z
nao ¢ um corpo. Por outro lado, como Z ¢ um dominio integral, entao (0) = f~'(0) ¢ um
ideal primo em Z.

Proposicao 2.12 Seja A um anel. Temos que
(a) A/p é um dominio integral se, e somente se, p é primo;
(b) A/m é um corpo se, e somente se, m é maximal.

Demonstracgao:

(a) Suponha que A/p seja um dominio integral e sejam a,b € A tais que ab € p. Assim,
@b = ab = 0. Como A/p é um dominio integral, devemos ter @ = 0 ou b = 0. Logo,
a € poub € pe portanto, p é um ideal primo. Reciprocamente, suponha que p seja
um ideal primo e tome a,b € A de modo que ab = 0, logo ab € p. Como p é primo,
segue que a € p ou b € p e portanto, a = Ooub=0ce assim, A/p é um dominio
integral.

(b) Suponha que A/m seja um corpo e suponha que m & I C A. Tome x € I\ m. Assim,
Z # 0. Como A/m & corpo, existe y € A\ m tal que 7y = 7 -y = 1. Com efeito,
1 —xy € m C I. Porém, xy € I implica que 1 € [ e assim, [ = A. Portanto, m é
maximal. Reciprocamente, suponha que m seja maximal e seja x € A tal que T # 0.
Assim, x ¢ m e dai, m + (x) = A, pois m é maximal. Dessa forma, existem o € m e
p € A\ m tais que o + fx = 1. Passando para o quociente A/m, temos que

I=a+pr=a+pz=Px=p 7.

Portanto, A/m é um corpo.

Observacao 2.3 Seja A um anel tal que para todo z € A existe n > 1 tal que 2" = .
Neste caso, todo ideal primo de A é maximal. De fato, seja p C A um ideal primo. Pelo
item (b) da Proposi¢do 2.12 acima, é suficiente mostrar que A/p é wm corpo, pois isto
equivale a dizer que p é maximal. Seja x € A\ p. Assim, existe n > 1 tal que z" = x.
Dai,

T=1"=z-2" =72 1=7-7""' = 3(1-7"") =0.

Como p é primo, pelo item (a) da Proposi¢ao 2.12 acima, temos que A/p é um dominio
integral, como T # 0, devemos ter 1 — "' = 0, implicando que 1 = z"~!. Portanto,
7" 2.7 =1. Como n > 2, entdo n — 2 > 0 e dai T & invertivel, o que mostra que A/p é
um corpo.
Exemplo 2.27 Considere o anel A; = k[z,y]/(x,y*). Observe que

Ay ={a+by|ab ek} =klyl/(y?).

Agora, note que y € (x,9%), mas y-y = y? € (x,9%). Portanto, o ideal (x,4?) nao é primo
e A; nao é um dominio.
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Exemplo 2.28 Considre Ay = k[z,y]/(z% y*). Observe que o ideal (22, y?) nao ¢ primo

em k[z,y|, uma vez que z -z = 2% € (2%,y%) mas x ¢ (22, y?), pois para todo polinomio

nao nulo f € (2%, y?) temos que deg f > 2 e deg x = 1. Assim, Ay nao é um dominio.

Os ideais primos sao de suma importancia em Algebra Comutativa, o teorema a seguir
garante a existéncia de ideais maximais (e portanto, primos).

Teorema 2.2 Todo anel nao nulo A possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstragdo: Ver Teorema 1.3, Capitulo 1 de [5].

Corolario 2.1 Se I # (1) é um ideal de A, entao existe um ideal maximal J de A tal
que I C J.

Demonstragdo: Ver Corolario 1.4, Capitulo 1 de [5].

Corolario 2.2 Todo nao invertivel de A estd contido em um ideal maximal.

Demonstrag¢do: Ver Corolario 1.5, Capitulo 1 de [5].

Proposicao 2.13

(a) Sejam A um anel e m # (1) um ideal de A tais que todo = € A\ m é um invertivel
em A. Entdo A é um anel local e m é seu ideal maximal.

(b) Sejam A um anel e m um ideal maximal de A, tais que todo elemento de 1+ m (isto
é, todo 1 4 z, onde z € m) é um invertivel em A. Entao A é um anel local.

Demonstrac¢do: Ver Proposigao 1.6, Capitulo 1 de [5].

Nilradical e Radical de Jacobson de um Anel

Defini¢ao 2.24 O conjunto N(A) de todos os elementos nilpotentes, ou seja, os elemen-
tos x € A tais que " = 0 para algum n > 0 em A é chamado o nilradical de A.

Proposigao 2.14 O nilradical de A é um ideal de A e A/N(A) nao possui elemento
nilpotente diferente # 0.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.7, Capitulo 1 de [7].

|
A proposicao seguinte da uma defini¢ao alternativa para o nilradical de um anel.
Proposicao 2.15 O nilradical de A é a intersegao de todos os ideais primos de A.
Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.8, Capitulo 1 de [5].
[ |

Observagao 2.4 Se A ¢ um dominio integral, entdo N(A) = (0). De fato, se A ¢ dominio
integral, entdao (0) é um ideal primo de A. Dai
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NAa = ) p=00)

pcA ideal primo
Exemplo 2.29 Considere os seguintes anéis:

Az = klz, yl/(xy) e Ay = klz, y]/(2?).

Note que A3 ndo é um dominio integral, pois xy ndo é irredutivel e portanto (ry) ndo
é primo. A, também ndo é dominio, pois 22 nao ¢ irredutivel e isso implica que o ideal
(2%) nélo é primo. Observe que T é um nilpotente em Ay, pois 72 = 22 = 0. Além disso,
As ndo possui nilpotentes. De fato, seja f € k[z,y] tal que f = f» =0 € A;. Assim,
f™ € (zy). Dai, f* = (zy)g para algum g € k[x,y]. Dessa forma, z|f™" e y|f™. Logo, x|f
e y|f. Com efeito, zy|f. Isto, por sua vez, implica que f = 0 € k[z,y]/(zy). Observe que
N(A3) = (0) mas ele ndo é primo, uma vez que A3 nao é um dominio integral. Observe
ainda que N(Ay) = (T) é primo pela Proposicao 2.12, pois A4/(T) = k[y] que é um
dominio integral.

Exemplo 2.30 Considere o anel A5 = k[z,y|/(z,y). Afirmamos que o ideal (x,y) ¢é
maximal em k[z,y]. De fato, suponha que (z,y) nao seja maximal. Entao existe um ideal
I C k[z,y] tal que (z,y) & I. Observe que (z,y) contém todos os polinomios de k|x,y]
que ndo possuem o termo constante. Assim, existe ¢ € I Nk \ {0} e ¢ ¢ (z,y). Mas,
como c¢ é invertivel, entdo I = k[z,y| e dai A5 é um corpo. Doutra forma, poderiamos
argumentar que k[z,y]/(z,y) = k e k € um corpo. Como A é um corpo, entdo devemos
ter N(As) = (0) primo pela Proposicao 2.12.

Definigao 2.25 O radical de Jacobson J(A) de A é definido como sendo a intersegao
de todos os ideais maximais de A, e pode ser caracterizado como segue.

Proposicao 2.16 = € J(A) <= 1 — xy é um invertivel em A para todo y € A.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.9, Capitulo 1 de [5].

Operacoes em Ideais

Se I e J sao ideais em um anel A, sua soma [ +.J é o conjunto de todos os x 4y, onde
x €1 eye J. Este é o menor ideal contendo I e J. Mais geralmente, podemos definir a
soma, Z I, de uma familia qualquer de ideais I, de A; seus elementos sao todas as somas

«

Z T, onde z, € I, para todo « e quase todos os x, (isto é, exceto num conjunto finito)
sao zero. Este é o menor ideal de A que contem todos os ideais I,,.

A intersegao de qualquer familia (I,) de ideais é um ideal. Portanto os ideais de A
formam uma cadeia finita com respeito a inclusao.

O produto de dois ideais [ e J em A é o ideal I.J gerado por todos os produtos zy,
onde x € [ ey € J. Este é o conjunto de todos as somas finitas Z ToYo Onde cada x, € 1

e Yo € J. Similarmente, podemos definir o produto de qualque? familia finita de ideais.
Em particular, as poténcias I” (n > 0) de um ideal [ estdo definidas. Por convencao,
I° = (1) = A. Portanto, I" (n > 0) ¢ o ideal gerado por todos os produtos x1zs - -z,
onde cada fator x; pertence a I.
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Exemplo 2.31

(a) Se A=7,1=(m), J = (n), entdo I +.J é o ideal gerado pelo maximo divisor comum
de men; INJ é o ideal gerado pelo minimo miltiplo comum de m e n; e I.J = (mn).
Portanto, neste caso, [J = I NJ <= m,n sao coprimos (isto é, m.d.c.(m,n) = 1).

(b) Se A = k[xq,...,x,], I = (x1,...,2,) (0 ideal gerado por zy,...,x,). Entao I"™ é o
conjunto de todos os polindémios sem termos de grau menor que m.

As trés operagoes até agora definidas (soma, interse¢ao e produto) sao todas comutati-
vas e associativas. Também existe a Lei Distributiva: I(J+ L) = IJ+1L. No anel Z, N e
+ sao distributivas uma sobre a outra. Em geral, este nao é o caso, e o melhor que temos
nesta direcao é a Lei Modular: IN(J+L)=INJ+INLsel 2 Joul 2 L. Novamente,
em Z, temos (I +.J)(I NJ) = IJ; mas em geral, temos apenas (I + J)(I NJ) C I.J (pois,
I+ H)(InJ)y=IINJ)+JInNJ)C1J). Claramente, [J CINJ, assim INJ =1J
(pois INJ C IJ) desde que I + J = (1) = A.

Definicao 2.26 Dois ideais I e J sdo coprimos (ou comaximais) se [ +J = (1) = A.
Portanto, para ideais coprimos temos I N J = [.J. Certamente dois ideais, [ e J sao
coprimos se, e somente se, existe x € [ e y € J tais que x +y = 1.

n
Definicao 2.27 Sejam Ay, ..., A, anéis. Definimos o produto direto A = H A, sendo
i=1
o conjunto de todas as sequéncias z = (z1,...,2,) tais que z; € A; (1 <i < n) e adicdo
e multiplicacao componente a componente. O anel A é um anel comutativo cuja unidade
é o elemento (1,...,1). Temos projecoes p; : A — A; definidas por p;(z) = x; que sdo
homomorfismos de anéis.

Definicao 2.28 Seja A um anel e [, ..., [, ideais de A. Definimos um homomorfismo

de anéis ¢ : A — H<A/IZ> pelalei ¢p(z) = (v + I1,...,x + I,).

i=1
Proposicao 2.17

(a) Se I; e I; sdo coprimos sempre que ¢ # j, entao HIZ- = ﬂ[i.
(b) ¢ é sobrejetiva <= I, e I; sdo coprimos sempre que i # j.
(c) ¢ & injetiva <= ()1 = (0).

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.10, Capitulo 1 de [5].

Proposicao 2.18
(a) Sejam py,...,p, ideais primos e seja [ um ideal contido em Upi. Entao, I C p; para

. i=1
algum 1.

(b) Sejam Iy,..., 1, ideais e seja p um ideal primo contendo ﬂ[i. Entao, p O I; para
i=1

algum 7. Se p = ﬂ]i, entao p = [; para algum 1.
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Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.11, Capitulo 1 de [5].

Se I e J sao ideais em um anel A, definimos o quociente de ideais como sendo
(I:J)={x€ Az C I}
que também é um ideal de A. De modo particular, (0 : J) é chamado o aniquilador de J
e também é denotado por Ann(.J), este é o conjunto de todos os x € A tais que xJ = 0.

Nesta nota¢ao, o conjunto de todos os divisores de zero em A ¢ D(A) = U Ann(zx). Se J

x#0
¢ um ideal principal, digamos J = (z), escrevemos muitas vezes (I : z) em vez de (I : (x)).

Exemplo 2.32 Se A = Z, I = (m) e J = (n), onde, digamos que m = Hp“P e
P
n= Hp”?’, entdo (I : J) = (¢) onde ¢ = Hp”"’ ey, = max{y,—1p, 0} = p,—min{u,, v, }.
P P
Assim, ¢ = m/(m,n), onde (m,n) é o maximo divisor comum de m e n.

Definigao 2.29 Seja [ um ideal de um anel A, definimos o radical de I, como sendo
r(I) ={x € A|x™ € I para algum inteiro n > 0}.

Dizemos que um ideal I é radical quando I = r(I). Se ¢ : A — A/I é o homomorfismo
canonico, entao 7(I) = ¢~ H(N(A/I)) e assim, 7(I) é um ideal.

Exemplo 2.33 Considere o ideal (z?) C k[x] e provemos que r((z?)) = (z) e portanto,
(?) é um ideal que nao é radical. De fato, dado y € (), existe o € k[x] tal que y = ax
e portanto, y* = (az)? = a*z? € (2?). Por outro lado, se y € 7((2?)), entdo existe n € N
tal que y" € (2?) C (z). Como (x) é um ideal primo, segue que y € (z). Além disso,
claramente (x) # (2%), uma vez que z € (z) e x & (2?).

Proposicao 2.19 Seja A um anel. Se p é um ideal primo em A, entao p é radical.

Demonstracdo: Claramente, temos que p C r(p). Por outro lado, se x € r(p), entao
existe n > 0 inteiro tal que 2" € p. Como p é um ideal primo, devemos ter z € p.
Portanto, p = r(p) e p é um ideal radical.

Proposicao 2.20 O radical de um ideal I ¢ a intersecao de todos os ideais primos que
contém [.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.14, Capitulo 1 de [5].

[ |
Proposicao 2.21 O conjunto dos divisores de zero de A, pode ser expresso como
D(A) = | r(Ann(x)).
z#0
Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.15, Capitulo 1 de [5].
[ |

Proposigao 2.22 Sejam [ e J ideais em um anel A tais que r(I) e r(J) sdo coprimos.
Entao, I e J sao coprimos.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.15, Capitulo 1 de [5].
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Extensao e Contracao

Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Se [ ¢ um ideal em A, o conjunto f(I)
nao é necessariamente um ideal em B (por exemplo, considere f o mergulho dos inteiros
Z em Q, o corpo dos racionais, e tome qualquer ideal I ndo nulo em Z). Definimos a
extensao I¢ como sendo o ideal gerado por Bf(I), ou seja, o ideal gerado por f([) em B,

explicitamente, I é o conjunto de todas as somas Zyaf(:ra) onde z, € [ ey, € B.

(0%
Se J é um ideal de B, entao f~!(J) é sempre um ideal em A, chamado a contragao de
J e denotado por J¢. Se J é um ideal primo, entao J¢ também é primo. Se [ é primo, [¢
nao é necessariamente um ideal primo (por exemplo, f: Z — Q, I # (0), entdo I° = Q,
que nao é um ideal primo). Podemos fatorar f como segue:

AL f4) LB

onde p é sobrejetiva e j é injetiva. Um exemplo classico provém da teoria de nimeros
algébricos.

Exemplo 2.34 Considere Z — Z[i], onde i = v/—1. Um ideal primo p de Z pode ou ndo
ser primo quando extendido para Z[i]. Na verdade, Z[i] ¢ um dominio de ideais principais
porque ele é um dominio euclidiano, isto ¢, um dominio de integridade onde o Algoritmo
de Euclides é valido) e a situagao é como segue:

(a) (2)°

(b) Se p =1 (mod 4), entdo p° é o produto de dois ideais primos distintos (por exemplo,
(5)" = (2+4)(2—1d);

((1+14)?%), o quadrado de um ideal primo em Z[i[;

(c) Se p =3 (mod 4), entao p¢ é primo em Z][i].

Destes, (b) ndo ¢ um resultado trivial. Ele ¢ efetivamente equivalente ao Teorema de
Fermat que diz que um primo p = 1 (mod 4) pode ser expresso, essencialmente unicamente
como a soma de dois quadrados de inteiros (por exemplo, 5 = 22 + 12, 97 = 9% + 42, etc.).

Na verdade, o comportamento de ideais primos sob extensoes desse tipo é um dos proble-
mas centrais da teoria de niimeros algébricos.

Proposicao 2.23 Sejam f: A — B, I e J como antes. Entao
(a) ICI“e JDJe
(b) Jc — Jcec e ]e — Iece;

(c) Se C' & o conjunto dos ideais contragdes em A e E é o conjunto dos ideais extensoes
em B, entao C = {I[|[* =1} e E = {J|J* = J}. Além disso, [ — I° é uma
aplicacao bijetiva de C' em E, cuja inversa é J — J° Mais ainda, o conjunto dos
ideais F ¢é fechado sob soma e produto, e C' é fechado sob as outras trés operacoes.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 1.17, Capitulo 1 de [5].
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Moédulos e Sequéncias Exatas

Definigao 2.30 Seja A um anel. Um A-moédulo é um par (M, p) onde M é um grupo
abeliano e p : A x M — M & uma aplicagao tal que p(a, m) = am e, para todo a,b € A
e m,n € M satisfaz:

)
b) (a+b)ym = am + bm;
(¢) (ab)m = a(bm);
(d) Im=m

Exemplo 2.35 Um ideal I de A é um A-moédulo . Em particular, A é um A-moédulo.
Se A = k é um corpo, entao um A-modulo é um k-espaco vetorial. Se A = Z entao um
A-modulo é um grupo abeliano, onde definimos nm = m + ... +m. Se A = k[z| onde k
¢ um corpo, entdo um A-moédulo é um k-espaco vetorial com uma transformacao linear.

Definigao 2.31 Sejam M e N dois A-médulos. Uma aplicacao f : M — N é um A-
homomorfismo se, para todo a € A e my, my € M, tivermos:

(a) f(mi+mg) = f(m1)+ f(ma);
(b) flamy) = af(m).

Dessa forma, f é um homomorfismo de grupos abelianos que comuta com a agao de
cada a € A. Além disso, a composicao de A-homomorfismos de A-mddulos é um A-
homomorfismo.

Definicao 2.32 Seja M um A-moddulo. Um submédulo M’ de M é um subgrupo de M
que ¢é fechado com rela¢do a multiplicagdo por elementos de A. O grupo abeliano M /M’
herda uma estrutura de A-médulo de M, definida por a(m + M') = am + M'. Logo,
chamaremos M /M’ de um A-médulo quociente de M por M.

Pelo Teorema da Correspondéncia entre Ideais 2.1, uma vez que um ideal pode ser visto
como um A-moédulo, podemos afirmar que a projecdo canoénica w: M — M /M’ é um A-
homomorfismo que induz uma correspondéncia biunivoca que preserva ordem (no sentido
da inlusao C), entre submodulos de M que contém M’ e submodulos de M /M.

Definicao 2.33 Seja f: M — N é um A-homomorfismo, definimos o nticleo de f como
sendo o conjunto ker (f) = {z € M| f(x) = 0} e a imagem de f como sendo o conjunto
Im(f)=f(M)={y € N|y= f(z) para algum z € M}.

Observagao 2.5 O ker (f) ¢ um submodulo de M e Im(f) ¢ um submodulo de N.

Definigao 2.34 O conftcleo de f é um moédulo quociente de N definido como

coker (f) := %()
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Se m é um elemento de M, o conjunto de todos os multiplos de m definido por
{am]a € Aem € M}, é um submdédulo de M, denotado por Am ou (m). Se um modulo

M = ZAmi dizemos que os m/s formam um conjunto de geradores de M, isto
iel

significa que todo elemento de M pode ser expresso (ndo necessariamente de forma tnica)

como uma combinacao linear finita dos m/s com coeficientes em A. Um A-médulo é dito

finitamente gerado se ele tem um conjunto finito de geradores.

Definigao 2.35 Se (M;);c; ¢ uma familia de A-modulos, podemos definir a soma direta

@Mi, seus elementos sao (m;);e; tais que m; € M;, para cada i € I, e quase todos z;
iel
sdo 0 (exeto uma quantidade finita).

Definicao 2.36 Um anel A ¢ dito um anel graduado com uma familia {4, },>¢ de

subgrupos aditivos de A, se A = @ A, e ApA, C Apan para todo m,n > 0.

n=0
Definigao 2.37 Um A-médulo livre é um A-mo6dulo isomorfo a @ M;, onde cada M; é
isomorfo a A como um A-mddulo. Um A-médulo livre ﬁnitame;ftle gerado é isomorfo
aA"=A& ... A, para algum n > 0.
Definigao 2.38 Uma sequéncia de A-modulos e A-homomorfismos

s My M T M,
é dita exata em M; se Im(f;) = ker(fi11). A sequéncia é exata se é exata em cada M,;.
Observacao 2.6 Em particular:
(a) 0 — M’ Iy M 6 exata = f € injetora;

(b) M L5 M" — 0 & exata < g é sobrejetora;

(c) 0 — M’ oM L MY 0 6 exata < f €& injetora, g é sobrejetora e Im(f) =
ker(g).

Uma sequéncia do tipo (¢) é chamada de sequéncia exata curta. Toda sequéncia exata
longa pode ser dividida em sequéncias exatas curtas.

Exemplo 2.36 Considere a sequéncia de A-médulos
0—1-14-% 4/T—0

onde [ é um ideal de A, f é a aplicacao inclusao e g a projecdo canonica. Dessa forma,
essa sequéncia é exata.

Definigao 2.39 Sejam M ,N e P trés A-moddulos, Uma aplicagao f : M x N — P ¢é
chamada A-bilinear se, para todo m,m’ € M, n,n’ € N e a € A, ela satisfaz:

(a) f(m + mlan) = f(m7n) + f(m’,n)
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(b) f(m,n + 77,/) = f(mvn) + f(mvn/)
(¢) flam,n) = f(m,an) = af(m,n)

Proposicao 2.24 Sejam M e N A-moédulos. Entao existe um A-moéodulo T' junto com
uma aplicacao A-bilinear g : M x N — T com as seguintes propriedades:

(a) Dados um A-modulo P e uma aplicagao A-bilinear f: M x N — P, existe um tnico
A-homomorfismo f': T — P tal que f = f'og.

(b) Se (T,g) e (T',¢') sdo dois pares que satisfazem essa propriedade, entao existe um
tnico isomorfismo j : T'— T" tal que jog=¢'.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 2.12, Capitulo 2 de [5].

[ |

O modulo T construido na proposicao anterior é chamado de produto tensorial de

M e N, e serd denotado por M ®4 N. O produto tensorial M ®4 N é gerado pelos

elementos m ® n, onde m € M e n € N, chamaremos um elemento deste tipo de tensor

elementar. Se (m;);c; e (nj);es sdo familias de geradores de M e N, respectivamente,

entao os elementos m; ® n; geram M ®4 N. Em particular, se M e N sao finitamente
gerados entao M ®4 N também é.

Proposicao 2.25 Seja
M LML M — 0

uma sequéncia exata de A-moédulos e A-homomorfismo, e seja N um A-mddulo qualquer.
Entao a sequéncia

MoN-MeoN -2 M 9N —0
¢ exata.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 2.18, Capitulo 2 de [5].

|

O funtor Ty : M — M ®4 N na categoria de A-mo6dulos nao é, em geral, exato.

Se Ty é exato significa que o tensor com N transforma todas as sequéncias exatas em
sequéncias exatas, entao N é dito ser um A-mdédulo plano.

Proposigao 2.26 Seja N um A-modulo, as afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(a) N é plano.

(b) Se 0 — M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia de A-modulos exata, entdo a
sequéncia tensorizada

00— M"QN —MIN —M N —0

¢ exata.
(c) Se f: M"— M é injetora, entdo f®1: M'® N — M ® N & injetora.

(d) Se f: M" — M é injetora e M, M’ sdo finitamente gerados, entdo f®@1: M'®@ N —
M ® N é injetora.

23



Demonstrag¢do: Ver Proposicao 2.19, Capitulo 2 de [5].

Definigao 2.40 Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Se a € Ae b € B
definimos o produto ab := f(a)b. Logo, B tem estrutura de A-mddulo e estrutura de
anel. Chamamos o anel B equipado com sua estrutura de A-moédulo de A-algebra.

Anéis de Fracoes e Localizacao

Definicao 2.41 Sejam A um anel e S C A um subconjunto nao vazio. Dizemos que S é
um conjunto multiplicativamente fechado se:

(a) 1€ 5;
(b) st € S, para todo s,t € S.

Definicao 2.42 Sejam A um anel e S um subconjunto multiplicativamente fechado de
A. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia em A x S:

(a,s) ~(d',s') & (as —d's)u=0
para algum u € S.

Claramente esta relacao é reflexiva e simétrica. Mostremos que é transitiva, suponha que
(a,s) = (b,t) e (b,t) = (c,u). Entao, existe v,w € S tais que
(at —bs)v=0¢e (bu —ct)w =0
= atv — bsv =0 e buw — ctw =0
= atvuw — bsvuw = 0 e buwsv — ctwsv = 0
= (au — cs)tvw = 0.
Como S é fechado para multiplicacdo, temos que tvw € S. Portanto, (a,s) ~ (¢, u).
a  — . . .
Denotamos por — = (a,s) a classe de equivaléncia de (a,s) € A x S e o conjunto
s

quociente é denotado por
AxS

STA = ={a/s|lac AeseS}.

Definimos as seguintes operacoes em S~ 'A:

a b at+bs a b ab
s t

st st st

. . . 1
Com essas operacoes, temos que S~'A é um anel comutativo com unidade, onde 1 éa

0
unidade e 1 ¢ o elemento neutro da adicao. Associado a S~ A temos um homomorfismo de

anéis ¢ : A — S7'A dado por ¥(a) = %, chamado de homomorfismo de localizagao.

Exemplo 2.37 Se A =C[z,y] e S = {2"|n € N} entdo S™'A = {f(x,y)/2" |n € N}.

Exemplo 2.38 Se A é um dominio integral e S = A\ 0, entao S™'A é o corpo de
fragoes de A. De fato, se (a,s), (b,t) € A x S sdo de tal modo que (a,s) ~ (b,t), entdo
existe u € S tal que (at — bs)u = 0. Como A é um dominio integral e u € S = A\ 0,
entao at — bs = 0, o que implica que at = bs.
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Exemplo 2.39 Sejam f € Ae S = {f"},>0. Observe que, para todo n,m > 0 temos
que

l=f0cSe frfm=frtmes.

Logo, S é um conjunto multiplicativamente fechado de A. Neste caso, o anel S™'A sera
denotado por Ay.

Proposigao 2.27 Seja p um ideal de A. Entao, S = A\ p é multiplicatiamente fechado
se, € somente se, p é primo.

Demonstracao: De fato, suponha que S é multiplicativamente fechado e ab € p. Su-
ponha também, por absurdo, que a e b nao pertence a p. Logo, a,b € S e, como S é
multiplicativamente fechado, temos que ab € S, contradi¢ao.

Por outro lado, se p é primo entao 1 € S. Por fim, suponha que a,b € S, assim, ab
nao pode pertencer a p (se ab € p, entdo a € p ou b € p, o que nao ocorre), logo ab € S.
Portanto, S é multiplicativamente fechado.

[ |

Neste caso em que S = A\ p, onde p ¢ um ideal primo, denotaremos S™'A por A, e

dizemos que A, ¢ a localizacao de A em p. Além disso, essa localizacao ¢ um anel local,
ou seja, A, possui um tnico ideal maximal.

A construgdo do anel S71A pode ser realizada com um A-moédulo no lugar do anel A.

Definigao 2.43 Seja M um A-mddulo, definimos a seguinte relagdo de equivaléncia em
M x S:

(m,s)=(m',s") & (ms' —m's)u =0
para algum u € S.

Seja pu: M — N um A-homomorfismo. Entao, temos um S~ A-homomorfismo de S~1A-
modulos induzido

Sy ST'M - STIN
m/s v p(m)/s

para todo m € M e s € S. Este homomorfismo satisfaz S~ (v o u) = (S7'v) o (S~ p).
Proposicao 2.28 A operaciao S~! é exata, isto é, se

VR VRS VL
é exata em M, entao

s g £ g

é exata em S™L1M.

Demonstrac¢do: Ver Proposigao 3.3, Capitulo 3 de [5].

Proposicio 2.29 Seja M um A-moédulo. Entdo os S~'A-modulos S™'M e S~ @4 M
sao isomorfos, mais precisamente, existe um tnico ismorfismo
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f:STTA9 M — S™'M
onde

f(§®m)=?,Va€A,meM,seS.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 3.5, Capitulo 3 de [5].

Corolario 2.3 S7'A é um A-moédulo plano.

Demonstragdo: Ver Corolario 3.6, Capitulo 3 de [5].

Anéis Noetherianos

Definicao 2.44 O anel A é chamado de Noetheriano se satifaz as seguintes condigoes
equivalentes:

(a) Todo conjunto ndo vazio de ideais de A tem um elemento maximal;
(b) Toda cadeia ascendente de ideais de A é estacionaria;

(c¢) Todo ideal em A é finitamente gerado.

Exemplo 2.40 O anel Z ¢ Noetheriano. De fato, como Z é um dominio de ideais prin-
cipais, todos os ideais sdo da forma (n), para algum n € Z. De modo geral, todo dominio
principal é Noetheriano, pois todo ideal em um dominio principal é gerado por um tnico
elemento, em particular, todo corpo é Noetheriano. Ja, o anel de polinémios k[z1, zs, . . ]
em um numero infinito de variaveis x,, nao é Noetheriano, pois a cadeia de ideais ascen-
dente (x1) & (z1,29) & ... é estritamente crescente.

Proposicao 2.30 Seja
0— M L2 M —0

uma sequéncia de A-modulos exata. Entao, M é Noetheriano se, e somente se, M’ e M”
sao Noetherianos.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 6.3, Capitulo 6 de [5].

Corolario 2.4 Se A é Noetheriano, entao A/I é Noetheriano para todo ideal I de A.

Demonstrag¢do: Ver Proposi¢ao 6.6, Capitulo 6 de |5].

Exemplo 2.41 Como Z é Noetheriano e a sequéncia

0—>nZ—>Z—>Zn::£—>O
nZ

é exata, para todo n > 0. Entao, pelo Corolario 2.4, o anel Z,, ¢ Noetheriano.
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Proposicao 2.31 Se A é Noetheriano e f é um homomorfismo sobrejetor de A para um
anel B, entao B é Noetheriano.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 7.1, Capitulo 7 de [7].

Proposigao 2.32 Se A é Noetheriano e S um subconjunto multiplicativamente fechado
de A, entao S7!A é Noetheriano.

Demonstrac¢do: Ver Proposigao 7.3, Capitulo 7 de [5].

Corolario 2.5 Se A ¢ Noetheriano e p é um ideal primo de A, entao A, é Noetheriano.
Com efeito, se f € A, entao Ay é Noetheriano.

Demonstragdo: Ver Corolario 7.4, Capitulo 7 de [5].

Teorema 2.3 (Toerema da Base de Hilbert) Se A Noetheriano, entdo o anel de po-
linémios A[x] é Noetheriano.

Demonstragdo: Ver Teorema 7.5, Capitulo 7 de [5].

Corolario 2.6 Se A é Noetheriano, entao Alzy,...,z,| é Noetheriano.

Demonstrag¢do: Ver Corolario 7.6, Capitulo 7 de [5].

Proposicao 2.33 Em um anel Noetheriano A, todo ideal I contém uma poténcia de seu
radical.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 7.14, Capitulo 7 de [5].

Corolario 2.7 Em um anel Noetheriano o nilradical é nilpotente.

Demonstragdo: Ver Corolario 7.15, Capitulo 7 de [5].

2.3 O Espectro Primo de um Anel

Nesta secao introduzimos um importante conceito: o espectro primo de um anel. A
principal referéncia para essa parte é [].

Definigao 2.45 Seja A um anel. Definimos o espectro de A, denotado por Spec(A)
como sendo o conjunto de todos os ideias primos de A, isto é

Spec(A) = {p C A|p é um ideal primo de A}.

Exemplo 2.42 Se A = k é um corpo, entdao Spec(A) = {(0)}. Se A = Z, entdo
Spec(A) = {(p)|p é primo} U {(0)}. Se A = C[z], entdo Spec(A) = {(z — o) |z0 €
Cu{0)}.
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Definicao 2.46 Seja F um subconjunto de um anel A. Definimos a variedade de E
como sendo o conjunto

V(E)={pC Al|p € Spec(A) e E C p}.
Exemplo 2.43 Seja A =Z, entdo a variedade de E = {6} ¢ V(E) ={(2),(3)}.
Proposigao 2.34 Seja F um subconjunto de um anel A. Entao vale que:
(a) Se I ¢ o ideal gerado por E, entao V(E) =V (I) =V (r(I));
(b) V({0}) = Spec(A) e V({1}) = &;
(¢) Se {Ey}taes € uma familia qualquer de subconjuntos de A, entao

1% (U Ea> = [ V(Ed);
aeJ aet

(d) V(I; N L) =V(I[11y) = V(1) UV (1), para todos os ideias I, Iy de A.

Demonstracao:

(a) (i) V(E)=V({): Sep e V(I), entao I C p. Como I é gerado por E, temos que
E C I. Logo, E C pe, assim, p € V(FE). Por outro lado, se p € V(FE) significa
que p contém todos os geradores de [, isto é, [ Cpep e V(I).

(i) V(I) = V(r(I)): Se p € V(r(I)), entao r(I) C p. Como I C r(I), temos
que I C p e, assim, p € V(I). Por outro lado, seja p € V(I). Além disso,
sabemos que r(I) é a interse¢ao de todos os ideias primos contendo I e, portanto,
p € V(r(I)).

(b) Como 0 € p, para todo p € Spec(A), entao V(0) = Spec(A) e, como 1 ndo pertence
a p, para todo p € Spec(A), entao V(1) = &.

(c) Sejam {E,}aes uma familia de subconjuntos de A e p € Spec(A). Entao, p contém

U E,, se, e somente se, p contém cada F,. Logo,
acJ

1% (U Ea> = [ V(Ea).

aet aet
(d) Sejam I e I ideais de A.
(i) V(I N 1Iy) = V(I113): Temos que
V(I11s) =V(r(I112) =V (r(l1N1l)) =V (I; N Iy).

(i) V(I1Is) = V(1) UV(Ily): Como I1I; esta contido em I e Iy, entdo V(I;) U
V(Iy) C V(I115). Por outro lado, se p é um ideal primo contendo [/, entao p
contém Iy ou Iy e, assim, V(I 1y) C V(I;) UV (I).
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Este resultado mostra que os conjuntos V(F) satisfazem os axiomas de conjuntos

fechados de um espaco topolégico. Tal topologia é chamada de topologia de Zariski e
o espago topolégico X é chamado o espectro primo de A, denotado por Spec(A).

Observagao 2.7 Os abertos D(f) = Spec(A) \ V(f), onde f € A, s@o chamados de
abertos principais e formam uma base da topologia de Zariski em A. De fato,

(i) Dado p € Spec(A). Como
D(1) = Spec(A) \ V(1) = Spec(A) \ @

temos que p € D(1), ou seja, existe um aberto principal que contém p;

(ii) Se p € Spec(A) e pe D(f)N D(g), onde f,g € A, entdo

D(f) 0 D(g) = (Spec(A) \ V(f)) N (Spec(A) \ V(9g))

= Spec(A)\ (V(f)UV(g))
= Spec(A)\ V(fg)
= D(fg).

Logo, p € D(fg) = D(f) N D(g).

Proposicao 2.35 Seja A um anel. Temos que Spec(A) é irredutivel se, e somente se, 0
nilradical N(A) é primo.

Demonstrac¢do: Sejam z,y € A com zy € N(A). Entao xy € p para todo ideal primo
p C A, pois o nilradical é a intersecao dos ideais primos de A. Assim, temos trés casos:

(1) x € p para todo p € Spec(A) = z € N(A);
(2) y € p para todo p € Spec(A) =y € N(A);

(3) Spec(A) = V({z}) UV ({y}). Como V({z}) e V({y}) sao fechados de Spec(A) e
Spec(A) é irredutivel, devemos ter Spec(A) = V({x}) ou Spec(A) = V({y}). Pode-
mos supor, sem perda de generalidade, que Spec(A) = V({z}). Dai, z € p para todo
ideal primo e portanto, z € N(A). Sendo assim, N(A) é primo.

Reciprocamente, suponha que Spec(A) nao seja irredutivel e mostremos que N(A) ndo
é primo. Portanto, existem E,F C A tais que V(FE) e V(F) sdo fechados proprios
de Spec(A) e assim, Spec(A) = V(FE) U V(F). Existem também p € V(E)\ V(F) e
(q) € V(F)\ V(E), isto ¢, existe um ideal primo p que ndo contém F e um ideal primo
(¢) que nao contém E. Tome z € FF\pey € E\ (¢). Mostremos que xy € N(A), mas
z,y ¢ N(A). De fato, z,y ¢ N(A), pois z ¢ p ey ¢ (q). Por outro lado, zy € N(A),
pois dado um ideal primo (p') de A, temos que (p') € Spec(A) = V(E) UV (F). Assim,
E C (p') ou f C (p)). Isto significa que y € (p') ou = € (p) e portanto, zy € (p'). Com
efeito, xy € ﬂ p = N(A), o que implica que N(A) nao é primo.
pCA primo
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Definicao 2.47 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Definimos a aplicagao
associada a :

Spec(yp) : Spec(B) — Spec(A)
P (p).

A aplicagao Spec(p) esta bem definida, pois ¢ !(p) é um ideal primo de A, para todo
ideal primo p de B.

Proposigao 2.36 Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo Spec(y) é uma
aplicagao continua na topologia de Zariski.

Demonstrag¢do: Ver Exercicio 29, Capitulo 3 do [5].

Proposigao 2.37 Seja ¢ : A — B um homomorfismo.

(a) Se ¢ ¢é sobrejetor, entdo Spec(p) ¢ um homeomorfismo de Spec(B) sobre V (ker (¢));

(b) Se ¢ é injetora, entdo Spec(p)(Spec(B)) = Spec(A).

Demonstragdo: Ver Exercicio 21, Capitulo 1 do |5].

[ |
Como aplicagao direta da Proposicao 2.37 acima, obtemos os seguintes resultados
abaixo enunciados como corolarios e sem demonstracoes.

Corolario 2.8 Sejam A um anel, / um ideal de A e 7 : A — A/I o homomorfismo
canonico. Entao

Spec(m) : Spec(A/I) — Spec(A)
¢ um homeomorfismo de Spec(A/I) sobre o fechado V(I) C Spec(A).

Corolario 2.9 Sejam A um anel, S um conjunto multiplicamente fechado de A e v :
A — S7'A a localizacao. Entdo

Spec()) : Spec(STTA) — Spec(A)
¢ um homeomorfismo de Spec(S~'A) sobre o conjunto
Us ={p € Spec(A) |pN S =@} C Spec(A).

Corolario 2.10 Sejam A um anel, f € Ae S={1,f,f% ...} CA Sejayy: A— Ay a
localizacao. Entao

Spec(v) : Spec(Ay) — Spec(A)

¢ um homeomorfismo de Spec(Ay) sobre o aberto D(f).
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3 Geometria Algébrica Classica

Neste capitulo estamos interessados em familiarizar o leitor com os conceitos béasicos
da Geometria Algébrica Classica, apresentamos defini¢cdes, exemplos e alguns importantes
resultados. A referéncia utilizada para essa parte foi [11].

3.1 Variedades Algébricas Afins

Nessa se¢ao definiremos o que se entende por variedade algébrica (afim), bem como
exemplos e importantes resultados, resultados estes que estenderemos para a segunda
parte, quando tratarmos de variedade algébrica (projetiva).

Definicao 3.1 Seja k um corpo e n um inteiro positivo, definimos o espaco afim n-
dimensional sobre k£ como sendo

K" ={(a1,...,a,) | a; € k parai=1,...,n}.

Defini¢ao 3.2 Seja k um corpo e S um subconjunto do anel de polinomios k[zy, ..., z,].
Definimos a variedade afim de S C k[zy,...,x,] como sendo

V(S)={a € k™| f(a) =0 para todo f € S}

Proposigao 3.1 Se I ¢ o ideal gerado por S C k[zy,...,x,], entdo V(S) = V(I).

Demonstrag¢do: Sejama € V(I)e FF € S. Como S C I, temos que F' € I, logo F(a) =0,
e assim, V(I) C V(5). Por outro lado, sejam b € V(S) e G € I. Como G € I, temos
G =hyfi + -+ hsfs para certos f1,...,fs € Sehy,..., hs € k[z1,...,2,]. Com efeito,
temos

G(b) = ha(b)f(b) + -+ + hs(b) f(D)
=hy(b)- 04+ he(b) - 0

=0.
Desse modo, temos que b € V(I), e assim, V(S) C V(I).
[ |
A Proposicao 3.1 nos revela que toda variedade afim é da forma V = V(I) para algum
ideal I C k[z1,...,x,]. Esta afirmacdo associada ao Teorema da Base de Hilbert 2.3,
permite-nos uma definicao mais precisa para as variedades algébricas afins.
Defini¢ao 3.3 Seja k& um corpo e fi,...,fs € k[z1,...,x,] polindmios. Definimos a

variedade algébrica afim definida por fi,..., fs como sendo
V(fi,..., fs) ={a € k™| fi(a) =0 para todoi =1,...,s}.
Exemplo 3.1 Seja k = R. A variedade afim V(z? + y*> — 1) C R? & o circulo unitério

centrado na origem, como mostrado abaixo.
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Analogamente, as elipses, parabolas e hipérboles também sao exemplos de variedades

afins.

Exemplo 3.2 A variedade afim V(z—2? —y?) C R? ¢ o paraboloide de revolugao, obtido
pela rotacdo da parabola z = z2 sobre o eixo z, dado abaixo.

Exemplo 3.3 Um caso também familiar é o cone, definido pela variedade afim V(2% —

z? — y?) C R3, mostrado abaixo.

Exemplo 3.4 Um outro caso também simples e familiar é a reta, definida pela variedade
afim V(ax + by + ¢) C R?. Um caso um pouco mais complicado e pouco familiar ¢ a
superficie definida pela variedade afim V(z? — y%2% + 23) C R3, mostrada abaixo.
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Exemplo 3.5 Um exemplo interessante de uma curva em R3 é a ctibica torcida, definida
pela variedade V(y — 22, z — 23), obtida da intersegao das superficies y = 2% e 2 = x3. De
modo geral, graficos de fungoes polinomiais sdo variedades afins, o grafico de y = f(x)
é definido pela variedade afim V(y — f(x)). Nao tao 6bvio assim, graficos de fungoes
racionais também definem variedades afins. Por exemplo, o gréfico de y = (2% — 1)/x ¢é
dado pela variedade afim V(zy — 2% + 1) C R2

Proposicao 3.2 Se [ e J sdo ideais em k[zq,...,x,], entdo V(IJ) = V(I) UV (J).

Demonstracao: De fato,

V(IJ)=V({fig;| parai=1,...,sej=1,...,1))

(fi,., fs)UV(g,...,9:)
(HuV(J)

v
\%

Definicao 3.4 Definimos o ideal de uma variedade afim V' C k" como sendo o con-
junto
I(V)={f € k[z1,...,2,]]| f(a) = 0 para todo a € V'}.

O conjunto definido acima de fato ¢ um ideal de k[z1, ..., x,], pois o polinémio identica-
mente nulo estd em I(V) e, dados f,g € I(V) e h € k[xy,...,z,], temos que para todo
aecV:

o (f+9)(a) = fla)+9(a) =0+0=0;
o (1f)(a) = h(a)f(a) = h(a) -0 =0.
Portanto, I(V) é um ideal.

Lema 3.1 Sejam k um corpo, I, J ideais de k[z1,...,x,] e V, W variedades afins de k™.
(a) Se I C J entao V(I) D V(J).
(b) Se V € W entdo I(V) > I(W).

Demonstracgao:

(a) Sejam a € V(J) e f € I. Como I C J, temos que f € J e, assim, f(a) = 0. Com
efeito, a € V(I) e V(I) D V(J);

(b) Sejam g € I(W) e be V. Como V C W, temos que b € W e, assim, g(b) = 0. Com
efeito, g € I(W) e I(V)) D I(W).

Proposigao 3.3 Seja k um corpo. Se I é um ideal em k[zq,...,x,] e V é uma variedade
afim em k", entao

VI(V))=VeV(r(l)=V).
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Demonstrag¢do: Pelas defini¢oes de V e I, claramente temos que V(I(V)) = V. Como
I C r(I), pelo Lema 3.1, temos que V(r(l)) C V(I). Por outro lado, se a € V(I) e
f € r(I), entao existe m > 0 tal que f™ € I. Com efeito, f™(a) = 0, o que implica que
f(a) = 0. Com isso, temos que a € V(r(I)) e, V(I) C V(r(I)). Logo, V(r(I)) = V(I).
|

Lema 3.2 Se V' é uma variedade afim em k", entdo I(V') é um ideal radical.

Demonstragdo: De fato, se f™ € I(V), entao f™(a) = 0. Isso implica que f(a) = 0 para
todo a € V. Portanto, f € I(V) e assim, I(V') ¢ radical.

Teorema 3.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Afim)) Seja & um corpo algebrica-
mente fechado.

(a) Se um ideal I C k[xy,...,x,] satisfaz V(I) = @, entdo I = k[z1,...,2,).

(b) Se fi,...,fs € k[z1,...,x,], entdo f € I(V(fi,...,fs)) se, e somente se, [ €
(fi,..., fs) para algum inteiro m > 1.

(c) Se I ¢ um ideal em k[zy,...,z,), entdo I(V(I)) =r(I) = 1.

Demonstracao:

(a) Ver Teorema 1, Se¢do 1, Capitulo 4 de [11].
(b) Ver Teorema 2, Secao 1, Capitulo 4 de [11].
(c) Ver Teorema 6, Secao 2, Capitulo 4 de [11].
|

Teorema 3.2 (Correspondéncia Ideal - Variedade) Seja k um corpo algebricamente
fechado. Existe uma bijecao, que reverte inclusao, entre as variedades afins de k" e os
ideais radicais em k[zq,...,x,].

Demonstrac¢do: Sejam ¢ : [ — V(I) ey : V — I(V) duas aplicagdes, onde I é um ideal
radical em k[zq,...,2,] e V é uma variedade afim de k™. Verifiquemos que as aplicagoes
sao inversas uma da outra. Por um lado, temos que

(po)(V) = (V) = o(I(V)) = VI(V)) = V.

Por outro lado,

W o)) = vlp() = (V) = LV()) = r(I).

Portanto, ¢ e v sao inversas uma da outra.
|

Definicao 3.5 Uma variedade afim V' C k™ é irredutivel se, sempre que V' é escrita da
forma V = V3 U V,, onde V; e V, sao variedades afins, entao V = V; ou V = V5. Caso
contrario, dizemos que a variedade afim V' C k™ é redutivel.
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Exemplo 3.6 A variedade afim dada por V(z? — y?) C R? ¢ a unido de duas retas,
respectivamente, V(z + y) e V(z — y), uma vez que 22 — y*> = (z + y)(x — y).

Proposicao 3.4 Seja V C k™ uma variedade afim. Entao V é irredutivel se, e somente
se, I(V') & um ideal primo.

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 3, Segao 5, Capitulo 4 de [11].

Corolario 3.1 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijecao, que reverte
inclusdo, entre variedades afins irredutiveis em k" e os ideais primos em k[z1, ..., x,].

Exemplo 3.7 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se f € k[zy, ..., z,] é irredutivel,
entao V(f) ¢ irredutivel. De fato, tome I = (f) C k[z1,...,2,]. Se gh € I, entao gh = pf
para algum p € k[xy,...,z,]. Como [ é irredutivel, devemos ter que g ou h é divisivel
por f. Dessa forma, g € I ou h € I, logo I é primo. Como k é algebricamente fechado,
temos que V(1) = V(f) é irredutivel.

Exemplo 3.8 A variedade afim da ctbica torcida, definida por V = V(y — 2% 2z —2?) C
R3, é irredutivel. De fato, mostremos que I(V') é primo. Suponha que fg € I(V). Como
a curva pode ser parametrizada por (t,t%,t3) para todo t € R, segue que

2, 8)g(t, 2, 8%) = 0= f(t,£*,¢*) = 0 ou g(t,t*,t*) = 0.

Assim, f ou g se anula em toda a variedade afim V. Portanto, f ou g esta em I(V),
provando que I(V') é primo e, assim, V' é irredutivel.

Proposicao 3.5 Se k é um corpo infinito e V' C k™ é uma variedade afim definida
parametricamente por

r = fl(tla Ce 7tm>

Tn = fn(tlv s Jtm)7
onde f1,..., f, sdo polinomios em kl[t, ..., t,], entdo V é irredutivel.

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 5, Se¢ao 5, Capitulo 4 de [11].

|
Proposicao 3.6 Se (ay,...,a,) € k", entao I({a1,...,a,}) = (x1 —aq,..., 2, — ay).
Demonstragdo: De fato, como x;—a; se anula em (aq, . ..,a,) parai =1,...,n temos que
zi—a; € I({ay,...,a,}) parai=1,... ,neassim, (z1—a,...,x,—a,) CI({a1,...,a,}).
Por outro lado, se f € I({ay,...,a,}), podemos escrever f da seguinte forma
f:gl(Il_a1)+"'+gn(ajn_an)+ra
onde gi,...,9, € klx1,...,2,] e r € k. Assim,
0= f(ai,...,a,)
=aq(a1,...,an) - 04+ +gnlar,...,a,) - 0+r
=r.
Logo, f € (x1 —ay, ...,z —ay), e I({ay,...,an}) C{(x1 —ay,...,z, — a,).
[
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Teorema 3.3 Se k é um corpo algebricamente fechado, entao todo ideal maximal de
klxy,...,z,) é da forma (x; — aq,...,2, — a,) para algum (aq,...,a,) € k™.

Demonstrac¢édo: Seja I C k[zy,...,x,] um ideal maximal. Como I # k[xy,...,z,],
pelo Teorema dos Zeros de Hilbert 3.1, temos que V(I) # @. Assim, existe um ponto
(ay,...,a,) € V(I). Logo, todo f € I seanulaem (ay,...,a,)eassim, f € I({ay,...,a,}),
com efeito, I C I({as,...,a,}). Porém, como I é maximal e

I({ay,...,an}) = (1 —ay,...,x, — a,) (pela Proposi¢ao 3.6),

temos que
I=1{a1,...,a,}) = {1 —a1,..., 2, — ap).
|

Corolario 3.2 Seja k um corpo algebricamente fechado. Existe uma bijecao, que reverte
inclusdo, entre os pontos em k™ e os ideais maximais em k[xq, ..., z,].

Proposicao 3.7 Uma variedade afim V' C k™ é irredutivel se, e somente se, para cada
variedade W ¢ V| a diferenga V' \ W é densa em V.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 13, Se¢ao 5, Capitulo 4 de [11].

3.2 Variedades Algébricas Projetivas

Até agora, todas as variedades que estudamos foram subconjuntos de k™ (espaco afim).
Nessa se¢ao estenderemos k™ adicionando os “pontos no oo” para criar o espaco projetivo
sobre k, denotado por P"(k). Entao vamos definir as variedades projetivas e estabelecer
a relacao algebra-geometria no caso projetivo.

O Espago Projetivo - P"(k)

Defini¢ao 3.6 Dada uma (n + 1)-upla (xy,...,x,) € k"1 \ {0}, definimos uma relagio
de equivaléncia da seguinte forma:

(g, ..y xl) ~ (Toy .oy p) <= (xg,...,2)) = Nxo, ..., %)

rrn

para algum 0 # A € k. Definimos o espago projetivo n-dimensional sobre k, denotado
por P"(k), como sendo o conjunto das classes de equivaléncia de ~ em "™\ {0}. Ou

seja,
kn+1 0
priy = FLO)
Assim, para cada (xo,...,r,) € k"™ \ {0} denotaremos sua classe de equivaléncia por
(xo:...:x,) € P" e dizemos que (xg : ... : x,) sdo as coordenadas homogéneas.

Exemplo 3.9 O plano projetivo real é o conjunto das classes de equivaléncia de ~
em R3\ {0}, denotado por P?(R), ¢ dado por

P*(R) = R0 L{O}.
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Dada uma tripla (z,y,2) € R?\ {0}, sua classe de equivaléncia p € P?(R) sera denotada
por p = (z : y : 2), e dizemos que (z : y : 2z) sdo as coordenadas homogéneas de p.
Portanto,

(x1:y1:21) = (X2 : Yo & 22) <= (x1,41,21) = N2, Y2, 22)

para algum 0 # A\ € R.

Geometricamente, o plano projetivo sobre R, denotado por P*(R), é o conjunto
P?(R) = R* U {um ponto no oo para cada classe de equivaléncia de retas paralelas}

Assim, se [L]., denota os pontos comuns do oo de todas as retas paralelas a L, entao
chamamos o conjunto L = LU[L],, C P?(R) a reta projetiva correspondente a L. Nesse
sentido, duas retas projetivas sempre se intersectam exatamente em um tnico ponto: se
elas nao sao paralelas, elas se intersectam em um ponto de R?; se elas sao paralelas, elas
se intersectam no seu ponto comum no co.

A primeira vista, pode-se esperar que uma reta no plano tenha dois pontos no oo,
correspondentes aos dois caminhos que podemos percorrer ao longo da reta. No entanto,
a razao pela qual isso nao ocorre, esta contida no paragrafo anterior: se houvesse dois
pontos no oo, entao as retas paralelas teriam dois pontos de intersecao, e nao apenas um,
como definimos.

Além disso, duas retas projetivas em P?(R) determinam um tinico ponto e dois pontos
distintos em P?(R) determinam uma tinica reta projetiva. Dada essa nogao intuitiva sobre
a reta projetiva em P?*(R), definamo-la de maneira formal.

Definicao 3.7 Dados nimeros reais A, B e C, nao todos nulos, o conjunto dado por
L={pcP’R)|p=(x:y:2)com Av + By + Cz = 0}
¢ chamado uma reta projetiva de P*(R).

Note que uma reta projetiva em P?(R) ¢ um plano em R? passando pela origem. Assim,
dois planos passando pela origem tem uma reta (ponto projetivo de P?(R)) em comum
(ponto no infinito). Isso mostra intuitivamente que nao ha retas paralelas em P%(R).

Para relacionar nossas duas definigoes de plano projetivo (real), enunciamos a seguinte
proposicao.

Proposicao 3.8 A aplicagao

a: R? = P*(R)
(@,y) = (z:y: 1)

é injetora e o complemento de sua imagem em P?(R) ¢ a reta projetiva H,, definida por
z = 0, que chamamos de reta no infinito.

Demonstrac¢do: Sejam (z,y) e (2/,y) tais que a(x,y) = «a(2',y’). Assim, temos que
(x:y:1)= (2" :y :1). Logo, (z,y,1) = (2,3, 1) para algum 0 # XA € R. Com efeito,
encontramos A = 1 e isso implica que (z,y) = (2/,y'). Portanto, a aplicacio é injetora.
Para a segunda parte da demonstragio, considere P = (z : y : z) € P*(R). Se z = 0,
entao P esta na reta projetiva H.,. Caso contrario, se z # 0, entao podemos multiplicar
por 1/z, isto &,

P=(x:y:2)=1/z2(x:y:2)=(x/z:y/z:1).
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Isso mostra que P estd na imagem da aplicagao o, pois basta considerar o ponto (x/z,y/z) €
R2. Portanto, a imagem da aplicacao « é o complemento da reta projetiva H.
[ |
Dessa forma, H., consiste de um tinico ponto no oo para cada classe de equivaléncia
de retas paralelas. Geralmente, costumamos identificar R? com sua imagem em P?(R), de
modo que podemos escrever o plano projetivo real como uma uniao disjunta

P?(R) = R*U Hy..

Geometricamente, seja p = (z : y : z) € P?(R). Dessa forma, para qualquer outra
coordenada homogénea de p, teremos que os pontos (Az, Ay, Az) = A(x,y, z) estardo todos
na mesma reta através da origem em R3, onde A # 0. O requisito de ser (z,y, z) # (0,0,0)
nos garante a obtencao de uma reta em R3.

Por outro lado, dada qualquer reta L através da origem em R3, um ponto (x,y,z) €
L\{0} fornece coordenadas homogéneas (z : y : z) para um ponto determinado de maneira
exclusiva em P%(R), uma vez que qualquer outro ponto em L\ {0} ¢ um miltiplo nao nulo
de (x,vy, z). Isso mostra que temos uma bijegao entre P?(R) e retas através da origem em
R3.

Por fim, uma outra informacao bastante relevante, reside no fato de que a nocao de
distancia euclidiana nao desempenha um papel proeminente na geometria do espaco pro-
jetivo. Tsso explica porque a geometria de P?(R) é bem diferente da geometria euclidiana.

Como P?(R), cada ponto p € P*(k) tem muitos outros representantes em termos de
coordenadas homogéneas. Por exemplo, (0:v/2:0:4) e (0:2i:0: —+/2) sdo 0s mesmos
pontos em P?(C), pois (0, 2i,0, —v/2) = iv/2(0,v/2,0,). Como antes, podemos pensar em
P"(k) de forma geométrica como o conjunto de retas através da origem em k"' e assim
como o plano projetivo real contém o plano afim R? como um subconjunto, isto é, contém
uma identificagdo de P?(R) por meio da associagio de (z,y) € R* a (z:y : 1) € P*(R)
P™(k) contém o espaco afim k™.

Defini¢ao 3.8 Definimos uma carta do espago projetivo P"(k) como sendo o subcon-
junto U; C P"(k) tal que

Ui={(zo:...:2,) € P"(k)|z; #0}.

Proposigao 3.9 Seja Uy = {(zg:...: x,) € P*(k)|xo # 0}. A aplicagao
¢ k" —P"
(ay,...,an) = (1:ay:...:a,)

¢ uma bijegao entre k™ e Uy C P™(k).

Demonstragao: Definimos a aplicacao

g02U0—>k'n

(o i ... txy) = (x1/T0, ..., Tp/T0).

Mostremos que ¢ estd bem definida e que, de fato, é a inversa de ¢. Para ver que esti
bem definida, considere (zg : ...: x,) = (zf:...: 2)) € Uy. Assim, existe 0 # X € k de
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tal modo que (zg,...,2,) = A, ..., 2,). Logo,

x x!
ohe )= (2.
(10< 0 n) (ZE07 71,0
(A7) Azl
N )\ZL’O"H’)\IEO

T Tn
mo,...,xo

=p(To:... 1 Ty).

Isso mostra que a aplicacao ¢ estd bem definida. Agora, resta mostrar que ¢ é a inversa
de ¢. Seja (ai,...,a,) € k". Temos que

(pod)(ar,...,an) =@(d(a1,...,an)) =p(l:ar:...:a,) = (a1,...,a,).

Por outro lado, dado (ag : ... : a,) € Uy, temos que

(@o@)ag: ... an) = (a0 : ... an))
:d)(Z—;Z_O)
:(1;2—;:...:3—2>

=(ag:ay:...:a,).

Temos entao, que P"(k) = Uy U H, onde
H={PeP(k)|P=0:x1:...:2,)}.

Se identificarmos Uy com o espaco afim k™ entao podemos pensar em H como um hiper-
plano no infinito (P"'(k)). Em outras palavras, H ¢ uma “copia” de P"~1(k), o espago
projetivo de dimensdao um a menos. Assim, identificando Uy com k™ e H com P"1(k),
podemos escrever

P™(k) = k" UP™ (k).

Para ver o que H = P""!(k) significa geometricamente, observe que dado um ponto
p € P 1(k) obtemos uma reta L C k™ passando pela origem. Com efeito, devemos pensar
em p como representando a direcao assintotica de todas as retas em k™ paralelas a L. Isso
nos permite considerar p como um ponto no oo no sentido de antes, e assim, recuperamos
a definicao intuitiva de espaco projetivo dada.

Um caso especial digno de mengao é a reta projetiva P!(k). Como P°(k) consiste de
um unico ponto (isso segue diretamente das observagoes acima), obtemos que

P! (k) = k' UP°(k) = k U {oo},

onde oo representa o tnico ponto de P(k). A titulo de curiosidade, quando k = C,
costuma-se chamar P!'(C) = C U {oo} a esfera de Riemann.

Vale mencionar que existem outras copias de k" em P"(k) além de Uy. De maneira
geral, temos o que segue.
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Corolario 3.3 Considere qualquer carta do espaco projetivo, isto é,
Ui={(xg:...:2,) € P"(k)|x; # 0}, para cada i =0,...,n.
Temos que:

(a) os pontos de cada U; estao em bijecao com os pontos de k™.

(b) o complemento P*(k) \ U; pode ser identificado com P"~!(k).

n

(c) P"(k) = JU..

1=0

Demonstracdo: Ver Corolario 3, Se¢ao 2, Capitulo 8 de [11].

[ |
No que segue, estamos interessados em estender a definicao de variedades no espaco
afim para o espaco projetivo. Por exemplo, podemos perguntar se faz sentido considerar
V(f) para um certo polindémio f € k[zo,...,x,]. Um simples exemplo, nos mostra que
alguns cuidados devem ser considerados. De fato, em P?(R), o ponto p = (1 : 4 : 2)
deveria pertencer a V(z; — z3), uma vez que as componentes de p satisfazem a equagao
r1 — 22 = 0. Contudo, surge um problema quando consideramos que o mesmo ponto
p pode ser representado pelas coordenadas homogéneas ¢ = (2 : 8 : 4), uma vez que
(2,8,4) = A(1,4,2) com 0 # A = 2 € R. Se substituirmos esses componentes em 1n0sso
polinémio, obtemos 8 — 42 = —8 £ (. Assim, obtemos resultados diferentes dependendo
de quais coordenadas homogéneas escolhemos.
Para evitar problemas da natureza apresentada acima, usamos polinomios homogéneos
ao trabalhar em P™(k).

Defini¢ao 3.9 Um polinémio f € k[xg,...,z,] é dito ser homogéneo de grau total
d € Z>p, se cada mondmio xgo --x% que aparece em f tem grau total exatamente

1=0

O polinémio f = z; — 23 € k[xg,...,x,] no exemplo acima nao ¢ homogéneo, e foi
isso que causou a inconsisténcia nos valores de f em diferentes coordenadas homogéneas
representando o mesmo ponto. Para polindmios homogéneos isso nao acontece.

Proposicao 3.10 Seja f € k[zo,...,x,] um polindmio homogéneo. Se f se anula em
qualquer conjunto de coordenadas homogéneas para um ponto p € P"*(k), entdo f se anula
para todas as coordenadas homogéneas de p. Em particular V(f) = {p € P"(k) | f(p) = 0}
¢ um subconjunto bem definido de P"(k).

Demonstrac¢do: Sejam (ag : ... : a,) = (Aag : ... : Aa,) coordenadas homogéneas para
um ponto p € P*(k) e assuma que f(ao,...,a,) = 0. Se f é homogéneo de grau total
d, entao todo termo em f tem a forma czy®---25", onde o + -+ + a,, = d. Quando
substituimos z; = Aa;, este termo torna-se c(Aag)® - - - (Aa,, ) = Neaf® - - - a2». Somando

os termos em f, encontramos um fator comum de \¢ e, assim

f(Aag, ..., Aan) = X f(ag, ..., a,) =0.
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Observe que, mesmo que f seja homogéneo, a equacao f = a nao faz sentido em P" (k)
quando 0 # a € k. A equacao f = 0 é especial por que nos fornece uma imagem bem
definida de um subconjunto de P"(k). Além disso, podemos considerar subconjuntos de
P™(k) definidos pelo anulamento de um sistema de polindmios homogéneos (possivelmente
de graus totais distintos). Assim, temos a seguinte generalizagao.

Definigao 3.10 Considere k um corpo e sejam fi,..., fs € k[zo, ..., x,] polindmios ho-
mogéneos. Definimos o conjunto

V(fi,..., fs) ={a € P"(k)| fi(a) =0, para todo i = 1,..., s}.

Chamamos V(fi,..., fs) a variedade projetiva definida por fi,..., fs.

Por exemplo, em P"(k), qualquer polinémio homogéneo nao nulo de grau total um
lzg,...,T) = Coxg + + -+ + Cpitp,

define uma variedade projetiva V(I) chamada um hiperplano. Um exemplo que vimos
anteriormente foi o hiperplano no infinito, que foi definido como H = V(xy). Quando
n = 2, chamamos V(I) a reta projetiva, ou simplesmente uma reta em P?(k). Quando
n = 3, chamamos um hiperplano, apenas de um plano em P3(k).

Definigao 3.11 Variedades definidas por um ou mais polinoémios lineares (polindémios
homogéneos de grau total um) sdo chamadas variedades lineares em P" (k).

Por exemplo, V(z1,25) C P3(k) é uma variedade linear que é uma reta projetiva em
P3(k). As variedades projetivas V(f) definidas por uma equagao homogénea diferente
de zero sao conhecidas como hipersuperficies. Contudo, hipersuperficies individuais
sao geralmente classificadas de acordo com o grau total da equagao definidora. Portanto,
se f tem grau total dois em k|xy,...,z,] costumamos chamar V(f) uma hipersuperficie
quadrica ou quadrica apenas. Por exemplo, V(-2 + 27 + 23) C P3(R) ¢ uma quadrica.
Analogamente, hipersuperficie definida por equacoes de grau total trés, quatro e cinco sao
conhecidas como cubicas, quarticas e quinticas, respectivamente.

Como vimos, os subconjuntos U; C P"(k) sao copias de k™. Assim, podemos nos per-
guntar naturalmente como as variedades afins em U; ~ k" se relacionam com variedades
projetivas em P" (k). Primeiro, se pegarmos uma variedade projetiva V' e a intersectarmos
com uma das cartas U; faz sentido se perguntar inicialmente se obteremos uma variedade
afim. A resposta é sim e as equacoes definidoras da variedade V N U; podem ser obtidas
por um processo chamado de desomogeneizagao.

Para ilustar esse processo, consideramos o caso V N U,. Sabemos que se p € Uy, entao

p tem coordenadas homogéneas da forma (1 : z; : ... x,) = (xo : &1 : ... : x,). Se
f € k[zo, ..., x,] € uma das equagdes definidoras de V', entdo o polinomio g(x1,...,x,) =
f(,xy, ..., x,) € k[xg, ..., z,] se anula em cada ponto de V N Uy. Fazendo xo =1 em f,

obtemos um polinémio g que é a desomogeneizacao de f, que geralmente nao ¢ homogénea.

Proposicao 3.11 Seja V = V(f1,..., fs) uma variedade projetiva. Entao W =V N U
pode ser identificado com a variedade afim V(gy,...,¢9s) C k", onde g;(x1,...,2,) =
fi(l,xq,...,2,) tal que x; = 1 para cada i =1,...,s.

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 6, Secao 2, Capitulo 8 de [11].
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Exemplo 3.10 Considere a variedade projetiva V = V(22 — xoxg, 73 — x327) C P3(R).
Para intersectar V' com a carta U, por exemplo, desomogeneizamos as equacoes defini-
doras de V com relagao a varidvel xg, obtendo a variedade afim V(22 — z,, 23 — z3) C R?
que é a cibica torcida em R3.

A desomogeneizacao também pode ser feita em relacao a outras variaveis. A Propo-
si¢ao 3.11 acima, mostra que para qualquer variedade projetiva V' C P3(R), a intersegao
V NU, pode ser identificada com uma variedade afim em R? definida pelas equacoes dadas
por g1(zo, x2,x3) = fi(xo, 1,22, 23). Quando fazemos isso com a variedade projetiva V'
dada no Exemplo 3.10, vemos que V N U; é a variedade afim V(1 — xoxg, 1 — x323).

Indo na direcao oposta, podemos agora nos perguntar se uma variedade afim em U,
pode ser escrita como V N U; para alguma variedade projetiva V. A resposta novamente
é sim, mas h& mais de uma maneira de fazer isso, e os resultados podem ser um tanto
quanto que inesperados. Uma ideia natural é reverter o processo de desomogeneizacao
descrito anteriormente e agora homogeneizar as equacgoes definidoras da variedade afim.

Exemplo 3.11 Considere a variedade afim W = V(zy — 23 + 2%) em Uy = R?. Como

notamos, a equacao definidora nao é homogénea, entao nao obtemos uma variedade pro-

jetiva em P%(R) diretamente desta equagao. Mas podemos usar uma variavel extra x

para tornar f = zo — 23 + 22 homogénea. Como f tem grau total trés, modificamos f de

modo que cada parcela tenha grau total trés. Isto nos leva ao polinémio homogéneo
= zoxy — :17:{’ + x%xo.

Observe que a desomogeneizacio de f* devolve o polinémio original f.

O padrao geral é o mesmo, como nos revela o resultado abaixo.

Proposicao 3.12 Seja g(x1,...,2,) € k[x1,...,z,]) um polindomio de grau total d € Zxo.

d

(a) Seja g = Zgi a expansao de g como uma soma de suas componentes homogéneas,
i=0
onde g; tem grau total ¢ € Z> e © < d. Entao

d

g (x1,. . x,) = Zgi(xl, T Td
i=0

= ga(z1,. ., 10) + gaa(T1, .. x)T0 + -+ + go(T1, ..., 228

¢ um polinomio homogéneo de grau total d em k[xo, ...,z,]. Chamamos g" a homo-
geneizacao de g.

(b) A homogeneizacao de g pode ser calculada por meio da seguinte formula

X T
h __ d 1 n
g —Io'g(—7...,—>.
ZTo Zo

(¢) Desomogeneizando g" em relagio a xq, obtemos g, isto é, g"(1,21,...,2,) = g(x1, ..., 7).

(d) Seja F(xo,...,x,) um polinomio homogéneo e considere z§ como sendo a maior po-
téncia de zo que divide F. Se f = F(1,z1,...,x,) é uma desomogeneizacio de F,
entdo F = z§ - f".
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Demonstrag¢do: Ver Proposicao 7, Se¢ao 2, Capitulo 8 de [11].

[ |

Disto segue que, dada qualquer variedade afim W = V(gq,...,95) € k™ podemos
homogeneizar as equacoes definidoras de W para obter uma variedade projetiva V =
V(gh, ..., g") C P (k). Além disso, pelo item (c) da Proposigio 3.12 acima e pela Propo-
sicao 3.11 obtemos que V NUy, = W. Assim, nossa variedade afim original W é a porgao
afim da variedade projetiva V na carta U,.

Dessa forma, se partirmos de uma variedade afim, homogeneizando as equacoes e
considerando a variedade projetiva correspondente, pode-se obter um objeto geométrico
mais complicado. Com efeito, nao visualizamos completamente o objeto inteiro na porcao
afim original da variedade. Em geral, dada uma variedade projetiva V' C P"(k), como

n

P (k) = U U;, talvez seja necessario considerar V N U; para cada ¢ = 0,...,n para obter
i=0

uma visualizacao completa do objeto geométrico em questao, isso quando possivel, o que

para n > 4, ja é bem complexo.

Relacao Algebra-Geometria no Espaco Projetivo

Nessa secao estudaremos a relagao algebra-geometria para variedades projetivas. Para
comecar, notamos uma diferenca entre os casos afim e projetivo no lado algébrico. Isto
é, na Definicao 3.10 da Secao 3.2, introduzimos variedades projetivas como os zeros co-
muns de um conjunto de polindomios homogéneos. Contudo, o fato de um polinémio ser
homogéneo nao é preservado sob a operacao da soma em k[zo,...,z,]. Por exemplo,
se somarmos dois polindmios homogéneos de graus totais distintos, a soma nao serd um
polinbmio homogéneo.

Dessa forma, se tomarmos o ideal I = (f,..., fs) C k[xg,...,x,] gerado por uma
colecao de polindmios homogéneos, [ ird conter muitos polindmios nao homogéneos e
estes nao serao candidatos para as equacgoes definidoras de uma variedade projetiva. No
entanto, cada elemento de [ se anula em todas as coordenadas homogéneas de cada ponto
de V. =V(fi,..., [s), isto segue porque cada g € I tem a forma

g= ZAjfj, para algum A; € k[xo, ..., z,) (3.1)

j=1

Substituindo qualquer coordenada homogénea de um ponto de V' em g ird resultar em
zero, pois cada f; com ¢ =1,...,s é zero lA.

Uma observacao mais importante diz respeito as componentes homogéneas de g. Su-
ponha expandirmos cada A; como a soma de suas componentes homogéneas:

Substituindo essa nota¢do na Equagdo (3.1) e coletando termos de mesmo grau total,
obtemos que as componentes homogéneas de g também estao no ideal I = (f,..., fs).

Assim, embora I contenha elementos nao homogéneos g, vemos que I contém também
as componentes homogéneas de g. Essa constatacao motiva a seguinte definicao de uma
classe especial de ideais em k[zo, ..., Z,].
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Defini¢ao 3.12 Um ideal I em k[zo,...,x,] é dito ser homogéneo se para cada f € I,
as componentes homogéneas f; de f também estao em 1.

A maioria dos ideais nao possuem essa propriedade como nos revela o exemplo abaixo.

Exemplo 3.12 Seja [ = (y — 2?) C k[x,y]. As componentes homogéneas de f =y — z?

sao fi =y e fo = —a?, e nenhum desses polinémios estao em I, pois nenhum deles é um
multiplo de y — 2. Dessa forma, I nao ¢ um ideal homogéneo.

No entanto, quando o ideal é homogéneo temos a seguinte caracterizagao 1til.
Teorema 3.4 Seja I C k[xy,...,z,| um ideal. Sdo equivalentes:
(a) I & um ideal homogéneo de k[xo, ..., z,].
(b) I ={(f1,...,fs),onde fi,..., fs s@o polinomios homogéneos.

Demonstrag¢do: Ver Teorema 2, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

[
Como resultado do Teorema 3.4 acima, para qualquer ideal homogéneo I C k[xo, .. ., x,],
podemos definir
V(I)={peP"k)|f(p) =0 paratodo f € I}

como no caso afim e temos o seguinte.

Proposicao 3.13 Seja I C k[zo, ..., x,] um ideal homogéneo e suponha que I = (fi,..., fs),
onde fi,..., fs sao homogéneos. Entdao V(I) = V(fi,..., fs), de modo que V(I) é uma
variedade projetiva.

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 3, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

[ |

Uma maneira de criar um ideal homogéneo é considerar o ideal gerado pelas equacoes

definidoras de uma variedade projetiva. Mas h& outra maneira pela qual uma variedade
projetiva pode nos dar um ideal homogéneo, como enunciamos a seguir.

Proposicao 3.14 Seja V C P"(k) uma variedade projetiva e considere
(V) ={f € k[xg,...,z,]]| f(a) =0 para todo a € V'}

Isso significa que f deve se anular para todas as coordenadas homogéneas de todos os
pontos de V. Se k ¢ infinito, entdo I(V') ¢ um ideal homogéneo em k[xzo, ..., z,].

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 4, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

|

Com os resultados acima enunciados, temos as informacoes necessarias e suficientes

para estabelecermos a relacao algebra-geometria entre variedades projetivas em P"(k) e

ideais homogéneos em k[zo, ..., x,]. O seguinte teorema é uma generaliza¢ao do Teorema
3.2 da Segao 3.1.

Teorema 3.5 (Correspondéncia Ideal-Variedade) Seja k um corpo infinito. As apli-

cacoes
{variedades projetivas} RN {ideais homogéneos}
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{ideais homogéneos} v, {variedades projetivas}

sao funcoes que revertem inclusoes. Além disso, para qualquer variedade projetiva V,
temos que V(I(V)) =V, de modo que I é sempre injetora e V sobrejetora.

Demonstracao: A demonstracao é mesma que no caso afim.

[ |

Como resultado do Teorema 3.5 acima, toda variedade projetiva pode ser decomposta

em componentes irredutiveis. Como no caso afim, uma variedade projetiva V' C P™(k) é

dita irredutivel se nao pode ser escrita como uma uniao de duas variedades projetivas
estritamente “menores” (contidas).

Teorema 3.6 Seja k£ um corpo infinito.
(a) Dada uma cadeia descendente de variedades projetivas em P"(k),
VioaWhoVso---,
existe um inteiro N tal que Vy = Vyi1 =---.

(b) Toda variedade projetiva V' C P"(k) pode ser escrita unicamente como uma uniao
finita de variedades projetivas irredutiveis

V=ViU---UV,,onde V; £V, sei#j.

Demonstrag¢do: Ver Teorema 6, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

|

A relacdo entre as operacoes de somas, produtos e intersecoes de ideais homogéneos e

as operagoes correspondentes sobre variedades projetivas se preservam como no caso afim.
Definimos o radical de um ideal homogéneo como antes

r(I) ={f € klzo,...,z,) | f™ € I para algum m > 1}

E como se pode imaginar, o radical de um ideal homogéneo é sempre um ideal homogéneo,
como nos diz a proposicao abaixo.

Proposicao 3.15 Seja I C k[zo, ..., x,] um ideal homogéneo. Entao r(I) também é um
ideal homogéneo em k[zo, ..., x,].

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 7, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

[ |
A parte final dessa secao diz respeito ao que acontece num corpo algebricamente
fechado k. Aqui, esperamos uma relagao especialmente estrita entre variedades projetivas
e ideais homogéneos. No caso afim, isso foi fornecido pelo Teorema 3.1, que dizia que
sobre um ideal I C k[zg,...,z,]: Vo(I) = 0em k" <— I = k[zo,...,z,) e r(I) =
I.(V.(I)) em k[zy,...,x,]. Nessa notac¢do, usamos I, e V, para denotar as versoes afins
de I e V, respectivamente. Nesse sentido, parece natural perguntar-se, se esses resultados
se estendem a variedades projetivas e ideais homogéneos. Contudo, a resposta neste caso,
é surpreendetemente nao.
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Para ver como isso pode ocorrer, considere o ideal I = (xq,...,2z,) C Clxg,...,z,).
Entdo V(1) C P*(C) é definida pelas equagoes

To=-"=a,=0

que ndo tem solugdes em P"(C), uma vez que nao pode ocorrer de todas as coordenadas
homogéneas serem iguais a zero simultaneamente. Disto segue que V(I) = (), mas [ #
Clxo, . .., x,]. Felizmente, I = (xo,...,z,) ¢ um dos poucos ideais para os quais V(I) = ().
A versao projetiva do Teorema 3.1 pode ser enunciada em duas partes. A parte abaixo
descreve todos os ideais sem solucoes projetivas.

Teorema 3.7 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Projetivo)) Seja k um corpo alge-
bricamente fechado e I um ideal homogéneo em k[zo, ..., x,]. Entdo as seguintes afirma-
coes sao equivalentes:

(a) V(I) CP*(k) é vazia.

(b) Para cada 0 < i < n, existe um inteiro m; > 0 tal que " € I.
(c) Existe algum r > 1 tal que (x,...,z,)" C I.

(d) I:{xg,...,xn)>° =klxy,..., 2]

Demonstrag¢do: Ver Teorema 8, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

[

Além das condigoes listadas acima, existem outras equivalentes a V(I) = () em P"(k).

Uma vez descritos os ideais do Teorema 3.7 acima, obtemos a segunda parte do Teorema
3.1 para variedades projetivas.

Teorema 3.8 (Teorema dos Zeros de Hilbert (Projetivo)) Seja k& um corpo alge-
bricamente fechado e I um ideal homogéneo em k[zo,...,x,]. Se V = V(I) é uma
variedade projetiva nao vazia em P"(k), entao temos I(V (1)) = r(I).

Demonstrac¢do: Ver Teorema 9, Secao 3, Capitulo 8 de [11].

[ |
Agora, que temos a versao projetiva do Teorema dos Zeros de Hilbert, podemos com-
pletar a correspondéncia ideal-variedade (versao projetiva) iniciada no Teorema 3.5. Um

ideal homogéneo radical em k[zo,...,z,] é um ideal homogéneo que satisfaz r(I) = I.
Como no caso afim, temos uma bijecao entre variedades projetivas e ideais homogéneos
radicais, desde que excluamos os casos 7(I) = (xq,...,x,) e r(I) = (1).

Teorema 3.9 (Correspondéncia Ideal-Variedade Projetivo) Seja k um corpo alge-
bricamente fechado. Se restringirmos as correspondéncias do Teorema 3.5 para variedades
projetivas nao vazias e ideais homogéneos radicais propriamente contidos em (xq, ..., z,),
entao

. o - . I ideais homogéneos radicais
{variedades projetivas ndo vazias} — >
x
) n

propriamente contidos em (z, . ..

{ ideais homogéneos radicais

v : -y < :
: . — {variedades projetivas nao vazias}
propriamente contidos em (zo, ..., x,)

sao bijecoes que revertem inclusoes e sao inversas uma da outra.
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Demonstrag¢do: Ver Teorema 10, Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11].

[ |
Com efeito, temos também uma correspondéncia entre variedades projetivas irreduti-
veis e ideais primos homogéneos. [Exercicio 11, item (c), Se¢ao 3, Capitulo 8 de [11]].

Fecho Projetivo de uma Variedade Afim

Ja vimos que qualquer variedade afim pode ser vista como a por¢ao afim de uma
variedade projetiva. Como isso pode ser feito de mais de uma maneira, gostariamos
de encontrar a menor variedade projetiva contendo uma dada variedade afim. Primeiro

vejamos uma maneira de homogeneizar um ideal qualquer de k[xy, ..., z,].
Definigao 3.13 Seja I C k[zy,...,x,] um ideal. Definimos a homogeneizacao de I, o
ideal

I"=(f"fel) Cklay,... )
onde f" & a homogeneizacio de f.

Naturalmente, da definicao acima temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.16 Para qualquer ideal I C k[xy, ..., ,], a homogeneizacao I" ¢ um ideal
homogéneo em k[xy, ..., x,].

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 2, Segao 4, Capitulo 8 de [11].

[ |
Contudo, a Definicao 3.13 acima nao é completamente satisfatoria, no sentido de que
ela nao nos da um conjunto finito de geradores para o ideal I". Dado um determinado

conjunto finito de geradores {fi,..., fs} para I" C k[zy,...,7,], é sempre verdade que
(fi,..., fM & um ideal homogéneo e esta contido em I". No entanto, como mostra o
exemplo a seguir, I" pode conter estritamente (fI',..., f*).

Exemplo 3.13 Considere I = (f1, fo) = (xo — 22, 3 — 23), 0 ideal da ciibica torcida afim
em R®. Se homogeneizarmos f1, f, entdo obtemos o ideal

2 2 3
J = (xowy — 7, x3x5 — 1) C Rlwg, 21, 29, T3]
Agora, observe que J # I". De fato, considere o polinomio
_ _ 3 2\ I
fs=f—nfi=r3— 2] —21(v2 —77) =23 — 3179 € I

Entdo, fI! = zors — x179 ¢ um polindmio homogéneo de grau dois em I". Como os gera-
dores de J também sao homogéneos, de graus dois e trés, respectivamente, se tivéssemos
uma equagao da forma fIl = A, f{ + Ay f2, entdo usando as expansoes de A; e Ay em suas
componentes homogéneas, obterfamos que f2 seria um miltiplo constante de f}, e como
isso ¢ falso, temos que ff ¢ J e, portanto, J # I".

A partir de agora, focaremos nossa discussao acerca do significado geométrico da
homogeneizagao de um ideal. Comecemos, vendo o que acontece ao homogeneizarmos o
ideal I,(W) de todos os polinémios que se anulam numa variedade afim . Isso nos leva
a seguinte definicao.
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Definigao 3.14 Dada uma variedade afim W C k", o fecho projetivo de W & a menor
variedade projetiva que contém W, dada por W = V(I,(W)") C P"(k), onde I,(W)" C
klxy,...,2,] é a homogeneizacao do ideal I,(W) C k[xy, ..., z,)].

O fecho projetivo de uma variedade afim tem as seguintes importantes propriedades.

Proposicdo 3.17 Seja W C k" uma variedade afim e W C P"(k) seu fecho projetivo.
Entao

(a) WNUy=Wnk"=W.

(b) W é a menor variedade projetiva em P"(k) contendo W.
) Se W ¢é irredutivel, entdo assim ¢ W.
)

(c
(d) Nenhuma componente irredutivel de W esta no hiperplano no infinito V(zq) C P"(k).

Demonstracao: Ver Proposigao 7, Segao 4, Capitulo 8 de [11].

Exemplo 3.14 Considere a ciibica torcida afim W C R3. Ja vimos no Exemplo 3.10 que
I,(W) = (w3 — 22, 23— 23). Logo, temos que I,(W)" = (22 — xoxq, 1175 — ToT3, T173 — 13).
Disto segue, que a variedade V' = V(2% — zx9, 179 — ToT3, 1123 — 3) C P3(R) ¢ o fecho

projetivo da cibica torcida afim.

A principal desvantagem da Definicao 3.14 de fecho projetivo apresentada, é o fato
de que ela exige que tenhamos explicitamente I,(1/). Seria mais comodo e conveniente
se pudéssemos calcular o fecho projetivo diretamente de qualquer ideal definidor de W.
Quando o corpo k é algebricamente fechado, isso é sempre possivel.

Teorema 3.10 Seja k& um corpo algebricamente fechado e I C k[xq,...,z,] um ideal.
Entdao V(I") C P*(k) é o fecho projetivo de V,(I) C k™.

Demonstrag¢do: Ver Teorema 8, Secao 4, Capitulo 8 de [11].

[ |
Infelizmente, o Teorema 3.10 pode falhar quando o corpo k nao for algebricamente
fechado, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.15 Considere I = (22 + z3) C R[xy, 25]. Entao, W = V,(I) consiste de um
tinico ponto (0,0) em R?, e assim, o fecho projetivo é o tinico ponto W = {(1:0:0)} C
P?(R), uma vez que, obviamente, essa ¢ a menor variedade projetiva que contém W. Por
outro lado, I" = (2222 + 23) e temos que V(I") = {(1:0:0),(0:1:0)} C P?(R). Isso
mostra que V(I") contém estritamente o fecho projetivo de W = V().
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4 Mergulhos de Veronese, Segre e Segre-Veronese

Neste capitulo, trataremos de definir especificamente o objeto de estudo desse trabalho:
o mergulho de Segre-Veronese. Por ser composicao de um mergulho de Segre com um
mergulho de Veronese, definamos antes estes dois mergulhos.

Mergulho de Veronese

Definicao 4.1 Seja n e d inteiros positivos. Definimos a variedade de Veronese V'
como sendo a imagem da aplicagao

vg PP — PV
(xo:xy - iwp)— (Mo : My :---: My),

d ~ . e
em que N = ("z ) —1e My,...,My sao todos os monomios de grau d nas variaveis
Loy L.

Exemplo 4.1 A variedade de Veronese V' ¢ a imagem da aplicagao

1. ol 2
vy 1 P, — P

(w0 : 21) = (22 2 moTy : 23).
Observe que V3! = V(2925 — 2?) ¢ uma cOnica em P2.
Exemplo 4.2 A variedade de Veronese V7' ¢ a imagem da aplicagao

1. ol 3
vyt Py — P

(zo : 21) = (23 : 2321 w2} © 2Y).

Neste caso, temos que V3' = V(2023 — 2129, 27 — 2023, 25 — 2123) ¢ uma citbica torcida
3
em PP°.

Exemplo 4.3 A variedade de Veronese Vi? ¢ a imagem da aplica¢ao

va : P? — PP

e 2. : C 2 2
(o : 1 1 @) > (X5 : ToTy @ ToTg : XY 1 T1T2  T).

Neste caso, V7 é chamada a superficie de Veronese.
Exemplo 4.4 A variedade de Veronese V' ¢ a imagem da aplicagio

vy Pt — P
d—1

(zo:m1) > (2 2wy s weadh mond).

Neste caso, le = V(D;j,1 < i < j < d) é a curva racional normal, onde D;; é o
determinante 2 x 2 formado pelas colunas 7 e j da matriz
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To T1 - Tgd—
‘rl x2 .o .. xd

Exemplo 4.5 A variedade de Veronese V' é a imagem da aplicacao

(o i my) > (75 oy -0 1 22).

Exemplo 4.6 Dada uma variedade de Veronese V' podemos representar ela na forma
matricial. Considere a variedade V32 dada por

. . 2. 2. .2, . .
(To 1@y @ @) = (TG @ @] 2 T3 1 ToTy © Loy @ T1Tg)
entao a matriz simétrica P dada por

l’% Tol1 T2
P=| zozy 22 mzo |,
Lol T1T2 Ty

é a representagao matricial de V2.

Proposicao 4.1 Seja A uma matriz m X n nao nula. Entao o posto da matriz A é igual
a 1 se, e somente se, existem vetores x € k™ e y € k™ ndo nulos tais que A = 27y.

Demonstracdao: Suponha que o posto de A seja 1. Entao todas as colunas de A sao

miultiplas de um vetor v = (vy,v9,...,0,) € k™. Dali,
A = [ayvT|agvT| -+ - a,vT].
Seja o vetor a = (a1, as, ..., a,) € k", temos que
a
UTCL: 1}12 [al (05 an]
- vm
[ v1a1 viay - V1Gp
- Va2a1 Vot - - VaQp,
| Um@1 UGz Umdn
= [a1vT |agv? |- - - |a,v”] = A.
Basta entdo tomar x = v e y = a. Por outro lado, suponha que A = 2Ty, onde
r=(x1,...,Zm) €y = (y1,...,Yn). Dessa forma,
1Yyr  L1Yy2 0 Taln
= x2:y1 x2:y2 -. .TZ:yn _ [yle]yng\ N ]yan]
ITmlYr TmlY2 - Tmln

Dessa forma, todas as colunas de A sdo multiplas de 27 e portanto, o posto de A & igual

al.
[ |
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Corolario 4.1 Seja A uma matriz nao nula quadrada de ordem n. Entao A é uma matriz
simétrica de posto 1 se, e somente se, existe um vetor € k™ nao nulo tal que A = ax’z.

Demonstra¢cao: Suponha que A seja uma matriz simétrica de posto 1. Como o posto de

A éigual a 1, pela Proposicao 4.1, existem u,v € k" tais que A = vTv. Sejam x = ﬁ e
u
Y= ﬁ e escreva A = BxTy, onde B = ||u|| ||v]|. Como A é uma matriz simétrica, entao

ByTe = AT = A = BaTy = yTo = 2Ty.

Multiplicando ambos os lados por y & esquerda e por z7 & direita e lembrando que z e y
sao unitarios, obtemos

y|P[|z] > = 1 = yyza® = yalya® = (ya')>

Sendo assim, os vetores x e y sao linearmente dependentes. Como ambos sao unitarios,
segue que y = +x e portanto, A = +8z7x. Por outro lado, se existe x € k" tal que
A = ax’z, entdo

AT = (azT2)! = axlo = A

e portanto, A é simétrica. Além disso, pela Proposicao anterior, A tem posto 1.
|

Exemplo 4.7 A superficie de Veronese V> pode entao ser identificada como o espaco das
matrizes simétricas 3 X 3 de posto unitario. De fato, seja

(2. : 2 2 2
p = (23 : xox1 : ToTg 1 T : X1y 1 3) € Vi

O ponto (23, xox1, Toxa, T2, 2179, 75) € k® é um representante de p e podemos escrever

.T% Tol1 T2 i)
2 2 2\ __ 2 _ R
(28, Tox1, ToTa, T, 1T, x5) = | Tor1 X7 X1x2 | = | X1 ( To X1 To ) =A
Ty T1T2 ZE% )

Pelo Corolario 4.1, temos que o posto de A é 1. Por outro lado, dada uma matriz B
simétrica 3 x 3 de posto 1, pelo Corolario 4.1, temos que existe um vetor x € k® tal que
B = az"z. Escreva v = (19, 21, %2). Dai, temos que

Zo 1'(2] o1 T2
_ _ 2 2 | _ 2 2 2 2
B=al| = ( To T1 T ) =a| zor1 =z w2 = a(xg, xox1, Tox", T], T1T2, T5).
To ToTy T1Ty T3

E em coordenadas homogéneas, temos que

2 2 2 2 : a2 -
a(xg, Ty, ToTa, TT, T1T2, T3) € (XF : XLy @ TeTa @ T] : T1T2 : T3).
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Mergulho de Segre

Defini¢ao 4.2 Seja n = (ny,...,n,) uma r-upla de inteiros positivos. Definimos a vari-
edade de Segre S™ como sendo a imagem da aplicagao

s P ox e x P PN

({L'l, . ,Q?r) —> ($1i1x2i2 c Ly, ‘ZJ = O, ... ,nj),
onde xp = (Tko © -+ : Thny,) eN:H(ni—kl)—l.
i=1
Exemplo 4.8 Tome n = (1,1). Dai, N=(1+1)(14+1)—-1=3.

st Pl x P — P2

((wo = w1), (Yo = y1)) = (ToYo : Toy1 : 1Yo © T1Y1)-
Temos que a variedade de Segre ¢ SUY = V(zgz3 — 2129).
Exemplo 4.9 Tome n = (2,1). Dai, N=(2+1)(1+1)—1=5.

s®V P2 x Pl — P}

((zo s w12 m2), (Yo : y1)) = (ToYo : Toy1 : T1Y1 : TaYo : Tay1)-

Temos que a variedade de Segre & SV = V(223 — 2129, 2324 — 2225).

Mergulho de Segre-Veronese

Defini¢ao 4.3 Sejam n = (ny,...,n,) ed = (dy,...,d,) duas r-uplas de inteiros positi-
vos. Entao a variedade de Segre-Veronese SV} é dada pela imagem da aplicagao

svh P ox o x P PN

(xlw"ax?“)'_)(MO:"':MN)a

. i +di < : <
onde N = H (n ;ZL > —1e My,..., My sao todas os monomios de grau d; em relagio
i=1 ‘

as variaveis de P™ parai=1,...,r.

Exemplo 4.10 Quando » > 1 e d; = --- = d, = 1, temos a variedade de Segre, dada
pela imagem da aplicagao

SUR s P X X P PY
(xla"'v'rT)H(MO:"':MN)v

onde M, sao todos os monomios de gau 1 nas variaveis de P para cada i =1,...,7 e

N:n(niIFl)—l:ﬁ(m—irl)—l.

=1
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Exemplo 4.11 A variedade de Segre-Veronese SV((ll’ll)) é dada pela imagem da aplicacao

suy 1P x Pt PP
((JUO : 951)7 (Z/o : yl)) (xoyo TolY1 - 1Yo - 3513/1)

Exemplo 4.12 A variedade de Segre-Veronese S ‘/((11,12)) é dada pela imagem da aplicacao

SV

—~~

12)  ml 2 5
NE P xP"—P
((wo = 1), (o : y1 = y2)) = (Tovo : ToY1 : ToYz : T1Yo : T1Y1 & T1Ya).
Exemplo 4.13 A variedade de Segre-Veronese SV((I{’;)) é dada pela imagem da aplicacao
sv((i;)) (P x P PP
((wo : 21), (Yo 2 1)) = (iong * ToYoyr - 3609% : $1y(2) S 1Yol - 1’1?/%)-

Exemplo 4.14 A variedade de Segre-Veronese S V((;’;)) é dada pela imagem da aplicacao

() 1 1 8
SUgy)g) - P xP —P

((zo 1), (Yo s 91)) = (xoyg : x?)yo?h : x(%y% : xoxlyg s ToT1YoYr - xol’ly% : l’fyg : l’fyo?h : ﬁyf)

Exemplo 4.15 A variedade de Segre-Veronese SV((f’;)) é dada pela imagem da aplicacao

sviry) i PP x Pt — P*
(o : 21 2 m2), (Yo : 1)) = (Toys : ToYol1 © ToYi : T1Yg : T1YoYs & T1Y; : Ty : TaYoYi © Tay).

(77

Exemplo 4.16 A variedade de Segre-Veronese SV1 1)

é dada pela imagem da aplicagao
vyt P x P x Pt — PT
((zo = 1), (Yo : 1), (20 : 21)) = (ToYo2o : ToYo21 : ToY120 © ToY121 © T1Yo20 : T1Ho21  T1Y120 :

T1Y121).

Exemplo 4.17 A variedade de Segre-Veronese S ‘/(211’22) é dada pela imagem da aplicacao

svly 1 PLx PL— PN

. . d1 d2—1 . d2—1 di, da .
(o = w1), (Yo = 1)) = (g yo xo Yoo WY1 1:0 Yoy, Ty Y
di—1 d1 1 do—1 . odi—1 do—1 di—1 ds .
oo 33190 Ty T1Yg~ Y1 Ty T1YolYy Xy T1YpT
. ed1 d2—1 . do—1
R yo xl Yoo U1 x1 Yoy x1 yl *),

2
T (1+d (14 d)\ 1+,
ondeN-H( V)= d2> 1

Observacao 4.1 Veremos mais adiante, também como exemplos, aplicagoes particulares
do Exemplo 4.17 acima. Sao eles os Exemplos 5.13, 5.14, 5.16, 5.17 e 5.18 com mul-
tigrau (dy,ds) igual a (1,1), (1,2), (1,3), (1,4) e (2,2), respectivamente. Os exemplos
com multigrau (dy,dy) igual a (1,1), (1,2) e (2,2) também sao abordados como sistemas
lineares, nos Exemplos 7.1, 7.2 e 7.3, respectivamente. Além disso, os Exemplos 7.26 e
7.27, abordam a relagio entre uma hipersuperficie S de (P')" e uma segdao hiperplana H
de X, onde X denota a imagem do mergulho de Segre-Veronese.
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5 Espacos Lineares e Defeitos Secantes

5.1 Espacos Lineares

Nessa secao iremos definir, exemplificar e provar algumas propriedades importantes
sobre espacos lineares, uma importante classe de variedades algébricas projetivas. Como
P™ nao possui uma estrutura de espago vetorial, nao podemos somar pontos em P",
para contornar esse problema, uma alternativa é “transferir” as propriedades dos espacos
lineares no espaco afim k"*! para o espago projetivo P, pela projetivizacao.

Defini¢ao 5.1 (Espago Linear) Dados n — r polinémios de grau 1 linearmente inde-
pendentes fi,..., fu_r em k[zo,...,x,], a variedade algébrica V. =V (f1,..., fo_,) C P"
¢ chamada espago linear de dimensao r, também dizemos que V' é um subespaco de
P,

Observacao 5.1 Na definicao 5.1, se tivermos r = —1, entao V = &. Se r = n, entao
V =P" Ser =n—1, entdo V(f;) é chamado um hiperplano em P". Se porém, tivermos
r=1,entao V=V (f1,..., fn_1) é chamada de reta em P".

Exemplo 5.1 Por exemplo, a reta | = V(ax + by + ¢z) com (a,b,¢) # (0,0,0) é um
hiperplano em P2. Se n = 3 e r = 2, entdao V(f;) é um plano em P3. Por exemplo, se
n=2er=1,entdo V(f1) é uma reta em P2

Proposicao 5.1 Todo conjunto unitario em P? ¢ um espaco linear.

Demonstracao: De fato, dado (a : b : ¢) € P?, podemos supor, sem perda de generali-
dade, que ¢ # 0. Dessa forma, (a : b:c) = (a: B : 1) € P2 Considere os polinémios
lineares homogéneos v — az,y — fz € klx,y, z]. Afirmamos que

{(a:5:1)} =V(x—az,y— 52).

Com efeito, (zo : yo : 20) € V(x — az,y — [z) se, e somente se, zg = azy € Yo = Pzo. Isto,
por sua vez, 0corre se, e somente se

(o :yo:20) = (azo:Pz0:20) =20(a:p:1)=(a:p:1).

Os outros dois casos (em que a # 0 ¢ b # 0) seguem de forma analoga.

[ |
De forma parecida, também vale um resultado andlogo para n > 2.

Proposicao 5.2 Se X e Y sao dois espacos lineares contidos em P", entao X NY também
¢ um espago linear contido em P". Além disso, dim (X NY) < min{dim X, dim Y}.

Demonstracdo: De fato, sejam X =V (f1,..., fur) €Y =V(g1,...,gn_s) dois espagos
lineares em P". Dessa forma, temos que

reXNY << filx)=-fur(2)=q®)=-=gps(zx)=0
< xzeV(fi,o s forsG1y- s Gnes)

Escolhendo dentre os polindmios lineares fi,..., fu_v, g1, -, gn_s aqueles que sao linear-
mente independentes e denotando-os por hq,..., h,_;, temos que
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XNY =V(hy, ..., hyy).

O nimero minimo de polinomios lineares linearmente independentes que podemos ter
dentre os fi,..., fo—r, G155 gns € min{n — r,n — s}. Portanto,

dim (X NY) > min{r, s}.
Além disso, como X NY C X e X NY C Y, devemos ter
dim (X NY) < min{dim X, dim Y'}.
[ |

Definicao 5.2 Seja E um espago vetorial sobre um corpo k. Definimos em E, a seguinte
relacao de equivaléncia:

U~V < u=\v, para algum 0 # X\ € k.

Definimos também a projetivizacao de E, como sendo o conjunto das classes de equi-
valéncia dessa relacao de equivaléncia, isto é,

p(E) = 2\ \N{O}.

Exemplo 5.2 Sejam py, ...,p, € P*. Considere representantes py, ..., D, € k"™ no es-
paco afim e seja V' = (py, ..., pr) 0 espaco vetorial gerado por eles. Seja L a projetivizagdo
de V' como subconjunto P”, escrevemos

L= <p07 S 7p7'>
e dizemos que po, ..., p, geram L, ou que L é gerado pelos p;’s.

Da construgao acima, segue que L ¢ um espago linear. Reciprocamente, todo espago linear
dado por equacoes também pode ser escrito como espago linear gerado por certos p;’s.
Isto segue diretamente do fato de que no espago afim k"' é equivalente representar um
espaco linear por geradores ou por equagoes.

Proposicao 5.3 Existe uma bijecao entre o conjuntos dos subespacos de P" de dimensao
r e o conjunto dos subespagos de k"*! de dimensao r + 1.

Demonstracdo: De fato, seja X = V(f1,. .., fnr) um subespago de P" de dimensao r, ou
seja, os polinomios f; € k[x, ..., z,] sdo lineares e linearmente independentes. O conjunto
V(fi,--+, fa—r) C k""" define um subespago em k™! de dimensao r+1 =n+1—(n—r).
Por outro lado, se Y é um subespaco de k" de dimensdo r + 1, entdo Y é o conjunto de
solugbes de um sistema linear homogéneo de n —r = n+1— (r+ 1) equagdes linearmente

independentes. Sejam f; € k[xg,...,z,] com n —1,... n—r os polindmios lineares que
definem este sistema. Como o sistema é homogéneo e estes polindmios sao lineares, temos
que o conjunto V(fi,..., fn_,) define um subespaco em P" de dimensdo n — r, uma vez
que estes polindmios sao linearmente independentes.

[ |
Definicao 5.3 Dados r espacos lineares Lq,..., L, em P", dizemos que eles sao inde-
pendentes se os seus respectivos correspondentes Vi, ..., V, em k"' sdo linearmente
independentes. Além disso, definimos o espaco gerado por Ly, ..., L, em P" como sendo

a projetivizacao do espago gerado por Vi,...,V, em k"'
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Exemplo 5.3 Sejame; = (1 : 0:0:0),ea=(0:1:0:0),e3=(0:0:1:0)e
eq=(0:0:0:1) pontos em P2. Considere os subespagos

Lip = <€1>€2>, L3y = <€3,64> e Lg3 = <€2>€3>-
Observe que Ly e L3y sdo independentes, pois os seus correspondentes em k*
Vi2 = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)) e V34 = ((0,0,1,0),(0,0,0, 1))

sao linearmente independentes. Por outro lado, L34 e Loz nao sao independentes, uma
vez que seus correspondentes em k*

Vay =((0,0,1,0),(0,0,0,1)) e Va3 = ((0,1,0,0), (0,0, 1,0))
nao sao linearmente independentes, ja que possuem interse¢ao nao trivial dada por (es).
Proposicao 5.4 Se Ly, ..., L, sao subespacos independentes de P, entao
dim (Ly,...,L,) = (r — 1) +dim L; + --- + dim L,.

Demonstracgao: De fato, sejam V7, ..., V, os correspondentes a L1, ..., L, no espaco afim
k"1 Assim, Vi, ..., V, sao linearmente independentes e dai

dim (Ly,..., L) = dim (Vi, ..., V;) — 1
=dim V; +---+dim V, -1
= (dim Ly +1) + -+ (dim L, +1) — 1
=(r—1)+dim Ly +--- + dim L,.

[ |
Proposicao 5.5 A dimensao do espaco gerado por Li,...,L, em P" é maxima se, e
somente se, esses espacos sao independentes.
Demonstracao: Sejam Ly, ..., L, espacos lineares independentes em P”. Sejam Vi, ..., V,
os subespacos de k"™ correspondentes. Como Vi, ..., V, sao linearmente independentes,
ou seja, seus geradores sao linearmente independentes, entao
dim (V4,...,V,) =dim V; + -+ dim V,,
que é a dimensdo méaxima possivel para (V;,...,V,). Logo,
dim (Ly,...,L,) =dim(V;,...,V,) =1
é também méaxima. Reciprocamente, suponha que dim (L, ..., L,) é maxima. Como
dim (Vy,..., V) =dim (Ly,..., L.y — 1,
temos que dim (V4,...,V,) também é méaxima e portanto, V4, ..., V, sdo linearmente in-
dependentes e dai Lq,..., L, sao independentes.
[ |

Proposicao 5.6 O fecho projetivo preserva a dimensao de um subespaco afim.

Demonstracao: Seja L um subespaco de k™ tal que dim L = d. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que L é gerado pelos vetores eq, ..., eq. Assim,
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L={ey,...,eq) =V(Yas1,---,Yn) C k" =

L={er,..ea) = V(yarr,- - Yn) = V(@arr, ..., 2) TP,

onde yis sdo as variaveis em k" e x}s sdo as variaveis em P” para i =d+1,...,n, o qual
é descrito por n — d equagoes linearmente independentes e portanto, tem dimensao n — d.

5.2 Defeitos Secantes

Nessa secao introduziremos a definicao de variedade secante e defeito secante, prin-
cipal assunto desse trabalho. Enunciaremos sem provar alguns resultados e exemplos,
interessados devem consultar [29], nossa principal referéncia para essa parte.

Definicao 5.4 Seja X C PV uma variedade algébrica projetiva e h um inteiro positivo.
Definimos a variedade h-secante de X (Sec, (X)) como o fecho projetivo (fecho segundo
a topologia de Zariski) da uniao de todos os espacos lineares gerados por h pontos de X:

Secp(X) = U (p1,...,pn) C PV,

Observacao 5.2 Como consequéncia da Definicao 5.4 acima, dada uma variedade pro-
jetiva X C P™ de dimensao n, temos que a Sec,(X) também é uma variedade projetiva
em PV para ver isso, o leitor podera consultar a Se¢ao 1.1 do Capitulo 1 de [29].

Definicao 5.5 Seja X C P" uma variedade projetiva de dimensao n. Chamaremos de
dimensao esperada de Sec,(X), denotada por exp dim Sec,(X), a dimensao dada por
exp dim Secy(X) = min{h(n + 1) — 1, N}. Quando dim Sec,(X) < exp dim Sec,(X),
dizemos que a variedade X é h-defeituosa.

Exemplo 5.4 Toda variedade projetiva X C PV nao é 1-defeituosa. De fato, se X ¢ uma
variedade projetiva de dimensao n, entao

Seci(X) = U (x;) = U x; = X.

r;€X r,eX

A dimensao esperada de Seci(X) é dada por exp dim Sec,(X) = min{l(n+1)—1, N} = n.
Logo,

dim Sec;(X) =dim X =n =exp dim Sec;(X).
Portanto, a variedade projetiva X nao é 1-defeituosa.
Exemplo 5.5 A Secy(X) = U (p1, p2) de uma variedade X ¢ a secante usual de retas.
p1,p2€X

Proposicio 5.7 Seja X uma variedade projetiva de PV de dimensio n. Se X é h-
defeituosa, entao X é k-defeituosa para todo k > h.

Demonstracao: Provemos por inducao, supondo que a variedade é h-defeituosa e mos-
trando que ela também ¢é h + 1-defeituosa. Como X é h-defeituosa, temos que
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dim Secy(X) < exp dim Secp(X) = min{h(n+1) —1,N}.
Pela Proposigao 1.3.1 do Capitulo 1 de [29], temos que a dimensao de Secp1(X) é no
maximo dim Sec,(X) + (n+ 1). Assim,
dim Secy1(X) < dim Secy,(X) 4+ (n+1)
< exp dim Sec,(X)+ (n+1)
=min{(h+1)(n+1) — 1, N}
= exp dim Secp41(X).

Portanto, X é h + 1-defeituosa.
[

Exemplo 5.6 A superficie de Veronese V2 é 2-defeituosa. De fato, considere a variedade
V3 como a imagem do morfismo

vy P? = PP
e 2 : 2 2
(o : @y @) V> (X5 ToXy © T @ T] © T1T2 : T3)

Agora considere um ponto P = (23 : xoz; : Toxy : 23 : 1179 : x3) € Vi 0 qual pode ser
visto na sua forma matricial da seguinte maneira

x% ToT1 ToTa zg 0 O Ty T1 Lo
P=| zom1 22 ma, | = 0 2z, O To X1 Ty
ToTy T1Ty X5 0 0 zo To X1 Ty
Como a matriz
Ty T1 X2
Ty T1 X2
Ty T1 X2

tem posto 1 e a matriz

Zo 0 0
0 I 0
0 0 i)

possui posto entre 1 e 3, temos que posto (P) < min{l1,3}, o que implica que
posto (P) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P ¢ simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V2
como um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo
Secy (Vi) € {M + N | M, N matrizes 3 x 3 simétricas de posto 1}

= {M | matriz simétrica de posto <2}

= {M | M matriz simétrica ndo nula de determinante nulo}

={(yo - ys) | woysys + Yryayz + Yay1ya — Yous — Yiys — Yous = 0}

= V(det(M)) = V((yoysys + y19ay2 + Yay19s — Y5Ys — Yi¥s — Yoy1))-
Dessa maneira Secy (V) ¢ uma hipersuperficie de grau 3 em P, logo a codimensio é 1 e a

dimensao dela é 4, porém a dimenséio esperada de Secy(Vy) é 2(2+ 1) — 1 = 5. Portanto
V2 é 2 defeituosa.
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Exemplo 5.7 A variedade V' é n-defeituosa para todo n > 2. No Exemplo 5.6 prova-
mos para n = 2, agora usaremos a mesma estratégia para um n qualquer. Considere a
variedade V3’ como a imagem do morfismo

vy Pt — PV
— . 2. . C 2 . . . .
(x=mg: @) > (TG XXy -+ 2 XXy 2 XY T T1To 2 v T Ty 5 v e L D)

Agora considere um ponto P = (23 : ToTy -+ XoTy 1 T3 X1 To -+ 1 T Ty i oce i T2) € VP
o qual pode ser visto na sua forma matricial da seguinte maneira

ZL’(Z) Tox1 -+ ToTn g 0 -+ 0 Ty T1 0 T
ToT1 ﬁ N ALY 0O =z --- O To T1 T
ToTn TiT, - T2 0O 0 - =z, To X1 - Tn

Como a matriz

mo l‘l .« .. xn

To T1 - T

Ty X1 . e Tp
tem posto 1 e a matriz

o 0 -+ 0

0 z; -~ 0

0 0 - a,

possui posto entre 1 e n, temos que posto (P) < min{1,n}, o que implica que
posto (P) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P é simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V5"
como um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo analogamente ao Exemplo
5.6, temos que V3" pode ser representado como o conjunto das matrizes (n+ 1) x (n+ 1)
simétricas com posto 1. Portanto temos que

Sec,(Vy') ={ My +---+ M, | My,..., M, matrizes (n+ 1) x (n+ 1) simétricas de posto 1}
= {M | M matriz simétrica de posto < n}

= {M | M matriz simétrica com determinante nulo}
= V(det(M)).

Como M = (y;;) ¢ uma matriz (n + 1) x (n + 1) temos que det(M) é dado por um
polinoémio homogéneo de grau n + 1 nos seus coeficientes y;; e temos que Sec, (V3*) é uma
hipersuperficie em PV, porém a dimensao esperada de Sec, (V3*) é

exp dim (Sec,(V3')) = min{N,n(n+ 1) — 1}
= min{N,n* +n — 1}
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2 2
pois como N = n —1:m,temos
2 2
2n? + 2 243

para todo n > 2. Portanto
dim (Sec,(V3')) = N —1 < N = exp dim (Sec,(V3")),
ou seja, V3" é n defeituosa.

Note que um questionamento que surge naturalmente é quais variedades sao h-defeituosas
e quais nao sao. Varios esforcos tem sido feitos nessa direcao, contudo este ainda é um
problema em aberto. Alguns estudos renderam resultados que classificam algumas dessas
variedades, colocando uma ou outra particularidade. Um resultado bastante conhecido na
literatura é o Teorema de Alexander e Hirschowitz, que diz quais variedades de Veronese
sao defeituosa. Este resultado pode ser encontrado em [4] e [28]. Além destes, o mesmo
resultado pode ser encontrado com mais detalhes em [24].

Para este trabalho estamos interessados em estudar os defeitos secantes para a vari-
edade de Segre-Veronese consistida do mergulho de r produtos da reta projetiva P! com
multigrau (dy,...,d,). O problema de determinar defeitos secantes em variedades de
Segre-Veronese ainda ¢ um problema em aberto e vérios esforcos tem sido feitos até o
momento e foi resolvido apenas para alguns casos particulares, como se pode notar em
[ 121 21 161 170 31 191 10,

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensao do sistema linear associado E(dlmdr)@”), sistema este que consiste
das hipersuperficies de (P')” de multigrau (dy,...,d,) através de n pontos duplos em
posicao geral. Provaremos o Teorema 3.1 de [22], artigo norteador de toda essa disserta-
¢do, provando a especialidade ou a ndo especialidade do sistema L, . 4,)(2"), conforme
o Teorema de Classificacao dado abaixo.

Teorema 5.1 (Teorema de Classificacio) O sistema linear L4, 4,)(2") de (P')" ¢
nao especial, exceto nos seguintes casos

r grau n
2 (2,2a) |2a+1
31 (1,1,2a) |2a+1

Via Lema de Terracini (vide Lema 5.2 abaixo), resolver este problema, equivale a
calcular a dimensao da variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P!)" — PV
definido pelo sistema linear completo |O(dy, ..., d,)| de (P!)".

Nossa abordagem consistira em degenerar (P')” para uma uniao de duas variedades
ambas isomorfas a (P')", degenerando simultaneamente o sistema linear para um sistema,
linear obtido como o produto fibrado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua intersecao. O sistema linear limite é um pouco mais facil
que o original, em particular, este argumento de degeneragao permitira usar a indu¢ao no
multigrau e em 7.
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Um importante passo basico para nosso argumento de indugao esta representado em
[10], onde os autores mostram que se todos os d; sdo iguais a 1, entao Ly, 1)(2") tem
sempre a dimensao esperada, logo é classificado como nao especial, exceto no caso em que
r=4.

5.3 Lema de Terracini e Aplicacoes

Nessa secao apresentamos uma importante ferramenta no estudo de defeito secante
de uma dada variedade: o Lema de Terracini (vide Lema 5.2 abaixo). Apresentamos de
forma concreta a aplicacao deste importante resultado para determinar se a variedade de
Segre-Veronese é ou nao defeituosa.

Defini¢ao 5.6 Sejam [ € k[zy,...,x,] e p € k™. Definimos a linearizacao de f em
p=(p1,--.,pn) como sendo
of of
d = - a T n_ Pn)y )
p(f) = F) + (21 = p)g =) + - 4 (T = Pn) 5 (P)
of . .. . . <.
onde e indica a derivada parcial formal de f em relagdo & x;, d,(f) € k[z1,...,2,) €

deg, (d,(1) < 1.

Exemplo 5.8 Seja f = 22 — 2¢® € k[z,y,2]. Assim, temos que a linearizagao de f no
ponto (0,0,0) € k* & 0 e a linearizagao de f no ponto (1,0,0) € k3 é 2z — 1.

Definigao 5.7 Seja X = V(f1,...,f,) C k™ Definimos o espago tangente a X em
p € X, como sendo

OpX =V (dp(f1), - -, dp(fr))-
Se X C k™ é uma variedade afim parametrizada por

fokm™ =k
t f(t) = (ht),.--. falt),

onde t = (t1,...,t,). Definimos o espaco tangente a X em p = f(tg) € X como sendo

0 0
OpX = p+ <a_li(t0)7 R a_z;/_];(t0>>7

onde ﬁ(to) ¢ um vetor (uma dire¢do tangente) de k™ e ﬁ(to),...,ﬁ(to) é o

subespaco vetorial de £™ gerado por estes n vetores.

Defini¢ao 5.8 Seja X' = V(f,..., f.) C P". Identificando k"™ por meio de uma carta,
digamos k" = V() C P™, tomando X = k"N X" e p € X', definimos o espago tangente
a X’ em p, como sendo o fecho projetivo (segundo a topologia de Zariski) do espago
tangente afim, ou seja,

T,X' = 0,X,

onde O, X C k" é o espaco tangente afim.
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Lema 5.1 Se X C PV ¢ uma variedade projetiva nao degenerada e dim Sec;,(X) = N—1,
entao dim Secp,1 X = N.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 1.2.2, Capitulo 1 de [29].

[ |

Quando formos provar uma determinada propriedade, faremos a prova para pontos

gerais e essa ideia serd utilizada por diversas vezes no decorrer deste trabalho. Tendo em

vista a topologia de Zariski, podemos definir os conceitos de ponto geral e pontos gerais
como segue.

Definicao 5.9 Uma propriedade P a respeito de uma variedade algébrica X C P" é dita
geral, se ela for satisfeita em um aberto nao vazio. Dizemos que um ponto é geral
para a propriedade P, se existe um aberto nao vazio que contém este ponto satisfazendo
a propriedade P. Dizemos também que os pontos pi,...,p, € X sdo gerais, para a
propriedade P, se existe um aberto ndo vazio contendo estes pontos e satisfazendo a
propriedade P.

Observagao 5.3 Pela Definigao 2.6, todo aberto nao vazio de P é denso (Zariski), entao
nao ha problema em aplicar seguidamente vérios resultados que utilizam o conceito de
propriedade geral. Isso vem do fato de que a intersecao de abertos nao vazios e densos é
também um aberto nao vazio e denso.

Exemplo 5.9 Mostremos que trés pontos gerais de P? nio estdo alinhados. Para isso,
basta mostrarmos que

V ={(p,q,r) € P2 x PZ x P2 | p, q,r estao alinhados}

¢ um fechado de P x P2 x P2, De fato, sejam p = (xo : 21 : Z2),¢ = (Yo : 41 : Y2),7 = (20 :
21 1 z3) € P2 Temos que p, q,r estao alinhados se, e somente se, posto (P) < 2, onde

To T1 T2
P=1{ %% wn
20 21 22

Com efeito,
posto (P) <2 <= det (P)=0 < F =0,

onde F' = xgy120 + T1Y220 + TaYo21 — TaY120 — ToY221 — T1Yo22. Assim, F' é um polinémio
homogéneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variaveis (z, y e 2), logo V = V(F) C
P2 x P2 x IP? e portanto, é um conjunto fechado.

Exemplo 5.10 Mostremos que se p e m sao um ponto e um plano, respectivamente,
gerais em P2, entdao p ¢ 7. De fato, como 7 é um hiperplano em P2, existe um polin6émio
F = zyxg + 2171 + 299 homogeéneo de grau 1 em k[xg, x1, 23], de tal modo que 7 = V(F).
Se considerarmos o conjunto dos hiperplanos, temos que

{20T0 + 2101 + 2000 = 0| (20 : 21 : 20) € P2} < P2,

Assim, p = (2o : 1 : T3) € T se, e somente se, F' = 0, onde F' = zoyo + 21y1 + 222 €
um polindomio homogéneo de grau 1 em cada um dos conjuntos de variaveis (y e z), logo
V = V(F) C P? x P? e portanto, ¢ também um conjunto fechado.
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Lema 5.2 (Lema de Terracini) Seja X C PV uma variedade algébrica projetiva. Seja
p € Secp(X) um ponto geral tal que p € (p1,...,pn) € p1,...,pn € X pontos gerais.
Entao

T,Sech(X) = (T, X,..., T, X).

Demonstrag¢do: Ver Teorema 1.3.1, Capitulo 1 de [29].

Observagao 5.4 Como dim 7,Sec,(X) = dim Sec,(X), pelo Lema de Terracini 5.2
acima, temos que

dim Secy(X) = dim (T, X, ..., T, X).

Dessa forma, se existirem py, ..., p, pontos gerais de uma variedade projetiva X de PV
tais que dim (py,...,pn) = h —1 e dim (7, X,...,T,, X) = exp dim Sec,(X), entdo X
nao é h-defeituosa.

Exemplo 5.11 Em particular, se h = 2 e p € Secy(X) é um ponto geral. Pelo Lema de
Terracini 5.2 acima, temos que

dim Secy(X) = dim T},Secy(X) = dim (1), X, T}, X) = 2dim X —dim 7, X N T}, X,
para todos p1,p2 € X pontos gerais e p € (p1,pa2).

Observacao 5.5 O Lema de Terracini 5.2 pode ser usado para classificar defeitos se-
cantes, pois num ponto geral dim 7,Sec,(X) = dim Sec,(X). Pela Proposigdo 5.5, a
dimensao de (T}, X, ...,T,,X) é maxima se, e somente se, os espacos 1), X, ..., T}, X sdo
independentes. Logo, dim Sec,(X) é a esperada (maxima) se, e somente se, 08 espagos
lineares T, X, ..., T,, X sao independentes. Portanto, X nao ¢ h-defeituosa se, e somente
se, (1, X, ...,T,,X) sao independentes.

Lema 5.3 Sejam py,...,p, € P" pontos em posicao geral. Entao existe um isomorfismo
projetivo linear ¢ : P — P” tal que

©(po) = epg,onde eg =(1:0:0:...:0:0),

o(p1) =ej,ondee; =(0:1:0:...:0:0),

©(pn) =€y, ondee, =(0:0:0:...:0:1).
Demonstragao: De fato, sejam py, . . . , p, pontos de P" em posicao geral e tome vy, ..., v,
pontos em k™t tais que p; = [v;] para todo j = 0,...,n, isto é, v; é um representante
da classe de equivaléncia p;, para todo j = 0,...,n, conforme Definicao 3.6. Assim
sendo, vy, . .., v, formam uma base para o espaco vetorial £"*! e, dessa forma, como &, =

(1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0), ..., &, = (0,...,0,1) também formam uma base para
o espaco vetorial k"*1, temos que existe o seguinte isomorfismo linear A : k"t — k!
tal que A(v;) = €; para todo j = 0,...,n. Com efeito, A é o isomorfismo projetivo
linear desejado, uma vez que €; ¢ um representante da classe de equivaléncia e; para todo
j=0,...,n. |

Lema 5.4 Sejam pyg,...,pn, Pne1 € P" pontos em posicao geral. Entao existe um iso-
morfismo projetivo linear ¢ : P* — P" tal que ¢(p;) = e;, para j = 0,1,...,n, e

V(pna1) = (1:...:1).
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Demonstragao: De fato, sejam po, ..., pn, Ppr1 pontos de P* em posicao geral e tome

V0, - - - s Up, Upg1 pontos em k™1 tais que p; = [v;] para todo j =0,...,n+ 1, isto é, v; é
um representante da classe de equivaléncia p;, conforme Definicao 3.6. Como vy, ..., v,
formam uma base para o espaco vetorial k"1, entao v,y = aguo + -+ + a,v,, onde
ag,...,a, € k. Observe ainda que, como p; = [v;] para todo j = 0,...,n + 1, temos
em particular que p; = [v;] para todo j = 0,...,n e assim, segue que p; = |a;v;],
pois [v;] = [a;v;], uma vez que estamos em P". Além disso, como ¢, = (1,0,...,0),
e, = (0,1,0,...,0), ..., & = (0,...,0,1) também formam uma base para o espaco
vetorial k"1, temos que existe o seguinte isomorfismo linear A : k"t — k"*! tal que
A(a;jvj) = €; para todo j =0,...,n. Com efeito,

= [e0+ - + &)
=[(1,0,...,0)+---4+(0,...,0,1)]
=[(1,...,1)].
Dessa forma, A é o isomorfismo projetivo linear desejado, uma vez que €; é um represen-
tante da classe de equivaléncia e; para todo j =0,...,n e (1,...,1) é um representante
da classe de equivaléncia (1:...:1).
|

Exemplo 5.12 A superficie de Veronese V32 ¢ 2-defeituosa. De fato, sejam p e ¢ pontos
gerais de P2, Podemos supor, sem perda de generalidade, que os pontos sdao p = (1:0:0)
eq=(0:1:0). Sejam P = v(p) e Q = v(q) as imagens de p e ¢, respectivamente,
pelo mergulho de Veronese v3 : P2 — P5 dado no Exemplo 5.6. Considere [ a reta em
P? conectando estes dois pontos e L = v(l), isto é, L é a imagem de [ pelo mergulho de
Veronese. Mostremos que L é uma conica contida em um plano 7 em P°. Temos que, a
reta [ é dada por:

I =77 ={a(1,0,0) + 3(0,1,0) | (a : B) € P'}
= {(,0,0) + (0, 3,0) | (e : B) € P'}
= {(,,0) (o : B) € P}
={(a:B:0)|(a: ) €P}.

Com efeito, segue que
L={(a*:af:0:8%:0:0)|(a:B) € P'} =V(y] — yoys, Yo, Y1, Ys),
que é uma conica. Além disso, observe que
Lc{(zx:y:0:2:0:0)|(z:y:2) € P*} =7 =P

Como L é uma conica, o espaco tangente a ela em qualquer ponto é uma reta. Considere
entao TpL e ToL os espagos tangentes a L nos pontos P e (), respectivamente. Observe
que TpLNToX # &, uma vez que duas retas no plano 7 = P? sempre se intersectam em
um tnico ponto. Assim, existe R € P° tal que TpL N ToL = {R}. Porém, como L C VZ,
devemos ter TpL C TpVi e ToL C TV, Assim,

{R} C TpVy NTQVy.
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Sendo assim, dim (TpV5, ToVs) > 0. Pelo Lema de Terracini 5.2,
dim Secy(Vy) = 2dim Vy? —dim TpVy NTpVy <2-2—0 = 4.
Porém, exp dim Secy (V) = 5. Portanto, V2 é 2-defeituosa.
Exemplo 5.13 Considere X =S V((llll)) a imagem da aplicacao
sy i Pt x Pt — PP
((wo : @1), (yo : y1)) = (Toyo : Toyr : T1Yo : T1Y1).-
Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{3,2-(2+ 1) — 1} = min{3,5} = 3.

Sejam p’' e ¢’ pontos gerais de P' x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1 : 0),(1 : 0)) e ¢ = ((0 : 1),(0 : 1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:00eqg=e;=(0:0:0:1) de P? que sao imagens dos pontos p’ e ¢
pela aplicacao acima. Noutras palavras,
J((1:0),(1:0)=(1:0:0:0)=eg=p € P*
J((0:1),(0:1))=(0:0:0:1) =es =g € P*
Para o ponto p € P3, considere a parametrizacao dada por xy = yo = 1 no aberto Uy por
meio de uma carta
p:Uy—Vy C k3

(z1,91) = (Y1, 71, T11)-
Assim, temos que ., = (0,1,y1) e ¢,, = (1,0,21). Seja 0 = (z1,y1) = (0,0) € Uy. Com
efeito,

©(0) =(0,0,0)=¢éy =p € k*

¢, (0)=(0,1,0) =é3 € K*

0, (0) = (1,0,0) = &, € k°.
Dessa forma, o espaco tangente afim a X no ponto p € k* é dado por 05X = (€1,6). E

assim, o espaco tangente a X no ponto p € P?, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k3, é dado por

T,X=(1:0:0:0),(1:0:1:0),(1:1:0:0)) = (eo, €1, €2).

Para o ponto g € P3, considere a parametrizacao dada por 1 = y; = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:U; =V, ck?

(w0, yo) = (@Yo, To, Yo)-

65



Assim, temos que oy, = (0, 1,0) e ay, = (20,0, 1). Seja 0 = (xg,yo) = (0,0) € U;. Com
efeito,
a(0) =(0,0,0) =& =g € ¥’
sy (0) = (0,1,0) = &7 € &°
ay, (0) = (0,0,1) =& € k°.

Dessa forma, o espaco tangente afim a X no ponto g € k* é dado por O;X = (e7,e3). E
assim, o espaco tangente a X no ponto q € P?, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k®, ¢ dado por

T,X=(0:1:0:1),(0:0:1:1),(0:0:0:1)) = (e1, €2, €4).
Dali,
(T, X, T,X) = (eg, €1, €2, €4) = dim (T, X, T, X) = 3 = exp dim Sec, X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa e cobre tudo, logo nao é
defeituosa.

Exemplo 5.14 Considere X = sv((ll’;)) a imagem da aplica¢ao

sv((l 13 P! x P! — PP

((wo = 1), (Yo : 1)) = ($0y(2) - LoYolYr - xoyf : $1y§ s 1Yol - wﬂﬁ)-
Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{5,2-(2+ 1) — 1} = min{5,5} = 5.

Sejam p’' e ¢’ pontos gerais de P' x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1 : 0),(1 : 0)) e ¢ = ((0 : 1),(0 : 1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:0:0:00eq=e;=(0:0:0:0:0:1) de P> que sdao imagens dos
pontos p’ e ¢’ pela aplicacao acima. Noutras palavras,

soly(0) = s 13 ((1:0),(1:0) = (1:0:0:0:0:0) = e =p € P

( 2)
sul1 5 (@) = s ((0:1),(0:1)) =(0:0:0:0:0:1) =e5 =g € P°

Para o ponto p € P, considere a parametrizacao dada por xy = yo = 1 no aberto Uy por
meio de uma carta
©:Uy— Vo Ck°
(x1,91) = (Y1, Y3, 21, T1y1, T107).
Assim, temos que ., = (0,0,1,y1,9%) e ,, = (1,2y1,0, x1, 22191).
Seja 0 = (x1,y1) = (0,0) € Uy. Com efeito,
©(0) = (0,0,0,0,0) =éy =p € k°
¢z, (0) = (0,0,1,0,0) = & € k°
¢, (0) = (1,0,0,0,0) = & € k°.
Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k° ¢ dado por 05X = (é,63). E

assim, o espago tangente a X no ponto p € P?, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k°, ¢ dado por
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T,X=(1:0:0:0:0:0),(1:0:0:1:0:0),(1:1:0:0:0:0)) = (eo, €1, €3).

Para o ponto g € P°, considere a parametrizacao dada por x; = 1, = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:U =V Ck
('TO? ?JO) = (xoyga ZoYo, Lo, 937 ?Jo)

Assim, temos que a,, = (3,0, 1,0,0) e ay, = (2x0y0, Zo, 0, 2y0, 1).
Seja 0 = (z9,y0) = (0,0) € U;. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0) = g€ k5
%U:@me ek
ay,(0) = (0,0,0,0,1) = &5 € k°.

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k° ¢ dado por Oz X = (e3,e5). E
assim, o espago tangente a X no ponto ¢ € P°, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k°, é dado por

T,X=(0:0:1:0:0:1),(0:0:0:0:1:1),(0:0:0:0:0:1)) = (ea, 4, €5)-
Dali,
(I,X,T,X) = (e, €1, €2, €3, €4, 5) = dim (T, X, T, X) = 5 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa e cobre tudo, logo nao é
defeituosa.

Exemplo 5.15 Considere X = SV, (1 1) a imagem da aplicagao

—

I?PXW%W

NI

SU

—~

1
((zo = 1), (vo 2 y2)) = (ToYo © Toyr : Toye : T1Yo : T1Y1 C T1Ya).-
Como X ¢ imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{3,2-(3+ 1) — 1} = min{5,7} = 5.

Sejam p’ e ¢ pontos gerais de P! x P2, Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda de
generalidade que p’ = ((1:0),(1:0:0)) eq¢ = ((0:1),(0:0:1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:0:0:00eq=e;=(0:0:0:0:0:1) de P° que sao imagens dos
pontos p’ e ¢’ pela aplicacdo acima. Noutras palavras,

su (@) = svy D ((1:0),(1:0)) =(1:0:0:0:0:0) =eg=p € P’

Sv((ii))(q)—sv(lvl)((():1),(0:0:1)):(020:0:020:1):e5zq€]P’5

Para o ponto p € P°, considere a parametrizacao dada por xy = yo = 1 no aberto U por
meio de uma carta

0:Uy—=VyCk
(21,91, 92) = (Y1, Y2, T1, T1Y1, T1Y2)-
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ASSim temos que Pry = (Oa071>y17y2)7 Py = (17()’0737170) € Py = (0,170,0,331). Seja
0= (xl,yl,yg) (0,0,0) € Uy. Com efeito,

©(0) = (0,0,0,0,0) =é, =p €k’
Py (0) (07 07 1, 07 0) - é}, S ]{'5
QOyl(O) (17070707()) - éi € k5
Pya (0) (07 17 O, 07 0) = 6/\2 S k’5
Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k° ¢ dado por OzX = (€1, €3, €3).

E assim, o espago tangente a X no ponto p € P5, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k°, ¢ dado por

TpX = <€07 €1, €2, €3>-

Para o ponto g € P°, considere a parametrizacao dada por x; = y, = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:U =V, Ck®
(20, Y0, 11) = (ToYo, ZoY1, To, Yo, Y1)-

Assim, temos que oy, = (yo,%1,1,0,0) e oy = (20,0,0,1,0) e o, = (0,20,0,0,1). Seja
0 = (x0,%0,y1) = (0,0,0) € U;. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0) =ey =q € k°
., (0) = (0,0, 1,0, 0):e_€k:5
vy (0) = (0,0,0,1,0) =5 € k°
ay, (0) = (0,0,0,0,1) =25 € k°

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k° é dado por OzX = (&3, €3, €1).
E assim, o espago tangente a X no ponto ¢ € P, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k°, ¢ dado por

T,X = (eq, €3, €4, €5).
Dali,
(T, X, T,X) = (ep, 1, €2, €3, €4, €5) = dim (T, X, T, X) = 5 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa e cobre tudo, logo nao é
defeituosa.

Exemplo 5.16 Considere X = SV'((llél)) a imagem da aplicacao

spD L pl 1 7
SU(13) ° PxP —P
((zo = 1), (Yo : y1)) = (ToYo * ToYoyn © ToYoYi © ToYy © T1Yy  T1Yar  T1YoYy © T1Y7)-
Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que

exp dim Seco X = min{7,2-(2+ 1) — 1} = min{7,5} = 5.
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Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P' x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1 : 0),(1 : 0)) e ¢ = ((0 : 1),(0 : 1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:0:0:0:0:00eq=e;=(0:0:0:0:0:0:0:1)de P" que sao
imagens dos pontos p’ e ¢’ pela aplicacdo acima. Noutras palavras,

sv((i:;))(p')zsv(q:;;((l:0),(1:O)):(l:0:0:0:0:0:0:0)260=p€P7
sv(q:;))(q’)zsv((i’é))((O:1),(0:1)):(0:0:0:0:0:0:0:1)=e7=q€IP>7

Para o ponto p € P7, considere a parametrizacao dada por zy = yo = 1 no aberto U por
meio de uma carta

0:Uy— Vo Ck
(21,91) — (?/17y%ay%axl,ﬁlyl,xly%a%y?)-

ASSiHL temos que Qg = (Oa 07 07 17 Y1, y% y?) € Py, = (17 291, 3?/%7 Oa Ty, 2$1y17 33519%) Seja
0= (z1,71) = (0,0) € Uy. Com efeito,

90(0) = (0707070a07070) = éE) :ﬁe k7
90331(0) = (070707 1707070) - ézl S kj?
@yl(o) = (170707 0707070) = é\l € k7-

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k" ¢ dado por 03X = (é1,é;). E
assim, o espaco tangente a X no ponto p € P7, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k7, é dado por

TpX = <€0, €1, €4>.

Para o ponto g € P7, considere a parametrizacao dada por x; = y; = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:U = ViCck’

(-rOa yO) — (xoyga 930?/87 ZoYo, Lo, yga /y(%a y())

Assim, temos que a,, = (Y5, 95, %0, 1,0,0,0) e oy = (320Y3, 2200, To, 0, 3y, 2y0, 1). Seja
0 = (2o, y0) = (0,0) € Uy. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0,0,0) =ey =q € k'
v, (0) = (0,0,0,1,0,0,0) =e3 € k'
vy, (0) = (0,0,0,0,0,0,1) = &5 € k.

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k" é dado por O;X = (e3,¢). E
assim, o espaco tangente a X no ponto g € P7, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k7, é dado por

TqX = <637 €6, 67).
Dali,
(T, X, T,X) = (ep, €1, €3, €4, €6, €7) = dim (T, X, T, X) = 5 = exp dim Secy X.
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Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa, mas nao cobre tudo. Consi-
deremos entdo, pelo Lema 5.4, um terceiro ponto em posicao geral r = (1:1:1:1:1:
1:1:1) € X. Para a Sec3 X, temos que

exp dim Secg X = min{7,3-(2+ 1) — 1} = min{7,8} =T7.
Observe que 7= p((1: 1),(1: 1)) = a((1:1),(1:1)) =(1,1,1,1,1,1,1). Trabalhando
com o como antes e definindo ((1:1),(1:1)):=(1,1), temos que
o(1,1) =7 €k’
©r (1,1) = (0,0,0,1,1,1,1) = u € k7
0 (1,1) =(1,2,3,0,1,2,3) =v € k".

Assim, OX = (u,v) e, com efeito,
LX=(1:1:1:1:1:1:1:1),(1:0:0:0:1:1:1:1),(1:1:2:3:0:1:2:3))=
(r,71,79).

Pelo Lema de Terracini 5.2, temos que
(I, X, T,X,T,X) = (eo, €1, €3, €4, €6, €7,7, 71, T2)
= (ep, €1, €3,€4,€6,67,(0:0:1:0:0:1:0:0),(0:0:0:0:0:1:0:0),
(0:0:2:0:0:1:0:0))
= (eo, €1, €3, €4,€5,€6,€67,(0:0:1:0:0:0:0:0),
(0:0:2:0:0:0:0:0))
= (eo, €1, €9, €3, €4, €5, €6, €7).
Dai, dim (7, X, T,X,T,X) = 7 = exp dim Sec3 X. Portanto, X nao é 3-defeituosa e cobre
tudo, logo nao é defeituosa.

Exemplo 5.17 Considere X =S V((llf)) a imagem da aplicacao

sv((i’i; (P! x P! — P
((wo 1), (o : 91)) = (Lo * LYoy © ToYoUT = ToYol * Toyt * T1¥y * T1Yo¥n © T1YoUT = T Yoy, -
3513/11)
Como X ¢ imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{9,2-(2+1) — 1} = min{9,5} = 5.

Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P' x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1 : 0),(1 : 0)) e ¢ = ((0 : 1),(0 : 1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0)eq=e=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) de P*
que sao imagens dos pontos p’ e ¢’ pela aplicacdo acima. Noutras palavras,

ol () = sy (1:0),(1:0) =(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0) =g =p € P
suiy (@) = sviy((0:1),(0:1)) =(0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) =eg =g €P°
Para o ponto p € P?, considere a parametrizacio dada por xy = yo = 1 no aberto Uy por
meio de uma carta

0 Uy — Vo C K
(21, v1) = (Y0, 2, 03,y 0, vy, oays, 1y, ).

Assim, temos que
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Py = (070707()’ 17y17y%7y?ayil) € Py, = (L 2y1a3y%74?/:1370,3517235191,33319%»43?13/?)-
Seja 0 = (z1,y1) = (0,0) € Up. Com efeito,
£(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) = & = p € k°

00, (0) = (0,0,0,0,1,0,0,0,0) —é ek’
‘Py1 (0) = (1707070a 0707070a O) = é\l S kg-

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k” é dado por 05X = (é,¢é5). E
assim, o espago tangente a X no ponto p € P, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k%, é dado por

TpX = <€0, €1, €5>.

Para o ponto g € P?, considere a parametrizacao dada por x; = 1, = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:Up = Vi CK
(0, o) = (oY, Tol» Tolp, Lo, To, Yo, Yo Yo» Yo)-
Assim, temos que
azo = (Y5, Yo, Yo, Yo, 1,0,0,0,0) e ay, = (4xoys, 3x0y3, 220Y0, To, 0, 4y, 3ya, 2yo, 1).
Seja 0 = (xo,yo) = (0,0) € Uy. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) =¢; =g € kK’
2, (0) = (0,0,0,0,1,0,0,0,0) = &5 € k*
vy, (0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,1) = &5 € k°.

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k° ¢ dado por O;X = (e5,¢e3). E
assim, o espago tangente a X no ponto ¢ € P, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k°, ¢ dado por

TqX = <€4,€8,€9>.
Dali,
(T, X, T,X) = (e1, e, €4, €5, €9) = dim (T, X, T, X) = 5 = exp dim Sec, X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa, porém nao cobre tudo. Con-
sideremos entdo, pelo Lema 5.4, um terceiro ponto em posi¢ao geral r = (1:1:1:1:1:
1:1:1:1:1) € X. Para a Sec3 X, temos que

exp dim Secs X = min{9,3-(2+1) — 1} = min{9,8} = 8.

Observe que 7 = o((1 : 1),(1: 1)) = a((1 : 1),(1 : 1)) = (1,1,1,1,1,1,1,1,1). Traba-
lhando com ¢ como antes e deﬁnmdo ((1: 1) (1: 1)) :=(1,1), temos que
o(1,1) =7 €k’
¢z, (1,1) = (0,0,0,0,1,1,1,1,1) = u € &k’
(py1(17 1) = (]'727 3747 07 1727 37 4) = E kg
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Assim, OrX = (u,v) e, com efeito,
LX=(1:1:1:1:1:1:1:1:1:1),(1:0:0:0:0:1:1:1:1:1)
(1:1:2:3:4:0:1:2:3:4))
:<7ﬂ77a17702>
Pelo Lema de Terracini 5.2, temos que
<TpX7TqX7TT‘X> = <607617647657687697T7T17r2>
= (eg, €1, €4,€5,€5,€9,(0:0:1:1:0:0:1:1:0:0),
(0:0:0:0:0:0:1:1:0:0),(0:0:2:3:0:0:1:2:0:0))

Dai, dim (7, X, T, X, T,X) = 8 = exp dim Sec3 X. Portanto, X nao é 3-defeituosa. Pelo
Lema 5.1, X também nao serd 4-defeituosa e na préxima secante cobrird tudo, logo nao
serd, defeituosa.

Exemplo 5.18 Considere X = SV2 (22) & imagem da aplicacao

SVl t Pt X Pt — P*
((zo : 1), (yo = ) = (T3Y5 © TYoY1 * TYT * ToT1Y) * ToT1YoY1 * ToT1YY * T1Y5 © TTYoy © TTYY).
Como X ¢ imagem de um mergulho, temos que dim X = 2. Com efeito, segue que
exp dim Sece X = min{8,2-(2+ 1) — 1} = min{8,5} = 5.

Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P! x P'. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1 : 0),(1 : 0)) e ¢ = ((0 : 1),(0 : 1)). Agora, considere
p=e=(1:0:0:0:0:0:0:0:00eq=es=(0:0:0:0:0:0:0:0:1) de P® que
sao imagens dos pontos p’ e ¢’ pela aplicacdo acima. Noutras palavras,

SUEII))( ')zsv((m)((l 0),(1:0)=(1:0:0:0:0:0:0:0:0)=¢g=p € P®
svéll))( " = (22((0 1),0:1)=(0:0:0:0:0:0:0:0:1)=eg =g P®
Para o ponto p € P8, considere a parametrizacao dada por zy = yo = 1 no aberto U por

meio de uma carta

0:Uy—= Vo Ck®
(@1,91) = (g1, v, 21, 2y, oyl of, atyn, alyl).
Assim, temos que
0, = (0,0, 1,91, vy, 221, 22191, 22197) € @y, = (1,291,0, 21, 22191, 0, 23, 22741).
Seja 0 = (z1,y1) = (0,0) € Uy. Com efeito,
©(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0) =é, =p € k®

QOxl(O) = (07 07 170707 07070) = 63 € kS
90311(0) = (170707 070707070> = é\l € kg-

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k% ¢ dado por 05X = (é,63). E
assim, o espago tangente a X no ponto p € P®, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k%, ¢ dado por
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TpX = <€0, €1, €3>.

Para o ponto g € P8, considere a parametrizacao dada por x; = 1, = 1 no aberto U; por
meio de uma carta

a:U =V, ck®
(%0, Y0) = (T3Y3, L3Y05 T3, T0Yo» ToYo, To, Yo, Yo)-
Assim, temos que
zo = (27043, 220Y0, 220, Y3, Yo, 1,0,0) e ay, = (2x3yo, 23, 0, 220y, o, 0, 20, 1).
Seja 0 = (zo,yo) = (0,0) € Uy. Com efeito,
a(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0) =e; =g € k®

4z, (0) = (0,0,0,0,0,1,0,0) = &5 € k®

vy, (0) = (0,0,0,0,0,0,0,1) = &5 € k°.
Dessa forma, o espaco tangente afim a X no ponto g € k* é dado por O;X = (e5,e7). E

assim, o espaco tangente a X no ponto q € P¥, definido como fecho projetivo (segundo a
topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k®, ¢ dado por

TqX = <€5, €7, €8>.
Dai,
(T, X, T,X) = (eg, €1, €3, €5, €7, €5) = dim (T, X, T, X) = 5 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa, porém nao cobre tudo. Con-
sideremos entao, pelo Lema 5.4, um terceiro ponto em posicao geral r = (1:1:1:1:1:
1:1:1:1) € X. Para a Sec; X, temos que

exp dim SecgX = min{8,3-(2+ 1) — 1} = min{8,8} = 8.
Observe que 7= ¢((1:1),(1:1)) =a((1:1),(1:1)) =(1,1,1,1,1,1,1,1). Trabalhando
com ¢ como antes e definindo ((1:1),(1:1)):=(1,1), temos que
o(1,1) =7 € k8
¢z, (1,1) = (0,0,1,1,1,2,2,2) = u € &k®
0, (1,1) = (1,2,0,1,2,0,1,2) = v € k*.
Assim, OX = (u,v) e, com efeito,
LX=(1:1:1:1:1:1:1:1:1),(1:0:0:1:1:1:2:2:2),
(1:1:2:0:1:2:0:1:2))
= <T,T1,T2>
Pelo Lema de Terracini 5.2, temos que
<TpX7 TqX’ TTX> - <€0761763765»677687T7 7”177"2>
= <€0,€1,63,€5,67,€8,(01031202130112020),
(0:0:0:0:1:0:2:0:0),(0:0:2:0:1:0:0:0:0))

1
Dai, dim (7,X, T,X,T,X) = 7 < exp dim Sec3 X, pois posto | 0 = 2. Portanto,
2

— =
O DN =

X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.
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Exemplo 5.19 Considere X =S ‘/((11,11,11)) a imagem da aplicacao
suyyy) P x P P — PT
(o : w1), (yo : ¥1), (20 : 21)) = (ToYo20 : ToYo21 : ToY120 © ToY121 : T1Yo20 * T1Yo21 : T1Y120 :

T1Y121).
Como X ¢ imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{7,2- (3+1) — 1} = min{7,7} = 7.

Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P! x P! x P!, Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda,
de generalidade que p’ = ((1:0),(1:0),(1:0)) eq¢ = ((0:1),(0:1),(0:1)). Agora,
considere p=1e;=(1:0:0:0:0:0:0:0)eq=e,=(0:0:0:0:0:0:0:1) de P7
que sao imagens dos pontos p’ e ¢’ pela aplicagdao acima. Noutras palavras,

sui (@) = sv ) ((1:0),(1:0),(1:0)) =(1:0:0:0:0:0:0:0) =eg=p € P’
v (@) = svl ) ((0:1),(0:1),(0:1)) =(0:0:0:0:0:0:0:1) =e; =g € P’

Para o ponto p € P7, considere a parametrizacdo dada por zo = yo = 2o = 1 no aberto U
por meio de uma carta

0:Uy— Vo Ck”
(1, Y1, 21) — (21, Y1, Y121, T1, T121, T1Y1, T1Y121).
Assim, temos que

Pr1 = (070707 1,21,91,%21),
Spy1 = (Oa 1,21,0,0,1’1,37121) €

Pz = (17 07 Y1, 07 L1, Oa 96’1y1)-
Seja 0 = (z1,y1,21) = (0,0,0) € Uy. Com efeito,

©(0) = (0,0,0,0,0,0,0) =éy =p € k'
¢, (0) = (0,0,0,1,0,0,0) = é3 € k7
©,,(0) = (0,1,0,0,0,0,0) = &3 € k"
¢.,(0) = (1,0,0,0,0,0,0) = & € k'

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k7 ¢ dado por 03X = (€1, €3, €4).
E assim, o espago tangente a X no ponto p € P, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k7, ¢ dado por

TpX = <€0, €1, €9, €4>.

Para o ponto g € P7, considere a parametrizacao dada por x; = y; = z; = 1 no aberto U;
por meio de uma carta

a:U =V, Ckr

(20, Yo, 20) — (ToYo20, ToYo, LoZ0, Tos Y020, Yo, 20)-

Assim, temos que
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Qg = (y0207y07 20, 1707070)7
Qg = (xOZwa()?OvOaZOa 170) €
Ay = (x0y0707x0707y0707 1)

Seja 0 = (o, Yo, 20) = (0,0,0) € U;. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0,0,0) =&y =q € k'
a4, (0) = (0,0,0,1,0,0, 0) e ek’
vy, (0) = (0,0,0,0,0,1,0) = &5 € kT
., (0) = (0,0,0,0,0,01):6_€k¢7

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k" ¢ dado por OzX = (€3, €5, ).
E assim, o espago tangente a X no ponto ¢ € P®, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k7, é dado por

T,X = <€37€5,€6,€7>-
Dali,
(I,X,T,X) = (e, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7) = dim (T, X, T, X) = 7 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa e cobre tudo, logo nao é
defeituosa.

Exemplo 5.20 Considere X = SV((LM)

11,2 @ imagem da aplicacao

U1 L PYx P x P Y
((zo : m1), (Wo : 11), (20 : 21)) + (ToYo2d : ToYoz021 : ToYoZs : Toy12a © ToY12021 : ToY12s

3313/023 P T1YoR0%1 - xlyOZ% : $1y12(2) S X1Y12021 - 113/12%)-
Como X ¢ imagem de um mergulho, temos que dim X = 3. Com efeito, segue que
exp dim Seco X = min{11,2-(3+1) — 1} = min{l11,7} = 7.

Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P! x P! x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda
de generalidade que p’ = ((1:0),(1:0),(1:0))eq¢ = ((0:1),(0:1),(0:1)). Agora,
considere p=e;=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0)eqg=e;;=(0:0:0:0:0:
0:0:0:0:0:0:1) de P! que sdo imagens dos pontos p’ e ¢’ pela aplicagao acima.
Noutras palavras,
sv((iﬁ:;))(p'):sv((ij;;))((lz()),(l:0),(1:O)):(l:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0)260:
P c Pll
U1 (@) = s 1) ((0:1),(0:1),(0:1) =(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) = ey =
q € PH

Para o ponto p € P!, considere a parametrizacao dada por zo = o = 2 = 1 no aberto
Uy por meio de uma carta

0 Uy — Vy C kM

2 2 2 2
(1,91, 21) = (21, 215 Y1, Y 21, Y127, T1, T121, T127, 1Y, T1Y121, L1Y127)-

Assim, temos que
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Py = (O’ 0,0,0,0,1, 2, Z%v Y1, Y171, 912/%)7
Py = (07 07 17 21y Z%a Oa 07 07 L1, L121, ‘1'12%) €
@2 = (1,221,0,y1,2y121, 0, 21, 22121, 0, 2191, 22191 21).-

Seja 0 = (z1,y1,21) = (0,0,0) € Uy. Com efeito,
©(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) =& =p € k'
©2,(0) = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0) = é; € k'

(

) =
¢y, (0) = (0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0) = &3 € k'
©.,(0) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = & € k"

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k' é dado por O;X = (€1, €3, ).
E assim, o espago tangente a X no ponto p € P!, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k!, é dado por

TpX = <€07 €1, €3, €6>-

Para o ponto ¢ € P!, considere a parametrizacio dada por z; = 1, = z; = 1 no aberto
U, por meio de uma carta

a:Uy = Vi k!
2 2 2 2
(%0, Yo, 20) — (ZoYo2y> ToY020, ToYo, L0Zhs L0205 L0, YoZo» Y020, Yo, 255 20)-
Assim, temos que

gy = (y02(2)7 Yoo, Yo, 237 20, 17 07 07 07 07 0)7
O‘yo = (xOZga Tozo, Lo, OJ 07 07 Zga 20, 17 07 0) €
o, = (2z0Y020, ToYo, 0, 22020, To, 0, 2y020, Yo, 0, 220, 1).

Seja 0 = (o, Yo, 20) = (0,0,0) € U;. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) =5 = g € k"

a4, (0) = (0,0,0,0,0, 1,0,0,0,0,0) = € k!
ay()(o) = (O’ 0707070a 070707 1a070) = 6_8 € kll
O420(0) = (0707070707070707 0707 1) = 6_10 € kll

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k' ¢ dado por OzX = (€5, €s, €1g)-
E assim, o espago tangente a X no ponto ¢ € P!, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espaco tangente afim a X no ponto g € k'!, é dado por

TqX - <€57€876107€11>'
Dai,
(T, X, T,X) = (eg, €1, €3, €5, €, €5, €10, €11) = dim (1, X, T, X) = 7 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa, mas nao cobre tudo. Consi-
deremos entdo, pelo Lema 5.4, um terceiro ponto em posicdo geral r = (1:1:1:1:1:
1:1:1:1:1:1:1) € X. Para a Sec3X, temos que

exp dim SecsX = min{11,3-(3+1) — 1} = min{11,11} = 11.

76



Observe que
r=p((1:1),(1:1),1:1) =a((1:1),(1:1),(1:1)) = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1).
Trabalhando com ¢ como antes e definindo ((1:1),(1:1),(1:1)):=(1,1,1), temos que

o(1,1,1) =7 € k"
¢, (1,1,1) = (0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1) = u € k'!
©,,(1,1,1) = (0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1) = v € k"
0., (1,1,1) = (1,2,0,1,2,0,1,2,0,1,2) = w € k'!

Assim, OrX = (u,v,w) e, com efeito,
LX=(1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1),(1:0:0:0:0:0:1:1:1:1:1:1),
(1:0:0:1:1:1:0:0:0:1:1:1),(1:1:2:0:1:2:0:1:2:0:1:2))
= (r,r1,72,73)

Pelo Lema de Terracini 5.2, temos que

<TpX7 TqX7 TTX> = <60761763765766768761076117T7 7'1,7”2,7”3>
= <€0,61,63,65,66,68,610,611,(OZOI11021:020211021:020),

(0:0:0:0:0:0:0:1:0:1:0:0),
(0:0:0:0:1:0:0:0:0:1:0:0),
(0:0:2:0:1:0:0:1:0:0:0:0))
1 111
Dai, dim (7,X,7,X,T.X) = 10 < exp dim SecsX, pois posto 8 2 (1) 1 = 3.
21 10

Portanto, X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.

Exemplo 5.21 Considere X = SV((ll’ll’ll’ll)) a imagem da aplicacao

suin) c P x P x P x Pl — P
((l’o : 371), (yo : 3/1), (2’0 : 21), (wo : ’w1)) = (xoyozowo P ToYocoWr * ToYoc1Wo * ToYoz1 Wy -
ToY120Wo - ToY120W1 - TpY121Wo - ToY121W7 -
T1YoZoWo - T1Yo2oW1 - T1Yp21Wo - T1YoR1Wr -

T1Y120Wp * T1Y120W1 * L1Y121Wo * l’lylzlwl)-
Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = 4. Com efeito, segue que
exp dim Sece X = min{15,2-(4+1) — 1} = min{15,9} = 9.

Sejam p’ e ¢’ pontos gerais de P! x P! x P! x P!. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem
perda de generalidade que p’ = ((1:0),(1:0),(1:0),(1:0))eq¢ =((0:1),(0:1),(0:
1),(0:1)). Agora, considere p=ey=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0)
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eq=e5=00:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) de P¥ que sao imagens
dos pontos p’ e ¢’ pela aplicacao acima. Noutras palavras,
sl () =svi i (1:0), (1:0), (1:0),(1:0)
=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0)=¢y=pe€P
11,11 111
sl (@) =sv T (0:1),(0:1),(0: 1), (05 1)
=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1)=ey5=¢q€P?

Para o ponto p € P!, considere a parametrizacao dada por o = yo = 2 = wy = 1 no
aberto Uy por meio de uma carta

0 :Uy— Vo C kP
(1'17y1,2’1,w1) = (wl,217w12’1,yl,ylwl,ylzl,ylzlwlaxl,33'171)1,56121795121701,3713/17%13/1?1)1,
I1ylz17$1y12’1w1)-

Assim, temos que

(0; 0,0,0,0,0,0,1,wnq, 21, 21w1, Y1, Y1W1, Y121, y121w1),
(0; 0,0,1,ws, 21, 21w1,0,0,0,0, x1, x1w1, X121, T121W1),
=(0,1,w1,0,0,y1,y1w1, 0,0, 21, w1, 0,0, 2141, 2171w ) €
( 0 21, Ov Y1, 07 Yi1<1, 07 X1, Oa x1%1, 07 T1Y1, Ov xlylzl)-

Seja 0 = (xl,yl,zl, wy) = (0,0,0,0) € Uy. Com efeito,

©(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = éy = p € k*°
¢, (0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0) = é3 € k**
¢y, (0) = (0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = & € k'
¢.,(0) =(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = & € k™
©w, (0) = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = é; € k*°

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto p € k' é dado por OpX = (€1, €, €y, €3).
E assim, o espa¢o tangente a X no ponto p € P'*, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto p € k'°, é dado por

TpX = <€0;€1762764768>~

Para o ponto ¢ € P, considere a parametrizacdo dada por 1 = y; = 21 = w; = 1 no
aberto U; por meio de uma carta

a:U =V, CkP
(900, Yo, 20, wo) = (%yozowo, ZolYo<0, LToYoWo, TolYo, TozoWo, To<o, LoWo, Lo, YoLoWo, Y020, YoWo,
Yo, 2oWo, <0, wo)‘
Assim, temos que
Qg = (yOZOw07 Yoz0, YoWo, Yo, 20Wo, 20, Wo, 17 07 Oa 07 07 07 Oa 0)7
Qyy = (x020w0> oo, LoWo, Lo, 07 Oa 07 07 ZpWo, 20, Wo, 17 07 07 0)7

Wyy = (1303/01007 ToYo, 07 07 ToWo, To, 07 07 YoWo, Yo, 07 07 Wo, 17 0) €
Aoy = (x0y0207 07 ZoYo, 07 ZoZzo, 07 Zo, 07 Yo~zo, 07 Yo, 07 20, 07 1)
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Seja 0 = (o, Yo, 20, wo) = (0,0,0,0) € U;. Com efeito,

a(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) = ey =g € k*°
., (0) = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0) =& € k'
v, (0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0) = &7 € k™
a.,(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0) = &3 € k'
(0) =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1) = &15 € k'®

Oty

Dessa forma, o espago tangente afim a X no ponto g € k> ¢ dado por O3X = (e7,e17, €13, €14)-
E assim, o espaco tangente a X no ponto ¢ € P, definido como fecho projetivo (segundo
a topologia de Zariski) do espago tangente afim a X no ponto g € k'°, é dado por

TqX = (677610,611,6137614,615>-
Dai,

<TPX7 TqX> = <€07 €1, €9, €4, €7, €8, €11, €13, €14, 615)
= dim (7, X, T, X) = 9 = exp dim Secy X.

Portanto, pelo Lema de Terracini 5.2, X nao é 2-defeituosa, mas nao cobre tudo. Consi-
deremos entao, pelo Lema 5.4, um terceiro ponto em posicao geral

=(l:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1)€ X.
Para a Sec3 X, temos que
exp dim SecsX = min{15,3- (4 + 1) — 1} = min{15, 14} = 14.
Observe que

r=p((1:1), (110, (1:1),(1:1)) = a((1:1),(1:1),(1:1),(1:1)) =
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1).
Trabalhando com ¢ como antes e definindo ((1 : 1),(1 : 1),(1 : 1),(1:)) := (1,1,1,1),
temos que

©(1,1,1,1) =7 € k'°
¢s,(1,1,1,1) = (0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1) = u € k'
¢y, (1,1,1,1) = (0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1) = v € k'
¢.,(1,1,1,1) = (0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1) = a € k*°
¢uw, (1,1,1,1) = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1) = b € k*°

Assim, Oz X = (u,v,a,b) e, com efeito,

—((1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1),

(1:0:0:0:0:0:0:0:1:1:1:1:1:1:1:1),
(1:0:0:0:1:1:1:1:0:0:0:0:1:1:1:1),
(1:0:1:1:0:0:1:1:0:0:1:1:0:0:1:1),
(1:1:0:1:0:1:0:1:0:1:0:1:0:1:0:1))

- <T7 r1,7T2,T73, T4>
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Pelo Lema de Terracini 5.2, temos que

<TpX7 Tar T’r‘X) = <607 €1, €3, €5, €6, €8, €10, €11, 1, T'1, T2, T3>

= <€07 €1, €2, €4, €7, €8, €11, €13, €14, €15,

(0:0:0:1:0:1:1:0:0:1:1:0:1:0:0:0),
(0:0:0:0:0:0:0:0:0:1:1:0:1:0:0:0),
(0:0:0:1:0:0:1:0:0:0:1:0:0:0:0:0),
(0:0:0:0:0:1:1:0:0:0:0:0:1:0:0:0),
(0:0:0:1:0:1:0:0:0:1:0:0:0:0:0:0))
111111
000111
Dai, dim (7, X, T,X,T,X) = 13 < exp dim Secs X, poisposto | 1 0 1 0 1 0 | =4
011001
110100

Portanto, X é 3-defeituosa, logo é defeituosa.

Exemplo 5.22 Seja X = S\/((lni;n) (suponha, sem perda, que n > m) a imagem da
aplicagao

sv((f’f; ). Pl x pl — prmtntm

(oo imn),Wo:e o Ym)) = (ToYo t o v S XYm & v e S TplYo t e & T Ym)-

Como X é imagem de um mergulho, temos que dim X = n + m. Com efeito, segue que

exp dim Sec; X = min{nm+n+m,2-(n+m+1)—1}
= min{nm +n+m,2(n+m) + 1}

Seja p’ um ponto em posi¢ao geral de P x P™. Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda

de generalidade, que p’ = ((1:0:---:0),(1:0:---:0)). Agora, considere p = SUEZT;) (p)
n Vezes m Vezes

um ponto em posi¢ao geral, onde p’ = (eg,eq) € P" x P™. Considere a parametrizagao

xo = Yo = 1, dada por

p: Uy =W
m—+1 m m
A\ A\ A\
N N 7 N
(T1s o Ty Yty e Um) > (Yls e oy Uy T T1YLy - - s L1y 25 T2YLy -« - s L2Yms -« + s Ty
Ty« s Tnlm)-
——— ——

m
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Com efeito, temos que

0y = (1,0,...,0,21,0,...,0,29,0,...,0,2,,0,...,0)
:>90y1(0) = (170770) :é\l

@y, = (0,...,0,1,0,...,0,21,0,...,0,29,0,...,0,2,)
= 0y, (0) = e,

Yoy = (0,...,0, 1,91, ., Ym,0,...,0)

= 04, (0) = €1

Pr, = (Oa---7071;3117---73/m)
= P, (O) = é\n(erl)
Dai,

m+1 n

A\

7\
-~ ~\ -~ ™\ .
T,X = (€0, €1, -, €ms Cmi1, 2mi1s- - - » En(m+1)) = dim T, X =n 4+ m.

Seja ¢’ um ponto em posicao geral de P x P, Pelo Lema 5.3, podemos supor, sem perda

de generalidade, que ¢ = ((0:---:0:1),(0:---:0:1)). Agora, considere ¢ = své?’g)(q’)
n Vezes m Vezes

um ponto em posi¢ao geral, onde ¢’ = (e1,e;) € P* x P™. Considere a parametrizagdo
r1 =1y, = 1 dada por

a:U =V
m+2 m+1
7\ 7\
7 N 7 N
(:EU7I27:B37 <o Ty Yo, Y2, Y3, - - - 7y77’L) = (ﬂfoyo, Lo, LoY2, - - - LoYm, Yo, Yo, Y2, Y35 - - - s Ym,
L2Yo, T2, L2Y2, - - -, L2Ym,; - - -
TV
m+1
TnYo, Tn, Tnly2, - - - 7$nym)
N -~ >
m+1

Com efeito,

o = (Yo, L,y2, oo Ym, 0,...,0) = a, (0) =&
apy, = (0,...,0,90, L,y2, -+, Um0, ..., 0) = @, (0) = E2p13
Qpy = (0,...,0,90, L, 2, -+, Ym, 0, ..., 0) = g (0) = €304
g, =(0,...,0,50, L, Y2, -, Ym, 0,...,0) = g, (0) = Egpnss

g, = (07 cee 7an0> 1,927 s aym) = axn(o) = Enm+(n+1)

ay, = (20,0,...,0,1,0,...,0,22,0,...,0,2,,0,...,0) = a,(0) = €,41

Ay = (0,0,LU(],O,...,O,1,0,...,O,SL’Q,O,...,O,Jln,o,...,O) = OéyQ(O) :€m+3:m+(2+1)
oy = (0,0,0,20,0,...,0,1,0,...,0,25,0,..,0,2,0,...,0) = ety (0) = Con s (341

Qy,, = (O,...,O,l’o,O,...,0,1,0,...,O,IQ,O,...,O,QZ’H) = Oéym(O) :EQm+1:m+(m+1)

m
Dali,
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T, X = (€1, em+1, €m42s - - - C2mt1s €2mt3, E3mtds - - - Cum (nt1)) = dim T;. X = n 4+ m.
Observe que T,X N T, X = {e;4+1}. Fixado m = 1, temos que
exp dim Seco X = min{2n +1,2(n+1+1) — 1} = min{2n +1,2n 4+ 3} = 2n + 1.

Isso mostra que se m = 1 entao X nao é 2-defeituosa. Se, porém, N >2m +1 > m + 1,
entdao X é 2-defeituosa.

Exemplo 5.23 Considere a mesma variedade X definida no exemplo anterior, o Exemplo
5.22, s6 que vista em sua forma matricial, isto é

sv((n n)l) P x P P = {M [ M € Mnynyx(min}/ ~

ToYo .- ToYm
(o :eooimn),(Wo:vee i Ym)) — ‘
TnYo --- TnplYm

Mostremos inicialmente que X = {M € M 41) % (m+1) | M tem posto 1}. Para isso, consi-
dere os conjuntos

A={(ry;)ij| v # 0 # y} CMui)xmr1) € B={M € Mpui1)x(m+1) | M tem posto 1}
Para mostrar que A C B, observe que
Im(M) = (vetores coluna de M) = (yox,hz, ..., ynz) = (x)

pois y # 0. Isto implica que posto (M) = dim Im(M) = 1, pois  # 0. Por outro lado,
para ver que B C A, observe que Im(M) tem dimensao 1. Dai, Im(M) = (x) para algum
x # 0. Como

(x) = Im(M) = (vetores coluna de M),
temos que, para cada j = 0,...,m existe y; tal que j-ésima coluna de M ¢é igual a y;z.
Além disso, y = (Yo, .-, Ym) # 0 pois M # 0, uma vez que dim I'm(M) # 0.

Agora, mostremos que Secy, SV(I"I’T)H), pode ser identificada com o conjunto das ma-
trizes de posto < h. Para isto, considere os seguintes subconjuntos de kmmtntmtl,
X = [Secthlnlm] Y = {M € Mgi1)xm+1) |posto (M) < h} e Z = {My + - +
My |M; € B = A} Queremos mostrar que X =Y = Z. Para ver que Z C Y, basta
observar que

Im(My+ -+ M) C Im(My)+ -+ Im(My),

o que implica que

h h
posto (M1+---+Mh)§z osto Im(M Zl h.
=1

=1

.

Para ver que Y C Z, considere M € Y. Dai, Im(M) = (x',..., 2") para certos 27 € k"*1,
Com efeito,

h h h h h
d o D ylal D yhal Z !yl ylal) = € Z.
J= J= J= J=1 j=1

—_— Y= Y= b
colunao coluna1  coluna m

M;
~~
osto<1

Mostremos agora que X = Z. De fato,
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[Secn SV = [ U (pl,---,ph>] = U {up+ i d ek
p

Ly PR €SV P1,--,PR€[SV]

= U i+ tml=Z=Y=Y

P1,--,PRE[SV]

Note que Y é fechado, pois
Y =V (det (N)|N varre todas as submatrizes (h+ 1) x (h+ 1)).

Isso decorre de uma aplicagao direta, que faremos abaixo, do Teorema 19.9 do livro [15],
adaptado ao que desejamos e enunciado como segue:

“ 0 posto de uma matriz M € Mpi1)x(mt1) € 0 maior nimero h € Zxq tal que M
possui uma submatriz N € My, com det N # 0.7

Seja M € M(;41)x(m+1) uma matriz e mostremos que posto(M) < h se, e somente
se, todos os menores de tamanho h + 1 de M sao zero. Com efeito, temos pelo Teorema
enunciado acima que posto(M) < h se, e somente se, det (N) # 0 para toda submatriz
N € My, «p, 0 que por definicao de determinante ocorre se, e somente se, todos os menores
de tamanho h + 1 de M forem nulos e, pelo Toerema de Laplace, ocorre se, e somente se,
todos 0s menores de tamanho > h + 1 de M forem zero.

De fato, suponha que todos os menores de tamanho > h + 1 de M sao zero. Pelo
Teorema enunciado acima, segue que posto(M) < h + 1, logo posto(M) < h. Reciproca-
mente, suponha agora que posto(M) = s < h e considere B € My, uma submatriz com
t > h+1. Observe que t > h+ 1 > h. Pela parte de maximalidade do nimero h € Zxq
do Teorema acima enunciado, devemos ter det B = 0.

Portanto, fica provado que, de fato,

Y = V(det (N)| N varre todas as submatrizes (h + 1) x (h+ 1)).

Dessa forma, supondo 1 < m < n, sem perda de generalidade, temos que exp
dim SeCQSV((f?l’T)n) =2(n+m) + 1 ao passo que dim SeCQSV((f?l”)n) =2(n+m)—1.

Por fim, mostremos que dim Z = 2(n + m) (afim). Para isso, basta considerar uma
sobrejecao afim de Z. Seja

Y B x B2 Z
(2,23, (5, %)) = (ke + gia? -+ gha' + ya?)

coluna o coluna m

Dai, dim Z < dim Dom(p) = dim k%" x k*™ = 2(n + m).

Como o leitor pode notar dos exemplos vistos, o Lema de Terracini 5.2 apesar de
eficaz, se mostra inviavel, a menos de poucas excessoes como fizemos. A inviabilidade se
apresenta pela necessidade em explicitar o calculo da Sec, X, que para h > 3 se mostra
um tanto quanto que trabalhoso. Contudo, o método usual é por meio do calculo dos
espacos tangentes e Terracini.

83



6 Esquemas e Feixes

Neste capitulo definiremos, apresentaremos alguns exemplos e enunciaremos alguns
resultados, em sua grande maioria sem provar. Contudo, o leitor interessado poderd
consultar a referéncia dada, sobre importantes objetos de estudo em (Geometria Algébrica:
esquemas e feixes. A principal referéncia para essa parte sao os Capitulos IT e IIT do livro
[ ]

Na primeira secao apresentamos o conceito, exemplos e propriedades inerentes & estru-
tura de pré-feixes e feixes. Na sequéncia, tratamos do espectro primo de um anel, como
um conjunto, como um espago topologico e por fim como um feixe, a fim de obtermos
um espago que seja localmente anelado, ou seja, cada talo seja um anel local (isto é, pos-
sua um unico ideal maximal). A necessidade em se obter esse espago localmente anelado
reside no fato de precisarmos disso para definirmos esquemas.

Os esquemas serao tratados na terceira e tltima secao deste capitulo. Nesta parte
definiremos um morfismo de feixes e veremos como os esquemas funcionam na préatica.
Assim, nesta tltima secao usaremos de todo arcabouco de ferramentas obtidas nas secoes
anteriores, para vermos o espaco projetivo e as variedades projetivas, sob a oOtica de
esquemas.

6.1 Pré-Feixes e Feixes

Definicao 6.1 Seja X um espaco topologico. Um pré-feixe F de conjuntos em X ¢é
definido como segue:

(a) para cada aberto U C X, um conjunto F(U);

(b) para cada inclusao V C U de abertos de X, uma funcao pyy : F(U) — F(V) sujeita
as seguintes restricoes:
(1) F(o) consiste de um tunico ponto;

(2) PUU :id]-'(U)§
(3) Se W C V C U sao abertos, entdo pyw = pyw © puv, onde as pyy sdo chamadas
de restricoes. Com isso, temos o seguinte diagrama comutativo

pPUV

F(U)

F(V)

Defini¢ao 6.2 Os elementos s € F(U) sao chamados de se¢des de F sobre U. Os
elementos de F(X) := I'(F, X) sao chamados segoes globais de F. Usamos a notacao
se F(U) e pyv(s) =: s|y.
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Exemplo 6.1 Sejam X e Y espagos topoldgicos, defina para cada aberto nao vazio U C
X

F(U)={f:U —Y continua}
e para cada inclusao de abertos V C U,
puv : F(U) = F(V)
= flv

Entao F é um pré-feixe de espacos topologicos sobre X.

Exemplo 6.2 Sejam X uma variedade diferenciavel e defina para todo aberto nao vazio
UCX,

F(U)={f:U — R diferenciavel }
e para cada inclusao de abertos V C U,

pov : F(U) = F(V)
[ flv

Entao F é um pré-feixe, chamado o pré-feixe de funcoes diferenciaveis.

Definicao 6.3 Seja F um pré-feixe sobre um espaco topolégico X. Dizemos que F é
um feixe quando vale a seguinte propriedade: dada uma cobertura aberta {U,} de um
aberto U C X e se¢bes s, € F(U,) compativeis nas intersegoes, isto é,

Sa‘UamUB - 55|UomU5’

existe uma tnica se¢do s € F(U) tal que san = s, para todo a. Dizemos que as s,
podem ser “coladas” para obter uma s, e de modo tnico.

Exemplo 6.3 Os exemplos 6.1 e 6.2 dados acima sao exemplos de pré-feixes que sao
feixes. Vejamos a seguir, um exemplo de um pré-feixe que nao é um feixe.

Exemplo 6.4 Sejam X um espaco topolégico e Y um conjunto. Defina para todo aberto
nao vazio U C X,

FU)={f:U =Y constante}
e para cada inclusao de abertos V C U,
puv : F(U) = F(V)
f=flv

Entao F é um pré-feixe que nao é um feixe. De fato, suponha que existam abertos
U,U, CUcomU =U,UUy, UyNUy, = &, Uy # @ # Uy. Sejam y; # ys € Y e
S1 € .F(Ul)7 S9 € .F(UQ), onde

s1:U; =Y o So: Uy =Y
T = T = Ys

Entao,
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81|U10U2 = SZ}Ung =, onde F(9) = {*}, pois Uy N U = 3.

Contudo, ndo existe s € F(Uy N Us) tal que s|y, = s1 € $|y, = sa.

Definicao 6.4 Seja F um pré-feixe num espaco topolégico X e seja U C X um aberto
nao vazio. Definimos F restrito a U, e denotamos por F|;, como sendo

Flu(V) := F(V), para todo aberto V- C U

e oyw = pyw para toda inclusao de abertos W C V' C U. Neste caso, F|y juntamente
com as restricoes oy ¢ um feixe sobre o aberto U.

Definicao 6.5 Uma variedade quase-afim Y C k™ é um aberto de uma variedade afim
V(I) C k" onde I C k[zy,...,z,]. Umna variedade quase-projetiva X C P" é um aberto
de uma variedade projetiva V(J) C P" onde J C k[zo,...,z,] é um ideal homogéneo.
Uma variedade é qualquer variedade afim, quase-afim, projetiva ou quase-projetiva.

Definicao 6.6 Seja Y C k™ uma variedade quase-afim. Uma funcao f : Y — k é regular
em p € Y, se existe uma vizinhanga U C Y de p e polindomios g, h € k[xq,. .., x,] tais que
0¢ h(U) (h(x) # 0 para todo x € U) e f = g/h em U. Dizemos que f é regular, se f é
regular em p para todo p € Y. Por outro lado, se X C P" é uma variedade quase-projetiva,
entdao uma funcao f : X — k é regular em p € X, se existe uma vizinhanca U C X de
p e polinémios homogéneos de mesmo grau, g,h € k[xo,...,x,] tais que h(Q) # 0 para
todo@Q €U e f=g/hemU.

Exemplo 6.5 Seja X uma variedade sobre um corpo k. Defina para todo aberto nao
vazio U C X,

OWU) :={f:U — k regular}
e para cada inclusao de abertos V C U,

puv : O(U) = O(V)
f=flv

Chamamos O de feixe de fungoes regulares. Além disso, O é um feixe de anéis.

Definicao 6.7 Seja F um pré-feixe sobre um espago topoldgico X. Definimos o talo F,
de F em p € X, como sendo o limite direto dos grupos F(U) para toda vizinhanca U C X
de p, em notacao

Fp = li_r)n]:(U)

Um elemento de F, é representado por um par (U, s) com U vizinhanca de p e s € F(U).
Dois pares (U, s) e (V,t) representam o mesmo elemento de F,, quando existe um aberto
Wtalquepe W CUNV e slw =tlw. Os elementos de F, sdo chamados germes de
secoes.

Exemplo 6.6 Seja A um grupo abeliano, X um espaco topologico e p € X. Defina para
todo aberto nao vazio U C X:

. | AsepecU

o ={ ol s g
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e para toda inclusao de abertos V C U,

ida,sepeV
puv =4 {0} —{0},sep ¢ U
A {0}, sepeU\V

Chamamos i,(A) de feixe skyscrapper. Além disso, os talos de i,(A) sdo dados por

; _J AseQe {?}_
(Ao { [0}, se Q ¢ (7}

6.2 O Espectro de um Anel

Parte Zero - Motivacgao

Note inicialmente que temos uma bijecao entre os ideais radicais de k[z1,...,x,] e as
variedades afins sobre k, além disso, temos também uma bijecao entre as variedades afins
sobre k e as k-algebras finitamente geradas (f.g.) sem elementos nilpotentes. Desta forma,
temos a seguinte relacao entre a algebra e a geometria

ideais radicais de o variedades afins T k-algebras f.g.
— — .
klxy, ..., 2] sobre k sem nilpotentes

GEOMETRIA ALGEBRA

Onde cada ideal radical I de k[zy, ..., z,| tem uma variedade afim sobre k associada V' (I),
e cada variedade afim X sobre k tem um ideal radical associado I(X) e uma k-algebra fini-
tamente gerada sem nilpotente, dada pelo anel de coordenadas k[ X| = k[xq, ..., z,]/I(X).

Também podemos estabelecer uma relacao entre esquemas afins, variedades afins sobre
k, anéis e k-algebras finitamente geradas sem elementos nilpotentes, através do espectro
de um dado anel. Dado um anel A e associado & ele seu espectro Spec(A), temos o
seguinte diagrama

{esquemas afins} {anéis}

variedades afins 7 k-algebras f.g.
— .
sobre k sem nilpotentes

onde 7 é a inclusao.

Parte Um - O Espectro como um Conjunto

Definigao 6.8 Seja A um anel. Definimos o conjunto
Spec(A) :={p C A|p é um ideal primo de A}.

Proposigao 6.1 Spec(A) =@ — A= {0}.
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Observacao 6.1 Se A = k[zy,...,x,]/] é o anel de coordenadas k[X] de uma variedade
afim X = V(I) C k™, entdo Spec(A) tem um elemento para cada subvariedade irredutivel
de X. Num certo sentido, existe a seguinte bijecao

Spec(A) = {p C A primo} <— {Y C X irredutivel},

onde para cada ideal primo p de A, temos uma variedade irredutivel V' (p+ I) e para cada

subvariedade irredutivel Y de X, temos um ideal primo (YY), onde I(Y) é a imagem de
I(Y) C k[xy,...,x,] em A pela projecao canonica 7 : k[zy,...,z,] — A.

Exemplo 6.7 Sejam A = k[z]/(x(z —1)) e X = V(z(x —1)) = {0,1} C k, assim X tem
dois pontos. Logo

{Y C X irredutivel} = {{0},{1}} «— Spec(A).

Assim, Spec(A) tem dois pontos: pg = () C Ae p; = (xr — 1) C A. Portanto, Spec(A) =
{p07p1}-

Exemplo 6.8 Sejam A = k[z,y] e X = V(0) = k?. Assim, X ¢ o plano afim e Spec(A)
tem um ponto para cada ponto de X, ou seja,

X — Spec(A)
(IOJ yO) = (l’ —To,Y — yO)
Além disso, Spec(A) tem um ponto para cada polindémio irredutivel ménico

{f € k[z,y] irredutivel monico} — Spec(A)
f=(f)
e um ponto, o ideal nulo, correspondente a k*. Assim, Spec(A) = {(z — xo,y — yo)} U
{(/)}U{(0)} esta em bijecao com k? U {curvas irredutiveis} U {k?}.
Funcoes no Espectro

Defini¢do 6.9 Sejam A um anel e f € A. Para cada p € Spec(A), faca o quociente A/p
de A pelo ideal p e em seguida o corpo de fragoes k(p) do dominio A/p. Compondo

A — A/p — k(p) (corpo residual de p)
fefef1
Construimos assim uma funcao (que também denotamos por f)

f: Spec(A) — |_| k(p)

pESpec(A)
p f/1
Observe que nao faz sentido comparar f(p) € k(p) e f(q) € k(q), pois estdo em corpos
residuais diferentes. Contudo, faz sentido a condi¢ao f(p) = 0 para todo p € V, onde

V' C Spec(A) & um subconjunto de Spec(A) no caso A = k[, ..., x,]/I temos k(p) = k
para todo ideal maximal p e f(p) é o valor usual de f € Aempe X =V (I) C k™.

Exemplo 6.9 Sejam A = k[z]/(2%) e f =T € A. Temos entdo que f(p) = 0 para todo
p € Spec(A), mas f # 0.
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Parte Dois - O Espectro como um Espago Toplégico

Definicao 6.10 Seja A um anel e para cada S C A, defina

V(S) :={p € Spec(A) | f(p) =0V f € S}
= {p € Spec(A) |p 2 S}

Observacao 6.2 Ja vimos que Spec(A) é um espaco topologico com fechados V (.S) pela
Proposicao 2.34. Mais precisamente,

a) (\V(S.) =V <U 5a>;

(b) V(S)UV(S) =V((S)N(S)) =V{(S)(5));

(c) V({0}) = 4;

(d) V{1}) =

A topologia de Spec(A) é chamada Topologia de Zariski.

Como a operagao

Spec(A) — { fechados de Spec(A)}
p=V(p)

reverte inclusao, temos entao que ideais maximais de A sao levados em fechados minimais.
Observacao 6.3

(a) SCT=V(T) CV(S);

(b) V(S) = V({(9));

(¢) p.g € Spec(A), p S q=V(q) € V(p);

(d)

Exemplo 6.10 Voltando ao Exemplo 6.8, A = k[z, y]

V(p) =P é o fecho de {p} C Spec(A) na topologia de Spec(A).

Spec(A) =
pontos fechados pontos nem fechados nem densos ponto denso
7\ -~ y '\ ~
(@ — 0,y — 1) | (@0, 30) € ¥JU_ {()|f € Ml y] irredutivel} U {(0)]
A B

Como {0} C p (como ideais) para todo p € Spec(A), temos entdao {0} D {p} > p para todo
p € Spec(A). Portanto, {0} é denso em Spec(A). Por outro lado, {p} = {p} para todo
ideal maximal p. Assim, {p} é um ponto fechado para todo ideal maximal p. Finalmente,
dado g = (f) € Spec(A), se C =V (f) C k?, entao

{r} = {a} U;{(f—xo»y—yo) | (zo,90) € V(f) C kz];

Dizemos que ¢ = ¢ é o ponto genérico de C. Desse modo, Spec(A) é formado pelos
pontos p € Spec(A), 0 € Spec(A) e ne € Spec(A), cujos fechos sao {p} = {p} e {0} =
Spec(A).
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Funcoes Continuas no Espectro

Definicao 6.11 Seja ¢ : A — B um morfismo de anéis. Definimos uma aplicagao asso-
ciada a ¢:

Spec(p) : Spec(B) — Spec(A)
P (p)
Outras notagdes para Spec(yp) sio (¢) = ¥ = a,.
Proposicao 6.2 Spec(y) é uma fungio continua.

Demonstracao:
De fato, basta observar que Spec(p) '(V(q)) = V(e 1(q)) para todo ¢ ideal de A e
portanto, a pré-imagem de fechados é fechada.

Proposigao 6.3 Se ¢ é sobrejetor, entdo Spec(y) é um homeomorfismo de Spec(B) sobre
V(ker o). Se ¢ & injetor, entdo Spec(y)(Spec(B)) = Spec(A).

Corolario 6.1 Sejam A um anel, [ um ideal de Ae 7 : A — A/I o morfismo candnico.
Entao Spec(m) : Spec(A/I) — Spec(A) ¢ um homomorfismo de Spec(A/I) sobre o fechado
V(I) C Spec(A).

Proposigao 6.4 Sejam A um anel, S C A um subconjunto multiplicativamente fechado
e A— Ag alocalizacdo. Entao Spec(v) : Spec(As) — Spec(A) é um homeomorfismo
de Spec(Ag) sobre o conjunto

Us = {p € Spec(A) | pN S =} C Spec(A).

Proposigdo 6.5 Sejam A um anel, f € Ae S ={1,f f*...} CA. Sejayy:A— Ay
a localizac¢do. Entdo Spec(v) : Spec(Af) — Spec(A) ¢ um homeomorfismo de Spec(Ay)
sobre o aberto D(f) = Spec(A) \ V(f).

Observacao 6.4 Os abertos D(f) com f € A sdo chamados abertos principais e
formam uma base da topologia Spec(A).

Proposigao 6.6 Spec(A) é compacto, ou seja, toda cobertura por abertos admite sub-
cobertura finita.

Exemplo 6.11 Para todos n > m > 1, os espacos Spec(k[z]/(z™)) e Spec(k[z]/(z™)) sao
homeomorfos.

Exemplo 6.12 Seja A = k[z,y|, X = Spec(A) e f € A irredutivel. Temos o seguinte

Spec(m

Ap & A5 AJ(f) = Spec(Ay) T2 Spec(A) *EL Spec(A/(f))

— Spec(A/(f)) “EX V(1) e Spec(Ag) Y D(f) = Spec(A) = V() U D(f)
~ homeo =
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Parte Trés - O Espectro como um Feixe

Definigao 6.12 Seja O um feixe sobre X. Dizemos que (X, ) é um espago anelado,
quando O é um feixe de anéis sobre X. Dizemos que o espago anelado (X, Q) é local-
mente anelado, se cada talo O, é um anel local, ou seja, possui um tnico ideal maximal.

O que queremos agora, ¢ definir sobre Spec(A) um feixe Ogpe(ay de modo que (Spec(A),
Ospec(a)) seja um espago localmente anelado. Para isso, vamos usar (sem provar nem
formalizar) o fato de que para definir um feixe sobre um espaco topologico basta definir
um feixe nos abertos de uma base da topologia.

Definicao 6.13 Seja A um anel. Defina
(a) para cada f € A, Ogpec(a)(D(f)) = Ay;
(b) para cada par f,g € A com D(f) C D(g)

D(g) .
,OD(?) : Ag — Af

auk

a
_k)_) fnk’

9

onde f" = gu em A para algum u € Aen > 0.

Observacao 6.5 Se D(f) C D(g), entdao V(g) C V(f), ou seja,
p € Spec(A),p>g9=p> f.
Considere a aplicacao

m:A— A/(g)
f=f
e lembre que ha uma bijecao

ideais primos de A ideais primos de
, —
que contém g A/(g)

Desse modo, cada ideal primo I de A/(g) é levado em um ideal primo de A que contém
g, tomando a pré-imagem de I pela projegao canonica, I — 7 (I). Do mesmo modo,
cada ideal primo J de A que contenha g é levado em um ideal primo de A/(g) tomando a
imagem de J pela proje¢do canonica, ou seja, considerando sua classe residual em A/(g),
J—=7(J)=J+(9).

Observagdo 6.6 f < I para todo I € Spec(A/(g)). De fato, seja I € Spec(A/(g)). Pelo
exposto acima, (g) € 7~ '(I) C Spec(A). Pela observagao anterior, f € 7~ '(I). Desse
modo, f € m(x1(I)) = I. Com efeito,

Je () I=NA/(g) =T =0ed/(g=["€(9)=["=ug
IeSpec(A/(g))

para algum u € A e para algum n > 0.
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Observacao 6.7

(1) A aplicagao pgg‘% é simplesmente a localizagdo A, — (A,)r = Ay;

(2) A ideia da aplicacao pgg?) é que os elementos de A, sao do tipo a/g* e queremos res-

tringir uma para A;. Porém, em Ay, os elementos sao da forma b/ f!, entdo queremos
escrever o g em termos de poténcias de f. Convenientemente, como f™ € (g), para
algum n > 0, isso é possivel.

Teorema 6.1 Sejam A um anel e X = Spec(A) um espaco topologico. Dessa forma,

(X, Ox) ganha uma estrutura de um espaco localmente anelado. Além disso, Ox(X) = A

e o talo de Ox em cada p € X é Oy, = A,, a localizacao do anel A no ideal primo p.
Chamamos Ox de feixe estrutural de X, ou feixe de funcoes regulares de X.

No que segue, vejamos em alguns exemplos como o espectro da informacao geométrica.
Do teorema acima, o que devemos lembrar é, dado um anel A temos

GEOMETRIA . ALGEBRA
Spec(A) = X conjunto Ox (X) 79”(8;( 785(2 = Abse§0UeS globais
Hoi X ¢oes sobre
X espaco topologico s ol
Ox feixe Xp = Ap

Ox(D(f)) = Ay

Exemplo 6.13 Considere os anéis: A = k[z]/(z), B = k[z]/(2*) e C' = k[z]/(2*). Nos
trés casos, o espectro tem um tnico elemento correspondente a (7). Sejam X = Spec(A),
Y = Spec(B) e Z = Spec(C). Como s6 ha uma topologia em um conjunto unitéario, os
trés espacos sao homeomorfos. Contudo, Ox, Oy e Oz sao essencialmente distintos, pois
os anéis Ox(X) = A, Oy (Y) = B e Oz(Z) = C nao sdo isomorfos.

Exemplo 6.14 Considere os anéis: A = k[x,y]/(x,y), B = klz,y]/(z,y)* e C = K[z, y]/(z, y)>.
Com isso, temos X = Spec(A) = {p}, Y = Spec(B) = {q} e Z = Spec(C) = {r}. Pelo
mesmo argumento do exemplo anterior, X, Y e Z sdo homeomorfos. Mas (X, Ox), (Y, Oy)
e (Z,0z) ndo sdo “iguais”, pois os anéis Ox,(X) = A, Oy,(Y) = B e Oz,(Z) = C nao
sao isomorfos.

Como talos, temos: A 2k, B2 kD kr @ kye C X kx ®ky ® ka? ® kay @ ky?.
Geometricamente, podemos interpretar A como um ponto, B como um ponto duplo e
C' como um ponto triplo. Como k-espacos vetoriais, temos dim, A = 1, dimy B = 3 e
dim; C' = 6. Podemos interpretar essas dimensoes como sendo o valor de uma funcao em
p e também o valor de suas derivadas parciais primeiras e segundas.

6.3 Esquemas

Morfismos de Feixes

Definicao 6.14 Sejam F e G pré-feixes em um espaco topolégico X. Um morfismo de
feixes ¢ : F — G & uma colecdo de aplicacoes p(U) : F(U) — G(U) para cada aberto
U C X tais que o diagrama
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(U)

F(U) G(U)
F(V) A G(V)

comuta para todos abertos V. C U C X. Se F e G sao pré-feixes, exigimos que os ¢(U)
sejam morfismos. Quando F e G sao feixes, dizemos que ¢ é um morfismo de feixes.

Definicao 6.15 Dados morfismos de pré-feixes ¢ : F — G e ¢ : G — H, definimos a
composta ¢ o ¢ : F — H por

(Y op)(U) :=19(U)op(U), para todo aberto nao vazio U C X.

Dizemos que ¢ é um isomorfismo de feixes quando possui inversa bilateral.

Observacao 6.8 O morfismo de pré-feixes ¢ : F — G induz um morfismo em cada talo
¢, + Fp = G, do seguinte modo: sejap € X e @ # U C X uma vizinhanga de p, definimos
©p(sp) == (¢(U)(s))p, de modo que o diagrama abaixo comute.

»(U)

F(U) g(U)

Pp

Fp Gp

onde F(U)3s—5=1s,=(s,U)y € F,e G(U) 2 pU)(s) = (p(U)(s), p(U)).

Teorema 6.2 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Entao ¢ é um isomorfismo se, e
somente se, ¢, ¢ um isomorfismo para cada p € X.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 1.1, Segao 1, Capitulo 2 de [19].

Observacao 6.9 O teorema acima é falso se trocarmos feixe por pré-feixe.

Definicao 6.16 Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes de grupos abelianos. Defini-
mos trés pré-feixes, colocando para cada aberto nao vazio U C X

(a) pré-feixe niicleo de ¢ : U — ker (p(U));
(b) pré-feixe imagem de ¢ : U — Im (p(U));
(¢) pré-feixe contcleo de ¢ : U — coker (¢(U)) = G(U)/Im (¢(U)).

Observacao 6.10 O pré-feixe ntcleo é um feixe, ao passo que os pré-feixes imagem e
conucleo nem sempre sao feixes, mesmo se F e G forem.
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Exemplo 6.15 Considere o espaco topologico X = C, O o feixe das fungoes holomorfas
f:U — C, OF o feixe das fun¢des holomorfas ndo nulas f : U — C, ou seja, f(z) # 0
para todo z. Por exemplo, g = id¢c € O(C) \ O*(C). Sejam Uy = C\ {0}; U; = C\ [0, 00)
e Uy =C)\ (—00,0]. Seja também
h:Uy— C
2z

Note que h € O*(Uy), pois pc.u,(9) = glu, = h € O(Up). Seja ¢ : O — OF, definida por
p(U): O(U) = O*(U)
fref

Com efeito, temos que h ¢ Im (¢(Uy)), dai [h] # [0] em co ker (p(Uy)) = O*(Uy) /Im (¢ (Uy)).
Além disso, ¢(Uy) e ¢(Us) sdo bi-holomorfas, em particular,

co ker p(Uy) = co ker p(Us) = {0}.

Assim, [h] e [0] s@o dois elementos distintos de coker ¢(Up) com a mesma restri¢do a Uy
e Us. Ou seja, as secoes: s; =0 € coker Uy e s = 0 € coker Uy colam de duas maneiras
diferentes em U. Assim, o pré-feixe conticleo nao é um feixe.

Para corrigir o problema da imagem nao ser um feixe, usamos a feixificagao.

Proposic¢ao 6.7 Dado um pré-feixe F, existe um feixe F e um morfismo 0 : F — FT,
com a propriedade que para qualquer feixe G, e qualquer morfismo ¢ : F — G, existe um
tinico morfismo v : F© — G tal que ¢ = 1o f. O feixe F' é chamado o feixe associado
ao pré-feixe F.

Demonstrag¢do: Ver Proposigao-Definigao 1.2, Se¢io 1, Capitulo 2 de [19].

Definicao 6.17 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos abelianos. Definimos
o feixe:

(a) ntcleo como o pré-feixe nicleo;
(b) imagem I'm ¢ como a feixificagdo do pré-feixe imagem;
(c) contucleo co ker ¢ como a feixificagdo do pré-feixe contcleo.

Definicao 6.18 Dados feixes de grupos abelianos F e G, definimos

(a) o feixe soma direta F & G como o feixe com se¢oes
(Feg)(U):=FU)agU,).
(b) o feixe produto tensorial F ® G como a feixificacdo do pré-feixe com se¢oes

U~ FU)®G(U)
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Definicao 6.19 Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos abelianos. Dizemos
que  é injetor se ker ¢ = 0. Dizemos que ¢ é sobrejetor se Im ¢ = G. Dizemos que a
sequéncia de morfismos de feixes de grupos abelianos

. i—1 . @ .
SR AN (6.1)
¢ exata, se ker ¢! = I'm ¢'~! para cada i.
Proposicao 6.8

(a) A sequéncia dada em (6.1) é exata se, e somente se,
i—1

s FLEL Sy (6.2)

¢ exata para todo p € X. Para a volta, temos que

P (U i

o F ) ) oy 28 Fr ) — (6.3)
¢ exata para cada aberto nao vazio U C X

(b) ¢ : F — G éinjetor <= ¢, : F, — G, ¢ injetor para todo p € X <=
o(U) : F(U) = G(U) é injetor para todo aberto ndo vazio U C X;

(¢) ¢ : F — G & sobrejetor <= ¢, : F, — G, é sobrejetor para todo p € X. Para
a volta, temos que ¢(U) : F(U) — G(U) é sobrejetor para todo aberto ndo vazio
UCX.

Demonstrag¢do: Ver Corolario 1.2.1, Secao 1, Capitulo 2 de [19].

Exemplo 6.16 Sejam Pi = C U {oo} = X (topologia de Analise Complexa) a esfera
de Riemann e considere os feixes em X dados por G(U) = {f : U — C holomorfa},
FiU)={fe€GU)|f(0)=0}e FU)={f€gGU)]| f(co) =0} e defina F = F; & F.
Considere ¢ : F — G definido pela adig¢ao

pU): F(U)—G(U)
(fi9) = f+yg

Temos que ¢ ¢ um morfismo sobrejetor, mas ¢(X) : F(X) — G(X) nao ¢ sobrejetor.

O fato da sequéncia
0 —F —G—H—0 (6.4)

ser exata, implica que
00— F(X)—G(X) — H(X)—0 (6.5)
é exata.

Observacao 6.11 Seja (6.4) uma sequéncia exata de morfismos de feixes de grupos abe-
lianos, entao existe uma sequéncia exata longa de cohomologia

0— HX,F)— H'X,G) = H'(X,H) > HY(X,F) - H\(X,G) = H'(X,H) — ---
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de grupos abelianos, onde H(X, L) := I'(L, X) = £L(X) para qualquer feixe £ sobre X.
Usamos a notagao h/ (X, L) := dim H’(X, L), onde a dimensio é como espago vetorial.
Além disso, o =0 <= G(X) — H(X) ¢ sobrejetor.

Agora, vejamos como levar um feixe de um espaco topolégico para outro, por meio de
uma func¢ao continua f: X — Y.

Definicao 6.20 Sejam F': X — Y uma func¢ao continua, F um feixe sobre X e G um
feixe sobre Y.

(a) Definimos a imagem direta (ou pushforward) f.F de F por f, como o feixe em
Y dado por (f,.F(V)) = F(f 1(V)) para todo aberto ndo vazio V C Y e pli” =
pr-1vys-1wy para toda inclusao de abertos nao vazios VC W C Y.

(b) Definimos a imagem inversa f~'G de G por f, como o feixe em X associado ao
pré-feixe dado por

U~ lim G(V), para todo aberto nao vazio U C X.
V2£(U)

Exemplo 6.17 Sejam X = ki e Y = {0} C X. Entdo X = Spec(Clz]) e podemos
“empurrar” o feixe estrutural Oy de Y para X por meio da inclusao i : Y — X e i,Oy &
um feixe sobre X. Temos uma sequéncia exata

O—)Iy—)@xLZ*Oy—>O
em que Ox > f — fly € 4,0y onde Iy = ker ¢ é dado por

Iy(U) ={f € Ox(U)| fly =0}
Iy é chamado de feixe de ideais de Y. Muitas vezes, escrevemos Oy no lugar de i,Oy-.

Agora, estamos em condicoes de definir o que é um esquema, lembrando da definicao de
um espaco localmente anelado da se¢ao anterior e que Spec(A) ¢ um espaco localmente
anelado. Um esquema é essencialmente uma estrutura que, localmente, é um Spec(A).

Definigao 6.21 Um morfismo de espagos anelados (X,0Ox) e (Y,0Oy) é um par
(f, f*), onde f: X — Y éuma aplicacao continua e f# : Oy — f,Ox é um morfismo de
feixes de anéis.

Definicao 6.22 Sejam A e B anéis locais. Dizemos que o morfismo de anéis ¢ : A — B
¢ local, quando ¢! (mp) = ma. Um morfismo de espagos localmente anelados (X, Ox) e
(Y, Oy) é morfismo de espagos anelados (f, f#) tal que para cada p € X, o morfismo
induzido fj* : Oy, ) = Ox,p ¢ um morfismo local de anéis locais.

Definicao 6.23 Um isomorfismo de espacgos localmente anelados ¢ um morfismo
com inversa bilateral. Um esquema afim é um espago localmente anelado (X, Ox) que
é isomorfo como espaco localmente anelado a (Spec(A), Ogpec(a)) para a algum anel A.

Defini¢ao 6.24 Um esquema é um espaco localmente anelado (X, Ox) tal que para
todo = € X, existe uma vizinhanga U de X tal que (U, Ox|y) é um esquema afim.
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Proposicao 6.9
(a) Se A ¢ um anel, entdo (Spec(A), O) ¢ um espaco localmente anelado.

(b) Se ¢ é um morfismo de anéis, entdo ¢ induz um morfismo de espagos localmente
anelados

(f = Sp@c% f#) : (SpeC(B)v OSpec(B)) — (Sp@C(A), OSpec(A))-

(c) Se A e B sao anéis, entdo qualquer morfismo de espacos localmente anelados de
(Spec(B), Ogpec(n)) para (Spec(A), Ogpec(ay) € induzido por algum morfismo ¢ : A —
B como no item (b).

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 2.3, Se¢ao 2, Capitulo 2 de [19].

Esquemas na Pratica

Esta secao tera duas partes. Na primeira, definiremos o que se entende como variedades
em Geometria Algébrica. Na segunda parte, daremos exemplos concretos de sequéncias
exatas de morfismos de esquemas que aparecem na pratica, dentre outras coisas.

Defini¢ao 6.25 Seja (X, Ox) um esquema. Dizemos que X ¢é irredutivel se ele o é
como espago topologico. Dizemos que X é reduzido se Ox(U) nao tem nilpotentes para
todo aberto nao vazio U C X. Equivalentemente, X é reduzido se, e somente se, os aneis
locais O,, para todo x € X, nao tem elementos nilpotentes.

Definicao 6.26 Um esquema X é integral se para todo aberto nao vazio U C X, o anel
Ox(U) & um dominio integral.

Proposicao 6.10 Um esquema ¢ integral se, e somente se, ele é reduzido e irredutivel.

Demonstrac¢do: Ver Proposicao 3.1, Se¢ao 3, Capitulo 2 de [19].

Exemplo 6.18 (Pontos Miltiplos) Spec(C[z]|/(z™)) com n > 1 nao sdo reduzidos mas
sao irredutiveis. Mesma coisa com a reta dupla Spec(Clz, y]/(z?)).

Exemplo 6.19 O par de retas concorrentes Spec(Clx,y|/(zy)) é reduzido mas nao ¢é
irredutivel.

Exemplo 6.20 O esquema X = Spec(Clz,y|/(z*y)) pode ser interpretado como a unido
da reta dupla Spec(Clz,y|/(z*)) com a reta simples Spec(Clz,y]/(y)). Assim, X nao é
nem reduzido nem irredutivel.

Exemplo 6.21 Esquemas nao irredutiveis e nao reduzidos aparecem naturalmente ao
fazermos “intersecoes” de esquemas integrais.

A cada esquema X podemos associar um esquema reduzido Xpg.s com o0 mesmo espaco
topologico e que é obtido grosso modo assim:

Spec(A) =U C X — Upeq = Spec(A/N(A))
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Em Geometria Algébrica, quase sempre comecamos com um esquema X reduzido, mesmo
que ao longo do caminho aparecam esquemas nao reduzidos. Uma das hipoteses essenciais
para um esquema ser uma variedade é ser reduzido.

Na definicao de variedade podemos colocar ou nao a hipotese de irredutibilidade, nao
ha consenso com relagao a essa discussao. O segundo ingrediente na defini¢ao de variedade
é a finitude.

Definicao 6.27 Seja X um esquema e A um anel. Dizemos que X é um esquema sobre
A, quando existe um morfismo de esquemas X — Spec(A). Isto equivale a requerer que
Ox seja um feixe de algebras. Um morfismo de A-esquemas é um diagrama comutativo
de morfismos de esquemas.

Spec(A)

O caso mais comum é A = k corpo. Dai, cada Ox(U) é uma k-algebra.

Definicao 6.28 Sejam k um corpo e X um k-esquema. Dizemos que X é de tipo finito

n
sobre k quando X = U Spec(A4;), onde cada A; é uma k-algebra finitamente gerada.

i=1
H4 muitas nogoes de finitude: Noetheriano, finito, localmente de tipo finito, dentre outros.
Para nos, de tipo finito sera a mais conveniente. Todo esquema X se escreve como
X = USpec(Ai). O primeiro ingrediente (reduzido/irredutivel) nos diz que tipos de

iel

anéis A; podemos usar. O segundo ingrediente, da definicdo de variedade (de tipo finito
sobre k), nos diz que #I < oo e cada A; é uma k-dlgebra finitamente gerada. O terceiro
e ltimo ingrediente nos dird como podemos colar os Spec(A;).

Definicao 6.29 Um subesquema aberto de um esquema X ¢ um esquema U C X,
onde U é um aberto nao vazio de X, tal que Oy é isomorfo a Ox|y. Uma imersao
aberta ¢ um morfismo (f, f#) : (X, Ox) — (Y, Oy) que induz um isomorfismo de X com
um subesquema aberto de Y.

Definigao 6.30 Uma imersao fechada ¢ um morfismo (f, f#) : (Y, Oy) — (X, Ox) tal
que f: Y — f(Y) é um homeomorfismo, f(Y) é fechado em X e f# : Ox — f.Oy é
sobrejetor. Um subesquema fechado de X é uma classe de equiivaléncia de imersoes

fechadas, onde f : Y — X e f' : Y’ — X sdo equivalentes se existe um isomorfismo
i:Y' =Y tal que f'= foi.
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Y/

~

f/
X

Observacao 6.12 E importante notar que dado um aberto nao vazio U C X, existe
uma tnica estrutura de esquema para U. Mas se Y C X é um fechado, entao ha diversas
estruturas de esquemas possiveis para Y, dentre essas, existe uma mais simples: Yg.q.

Definicao 6.31 Sejam X, Y e Z k-variedades. Definimos o produto fibrado X xy Z

de X e Z sobre Y, mas usaremos isso apenas no caso particular em que X e Z sao espacos

projetivos e Y = Spec(k) é o corpo base. Nesse caso, dados S = k[zo,...,x,] = st’
d>0

X =P"=Proj$; T =k[yo....,ym| = »_Tu, Z=P" = ProjT. Temos entio

d>0
XXy Z=XXZ=P"x;,P"=P"xP" = Proj (S x; T)

onde S x; T é o seguinte anel graduado (ver Definigao 6.35)

d>0 d>0 \j=0

Definicao 6.32 Seja f: X — Y um morfismo de esquemas. O morfismo diagonal ¢ o
unico morfismo A : X — X Xy X cuja composicao com ambas as aplicacoes de projecao
m, T X Xy X — X & a aplicacao identidade de X — X.

Definicao 6.33 Seja f : X — Y um morfismo de esquemas. Dizemos que o morfismo
f & separado se o morfismo diagonal A é uma imersao fechada. Neste caso, dizemos
também que X é separado sobre Y. Um esquema X é separado, se ele é separado sobre
Spec(Z).

Definicao 6.34 Uma k-variedade é um esquema reduzido, separado e de tipo finito
sobre k.

Exemplo 6.22 O esquema afim Spec(A) é de tipo finito e separado. Além disso, é
reduzido se, e somente se, N(A) = {0}.

Agora, que temos a definicao de variedade em maos, precisamos de exemplos de variedades
que nao sejam afins. O jeito mais simples de conseguir isso é com a construcao Proj que
é similar a construcao Spec e que nos dard P" e P x ... x P™ bem como todas as
variedades quase-projetivas. Para fazer o Proj precisamos de um anel graduado.

Definicao 6.35 Um anel S ¢ dito graduado, quando existe uma escrita S = @Sd,
d>0
onde cada S; ¢ um grupo abeliano com a soma de S e temos Sy -S. C Sy com a

multiplicacdo de S. Dizemos que um elemento f € S é homogéneo de grau d > 0
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quando f € S;. Um ideal I C S, é dito homogéneo quando [ = @(msd). Chamamos
d>0
Sy = @ Sq de ideal irrelevante.

d>0

Exemplo 6.23 Considere S = k[xy, ..., x,]. Temosentao S, := {f € S homogéneo | deg f =
d} e Sy = (xo,...,2,). Seja S =P Sa.

d>0

Como conjunto,
Proj S := {p C S ideal primo homogéneo | S, ¢ p}.
A topologia de Proj S é a herdada de Spec(S). Em particular, os fechados sao os conjuntos
V(I)=A{p € ProjS|I C p},onde I CS ¢éum ideal homogéneo.

Como esquema: dado f € Sg com d > 0, seja Sy a localizagao de S em f e

Sf:{%GSﬂgeSdk}gSf.

Chamamos D (f) = D(f)NProjS = (V(f)°)NProj S de aberto principal. Considere

o

U D.(f) N D(f) — Spec(Sy) Sﬂ“ Spec(S(y)),

onde Sipy C Sy ei: Sy — Sy é ainclusao. Definimos se¢oes para um feixe Oy, onde
X = Proj S:

Ox (D4 (f)) = S

e usamos os Wy para definir as restri¢cdes, usando as restri¢des de Spec(Sy)).
Teorema 6.3 Seja S um anel graduado e X = Proj S.

(a) (X,Ox) definido acima ¢ um esquema separado;

(b) Se Sy C \/(fo,---, fn) entdo Proj S =D, (fo)U---UD,(fn);

(c) Se S é uma algebra sobre um anel A e A-S; C Sy para todo d > 0, entdo X é um
A-esquema;

(d) Sejam k um corpo e S = k[xo,...,z,| com a graduacdo usual. Entdo Proj S ¢ uma
k-variedade irredutivel e S = Uy U - - - U U,,, onde

Ur:gpec(k [@x_ f_]) ~ g
Ty Ty X,

Chamamos X do n-espago projetivo sobre k e escrevemos S = P"(k) ou S = P".

O P™ do item (d) no teorema anterior é essencialmente o mesmo da Geometria Algébrica
Classica. As variedades quase-projetivas serao abertos de fechados de P" e também sao
variedades no sentido de esquemas. Se I C k[zo,...,x,] é um ideal homogéneo, entdo
Proj (S/I) é essencialmente V(I) C P" do mesmo modo que no Spec.
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Exemplo 6.24 Sejam k um corpo, A = k[x,y] e X = Spec(A). Entao [ = (2?) e
J = (2%, zy) ambos definem estruturas de subesquemas fechados (que ser& definido mais
a frente) em X, como conjunto

V() = V(J) = eixo Y
eixo duplo  eixo y + origem
Para J, a origem é um ponto “mergulhado”.
Definicao 6.36 Um k-esquema X é dito projetivo ou k-projetivo se é isomorfo a um

subesquema fechado de P}. Um esquema k-quase projetivo ¢ um subesquema aberto
de um esquema k-projetivo.

Defini¢ao 6.37 Seja Z um subesquema finito de P". (fechado e 0-dimensional <=
finito). Definimos o comprimento (length) de Zj, = {p1,...,pn} por

h
length(Z) = dimy H(Z,0z) = dimy (Oz, p;)
z(Z)
Na prética length(Z) é a soma do comprimento de cada ponto.
m+n—1)

Observacao 6.13 Um ponto de multiplicidade m em P" tem comprimento ( n

Exemplo 6.25 Um ponto de multiplicidade 1 em P", também chamado de ponto simples,

tem comprimento
14+n—-1
length( 1R )= < )

(2

1.

ponto simples

Logo, um ponto simples em P", tem comprimento igual a um.
Exemplo 6.26 O comprimento dado por um ponto duplo e um ponto quintiplo em P”

é
length( 2P, + 5P, ):(2+n—1)+(5+n—1)
~~ ~~ n n

:n+1+(n+4).
n

Exemplo 6.27 O comprimento de Spec(k[z,y]/(z,y?) é
length (Spec(k[z,y]/(x,y*))) = dimy, k[z,y]/(z, y?)
=2

ponto duplo ponto quintiplo

Como length (Spec(k[x,y]/(a:,yQ))) = 2, temos que Spec(k[z,y]/(z,y*)) ndo é nem um
ponto simples (sendo o comprimento seria um) e nem um ponto duplo (sendo o compri-
mento seria trés), logo é algo entre os dois.
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Agora, vejamos como se define um morfismo de uma variedade X para P”. Um feixe
de Ox-mddulos é um feixe F sobre X tal que F(U) ¢ um Ox(U)-mdbdulo para cada aberto
nao vazio U C X. Um feixe de Ox(U)-mddulos F é localmente livre quando existe uma
cobertura de X por abertos U tal que F|y ¢ um Ox|y-livre.

Nesse caso o posto de F ¢ o niimero de copias de Oy necessarias. Um feixe invertivel
é um feixe localmente livre de posto um, ou seja, é um feixe £ tal que X = U U; e para

el
cada inclusdo de abertos U C U;, existe s € L(U) tal que L(U) ¢é isomorfo a s - Ox(U)
como Ox-modulo. Feixes invertiveis sao essenciais em Geometria Algébrica.

Dar um morfismo ¢ : X — P" é equivalente a dar um feixe invertivel £ sobre X e
segoes globais sg,...,s, € L(X) tais que para todo p € X existe ¢ tal que s;(p) # 0.
Grosso modo

p: X = P"
p> (so(p) : ..t 5a(p))

onde s;(p) = (sj)|, € k. Agora, que ja sabemos como fazer um morfismo ¢ : X — P" de
um esquema X para P, precisamos de exemplos de feixes invertiveis.

Exemplo 6.28 (Feixe de Torgao de Serre) Para cada d € Z, definimos um feixe in-
vertivel O(d) (ou Opr(d) ou L, 4) em P". Lembre que para definir um feixe em P" basta
o definir na base de abertos D(f). Defina

fm
Uma maneira simples de lembrar é¢ O(d) = {h func¢do racional, deg h = d}. Por exemplo,
22 P 2P 2’ —yz?
T c OP2(1)(D<1’)> e m S O[P2(—7)(D(y - Z)) Note que Opr(O) = Opr

¢ o feixe estrutural de P". O feixe Opr(1) é chamado feixe de torgao de Serre.

O(d)(D()) = {i

n > 0; f, g polindmios homogéneos com deg g —m -deg f = d}

Proposicao 6.11
(a) Opr(d) é um feixe invertivel;
(b) Opr(d) ® Opr(e) = Opr(d +e)

Demonstrag¢do: Ver Proposicao 5.12, Se¢ao 5, Capitulo 2 de [19].

d e
S e my = .

Exemplo 6.29 Seja A = k[zg,...,z,], m; = Defina M; = miA e

My = moA. Temos entdo
M1 (29 M2 = mlA & mQA = (mlmg) (A XA A)
A

Mais geralmente, se X é um esquema, entao ® nos da uma operacao no conjunto de feixes
invertiveis de X. Com esta operacao, o conjunto dos feixes invertiveis modulo isomorfismo
é um grupo abeliano com elemento neutro Ox. Estre grupo é chamado grupo de Picard
de X:

Pie(X) {{feixes invertiveis £ em X} }

isomorfismo de feixes
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Proposigao 6.12 O grupo Pic(P") éisomorfo a Z, mais precisamente, Pic(P") = {O(d) | d €
Z}, onde O(0) & o elemento neutro e O(1) é um gerador.

Demonstrac¢do: Ver Corolario 6.17, Secao 6, Capitulo 2 de [19].

[ |
Desse modo, temos uma descricao completa dos feixes invertiveis em P e com isso ja
podemos construir alguns morfismos do tipo P* — P™.

Observacao 6.14 Na operacao ® o inverso de um feixe invertivel £ é denotado por L*
(o dual de £). Assim, em particular: £ ® L£* = Ox e O(3)* = O(-3).

Exemplo 6.30 Considere £ = Op2(2). Sabemos que L(P?) = k[x,y,2]s = W é gerado
por seis secoes globais: #2, zy, xz, y?, yz, z°. Tomando todas elas, temos um morfismo

Pp=0:P*-->P°
(w:y:2)m (2% 2y 2z 9% yz: 27)

cuja imagem é a Veronese V7. Em geral, ®p,, 4y = V. Podemos escolher também
apenas cinco segoes: Ty, 1z, y*, Yz, 2° (que é o mesmo que escolher o subespago vetorial
V = (zy,z2,9%, yz,2°) de W).

oy = P? --5 P*
(w:y:2)m (zy:az:y* yz: 2?)
Mas neste caso, temos apenas uma aplicagao racional v definida em P2\ {(1:0:0)} pois
f(1,0,0) = 0 para todo f € V. Dizemos, neste caso, que P = (1 :0:0) é o lugar de
base de V' (base locus). Para um subespaco U de W definir um morfismo ¢ necessario e

suficiente que seu lugar de base seja vazio. O lugar de base é sempre fechado, mas pode
ter dimensao positiva, ser desconexo, nao ser reduzido, dentre outras coisas.

Agora, que ja vimos como sao os feixes invertiveis em P”, é hora de ver como sao os feixes
invertiveis em P x P™. Para isto, dadas variedades X e Y e feixes F em X e G em Y,
definimos o produto fibrado de F e G como sendo

FRG =mFQmsg

onde m; e my sa0 as projegoes do produto fibrado

1

X xY

~

™2

X

o

Definimos entao Opnypm (dy,ds) := Opn(dy) B Opm (ds).

Observagdo 6.15 Pela Proposicio 6.12, Pic(P" x P™) = Z? (ver Exercicio 11.6.1 de [19]),
onde Opnypn(0,0) = Opnypm é 0 elemento neutro, os feixes invertiveis O(1,0) e O(0,1)
sao geradores e, pela Proposicao 6.11, temos que
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O(dy,dy) @ Oeq, e2) = O(dy + €1, ds + €3).

Exemplo 6.31 Seja £ = Opiyp1(2,3), dai

cbﬁ_svlg)) P! x P! — P!
((zo: 1), (Yo = 1)) = (¥3u = Toyoyn = - - = 27y
Mais geralmente, ®r., .m@e = ¥ € chamado o mergulho de Segre-Veronese de X =
. . N n+d\ /m+e )
P™ x P™ com bigrau (d,e), e a imagem de ¥ em P com N = —1léa
n m

variedade Y = S V(Eingz). Mostra-se que ¥ é um isomorfismo entre a variedade abstrata X
e a variedade mergulhada Y C PV. Em particular, ¥ é uma imersao fechada.

Seja X uma variedade e Z um subesquema fechado. Se i : Z — X é uma imersao fechada,
definimos o feixe de ideais de Z como ker (i*) = I onde i# : Ox — .0z é induzida
pela inclusdo i : Z — X. Se Z é reduzido podemos pensar Z; = {f € Ox | f|z = 0} no
sentido informal e Z(U) = {f € Ox(U) | f|z = 0} no sentido usual.

Exemplo 6.32 Seja X = P;, Z = 2P (o ponto P com multiplicidade 2) onde P = (0 :
1) € X, onde X = D(xz) U D(y) e Ox(X) = k. Temos que

0x(Dw) = { L aex 1= e Ox (D) = { £ | dog 1 =]
Dessa forma, temos Zz(D(x)) = Ox(D(x)), pois P ¢ D(x), e
I

deg f =n e mult, f>2}

degg—n—2}
z g
:E{—yn_z‘degg:n—Q}

_ (5) . Ox(D(y).

Com a notacao de antes, temos uma sequéncia exata de feixes em X:
0—7Z;, — 0O0x — 1.0, — 0 (6.6)

pois i* : Ox — 1,05 é sobrejetor pela definicao de imersdo fechada. Muitas vezes,
escrevemos Ox|z ou Oz no lugar de i.Oz. Mais geralmente, se F é um feixe invertivel,
podemos tensorizar a Equacao (6.6) por F e obter uma sequéncia exata

0 —Z;, 9 F —F — (i.02) @ F — 0 (6.7)
que também se escreve como
0—T,0F 5 F 2 Fl, —0 (6.8)

onde essencialmente Z, @ F = {f € F| flz =0} e Flz ={flz| f € F}, a ¢ a inclusdo e
Bf) = flz.
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Defini¢ao 6.38 Seja X uma variedade nao-singular (lisa) e £ € Pic(X) um feixe inver-
tivel. Definimos o sistema linear completo associado a L:

L] = L =P(L(X)) = P(H(X, L)) < P"

onde dim, H°(X, L) = h%(X,L) =n + 1. Um sistema linear S é um subespago linear de
L.

Observacao 6.16 Um sistema linear S corresponde a um subespaco vetorial do espaco
vetorial £(X). Tipicamente, se define um sistema linear S comegando com um sistema
linear completo O(d) ou O(dy, . ..,d,) e impondo condi¢des geométricas, como por exems-
plo

e {F € O(d)| F passa por P} ={F|F(p) =0};
e {FeO(d)]|F contém [}, onde [ C P™ & uma reta;

o {FeO(d)|F ésingular em P} = {F |multp F > 2}
={F|F(P)=0e VF(P)=0};

Prova-se que tais condicoes sao de fato lineares.

Definicao 6.39 Seja S um sistema linear em uma variedade X. Definimos o lugar de
base de S: Bs(F) ={P € X|F(P) =0 para todo F' € S}.

Exemplo 6.33 |O(d)| ¢ livre de lugar de base (ou seja, o lugar de base ¢ vazio) para todo
d > 0. De fato, se p = (po : ... : pn) € P" entdo p; # 0 para algum j. Como z} € |O(d)]
e x?(p) = p;l # 0 entao p ¢ Bs(|O(d)]).

Exemplo 6.34 Sejam p,q € P3 e considere o sistema linear das quadricas que passam
em p e sao singulares em ¢. Usamos a notagdo S = |Ops(2;p,2¢)]. Como F € S é
singular em ¢, entao F' é um cone com vértice em ¢ e que passa por p. Movendo p para
p=(0:1:0:0)eq=(1:0:0:0), temos

F = az® + bry + cxz + dew + ey® +fyz + gyw + h2? + izw + kw?
A ~~ o v
=0 =0

Como az? + bry + cxz + dew = 0 (pois mult, > 2) e ey? = 0 (pois F(p) = 0), temos que
F = fyz + fyw + hz? +izw + kw?

¢ um cone com vértice ¢ e geratriz um conica que passa em p. Logo, S é um P*.

Alguns Resultados de Cohomologia

Para essa parte enunciamos alguns resultados sem demonstracao do Capitulo TII do
[19]. O Teorema do Anulamento 6.4 e o Teorema da Cohomologia do Espacgo Projetivo 6.5,
enunciados abaixo, serao imprescindiveis para provarmos o Teorema 7.1, uma importante
ferramenta que utilizaremos para analisarmos a dimensao dos sistemas lineares, objeto
que passaremos a estudar a partir do proximo capitulo.

Teorema 6.4 (Anulamento) Seja X uma variedade de dimensdo n e F um feixe em
X. Entao
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Hi(X,F)=0 Vi>n.

Demonstrac¢do: Ver Teorema 2.7, Secao 2, Capitulo 3 de [19].

|
Teorema 6.5 (Cohomologia do Espago Projetivo)
(a) H'(P", Opn(d)) = 0 para 0 < i < n para todo d € Z;
(b) H*(P",Opn(—n — 1)) = k.
Demonstrag¢do: Ver Teorema 5.1, Se¢ao 5, Capitulo 3 de [19].
[ |
Proposic¢ao 6.13 (Cohomologia em P! x P! = () C P?)
(a) Se |a-b| <1 entdo H(Q,O(a,b)) = 0;
(b) Se ab < 0 entao H'(Q,,O(a,b)) = 0;
(¢) Se a < —2 entdao H*(Q, O(a,b)) # 0.
Demonstrag¢do: Ver Exercicio 5.6, Se¢ao 5, Capitulo 3 de [19].
[ |

Teorema 6.6 (Teorema de Kiinneth) Sejam F; e F, feixes quase coerentes em vari-
edades separadas X; e X,. Entao,

HY (X, x Xo, IR ) = @) (H'(X1, Fi) @ H (X3, Fy)).

i+j=k

Demonstrag¢do: Ver Proposigao 9.2.3, Se¢ao 2, Capitulo 9 de [20].

Como resultado do teorema acima, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 6.2 Sejam Fi, ..., F, feixes quase coerentes em variedades separadas Xy, ..., X,.
Entao,

HYX; % x X, /i®--RF)= P (@Hﬁ(x,-,ﬂ))
Jitotie=k \i=1
Lema 6.1 A cohomologia h!'(P", Op.(d)) ¢é igual a zero para d > 0.

Demonstragao: Dividimos a prova em dois casos:

e CAsO 01: Considere o caso em que n = 1. Neste caso, provamos por indu¢ao no
grau d. Se d = 0, temos que h!(P!, Op:(0)) = 0 pelo Exercicio 2, Capitulo TIT, Se¢ao
2 do [19]. Agora, considere o esquema Z dado por um ponto simples. Dessa forma,
temos a seguinte sequéncia exata de restricao

0 — Opi(d —1) — Opi(d) — Op(d)|
e assim, temos a seguinte sequéncia exata de cohomologia associada
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0 — HO(P', Opi (d — 1)) — H(P*, Opi (d)) — H° (Z,0pi(d)] ;) —
HI(PI, OI[M(d _ 1) — 5 ..

Pelo Teorema do Anulamento 6.4, segue que H* (Z, Opn (d) ’Z) = 0, pois dim Z = 0.
Como Z é um esquema dado por um ponto simples, pelo Exemplo 6.25, temos que
length(Z) = 1, o que sera usado na conta abaixo. Logo, podemos considerar a
sequinte sequéncia exata

0 — H(Op1(d — 1)) — H(Op1(d)) — H° (Opi(d)| ;) — H'(Opi(d — 1) —>
HY(Op (d)) — 0.

Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que

W' (PY, Opi(d)) = h'(P", Opi(d — 1)) = B° (Z, Opi (d)| ;) + hO(P", O (d))
— WP, Op1(d — 1))
=hP,O0p(d—1) =14+ (d+1)—d
= h' (P, Opi(d — 1)).

Pela hipotese de indugao, h' (P, Opi(d — 1)) = 0 e, assim, h' (P, Op1(d)) = 0.

e CASO 02: Considere o caso n > 1. Neste caso, segue direto do Teorema da Coho-
mologia do Espaco Projetivo 6.5.

Com o importante resultado do Lema 6.1 acima, obtemos que h!'(P", Opn(d)) = 0 e,
como aplicacao do mesmo, podemos estender esse resultado como segue.

Lema 6.2 A cohomologia h'(P*, Opn(d)) é igual a zero para todo d; > 1 Vj, onde n =
(ny,...,n.) ed=(dy,...,d,).

Demonstrac¢do: Facamos a demonstracao, para um caso base inicial, onde n = (ny, ny)
e d = (di, ds). Nesse caso, teriamos que

hl(Pn, Opn<d)) = hl(Pn1 X Pnz, O(dl, dg)), onde O(dl, dg) = O(d1> X O(dg)
Pelo Teorema de Kiinneth 6.6, segue que

RY(P™ x P2, O(dy,dy)) = hP(P™, Opmi (dy)) - R (P2, Opns (dy))
+ Y (P Opny (dy)) - B2 (P™2, Opns (d))

- ny + dy n2+d2
_( dy ) o < da )
=0.

Observe que usamos na segunda igualdade o fato de que b (P2, Opn; (da)) € h*(P™, Opny (d1))
sao iguais a zero, resultado este fornecido pelo Lema 6.1. Portanto, para n = (ny,ns) e
d = (dy,ds), temos que h'(P®, Opa(d)) = 0. Para o caso geral, ou seja, n = (ny,...,n,)
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ed=(dy,...,d,), temos que

B (B”, Opn(d) = Y W' (B, Oprs (d)) - [T (™, Opns(d)
j=1 i#j
=20 JLH0™, Opr ()
J=1  i#j

=0- [ @™, Opni (dy))
i#]
= 0.

Onde usamos novamente o Lema 6.1, para afirmar que h* (P, Opn; (d;)) = 0.
[ |

Teorema 6.7 (Teorema de Bezout) Sejam Y e Z curvas planas, ou seja, variedades
irredutiveis de dimensao um, distintas em P?, de graus d e e. Entdo

YNZ={mipi,...,msps}
onde my +...+ms;=d-eem;p; éoponto p; € P? com multiplicidade m.

Demonstrag¢do: Ver Teorema 7, Se¢ao 7, Capitulo 8 de [11].

Definigao 6.40 Seja X uma variedade e f : X — k! um morfismo. Suponha que cada
fibra X; := f~1(t) ¢ um esquema separado de tipo finito sobre k e que X; ¢ uma variedade
irredutivel para todo t # 0. Dizemos que X; sao as deformacoes de Xj.

Tipicamente X; sao todas isomorfas para t # 0 e muitas vezes nao singulares (lisas)
ou seja, o mais bem comportadas possiveis. Tipicamente X, “é mais degenerada” sendo
singular, nao irredutivel ou até nao reduzida.

Exemplo 6.35 Seja X; =V (ty —2?) C ke

f:X =k
(z,y,t) =

Entao X, é uma reta dupla e X; é uma curva conica nao singular para todo t # 0.
Exemplo 6.36 Seja X =V (zy —t) C ke

f: X -k
(z,y,t) =t

Entao X, ¢ a uniao de dois planos, enquanto X; é uma codnica nao singular para todo

t 4 0.
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Divisores e Feixes Invertiveis

Existe ainda, uma outra classe de objetos em esquemas que sao muito importantes em
Geometria Algébrica: os divisores. Existem dois tipos: divisores de Weil e divisores de
Cartier. Nao trataremos deles aqui, para um aprofundamento maior sobre o assunto, o
leitor interessado podera consultar a Se¢ao I1.6 do libvro do [19]. Exibiremos aqui, apenas
um minidicionario de como passar de divisores de Weil para feixes invertiveis e vice-versa,
uma, vez que para variedades irredutiveis existe um isomorfismo entre esses dois conceitos.

Feixe Invertivel Divisor
O(d) = O(dH) dH
0) = 0(-2) —GH) = ()
O(1) (Feixe de Torgao de Serre) | H segao hiperplana
F € |0(d)] F € |H|
L(D) D

Como estaremos interessados em estudar a dimensao de um dado sistema linear, a fim
de investigar a sua especialidade, precisaremos caracterizar a funcao dimensao como uma
funcao semicontinua superiormente. Para isso, usaremos os conceito de feixes e esquemas,
como mostram os seguintes teoremas.

Teorema 6.8 Seja f: X — Y um morfismo projetivo de esquemas Noetherianos e seja
F um feixe em X sobre Y. Entao, para cada i > 0, a funcao

hi(y, JT") = dimk(y) [‘[Z'(va7 fy)
¢ uma funcao semicontinua superiormente em Y.

Demonstrag¢do: Ver Teorema I11.12.8 do |19].

[ |
Adaptando o Teorema 6.8 acima ao nosso contexto, podemos enunciar o que segue.

Teorema 6.9 Seja X uma variedade projetiva. Seja f : X — k um morfismo projetivo.
Seja F um feixe invertivel em X sobre k. Entdo, para cada ¢ > 0, a funcdo 0 < h'(F,) é
uma func¢ao semicontinua superiormente em k.

Nas condigoes do Teorema 6.9 acima, podemos enunciar o seguinte corolario.
Corolario 6.3 Nas condicoes do Teorema 6.9 acima,
h'(Fo) = 0 = h'(F,) = 0 para todo y proximo de 0.

Dessa forma, o Teorema 6.9 e seu corolario, nos mostram que a dimensao do sistema
linear £ ¢ semicontinua superiormente na posi¢ao dos pontos em (P!)" e atinge seu valor
minimo quando eles estao em posicao geral.
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7 Sistemas Lineares

Nesta parte do trabalho iremos definir o que é um sistema linear e apresentar alguns
exemplos, estabelecer a relacao entre sistema linear e variedade, bem como a relacao entre
o defeito secante e a especialidade do sistema.

Definicoes e Exemplos

Definicao 7.1 Denotaremos por £ := Lg,,..4,)(2") o sistema linear formado pelas hi-
persuperficies de (P')” de multigrau (di,...,d,) que tem n pontos duplos em posi¢ao
geral.

Observacao 7.1 Nos exemplos a seguir, a fim de elucidar como sao os elementos de um
sistema linear, sempre que mencionarmos “ponto em posicao geral”, estamos nos valendo
do Lema 5.3, que nos permite mover pontos em posi¢ao geral para pontos canoénicos de
P,

Exemplo 7.1 Considere o sistema linear £(;1)(2), isto equivale ao conjunto das hiper-
superficies de (P!)? com grau (1,1) com um ponto duplo em posi¢ao geral. Assim, uma,
hipersuperficie qualquer em L ;) é da forma

F = axqyo + broy: + cr1yo + dryyy,
onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.

Sejap = sv((1:0),(1:0))=(1:0:0:0) € P> um ponto em posigao geral. Ao impormos
o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que F'(p) =0 e VF(p) = 0. Dessa forma,

oF oF
P)=0=0a=0  F=@)=0=a=0  F-()=0=c=0;
oF oF

—(p)=0=a=0; —(p)=0=b=0.
8y0(p) a ayl(p)

Com isso, o sistema L;;) com um ponto duplo em posi¢ao geral é da forma
Lan(2) = {F =dxy | (d) € P'} = P°.

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (2 + 1) condigoes aos coeficientes. Isso
mostra que dim Ly 1y(2) = 0.

Exemplo 7.2 Considere o sistema linear ,C(l’g)(22). Uma hipersuperficie qualquer em
L1, ¢ da forma

F = axoyg + broyoyr + croy; + driyg + exiyoys + fT1y7,

onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.
Sejap=(1:0:0:0:0:0) € P> um ponto em posigao geral. Ao impormos o ponto p
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com multiplicidade dois, exigimos que

OF OF
(p)=0=a=0; e (p)=0=a=0; o (p)=0=d=0;
oF OF

—((p)=0=a=0; —(@)=0=0=0.
ayo( ) 391( )
Com isso, o sistema L1 2) com um ponto duplo é da forma

L,9)(2) = {F = cxoyi + emyoys + faryi | (c:e: f) € PP} = P2,
Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (2 4 1) condigoes aos coeficientes.

Sejaq=(0:0:0:0:0:1) € P° um ponto em posi¢ao geral. Ao impormos o ponto q
com multiplicidade dois, exigimos que

or or
F(g)=0= f=0; a_%@_():c_o’ a—ml(Q)—Oﬁf—O,
oF or

=0=e=0; (q)=0= f=0.

ay0 9 o

Note que ao impormos o ponto ¢, impomos também 1 - (2 + 1) condi¢oes aos coeficientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impoem um total de
2-(241) condigoes aos coeficientes. Assim, todos os coeficientes se anulardo, isso mostra
que dim L1 2)(2%) = —1, ou seja, o sistema ¢ vazio.

Exemplo 7.3 Considere o sistema linear £(2’2)(23>. Uma hipersuperficie qualquer em
L2,y ¢ da forma

F = axdy; + brgyoys + cxgyi + dzoziyg + exoziyoyr + [Toz1y; + griyg + hatyoy +ixiys,

onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.
Sejap=(1:0:0:0:0:0:0:0:0) € P® um ponto em posi¢ao geral. Ao impormos o
ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

OF OF

F(p)=0=a=0; —axo(p):0=>a:0; —awl(p):():dzo;
OF OF
ayo(p) o (p)=0=

Com isso, o sistema linear L£(32y com um ponto duplo em posicao geral ¢ da forma

L22)(2) = {F = cajy; + exoxiyoyr + frox1y; + gaiys + haiyoyr + iaiy; |

(cie:f:g:h:i)eP’}=P5

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (2 + 1) condi¢oes aos coeficientes.
Sejag=(0:0:0:0:0:0:0:0:1) € P® um ponto em posi¢ao geral. Ao impormos o
ponto ¢ com multiplicidade dois, exigimos que

. oF oF .
F(q) =0=1i=0; a—%(Q)—Ojf—07 8—%(q)—0:$@—0,
OF OF
ayo(q) 8y1(Q) i
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Com isso, o sistema L2 2) com dois pontos duplos em posigao geral ¢ da forma
L22)(2%) = {F = cajy; + exoriyoys + gziyg | (c: e : g) € PP} = P2

Note que ao impormos o ponto ¢, impomos também 1 - (2 + 1) condi¢oes aos coeficientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impoem um total de
2 (24 1) condigbes aos coeficientes.

Para inserirmos um terceiro pontor = (1 :1:1:1:1:1:1:1:1) € P® em posi¢ao
geral, usamos o Lema 5.4. Ao impormos o ponto duplo r, exigimos que

OF OF

F(ry=0=c+e+g=0; (r)y=0=2c+e=0; (r)y=0=e+29=0;

8$0 8([)1

oF oF
—(r)=0=e+2¢g=0; —(r)=0=2c+e=0.
8yo<) g ay1(>

Dessa forma, a matriz dos coeficientes do sistema formado por essas equagoes terd posto

posto

O N O DN
e e e
oNn O =
I
[\

2

Isto evidencia que as linhas que compoem a matriz nao sao linearmente independentes.
Como o posto nao ¢ maximo, significa que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, nao impomos tantas condicoes quanto deveriamos impor aos coeficientes, ou seja,
pelo menos uma das condicoes impostas serd repetida.

De fato, como 2c 4+ ¢ = 0, temos que e = —2¢. Substituindo na equacgao 2g + e = 0,
obtemos g = c. Logo, o sistema linear L5 9y com trés pontos duplos ¢ da forma

L22)(2%) = {F = cxjy; — 2cxoriyoys + cxiyy | (c) € PV} = PO
Isso mostra que dim L22)(2*) = 0.

Exemplo 7.4 Considere o sistema linear £(;1,1)(2%). Uma hipersuperficie qualquer em
5(171,1) ¢ da forma

F = azoyozo + broyoz1 + croy120 + droyiz1 + ex1yozo + fr1yoz1 + 9x1y120 + hr1y121,

onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.
Sejap=(1:0:0:0:0:0:0:0) € P" um ponto em posi¢ao geral. Ao impormos o
ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

oOF oOF
F pr— pr— N —_— p— p— N —_— pr— p— N
(p)=0=a=0; oz (p) =0=a=0; o (p) =0=e=0;
OF oF
—({@)=0=a=0; —(p)=0=c=0;
o (p) a o (p) c
oF OF
oW =0=a=0  -()=0=b=0.

Com isso, o sistema L(;1,1) com um ponto duplo em posigao geral é da forma

Li11,1)(2) = {F =dwoyrz1 + friyozs + griyizo + havpz [ (d: f g h) € P?} =~ P2,
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Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (3 4 1) condigdes aos coeficientes.
Sejaq=(0:0:0:0:0:0:0:1) € P" um ponto em posi¢ao geral. Ao impormos o
ponto ¢ com multiplicidade dois, exigimos que

OF oF

oF oF

—(@)=0= f=0; —(q) =0= h=0;
a9 f o\

oF oF

0 =0=9=0 Z-(@)=0=h=0.

Note que ao impormos o ponto ¢, impomos também 1 - (3 4+ 1) condi¢oes aos coeficientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impoem um total de
2- (34 1) condigoes aos coeficientes. Assim, todos os coeficientes se anulardo, isso mostra
que dim L 11)(2%) = —1, ou seja, o sistema ¢ vazio.

Exemplo 7.5 Considere o sistema linear £(1,172)(22). Uma hipersuperficie qualquer em
£(171’2) é da forma

F = axoyozg + broyozoz1 + croyozs + droyizg + exoyizoz1 + froyizi + griyozs +
hx1yozoz1 + z’xl?JoZ% + jflylzg + kx1y12021 + lx1y12%,

onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.
Sejap=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0) € P! um ponto em posigao geral. Ao
impormos o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

OF OF

(p)=0=a=0; e (p)=0=a=0; o (p)=0=g=0;
or oF
—({@)=0=a=0; —(p)=0=d=0;
o (p) a o ()
oF or
g =0=a=0  Z-(p)=0=b=0.

Com isso, o sistema L1,12) com um ponto duplo em posicao geral ¢ da forma

La,12)(2) = {F = c:toyoz% + exoy12021 + fxoylzf + hx1yozoz1 + ixlyozf + jxlylz§+

kxyyizozs +lon2? | (e fihiijik: 1) € P} 2P,

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (3 4+ 1) condigoes aos coeficientes.
Sejagq=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) € P" um ponto em posigao geral. Ao
impormos o ponto ¢ com multiplicidade dois, exigimos que

OF oF

oF oOF

ayo((z) i 8y1(Q)

oF OF
—(q)=0=k=0; —(q)=0=1=0.
9, ) =0= L g =0=

Com isso, o sistema L1 12y com dois pontos duplos em posi¢ao geral é da forma

5(1,1,2)(22) = {F = Cl’oyozf + exoy12021 + ha1yozoz1 + jxlylzg | (cie:h:j)e Ps} >~ Pp?,
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Note que ao impormos o ponto ¢, impomos também 1 - (3 + 1) condi¢oes aos coeficientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impoem um total de
2 (34 1) condigbes aos coeficientes.

Para inserirmos um terceiropontor = (1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1) € P! em
posicao geral, usamos o Lema 5.4. Ao impormos o ponto duplo r, exigimos que

or oF
Firy=0=c+e+h+j=0; —(r)=0=c+e=0; —((r)=0=h+7=0;
8$0 8$1
or or
—((r)=0=c+h=0; —((r)=0=>e+j5=0;
8yo<) 3y1(> j
oF or
aZo(r) 0=e+h+2j=0; 821(7’) 0=>2c+e+h=0

Dessa forma, a matriz dos coeficientes do sistema formado por essas equacoes terd posto

posto

N OO = O ==
— = =0 O
—_ _ Ok = O
SN = O = O
|
w

Isto evidencia que as linhas que compoem a matriz nao sao linearmente independentes.
Como o posto nao ¢ maximo, significa que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, nao impomos tantas condi¢oes quanto deveriamos impor aos coeficientes, ou seja,
pelo menos uma das condicoes sera repetida.

De fato, comoc+e=0e h+j =0, temos que e = —c e h = —j, respectivamente. Além
disso, de c+h =0e e+ j =0, obtemos que h = —c e e = —j, respectivamente. Agora,
como e = —¢, h=—j, h=—cee= —j, devemos ter j = c. Logo, o sistema linear L ; o)

com trés pontos duplos é da forma
L112)(2%) = {F = cxoyoz; — croyiz021 — cx1yozo21 + cr1y1zg | (c) € PO} 2 PO
Isso mostra que dim L;19)(2%) = 0.

Exemplo 7.6 Considere o sistema linear £(1,1,1,1)(2%). Uma hipersuperficie qualquer em
£(171,171) é da forma

F = axoyozowo + broyozow: + cxoyoz1wo + droYozi1wi + exoyi2owo + froyizowr +
gToY121Wo + haoyr z1w1 + 1T1YoZoWo + JT1Yo2owr + kT1Yoz1Wo + (T1Yoz1 W1 + Ma1y1 2oWo +
NT1Y120W1 + 0T1Y121Wo + PL1Y121We,

onde pelo menos um dos coeficientes é diferente de zero.
Sejap=(1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0) € P® um ponto em posigao
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geral. Ao impormos o ponto p com multiplicidade dois, exigimos que

F(p)=0=a=0; g—xFO(p)IO:>a=0; g—i(p)=0:>i=0;
2—i(p):0:>a:0; g—i(p):():e:O;
g—i(p):0:>a:0; g—i(p)=0:>020§
g—i(p)z():w:@; g—i(p)Zo:‘b:O'

Com isso, o sistema L1 ,1,1,1) com um ponto duplo em posigao geral é da forma

5(1,1,1,1)(2) = {F = dzoyoz1wi + froy1z0wr + groy1z1wo + haoyr 21wy + jriyozowr +
k’xlyozlwo + lxlyozlwl -+ mxri1Yyi12oWo + nri1YyiLowy + 0$1y1Z1w0+
pripizaywi [ (d:f:g:h:j:k:l:m:n:o0:p)€ PO =Pl

Note que ao impormos o ponto p, impomos 1 - (4 4+ 1) condigoes aos coeficientes.
Sejaq=(0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1) € P um ponto em posi¢ao
geral. Ao impormos o ponto ¢ com multiplicidade dois, exigimos que

F(g)=0=p=0; g—i(q)zojhz& g—i(Q):OjPIO;
P@=0=1=0 () =0=p=0
g—jo(q):0:>n=0; g—i(q)z():»p:();
g—i(Q)ZO:w:O; g—i(Q)ZO:w:O-

Com isso, o sistema L1 1,1,1) com dois pontos duplos em posigao geral é da forma

5(1,1,1,1)(22) = {F = dzxoyoz1wi + froy1zowr + groyiz1wo + jri1yozows + kxiyoz1wo+

mriyrzowo | (d: f:g:7:k:m) P} =P

Note que ao impormos o ponto ¢, impomos também 1 - (4 4+ 1) condi¢oes aos coeficientes
do sistema, e distintas das anteriores. Logo, os dois pontos duplos, impoem um total de
2. (4+1) condigoes aos coeficientes.

Para inserirmos um terceiropontor = (1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:
1) € P¥ em posi¢ao geral, usamos o Lema 5.4. Ao impormos o ponto duplo 7, exigimos
que F(r) =0 ou seja, que d+ f + g+ j + k+m = 0. Além disso, exigimos também que

OF
D
OF
Yo
OF
0z
oF
dwy

(r)y=0=d+ f+¢g=0;
(r)y=0=d+j+k=0;
(r=0=f+7j+m=0;

(r)=0=g+k+m=0;

OF
dxy
S—Z(T):0:>f+g—|—m:0;
OF
0z,
OF
ow,

(r)y=0=j+k+m=0;

(r=0=d+g+k=0;

(=0=d+f+j=0.

Dessa forma, a matriz dos coeficientes do sistema formado por essas equagcoes terd posto



111111
111000
000111
100 1 10
posto] 01 1 0 0 1 | =4
01 0101
101010
001011
110100

Isto evidencia que as linhas que compoem a matriz nao sao linearmente independentes.
Como o posto nao é maximo, significa que ao impormos o ponto r com multiplicidade
dois, nao impomos tantas condigoes quanto deveriamos impor aos coeficientes, ou seja,
pelo menos uma das condigoes sera repetida.

De fato, como d+ j + k = 0, temos que d = —j — k. Por outro lado, como j+ k +m = 0,
temos que —d +m = 0, logo d = m. Como f+g+m =0e f+ j+ m = 0, devemos
ter g =j. Comod—+j+k=0ed= m, concluimos que 7 = —k — m. Por fim, como
f+g+m=0eg=j=—k—m,devemos ter f = k. Logo, o sistema linear £ 1) com
trés pontos duplos é da forma

£(1,1,2)(23> = {F = MIoYpz1 W1 + /{:xoylzowl — (/{: + m)xoylzlwo — (k- + m)$1yozow1+
kx1yoz1wo + maiyrzowo | (k2 m) € P} =2 P

Isso mostra que dim L 1,1,1y(2%) = 1.

Observacao 7.2 Os polinomios homogéneos de multigrau (dy, ..., d,), pelo mergulho de
Segre-Veronese, como na Definicao 4.3, formam um espaco projetivo cuja dimensao é dada

por
! n; +dz
N = —1.

Como estamos em (P!)” temos que n; = 1 para todo i = 1,...,r. Dessa forma,
- n; + dz - 1+ dl -
N = —1= —1= di+1)—1.

Além disso, para um polinomio ter multiplicidade pelo menos m em um ponto p € P ele

precisa impor
r+(m—1)
r

condigoes lineares aos coeficientes. Logo, n pontos duplos impdem

(O () E () S

j=1 j=1

~
n VEZEeSs

condicoes ao sistema L. Diante disso, podemos estabelecer uma definicao plausivel para
a dimensao de um sistema linear.
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Definicao 7.2 A dimensao virtual do sistema £ := L4, ... 4,)(2") é definida como

r

v(L) = [](di+1)—1—(r+ Dn. (7.1)
i=1
Isto equivale a dimensao do sistema linear completo |O(dy, . . ., d,)| das hipersuperficies
de (P')" de multigrau (dy,...,d,) subtraido o nimero de condi¢des impostas pelos n

pontos duplos.

Exemplo 7.7 Considere o sistema linear £ := L(;,1)(2) do Exemplo 7.1. Sua dimensao
virtual é dada por

=||ld+1)—-1—-(2+1)-1

1+1)(14+1)—1-3

Exemplo 7.8 Considere o sistema linear £ := E(Lg)(22) do Exemplo 7.2. Sua dimensao
virtual é dada por

r

v(L) = H(dﬁ—l) —1—=(r+1)n

=1

=[J@d+1)-1-(2+1)-2

—(1+1D2+1)—1-6
= 1.

Exemplo 7.9 Considere o sistema linear £ := L(52)(2*) do Exemplo 7.3. Sua dimensao
virtual é dada por

r

v(L)=]J(d+1) 1= (r+1)n

=[[d+1-1-(2+1)-3
:5+1)(2+1)—1—9
= -1

Exemplo 7.10 Considere o sistema linear £ := L(31,1y(2?) do Exemplo 7.4. Sua dimen-
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sao virtual é dada por

<

v(L)=]](di+1)—1—(r+1)n

=[Jd+1)-1-@3+1)-2

=(1+)I+1)A+1)—-1-38
=1

Exemplo 7.11 Considere o sistema linear £ := £(1,17Q)(23) do Exemplo 7.5. Sua dimen-
sao virtual é dada por

U(L):f[(di+l)—1—(T+1)n
(d;i+1)—1—(3+1)-3
:6+1)(1+1)(2+1)—1—12

= —1.

Exemplo 7.12 Considere o sistema linear £ := L(11,1,1)(2*) do Exemplo 7.6. Sua di-
mensao virtual é dada por

T

v(L) = H(dl +1)—1—(r+1)n

i=1
4

=[[@+1)-1-(4+1)-3

i=1
=(1+D)A+DH(1+1)(1+1)—1-15
=0.
Geometricamente nao faz sentido a dimensao virtual de um sistema linear ser menor que

—1, uma vez que a dimensao de um sistema linear ser —1 significa que o sistema é vazio,
ou seja que as secoes globais sao iguais a zero, como nos mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 7.13 Considere trés pontos nao alinhados p,q,7 em P? e £ = £5,(1%). Neste
caso, L = & significa que L(P?) = {0}, ao passo que L(P?\ {r}) =IC 2 C, onde [ = pq
é a reta que liga os pontos p e q.

Como a dimensao de £ nao pode ser menor que —1, uma vez que estamos no espaco
projetivo, podemos definir a dimensao esperada de um sistema linear como segue.

Definicao 7.3 A dimensao esperada de um sistema linear £ é definida como
e(L) :=max{v(L),—1}. (7.2)

Exemplo 7.14 Considere o sistema linear £ := L 1)(2). Vimos no Exemplo 7.7 que
v(L) = 0. Assim, sua dimensdo esperada serd dada por
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e(L) = max{v(L),—1} = max{0, -1} = 0.

Exemplo 7.15 Considere o sistema linear £ := L£(;2)(2?). Vimos no Exemplo 7.8 que
v(L) = —1. Assim, sua dimensao esperada seré dada por

e(L) = max{v(L), —1} = max{—1,—1} = —1.

Exemplo 7.16 Considere o sistema linear £ := L£(22)(2%). Vimos no Exemplo 7.9 que
v(L) = —1. Assim, sua dimensao esperada sera dada por

e(L) = max{v(L£),—1} = max{—1,-1} = —1.

Exemplo 7.17 Considere o sistema linear £ := £(;,1,1)(2%). Vimos no Exemplo 7.10 que
v(L) = —1. Assim, sua dimensao esperada serda dada por

e(L) = max{v(£),—1} = max{—1,—1} = —1.

Exemplo 7.18 Considere o sistema linear £ := £(11,2(2°). Vimos no Exemplo 7.11 que
v(L) = —1. Assim, sua dimensao esperada serd dada por

e(L) = max{v(L£),—1} = max{—1,—-1} = —1.

Exemplo 7.19 Considere o sistema linear £ := L11,1(2°). Vimos no Exemplo 7.12
que v(L£) = 0. Assim, sua dimensdo esperada serd dada por

e(L) = max{v(L),—1} = max{0,—1} = 0.

Definicao 7.4 Se as condigoes impostas pelos pontos nao forem linearmente indepen-
dentes, a dimensao de £ é maior que a esperada e neste caso dizemos que L é especial.
Se porém, a dimensao de L coincidir com a dimensao esperada, dizemos que £ é nao
especial.

Exemplo 7.20 Considere o sistema linear £ := L;1)(2). Vimos no Exemplo 7.1 que
dim £ = 0. No Exemplo 7.14, vimos que e¢(£) = 0. Como dim £ = e(L), temos que L é
nao especial. Essa nao especialidade também foi notada no Exemplo 5.13, quando vimos
que a variedade associada era nao defeituosa.

Exemplo 7.21 Considere o sistema linear £ := L£(;9)(2?). Vimos no Exemplo 7.2 que
dim £ = —1. No Exemplo 7.15, vimos que e(£) = —1. Como dim £ = e(L), temos que
L é nao especial. Essa nao especialidade também foi notada no Exemplo 5.14, quando
vimos que a variedade associada era nao defeituosa.

Exemplo 7.22 Considere o sistema linear £ := L£(22)(2%). Vimos no Exemplo 7.3 que
dim £ = 0. No Exemplo 7.16, vimos que e(£) = —1. Como dim L > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.18, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

Exemplo 7.23 Considere o sistema linear £ := £L11,1)(2%). Vimos no Exemplo 7.4 que
dim £ = —1. No Exemplo 7.17, vimos que e¢(£) = —1. Como dim £ = e(L), temos que
L é nao especial. Essa nao especialidade também foi notada no Exemplo 5.19, quando
vimos que a variedade associada era nao defeituosa.
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Exemplo 7.24 Considere o sistema linear £ := L112)(2%). Vimos no Exemplo 7.5 que
dim £ = 0. No Exemplo 7.18, vimos que e¢(£) = —1. Como dim L > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.20, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

Exemplo 7.25 Considere o sistema linear £ := 5(171,171)(23). Vimos no Exemplo 7.6 que
dim £ = 1. No Exemplo 7.19, vimos que e(£) = 0. Como dim £ > e(L), temos que L
é especial. Essa especialidade também foi notada no Exemplo 5.21, quando vimos que a
variedade associada era 3-defeituosa e portanto, era defeituosa.

O nosso interesse reside em investigar se um dado sistema linear £ é ou nao especial,
ou seja, se os n pontos duplos impoe ou nao condi¢oes independentes ao sistema. Para
tanto, focaremos nosso estudo na dimensao do sistema linear.

Seja Z o esquema 0O-dimensional de comprimento (r + 1)n dado por n pontos duplos.
Por um abuso de notagao, a fim de simplificar a escrita, usaremos frequentemente o
mesmo simbolo L4, 4,)(2") ou simplesmente £ para denotar o sistema linear e o feixe
O(dy, . ..,d,) ® I. Dito isto, considere a seguinte sequéncia exata de restrigao

0—L— E(d1 ..... dr) — E(d17---,d7»)

, — 0. (7.3)
Tomando a sequéncia de cohomologia associada, temos que

0— HO(,C) — Ho(ﬁ(dh._.,d”) — HO (E(d17---7d7‘)

,) — H'(L) — - (7.4)

Sendo h' ((PY)", L(a,,...4,)) = 0 (pelo Lema 6.1), obtemos a seguinte caracterizagao coho-
molégica para a especialidade do sistema linear. O sistema linear £ é nao especial se, e
somente se,

R ((PY)", L) -h' ((PY)", L) = 0. (7.5)

Esse resultado sera enunciado e provado mais a frente no Teorema 7.1. Antes porém,
provemos o seguinte lema técnico.

Lema 7.1 Sejam L, L; e L3 sistemas lineares tais que a sequéncia
0— L — Lo —L3—0 (7.6)
¢ exata. Se h'(L£y) = 0 ou h°(L3) = 0, entdo dim(Ly) = dim(L;) + dim(L3) + 1.

Demonstragao: De fato, tomando a sequéncia de cohomologia associada a sequéncia
exata dada pela Equagao (7.6), obtemos

0 — HY(Ly) — H°(Ly) — H(L3) — HY(Ly) — - - (7.7)
Se h'(Ly) = 0, temos que H'(L;) = {0} e assim,
0 — H°(Ly) — H°(Ly) — H°(L3) — 0. (7.8)
Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, teremos que

RO(Ly) = hO(Ly) + h°(L3) =

RO(Ly) — 1 =h%(Ly) + hO(L3) — 1 =

RO(Ly) —1=h(Ly) —1+h° (L) —1+1=
dim(Ly) = dim(£y) + dim(L3) + 1.
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Se for h°(L3) = 0, temos que H°(L3) = {0} e assim,
0 — H°(L)) — H°(Ly) — 0. (7.9)
Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, teremos que
RO(Ls) = h°(Ly) = (L) — 1 = h°(Ly) — 1 = dim(Ly) = dim(L,).
Como h°(L3) = 0, temos que dim(L3) = h°(L3) —1=0—1= —1. Assim,
dim(£y) = dim(£;) = dim(L) = dim(£L;) + dim(L3) + 1.

Teorema 7.1 O sistema linear £ ¢ nao especial se, e somente se, h°(L)h! (L) = 0.

Demonstracao:

(=): Suponha que £ é nao especial. Logo, dim(£) = e(£). Como dim(L) = h°(L) — 1,
obtemos que h°(L) — 1 = e(L) e assim, vem que h°(L) = e(L) + 1. Como e(L) =
max{v(L), —1}, temos dois casos a analisar:

e CASO 01: e(L£) = —1. Nesse caso, segue que h’(L) = —1+ 1 = 0 e portanto,
RY(L)h (L) = 0.

e CAsO 02: e(L) = v(L). Nesse caso, segue que h'(L) = v(L) + 1. Pelo Lema 6.2,
temos que h'(La,..4,)) = 0, logo H'(L4,,..a,)) = {0} e a sequéncia dada pela
Equacio (7.4), fica da seguinte forma

,) — H'(L) — 0. (7.10)

.....

------

Dessa forma, h'(L) = h%(L) —v(L) — 1. Como e(L) = v(L) e h%(L) = e(L) + 1,

vem que
hU(L) = hO(L) —v(L) —1=e(L) +1—e(L) —1=0.

E, portanto h°(L)h' (L) = 0.

(«<): Suponha que h°(L)h' (L) = 0 e mostremos que £ é nao especial. Se h’(L)h' (L) =0
entdo h°(L) = 0 ou h'(L) = 0. Novamente, analisemos cada caso separadamente.

e CAsSO 01: h%(L) = 0. Temos que dim(L) = h°(L) — 1. Como h°(L) = 0, segue que
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dim(£) =0—-1= -1 <e(L) = max{v(L), —1}.

Por outro lado, temos também que dim(L) > e(L). Logo, dim(L) = e(L) e o
sistema L nao ¢é especial.

e CAs0 02: h*(L) = 0. Considerando £y := L, Lo := Lay,...a,) € L3 := Liay,.a,)

nas hipoteses do Lema 7.1, como h'(L£) = 0, temos que z
dim (L, ,..a,)) = dim(L) + dim(Lg,,a,9|,) + 1.
Isto implica que,
dim(£) = dim(La,,..a,)) — dim(Lay,.a,)| ;) — 1
= dim(Lq,,..q4,)) — (length(Z) — 1) =1
= : (di+1)—1—length(Z)+1—1
i=1
:ﬁ(dﬁ—l)—l—(r—f-l)n
-
Como dim (L) > —1 e dim(£L) = v(L), temos que v(L) > —1. Assim,
e(L) = max{v(L),—1} = v(L).
Com efeito,
dim(£) =v(L) = e(L).
Portanto, o sistema £ nao é especial.
|

Relacao entre Sistema Linear e Segre-Veronese

Nessa secao, estabeleceremos a relacao entre as variedades de Segre-Veronese e os sis-
temas lineares, bem como a relacao entre o defeito secante de uma Segre-Veronese e a
especialidade de um sistema linear. Dito isto, vejamos dois exemplos para termos uma
ideia de como os hiperplanos de uma Segre-Veronese SV3' correspondem as hipersuperfi-
cies do sistema linear L4, .. 4,) por meio do mergulho de Segre-Veronese svg.

.....

Exemplo 7.26 Uma hipersuperficie S de L1y corresponde a uma secao hiperplana H

de S ‘/((11,11))' De fato, tome o mergulho de Segre-Veronese

(1L1) | 1 1 3
svyy Py x Py = P

((zo : 21), (Yo = y1)) = (ToYo : Toyr : T1yo : T1Y1)-
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Como S é uma hipersuperficie de L1y, temos que S = V(F) C P! x P!, onde
F = apozoyo + an1zoyr + a1021Y0 + a112191.
Agora, via o mergulho de Segre-Veronese, podemos tomar
G = agozo + ap121 + a1022 + a1123,

e, assim, segue que H = V(G) C P? é um hiperplano. Por outro lado, dado um hiperplano
H' de P3, temos que H' = V(G’), onde

G' = azy + bz + czy + dzs.
Desse modo, se considerarmos
F' = axoyo + ba1yo + cxoyr + dryy,
temos que S’ = V(F”) é uma hipersuperficie de L 1).

Exemplo 7.27 Seja ¢ : P! x ]P’f/ — P o0 mergulho de Segre-Veronese com grau (2, 1),
assim temos a aplicacao:

@ : Pl x ]P)i — P®
(o : 1), (Yo : y1 2 y2)) = (xgyo : 95(2>y1 : x%?ﬁ L L0T1Yo T LoT1Y1 T ToT1Y2 T XTYo T XYL T XTY)

Dado F € |Opu,2(2,1)|, temos a bijecao

2 2
G = Z Z Q5 23i+5 = Qlpo<0 + Qo121 + -+ Qoazg € |O[p>8(1)|
=0 j=0

Observe que H = V(G) C P® é uma secao hiperplana de PS.
Os Exemplos 7.26 e 7.27 acima revelam a existéncia de uma bijecao entre os sistemas
lineares completos |Opn(d)| e |Opn (1)].

i
8xi

Observagao 7.3 Sendo T, X = < (p)|i=0,... ,n>, onde X é a variedade dada pela

imagem do mergulho
@ : (PH" — PV
p—=elp) =g

e ¢ denota o mergulho de Segre-Veronese. Dada H C PV uma secdo hiperplana, temos
que H é tangente a X em p se, e somente se, T, X C H.

De modo geral, uma hipersuperficie S de (P')” de multigrau (di, ..., d,) corresponde,
via mergulho de Segre-Veronese, a uma secao hiperplana H de X, onde X denota a
imagem do mergulho (como vimos no Exemplo 7.26). Além disso, S tem um ponto duplo
em p se, e somente se, H ¢ tangente a X em sv(p) (conforme Observagao 7.3).
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Agora, fixados py,...,p, pontos gerais em (P!)" e considerando o sistema linear
Ldy,..a)(2") formado pelas hipersuperficies de (P)" de multigrau (di, ..., d,) singulares
em pi,...,p,, temos uma correspondéncia, via mergulho de Segre-Veronese, ao conjunto
dos hiperplanos H em PV tangentes a X em sv(py), ..., sv(p,), onde X denota a imagem
do mergulho. Ou seja, o sistema linear tem como lugar de base, o espaco tangente geral
a Sec, X.

Neste trabalho estudaremos os defeitos secantes das variedades de Segre-Veronese in-
vestigando a dimensao do sistema linear associado L, ..., dr)(2"), sistema este que consiste
das hipersuperficies de (P')" de multigrau (di,...,d,) através de n pontos duplos em
posicao geral.

Provaremos o Teorema 3.1 de [22], artigo que norteia essa dissertacao, provando a
especialidade ou a nao especialidade do sistema ﬁ(dl,...,dr)(Q"), conforme o Teorema de
Classificacdo (Teorema 10.1).

Via Lema de Terracini 5.2, resolver este problema, equivale a calcular a dimensao da
variedade secante do mergulho de Segre-Veronese (P!)” — PV, definido pelo sistema linear
completo |O(dy, ..., d,.)| de (P')". Ou seja, pelo Lema de Terracini 5.2, mostrar o Teorema
de Classificacao, ¢ equivalente a mostrar que a variedade n-secante de X C PV dada pelo
mergulho de Segre-Veronese é nao defeituosa, exceto nos casos dados pelo mesmo.

Nossa abordagem consistira em degenerar (P')” para uma uniao de duas variedades
ambas isomorfas a (P')", degenerando simultaneamente o sistema linear para um sistema,
linear obtido como o produto fibrado de sistemas lineares nas duas componentes sobre o
sistema linear restrito em sua intersecao. O sistema linear limite é um pouco mais facil
que o original, em particular, este argumento de degeneragao permitira usar a indu¢ao no
multigrau e em 7.

Reiteramos que um importante passo basico para nosso argumento de inducao esta
representado em [10], onde os autores mostram que se todos os d; sao iguais a 1, entao
Lq,...1)(2") tem sempre a dimensao esperada, logo ¢ classificado como ndo especial, exceto
no caso em que r = 4.

Um resultado muito importante também, nos diz que um sistema formado por pontos
simples em posicao geral é sempre nao especial, conforme enunciado abaixo.

Teorema 7.2 (Teorema da Multiplicidade Um) Se n pontos simples estdo em posi-
¢ao geral em PV, entdo o sistema L4(1") é ndo especial.

Demonstragao: Provemos por inducao sobre o ntimero n de pontos simples. Se n = 1,
existe uma hipersuperficie de PV de grau d que nao passa por um ponto em posicao geral.
Para o passo indutivo, temos que provar que um ponto em posicao geral impoe, sobre
um sistema linear nao vazio, uma condicao linear independente das ja existentes, ou de
forma equivalente, que um ponto em posicao geral, nao estd em todas as hipersuperficies
do sistema e isso ¢ sempre verdade quando o ponto esta em posicao geral.

[ |
Analogamente, podemos enunciar o Teorema 7.2 acima, para um produto cartesiano

de P™.

Teorema 7.3 (Teorema da Multiplicidade Um) Se n pontos simples estdao em po-
sicao geral em P, entdo o sistema Lg(1™) é nao especial, onde n = (ny,...,n,) e
d= (dl,...,dr).

Demonstragao: Analoga a demonstracao do Teorema 7.2.
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8 Variedades Téricas e Degeneracao Térica

Neste capitulo iremos construir uma degeneracao torica da variedade X como uma
uniao de duas variedades X; e X, ambas isomorfas a X. Para isso, trazemos algumas
definicoes e exemplos, bem como alguns resultados colocados como observacoes. O leitor
interessado podera consultar a referéncia [12].

8.1 Veriedades Toricas

Nesta secao trazemos a definicao do toro e do que se entende por variedade torica em
Geometria Algébrica, além de outras importantes definicdes para a secao subsequente.

Definigao 8.1 O toro complexo n-dimensional é dado por C* x -+ x C* = (C*)", onde
\W_/
n VEZeS
=C\ {0}.

Observacao 8.1 Observe que (C*)" C C" é uma variedade afim, uma vez que a aplicagao
(t1,... ty) — (t1,...,ty, 1/ty - -+ t,) nos fornece o isomorfismo

(CY" 2 V(vymg- - 2pyy — 1) C CTL
Observe também que (C*)™ C C" ¢ um aberto (Zariski), pois (C*)* = C" \ V(zy - - x,).
Definicao 8.2 Uma variedade térica é uma variedade irredutivel V' tal que
(a) (C*)™ & um subconjunto aberto (Zariski) de V;

(b) uma ac¢ao de (C*)"™ em si mesmo se estende para uma agao de (C*)" em V.

Exemplo 8.1 (C*)” e C™ sao os exemplos triviais de variedades toricas. Quanto a P",

suponha que x,... xn sao coordenadas homogéneas em P". O mapa (C*)" — P»
definido por (ti,...,t,) — (1,t1,...,t,) permite-nos identificar (C*)" com o subcon-
junto aberto (Zariski) P\ V(xoxy - - x,). Entao definindo (¢4,...,t,) - (ag, a1, ...,a,) =
(ag, t1a1, ..., tpay,), obtemos que P é uma variedade torica.

Exemplo 8.2 A curva plana C = V(2° — y?) C C? tem uma ctispide na origem e é uma,
variedade torica afim com toro

C\{0}=Cn(C) ={@ 1) |teC}=C,
onde o isomorfismo & ¢t — (t2,13), e C* age em C via t - (u,v) = (t?u, t3v).
Exemplo 8.3 A variedade V = V(zy — zw) C C* ¢ uma variedade torica com toro
VN (CH)* = {(t1, ta, t3, titaty ) | t; € C*} =2 (C*)3,

onde o isomorfismo & (t1,ty,t3) — (t1,ta, t3, titats ).
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Exemplo 8.4 Se V e W sao variedades toricas, entao V x W é uma variedade torica.
Isso mostra, por exemplo, que P! x P! ¢ uma variedade torica e, consequentemente, (P!)”
é uma variedade toérica.

Observacao 8.2 No estudo de variedades toricas, os pontos a = (aq,...,a,) € Z" de-
sempenham dois importantes papéis. Primeiro, defina o monoémio t* := ¢ ---t%. Ob-
serve que t* fornece uma funcao (C*)” — C*. O C-espago linear de todos esses mono-
mios é o anel de polinomios dado por C[ty, %, ..., t,, 1 ']. Segundo, podemos definir
A2 CF — (C)™ por A2(t) = (t™, ..., t").

Em geral, uma variedade torica V' consiste de (C*)™ mais “algo extra”. Quando V' é afim,
vemos que o “algo extra” é determinado, uma vez que os monomios t* sao definidos em
V', como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 8.5 Considere a variedade térica C". O monomio t* = t{* - - -t determinado
por a = (ay,...,a,) € Z" se estende para a fun¢gdo C" — C se, e somente se, a; > 0 para
todo .

Definicao 8.3 Um cone poliédrico convexo em R" é um subconjunto da forma

o = Cone(S) = {Z AU | Ay > O} C R,

vES

onde S C R™ é finito. Dizemos que o é o cone gerado por S.

Observagao 8.3 Observe que o é convexo, significando que z,y € 0 = Ax+(1—-N)y € o
para todo 0 < A <1 e é um cone, significando que z € 0 = A\x € ¢ para todo A > 0.

Exemplo 8.6 Exemplos de cones poliédricos convexos incluem o primeiro quadrante em
R? ou o primeiro octante em R3. O maior cone polédrico convexo possivel 6 R® enquanto
o menor é o cone trivial {0} gerado por S = @. Aqui estd um exemplo menos trivial.

Exemplo 8.7 O cone em R? gerado por ey, es, €1 + e3 e ey + ez é ilustrado na figura
abaixo.

xq

Observacao 8.4 Também é possivel ter um cone que contenha retas inteiras. Por exem-
plo, e;, —e; geram um cone em R? que é apenas o eixo-z, enquanto e;, —ej, es geram o
semi-plano superior fechado {(z,y) € R? |y > 0}.

Além disso, também podemos criar cones usando politopos, que sao definidos como segue.
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Definicao 8.4 Um politopo em R" é um subconjunto da forma

P = Conv(S) = {Z)\UUMU >0e Z)‘Uzl} C R,

vES vES

onde S C R” ¢ finito. Dizemos que P é o envoltério convexo de S.

Exemplo 8.8 Seja P = Conv(S) um politopo em R" e considere R" como o hiperplano
Tpy1 = 1 em R*M. Entdo o = {\- (v,1)|v € P, A\ > 0} é um cone poliédrico convexo
gerado por S x {1} onde S C R™ é finito.

Definicao 8.5 A dimensao de um cone poliédrico convexo o, denotada por dim o, é
definida como sendo a dimensao do menor subespaco Ro contendo ¢. Chamamos Ro o
span de o. Observe que dim ¢ = dim Ro.

Observacao 8.5 A dimensdo de um politopo P C R™ é a dimensao do menor espaco
afim contendo P. Seja 0 C R"™! 0 cone determinado por P como no Exemplo 8.8. Assim,
dim o0 = dim P + 1.

Definicao 8.6 Um politopo reticulado em R"™ ¢é a envoltoria convexa de um subcon-
junto finito de Z™ e é denotado por A.

Observacao 8.6 Um politopo reticulado n-dimensional determina uma variedade torica
projetiva XA de dimensao n. Para ver isso, primeiro representamos A como uma inter-
secao de semi-espacos. Para cada face 7 de A existe um vetor normal primitivo interno
n, € Z" e um inteiro a, tal que

A= N {m e R"|(m,n,) > —a,}.
& uma faceta

Dada qualquer face 7; de A, seja o, o cone gerado por n, para todas as faces 7 contendo
7;. Assim,
YA = {0, |7 é uma face de A},

Isto d4 uma variedade torica denotada por X, onde ¥ é uma colecao finita de cones em
R™ com as seguintes propriedades:

e Cada o € ¥ é um cone poliédrico convexo.
e Se o € X erT éuma face de o, entao 7 € X.
e Se 0,7 € X, entao 0 N7 é uma face de cada.

Observe que cada o € ¥ fornece uma variedade torica afim U,, e se 7 é uma face de o,
entdo U, pode ser considerada como um subconjunto aberto (Zariski) de U,.

Exemplo 8.9 O quadrado unitario [J com vértices (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) pode ser
representado por

O={a>0}n{a<1}n{b>0}N{b<1}
—{a>0}n{-a>-1}n{d>0}n{-b>—1}.
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Disto, segue que os normais internos sao 4e; e e, em Z2. Isto pode ser representado
como segue

Cada normal interno aparece duas vezes, mostrando que cada vértice d4 um cone 2-
dimensional. Por exemplo, o vértice (1,1) da o cone 2-dimensional

-

Os outros vértices sao tratados de forma semelhante. Assim, Xp = P! x P!,

Observagao 8.7 Sejam my, ..., m; pontos de A, de modo que | = |[A NZ"|. Entdo, a
aplicacao
Oty ..o tn) = (™ (t1, .. tn), ot (E, . L))

de (C*)" para P'~! se estende para o mapa Xa — P"!. Definimos Xa como o fecho de
Zariski da imagem de ¢,, onde ¢, : (C*)" — Pl~! & definida pelos pontos de vA, de
modo que [, = [vANZ"| para v > 0.

Exemplo 8.10 Dado um toro (C*)" e um conjunto A = {my, ..., ms}, temos que x" :
(C*)" — C. Assim, considerando o mapa &4 : (C*)" — C°, definido por ®4(t) =
(x™(t),...,x™(t)). Nesse caso, a variedade torica Y4 é definida como sendo o fecho de
Zariski da imagem do mapa P 4.

8.2 Degeneracao Toérica de (IP’l)r

Uma vez familiarizados com os conceitos apresentados na se¢ao anterior, temos con-
digoes de realizarmos uma degeneragao torica de (P!)" como segue.

Seja P = P4, 0 politopo [0,di] x --- x [0,d,] C R". Assuma, sem perda de
generalidade, que 1 < d; < --- < d,. Assuma também que d, > 2. Seus pontos inteiros
definem o mapa torico dado pelo mergulho de Segre-Veronese (P')" — PV definido pelo
feixe O(dy, . ..,d,). Como antes, denote por X a imagem deste mergulho. Para qualquer
inteiro k tal que 1 < k < d, — 1, considere a funcao ¢, : P NZ" — 7Z definida por

0, se v, <k

v, — k, sewv, > k. (8.1)

P(v) = {

Cujo grafico esta representado abaixo
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dr(v)

vy

Considere a envoltoria convexa das semirretas {(v,t) € P x Rso|t > ¢r(v)}. Isto é
um poliedro limitado com duas faces inferiores. Projetando essas faces em P obtemos
uma, subdivisao de P dada por

T = {Pdy,dr1,dr—k)> Pl roidr1 k) ) (8.2)

com Py, d_1.d—k) Y Pay,d 1 k) = P € Pay,.dp1,dp—k) VPay,.dr—1.k) = Play,....d,—1), onde
Py,.ar_yy = [0,dy] x -+ x [0,d,_4].
Seja X a subvariedade térica de PV x k! imagem do morfismo térico dado por

(C) xC* =PV x k!
(x,t) — ({td”“(”)x” lve PNZ}t).

Assim, X admite dois morfismos, induzidos pelas projecoes, sobre PV e k!. Denote
por 7 : X — k' o segundo morfismo. A fibra X, de 7 sobre t é isomorfa a X se t é nao
nulo e isomorfa a unidao X; U X, se t = 0. Ambas as X;’s sdo isomorfas a (P!)" e sua
intersegao R ¢é isomorfa a (P') 1.

Mais precisamente, X; ¢ o mergulho de Segre-Veronese de (P')” definido pelo sistema
linear completo |O(dy,...,d._1,d, — k)|, enquanto X5 é o mergulho de Segre-Veronese
de (P')" definido pelo sistema linear completo |O(dy, ... ,d,_1,k)|. A intersecao R é o
mergulho de Segre-Veronese de (P')"~! definido pelo sistema |O(dy, ..., d,_1)|. Na figura
abaixo representamos a configuracao desta degeneracao torica para o caso r = 3.

I
dy s
y

ds —k k
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9 Degeneracoes do Sistema Linear

Neste capitulo, iremos apresentar as duas formas de degeneragoes que utilizaremos no
sistema linear inicial £ := £(d17.,,,dr)(2"), obtendo sistemas mais simples para investigarmos
a dimensao e a especialidade dos mesmos.

9.1 (k,n9)-degeneracao de L

Pela degeneracao torica de (P')”, como vimos na Se¢ao 8.2, um feixe em X, corresponde
a dois feixes, respectivamente em X; e em X, que coincidem na intersecao R. Ou seja,
dado F um feixe em Xy, este corresponde a dois feixes, respectivamente, F; em X; e F»
em X, que sao compativeis na intersecao.

Consideremos o sistema linear £, := £ de hipersuperficies de multigrau (dy, ..., d,) de
X com n pontos gerais atribuidos pi 4, ..., p,s de multiplicidade 2.

Para este tipo de degeneracao, fixamos um inteiro nao-negativo n; < n e especializa-
mos n; pontos gerais em X e outros ny = n—ny pontos gerais em Xs, isto significa que to-
mamos uma familia {py ¢, ..., Pnt}iert tal que pro, ..., Pro € X1 € Dnyt1.0y- -5 Pnoo € Xo.

O sistema linear limite £y em X, é formado pelos elementos do limite do feixe
O(dy, ...,d,) na fibra geral X, singular em p;,...,p,0. Em particular p;,...,p, ¢ R,
onde R := X; N X5 denota a intersecao de X; e Xo.

Considere os seguintes sistemas lineares:

L1 =Ly, r.d—1)(2") Lo = Lay, 1,0 (27)
’ ) (9.1)
L1:= Ly, .dprd—k-1)(2")  Lo:= Lay,dp1,k-1)(2").

Nos sistemas dados pela Equacao (9.1), £; e 21 estao definidos em X e El é o nicleo da
restricao de £; a R, para i = 1,2, isto é, dado pela seguinte sequéncia exata curta:

0— L;— L — L], =Ri — 0 Vi=12 (9.2)

O nicleo LAZ consiste daqueles elementos de £; que se anulam identicamente em R, isto
é, os elementos em L; contendo R como componente.

Um elemento de Ly consiste: ou de um elemento em X; e um elemento em Xs, ambos
nao vazios, satisfazendo as condicoes impostas pelos pontos multiplos, que sao restritos
a0 mesmo elemento em R; ou ele é um elemento correspondendo a uma secao do feixe
que ¢ identicamente nula em X; (ou em X5) e que da um elemento geral em £, (ou em
L1, respectivamente) contendo R como uma componente.

Como X, = X; U X5, uma se¢ao em H°(Xy, Ly) ¢ obtida pegando um elemento
em H°(R,R) e escolhendo a pré-imagem de tal modo que temos o seguinte diagrama,
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comutativo.

H°(X1, Lo) ; (9.3)

/

HO(R, Lo)
X2>£0
Como EO‘X1 = £1 e £0|X2 = ;CQ, temos que HO(Xl,,C()) = HO(Xl,,Cl) e HO(X27£0) =
H°(X,, L5), respectivamente. Além disso, Lo|gr = R, onde R = R1NRy, sendo Ry = L1|g
e Ry = Ls|g com R = X; N X,. Assim, temos que H°(R, Ly) = H°(R,R).

Neste caso, dizemos que Ly é obtido de £ por uma (k,ns)-degeneracio e temos o
seguinte lema.

XOMCO)

Lema 9.1 Se dim (L) = e(L£), entdo o sistema linear £ tem a dimensao esperada, isto
é, € nao especial.

Demonstrag¢do: Pela semicontinuidade superior (ver Teorema 6.9), temos que dim(£) <
dim(Ly) = e(L). Por outro lado, dim(L) > e(L). Logo, dim(L) = e(L) e o sistema L é
nao especial.

9.2 (1,ns,5)-degeneracao de L

Para este tipo de degeneragio, fixamos um inteiro ndo-negativo 8 < min{r, ns}.

Suponha ji termos realizado uma (1,ns)-degeneragdo de L, ou seja, uma (k,ns)-
degeneracao de £ com k = 1, conforme visto na Segao 9.1.

Fazemos uma nova degeneracao do sistema linear £y3. Obtendo assim, uma dupla
degeneracao do sistema L. Realizamos essa nova degeneracao do sistema Ly na fibra
central pelo envio de 5 pontos entre os ny pontos duplos de X5 para a intersecao R de X,
e Xo. Assim, p1,...,p8 € R, pg, ..., Dny € X2 € Ppyt1,...,0n € Xi.

Como resultado, obtemos os seguintes sistemas lineares:

Ly =Ly, ..dp1.d—k)(27) Ly = Lay,...de 1.5 (27)
’ i (9.4)
Ly:=Lydrrar—k-1)(2") L= Lay,.apr k-1)(2277,17).

Na intersecao R temos R C E(dlmdpl)(ZB). Observe também que estamos abusando

da notagao original para Ly e Lo, pois os ny pontos duplos em X, nao estdo mais na
posicao geral. Neste caso, dizemos que Ly é obtido de £ por uma (1, ng, 3)-degeneragao,
implicando que se § > 0 realizamos a dupla degeneracao, enquanto que se § = 0 nao
precisamos realiza-la.

9.3 Dimensao do Sistema Limite

O nosso objetivo apos a degeneracao passa a ser determinar a dimensao do sistema
limite (degenerado) Ly, dimensdo esta que sera determinada de forma recursiva.
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Quando os elementos em Ly provém de uma se¢ao em X; e uma secao em X,, ambas
nao vazias e que sao compativeis na intersecao, a dimensao de Ly depende da dimensao
da intersecao R := R1 N 'Ry dos sistemas restritos, e temos o seguinte lema.

Lema 9.2 A dimensao do sistema limite (degenerado) Ly, no caso em que os elementos
em Ly provém de uma secao em X; e uma secao em X,, ambas nao vazias e compativeis
na intersecao, é dada por

dim (Lo) = dim (R) + dim (£1) + dim (Z3) + 2,

onde R := Ry N'R, denota a intersecao dos sistemas restritos R, := 'Cl‘R e Ry = EQ‘R
com R=X\NXy, L = £0|X1 e Ly = ED}XQ, e EAl e Ez sao como na Equagao (9.1), no
caso de uma (k, nq)-degeneracao como visto na Se¢ao 9.1, ou sdo como na Equagao (9.4),

no caso de uma (1, nq, 5)-degeneracdo como visto na Se¢ao 9.2.

Demonstragao: Suponha agora que £, e L5 sao ambos nao vazios, considere o diagrama
comutativo dado na Equagao (9.3) e considere a sequéncia exata de sistemas lineares como
dada na Equagao (9.2). Para o caso i = 1, temos

O—>Z‘1—>£1—>£1 — 0,

n

onde L = ker(£; —> El’R) = ker(f1). Para o caso i = 2, temos

O—>EQ—>£2—>£2 — 0,

[n

onde Lo = ker(Ly — LQ{R) = ker(f32). Como os elementos em L, provém de uma
secao em X e uma secao em Xo, ambas nao vazias e que sao compativeis na intersecao,
definamos a seguinte aplicacao

v El(Xl) X EZ(XQ) —%C()(Xo)
(Fi,F) — F,onde F| = F, parai=1,2.
Observe que El (X1) C Lo(Xy) e EQ(XQ) C Lo(X3). Além disso, ¥ é uma transformagao

linear injetiva bem definida com imagem Lg(X), isto é, Im(¥) = {F € Ly(Xy) | F|R = 0}.
De fato,

e U é uma transformacao linear injetiva:

e Se \I/(Fl, Fg) = 0, entao F1
U ¢é injetiva.

e Dados Fy, F| € L1(X1) e Fy, F} € Ly(Xs), existe F € Lo(Xo) tal que U(F, +
F|, F,+ F}) = F. Por outro lado, existem G, G’ € Ly(X)y) tais que V(F, [) =
G e V(F], F}) = G'. Dessa forma, temos que

{R =0e FQ‘R =0, ou seja, ker (¥) = {0}. Portanto,

F’X1 :F1+F1’=G\X1+G’|X1 = (G+G’)|X1
e
F®:ﬂ+ﬂzﬂ&+m&:@+gmi

Como ¥ ¢é injetiva, temos que F' = G + G’ e, assim,

U(F + Fl,Fy+ F) = U(Fy, Fy) + U(F! + F).
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Portanto, ¥ é uma transformacao linear.

e Im(V)={F¢€ EO(X0)|F‘R = 0}: De fato, por um lado sabemos que I'm(¥) C

{F € Ly(Xy) | F‘R = 0}. Por outro lado, se (F|X1) ‘ = <F|X2> ‘ = F‘R =0,
X5 X3

entao F‘Xl € ZQ(XQ) e F|X2 € El(Xl), logo ¥ <F}X2,F|X1> = F, mostrando que
{F € Lo(Xo)|F|, =0} C Im(¥).

e U estd bem definida: Como Fy € ker(f;), temos que F}
temos que F2|R

intersecao, devemos ter Fl‘R = F2|R e pela Definicao 6.3, existe uma tnica F €
Lo(Xo) tal que F‘Xl =F e F|X2 = F,.

‘R =0 e, como F; € ker(fy),
= 0, onde R = X; N X,. Como as se¢oes sao compativeis na

Neste caso, a dimensao de Ly depende da dimensao da intersecao R := Rq; N Ry dos
sistemas restritos. Assim, uma se¢ao de H°(Xy, Ly) é obtida pegando um elemento em
H°(R,R) e tomando pré-imagens de tal elemento, de modo que, pelo Teorema do Nticleo
e da Imagem, temos que h0( Xy, L) + h%(Xa, £3) = h°(Xo, Lo) — h°(R, R), o que implica
que

h(Xo, Lo) = B°(R, R) + h°(X1, L1) + h( X, Lo) =
h0(Xo, Lo) — 1= hO(R,R) + h°(X1, L1) + h°(Xs, Ly) — 1 =
dim (£o) = hO(R,R) — 14+ h%(X1, L1) — 14 h(Xa, Lo) — 142
= dim (R) + dim (£1) + dim (£5) + 2.

[

Os casos mais simples ocorrem quando todos os elementos em L provém de uma se¢ao
que ¢ identicamente nula em uma das duas componentes, ou seja, um elemento de Ly é
um elemento correspondendo a uma secdo do feixe que é identicamente nula em X; (ou
em X5) e que da um elemento geral em L, (ou em Lq, respectivamente) contendo R como
uma componente.

Neste caso, temos que as secoes correspondentes de um sistema estao no ntcleo da
aplicacao de restricao do outro, ou seja: as se¢oes correspondentes de £, estao no niicleo
da aplicacao de restricao de L5 quando os elementos de Ly provém de uma secao que
é identicamente nula em X;; e quando os elementos de Ly provém de uma secao que
é identicamente nula em X,, entdo as secoes correspondentes de L, estao no niucleo da
aplicacao de restricao de L.

Para esse caso, com a mesma notacao de antes temos o seguinte lema.

Lema 9.3 Se £, ou L, ¢ vazio, isto ¢, h%(L;) = 0 ou h°(Ly) = 0, respectivamente, entao
dim (£y) = dim (L3) ou dim (£y) = dim (L), respectivamente.

Demonstracdo: Fagamos a prova para o caso em que £ é vazio, isto é, h’(L;) = 0. Para
o caso considerando L, vazio, ou seja, h’(Ly) = 0, a prova segue de maneira analoga.
Como L, & vazio, isto ¢, h°(L1) = 0, temos que a intersecaio R dos sistemas restritos
também é vazia, logo h°(R) = 0. Pelo Lema 9.2, temos que

dim (Lo) = dim (R) + dim (£;) 4 dim (Z5) + 2.
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Como h°(L,) = 0, temos que h°(L;) = 0, disto segue que dim(ﬁAl) = —1. Analogamente,
como h°(R) = 0, segue que dim(R) = —1. Dessa forma,

~ -~

dim(Ly) = dim(R) + dim(L;) + dim(Ly) + 2
= —1—1+dim(Ly) +2
= dim(L,).

9.4 Aplicando a Técnica da Dupla Degeneracao

No que segue, iremos fazer uso apenas dos dois tipos de degeneracoes apresentadas
anteriormente, nesse sentido passemos a consideri-las em detalhes agora. Escolhemos

r—1

i=1
Neste caso, temos que

r—1 r—1

v(Ly) = [[(di+)(r+1) = 1= (r+ 1) [J(di +1) = —1.

=1 =1

Dessa forma, o problema de estudar £ é transladado recursivamente para o problema
de estudar o sistema linear de grau menor £, = 'C(dl,...,dr_l,drfrfl)(2n1) que tem a mesma
dimensao virtual. Este método sera 1til para se analisar alguns casos particulares de r e
aplicar a indugao no multigrau (dy, . . ., d,.), uma vez provado os casos base da indugao, isto
é, casos quaisquer de (dy,...,d,) com dy < --- < d, <r -+ 1 sdo previamente analisados.

Contudo, nosso objetivo se concentra em cobrir todos os casos de sistemas lineares
das hipersuperficies de qualquer multigrau (P!)", para qualquer r. Para isso, queremos
explorar a inducao nao somente no multigrau, mas também em 7. Isto pode ser feito
aplicando a dupla degeneragdo como descrita na Secao 9.2. Este argumento consiste
em uma adaptacao da técnica de degeneragao encontrada em [28] para provar a nao
especialidade de sistemas lineares das hipersuperficies de grau d em P” com uma colecao
geral de pontos duplos.

Escolhemos k, no, 8 inteiros como segue

r—1

k=1 JJdi+1)=r(na—8)+8,  Bef0,....r—1} (9.6)

i=1

e realizamos uma dupla degeneracdo de X (L) como descrito acima, na Se¢ao 9.2. Vale
notar que os elementos de L5 estio em bijedo com os elementos de L, 4, ) (27277, 1),
que é o sistema linear das hipersuperficies de |O(dy,...,d,_1)| em (P')""! singulares em
no — [ pontos e passando através de [ pontos simples, todos em posicao geral. Assim,
temos que

Ly = ﬁ(dl,...,dr,l,o)(an'B, 17) = £(d1,.‘.,dr,1)<2n27ﬁv 17).
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Pela defini¢ao de como os inteiros ny e 5 sdo escolhidos, dados na Equagao (9.6), temos
que

r—1

ULyt 1) = [[(di 4 1) = 1= ((r = 1) + 1) (2 = ) = 8

=1

:h(di+1)—1—(r(nz—5)+ﬁ)

=1

r—1 r—1
=[[@+1) —1-]](d+1)
=1 =1
= 1.

Considere . : (P')" — (P')""! a proje¢do nos primeiros r — 1 fatores. Como os
elementos de L, contém as retas m,.'(p;) através de cada um dos ny pontos duplos p; de
X5, temos que

Ry C E(dl,.‘.,dr,1)<1n2767 2%).

Lema 9.4 Seja R, como acima. Se L4, .4, ,)(2"*) € ndo especial, entdo R, & ndo espe-
cial.

Demonstragao: Como L, 4,_,)(2") é nao especial, entdo L, .4, ,)(2", 1) também
é nao especial, devido ao fato de que os [ pontos simples estdo em posicdo geral (ver
Teorema 7.2). Considere a seguinte sequéncia exata de sistemas lineares:

OHZQHLQHRQHO.

Como L4, 4. 1)(2",17) & nio especial de dimensao virtual —1, ele é vazio. Portanto,
22 é vazio, de modo que R, é o sistema linear completo ﬁ(dl,,,,,d,‘,l)(lm_ﬁ,25) obtido
pela restrigdo de £, em R, onde R denota a intersegao. Como L4, 4. ,)(2"2,17) é nao
especial, temos que L, . drfl)(1”2_5,25) também é nao especial. Dessa forma, como
Ro = Liay, 1) (1"277,27), segue que R, € nao especial.

[

Lema 9.5 Na mesma notacao de antes, se o sistema linear £(d17”,7dﬁk)(2”1+5) é nao es-
pecial para ny; +  pontos duplos em posicao geral, entao

dim (R) = max{dim (R;) — (ny — ) — 3, —1}.

Demonstrag¢do: Ver Lema 5.4 de [22].
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10 Teorema Principal

Neste capitulo, provaremos o Teorema 3.1 de [22], artigo norteador de todo esse traba-
lho, provando a nao especialidade ou a especialidade do sistema E(dl,m,dr)(Q"), conforme
o Teorema de Classificacao dado abaixo.

Teorema 10.1 (Teorema de Classificagdo) O sistema linear Ly, 4.)(2") de (P')" é
nao especial exceto nos seguintes casos

r grau n v(L) | dim (L)

21 (2,20) |2a+1] -1 0

31 (1,1,20) |2a+1] —1 0
(2,2,2) 7| -2 0

A (L) 3 0 1

10.1 Sistemas Especiais

Nesta secao estamos interessados em estudar a especialidade dos sistemas descritos
nas excessoes do Teorema de Classificacao 10.1, investigando a dimensao dos mesmos. No
que segue, faremos uso da seguinte equagao, provada em [7]

dim La,...0,)(2") = dim Ly(d —dy, ..., d —d,, 2", (10.1)

onde d = dy + - -+ + d, e os elementos do sistema do lado direito da igualdade sao hiper-
superficies de P com r pontos de multiplicidade d — dy,...,d — d, respectivamente e n
pontos duplos, todos em posicao geral.

A dimensao de cada um dos sistemas especiais pode ser encontrada pelo uso repetido
da Equacao (10.1). Além disso, usaremos também o seguinte fato provado em [21]:

dim Lg(my, ... ,mpr1, Mpyo, ... ,my) =dim Lop(my +k, ..o omeqg +k,megs, ... my),

(10.2)
onde k= (r—1)d—mi— - —myed=d +- - +d.
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Caso 2-dimensional

Aplicando as Equacdes (10.1) e (10.2) ao sistema £ := L(5,24)(2?*""), obtemos

Q0D Gim Lones(2a,2, 2201

= dim Lyq,2(2a,2%*"?)

10.2
Q02 Gim £50(2a — 2,22

= dim Ly (2(a — 1),2%*)

02 Gim Loy 5(2(a — 2), 2201

dlm E(Q’Qa) (22a+1>

82 4im £,(22) = 0.
Expliquemos a tltima igualdade. O espaco das quadricas em P? tem dimensio (2 ; 2) —
1 = 5. Logo, podemos considerar
F = ax? + broxy + cwory + dot + exmy + fa3,

onde (a:b:c:d:e: f)eP’ Sejamp=(1:0:0)eq=(0:0:1) pontos gerais de P2
Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois, exigimos que F(p) =0e VF(p) = 0.
Assim,

OF

F(p)=0=a=0; —((p)=0=a=0;
8330

oF OF

op W) =0=0b=0 Z-(p)=0=c=0.

Com isso, o sistema linear com um ponto duplo é da forma
L£5(2) = {F = da} +exyzo + fa3|(d:e: f) € P} = P2

Agora, ao impormos o ponto ¢, também com multiplicidade dois, exigimos que F(q) = 0
e VF(q) = 0. Dessa forma,

Flg=0=d=0, Lg=o=b=0
8:50
OF OF
9 (W =0=d=0  o-(g)=0=e=0.

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma
L(2%) ={F = fx3|(f) e P} =P

(Geometricamente, temos uma reta conectando os dois pontos p e ¢q. Portanto, ao adi-
cionarmos dois pontos duplos, impomos 2 - (2 + 1) — 1 = 5 condiges independentes ao
sistema, e a dimensao fica dim £ =5 —5 = 0. Além disso,

v(L)=24+1)(2a+1)—1—-(2+1)(2a+1)
=—1.

Como a dimensao virtual do sistema £ é igual a —1, temos que a dimensao esperada do
sistema dada por e(£) = max{v(L),—1} é —1. Como dim £ = 0, temos que dim £ >
e(L), logo o sistema ¢ especial. Isso mostra a especialidade do sistema £ 2,)(22*11).
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Caso 3-dimensional
Caso (dl, dg, d3> = (1, 1, 2&)
Aplicando as Equacdes (10.1) e (10.2) ao sistema £ := L(1,1,24)(2***"), obtemos

(10.1)
%D dim Loai2(2a +1,2a + 1,2,2%F1)

= dim Loqr2((2a + 1)%,2%+D)

dlm 5(17172(1) (22a+1)

0.2 ! dim Loq((2a —1)2,2%)

10.2)

A2 Gim Lo (20 — 3)2, 2201
(10.2)

dim L£,(1%,2%) = 0.

3+2
Expliquemos a tltima igualdade. O espaco das quadricas em P? tem dimensao ( ; ) —
1 =9. Logo, podemos considerar
F= ax% + broxy + cxoxs + drors + exf + frixo + g3 + hx% + ixoxs + jx%,
onde (a:b:c:d:e:f:g:h:i:j)e€P Sejamp=(1:0:0:0)eq=(0:0:0:1)

pontos gerais de P3. Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois, exigimos que
F(p)=0e VF(p) = 0. Assim,

oOF OF
F = = U: = = (: = =
(p) =0=a=0; 89&0() 0=a=0; 8x1() 0=1> :
aF oF

Com isso, o sistem linear com um ponto duplo ¢ da forma
Ly(2) = {F = ex} + fx1790 + gr123 + has + izexs +ja3 | (e: f:1g:h:i:j) € PP} 2P

Agora, ao impormos o ponto ¢, também com multiplicidade dois, exigimos que F(gq) =0
e VF(q) = 0. Dessa forma,

oF OF

F(q) =0=j=0; a—%(Q)—Oéd—O aIl() 0=g=0;
oF ) oF .
axQ()—O:>2— : axs()—O:>j—O.

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma
L(2%) = {F = ea? + fayzs + hal|(e: f: h) € P*} = P

Geometricamente, temos uma reta conectando os dois pontos p e ¢, reta esta que é a
intersecao de dois planos m; e my. Portanto, ao adicionarmos dois pontos duplos, impomos
2-(341)—1 = 7 condigoes independentes ao sistema, e a dimensao fica dim £ =9—-7 = 2.
Ao adicionarmos os dois pontos simples, exigimos apenas que F se anule nesses pontos,
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e impomos 2 - 1 = 2 condigoes independentes adicionais ao sistema, e a dimensao fica
dim £ =2 —2=0. Além disso,

v(L)=(1+1)1+1)(2a+1)—-1—-3+1)(2a+1)
=—1.
Como a dimensao virtual do sistema L é igual a —1, temos que a dimensao esperada do

sistema dada por e(£) = max{v(L),—1} é —1. Como dim £ = 0, temos que dim £ >
e(L), logo o sistema ¢ especial. Isso mostra a especialidade do sistema L1 1 24)(22**1).

Caso (dl, dQ, dg) = (2, 2, 2)
Aplicando as Equacoes (10.1) e (10.2) ao sistema £ := L322)(27), obtemos

dim L2227 "L dim £4(4,4,4,27)
= dim L4(4%,2")

Q02 Gim £,(28, 25)

= dim £4(2°) = 0.

‘ 342
Expliquemos a tltima igualdade. O espaco das quadricas em P? tem dimensao ( —g ) —
1 = 9. Pelo Teorema 7.2, o sistema linear £5(1°) é nao especial em P2. Como os 9 pontos

3+2 C o .
) — 1 condigoes lineares independentes

=) (1))

Como L£5(1°) é nao especial, temos que dim(Ly(1%)) = e(L5(1%)). Como e(Ly(1%)) =
max{v(Ly(1%)), =1} e v(L2(1%)) = 0, obtemos que

simples estao em posicao geral, eles impoe <

ao sistema, de modo que

v(Ly(17))

dim(L£5(1°) = e(L2(17)) = max{v(L2(1%)), —1} = max{0, -1} = 0.

Como dim(L(1%) = 0, temos que L5(1°) é nao vazio, assim existe F' € L5(1%). Com
efeito, obteremos que F? € £,(2%) e assim, dim(£4(2?)) > 0, ou seja, £4(2%) é nao vazio.
Além disso,

(L) =2+ DE2+D2+1)—1—(3+1)-7
=2

Como a dimensao virtual do sistema L é igual a —2, temos que a dimensao esperada do
sistema dada por e(£) = max{v(L),—1} é —1, ou seja, era esperado que o sistema fosse
vazio, o que nao ocorre. Como dim £ > 0, temos que dim £ > e(L), logo o sistema é
especial. Isso mostra a especialidade do sistema £(2,272)(27). Esse sistema é conhecido de
[28] e [4], onde os autores mostram a especialidade do mesmo. Além disso, [24] também
apresenta uma prova mais detalhada da especialidade do sistema £4(27).
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Caso 4-dimensional

Aplicando as Equacdes (10.1) e (10.2) ao sistema £ := L(1,1,1,1)(2°), obtemos

10.1)
dim £,1,1,1)(2%) LD i L£4(3,3,3,3,2%)

= dim £4(3%,2%)

QUL ! dim Lo(1%,2%) = 1.

. o . . . (442
Expliquemos a tiltima igualdade. O espaco das quadricas em P* tem dimensao ( 5 ) —

1 = 14. Logo, podemos considerar F' = ax? + bxor, + crore + droTs + exors + f23 +
gT1To + ha1 @3 + 12104 + j23 + kTows + lvoxy + mx% +nawsry +oxi, onde (a:b:c:d:e:
fig:h:i:j:k:l:m:n:0) P Sejamp=(1:0:0:0:0)eq=(0:0:0:0:1)
pontos gerais de P*. Ao adicionarmos o ponto p com muliplicidade dois exigimos que
F(p)=0e VF(p) =0. Assim,

oF oF
F = = N = = N
(p)=0=a=0; 8360( p)=0=a=0; p

oF oF aF

Com isso, o sistem linear com um ponto duplo é da forma

—((p)=0=b=0;

=0=e=0.

Ly(2) = {F = fa? 4 gr129 + hawyw3 + im104 + j25 + kxoxs + lzoxy + mas + naswy + oz |
(f:g:h:i:j:k:l:m:n:0)cP} =P

Agora, ao impormos o ponto ¢, também com multiplicidade dois, exigimos que F(q) =0
e VF(q) = 0. Dessa forma,

Flg)=0=0=0;

oF @F 8F
8_952@ =0=1=0;

Com isso, o sistema linear com dois pontos duplos é da forma
L£5(2%) = {F = fai+ g 20 +hoios+jas+krors+mas | (f 1 g:h:j:k:m) € P°} = P°.

Portanto, ao adicionarmos dois pontos duplos, impomos 2 - (4 + 1) — 1 = 9 condi¢oes
independentes ao sistema, e a dimensao fica dim £ = 14 — 9 = 5. Ao adicionarmos os
quatro pontos simples, exigimos apenas que F' se anule nesses pontos, e impomos 4-1 = 4
condicoes independentes adicionais ao sistema, e a dimensao fica dim £ = 5 —4 = 1.
Além disso,

v(L)=(1+D)A+1)Q+1)(1+1)—-1—-(4+1)-3
=0.

Como a dimensao virtual do sistema £ é igual a 0, temos que a dimensao esperada do
sistema dada por e(£) = max{v(L),—1} ¢ 0. Como dim £ = 1, temos que dim £ > e(L),

logo o sistema ¢ especial. Isso mostra a especialidade do sistema L 1111)(23). Essa

especialidade também pode ser notada no Exemplo 5.21, onde vimos que SV11111111)) é

3-defeituosa e, portanto é defeituosa.
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10.2 Sistemas Nao Especiais

Nesta secao estamos interessados em provar a nao especialidade dos sistemas descritos
no Teorema 10.1 investigando a dimensao dos mesmos. Para estudarmos a nao especia-
lidade dos sistemas faremos inducao no multigrau e na dimensao r da variedade. Para
isso, defina os inteiros

N Lil ﬁ(dﬂr 1)J e nto= Lil ﬁ(di—l— 1)] (10.3)

i=1 =1

Lembrando das definigoes de teto e piso, temos que |z] é o maior inteiro menor ou igual
a z e [z] é o menor inteiro maior ou igual a z, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 10.1 Se z € R, entao vale que
r—1<l|z]<z<Jz]<z+1,
onde |z]| denota o piso de x e [z] denota o teto de x.

Demonstragdo: As relagoes |z| < z < [z] seguem da defini¢do de teto e piso. Mos-
tremos que [x] < x + 1. Suponha, por absurso, que [z] > x + 1. Observe inicialmente
que,

[z]+1=[z+1]|>x+1.
Assim, segue que
[z]+1—[z]<z+1—(x+1)=1<0. Absurdo!

Portanto, devemos ter [2] < x + 1. De maneira aniloga, mostra-se que z — 1 < [z].
[ |
Observe que, se a nao especialidade valer para uma colecao de n~ pontos duplos,
entao vale para um ntimero menor de pontos duplos. Por outro lado, se nao houver

hipersuperficies de multigrau (di,...,d,) com n™ pontos duplos gerais, o mesmo vale
) ) )

adicionando mais pontos duplos. Logo, ¢ suficiente analisar os casos n~ < n < n*. Note

que isso é s6 um (se n~ =n") ou dois (se n= =nt — 1) casos.

Casos Base da Inducao

Para provarmos o Teorema 10.1, consideremos os seguintes sistemas, que usaremos
como casos base para a indu¢ao, dados com multigrau (dy, ..., d,) como segue:

Tabela 10.1: Casos Base de Inducao

r grau

2 (dl,dg) 7& (272CL) 1 S dl S d2 S 6

3 (dl,dg,dg) %(1,1,2&),(2,2,2) 1 Sdl Sdg Sdg SE)
4 (dl,dg,dg,d4)7é(1,1,1,1) 1§d1§§d4§2
4 (1,1,d3,ds) 1<ds<dy<5

1 (2,2,2,dy) 1<d, <5

5 (1,1,1,1,ds) 1<d;<6
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Proposicao 10.1 Sejam dq,...,d, inteiros positivos dados como na Tabela 10.1 acima.
Entao E(dl,,..7dr)(2") é nao especial para qualquer valor de n.

Demonstragcao: Note que ha um ntimero finito de casos listados, portanto podemos che-
car computacionalmente. Usando o programa do software Mathematica dado por [25] dis-
ponivel em https://github.com/Vinicius22111997/Politopo_Simplexo_Algoritmo.git,
exaurimos todas as possibilidades da tabela concluindo que os sistemas dados sao nao es-
peciais com as respectivas excessoes. Abaixo, apresentamos o comando, a saida e o tempo

de computacao para cada caso da tabela. A saida garante a nao especialidade do sistema,
porque o programa retorna quais variedades de Segre-Veronese nao sao defeituosas. Por
exemplo, a saida dada por {{{1,1}, {1,2}}} significa que a Segre-Veronese dada pelo mer-
gulho de P! x P! com bigrau (dy,ds) = (1,2) nao é defeituosa. Assim, o sistema £E 2"m)

é nao especial no caso em que r = 2.

1,2)

o CASO T =2
Para o caso (dy,dy) # (2,2a) com 1 < d; < dy < 6, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Table[{{1,1}, {d1,d2}}, {d2,d1,6}], {d1,1,6}], 1], 5]
Saida:

{1,213, {1,133, {{1,1},{1,2}}, {{1,1},{1,3}}, {{1,1},{1,4}}, {{1,1},{1,5}7},
{{1,1},{1,63}, {{1,1},{2,3}}, {{1,1},{2,5}}, {{1,1}, {3,3}}, {{1,1},{3,43}},
{{1,1},{3,53}}, {{1,1},{3,6}}, {{1,1},{4,4}}, {{1,1},{4,5}}, {{1,1},{4,6}},
{{1,1},{5,5}}, {{1,1},{5,6}}, {{1,1},{6,6}}}

Time: 7.2187 segundos

e CAsOor=3
Para o caso (dy,ds, d3) # (1,1,2a),(2,2,2) com 1 < dy < dy < d3 <5, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Flatten[Table[Table[{{1,1,1}, {d1,d2,d3}}, {d3,d2,5}],
{d2,d1,5}1, 11, {d1,1,5}1, 1], 5]

Saida:

{{{1,1,13,{1,1,1}}, {{1,1,1},{1,1,3}}, {{1,1,1},{1,1,53}, {{1,1,1},{1,2,2}},
{{1,1,1},{1,2,3}}, {{1,1,1},{1,2,4}}, {{1,1,1},{1,2,53}, {{1,1,1},{1,3,3}},
{{1,1,1},{1,3,4}}, {{1,1,1},{1,3,5}}, {{1,1,1},{1,4,4}}, {{1,1,1},{1,4,5}},
{{1,1,1},{1,5,5}}, {{1,1,1},{2,2,3}}, {{1,1,1},{2,2,4}}, {{1,1,1},{2,2,5}},
{{1,1,1},{2,3,3}}, {{1,1,1},{2,3,4}}, {{1,1,1},{2,3,5}}, {{1,1,1},{2,4,43}},
{{1,1,1},{2,4,5}}, {{1,1,1},{2,5,5}}, {{1,1,1},{3,3,3}}, {{1,1,1},{3,3,43}},
{{1,1,1},4{3,3,5}}, {{1,1,1},{3,4,4}}, {{1,1,1},{3,4,5}}, {{1,1,1},{3,5,53}},
{{1,1,1},{4,4,4}}, {{1,1,1},{4,4,5}}, {{1,1,1},{4,5,5}}, {{1,1,1},{5,5,5}}}
Time: 278.7190 segundos

e CAsOor=4
Para o caso (dy,ds, ds,dy) # (1,1,1,1) com 1 < dy < dy < d3 < dy <2, temos

QNDefeituosas[Flatten[Table[Flatten[Table[Flatten[Table[Table[{{1,1,1,1},
{d1,d2,d3,d4}}, {d4,d3,2}1, {d3,d2,2}], 11, {d2,d1,2}1, 11, {d1,1,2}3]1, 11, 5]
Saida:

{{{1,1,1,1},{1,1,1,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,2}}, {{1,1,1,1},{1,2,2,2}},
{{1,1,1,1},{2,2,2,2}}}

Time: 7.9844 segundos

e CAsor=4
Para o caso (1,1,ds,ds) com 1 < d3 < dq <5, temos
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QNDefeituosas[Flatten[Table[Table[{{1,1,1,1}, {1,1,d3,d4}}, {d4,d3,5}],
{43,1,5}], 11, 5]

Saida:

{{{1,1,1,13},{1,1,1,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,1,3}}, {{1,1,1,1},{1,1,1,4}},
{{1,1,1,1},{1,1,1,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,2}}, {{1,1,1,1},{1,1,2,3}},
{{1,1,1,1},{1,1,2,4}}, {{1,1,1,1},{4,1,2,53}, {{1,1,1,1},{1,1,3,3}},
{{1,1,1,1},{1,1,3,4}}, {{1,1,1,1},{1,1,3,5}}, {{1,1,1,1},{1,1,4,4}},
{{1,1,1,1},{1,1,4,53}, {{1,1,1,1},{1,1,5,5}}}

Time: 158.8130 segundos

Casor=14
Para o caso (2,2,2,d4) com 1 < dy <5, temos

QNDefeituosas[Table[{{1,1,1,1}, {2,2,2,d4}}, {d4,1,5}], 5]

Saida:

{{{1,1,1,1},{2,2,2,1}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,2}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,3}},
{{1,1,1,1},{2,2,2,4}}, {{1,1,1,1},{2,2,2,5}}}

Time: 215.1410 segundos

CASO r=>5
Para o caso (1,1,1,1,d5) com 1 < d5 < 6, temos

QNDefeituosas[Table[{{1,1,1,1,1}, {1,1,1,1,d5}} ,{d5,1,6}], 5]
Saida:

{{{1,1,1,1,1}3,{1,1,1,1,1}}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,2}},
{{1,1,1,1,1}%,{1,1,1,1,33}}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,4}},
{{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,53}, {{1,1,1,1,1},{1,1,1,1,6}}}

Time: 150.0630 segundos

No que segue, passaremos a provar a nao especialidade dos sistemas considerando suas
respectivas excessoes. Para simplificar a escrita dos argumentos por indugdo, em alguns
casos nao usamos a convenc¢ao de que dy < --- < d,., visto que d; < dy nao implica que
d; < dy — 1 em geral, isso para o caso 2-dimensional. Antes porém, facamos a prova dos
seguintes lemas técnicos auxiliares que serao usados frequentemente nas demonstracoes
que seguem.

Lema 10.2 Se £; ¢ nio especial, dim(Ly) = dim(£;) e v(£) = v(L1), entdo £ ¢ nao
especial.

Demonstragio: Se L, ¢ nio especial, entdo dim(L;) = e(£;) = max{v(L;), —1}. Assim,
temos dois casos a analisar:

o CASO 01: 6(21) = —1. Se 6(21) = —1, entao dim(ﬁl) = —1. Como dim(Ly) =
dim(£L4), segue que dim(Ly) = —1. Pela semicontinuidade superior, temos que
dim(Ly) > dim(£). Como dim(Ly) = —1, segue que dim(L) < —1. Por outro lado,

temos também que dim(£) > —1. Assim, concluimos que dim(£) = —

1, logo o

sistema é vazio, ou seja h°(L) = 0 e, pelo Teorema 7.1, segue que £ é nao especial.

-~

o CASO 02: e(L)) = U(//jl)/.\ Se e(;\\l) = o

~

dim(Lo) = dim(L,), dim(£1) = v(£1) e v(£1) = v(L), segue que

-~

dim(Ly) = dim(L,) = v(Ly) = v(L).
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Como dim(Ly) > —1 e dim(Ly) = v(L), segue que v(L) > —1. Assim,

e(L) = max{v(L), -1} = v(L).

Logo,
dim(Ly) = v(L) = e(L).
Portanto, pelo Lema 9.1, temos que £ é nao especial. [ |
Lema 10.3 Se L & nao especial e v(£) = —1, entao L é vazio.
Demonstragdo: De fato, se £ é ndo especial, entdao dim(L) = e(L). Como e(L) =
max{v(L), —1}, segue que dim(L) = —1. Assim, h°(L) = dim(L) +1 = —-1+1 = 0.
Logo, L é vazio.
|
Caso 2-dimensional
Seja L = L(4,4,)(2"). Mostremos que £ é ndo especial, exceto no caso em que

(dl, dg) = (2, 20,)
Proposicao 10.2 O sistema £ := L1 4)(2") é nao especial para qualquer d > 1.

Demonstragcao: Se d = 1, d = 2 ou d = 3 entao L é nao especial, como vimos nos
Exemplos 5.13, 5.14 e 5.16, respectivamente. Suponha entao d > 4. Fazendo uma (2, 2)-
degeneracao de L, obtemos os sistemas

Ly = La2(2"?) e Ly = L) (27)

El = E(l’d_3)<2n72> [§] 22 = ‘C(l,l)(22)-
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e v(Ly)=(1+1)(2+1)—-1—-(24+1)-2=—1.

Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

V(L) =0+ D[d=3)+1]-1-(2+1)-(n—2)
—(1+1)d+1)—1—(2+1)n
=v(L).

Assim, temos que U(Zl) = v(L). Note que Ly é nio especial pois é um dos casos base
da indugao da Proposi¢do 10.1. Pelo Lema 10.3, Ly é vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (£y) = dim (£4). Por indugao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

|

Proposicao 10.3 O sistema £ := L34)(2") ¢ nao especial se, e somente se, d > 1 ¢
impar.

Demonstracao: Se d = 1, entao L é nao especial, pela Proposicao 10.2. Suponha entao
d > 3 impar. Fazendo uma (1,2)-degeneracao de £, obtemos os sistemas
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Ly = Loa1)(2"?) ¢ Ly = Lon(27)

21 = £(2’d_2)<2n72> (& 22 = L(gjo)(22).
Pela Equacao (7.1), encontramos que
e V(L) =2+1)(1+1)—-1—-(2+1)-2=—-1.

Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que

v(L)=C+D[d=2)+1]-1—(2+1)-(n—2)
=2+ 1)(d+1)—1—-(2+1)n
=v(L).

Assim, temos que U(El) = v(L). Note que Ly é nio especial pois é um dos casos base
da indugao da Proposi¢ao 10.1. Pelo Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (£y) = dim (£;). Por indugdo, £1 é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

[ |

Proposicao 10.4 O sistema L := L(34)(2") é nao especial para qualquer d > 1.

Demonstracao: Se 1 < d < 6, entao £ é nao especial, porque é um dos casos base da
Proposicao 10.1. Assumamos entdo d > 7. Fazendo uma (2, 4)-degeneracao de £, obtemos
0s sistemas

Ly = La-2(2"") e Ly = Li(2")

21 e ,C(g’d,;g) (2n_4) [§] Eg = 5(371)(24).
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e (L) =0B+1)2+1)-1-(2+1)-4=-1

Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

V(L) =@+ D[(d=3)+1]—1—(2+1)-(n—4)
:(3+1)(d+1)—1—(2+1)n
=v(L).

Assim, temos que "U(El) = v(L). Note que L5 é ndo especial, porque é um dos casos base da

Proposigao 10.1. Pelo Lema 10.3, £ é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (£4).

Por inducao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ é nao especial.
[ |

Proposigdo 10.5 O sistema L := L5 4(2") é nao especial para qualquer d > 1.

Demonstracao: Se d =1, d = 2 ou d = 3 entao L é nao especial, porque é um dos casos
base da Proposicao 10.1. Suponha entao d > 4. Fazendo uma (2,6)-degeneragiao de L,
obtemos os sistemas
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Ly = L5a-2(2"°) ¢ Ly = L52)(2°)

21 = £(5’d_3)(2n76) € 22 = £(5’1)(26).
Pela Equacao (7.1), encontramos que
o v(Ly)=0B+1)2+1)—-1-(2+1)-6=—1.

Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que

v(L)=G+D[(d=3)+1]—-1—(2+1)-(n—6)
=0B+1)d+1)—1—-(2+1)n
=v(L).

Assim, temos que U(El) = v(L). Note que Ly é nao especial pela Proposi¢ao 10.3. Pelo
Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (£;). Por indugao, £; é
nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ ¢ nao especial.

|

Proposicao 10.6 O sistema L := L4, 4,)(2") ¢ ndo especial para d, > 1 impar e dy > 1
qualquer.

Demonstracao: Se dy =1 ou dy = 1, L é nao especial pela Proposicao 10.2. Se d; > 3
e dy = 2, entao L é nao especial pela Proposicao 10.3. Se d; > 3 e dy = 3, entao L é
nao especial pela Proposicao 10.4. Suponha entdo dy > 4. Fazendo uma (2, (d; + 1))-
degeneracao de L, obtemos os sistemas

[,1 = ﬁ(dl,d2_2)(2n—(d1+1)) € ,CQ = ,C(d172)(2d1+1)

L= Ly dp—3y(2" (BT e Ly = Ly (277,
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e V(L) =(di+1)2+1)—1—(24+1)(dy+1)=—-1.
Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que
(
(

v(Ly) L+ D[(de—3)+1] =1 =24 D)[n—(dy +1)]

1+ D)(de+1)—1—(24+1)n
v(L).

d
d

Assim, temos que U(Zl) = v(L). Note que Ly é ndo especial pela Proposicao 10.3. Pelo
Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (£;). Por indugdo, £, é
nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ é nao especial.

[

Proposigao 10.7 O sistema £ := L(g, 4,)(2") ¢ ndo especial para d; > 4 par e dy > 7
qualquer.

Demonstrag¢do: Fazendo uma (5,2(d; + 1))-degeneracdo de L, obtemos os sistemas
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’Cl = ‘C(dl,d2*5)(2n_2(d1+1)) € 'CQ = ‘C(dl,5)(22(d1+1))

Ly = Liaay-0(27ND) e Lyi= Ly (24HY),
Pela Equacao (7.1), encontramos que
o v(Ly)=(di +1)(b+1)—1—-(2+1)2(dy +1)] = —1.

Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que
v(L1) = (d+ D[(doa—6)+1 =1 — 2+ D[n—2(dy + 1)]

= (dy +1)(dy+1)—1—(2+ 1)n

=v(L).

Assim, temos que U(El) = v(L). Note que Ly é nao especial pela Proposi¢ao 10.5. Pelo
Lema 10.3, Lo é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (Zl) Por inducao, L, é
nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ ¢ nao especial.
|
Até agora, para o caso bidimensional, isto é, o caso com dois fatores, ou seja, o caso
em que r = 2, temos que L, 4,)(2") é ndo especial, para (2a,2) # (di,d2) # (2,2a),
conforme os seguintes casos:

di,dy €{1,...,6} Casos Base da Proposicao 10.1
d; = 1 e dy qualquer Proposicao 10.2
di = 2 e dy impar Proposicao 10.3
d; = 3 e dy qualquer Proposicao 10.4
d; = 5 e dy qualquer Proposicao 10.5
d; impar e dy qualquer Proposicao 10.6
d; > 4 par e dy > 7 qualquer Proposicao 10.7

Observe que a Proposicao 10.6 é uma generalizacao das Proposigoes 10.2, 10.4 e 10.5.
Esse ¢ o caso mais facil, uma vez que um dos graus fixados é impar. Quando um dos graus
fixados é par, ai devemos proceder nossa analise com mais cautela, pois devemos ter o
bigrau diferente de (2,2a), equivalentemente, diferente de (2a,2). Isto quer dizer que, se
fixarmos um dos graus igual a 2, o outro deve ser impar e, se fixarmos um dos graus par
> 4 entao o outro tem que ser diferente de 2.

Para o caso geral, com dy, d; inteiros positivos quaisquer, o sistema L4, 4,)(2") é sempre
nao especial quando (2a,2) # (di,d2) # (2,2a), como nos diz o seguinte teorema.

Teorema 10.2 Sejam d;,d, inteiros positivos quaisquer. Entdo L, 4,)(2") ¢ especial
apenas no caso em que (di,ds) = (2,2a) ou, equivalentemente, o caso em que (dy,ds) =
(2a,2).

Demonstracgao: Se d, é impar e dy qualquer, entao o sistema é nao especial pela Propo-
sicao 10.6. Se d; for par, temos:

e CASO dy = 2: Como (dy,dy) # (2,2a) e di = 2, devemos ter dy # 2a, ou seja, dy
deve ser impar. Neste caso, £ é nao especial pela Proposicao 10.3.
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e CASO d; =4 0oU dy = 6: Se dy for impar, entao £ é nao especial pela Proposicao
10.6. Se ds for par, devemos ter dy # 2, uma vez que d; = 4 ou d; = 6, pois
(dy,dy) # (2,2a) (assim, precisamos também que (di,ds) # (2a,2)). Dessa forma,
se dy = 4 ou dy = 6, entao L é nao especial, pois ¢ um dos casos base da Proposicao
10.1. Se dy > 8 par, entao L ¢ nao especial, pela Proposicao 10.7.

e CASO d; > 8: Se d, for impar, entao £ é nao especial, pela Proposicao 10.6. Se ds for
par, novamente devemos ter dy # 2, uma vez que d; > 8 é par, pois (dy, dy) # (2,2a)
(assim, precisamos também que (dyi,ds) # (2a,2)). Dessa forma, se dy > 4 é par,
entao L é nao especial, pela Proposicao 10.7. [

Caso 3-dimensional

Seja L := L4, dy,d5)(2"). Mostremos que £ é nao especial, exceto no caso em que
(di,dy,d3) = (2,2,2) ou (di,ds,d3) = (1,1,2a). Mostremos inicialmente que L33 4,)(2")
é nao especial para qualquer d;.

Proposicao 10.8 Seja d; um inteiro positivo. O sistema £ := L(334,)(2") é nao especial
para qualquer d; > 1.

Demonstracao: Se dy < 4 entao é um dos casos base da Proposicao 10.1. Assuma
entdo que d; > 5. Aplicando uma (3, 16)-degeneracao ao sistema L334,)(2"), obtemos
um sistema Ly que restrito as suas componentes fica

Ly :=Liga-52"") ¢ Ly = Loz (2")

~

21 = £(3,3,d1—4) (2”716) e £2 = £(373’2) (216).
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e v(L))=B+1)-3+1)-B3+1)—-1—-(3+1)-16=—1.

Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

+1D)B+1)[(dy—4)+1]—-1—-(3+1):[n— 16]
+1)- B4+ (d+1)—1—(B+1n

Assim, temos que U(Zl) = v(L). Note que Ly é nio especial pois é um dos casos base
da indugdo pela Proposidao 10.1. Pelo Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (£y) = dim (£4). Por indugao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

|

Agora, mostremos que L34, 4,) também é nao especial para quaisquer dy,d > 1.

Proposicao 10.9 Sejam d;,d, inteiros positivos. O sistema £ = L34, 4,)(2") é ndo
especial para quaisquer dy,dy > 1.

Demonstracao: Se dy,dy < 4 entao é um dos casos base da Proposicao 10.1. Assuma
entdo que dy > 5. Aplicando uma (3,4(d; + 1))-degeneracao ao sistema L34, 4,)(2"),
obtemos um sistema Ly que restrito as suas componentes fica
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‘Cl = ‘C(37d1,d2*3)(2n_4(d1+1)> € 'CQ = 5(3,01173) (24(d1+1))

Lii=Liaa o2 ) e L= L9240 Y),
Pela Equacao (7.1), encontramos que
e v(L)=0B+1)-(d1+1)-B3+1)—1—(3+1)-4(dy +1)=—1.

Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que

U(El) =

3+ 1)(di+D)[(de—4)+1]—1—=341) [n—4(dy +1)]
3+1)(d1+1)(d2+1)—1—(3—|—1)n
=v(L).

~—

Assim, temos que U(El) = v(L). Note que Ly é ndo especial pela Proposi¢ao 10.8. Pelo
Lema 10.3, Ly é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (L) = dim (£;).Por inducao, £; é nao
especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ é nao especial.

|

Teorema 10.3 Sejam dy, dy, d3 inteiros positivos quaisquer. Entao L4, 4,.44)(2") ¢ espe-
cial apenas nos casos em que (dy,dq,ds) = {(2,2,2),(1,1,2a)} com dy < dy < d.

Demonstracao: Pela Proposicao 10.1, é suficiente mostrar o caso d3 > 5. Degenerando o
sistema L 1= L4, ,dy,45)(2") por meio de uma (3, ny)-degeneracao com ny := (dy+1)(da+1),
obtemos um sistema Lj. Restringindo esse sistema as suas componentes, obtemos

<2n—(d1+1)(d2+1)) e (2(d1+1)(d2+1))

L1 := L4, do,ds—3) Ly = Ld,,dr3)

~

L1 1= Ly dydy—a) (2" @ HDETD) e Lo i= Lgy dp,0y(2 TV,
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e v(Ly)=(di+1)(dao+1)-B34+1)—1—=3B3+1)-(dy +1)(d2+1) =—1.

Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

v(L1) = (dy + 1)(da+ D[(ds —4) + 1] = 1= 3+ 1) - [n — (dy + 1)(da + 1)]
=(di+1)(da+1)(ds+1)—1—=3+1)n
=v(L).
Assim, temos que v(fl) = v(L). Note que L, é nao especial pela Proposicao 10.9. Pelo
Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (£;). Por indugio, £; &
nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ é nao especial.
[

Caso 4-dimensional

Seja L := La,,..4,)(2"). Mostremos que £ é nao especial, exceto no caso em que
(dy,dy,ds,dy) = (1,1,1,1). Iniciemos por analisar trés casos distintos, divididos em trés
proposicoes como segue.
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Proposicao 10.10 Seja dy um inteiro positivo. Entdo o sistema £ := L1,1,4,4,)(2") é ndo
especial para qualquer dy > 1.

Demonstracao: Se dy < 5, entao L é nao especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposicao 10.1 e nao ha nada a provar. Suponha entdao que dy > 6. Neste caso,
usamos uma (4, 20)-degeneragao e obtemos os sistemas

L= 5(1,1,4,d4—4)(2n_20) e Ly = £(17174’4)(220)

Z1 = E(l,l,4,d475)(2n_20) e Z2 = 5(1,1,4,3)(220)-
Pela Equagao (7.1), encontramos que
e v(L)=(1+1D)A4+1)4+1D(4+1)—1-20(4+1)=—1.
Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

(L) =1+ DA+ D@+ D[(d—5) +1]—1—(4+1) - (n — 20)
=1+ DI +D)A+D)(di+1)—1— 4+ 1)n

Assim, temos que v(fl) = v(L). Note que Ly é nao especial porque ¢ um dos casos
base da tabela pela Proposigao 10.1. Pelo Lema 10.3, Ly € vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (£y) = dim (£4). Por indugao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

|

Proposigao 10.11 Sejam ds, d4 inteiros positivos. Entao o sistema £ := L(11,4,,4,)(2") ¢
nao especial para quaisquer ds, dy, com dz < dy e dy > 6.

Demonstracgao: Se d3 < dy <5 e (ds,dy) # (1,1), entdo £ é nao especial porque é um
dos casos base da tabela pela Proposicao 10.1 e nao ha nada a provar. Suponha entao
que dy > 6. Neste caso, usamos uma (4,4(ds + 1))-degeneracio e obtemos os sistemas

L1 = L1050y (27 BT e Ly = L1150 (2% D)

L1 = L1105 (274 D) e Lo = L1103 (24E),
Pela Equacao (7.1), encontramos que
o v(Ly) =(1+1)(I+1)(ds+1)4+1)—1—-4(ds+1)(4+1)=—1.

Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que

(L)

JA+1)(ds +1)[(ds =5) +1] =1 = (4 +1) - [n — 4(ds + 1)]

+
+1)(14+1)(ds+1)(dy+1)—1—(4+1)n

1
1

Il
S/~

1
1
(£

\_/

Assim, temos que ’U(E ) =v(L). Note que L5 é ndo especial pela Proposicao 10.10. Pelo
Lema 10.3, £y é vazio. Assim, pelo Lema 9.3, dim (£y) = dim (£;). Por indugio, £; &

nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos que £ é nao especial.
[ |
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Proposicao 10.12 Seja dy um inteiro positivo. Entdo o sistema £ := L(322,.4,)(2") é ndo
especial para qualquer dy > 1.

Demonstracao: Se d, < 5, entao L é nao especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposicao 10.1 e nao ha nada a provar. Suponha entao que dy > 6. Neste caso,
usamos uma (4, 27)-degeneracao e obtemos os sistemas

Ly := 5(2,2,2,d4—4)(2n_27) e Ly = 5(2,27274)(227>

~

21 = 5(2,2,2,(14—5)(2"727) e Ly = 5(2,2,2,3)(227)-
Pela Equagao (7.1), encontramos que
o U(Ly) = (2+1)2+ D)2+ 1)A+1)—1—27(4+1) = —1.
Além disso, também pela Equacao (7.1), temos que

(L) =2+ D)2+ D)2+ D[(ds—5)+1]—1—(4+1)-(n—27)
=2+ 1) 2+1D)2+1)(dy+1)—1—(4+1)n
=v(L).

Assim, temos que v(/jl) = v(L). Note que L5 é nao especial porque ¢ um dos casos
base da tabela pela Proposigao 10.1. Pelo Lema 10.3, Ly € vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (£y) = dim (£4). Por indugao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

|

Teorema 10.4 Sejam dy,...,ds inteiros positivos com d; < --- < d4. Entao o sistema
d41)(2") é especial apenas no caso em que (dy,ds, ds, ds) = (1,1,1,1).

-----

Demonstracédo: Se (di,ds,ds,dy) = (1,1,ds,dy), entdo o sistema é nao especial pela
Proposicao 10.11. Se (di,ds,ds,ds) = (2,2,2,d4), entdo o sistema ¢ nao especial pela
Proposigao 10.12. Por fim, suponha entao agora que (dy, ds, ds, dy) é distinto de (1,1, 1, dy),
(2,2,2,dy4) e (1,1,2a,dy). Se dy < 2, entdo o sistema é ndo especial porque é um dos casos
base da Proposicao 10.1. Assumimos entao que dy > 3. Neste caso, realizamos uma
(1, n9, 5)-degeneragao, como ny e ( definidos como na Equacao (9.6), ou seja,

3

k=1 [[@+1)=4m2—8)+8,  Bef0,1,23} (10.4)

i=1
E obtemos os sistemas
L1 = Ly dydsda—1)(2") € Lo = Ldy dy.ds,1)(2™).

Relembrando que exatamente 8 dos ns pontos duplos de X5 sao enviados para R, temos
que os nucleos sao, portanto:

L1 = Lidy dpdsds—2)(2") € Lo = Lay ay,50)(2" 77, 17).
Agora, observe que Ly & Ly dy i) (27277, 17). Além disso, pela defini¢ao de ny e 3 dados
pela Equagao (10.4), temos que

(L dr ds)(2"277,17)) = (dy + 1)(da + 1)(ds + 1) = 3+ 1)(na — B8) = 3
=4(ng —B)+B—-1—-4(na—B) =8
=—1.
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Uma vez que sua dimensao virtual é —1, segue que E(d17d27d3)(2”2_5, 1%) & vazio, pois
ele é nao especial pelo Teorema 10.3, uma vez que dy < dy < d3 e (dy,ds,d3) #
(2,2,2),(1,1,2a). Como Lo = Ly dadz) (27277, 17), temos que Ly & vazio. Por inducao,
21 é nao especial. Além disso, sua dimensao virtual dada por

o(Ly) = (dy+ 1)(do+ 1)(ds + D[(ds —2) + 1] = 1 — (4 + 1)my

=[]+ 1)(ds— 1) = 1= 5n;.

4
1
Como n; + ny = n, temos que n; = n — Ny, onde n = —I_I(dZ + 1). Da Equacao
441 paley
1 /3
(10.4), obtemos que ny = B (H(d’ +1)+ 35) com 5 € {0,1,2,3}. Dessa forma, segue
que =

v(Ly) = f[(d,- +1)(dy—1) —1—5m
- f[(di +1)(dy — 1) — 1 — 5(n — ny)
:f[(di+1)(d4—1)—1—5n+5n2
- ﬁ(di +1)(ds — 1) — 1+ 5(—n) + 5ny

=1

:H(di+1>(d4—1)—1—|—5(—4+% (di+1)> +5

zgl \ ! \ - =1
:H(di+1)(d4—1)—1—H(di+1)+zg(di+l)+zﬁ
i 5 15
g(di+1)[(d4—1)—(d4+1)]+zg(di+1)+zﬁ—1
> 5 15
:_2g(di+1)+zg(di+1)+zﬂ—1

> 51 15
:g(d-+1) {—2+L—J+Zﬁ—1

yhoo

3
= —Hd+1 1 5—1

15
< (+DR+DR+ D+ 3-1<0.

»-blw

Como v(ﬁl) ¢ negativa, temos que 21 é vazio. Portanto, pela hipotese feita nos d; e pelos
Lemas 9.2 e 9.5, concluimos que £ é nao especial.
[ |
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Caso 5-dimensional

Seja L := La,,..d5(2"). Mostremos que £ ¢ sempre nao especial. Iniciemos por
analisar um caso particular, o caso em que (dy, dy, d3, dy, ds) = (1,1,1,1,d5).

Proposicao 10.13 Seja ds um inteiro positivo. Entdo o sistema £ := L(11,1,1,45)(2") é
nao especial para qualquer ds > 1.

Demonstracao: Se d; < 6, entao £ é nao especial porque é um dos casos base da tabela
pela Proposicao 10.1 e nao ha nada a provar. Suponha entao que d; > 7. Neste caso,
usamos uma (5, 16)-degeneragao e obtemos os sistemas

Ly := ﬁ(1,1,1,1,d575)(2n_16) e Ly = £(1,1,1,1,5)(216)

21 = 5(171,1,1,(15—6)(2”716) e 22 = 5(1,1,1,1,4)(216)-
Pela Equagao (7.1), encontramos que
o (L) =1+ 1)1+ D)A+DA+DG+1)—1-16(5+1) = —1.

Além disso, também pela Equacdo (7.1), temos que

v(L) =14+ D)1 +D)A+DA+1D)[(ds—6)+1] —1—(5+1)- (n—16)
=1+ DA+D)A+D)A+1)(ds+1) —1—(5+D)n
=v(L).

Assim, temos que v(fl) = v(L). Note que L5 é nao especial porque ¢ um dos casos
base da tabela pela Proposigao 10.1. Pelo Lema 10.3, £y € vazio. Assim, pelo Lema 9.3,
dim (L) = dim (£4). Por inducao, £; é nao especial. Portanto, pelo Lema 10.2, temos
que L é nao especial.

|

Teorema 10.5 Sejam d, ..., ds inteiros positivos. Entao o sistema L4, . 4;)(2") é ndo
especial.

Demonstracédo: Se (dy,ds, ds,dy, ds) = (1,1,1,1,d5), entao o sistema é nao especial pela
Proposi¢ao 10.13. Suponha entdo que (di,ds,ds,dy,ds) € distinto de (1,1,1,1,d5). Se
ds < 2 entao o sistema é nao especial porque é um dos casos base da Proposicao 10.1.
Assumimos entdo que d; > 3. Neste caso, realizamos uma (1, ng, 5)-degeneragao, como
nsy e B definidos como na Equagao (9.6), ou seja,

4

k=1 JJd+1)=5n—p)+B,  B€{0,1,234}. (10.5)

i=1

E obtemos os sistemas
Ly = La,,.a-1)(2") e Lo = Lay,..a,1)(2").

Relembrando que exatamente 8 dos ns pontos duplos de X5 sao enviados para R, temos
que os ntucleos sao, portanto:

21 = E(dl,...,d5—2) (2n1> e 22 = £d17._.,d470)<2n2_6, 16)
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Agora, observe que Eg i E(d17d2,d37d4)(2"2_5, 1%). Além disso, pela definicio de ny e 3
dados pela Equagao (10.5), temos que
V(L dr o dsd) (2277, 17)) = (dy + 1)(dz + 1) (ds + 1)(ds +1) = (4 + 1)(n2 — B) = B

=5(ny—P)+B—-1-5(n2—p)— 4

= 1.
Uma vez que sua dimensdo virtual ¢ —1, segue que Lg, 4, d5,4) (2" 7, 17) & vazio, pois
ele & nao especial pelo Teorema 10.4, com (dy,ds,ds,dy) # (1,1,1,1). Como Ly =
Ly dods.da) (27277, 17), temos que Ly é vazio. Por indugdo, £; é nao especial. Além
disso, sua dimensao virtual dada por

4

= [ +1)(ds — 1) = 1= 6n,.

5
1
Como nq+ny = n, temos que n; = n—ny, onde n = —— H(dﬁ— 1). Da Equagao (10.5),

S5+1.0
A
obtemos que ny = 5 <H(d’ +1)+ 45) com 3 €{0,1,2,3,4}. Dessa forma, segue que
i=1
R 4
v(Ly) = [](di + 1)(ds — 1) = 1 — 6y
i=1

= [+ 1)(ds = 1) =1 6(n —n)

Il
[+ 1)(d5 — 1) = 1+ 6(—n) + 6n,

=1

:H(dﬁl)(d;)—1)—1+6(—L (di+1)> +6

% <H(di +1)+ 45)

=1 5+1i: =1
—H(di+1>(d5—1)—1—H(di+1)+gﬂ<di+1>+2—;ﬁ
= [T+ 1) s = 1) = (ds + 1))+ 2 [J @+ 1)+ T6 -1

i=1 i=1

4 4 4
:—2H(di+1)+gH(di+1)+%ﬁ—1:H(di+1) {—2+§}+%5—1
i=1

i=1 i=1 5

4
4 24 4 24
=—- i+ 1 —F—-1<—1+1DHA+1)(1+1)(24+1 —-4—-1 .
S+ D+ 5015 50+ DO+ DA+ DD + 5410

Como U(El) ¢ negativa, temos que El é vazio. Portanto, pela hipotese feita nos d; e pelos
Lemas 9.2 e 9.5, concluimos que £ é nao especial. [ |
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Caso r-dimensional para r» > 6

Teorema 10.6 Sejam dq,...,d, inteiros positivos com d; < --- < d, para r > 6. Entao
o sistema L4, 4,)(2") € nao especial.

.....

Demonstracao: Procedemos por inducao em d :=d; +---+d,. Sed=r,entao d; = 1
para todo ¢ = 1,...,7 e este caso é nao especial, como provado em [10]. Podemos assumir
entao que d,. > 1. Neste caso, realizamos uma (1, ny, 3)-degeneragdo com ny e 5 como
definidos na Equacao (9.6), ou seja,

r—1

k=1 JJdi+1)=r(na—p)+B, Be{0,....r—1} (10.6)

i=1

E obtemos os sistemas

L1 = Lay,.dr,d—1)(2") € Lo = Lg,...d,,,1)(2").

Relembrando que exatamente 8 dos ns pontos duplos de X5 sao enviados para R, temos
que os ntucleos sao, portanto:

L= "Ly d rdp(2") e Lo=Lay _a 02777 1°).

Agora, observe que Ly 2 Ly, ., (27277, 17). Além disso, pela definigao de ny e 8 dados
pela Equagao (10.6), temos que

V(L d)(2770,17)) = (di + 1) - (drma +1) = [(r = 1) + 1 (n2 = B) = B
=r(na—p)+—1—-r(n2—pB)—p
= —1.

Uma vez que sua dimensao virtual é —1, segue que L, .., del)(Q”Tﬁ, 1%) ¢ vazio, pois ele
¢ nao especial por inducao. Como Ly = Lq, .., dT,fl)(Q”Q_B, 15), temos que Ly é vazio. Por
inducao, £; é nao especial. Além disso, sua dimensao virtual dada por

W(B) = (di +1) - (i + D[(dy —2) + 1]~ 1= (4
L =D~ 1= (1
ﬁ(dﬁ-l). Da Equacdio (10.6),

=1

Como nq+n9e = n, temos que ny = n—ny, onde n = I

r—1
1
obtemos que ny = — <1_[(dZ +1)+(r— 1)6) com 3 € {0,...,r—1}. Dessa forma, segue
que .

v(L) = Tl_[(di +1)(d —1) =1 = (r+ Dy
= H(di +1)(d—1)—1—(r+1)(n—mny)
= Tl_[(dl +1)(d, —1)=1—=(r+1Dn+ (r+1)n,

=1

155



:ﬁ(di+1)(dr—1)—1+(r+1) (—ﬁ ;(di+1)> F (1) %(ﬁ(di+1)+(r—1)ﬁ>]
=ﬁ<di+1><dr—1)—1—_ﬁ<dz~+1>+leﬁumnwﬁ
:ﬁ(diﬂ)[(czr—1>—(dr+1)]+#ﬁ(di+1)+wﬁ—1
:—zﬁ(di+1)+#ﬁ(di+1)+—(r+11ﬂ(r—1)5—1

:ﬁ(dﬁrl) {—2+Tjﬁ_1] +<T+1)T(T_1)5—1

= 1;Tﬁ(di+1)+w6—1

< 1;Tﬁ<1+1><2+1>+w«r—n—1

_ 1;T;1+1)~;(1+1)(2+1)+w'[—(l—r)]—1
O P s e

= 1£T-[3-2T2—(r+1)(r7;1)}—1

- 1;T-[:’>-2’“—2—7~2+1]—1<0.

A dltima igualdade decorre do fato de que, como r > 6, temos que 1 —r < 0, com efeito,

r . .
segue que < 0. Analisando a expressao 3-2"~2 —r2 4 1, obtemos por analise gréifica

(enxergando a expressao como uma func¢ao na variavel r), que é positiva para todo r > 6,
conforme ilustrado na figura abaixo:
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—-T

Dessa forma, -[3-2"72 —r? + 1] < 0, pois ¢ um produto em que um dos fatores

é negativo e o outro é positivo, e assim, obtemos o desejado. Como v(EAl) ¢ negativa,
temos que L, é vazio. Além disso, a dimensao do sistema limite é igual a dimensao da
intersecao R1 N Ry pelo Lema 9.2. Assim, temos pelo Lema 9.5 que

dim (L) = dim (R; N Ry) = max{dim (R,) — (ne — 5) — 5, —1}

= max{ﬁ(dl +1)—-1—-(r+ 1)77,,—1}

= max{v(_ﬁ), —1}
=e(L).

Portanto, o sistema L4,, . 4,)(2") é nao especial.

Consideracoes Finais

O problema de determinar quais variedades de Segre-Veronese sao defeituosas ainda é
um problema em aberto. Como o leitor constatou com a leitura deste, determinar se uma
Segre-Veronese é defeituosa por meio do estudo de defeito secante é uma tarefa ardua
e requer muitas vezes ferramentas sofisticadas, que demandam conhecimento empirico e
técnico muito preciso.

Neste trabalho, fizemos a abordagem por meio de sistemas lineares, através da técnica
da degeneracao, para obter informacoes no sistema degenerado e assim, poder transladar
essas informacoes ao sistema original. Dessa forma, fez-se necessario um entendimento
maior de tal técnica, para consolidarmos os resultados. Para isto, tivemos que buscar um
conhecimento mais sofisticado na teoria de esquemas e feixes, bem como de variedades
toricas.

Este trabalho apresenta-se como um importante objeto de apoio a estudos futuros em
determinar defeitos secantes em variedades de Segre-Veronese. Ressaltamos a especifidade
de que trata este trabalho, tratamos apenas do mergulho de Segre-Veronese de um produto
finito de retas projetivas. Nota-se assim, o quao abrangente é essa area de estudo.
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