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Resumo

Neste trabalho estudamos as formas normais de campos vetoriais polinomiais de grau
arbitrario em R? tendo uma quadrica nao—degenerada, ou o toro, ou uma ciibica invariante
pelo seu fluxo. Caracterizamos todas as possiveis configuragoes de meridianos e paralelos
invariantes que esses campos vetoriais podem exibir. Além disso analisamos quando os

meridianos ou os paralelos invariantes fechados podem ser ciclos limites.

Palavras—chave: Campo vetorial polinomial, superficie algébrica invariante, paralelo e

meridiano invariante, ciclo limite.
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Abstract

In this work we study normal forms for polynomial vector fields of arbitrary degree in R3
having a non-degenerated quadric, or the torus, or a cubic invariant by their flows. We
characterize all the possible configurations of invariant meridians and parallels that these
vector fields can exhibit. Furthermore we analyze when the invariant closed meridians or

the invariant parallels can be limit cycles.

Keywords: Polynomial vector field, invariant algebraic surface, invariant meridian and

parallel, limit cycle.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias iniciou-se com H. Poincaré
[10] em 1881. Nesta teoria, as pesquisas sobre ciclos limites, que sdo orbitas periodicas
isoladas, constituem uma das partes mais dificeis e interessantes. A nocao de ciclo limite
para campos vetoriais planares também foi introduzida por H. Poincaré.

Em muitas aplicagoes o niimero e a localizacao de ciclos limites é importante para
entender o comportamento dinadmico de um sistema. O problema mais famoso sobre
ciclos limites foi proposto por Hilbert em 1900 no Congresso Internacional de Matemaética
de Paris. Hilbert [5] divulgou uma lista com 23 problemas, dentre eles, o 16° Problema,
cuja sua segunda parte se refere & determinacao do nimero maximo de ciclos limites de

um sistema diferencial polinomial de grau n do tipo

m k
T = Z aijxiyj Y= Z bijxiyj7

i+5=0 i+5=0
onde n é o maximo entre os graus m e k, em funcao de seu grau. Mais especificamente,
“Qual ¢ o nimero maximo de ciclos limites de um campo vetorial polinomial de grau
n e quais sao as suas posicoes relativas?” Esta conjectura parece ter sido demonstrada

recentemente por J. Llibre e P. Pedregal ver [8] e [12].

Sistemas diferenciais polinomiais aparecem frequentemente na literatura devido a sua
importancia tedrica, assim como seu uso em matematica aplicada, uma vez que sistemas

polinomiais sao frequentemente usados para modelar fenémenos naturais que surgem na



Fisica, Biologia, Quimica e outras ciéncias. Desta maneira muitos livros e centenas de
artigos tém sido publicados visando descrever a dinamica das solucoes de sistemas diferen-
ciais polinomiais. No entanto, esta dinamica esta longe de ser completamente entendida,
mesmo no caso quadratico, i.e., quando o sistema tem grau n = 2. De fato, a dinamica
gerada pelo fluxo de um sistema com grau n > 2 é, em geral, muito complexa e dificil
de ser estudada. Uma das ferramentas usadas para estudar a dinamica de um sistema
diferencial polinomial é a determinacao de superficies bidimensionais mergulhadas em R3
que sao invariantes pelo fluxo desse sistema. A dindmica de um sistema tridimensional é
melhor entendida quando este possui uma superficie algébrica invariante.

Existe também um grande interesse no estudo das curvas algébricas invariantes de
campos vetoriais polinomiais no plano, principalmente depois de 1878 quando Darboux
[1] mostrou que um nimero suficiente dessas curvas forga a existéncia de uma integral
primeira. E claro que conhecendo uma integral primeira de um sistema deferencial bidi-
mensional podemos descrever seu retrato de fase — o principal objetivo da teoria qualitativa

de equagoes diferenciais.

Em [7], Llibre, Messias e Reinol encontraram as formas normais de todos os siste-
mas diferenciais polinomiais em R®, os quais possuem uma quadrica nao-degenerada
ou degenerada como superficie algébrica invariante. Uma quéadrica é uma superficie
G = G(z,y,2) = 0 em R? definida implicitamente por uma equagio algébrica de grau
2. A quadrica G = 0 é nao—degenerada se o polinomio G é irredutivel em Clz,y, z]. As
quadricas nao—degeneradas sao classificadas como: cone, cilindro eliptico, cilindro para-
bolico, cilindro hiperbolico, paraboloide eliptico, paraboloide hiperboélico, hiperboloide de
uma folha, hiperboloide de duas folhas e elipsoide ou esfera. Uma quddrica degenerada
G = 0 é uma quadrica que nao é nao—degenerada. As quadricas degeneradas sao clas-
sificadas como: dois planos reais paralelos, dois planos complexos paralelos, um plano
real duplo, dois planos reais que se intersectam numa reta, dois planos complexos que se
intersectam numa reta real e um ponto real. Ainda em [7], os autores caracterizaram en-
tre esses sistemas aqueles que possuem um invariante de Darboux construido unicamente

usando as quadricas invariantes, dando suas expressoes de maneira explicita.



Em [2|, Dias, Llibre e Mello, utilizando as formas normais encontradas em [7], caracte-
rizaram todas as possiveis configuracoes de meridianos e paralelos invariantes de sistemas
diferenciais polinomiais em R? tendo uma quadrica nio—degenerada como superficie al-
gébrica invariante, mais precisamente uma superficie de revolucao. Ademais os autores
também analisaram quando estes meridianos e paralelos invariantes fechados sao ciclos
limites.

Ainda nesta linha, em [6], Llibre e Medrado estudaram sistemas diferenciais polino-
miais em R? tendo o toro T? como superficie algébrica invariante. Neste artigo os autores
caracterizaram todas as possiveis configuracoes de meridianos e paralelos invariantes que
estes sistemas podem ter e, além disto, também analisaram quando esses meridianos e
paralelos invariantes fechados sao ciclos limites.

O objetivo desta dissertagao é o estudo dos trabalhos: [2], [6] e [7]. Para uma visao

geral desta dissertacao, os capitulos que seguem estao estruturados da seguinte maneira:

v CAPITULO 2: Neste capitulo introduzimos os pré-requisitos basicos para a leitura

da dissertacao e o entendimento da mesma.

v' CAPITULO 3: Iniciamos este capitulo com o estudo das formas normais para
toriai li iai R? tend Adri ao—d d fici

campos vetoriais polinomiais em endo uma quadrica nao-degenerada como superficie

algébrica invariante. Esta parte do trabalho foi baseada no artigo [7]. A seguir estudamos

a existéncia de meridianos e paralelos invariantes e, por fim, analisamos quando estes

meridianos e paralelos invariantes se realizam como ciclos limites. Esta parte do trabalho

é baseada no artigo [2].

v CAPITULO 4: A estrutura deste capitulo ¢ bem parecida com a do capitulo ante-
rior, mas agora fazemos todo o estudo de ciclos limites, meridianos e paralelos invariantes

para campos vetoriais polinomiais em R? sobre o toro. Este capitulo é baseado no artigo

l6].

v CAPITULO 5: O objetivo deste capitulo é estudar sistemas diferenciais polinomiais
que tém uma cibica de revolucao, a saber C3(z,y, z) = 23 + >+ 2* — 3zyz — 1 = 0, como

superficie algébrica invariante. Uma descricao completa de propriedades desta ciibica pode



ser encontrada em [9] e [13]. Nao encontramos na literatura um estudo de meridianos e/ou
paralelos invariantes para campos vetoriais polinomiais em R?® que tenham uma cibica
como superficie algébrica invariante. Neste capitulo encontramos uma formal normal
para campos vetoriais polinomiais em R3, os quais possuem a ctibica C3 como superficie
algébrica invariante. Além disso, estudamos as possiveis configuragoes de ciclos limites,
paralelos e meridianos invariantes sobre estes campos vetoriais. O estudo deste capitulo

originou o trabalho [3].



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Sistemas diferenciais polinomiais em R? e ciclos li-
mites

Seja K[z, y, z] o anel dos polindmios nas variaveis x,y e z com coeficientes em K, onde K

é R ou C. Um sistema diferencial polinomial em R3 ¢ definido por

i=P,y,2), §=Qy,2), Z=R(xy,z2), (2.1)

onde P,@Q, R € R[z,y, z] sdo polindémios relativamente primos. O ponto denota a derivada
com respeito a varidvel independente ¢ usualmente chamada de tempo. No que segue

escreveremos o sistema (2.1) simplesmente como
i=P i=0, :=R.

Dizemos que m = max{grau(P), grau(Q), grau(R)} é o grau do sistema (2.1) e podemos

associar a este sistema o campo vetorial X : U C R3 — R3,

0 0 0
X—P%—i—Qa—y-i-R&. (2.2)

Nesta secao introduzimos a definicao de ciclo limite necessaria para o estudo dos

proximos capitulos.



Definigao 2.1.1. Se uma solug¢ao X (t) = (x(t),y(t), z(t)) do sistema (2.1) € uma fungao

periodica nao constante em t, ela € dita periddica.

Definigao 2.1.2. Um ciclo limite do sistema (2.1) é uma solugao periddica isolada no
conjunto de todas as orbitas periddicas do sistema (2.1). Mais precisamente, vy é um ciclo
limite quando existe uma vizinhanca V de v tal que, v € a unica orbita periodica em V'

do sistema (2.1).

Definigao 2.1.3. Seja X,(t) uma solugao do sistema (2.1) passando pelo ponto p € R?,
definida em seu intervalo mdzimo (ay,,w,) tal que X,(0) = p. Se w, = oo definimos o

conjunto

w(p) = {q € R?| ewiste {t,} com t, — o e X,(t,) — q quando n — oo}.
De modo andlogo, se o, = —00 definimos o conjunto

a(p) = {q € R?| existe {t,} com t, — —o00 e X,(t,) — q quando n — c}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados conjuntos w—limite e a—limite de p, respecti-

vamente.

Defini¢ao 2.1.4. Considere o caso planar, ou seja, X = (P,Q). Dizemos que um ciclo
limite v do sistema (2.1) é um ciclo limite estavel se existir um aberto Uy C R? tal que
v C Uy e w(p) =+ para cada p € Uy. v € um ciclo limite instavel se eristir um aberto
Uy C R? tal que v C Uy e a(p) = v para cada p € Uy. v é um ciclo limite semi-estavel
se existir um aberto Uy C R? tal que v C Uy e w(p) = v para cada p € Uy Nexty e
a(p) =7, para cada p € UyNinty ou entao w(p) = v, para cada p € UyNinty e a(p) = 7,

para cada p € Uy Nexty, onde a(p) e w(p) sao conjuntos limites.

2.2 Método da média

Nos capitulos seguintes, para provar que alguns meridianos e paralelos sao ciclos limites,
usaremos o Teorema da média de primeira ordem. Em geral, o método da média nos da
uma relacao entre as solucoes de um sistema diferencial nao—autdénomo e as solucoes de

um sistema auténomo, a média do sistema diferencial. Para mais detalhes ver [11].



Teorema 2.2.1. Teorema da Média de Primeira Ordem
Considere o sistema

u(t) = eF(t,u(t)) + e*R(t, u(t), ) (2.3)

e suponha que as funcoes F, R, D, F, D*F e D,R sejam continuas e limitadas por uma
constante M (independente de €) em [0,00) x D C R x R™ com —eg < € < g9. Além

disso, suponha que F' e R sejam T —periodicas em t, com T' independente de €.
(a) Se a € D é um ponto singular do sistema @ = f(u), definido pela fun¢ao média
1 (T
flu) = —/ F(s,u)ds, (2.4)
T Jo

tal que det(D, f(a)) # 0 entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma

solugao T—periddica u.(t) do sistema (2.3) tal que u.(0) — a quando ¢ — 0.

(b) Se o ponto singular v = a do sistema u = f(u) € hiperbdlico, entao, para |g| > 0
suficientemente pequeno, a correspondente solugao periddica u.(t) do sistema (2.3)

€ unica, hiperbolica e de estabilidade do mesmo tipo que a.

Exemplo 2.2.1. A equacao de van der Pol

Considere a equacao diferencial de van der Pol
i +u = e(1 —u?),
que pode ser escrita como o sistema diferencial

U = v,

v = —u+e(l—u?)v. (2.5)

Em coordenadas polares (r,0), onde uw =rcost e v =rsend, este sistema fica

7 = er(l —r?cos’f)sen’ b,
§ = —1+ccosf(l—r?cos®8)senb,
ou, equivalentemente,
dr 2 2 2 2
— = (=r(1 —r°cos”8)sen” f)e + O(c*). (2.6)

do



Note que o sistema diferencial (2.6) estd na sua forma normal (2.8), pronto para aplicar
0o método da média descrito no Teorema 2.2.1 se tomarmos u = r, t = 60, T = 21 ¢
F(t,u) = —r(1 —r*cos® ) sen® . De (2.4) temos que
f(r)= L " r(1 —1r?cos 0) sen” 0 df) = 17“(1”2 —4).
2m Jo 8

A dnica raiz positiva de f ér = 2. Como (df/dr)(2) = 1, pelo item (a) do Teorema
2.2.1 seque que o sistema (2.6) tem, para |e| # 0 suficientemente pequeno, um ciclo limite
bifurcando de uma drbita periddica de raio 2 do sistema nao perturbado (2.6) com e = 0.
Além disso, como (df /dr)(2) =1 > 0, pelo item (b) do Teorema 2.2.1, esse ciclo limite
€ unico e instdvel. Observe que 0" < 0 para £ suficientemente pequeno, desta forma o

sistema original (2.5) tem orientacao inversa a orientag¢ao do sistema (2.6). Portanto, o

ciclo limite é estdvel.

2.3 Curvas e superficies algébricas invariantes

Existe um grande interesse no estudo das curvas algébricas invariantes sobre campos
vetoriais polinomiais no plano, principalmente depois de 1878 quando Darboux mostrou

que um numero suficiente delas for¢a a existéncia de uma integral primeira.

Defini¢ao 2.3.1. Seja U C R? aberto. Se existe uma funcdo analitica nao-localmente
constante H : U — R que é constante em todas as curvas solugoes (x(t),y(t),z(t)) do
sistema (2.1) contidas em U, entao H é chamada uma integral primeira de X em U.
Claramente H € uma integral primeira do sistema (2.1) se, e somente se, X(H) =0 em

U, isto €,

0H

o0H dH
X(H) ::—P+8—yQ+ =

— =0
dt

OH
ox 0z i

nas orbitas de X contidas em U.

Defini¢ao 2.3.2. Seja f € Clx,y,z]. A superficie f(x,y,z) = 0 é uma superficie
algébrica invariante do sistema (2.1) se para algum polinomio K € Clx,y, 2] tivermos

_ pd  p9f | pof _
X() = Pg+ Qg + Ry = KF. (2.7)

O polinomio K € chamado de cofator da superficie algébrica invariante f = 0.



Observacgao 2.3.1.
(i) Quando K =0, f é uma integral primeira polinomial.
(i1) Seja m o grau do campo vetorial (2.2), entao o grau de K é no mdzimo (m — 1).

(iii) Por (2.7) € facil ver que nos pontos da superficie algébrica {f = 0}, o gradiente
(0f J0x,0f |0y, 0f]0z) de f é ortogonal ao campo vetorial X. Portanto, para cada
ponto no conjunto {f = 0}, o campo vetorial X € tangente & superficie {f = 0}.
Assim a superficie {f = 0} contém as trajetorias do campo X . Isto justifica o nome
“superficie algébrica invariante”, uma vez que ela € invariante pelo fluxo definido

por X.

(iv) Note que na defini¢ao de superficie algébrica invariante f = 0 é sempre permitido
que esta seja compleza, isto é, [ € Clx,y, z], mesmo no caso de campos vetoriais
polinomiais reais. Isto se da pelo fato de que, as vezes, para campos vetoriais reais
a existéncia de integrais primeiras pode ser forcada pela existéncia de superficies
algébricas invariantes complexas. Para mais detalhes recomendamos o Capitulo 8

do livro [4].

Para campos vetoriais planares, as superficies algébricas invariantes sao chamadas

curvas algébricas invariantes. Mais especificamente, temos a seguinte definicao.

Definicdo 2.3.3. Seja f € Clz,y], f nao identicamente nula. A curva algébrica f(x,y) =

0 € uma curva algébrica invariante do sistema diferencial polinomial

& = P(z,y), y = Q(x,y), (2.8)
P.Q € R[z,y], se para algum polinomio K € Clz,y] tivermos

00 500

X(f) = %—FQa—y:RJFa

onde X € o campo vetorial associado ao sistema (2.8).

Definicao 2.3.4. Uma superficie G = G(z,y,z) = 0 em R? definida implicitamente por

uma equacao algébrica de grau 2 € chamada uma quadrica. A quddrica G =0 € dita ser
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nao—degenerada se o polinémio G € irredutivel em Clz,y, 2], caso contrdrio ela é dita

ser degenerada.

Observacao 2.3.2. As quddricas nao—degeneradas sao classificadas como: cone, o qual
denotaremos por (C), cilindro eliptico (EC), cilindro parabélico (PC), cilindro hiperbdlico
(HC), paraboloide eliptico (EP), paraboloide hiperbdlico (HP), hiperboloide de uma folha
(HOS), hiperboloide de duas folhas (HTS) e elipsoide ou esfera (S). As quddricas dege-
neradas sao classificadas como: dois planos reais paralelas (RPP), dois planos complezos
paralelos (CPP), um plano real duplo (DP), dois planos reais que se intersectam em uma

reta (r), dois planos compleros que se intersectam em uma reta real (s), e um ponto real

(P).

Observacao 2.3.3. Nesta disserta¢ao iremos trabalhar apenas com as quddricas nao—

degeneradas.

2.4 O polinémio extatico

Um conceito fundamental para o desenvolvimento deste trabalho é o de polinémio extdtico.
Este polinémio nos permite detectar quando uma superficie algébrica é invariante pelo

fluxo de um campo vetorial.

Definicao 2.4.1. Seja X o campo vetorial polinomial (2.2) e seja W C Rlz,y, z] um
subespaco R—vetorial de dimensao finita | > 1. O polinémio extatico de X associado

a W ¢ o polinomio Ew(X) dado pelo determinante da matriz

U1 V2 U
£ (X) = det X (vy) X(.'Ug) X(v) |
Xl_l(vl) Xl_l(’UQ) .. Xl_l(vl)

onde {v1, ..., v} é uma base de W e X’ (v;) = X771 (X (v;)), onde

ov; ov; ov;
Ox Q- oy S 0z’
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Observagao 2.4.1. A defini¢ao do polinomio extdtico Ew (X)) independe da base escolhida
para W no sequinte sentido. Sejam W e W' subespacos de dimensao finita | > 1 de
Rz, y, 2], com bases V' = {vy,va,...0} e V' = {v],v},... v/} respectivamente. FEntao
temos que
Ew(X) = [Tww |Ew (X),

onde Tww: € a matriz de mudanga de base da base V' para a base V' e |Tww/| € o
determinante da matriz Tyw:.

Para ver isso, primeiramente, das propriedades do determinante temos que dada uma
matriz T, det T = det T".

Agora, escrevemos cada elemento v; da base V' em termos dos elementos da base de

V', ou seja, v; = apv] + apvy + ...+ apv) para i =1,2,... 1. Assim,
U1 V2 U
X(v X(v X(v
) — ae| X X ()
Xl 1(1] ) Xl 1(02) Xl 1<,Ul>
U1 X(U1> Xl_l(l)l)
~ et Vo X(Ug) . Xlil(l)g)
(v X(Ul) Xl 1(1}[)
apvy + .. ayv, - apn XU 4.+ ag X ()
dot AV + ... +agv, 0 an X)) 4.+ ag XL ()
= de
anvy + ... +agv] o ap X)) 4+ ag X))
ay; @iz - ay v X)) - X))
— et CL'21 CL'22 a'2l - det vy X(vg) oo X'TH(v)
an  ap - ay vy X(v) - X))

- |TWW’| gw/(X),
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onde |Tww:| € um nimero real nao nulo.

Exemplo 2.4.1. Considere o campo vetorial polinomial em R® dado por
X = (=2yD(z,y,2)+22E(x,y, 2), 22D (2,y, 2)—22F (2,9, 2), =20 E(2, y, 2)+2y F (2, y, 2)),

onde D, E e F sao polinomios arbitrdarios de Rx,y,z|. Este campo serd estudado no
Capitulo 3. Considere os subespagos Wi = {x,y} e Wy = {1,z}. Denotamos aqui as
componentes de X por P = —2yD + 2zFE, Q = 2xD — 22F ¢ R = —2xFE + 2zF. Assim,
EopX) =det| © Y ) = aet| " Y
X(x) X(y) P Q
= 2Q —yP =2(2* +y*)D — 2z(aF + yE)

1 z 1 =z
Eq1,23(X) = det = det = R=2yF — zFE).
X(1) X(z) 0 R

Este exemplo serd itil na demonstracao de um dos itens do Teorema 3.2.1.
Aplicagoes do polindémio extatico sao dadas nas duas proposi¢oes que seguem.

Proposicao 2.4.1. Seja X o campo vetorial (2.2) e seja W um subespago R-vetorial
de Rlx,y, z] de dimensao finital > 1. Se f € W e {f = 0} é uma superficie algébrica

invariante de X, entao f é um fator de Ew (X).

Demonstracao. Se f € W, segue da Observacao 2.4.1 que f pode ser escolhido como o
primeiro elemento da base de W. Se {f = 0} é uma superficie algébrica invariante de X,

entao temos que

_ ,0f af of
X(f)_P%JrQa—erR&_Kf.

Agora, ¢ facil ver que X7(f) = K;f, onde K; = K e K; = K(K;_;) + X(K,_1) para



13

J > 2. De fato,

X(f) = Kif =K/
X2(f) = X(X(f) = X(Kif) = X(K\)f + KiX(f) = X(K0)f + KK f
= (X(Ky)+ KK))f = Kyf.
X3(f) = X(X2(f) = X(Kaof) = X(Ka)f + Ko X (f) = X(KQ) f + KoK f
= (X(Ky)+ KKy))f = K3f.
Por indugdo em j, temos que se X?(f) = (X(K;_1) + KK;_1)f, entao
X)) = X(XU(f) = X(K; f) = X(K)) f + K;X(f) = X(K)) f + KK f
= (X(KG) + KKj)f = Kja f.
Isto juntamente com as propriedades de determinante implicam que f ¢ um fator de
Ew (X). O

Observacao 2.4.2. Nao € verdade, em geral, que a reciproca da Proposicao 2.4.1 seja
verdadeira, ou seja, um fator do polinémio extdtico Ew (X) nem sempre é uma superficie
algébrica invariante. A proposicao a sequir afirma que em casos especiais esta afirmagao

€ verdadeira.

Proposigao 2.4.2. Seja X o campo vetorial (2.2).

(a) Se g(x,y,z) = z— 29 € um fator do polinomio extdtico Ep .3(X), entao g~'(0) € um
plano invariante de X.

(b) Se h(z,y,z) = ax+by é um fator do polinémio extdtico g 43 (X), entao h=(0) € um

plano invariante de X.

Demonstracao.

(a) De fato, se g(x,y, z) = z — 2y, entao
X(Q) = ng+ng+Rgz =R

Por outro lado,

1 z 1 =z
5{1,z} (X) = det = det = R.
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Portanto, se g é um fator de £p .1 (X) = R, entao g satisfaz (2.7).

(b) Seja h(x,y,z) = ax + by. Como £, (X) = 2Q — yP = (ax + by)T, onde T é um
polinémio, segue que 2Q —yP = (ax+by)T pode ser escrito como x(Q —aT') = y(bT + P).
Como x e y nao tém fator em comum, existe um polindémio S tal que Q) — aT = yS e

bT' + P = xS. Assim,
X(h) = Phy + Qhy + Rh, = aP + bQ = a(xS — bT") + b(yS + aT) = S(ax + by) = Sh.

Deste modo h satisfaz (2.7) e o resultado segue. O



Capitulo 3

Campos vetoriais polinomiais em R?

sobre quadricas

Neste capitulo estudaremos campos vetoriais polinomiais X de grau m > 1 em R? tendo
uma quadrica nao—degenerada

Q> =670
como uma superficie algébrica invariante, isto é XG = KG, onde G define uma das qua-
dricas nao—degeneradas, as quais depois de uma mudanca de coordenadas afim podemos

assumir da forma:
(C) Cone: G(z,y,2) =a* +y* — 2%

(EC) Cilindro eliptico: G(z,y,2) = 2* +y* — 1,

(PC) Cilindro parabolico: G(z,y,z) = 2 — ,

(HC) Cilindro hiperbolico: G(z,y,z) = 2? — 2% — 1,

(EP) Paraboloide eliptico: G(z,y,2) = 2% + y? — z,

(HP) Paraboloide hiperbolico: G(z,y, z) = y* — 2% — ,
(HOS) Hiperboloide de uma folha: G(z,y,2) = 2% +y*> — 2% — 1,
(HTS) Hiperboloide de duas folhas: G(x,y,z) = 22 + y* — 2% + 1,

15
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(S) Esfera ou elipsoide: G(x,y,z) = 22 +y* + 2% — 1,

e K é um polindémio de grau no maximo m — 1. As superficies estao ilustradas na tabela
3.1. Tais campos vetoriais serdo chamados campos vetoriais polinomiais sobre Q2
de grau m.

Na Secao 3.1 caracterizaremos as formas normais de todos os sistemas diferenciais po-
linomiais em R? tendo uma quadrica nao—degenerada como superficie algébrica invariante.
Depois disto, na Secao 3.2 caracterizaremos todas as possiveis configuracoes de paralelos
e meridianos invariantes que um campo vetorial polinomial sobre Q* de grau m > 1 pode
exibir. Finalizaremos esse capitulo com a Secao 3.3 onde consideramos a possibilidade
desses meridianos e paralelos fechados serem ciclos limites.

A Secao 3.1 foi baseada no artigo |7] e as Se¢oes 3.2 e 3.3 foram baseadas no preprint

2]-

3.1 Formas normais para campos vetoriais polinomiais
de grau m sobre Q°

Como ja dissemos, nessa secao caracterizaremos as formas normais de todos os sistemas
diferenciais em R3 tendo uma quadrica nao—degenerada como superficie algébrica invari-

ante.

Definicao 3.1.1. Sejam f1, fo e f3 funcgoes reais definidas num subconjunto aberto U C

R3. A matriz jacobiana das funcées fi, fo e f3 € definida por:

flac fly flz
J = fow foy for |-
f3z f3y f3z

onde fi, = 0f;/0v, com v percorrendo as varidveis x, y e z com i = 1,2,3. O jacobiano

das funcgoes f1 fo e f3 € o determinante da matriz J, e aqui serd denotado por

{1, fo, f3} = det(J).
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Cone (C) Cilindro Eliptico (EC) Cilindro Parabolico (PC)
iyt —22=0 > +yP—1=0 Z—z=0

3:
10,
2 10
1 05
05
2! z0p0;
4 z 00
10 05
05 05 " ‘54‘0
#n Y 00y o u‘u y
10 05
10

Cilindro Hlperbohco (HC) Parabolmde Ehptlco (EP) Paraboloide Hlperbohco (HP)

2 —22—-1=0 24+ yP—2=0 -2 -1 =0

H1perb0101de de uma H1perb0101de de duas Esfera ou

folha (HOS) folhas (HTS) Elipsoide (S)
2y —22-1=0 22+ -2 +1=0 2+’ 4+22-1=0

Tabela 3.1: Quadricas nao-degeneradas e suas formas normais.
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O teorema que segue, bem como sua demonstragao, serd uma ferramenta fundamental

ao longo do trabalho.

Teorema 3.1.1. Seja fi um polinémio em Rlx,y, z]. Entao qualquer sistema diferencial

polinomial em R? tendo fi = 0 como superficie algébrica invariante é da forma:

0= )\1{1),f2, f3} + )\2{f1,1), f3} + /\3{fla f27v}7 (31)

onde v percorre as varidveis T, y € z, Ay = pf1, enquanto @, As e A3 sao fungoes racionais

e fa e f3 sao polinomios arbitrdarios em R(x,y, z| que devem ser escolhidos de maneira que

o jacobiano {f1, fa, f3} Z 0.

Demonstracao. Defina o campo vetorial

0x  Dx O
ox oy 0z

{*7f27f3} = det % % % ’

Ofs Ofs Ofs
oz dy 0z
onde *x percorre as variaveis x,y e z. Da mesma maneira defina os campos vetoriais

{fla *7f3} € {f17f27*}-

Considere o campo vetorial polinomial X associado ao sistema (3.1)

&= A{z, fo, fa} + X fr, 2, fs} + As{f1, fo, 2},
v =My, fo, f3} + Xl fr, 9, f3} + Xs{ f1, fo, 0}
2= M{z fo, fs} + Xl f1, 2, f3} + As{ f1, fo, 2}

Defina
X(*) = )\1{*7f2’ f3} + )‘Q{fh *7f3} + )‘3{f17 f27 *}
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Veremos que X(g) = X(g), para qualquer g € Clz, y, z]. De fato, temos que

X(g) = Mg fo, s} + X f1,9, s} + X1 fo, 9t =
= M(ga(foyfs: = fayfo:) + 9y(faufor — fouf3:) + g:(forfoy — faufoy)) +
+ A(ge(fayfr2 = fryfs) + 9y (frafs: = foaf1z) + 9:(fauf1y — frafay)) +
+ A(9u(fryfor — foyfr2) + 9y (fou fro — frafoz) + g:(frafoy — fouf1y)) =
= Mlg{z, f2. f3} + 9y, f2. f3} + 9242, fo, f33) + Mg f1, 2, f3} + 9y {f1. 0, f3} +
+ 94012 1) + As(ga{ 1, S 2} + g {1, fos yd + 921, fo, 2)) =

gw()‘l{mv f27f3} + )‘2{f17m7f3} + )‘3{f17 f%x}) +gy()‘1{y7 f2a f3} + )‘Q{flyya f3} +
+ )\3{f17f27y}) + gz()\l{xvf% f3} + )\2{f17z7f3} + )‘3{f17 f272}) = X(g)

Assim podemos considerar o campo vetorial polinomial associado ao sistema diferencial

polinomial (3.1) do enunciado do teorema escrito na forma

X (%) = X (%) = Ml fa o} + No{ 1%, fa} + As{ o, for 5} (3.2)

Usando esta representacao, temos que

X(f)=X(H) = M{ffor Fs) + X lf fio f) + Xs{f, fou i}
= M{f1, fo, f3} = wfil fi, fo, f3} = (p{f1, fo, f3}) L = K f1.

Portanto, f; = 0 é uma superficie algébrica invariante do campo vetorial X com cofator
K = (p{flv f27 f3}
Agora devemos provar que o campo vetorial X é o campo vetorial polinomial mais

geral possivel que admite f; = 0 como superficie algébrica invariante. De fato, seja
Y = (}/i(xv Y, Z)a }/2(1', Y, 2)7 YE’)(Qja Y, Z))

um campo vetorial polinomial tendo f; = 0 como uma superficie algébrica invariante.

Entao, tomando
Y (f;) .
)":—]7 ]:172737
’ {f17f27f3}
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e substituindo esses lambdas na equacao (3.2) do campo vetorial polinomial X temos para

um polinémio arbitrario F' que

o AP o fs) (F1. F, £} {Fr. fo. F}
M =Yy Yy Y Ay
Substituindo
Vi) =2y, 9y O

ox oy 0z
em X (F') obtemos, depois de varios calculos, que X (F) = Y (F'). Como F foi tomado

arbitrario o teorema estd demonstrado. O]

No teorema seguinte, o qual é o mais importante desta secao, damos as formas nor-
mais de todos os sistemas diferenciais polinomiais em R? tendo uma das quadricas nao—

degeneradas introduzidas no inicio deste capitulo como superficie algébrica invariante.

Teorema 3.1.2. Suponha que uma quddrica nao-degenerada G = 0 € uma superficie al-
gébrica invariante do sistema diferencial polinomial (2.1). Entao apds uma mudanga de
coordenadas afim o sistema (2.1) e a quddrica G = 0 podem ser escritos em uma das
sequintes formas normais, onde A, B, C, D, E, F, G e T sdo polindmios arbitrdrios em

Rz, y, .

(i) Se G € do tipo (C), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
T =GA-2yD—-22E+x2G, vy=GB+2xD+2z2F+yG, 2=GC—-2vE+2yF+:zG,
com G =z + 9% — 22
(i) Se G € do tipo (EC), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
i =GA+2E, §=GB—2FE, :=T,
com G =ax?+19y%—1.
(111) Se G € do tipo (PC), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
#—GA+2:E, §=T, i=GC+E,

com G = 2> — x.



(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)
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Se G é do tipo (HC), entdo o sistema (2.1) pode ser escrito como
t=GA—-2zFE, y=T, z=GC—-2zF,

com G =1z*— 2% — 1.

Se G € do tipo (EP), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
t=GC+2yF+FE, y=GB—-2xF—D, :=GA-—2yD + 2zFE,

com G = a2? +y*® — 2.

Se G é do tipo (HP), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
t=GA—-2yD —-2zFE, y=GB+22F—-D, z=GC+2yF+ F,

com G =1y — 2% —x.

Se G € do tipo (HOS), entdao o sistema (2.1) pode ser escrito como

T=GA—-2yD —2zE, y=GB+2xD+2zF, z=GC —2xF + 2yF,
comG=x>+y*— 22— 1.

Se G € do tipo (HTS), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como o mesmo sistema

do enunciado de (HOS), com G = 2? + y* — 22 + 1.
Se G é do tipo (S), entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
T =GA—-2yD +2zFE, y=GB+2xD —2zF, z=GC—2xF+ 2yF,

com G =a>+y*+ 22— 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.1, qualquer sistema diferencial polinomial tendo uma

superficie algébrica invariante f; = G = 0 pode ser escrito como o sistema (3.1), ou seja,

¢ dado por

T = gofl(f2yf3z - f3yf22> + >\2(f3yf1z - flnyz) + >\3(f1yf2z - f2yflz>7
y = (Pfl(f?)msz - f2xf3z> + )\2(f1:1:f3z - fS:J:flz) + >\3(f21f1z - flmf22)7
Z= Safl(f2xf3y - f3zf2y) + )\Q(fofly - flway) + >\3(fla:f2y - f2xf1y)> (33)
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onde f;, = df;/0v, com v percorrendo as variaveis x, y e z, para i = 1,2, 3, enquanto ¢,
Ao, Az sao fungdes racionais e fi = G, f2 efs sdo polinomios em R[z,y, 2], satisfazendo a

condicao {f1, f2, fs} Z 0. Usando a notagao,

Jl - f2yf32 - f3yf22>
J2 = f3;vf2z - f233f3z7
J3 = f22f3y - f3mf2y>

podemos reescrever o sistema (3.3) como

T =@fiJ1 + X(fayfi: — fiyfaz) + As(fryfaz — fayfiz),
y = 90f1J2 + )\2(f1xf32 - f3:vf1z) + )\3<f2mf1z - flzf2z)7
2= @fids+ Ao(fsafry — fiafsy) + As(frafoy — foufry)- (3.4)

Desta forma, se estamos no caso

(i) onde f1 é o cone (C), tomando

tA+yB - 204+ G
xJ1+yJ2—zJ3

fou(fiA —2yD — 22E + 2G) + fo (/1B + 22D + 22F + yG) N

)\2 - 2($J1 + yJQ — ZJg)
N fo(f1C — 2z E + 2yF + 2G)
2([)3J1 + ng — ZJ3) ’
- fax(fiA —2yD —2zE + 2G) + f3,(f1B + 22D + 2zF + yG) N
2(33J1 + ng — ZJ3)

2(IJ1 + ng — ZJg)

no sistema (3.4), onde A, B,C, D, E, F e G sao polinomios arbitrarios em R[z, y, z], obte-

mos o sistema do item (i) do Teorema 3.1.2; que tem x?+y* — z? como superficie algébrica
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invariante com cofator K = 2(zA + yB — 2C + G). De fato, temos

X(G) = 2zP+2yQ —2zR
= 22(GA —2yD — 22E + 2G) + 2y(GB + 22D + 22F + yG) —
— 22(GC — 2z E + 2yF + 2G)
= 20GA+ 22°G + 2yGB + 2y*G — 22GC — 22°G
= 2(@A+yB —20)G +2G(2* +y* — 2*) =2(x A+ yB — 2C)G + 2GG

= 2(zA+yB - 20+ G)G.

(ii) onde f; é o cilindro eliptico (EC), tomando

_ TtA+yB
LA A

S LA+ 2yE) + fo (/1B — 22E) + fo. T
a 2(xJy + yJ2) ’

Sl hiA+29E) + fo, (B~ 20E) + fo.T
2($J1 + yJQ) ’

no sistema (3.4), onde A, B, C, D, E e F sao polinomios arbitrarios em R[z, y, z], obtemos

Az

A3

o sistema do item (i) do Teorema 3.1.2, que tem f; = G = z® + 3? — 1 como superficie

algébrica invariante com cofator K = 2(xA 4+ yB). De fato, temos

X(G) = 20P+2yQ +0R
= 20(GA+2yE)+2y(GB — 2zF) + 0(T)

= 20GA+2yGB = 2(zA + yB)G.

Nos demais casos o procedimento ¢ analogo, bastando tomar ¢, Ay € A3 como seguem:
(iii) onde f; é o cilindro parabolico (PC),

A—22C

L Yo

_ Jou(LA+22E) + fo, T + fo.(1C + E)
—Jl +22J3 ’
_ Ssa(iA+22E) + f5, T+ f5.(HLC + E)
—J1 +22J3 ’

A2

A3
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(iv) onde f; é o cilindro hiperboélico (HC),

_ wA-2C
7T l’Jl - ZJ37
_ Joa(1A = 22E) + f5, T + fo. (1€ — 22E)
2($J1 — ZJ3) ’
~ fa(fiAd = 22E) + f3,T + f3.(/1C — 22F)
B 2($J1 - ZJ3) ’

A2

A3

(v) onde f; é o paraboloide eliptico (EP),

_ —A+2yB+ 22C
C 2@ +y) — J5
v _ falhC +2F + B) + fo,(iB = 20F — D) + fo.(1A = 2yD + 20F)
2 Q(I’Jl + yJQ) — Jg ’

_ J3:([1C + 2yF + E) + f3,(f1B — 22F — D) + f5.(f1A — 2yD + 2zE)
2@y +yda) — Js 7

A3

(vi) onde f; é o paraboloide hiperbolico (HP),

 —A+2yB—2:C
v= —Jl —+ 2(yJ2 — ZJ3)7
—J1 + 2(yJ2 — ZJ3) ’

_ Jsl1A—2yD — 22E) + f3, (/1B +22F — D) + f5.(/1C +2yF + E)
—Jl + Q(yJ2 — ZJg) ’

A

A3

(vii) ou (viii) onde f; é o hiperboloide de uma folha (HOS) ou o hiperboloide de duas
folhas (HTS),
_ zA+yB—-2zC
Y= le +yJ2 — ZJ3’
~ foul 1A =2yD — 22E) + fo (f1 B + 22D + 22F) + fo.(f1C — 22 E + 2yF)

A )
2 2(ZL‘J1 + ng — ZJ3)

e — foo(fA—=2yD — 22E) + f3,(f1B + 22D + 22F) + f3.(f1C — 2zE + 2yF)
3 2(11]1 + ng — ZJg) 7

(ix) onde f; é a esfera (S),
1A+ yB+:0

= I‘J1+yJ2+ZJ3,
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N — Jou(f1A —2yD + 22E) + fo, (1B + 22D — 22F) + fo,(f1C — 20E 4 2yF)
2(xJy +yJo + 2.J3) ’
Ny = foo(f1A = 2yD + 22E) + fa (1B + 22D — 22F) + fa. (1C — 2xE + 2yF)
2(xJy +yJo + 2J3)
Finalizando assim a prova do teorema. O

3.2 Configuracoes dos meridianos e paralelos invarian-
tes

Nesta secao caracterizaremos todas as possiveis configuracoes de meridianos e paralelos

invariantes que um campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre Q? pode exibir.

3.2.1 O polinémio extatico e suas relacoes com meridianos e pa-

ralelos

Dentre as quadricas nao-degeneradas citadas na Observacao 2.3.2 destacamos aqui as
quadricas nao—degeneradas que sio superficies de revolugao, a saber: cone, cilindro (elip-
tico), paraboloide (eliptico), hiperboloide de uma folha, hiperboloide de duas folhas e
esfera. Daqui em diante denotaremos por Q* = G71(0), onde G define uma das quadricas
nao—degeneradas de revolucao.

Sobre Q? podemos definir meridianos e paralelos da seguinte forma.

Definicao 3.2.1. Numa superficie de revolucio Q? definimos meridianos e paralelos
como as curvas obtidas pela interseccao da superficie com os planos contendo o eizo z
e 0s planos ortogonais ao eixo z, respectivamente. Mais precisamente, 0s meridianos
s@o obtidos intersectando os planos ax + by = 0 (onde a,b € R) com a superficie e os
paralelos sao obtidos intersectando os planos z = k (para valores apropriados de k € R)

com a superficie.

Definicao 3.2.2. Dizemos que um meridiano ax + by = 0 é invariante pelo fluro de
um campo vetorial polinomial X sobre Q* se X(ax + by) = K,p(ax + by), para algum

K.y € Rlz,y, z]. De maneira similar dizemos que um paralelo z — zy = 0 € invariante



26

pelo fluzo de um campo vetorial polinomial X sobre Q* se X (z — 29) = K., (2 — 20), para

algum K, € Rlz,y, z].

Para determinar os meridianos invariantes de um campo vetorial X sobre Q? temos
que encontrar as curvas obtidas pela interseccao de Q2 com os planos da forma az+by = 0
que sdo invariantes pelo fluxo de X. Pela Proposigao 2.4.1 é necessario que g(z,y,z) =

ax + by seja um fator do polinoémio extatico £,y (X), que pode ser escrito como

T Y r Yy
Erayy (X) = det = det =zQ — yP.
X(z) X(y) P Q
Para estudar os paralelos invariantes devemos considerar a interseccao dos planos
z — 20 = 0 (para valores adequados de z) com Q? que sdo invariantes pelo fluxo de X.

Pela Proposi¢ao 2.4.1 é necessario que h(x,y,z) = z — 2y seja um fator do polindmio

extatico £g..3(X), que pode ser escrito como

1 z 1 =z
5{172} (X) = det = det = R.
X(1) X(2) 0 R
Observacao 3.2.1. Veremos que as Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2 transformam o estudo de
meridianos e paralelos invariantes de um campo vetorial polinomial X = (P, Q, R) de grau

m > 1 sobre Q? no estudo de fatores da forma g(x,y,2) = ax + by e h(z,y,2) = 2 — 2

dos polindmios extdticos Eqgy(X) = 2Q — yP e Eu .3 (X) = R, respectivamente.

3.2.2 Meridianos e paralelos invariantes

No que segue, precisaremos convencionar como serd feita a contagem dos meridianos e
paralelos de um campo vetorial X sobre uma quadrica de revolucao Q2.

As intersec¢oes de um plano ax + by = 0 com Q? nos fornecem:

1. Dois meridianos que sdo retas concorrentes se Q2 é o cone;
2. Dois meridianos que sao retas paralelas se Q2 é o cilindro eliptico;

3. Dois meridianos que sao os ramos de uma hipérbole se Q? ¢ o hiperboloide de uma

folha ou o hiperboloide de duas folhas;
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4. Um meridiano que ¢ uma parabola se Q2 é o paraboloide eliptico;
5. Um meridiano que é um circulo se Q2 & a esfera.

As interseccoes de um plano z = k, k € R com Q? nos fornecem sempre uma circunfe-
réncia, pois estamos lidando com superficies de revolucao. Portanto teremos sempre um
paralelo.

O préximo teorema fornece uma cota superior para o niimero de meridianos e paralelos

invariantes de um campo vetorial X sobre Q2.

Teorema 3.2.1. Seja X um campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre Q2. Suponha
que X tenha um nimero finito de meridianos e paralelos invariantes. Desta forma, sequem

as sequintes afirmacoes.
(i) Se Q* é do tipo (C), entdo:
(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdximo 2(m — 1).
(b) O nimero de paralelos invariantes de X é no mdzimo m — 1.
(ii) Se Q? € do tipo (EC), entio:
(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdzimo 2(m — 1).
(b) O nimero de paralelos invariantes de X € no mdzimo m.
(iii) Se Q* é do tipo (EP), entdo:

(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdximo m — 1.
(b) O nimero de paralelos invariantes de X é no mdzimo m — 1.

(¢) Nao existe campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre o paraboloide tendo

exatamente m — 1 meridianos invariantes e m — 1 paralelos invariantes.
(iv) Se Q* € do tipo (HOS), entao:

(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdzimo 2(m — 1).

(b) O nimero de paralelos invariantes de X € no mdzimo m — 1.
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(¢) Nao eziste campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre o hiperboloide de
uma folha tendo exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 1 paralelos

mvariantes.
(v) Se Q* € do tipo (HTS), entio:

(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdzimo 2(m — 1).
(b) O nimero de paralelos invariantes de X é no mdzimo m — 1.

(c) Nao eziste campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre o hiperboloide de
duas folhas tendo exatamente 2(m—1) meridianos invariantes e m—1 paralelos

muvariantes.
(vi) Se Q* é do tipo (S), entdo:

(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdximo m — 1.
(b) O nimero de paralelos invariantes de X é no mdzimo m — 1.

(¢c) Nao existe campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre a esfera tendo era-

tamente m — 1 meridianos invariantes e m — 1 paralelos invariantes.

Demonstracao. Primeiramente, usando coordenadas esféricas ou coordenadas cilindricas
podemos mostrar o item (a) de todos os casos.
Em coordenadas esféricas (z,y, 2) = (psen ¢ cosf, psen ¢psend, pcos ¢) o sistema (2.1)

se escreve como

p = Psen¢cos+ Qsenpsentd + Rcos o,
1

6 = (—Psenf + Qcosb),
psen

¢ = 1(Pcos.¢cos€—i—Q(:OS(ﬁsenQ— Rsen¢),
0

onde

= P(psen¢cosb, psenpsend, pcosp),

Q = Q(psengcosh, psenpsend, pcos ),

R = R(psen¢cosf,psenpsend, pcosa).
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Em coordenadas cilindricas (z,y, z) = (pcosf, psend, z) o sistema (2.1) se escreve como

" = P(pcosh, psend,z)cost+ Q(pcosh, psenb, z)senb,
1

0 = —(—P(pcos,psend,z)send + Q(pcosb, psend, z)cosh),
p

7 = R(pcosh,psend, z).

Um meridiano invariante do campo vetorial X = (P, @, R) é dado pela intersecc¢ao de
um plano ax + by = 0 com Q?. Neste caso o polindomio ax + by deve ser um fator do

polindémio extatico, que em coordenadas esféricas é dado por

Eagy(X) =2Q —yP = psen¢cosf) — psen psendP

= pseng(cosQ —senfP)

~
p0’ sen ¢

= p*# sen® o,
onde p*sen?¢ = p?sen? ¢ cos? + p?sen? psen?d = 22 + y? em coordenadas esféricas.

Desta forma, 1 (X) = (2% + y?)0".

Em coordenadas cilindricas o polinomio extatico é dado por

Eayy(X) =2Q —yP = pcosfQ — psen P

= p(cosfQ —sendP)

pt’

= 0,

onde p? = p?cos? O + p*sen? = 22 + y? em coordenadas cilindricas. Deste modo temos

que, em qualquer caso,
Eapy(X) =2Q —yP = (2" +y*) 0.

Como o polindmio x@Q —yP tem grau no maximo m + 1, a equacao (z%+y?)¢’ também
tem grau no maximo m + 1 e, portanto, # tem grau no méaximo m — 1. Logo o campo
vetorial X tem no maximo m — 1 planos invariantes da forma ax + by = 0. Assim X
tem no maximo m — 1 meridianos invariantes nos casos onde Q? é ou o paraboloide ou a

esfera e no méaximo 2(m — 1) meridianos invariantes nos casos onde Q? ¢ ou o cone, ou o
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cilindro, ou o hiperboloide de uma folha, ou o hiperboloide de duas folhas. Isto decorre
diretamente das Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2, e da nossa definicao do nimero de meridianos.
Assim, fica provado o item (a) de todos os casos.

O item (b) de todos os casos pode ser demonstrado da seguinte forma. Para determinar
os paralelos invariantes devemos considerar a interseccao dos planos z = k, k € R com
Q?. Pela Proposicao 2.4.1 é necessario que g(x,y, z) = z — k seja um fator do polinémio

extatico £f1..3(X) = R. Desta forma, para cada quéadrica de revolucao temos o seguinte:

(i) R(x,y,2) = —2xE(x,y,2) + 2yF(z,y,2) + 2G(z,y, ), se Q% é o cone,
(ii) R(z,y,2)=T(x,y,z), se Q? é o cilindro eliptico,
(iii) R(z,y,z) = —2yD(z,y,z) + 2zE(x,y,z), se Q% & o paraboloide eliptico,
(iv) R(z,y,z) = —2xE(z,y,2) + 2yF(x,y,2), se Q% & o hiperboloide de uma folha,
(v) R(z,y,2) = —2zE(z,y, z) + 2yF(x,y, 2), se Q? ¢ o hiperboloide de duas folhas,

(vi) R(z,y,z) = —2zFE(x,y,2) + 2yF(z,y,2), se Q* é a esfera.

Note que aqui estamos tomando, sem perda de generalidade, os polinémios A, B e C nas
formas normais de cada quadrica como sendo os polindmios identicamente nulos.

Como o campo X tem grau m, no caso do cilindro temos no méximo m fatores da
forma z — k, pois o polindmio extéatico é dado pela componente R(z,y,z) = T(z,y,2) e
temos a liberdade de tomar T'(z,y,2) = [[/~,(z — %), com z; € R. Em todos os outros
casos, como o grau do campo X é m, temos que o grau dos polinomios D, E e F' deve
ser no maximo m — 1. Assim, com escolhas apropriadas de D, E e F', temos no maximo
m — 1 fatores da forma z — k. Isto prova o item (b) de todos os casos.

Para provar o item (c) de cada caso, precisamos estudar fatores das formas g(z,y, z) =

ax + by e h(z,y,z) = z — 2y nos polindmios extaticos
Elayy(X) = 2Q —yP e En. =R
Sem perda de generalidade, consideremos A = B = C' = 0 nas formas normais de todos

os campos para facilitar os calculos. Neste caso, os polindmios extaticos em cada caso sao

dados por:
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(S)  Epypy(X)=2D(a*+y?) —2z2(zF +yE) e En(X)=—22E+2yF.

(EP) Enpn(X)=-2F@*+y*)—a2D—yE e &Epn.p(X)=—-2yD+ 2zE.

(HOS) e (HTS) Eyy(X) = 2D(2? 4+ y?) 4 22(xF + yE) e £, (X) = —22E + 2yF.

Analisemos somente o caso (S), os demais casos seguem o mesmo raciocinio e omitire-
mos a prova. Suponha que um campo sobre a esfera tenha m — 1 meridianos invariantes

e m — 1 paralelos invariantes. Segue das Proposicoes 2.4.1 e 2.4.2 que

m—1
g{xyy}(X) = Kl(x7 Y, Z) H (G,iZL‘ + bzy)
=1

Eny(X) = Ka(x,y, 2 Hz—zz

onde Ki(z,y,2) e Ko(z,y, z) sao polinomios. Da segunda igualdade temos

m—1

E:H(z—zi)7 F=aF, «acR

i=1

Substituindo E e F' na primeira igualdade, obtemos
m—1
Eean(X) = 2(2* + y*)D — 2z(azx +y) H (z — z).
i=1

Como D tem grau no maximo m — 1 nao é possivel obter um fator da forma

m—1
H a;x + b;y)
=1

no polinoémio extatico £,y (X). Fica assim provado o item (c) de todos os casos. O

Embora nao consigamos exibir, em alguns casos, todos os paralelos e meridianos pos-

siveis, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.2.2. Considere um campo vetorial polinomial X de grau m sobre Q2.
(i) Se Q? € o cone (C), entio o campo

X(x,y,2) = (—2yFi(z,y) + 2Fo(2), 20 F1 (2, y) + yFa(z), 2F5(2)) (3.5)
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onde
m—1
H a; I+bzy a’iabi S R) CL? +bz2 7é 07 (aiabi) 7é (a]’ ) 7&]7
i=1
m—1
H Z_Zz Zq 7é Zj, 17&]7 z € R\{O}v
i=1

tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 1 paralelos invariantes.
(ii) Se Q* é o cilindro (EC), entdo o campo
X(SL’, Y, Z) = (2yF1<$, y)7 —2;CF1<I, y)> F3<Z)) ) (36)

onde Fy € dada em (3.5) e

m

F3(z) = H(z —2i), ZiF#zj,1#J, % €R,

=1

tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m paralelos invariantes.
(iii) Se Q? é o paraboloide (EP), entio o campo
X(w,y,2) = (yF1(w,y) + 2Fa(2), =20 Fy (2,) + yFi(2), 2(2° + y*) Fal2)) . (3.7)
onde Fy € dada em (3.5) e
1, se m =2,

F4<Z) =
H?:ﬁ(z — %), ZiFz,1F#7, 2>0, se m>2,

tem exatamente m — 1 meridianos invariantes e m — 2 paralelos invariantes.
(iv) Se Q* € o hiperboloide de uma folha (HOS), entdo o campo

X(.T},y,Z) = (_2ZJF1(5U7?J) + 2£CZF5(Z), QCEFl(Q?,y) + 2y2F5(2>,2(l’2 + y2>F5<’2)) ’
(3.8)
onde Fy € dada em (3.5) e
1, se m =2,

F5(z) =
HEZ(Z - Zv;)7 2 # Zj, 1 #+34, z€R, sem>2,

tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 2 paralelos invariantes.
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(v) Se Q* é o hiperboloide de duas folhas (HTS), entio o campo

X(l’,y, Z) = (—2yF1<£L',y) + 2‘TZF6(Z)a 2$F1(I7 y) + 2yZF6(Z)7 2($2 + yQ)FG(Z)) )
(3.9)
onde Fy € dada em (3.5) e

1, se m =2,
F6(Z) =
H::f(z — %), ZiFz,1#7, |ul>1, se m>2,

tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 2 paralelos invariantes.
(vi) Se Q* € a esfera (S), entdo o campo

X(Q?, Y, Z) = (—yF1<.Z’,y) + $ZF7<Z)7 IF1<LU,y) + yZF'?(Z)? _($2 + yz)F7(z)) )
(3.10)
onde Fy € dada em (3.5) e
1, se m =2,

Fr(z) =
H:i_lz(z —z), ZiFz,iFj |u <1, se m>2

tem exatamente m — 1 meridianos invariantes e m — 2 paralelos invariantes.

Demonstracao.

(i) Considere X o campo vetorial polinomial (3.5). E facil ver que
Epy(X)(@y,2) =2Q(v,y,2) —yP(z,y,2) = 2(2* +3°) Fi(2,y)

m—1
35 + 9? H a;x + by),
=1

onde
ai, b € R, af +b7 #0, (a5, b)) # (aj,b;), i # J,
) m—1
Enay(X)(@,y,2) = R(w,y,2) = 2Fa(2) = 2 [ [ (= — =),
i=1
onde

Zi 7& Zj, 7 7§ j, Zi € R\{O}
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Entao um polinémio da forma az +by somente divide Fi(x,y) em &, 1 (X)(x, vy, 2). Logo,
X tem 2(m — 1) meridianos invariantes. Um polinémio z — z; somente divide F3(z) em

En(X)(x,y, 2), donde X tem m — 1 paralelos invariantes.

(ii) Considere X o campo vetorial polinomial (3.6). E facil ver que, neste caso,

Eay(X)(w,y,2) = 2Q(x,y,2) —yP(r,y,2) = =2 (2> +y°) Fi(z,y)
m—1

=2 (x2 + y2) H (a;x + biy),
i=1

onde
ai,bi €R, al + b #0, (ai,b;) # (aj,b;), i # j,
¢ m
Eny(X)(@,y,2) = R(z,y,2) = Fs(2) = | [ (= — =),
i=1
onde

Zi#zﬁi%j? ZzER
Portanto o campo vetorial X tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m para-

lelos invariantes.

(iii) Considere X o campo vetorial polinomial (3.7). E facil ver que, neste caso,

m—1
Eayy(X) (2, y,2) = =2 (352 + 3/2) Fi(z,y) = 37 + 92 H a;x + by),
i=1
onde
ai,b; ER, al +b7#0, (a;b;) # (aj, b)), 1 # 7,
e
£y (X)(x,y,2) = Rlw,y, 2) = 2(2” + y*) Fi(2),
isto é,

2(2% +1?), se m =2,
En(X)(2,y,2) = ,
22+ ) [ (z—2), zi# 2, i #F, 20>0, se m>2.
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Portanto o campo vetorial X tem exatamente m — 1 meridianos invariantes e m — 2

paralelos invariantes.

(iv) Considere X o campo vetorial polinomial (3.8). Novamente, é facil ver que, neste

caso,
m—1
Eay(X)(@,y,2) =2 (2" +¢°) Fi(w,y) = 2 (2> +°) [ (aiz + biy),
=1
onde
aiabieRa a12+6127£07 (azvbz)7é (a]7 )7 Z#]a
e
En,y(X)(w,y,2) = R(z,y, 2) = 2(a” + y*) F5(2),
isto é,

2(2* +¢%), se m =2,
En (X)) (z,y,2) =
202 +v°) [T 2(2—22')7 % # 25, 1#J, % €R, se m> 2.

Portanto o campo vetorial X tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 2
paralelos invariantes.
As provas dos itens (v) e (vi) seguem de forma analoga as provas dos itens anteriores

e, por isso, iremos omiti-las. O]

3.3 Realizacao dos paralelos invariantes como ciclos li-
mites

Na secao anterior encontramos o nimero maximo de meridianos e paralelos invariantes
que podem existir em um campo vetorial polinomial sobre as quadricas de revolucao Q2.

Nesta secao estudaremos quando os paralelos invariantes se realizam como ciclos limites.

Teorema 3.3.1. Fize 1 < k < m —1 e considere o campo vetorial polinomial X de grau

m sobre o cone (C)

X(z,y,2) = (—2y + xFs(2), 2z + yFs(z), 2Fs(z)) , (3.11)
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onde
k

Fy(z) = zm7 k1 H(z —zi), Zi#zp,i#j, z € R\{0}.

=1

Entao X tem exatamente k paralelos invariantes que sao ciclos limites. Estes ciclos limites

sao, em cada folha do cone, estdveis ou instdaveis alternadamente.

Demonstra¢ao. O campo vetorial polinomial (3.11) tem um ponto singular no vértice do
cone e nao possui pontos de equilibrio sobre o cone. Por um simples calculo, temos

5{1,z}<X)(x7y7 Z) = R(;E,y, Z) = ZFS(’Z> = ZmikH(’Z - zi)u

i=1
onde

Zi 7é Zj, 7 7& j, Zi € R\{O}

Portanto, fixado 1 < k < m—1, os k paralelos z = z;, z; € R\{0} sdo ciclos limites. Estes
ciclos limites sao estaveis ou instaveis alternadamente pois, entre dois paralelos invariantes

consecutivos, o sinal de R é fixo. O

Teorema 3.3.2. Fize 1 < k < m e considere o campo vetorial polinomial X de grau m
sobre o cilindro (EC)
X(z,y,2) = (2y, -2z, Fy(2)), (3.12)

onde

2" ose k=1,

Fo(z) =
Lm—k+1 Hfz—ll(z —2), zi # 25, 1 # 7, z € R\{0}, se k> 1.

Entao X tem exatamente k paralelos invariantes que sao ciclos limites. FEstes ciclos limites
sao estdveis ou instdaveis alternadamente, exceto o ciclo limite determinado por z = 0 que

pode ser semi—estdvel.

Demonstra¢ao. O campo vetorial polinomial (3.12) nao possui pontos de equilibrio. Por

um calculo direto temos

g{l,z}(X)(xvyaz) = R(m,y,z) = FQ(Z)7
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onde

2™ se k=1,
Fy(z) =

R (2 — %), 2z # 2, 0 # 5§, 2 € R\{0}, se k> 1.
Portanto, fixado 1 < k < m, os k paralelos invariantes sao ciclos limites. Estes ciclos
limites sao estaveis ou instaveis alternadamente, exceto o ciclo limite determinado por

z = 0 que pode ser semi—estavel se m é pare k=1ousem —k+1éparek > 1. O

Teorema 3.3.3. Fize 1 < k <m — 1 e considere o campo vetorial X de grau m sobre o

paraboloide (EP)
X(z,y,2) = 2y(z — 2k) + Fio(2), —2z(z — 2k), 20 F10(2)) , (3.13)

onde

k
Fio(z) = ez™+1 H(z —1), &> 0 pequeno.
=1

Entao X tem exatamente k paralelos invariantes que sao ciclos limites. Fstes ciclos limites

3a0 estdveis ou instdveis alternadamente.

Demonstra¢ao. Considere o campo vetorial polinomial (3.13). Por um calculo direto

temos
k

E0.4(X) (2,9, 2) = Rlz,y.2) = 2Fyo(2) = 202"+ T (= — ).

=1

Portanto, fixado 1 < k < m — 1, o campo vetorial (3.13) tem exatamente k paralelos
invariantes dados por z =14, i = 1,..., k. E facil ver que esse campo vetorial ndo possui
pontos de equilibrio sobre os paralelos invariantes. Para completar a prova, precisamos
mostrar que esses paralelos invariantes sdo ciclos limites. Note que o paraboloide 22 +
y> — 2z = 0 pode ser escrito na forma explicita z = 22 + y>. Nas coordenadas (z,y) o

campo vetorial (3.13) tem a forma
X*(z,y) = (2y(z — 2k) + Fjy(2® + y*), —2z(z — 2k))

com
k

Fio(2? 4+ 9?) = e(a? + )™+t 1_[(31:2 +y* —1i), >0 pequeno.
i=1
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Em coordenadas polares x = rcosf e y = rsen o campo vetorial acima é equivalente a

dr er2tm=k=D T (2 — i) cos 0

o~ —2(rcos @ — 2k) — er2tm=k-1)-1 Hf=1(7”2 —i)sen

Expandindo dr/df em série de Taylor com respeito a € em € = 0 temos

dr r2(m—k-1)-1 Hle(r2 — i) cosf
do —2(rcosf — 2k)

+O(e?). (3.14)

A equacao (3.14) satisfaz as hipoteses do Teorema 2.2.1. A fun¢do média (2.4) pode ser

escrita como

2w m—k—1)—1 k .
) 1 /0 (7"2( k=1) Hizl(ﬂ—z)c088> 50

“on —2(rcosf — 2k)

1 2(m—k—1)—1 2 _ /27r cos
- _ = m — db
4 <(T 1(T 2 o (rcosf —2k)

- (r“’n““ (rt - z)) o),
g(r) =27 (\/ikzi 4;%;22]{:) .

E facil ver que g(r) < 0 para 0 < 7 < k. Assim, para 0 < r < k, os zeros simples de f

= i

=1

onde

sao dados por r = Vi, parai =1, ..., k, que correspondem aos k ciclos limites de X*. A
estabilidade de cada ciclo limite é facilmente determinada pelo sinal da derivada de f em

cada zero simples. O

Teorema 3.3.4. Fize 1 <k <m — 1 e considere o campo vetorial X de grau m sobre o

hiperboloide de uma folha (HOS)
X(z,y,2) = (—2y(x — 2k) + 22F11(2), 2x(z — 2k), 22 F11(2)), (3.15)

onde

ezl se k=1,

Fll(z) =
gzmk Hf;ll(z —1i), se k>1,

e ¢ > 0 pequeno. Entao X tem exatamente k paralelos invariantes que sao ciclos limi-
tes. FEstes ciclos limites sao estdveis ou instdaveis alternadamente, exceto o ciclo limite

determinado por z = 0 que pode ser semi—estdvel.
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Demonstra¢ao. Considere X o campo vetorial polinomial (3.15). Por um calculo direto

temos

2exz™ L se k=1,
En(X)(x,y,2) = R(x,y, 2) = 20F11(2) =
ez F I (2 — i), se k> 1,
onde € > 0 pequeno. Portanto, fixado 1 < k < m — 1, o campo vetorial (3.15) tem
exatamente k£ paralelos invariantes em z = ¢, para? = 0,...,k — 1. Esse campo vetorial
nao possui pontos de equilibrio nos paralelos invariantes. Para provar que esses k paralelos
invariantes sao ciclos limites tomamos o hiperboloide de uma folha como o grafico z =
+./22 +y2 — 1 onde 22 +y> > 1.
O hiperboloide de uma folha 22 +y? — 22 — 1 = 0 para z > 0 pode ser escrito na forma
explicita z = \/m onde 22 + 3% > 1. Nas coordenadas (z,y) o campo vetorial
(3.15) tem a forma

X*(z,y) = <—2y(x —2k)+ 2/ +y2 -1 F} <\/:1:2 +y% — 1) 2@ (x — 2k)>

onde

-1

5<\/:702+y2—1> , se k=1,
m—k
5(\/$2+y2—1> Hf;11<\/x2+y2—1—i), se k> 1,

e € > 0 pequeno. Em coordenadas polares z = rcosf e y = rsenf o campo vetorial

FY <\/x2 +y? — 1) =

acima é equivalente a

e(r*—1)"?rcosf
— 7z , se k=1,
dr e(r2—1)"""senf — r2cosf + 2r
do e(r2— D)2 LT (Vid = 1 —4) cos 6
( ) [z ) se k> 1.

r2 cosf — 2rk — esenf (r2 — 1) FD2 T (V2 —=1-1) 7
Expandindo dr/df em série de Taylor com respeito a ¢ em € = 0 temos

0 2 1 m/2
cosf(r ) e+0(e?), se k=1,
dr rcosf — 2 316
@ - COSQ (7‘2 . 1)(m—k+1)/2 H]f;_l ( /7”2 — 1 . 7/) ( . )
=1 e+ 0(e?), se k>1.

rcosf — 2k
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A equagao (3.16) satisfaz as hipoteses do Teorema 2.2.1. Neste caso, a fun¢ao média (2.4)

¢ dada por
o (2 =)™ gqi(r), se k=1,
)=
(r2 — 1)m=hD2 T (Vr2 —1—1i) ga(r), se k>1,
onde

R et SR, it
r)= ——, r) = .
& rv/4 —r? 92 rv/4k? — r?

O hiperboloide de uma folha 22 +4? — 22 — 1 = 0 para z < 0 pode ser escrito na forma
explicita z = —\/m onde 2% + y?> > 1. Repetindo os calculos acima para este
caso, obtemos a func¢ao média (2.4)

(=)™ (r?* — 1)m/2 g1(r), se k=1,

(_1)mfk(r2 _ 1)(m71<+1)/2 HE (_ /r2 — 1 — z) 92(7"), se k> 1,

fr) =

onde g; e g9 sao as mesmas fungoes do caso anterior.

E facil ver que gi(r) < O para 1 <7 < 2 e go(r) < 0 para 1 < r < 2k. Entdo os
zeros simples de f sio dados por r = 1 quando k = 1 e por r = 1 e r = vi2 + 1 para
t=1,...,k—1quando k£ > 1, que corresponde aos k ciclos limites de X*. A estabilidade
de um ciclo limite em 7 = Vi2+ 1, parai = 1,...,k — 1 quando k£ > 1 é facilmente

determinada. Por outro lado, a estabilidade do ciclo limite em r» = 1 é a seguinte:
(i) Quando k = 1: o ciclo limite é estavel se m é par e semi—estavel se m é impar;

(ii) Quando k > 1: o ciclo limite é estavel se m e k sdo impares, instavel se m e k sdo

pares e semi-estavel se m é impar e k é par, ou se m é par e k é impar.
E assim terminamos a prova do teorema. O

Teorema 3.3.5. Fize 1 < k < m — 1 e considere o campo vetorial X de grau m sobre o

hiperboloide de duas folhas (HTS)

X(z,y,2) = (—2y(z — 2k) 4+ 22F12(2), 22(x — 2k), 20 F12(2)) , (3.17)
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onde
k

Fia(2) = ezm™ M1 H(z —2i), &> 0 pequeno.
i=1

Entao X tem exatamente k paralelos invariantes que sao ciclos limites. FEsses ciclos

limites sao estdveis ou instdveis alternadamente.

Observacao 3.3.1. A prova do Teorema 3.3.5 € similar a do Teorema 3.3.4 e, por isso,

remos omati-la.

Teorema 3.3.6. Existern campos vetoriais polinomiais X de grau m sobre a esfera (S)

tendo exatamente
(a) ou 1 meridiano invariante que é um ciclo limite;
(b) ou k paralelos invariantes que sao ciclos limites para k =1,2,...,m — 1.

Demonstracao.
(a) A prova deste item sera dividida em dois casos:

Caso 1: Considere X o campo vetorial quadrético sobre a esfera
X(z,y,2) = (2ezy, —2e2” — 22(y + 2), 2y(y + 2)) , (3.18)
com € > (0 pequeno. Para este campo X temos
Eoy(X) (2,9, 2) = =22 (e(® + ) + 2(y + 2)) = =22 (e(1 — 2*) + 2(y + 2)) .

Como (1 — 2%) + 2(y + 2) nao possui fatores da forma (ax + by), temos que X tem x = 0
como o tnico meridiano invariantes sobre a esfera. E facil ver que esse campo vetorial nao
possui nenhum ponto de equilibrio sobre o meridiano invariante z = 0. Para completar a
prova, precisamos mostrar que esse meridiano é um ciclo limite.

Note que a esfera x? + y?> + 22 = 1 pode ser escrita nas formas explicitas x =
+4/1 — 92 — 22 com y? + 22 < 1. Nas coordenadas (y,2) o campo vetorial (3.18) tem
a forma

X*(y,2) = (—2e(1 —y* — 2°) — 22(y + 2),2y(y + 2)) .
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Em coordenadas polares y = rcosf e z = rsenf o campo vetorial acima é equivalente a

dr er(r* — 1) cosf
d)  esend(1 —1r2) +7(2+rcosh)’

Expandindo dr/df em série de Taylor com respeito a € em € = 0 temos

dr  (r? —1)cosf

ar _ 2
70 3T roosd + O(e%). (3.19)

A equagao (3.19) satisfaz as hipoteses do Teorema 2.2.1 e a correspondente fun¢ao média

é dada por
1 [?"(r? —1)cos®
__— [ Dby,
/() 27r/0 2+ rcosd
(r* —1) /27r cos )
= df = -1
2r Jy 24 rcosb (r 9(r),
onde

VT2

E facil ver que g(r) < 0 para 0 < r < 1. Assim, o tnico zero simples de f é dado por
r =1, que é um ciclo limite estavel de X*.

Caso 2: Considere agora o campo vetorial polinomial X de grau m > 2 sobre a esfera
X(x,y,2) = (—2y (acy"“2 + z) + 22,2 (x2 + 22) Yy —2x 4 2y (x — ymfzz)) )
Para esse campo vetorial X, temos
Epeay(X)(@,y,2) = y (20(a® +y*)y™ 7 + 2y (ay™ % + 2) - 22) .

E facil ver que y é o unico fator da forma ax + by no polinémio extatico acima. Entdo
y = 0 é o tnico meridiano invariante sobre a esfera. Os pontos de equilibrio de X sao
Py = (0,41,0) e a segunda componente de X é Q(z,y,z) = 2(z* + 2?)y™ 2 cujo sinal
depende apenas da variavel y e da poténcia m — 2. Assim, y = 0 é um ciclo limite e sua

estabilidade depende do grau m do campo vetorial. Isto completa a prova do item (a).

(b) Fixado 1 < k < m — 1, considere o campo vetorial polinomial X de grau m sobre a

esfera

X(z,y,2) = (—2y(z — 2) + 22F13(2), 2x(x — 2) — 22F13(2),2(y — x) F13(2)) ,
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onde

ez™ 1l se k=1,
Flg(Z) =
g2k Hi:ll(z —2z), z€(=1,1), 2z #0, se k>1,

com € > 0 pequeno. Por um calculo direto, temos

En 4 (X)(x,y, 2) = 2(y — x) Fiz(2).

Portanto, fixado 1 < k < m — 1, esse campo vetorial tem exatamente k£ paralelos inva-
riantes dados por z = 0se k =le 2z =2z e 2 = 0se k > 1. E facil ver que o campo
vetorial nao possui pontos de equilibrio sobre os paralelos invariantes. Similarmente a
prova do Teorema 3.3.4 temos que os k paralelos invariantes sao ciclos limites. O ciclo
limite em z = 0 pode ser estavel, instavel ou semi—estavel, dependendo das escolhas de
m, ke z € (—1,1), z; # 0. Por exemplo, se k = 1 entao o ciclo limite em z = 0 é estéavel

se m é par e é semi—estavel se m é impar. Isto prova o item (b). O

Nas Figuras 3.1 e 3.2 abaixo damos dois exemplos de campos vetoriais polinomiais
sobre a esfera, o primeiro tendo exatamente 1 meridiano invariante como ciclo limite e o

segundo tendo 3 paralelos invariantes como ciclos limites.

0,59 e -
] ‘-——'""/ |
] / 02115 v
B o M b |
10 05 00 05 10
X
Figura 3.1: Campo sobre a esfera com Figura 3.2: Campo sobre a esfera com 3
1 meridiano invariante como ciclo limite paralelos invariantes como ciclos limites

dado por y = 0. dados por 2 =0, z2=1/2e z = —1/2.



Capitulo 4

Campos vetoriais polinomiais em R?

sobre o toro

Considere o toro bidimensional
T? = {(z,y,2) € R®: (2® +9* —r?)* + 2% =1}, r>1.
Note que T? em coordenadas cilindricas (p, 0, z) é dado por:
(0 =)+ 2% =1, (4.1)

onde © = pcosf, y = psend. Neste capitulo estudaremos campos vetoriais polinomiais
de grau m > 2 em R? tendo o toro T? invariante pelo seu fluxo. De forma anéloga ao que
foi feito no Capitulo 3 caracterizaremos todas as possiveis configuragoes de meridianos e
paralelos invariantes que esses campos vetoriais podem exibir. Além disso, consideraremos
quando esses meridianos e paralelos podem ser ciclos limites. Esse estudo é baseado no

artigo [6].
Observacao 4.0.1. Para nao carregar a notag¢ao, no que Seque usSaremos

T =T =(@"+y" —r’)+2" -1

44
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4.1 Configuracao dos meridianos e paralelos invariantes

Nesta secao caracterizaremos todas as possiveis configuracdes de meridianos e paralelos
invariantes que um campo vetorial polinomial de grau m > 2 sobre T? pode exibir. Antes
disto, precisamos, assim como foi feito na Subsecao 3.2.2, definir os meridianos e paralelos

invariantes de um campo sobre o toro.

Definicao 4.1.1. Em T? definimos os meridianos a como a interseccio dos planos
ar +by = 0 (onde a,b € R) com T?, ou simplesmente por a = {ax + by = 0} N T?.
Definimos os paralelos [ como a intersec¢ao dos planos z = k (onde k € [—=1,1]) com

T2, ou simplesmente por 3 = {z = k} NT2.
Observacao 4.1.1.

(1) Segue da Defini¢ao 4.1.1 que os meridianos aparecem sempre aos pares. Ver Figura

J.1.

(11) Também da Defini¢ao 4.1.1 seque que, se k # +1, entao X tem dois paralelos, caso

contrario tem apenas um paralelo. Ver Figura 4.2.

Defini¢ao 4.1.2. Dizemos que um meridiano o = {ax + by = 0} N T? € invariante
pelo fluro de um campo vetorial polinomial X sobre T? se X (ax+by) = K,(ax+by), para
algum K, € R[z,y,z]. De maneira similar dizemos que um paralelo 3 = {z = z} N T?
€ invariante pelo fluro de um campo vetorial polinomial X sobre T? se X (z — 29) =

Ks(z — z), para algum Kz € Rz, y, 2].

Interseccéo do toro Meridianos obtidos.
com o plano az + by = 0.

Figura 4.1: Meridianos sobre o toro.
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Intersecgao do toro Se z # +£1,

com o plano z =k, k € [-1,1]. entdo obtemos dois paralelos.

Interseccao do toro Interseccao do toro Paralelo obtido.
com o plano z = 1. com o plano z = —1.

Figura 4.2: Paralelos sobre o toro.

Teorema 4.1.1. Seja X um campo vetorial polinomial de grau m > 2 sobre T?. Suponha
que X tenha um niumero finito de meridianos e paralelos invariantes. Entao seguem as

sequintes afirmagoes:
(a) O nimero de meridianos invariantes de X é no mdzimo 2(m — 1).
(b) O nimero de paralelos invariantes de X € no mdzximo 2(m — 2).

Demonstracao.
(a) Este item segue de forma anéloga ao que foi feito no caso (a) de todos os itens do
Teorema 3.2.1.
(b) Para determinar os paralelos invariantes devemos considerar a intersec¢ao dos planos

z =k, k € [-1,1], com o toro T?. O campo vetorial X = (P,Q, R) deve satisfazer
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XT = KT. Logo, segue que,

dr(z® + 2 —rHP +4y(2® + 12 —r)Q +22R = K(z,y,2)((2® +9> — )2+ 22 -1)
Az” +y? =) (@P +yQ) +22R = K(z,y,2)((@* +y* —r?)> +2° - 1)

(4.2)

para todo x,y, z € R. Temos que

l
g{l,Z}( ) R = h ‘T 'Yy < H Z - zz

=1
Como (4.2) vale para todo z,y, 2z € R, em particular vale para x = y = 0. Deste modo,

l

22h(0,0,2) [ [(z — 1) = <Hk;z) 4 22— 1),

i=1
onde h(0,0,z) = H?i_ol k;z". Desta tltima equacao segue que kg = 0 e, consequentemente,

l

2:0(0,0,2) [ [(z — ) = z(ﬁ kz) (rt 4+ 22— 1).

i=1
Como (r*+ 22 — 1) nao pode ser fatorado por polinémios reais e h(z,y, z) ndo tem fatores
da forma z — 2y, temos que [ < m — 2. Assim, & .3(X) tem no méaximo m — 2 fatores
da forma z = k. Logo, X tem no méaximo m — 2 planos invariantes da forma z = £, e,

consequentemente, no maximo 2(m — 2) paralelos invariantes. ]

Teorema 4.1.2. Fize 0 < kE<m—1e0 <[ < m—2 e considere o sequinte campo

vetorial polinomial X de grau m sobre T? associado ao sistema

T = wxzFi5(z) — yzm_k_1F14($a Y),
y = yZF15(Z) + ZCZmikilFléL(xa y)7
po= 202 (r* — 2 — ) + 22 — 1) Fis(2), (4.3)
onde
1, se k=0,

F14($,y) =
Hle(aizv +biy), a;,bie R, se k>0,
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1, sel =0,
F15(Z) =
Hl (z—2z), z€[-1,1] , sel>0.

=1

Entao X tem exatamente 2k meridianos invariantes e | paralelos invariantes.

Demonstragdo. Calculando os polinémios extaticos £z (X) e Ef..3(X), obtemos
Eapy(X) = 2Q —yP

= (zyzFi5(z) + 2*2" T Flu(z,y)) — (yzeFis(z) — y22" P, y)

= (2* + )" Fu(a,y),

Ena(X) = R= 2(7’2(7’2 —z? - y2) + 22— 1)Fi5(2).

Logo, um polinémio da forma az + by s6 divide Fi4(x,y) em Eg, 43 (X), e para cada plano
{ax + by = 0} NT?, X tem dois meridianos invariantes em T?. Um polindomio z — z; 86
divide Fi5(2) em £ (X), ese z; € (—1,1), parai = 1,...,[, entdo X tem exatamente
2l paralelos invariantes, se z; = —1 ou 2; = 1, entao X tem 2/ — 1 paralelos invariantes.

Finalmente, se z; = —1 e z; = 1, entdo X tem 2(I — 1) paralelos invariantes. ]

4.2 Realizacao dos meridianos e paralelos invariantes
como ciclos limites

Nesta secao estudaremos quando os meridianos e paralelos invariantes sobre o toro se

realizam como ciclos limites.

Teorema 4.2.1. Ezxistem campos vetoriais polinomiais X de grau m sobre T? tendo exa-

tamente:
(a) ou 2k meridianos invariantes que sao ciclos limites para k =1,2,....,m — 1;
(b) ou [ paralelos invariantes que sao ciclos limites para l = 1,2, ...,2(m — 2).

Além disso, esses ciclos limites sao estdveis ou instdveis alternadamente.
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Demonstracao.

(a) Considere o campo vetorial X de grau m sobre T? associado ao sistema

i = xz—y(z+20)" " Py, y),
g o= yr+a(z4z)" T (e y),

o= 2(rP(rt =2 — ) + 22— 1), (4.4)

onde zo > 1,1 <k <m —1e Fiy é dada no Teorema 4.1.2.

Temos que X satisfaz (4.2) com K(x,y,2) =4z, e
Epegp(X) = 2Q — yP = (2% + y*) (2 — 20)" " Fua(a,y).

Note que X nao possui paralelos invariantes pois z — 2y nao é um fator de Z para nenhum

2. Logo, X tem 2k meridianos invariantes. Em coordenadas cilindricas X é dado por

p = pz
0 = (24 20)" " F4(pcosh, psend),

i o= 20r*(r* - pH 4+ 22— 1).

Se (p*, 0%, z*) é um ponto singular de T?, entdo da igualdade p = pz = 0 temos que 2* = 0,
pois p* > 0. Para z* = 0, temos de (4.1) que (p*)> —r? = +1. Assim, 2 = 2(+r? —1) = 0.
Como r > 1, entao Z # 0. Portanto X nao tem pontos singulares, e consequentemente as
orbitas nos meridianos invariantes sao Orbitas periddicas.

Entre dois meridianos consecutivos o sinal de # ¢é dado pelo sinal da expressao
Fia(pcosf, psend) e ele se altera quando cruzamos um meridiano. Desta forma, as 6rbitas
periddicas nos meridianos invariantes sao ciclos limites estaveis ou instaveis alternada-

mente.

(b) Considere o campo vetorial X de grau m sobre T? associado ao sistema

& = —y(z—20)" "t +azFs(2),
y = 33'(2’ — Zo)mil + yzF15(z),

5= 2r*(r* — 2® —y*) + 22 — 1) Fi5(2), (4.5)
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onde 1 <1 <m—2, 20 ¢{0,21,...,2} e Fi5(z) é dada no Teorema 4.1.2.
Temos que X satisfaz (4.2) para K(x,y,z) = 42F15(z). Em coordenadas cilindricas X
¢ dado por

p = pzlis(2),
é - (Z_ZO)m_17

2= 203 (r* — p*) + 22 — 1) Fis(2).

Suponha que (p*, 6%, 2*) € T? é um ponto singular de X, entao como p = pzFi5(2) temos
que z* € {0,z1,...,2} pois p* > 0, mas como 0 £ 0 em (p*, 0%, z*) segue que nao
existem pontos singulares de X sobre T2. Logo as orbitas sobre os paralelos invariantes
{z = 2z;} N'T? sao periddicas. Como r%(r? — p?) + 2% — 1 # 0 para —1 < 2z < 1, as orbitas
periddicas nos paralelos invariantes sao ciclos limites estaveis ou instaveis de acordo com
o sinal %, ou seja, de acordo com o sinal de Fi5(z). Portanto, exceto sobre os paralelos

invariantes, todas as orbitas sao nao periodicas. Assim, o numero de paralelos invariantes

de X que sao ciclos limites é 21 se z; € (—1,1) parai = 1,2,...;[; 0u 2l — 1 se x; = —1
oux; =1;0u2(l—1)sex; =—1ex = 1. Além disso, eles sdo estaveis ou instéaveis
alternadamente. O]

A observagao seguinte é acerca da forma normal de um campo vetorial polinomial

invariante sobre o toro.

Observacgao 4.2.1. Pelo Teorema 3.1.1 temos que qualquer sistema diferencial polinomial

em R3 que admite T como superficie algébrica invariante é da forma:

& = AT —4y(2® +y* —r*)D + 22E,
y = BT +4x(z* +y* —r*)D — 22F,

i = CT —da(2® + 9> —r)E +4y(z® +y* — ) F, (4.6)

onde A, B,C,D,E e F sio polinémios arbitrdrios em R3. Nos Teoremas 4.1.2 ¢ 4.2.1 (a)
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e (b), podemos ver que os sistemas (4.3), (4.4) e (4.5) tém a forma

T = LCZH(Z) o ’yG(IE, Y, Z)u

y = yzH(z) +2G(x,y, 2),

i o= 20r*(rt —2® — ) + 22— 1)H(2),
onde H(z) € R[z] e G(z,y,2) € Rlz,y, z]. Estes sisternas podem ser obtidos da forma
(4.6) da sequinte forma. Tomando A =B =C =0,

1
D(%Z/,Z) = ZG($7ZJ72>7

1
E(:Cay?z) = Ex(xQ + y2 - T2>H<2)7

1
Pla,y,2) = —5y(a* + 4 = 1) H(2),

o sistema (4.6) agora tem a forma

i = —y@®+y* —r)G 4 z2(2* +9* — r?)H,
g = z(x*+y* —r))G +yz(a® +y* —rH)H,
3 o= =2(2® +9® —r?)*(a® +9°)H.
Como x* +y? — r* # 0 para todo (z,y) € R?, podemos multiplicar o sistema anterior por

este fator nao nulo. Assim, obtemos

T = xzH —yG,
y = yzH + x2G,

io= =22+ y* —r)(2® +y°)H.
Agora, observando que (22 +y? —r?)?> =1 — 22, seque que

T2(T2—l‘2—y2)+22—1 — 7‘2(7’2—1'2—y2)—($2+y2—7’2)
= (@ 4y =) (=" = (@"+y" —1%)

= —(@+y* )@+ ).



Desta forma, obtemos o sistema procurado

t = xzH —yG,
y = yzH + 2G,

i o= 2r*(r* -2 —y*) + 22 - 1)H.
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Capitulo 5

Campos vetoriais polinomiais em R?

sobre uma superficie ciibica

Neste capitulo, estudaremos ciclos limites, meridianos e paralelos invariantes sobre campos
vetoriais polinomiais em R3 que tém uma superficie ciibica de revolucao como superficie

algébrica invariante. O estudo desenvolvido neste capitulo gerou o preprint [3].

5.1 Uma cubica especial

MacHale [9] e Villarino [13]| estudaram varias propriedades geométricas interessantes

acerca do polinémio ciibico
Coz,y,2) =2 +y* +2° —raoyz — 1, reR.

Em particular, em [13] foi provado que C, = C7*(0) é uma superficie de revolugao somente
quando r = 3. Neste caso, o eixo de revolugao £ tem a dire¢ao dada pelo vetor (1,1,1) e
passa pela origem. Além disso, a superficie ciibica de revolugao Cs é regular e é assintotica
ao plano x +y + 2z = 0.

O proximo teorema é essencial para a prova do Teorema 5.2.1.

Teorema 5.1.1. Considere a aplicacdao linear invertivel T : R — R3 dada por

x T 2
T(x,y,2) = <—+L+z,——+i+z,——y+z>.

3 Vo7 3 V27 V27
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Entao a superficie ciibica de revolucao Cs é aplicada por T ! na superficie ciibica de

revolugao C = C~1(0), onde
C(z,y,2) = z(2® +y*) — 1,
cujo eizo de revolucao € o eiro z.
Demonstracao. Por um calculo simples, temos que
Cs(T (x,y,2)) =Cs <§ + &ty &t —\;—% —|—z)
=22+ 9y} —1=C(z,y, 2).

Além disso,

T(1,0,0) = (%—%0) ¢ T0.10)= <¢12_7 ¢12_7_V22_7>

sao vetores linearmente independentes que pertencem ao plano X +Y +2 = 0 assintotico a

superficie ciibica de revolugao C3. Para completar a prova note que, 7(0,0,z) = (2,2, 2) =
2(1,1,1) € L, para todo z € R. Observe que a superficie cibica de revolucao C é regular

e é assintotica ao plano z = 0. Ver Figura 5.1. O

Figura 5.1: As cubicas C3 e C respectivamente.
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5.2 Ciclos limites, meridianos e paralelos invariantes

sobre C;

Antes de mais nada, assim como foi feito nos capitulos anteriores, precisamos convencionar

a contagem dos meridianos e paralelos sobre a superficie ctbica Cs.

Definicao 5.2.1. Em Cs definimos meridianos e paralelos como as curvas obtidas pela
intersecao de C3 com o0s planos contendo o eixo de revolugao L e 0s planos ortogonais ao
eizo L, respectivamente, de acordo com a sequinte convenc¢ao: as intersegoes de um plano
contendo o eizo L com C3 nos fornecem dois meridianos e as intersecoes de um plano

ortogonal ao eixo L com C3 nos fornecem um paralelo.

Usando o Teorema 3.1.1 obtemos a seguinte forma normal para campos vetoriais po-

linomiais em R3 tendo a ctibica C como uma superficie algébrica invariante.

Proposicao 5.2.1. Suponha que um sistema diferencial polinomial X tenha a cibica C

como uma superficie algébrica invariante. Entao o sistema X pode ser escrito como
¥ =C(z,y,2)A(z,y,2) + (2* + v} E(z,y, 2) — 2yzD(z,y, 2),
v =0C(z,y,2)B(z,y,2) — (2?2 + y*)F(x,y, 2) + 222D(z, y, 2), (5.1)
2 =0C(x,y,2)G(v,y,2) + 2yzF (v,y, 2) — 2xzE(x,y, 2),

onde C(z,y,2z) = z(z* +y?) — 1, A, B, D, E, F e G sdo polinémios arbitrdrios em

Rz, y, .

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.1 qualquer sistema diferencial polinomial tendo C =
f1 =0, f1 € Rlz,y, 2], como uma superficie algébrica invariante pode ser escrito como o

sistema (3.1), que é dado por

T = Qofl(nyf?)z - f3yf2z) + )\2(f3yflz - flyf?)z) + )\B(flny,z - nyflz)a
U = efi(faefor — foufs2) + Ao(frafsz — faofrz) + As(faufrz — frafoz), (5.2)
z = prl(foffiy - f3mf2y) + )\2(f3mf1y - fleSy) + )\S(fle2y - mefly)a
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onde f;, = df;/0v, com v percorrendo as variaveis x, y e z, para i = 1,2, 3, enquanto ¢,
A2, Az sao fungoes racionais e fo, f3 € R|x,y, 2| satisfazem a condigao {fi, fo, f3} Z 0.

Usando a notacao

Ji :nyfSZ_f3yf2z; J2:f3mf2z_f2mf327 J3:f2a:f3y_f3mf2y;

Ny, = fou(fiA+ (2° + y*)E — 2yzD)+

foy(fiB — (2% + ¥*)F + 22D) + fo.(f1G — 222FE + 2yzF),

Ny = fa( 1A+ (2% + y*)E — 2y2D)+
fay(f1B — (.r2 + y2)F +2xD) + f5.(f1G — 2x2E + 2yzF),

e tomando fi(z,y,2) = C(z,y,2) = 2(2? + y?) — 1,

202A+ 2y2B + (22 + *)G

= 2020 + 2yzde + (22 + y?)J3
Ay = N
27 w2, + 2yzdy + (22 4+ y?)J3’
N
A3 A

- 2020y + 2yzde + (22 + y?)J3’
no sistema (5.2), onde A, B, D, E, F' e G sao polinomios arbitrarios em R|x, y, z|, obtemos

o sistema (5.1) que tem f; = 0 como uma superficie algébrica invariante com cofator
K(z,y,2) = 2(x2A(x,y,2) + yzB(x,y,2) + (2% + y*)G (2,9, 2)).
De fato, temos

XC 202(C(z,y,2)A(z,y, 2) + (° + y*) E(z,y, 2) — 2yzD(z,y, 2))

2yz(C(z,y,2)B(x,y, z) — (932 + yQ)F(x, y,2) + 2xzD(x,y, 2))

+ o+

('1’2 + yQ)(C(I',y, Z)G(xvya Z) + QQZF(ZL‘, Y, Z) - QZEZE(I',y, Z))

2wz A(z,y,2) + yzB(z,y,2) + (° + y)G(z,y,2))C (2, y, 2)

KC.

Finalizando, assim, a prova da proposicao. O
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Observagao 5.2.1. No sistema (5.1) tomando os polinémios A= B =G =0, D(z,y,z) =
—(2® +y?)D(x,y, 2), E(x,y,2) = —xzE(x,y,2) e F(z,y,2) = yzE(x,y,z) obtemos um
sistema da forma

A —xE(m, y,z) + Qyﬁ(x,y, ),

y, = —yE(ZE,y,Z) —QID<$,y, 2)7 (53)

2 = 2zE(x,y, 2),
onde D e E sio polinomios arbitrarios em R[z,y, z]. No entanto, o sistema (5.1) com as
escolhas acima para D, E e F' é um sistema diferencial polinomial de grau maior do que
m, e quando restrito a cubica C continua com grau m. Além disso, o sistema (5.3) tem a

ciibica C como uma superficie algébrica invariante.
O teorema que segue é o principal resultado deste capitulo.

Teorema 5.2.1. Seja X um campo vetorial polinomial de grau m > 1 sobre C3. Suponha
que X tenha um nimero finito de meridianos e paralelos invariantes. Desta forma, sequem

as sequintes afirmacoes.

(a) O nimero de meridianos invariantes de X € no mdzimo 2(m — 1).
(b) O nimero de paralelos invariantes de X € no mdzimo m — 1.

(c) Ezistem campos vetoriais polinomiais de grau m > 1 sobre Cs tendo exatamente

2(m — 1) meridianos invariantes e m — 1 paralelos invariantes.

(d) Existem campos vetoriais polinomiais de grau m > 1 sobre Cs tendo exatamente k
paralelos invariantes que sao ciclos limites para cada k = 1,2,...,m — 1. FEstes

ciclos limites sao estdveis ou instdveis alternadamente.

Demonstracao.
(a) A prova deste item ¢é analoga as dos itens (a) de todos os casos do Teorema 3.2.1.

Desta forma, iremos omiti-la.

(b) Primeiramente, mostraremos que nao existe campo vetorial polinomial X de grau

m > 1 sobre C com m paralelos invariantes. Suponha que um campo vetorial polinomial
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X = (P,Q, R) de grau m > 1 sobre C tenha m paralelos invariantes. O campo vetorial

deve satisfazer XC = KC. Entao, temos que
202P(2,y,2) + 2y2Q(z,y, 2) + (2° + y*)R(z,y,2) = K(z,y,2)(2(2* +y*) = 1).  (5.4)

Provaremos por inducao que, para todo k£ € N, vale a seguinte afirmacao:
P(k): Se o grau de um campo vetorial polinomial X sobre C é k, entio K = 0.

Para k =1 é facil ver que K = 0. Logo, P(1) é verdadeiro.

Suponha que P(k) seja valido, isto é, se o grau do campo vetorial polinomial X sobre
C é k, entao K = 0. Mostraremos que P(k+ 1) é também verdadeiro, isto &, se o grau do
campo vetorial polinomial X sobre C é (k+ 1), entao K = 0.

Da equagao (5.4) e da hipotese de inducao, podemos assumir que os polinomios P, Q)
e R sao polindmios homogéneos de grau (k+ 1). Como o lado esquerdo da equagao (5.4)
é um polindomio homogéneo de grau (k + 3) e o cofator K tem grau no maximo k, isto
implica que K = 0. Portanto, P(k) é valido para todo k € N.

Agora a equagao (5.4) fica
2z (xP(x,y,2) +yQ(x,y,2)) + (z* + y*) R(z,y, z) = 0.

Como por hipdtese o campo vetorial tem um nimero finito de paralelos invariantes segue

que R nao pode ser identicamente nulo. Assim sendo, temos que
R(.T, Y, Z) = ZR(.T, Y, Z)a

onde R é um polinémio de grau no maximo m — 1. Assim, o campo vetorial polinomial

X nao pode ter m paralelos invariantes, provando o item (b).

As provas dos itens (c¢) e (d) serdo feitas usando a superficie cubica de revolugao C
dada no Teorema 5.1.1. E claro que os resultados obtidos podem ser aplicados & superficie

ctibica de revolucao Cs através do difeomorfismo 7, dado no Teorema 5.1.1.

(c) Para provar este item, exibiremos um campo vetorial polinomial de grau m sobre C

com 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 1 paralelos invariantes.
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Considere o campo vetorial polinomial X de grau m sobre C associado ao sistema
¢ = —xE(2) 4+ 2yD(z,y),
y = —yB(z) - 2zD(x,y),
2 =22E(z),

onde

1, se m=1,

D(z,y) =
H;’:ll(aix +byy), se m>1,

com a;,b; € R, a? +0? #0, (a;,b;) # (a;,b;), i #je

1, se m=1,
E(z) =

H?:ll(z—zi), zi #zj, 1 £ j, 2 >0, se m>1.

E facil ver que

5{x,y}(‘)(‘)(x7yvz) = .TQ(.T,y,Z) - yP(JI7y, Z) = -2 (3’2 +y2) D(Ivy)
—2(x* +y?), se m=1,

—2 (2 + ) 1175 (i + biy), se m > 1,

. 2z, se m =1,
Eny(X)(x,y,2) = R(z,y,2) = 22E(z) =
2z Hin;l(z —z), se m> 1.

Portanto, o campo vetorial X tem exatamente 2(m — 1) meridianos invariantes e m — 1

paralelos invariantes. E assim fica provado o item (c).

(d) Fixe 1 <k <m — 1 e considere o campo vetorial polinomial X de grau m sobre C
X(z,y,2) = (~2E(2) + 2y, —yE(2) — 22,22B(2)), (5.5)

onde
k

E(z):”zm_k_l H(Z—Zz), Zi#zja Z#]? zi > 0.

i=1

Portanto, fixado 1 < k < m—1, o campo vetorial (5.5) tem exatamente k paralelos invari-

antes dados por z = 2, i = 1,..., k. E facil ver que este campo vetorial ndo possui pontos
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de equilibrio sobre os paralelos invariantes. Entre dois paralelos invariantes consecutivos
o sinal de R é fixo e se alterna quando cruzamos um paralelo. Assim as orbitas periodicas
sobre os paralelos invariantes sao ciclos limites estaveis e instaveis alternadamente. Isto

prova o item (d), finalizando a prova do teorema. ]



Conclusoes

Neste trabalho estudamos campos vetoriais polinomiais de grau arbitrario em R3 tendo
como superficies algébricas invariantes as seguintes superficies: quadricas nao—degeneradas,
toro, e uma cubica. Em todos estes casos, caracterizamos todas as possiveis configuragoes
de meridianos e paralelos invariantes que esses campos vetoriais podem exibir. Além disso
analisamos quando os meridianos ou os paralelos invariantes fechados podem ser ciclos
limites. Nao encontramos na literatura um estudo de meridianos e/ou paralelos invari-
antes para campos vetoriais polinomiais em R3 que tenham uma cibica como superficie
algébrica invariante. Neste sentido o estudo realizado no Capitulo 5 ¢ original e originou

o preprint [3].
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