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Resumo

Supondo a existéncia de um comprimento minimo para as medidas de posi¢ao. Definimos
um novo operador de momento que leve em consideracao a existéncia de tal comprimento
minimo. Calculamos seu comutador com o operador posicao, obtendo uma algebra de-
formada de Heisenberg, porem nao a comumente utilizada na literatura, mas uma outra,
deformada pelo operador de translagao espacial. Contudo, o operador de evolucao espacial

nao é unico possibilitando o surgimento de novos modelos.

Palavras-chaves: Mécanica quantica com comprimento minimo, Algebra deformada de

Heisenberg.



Abstract

Assuming the existence of a minimum length to position measurements, it is defined a
new operator that take into account the existence of such a minimum length. Thus it is
calculated its commutator with the position operator, obtaining a deformed Heisenberg
algebra, though not the commonly used in literature, but another, deformed by the spa-
tial translation operator. However, the spatial evolution operator is not unique, making

possible the emergence of new models.

Keywords: Quantum mechanics with minimum length, Deformed Heisenberg algebra
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1 Introducao

No século 5 antes de Cristo, Democrito postulou que a matéria era constituida por entes
indivisiveis, os atomos. Atualmente, sabemos que a matéria é constituida por atomos,
porem estes quando observados mais de perto se subdividem em prétons e néutrons que
por sua vez se subdividem em quarks e glions. Mas serd que existe um limite além do
qual ndo poderemos mais experimentar! E se existir, seria este limite um principio fun-
damental, ou uma limitagao do préprio experimento?

Talvez a resposta desta pergunta esteja associada a propria estrutura do espago, a existéncia
de um “atomo* de espaco, um comprimento minimo para medidas de posicao. Atualmente
existem varios cenarios onde se aplicam o conceito de comprimento minimo, estes podem
ser vistos em [6], [7].

Classicamente quando medimos de maneira simultanea a posicao e a velocidade de um
sistema determinamos completamente o seu estado de movimento. Portanto, a descri¢ao
completa de um sistema fisico se da medindo em um determinado instante de tempo,
todas as suas coordenadas e velocidades, ou seja, determinando suas equagoes de movi-
mento [1].

Porem, quanticamente temos que uma medida exerce uma ”agao” sobre o sistema sub-
metido a medi¢ao, "acao“ esta que nao pode ser tomada o tao pequeno quanto se queira,
pois, quanto mais precisa for a medigao mais forte sera a ”acao” por ela exercida, portanto
somente em medidas com pouca precisao a “agao“ é baixa. [2].

Classicamente um sistema possui velocidade e posicao bem definidas, porem quantica-
mente ocorre algo distinto, por exemplo, quando o resultado de uma medida determinar
completamente a posicao de uma particula, a mesma nao podera dizer nada a respeito
de sua velocidade; porem se a medida determinar completamente a velocidade de uma
particula, a mesma nao dird nada a respeito de sua posi¢ao. [2].

Contudo, esta "imprecisao” na determinagao instantanea de posicao e velocidade forma
o alicerce da Mecanica Quantica .

Quanticamente um estado fisico é representado por um vetor de estado que é definido
num espaco de Hilbert, vamos chamar de kets |a) tais vetores, e como postulado, vamos

considerar que os vetores de estado contenham toda informacao a respeito do estado fisico
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do sistema, ou seja, ele é capaz de predizer qualquer questao a respeito do estado do sis-
tema fisico. Analogamente ao espacgo dos kets podemos construir um espaco vetorial dual,
que denotaremos por espaco dos bras, dados por vetores do tipo (a|, que a grosso modo
podem ser entendidos como uma especie de imagem espectral do espago dos kets [3].

Dizemos que observaveis, tais como posicao ou momento podem ser representados por

um operador do tipo A, que atua tanto sobre um bra quanto num ket

(alA = (ala
O ket |a) é autovetor do operador A com autovalor “a”, onde o conjunto de todos os
autovalores forma o que chamamos de espectro [3].
Formalmente temos que qualquer autovetor |a) pode ser expandido em termos de auto-
vetores de um conjunto de observaveis

)= [ " dala) alo) (1.1)

o0

pois, os autovetores |a) do observével A, correspondentes aos diferentes autovalores a, sao
todos ortogonais. Portanto, os autovetores de A podem ser usados como kets de base seme-
lhantemente como os vetores unitérios ortogonais sao utilizados no espago Euclideano. [3].
Atualmente o desenvolvimento tedrico abordado pela comunidade cientifica sobre a mecanica

quantica com comprimento minimo impoe uma relagao de comutagao do tipo
[2,p] =i (1+ Bp*) (1.2)

conforme pode ser visto em [4], [5],[6],[7]. Porem existem outras propostas para a mecanica
quantica com comprimento minimo.
Neste trabalho vamos apresentar uma nova porposta para tal mecanica quantica, guiados

principalmente pela referencia [4].



2 Mecanica Quantica com Comprimento
Minimo

Considere que exista um comprimento minimo para medidas de posicao, de modo que as
derivadas espaciais devem ser ligeiramente modificadas. Por defini¢do, a derivada de ¥(x)
em relacao a z vem dada por

U(x + Az) — ¥(z)
dx Az—0 Ax

(2.1)

porem estamos supondo que existe um comprimento minimo, ou seja, o valor de Az nao

pode ser arbitrariamente pequeno, mas tendendo a um valor finito, que denotaremos por

q
. U(r+Az)—¥(z) Y(x+q) —V(r)
lim =
Az—q Ax q

vamos definir um operador de momento modificado g, tal que

~

6=—i2, (2.2)

onde =, é o operador de diferencas minimas, dado por

. ~ VY(z+q) - V()

(2.3)

&, 9] = —i(2.5, — 2,.2)

aplicando a uma fungao de onda W(x) arbitréaria, temos
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portanto

[z, o|¥ (z) = iV (z + q) (2.4)

note que em (2.4) aparece o operador de translagao espacial

~

CU(z)=V(x+q) (2.5)
substituindo a equacao (2.5) em (2.4) vemos que
2, 9] = iC (2.6)

Note que a mecanica quantica é recuperada quando consideramos que medidas na posi¢ao

podem ser feitas arbitrariamente pequenas, pois neste regime temos

lim ¢ = 1 (2.7)
q—0
lim 9(g) = p (2.8)
e a equagao (2.6) fica dada por
[,p] =i (2.9)

conforme o esperado. Para uma melhor compreensao da equacao (2.6) devemos buscar
uma funcao que represente o operador de translacao espacial (. Suponha que temos um
estado bem localizado em torno de uma posicao x, considere agora um operador CA que
mude este estado para um outro estado bem localizado em torno de um outro ponto,
por exemplo = + dz, sem que isso modifique qualquer outra propriedade do sistema (que
nao a posigao). O operador que executa este trabalho é chamado operador de translagao
infinitesimal [3]

((dz)|z) = |z + dz) (2.10)

observe que |z) nio ¢ autovetor de ¢(dx).
Devemos impor que o operador de translagao é (dz) seja unitério, devido a conservagao
da probabilidade

CHda).((dx) = 1 (2.11)

também exigiremos que duas translagoes sucessivas sejam igual a uma unica translagao,

cujo valor seja a superposicao das ultimas duas

((dz).C(dy) = ((dz + dy) (2.12)
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esperamos também que uma translagao no sentido oposto seja 0 mesmo que o inverso da

translacao original

{(—dz) = {1 (dx) (2.13)
e € plausivel acreditarmos que, quando dr — 0 a translacao se reduza ao operador
identidade
lim (dz) =1 (2.14)
dz—0

e por fim gostariamos que a diferenca entre o operador QA" (dz) e o operador identidade 1
fosse de primeira ordem em dzx. Tomando como ansatz, o operador translacao é (dz) como

sendo

((dz, K) =1 —iK.dx (2.15)

onde K é um operador hermitiano, vemos facilmente que todas exigéncias acima sao
satisfeitas. Aceitando a equagao (2.15) para ¢ (dz, K ) ficamos em posicao de deduzir uma

relacao fundamental entre K e . notando que
((dx, K)i|z) = o(dx, K)|z) = 2|z + dz) (2.16)
#((dx, K)|z) = &|z + dz) = (z + dz)|z + dz) (2.17)
Subtraindo a equagao (2.16) da equagao (2.17), vemos que
2, C(d, K)]|z) = de|x + dz) ~ dz|z) (2.18)

onde o erro cometido na ultima aproximagao da equagao (2.18) é de segunda ordem em
dx . Como |z) pode ser qualquer ket de posi¢ao e considerando que eles formam uma

base completa no espago, podemos ver na equacao (2.18) que
2, C(dz, K)] = da (2.19)
substituindo a equagao (2.15) na equagao (2.19) vemos que
(2,1 —iK.da] = da
—ide(iK — ki) = dx
(2, K] =i (2.20)

onde o lado direito da equagao (2.20) deve ser entendido como ¢ multiplicado pelo operador

identidade 1. Entdo temos o operador de deslocamento infinitesimal dado por

C(dz,p) =1 —iK .dx (2.21)
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mas podemos pensar numa translacao finita, com um deslocamento ¢,

(g, K)|z) = |z +q) (2.22)

sendo formado por uma sucessdo de N deslocamentos de comprimento /N, com N ten-

dendo ao infinito
. 3N
(g, p) = lim {1 - iK.q} (2.23)
N—o0
ou seja,

C(g,p) = e (2.24)

que é o operador de translagao para um deslocamento finito de comprimento ¢ [3]. Vamos

buscar uma representacao para o operador K. Supondo que K=K (©)
K(9) =) m¢" (2.25)

portanto
2, " = mld, 0] (2.26)

mas, note que

considerando a equagao (2.6)

temos

[, ¢"] = iC(q, p)ng" " (2.27)

(2.28)

mas,
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ou seja R
2 OK(9)
1=
C(a)— 5
OK(p) 1
99 ((g,9)
Como ¢ na equagao acima ¢ finito temos o operador de translacao dado por CA (q,9) = e~iKq
que pode ser substituindo na equacao anterior,
i OK
ema_— = (2.29)
99
podemos integrar (2.29)
6= / e K9 K (2.30)
1 -
6= — (e—’K-q + O) (2.31)
fixando a constante em um (C' = 1). Resolvemos a equagao para K
K="'Im(1—ig) (2.32)
q
lembrando que o operador de translacao, vem dado por
C(q, p) = e
entao
{(q, ) = 1—igp (2.33)

podemos substituir a equagao (2.33) na relagdo de comutagao de & com ©, equagao (2.6),

[, 0] =i (1 —iqp) (2.34)

onde vemos que no limg — 0, a equagao (2.34) vem dada por

[%,p] =1

conforme previsto pela Mécanica Quantica.
Buscaremos agora uma representacao no espaco dos momentos ¢, apartir do resultado

(2.34)

[, 9] =i (1 —igp)

afim de descrever um sistema fisico.
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2.1 Representacao no espaco o

Vamos construir esta representacao baseados nos resultados da mecanica quantica con-

vencional, temos que

l2,p] = i (2.35)

onde Z pode ser escrito como

& =iy, (2.36)

e V/p ¢ o gradiente em relacao ao momento. Substituindo (2.36) em (2.35) obtemos

[Vp,0) =1 (2.37)

vamos forcar que exista a mesma relacao para o novo momento ¢. Note que se tomarmos

Z como sendo
& =g, 0)V, (2.38)

entao

2, 9] = iC(q, 9) [V 9] (2.39)

porem [T, Q] = ig:(q, ©), portanto
(Ve 9] =1 (2.40)

conforme o esperado. Assim, podemos escrever
2(W|p) = (g, 9) Vo (]p) (2.41)

e por defini¢ao
P(¥]p) = p(¥|p) (2.42)

Contudo queremos manter Z hermitiano, ou seja
(W]z]®) = (@[2[¥)” (2.43)

para isso, vamos supor que o valor de ¢ é muito pequeno de modo que exista o elemento

infinitesimal dg, tal que

- / " dplo) (0l F () (2.44)

[e.e]
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e buscar um F(p) que satisfaga (2.43), temos

*

lafey = @laie) = { [~ aotelo)olFeil) | 285
mas & = ié(q, ©)V e, entao

lafe) = { [~ aoroica el ol v, 19}
integrando por partes,

(@33 = { [ dovFoi p><<1>|p><p|\v>]} —{z' | dotol) v, K@l o) m]}

o0 oo

(2.46)
podemos supor que as func¢oes de onda vao a zero quando @ vai a mais ou menos infinito,
portanto

(Q|2]¥)" = — {Z/ dp(p| ) 7, [(@]0) F(0)C(g, p)]} (2.47)
@) =i [ do(¥lo) v llpl®) F(o)Cla. o) (2.48)
mas note que
(V]2]®) = (V|21|®) = /_ dp(¥[p)(p|F(p)2|P) (2.49)
(W]z]®) = @/_ (W) F(9){ (4, 9) Vo [(0]®)] (2.50)

portanto, igualando (2.50) com (2.48), ou seja
& =af

obtemos
F(p){(g,9) Vo [(0]®)] = Vol(p|®) F(9)*¢ (g, )] (2.51)

portanto, utilizando a regra da cadeia e unindo os termos semenhantes

{F(p)C(a.9) — F(p)*(q, 0)*} Vo (9|®) = (p|®) v, {F(p)*¢(q, 0)*} (2.52)

mas, note que

F(p) = ((q,9)" (2.53)

Flp) = {C(g,0)} " (2.54)

satisfazem a equagao (2.52), portanto

1= [ alolre) = [ d@gg (2.55)




2.2 Fungao de Onda no Espaco p 15

que implica em

S = (il = [ dore 122l
(@'l0) = (¢'/1]a) /_mdmmé_(q’pﬂ ) (2.56)
que so6 é verdade se
(0'p) = (g, p)d(p — ¢) (2.57)

que é a condigao de ortogonalidade para a base |p), analogo ao encontrado em [4].

Com estes resuldaos é possivel escrever uma funcao de onda na representacao .

2.2 Funcao de Onda no Espaco @

Para escrevermos a funcao de onda no espaco o devemos lembrar que
P(0lP) = p(pl¥) (2.58)

E(p|¥) =i (1 —igp) Ve (pl¥) (2.59)

podemos resolver a equagao (2.59) para um determinado autovalor A, ou seja

(W)X (| V) =i (1 —ig) Ve (0|¥)A (2.60)

separando as variaveis e integrando, temos

N[ o [dlplv),
/ 10— i) / (O]T)s (2:61)

cA .
In{p|¥), = ?ln (1 —1igp) (2.62)

tomando exponencial em ambos os lados

-2
(P|¥)r = (1 —igp) « (2.63)
mas
K = ln(1 - igp) (2.64)
q
ou seja
(1—igp) =e™ (2.65)

voltando relac¢ao (2.65) na equagao (2.63), obtemos

(p|T)y = e PEE) (2.66)
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onde ¢ é uma constante a se determinar, podemos obte-la normalizando a equacao (2.66),

considere

) = (019 = [ ool 2,

mas
((g, p) = e 9K @)

entao, lembrado que f(q, ©) = (1 —iqp), temos

(1 —igp) = e 1"

tomando o diferencial de (2.69)

podemos substituir (2.66), (2.68) e (2.70) na equagao (2.67), obtendo

W) = e [ are o

portanto
MUY = 27| PN — )
1
(2m)?

/|_

e

enfim, a fungao de onda fica dada por
1 )
(P U)y = ——e K

que pode ser escrita em funcao de p como

1 An(1—i
U, — o qln(1=iag)
(p[W)A (27)

NI

note que no limite para ¢ indo a zero, temos

lim (p|T)r = (p|¥)s = —e™™
q—r00

27)

N

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

ou seja, recuperamos a mecanica quantica habitual. Podemos desenvolver uma teoria

quantica a partir destes resultados, porem a sociedade cientifica trabalha com outra

hipotese a respeito da mecanica quantica com comprimento minimo, conforme pode ser

visto em [4], [5], [6], [7], [8], [9]. Portanto, vamos tentar buscar uma conexao entre a teoria

até aqui apresentada e a teoria abordada por tais referéncias.
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3 Conexao com Outras Teorias

3.1 A Hermiticidade de K

Por construgao esperamos que K seja hermitiano (K =K ). Entao considere o operador

de translacao espacial dado por

~

C(q,9) =1—1iqp

note que podemos escreve-lo na forma polar

C(a, 9) = [[[l.e7tmretanaw (3.1)

tomando o logaritmo natural na equacao (3.1), temos

In¢(q, ) = ]| — i axctan g (3.2
mas por defini¢ao ||¢|| = 1, portanto
In((q, ) = —iarctan gp (3.3)
lembrando que . .
K=l —ig9) = - n¢(a,9) (3.4)

substituindo a equacao (3.3) em (3.4), obtemos

~

1
K = —arctan qp (3.5)
q

que é real portanto hermitiano. Vamos lembrar agora uma relacao que foi deduzida

anteriormente .
&, K ()] = il (g, §) agg) (3.6)
mas
(&, K] =i (3.7)
comparando (3.6) com (3.7) A
or@) _ 1 (3.8)
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mas

|
K = —arctan qp
q

entao, voltando na equagao (3.8), temos

10 1
arctan gp = = (3.9)

q 09 (g, 9)

contudo, a derivada do arco tangente vem dada por

- q
20 arctan qp = TqQ@Z
portanto, retornando em (3.9) temos
(0, 0) = 1+¢%" (3.10)

substituindo a equagao (3.10) na relacao de comutacao de z com g,

[, 9] = i(1+ ¢*9") (3.11)

onde vemos que no limg — 0, a equagao (3.11) fica dada por

[xap] =1

ou seja, recuperamos a Mécanica Quantica. E a relagao (3.11) é exatamente a abordada
pelas referencias [4], [5], [6], [7], [8].

E importante que exista consisténcia entre nossas hipétese de comprimento minimo e
os resultados obtidos ate entao, portanto buscar qual é o comprimento minimo por traz
da equacao (3.11) e ver se este é compativel com nosso comprimento g. Mas antes é

importante compreender o principio de incerteza.

3.2 O Principio da Incerteza

Sejam dois observaveis quaisquer AeB , entao para um estado arbitrério |¥) a desigual-

dade abaixo é valida

~ ~

(AAP).((AB)) = SI([A, B)P (3.12)

DO | —

onde (U|A|¥) = (A)
Para demonstramos a relac¢ao de incerteza (3.12) primeiramente devemos definir o opera-

dor desvio A como sendo

~

AO =0 - (O) (3.13)
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onde O ¢é um operador, cujo valor esperado é tomado sobre um determinado estado fisico

|W) arbitrario. Conside os seguintes lemas

Lema 1: A desigualdade de Schwarz (a|a).(b|b) > |{a|b)|?
Lema 2: O valor esperado de um operador hermitiano é real puro

Lema 3: O valor esperado de um operador anti hermitiano é imaginéario puro
De posse destes lemas juntamente com o operador de desvio, é possiel mostrar a relacao
de incerteza (3.12). Considere dois kets quaisquer |a) e |b), que podem ser expressos como
@) = AAIW)
b) = AB|W)
onde |¥) é um estado arbitrario. Entao pelo lema 1

(ala).(olo) = ((AA?).((AB)?)

v

(AA.AB)J?
(AA?Y.((AB)?) > [(AAAB)P (3.14)

agora, note que
X A 1 " . 1 A A

AA.AB = §[AA’ AB] + §{AA, AB}
porem o comutador é anti-hermitiano enquanto o anti-comutador é hermitiano, portanto
pelo lema 2 e lema 3 seus valores esperados sao

~ A 1 ~ A 1 ~ A

(AA.AB) = 5([AA, AB]) + §<{AA, ABY)

respectivamente, imaginario puro ([AA, AB]) e real puro ({AA, AB}), portanto retor-

nando para equacao (3.14), notando que [Afl, AE] = [fl, B], temos

~ ~

(AA)%).((AB)?) >

N

(14, B + (A4, ABYY?

Contudo, podemos omitir o segundo termo ({A/l, AB 1), que s6 deixa a desigualdade mais

forte.

(AAP).(AB) > 1A, B

Assim como queriamos demonstrar [3]. A partir da equagao (3.12) podemos buscar uma

incerteza minima para medidas de posigao conforme [4].
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3.3 Relacao de incerteza e o Comprimento Minimo

Lembrando que a relacao de incerteza vem dada por

([, o)) (3.15)

(AR} (AG) > 100+ 6)
(A)A(B9) > 5 (1+ (%) (3.16)
que pode ser resolvida para ((Ag)), lembrado que
((9)%) = ((A9)*) + ((9))? (3.17)
retornando (3.17) em (3.16) e unindo os termos semelhantes, temos
0> L(1a67) — (AD)A(A6) + 501+ e (3.18)
podemos igualar a zero a equagao (3.18) afim de obter uma solugao para ((Ag))
waon =S S laap -4 (T) 304 e0n] 6w
S (@a) a1, )
O (3.20)
onde a incerteza minima para posicao se da quando
<(Aqf)> . q_12 . <@>2 -0 (321)
<(Aqf§)> — q_12 + (@)2 (3_22)
(A2))* = ¢* (1 + ¢*(p)?) (3.23)
e a incerteza minima na posigao é quando (p) = 0, portanto
((AZ)) =¢q (3.24)

analogo ao encontrado na referencia [4], conforme o esperado. Note que tomado lim g — 0

na equagao (3.18), obtemos

N | —

((Az)).((Ap)) =
conforme a Mécnica Quantica prevée. A forma
[, 0] = i(1+¢°p°) (3.25)

¢ amplamente estudada na comunidade cientifica conforme pode ser visto em [4],[6],7],[8].[9].

Agora buscaremos conforme [5] uma formulagao através da integral de caminho.
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4 A Integral de Caminho

4.1 O Propagador com Comprimento Minimo

Antes de construir o propagador, vamos obter uma representacao para (z|p), supondo

(x|p) = Ne~/o2F®) (4.1)
¢ lembrando que
#alp) = il(q, ) V (o) (4.2)
note
Volelp) = Ve {Ne )} (4.3)
Velzlp) = —iz(z[p){F(p) + ¢ Ve Fp)} (4.4)

voltando o resultado (4.4) na equacao (4.2) e unindo os termos semelhantementes, temos

1= {(q. 9){F(p) + 9 Ve Fp)} (4.5)
1={(g,9) Vp {0F ()} (4.6)
VeloF(p)} = (1 —igp) ™" (4.7)

integrando a equagao (4.7), obtemos

oF(p) = [ dp(1-ig0)” (148)
F(o) = (1~ igp) (49)
F(p) = % (4.10)
portanto
(z|p) = Ne K (4.11)

agora vamos normalizar a equagao (4.11), considere

@m»:@ﬁuvzjfdMﬂg§%m» (4.12)

mas, lembrando que

((g,p) = e K (4.13)
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entao

(1 —igp) = e~ (4.14)

tomando o diferencial

dp = e K@K (4.15)

voltando os resultados (4.14) e (4.15) na equagao (4.12), obtemos

(o]} = N2 / dF ek (4.16)

portanto
(w|z') = 27| N|*0(x — ) (4.17)

1
[N| = 2! (4.18)
enfim
1 —iT

(z]p) = e h (4.19)

que pode ser escrita em funcao de p, como

1

_ Tin(1—iqp)
xrlp) = edq 4.20
note que no limite para ¢ indo a zero, temos
lim (x|p) = (x|p) = e T 4.21
P (z|p) = (z[p) (2%)% ( )

ol seja, recuperamos a mecanica quantica.

Agora estamos em condigoes de obter o propagador, considere a seguinte operacgao

A= (pr] () I (4.22)

onde H é a Hamiltoniana do sistema, dada por

2

H=24v (4.23)

2m

perceba que podemos escrever

A= (os] () o) (1.2)

lembrando que

- [ el
i= /_OO dpé(% ) (4.25)

1= /_OO dx|z) (x| (4.26)

[e.9]
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podemos completar a equagao (4.24) com N — 1 relagoes (4.25), ou seja
/Oo N-1 do N
k H< —ieH
orle™ " 1) (4.27)
00 L4 C q, @k k=1
onde pg = @;, pn = @5 e T = Ne.
Completando agora N vezes a equagao (4.27) com (4.26), temos
0o N 1 do
—00 k 1 q> pk —oo 1.
considere agora apenas a expressao
(orler) (@rlpr—1)e ™
lembrando que
L i)
x = —¢4 ’
o) = o
temos
ca 1 * *
(prlan) (wrlpr-r)e ™ = —e —ieH o S (HnC(aon)t cindla.on-)") (4.29)
(2m)
tomando o limite de € tendendo a zero na equagao (4.29), obtemos
. 1 exy,
(prlzr) (zrlpr-r)e ™ = 2n° —ieH =g giind(an) (4.30)
mas
0 1 0 1 0 Pk
= nC(q, o8) = 77— =C(q, 9 —— —iqp —iq 4.31
ot (@.00) (g, o) Ot (@.64) = C(q. ox) Ot S ) = (g ox) (431)
retornando os resuldaos (4.30) e (4.31) na equagao (4.28), temos que
A= / DprH (e ertH) (4.32)
onde
N
Dz = H day, (4.33)
~1
= (4.34)
IH N ! g q, pk)
mas note que podemos escrever
= / DpDer Ve (e H) (4.35)

e tomando os limites de € muito pequeno e N muito grande, obtemos

Nde = dT

(4.36)
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assim, escrevemos a equagao (4.35) na forma

Ok

A= / DpDre~ 0 zatn i) (4.37)

que é o propagador de Feynman para mecanica quantica com comprimento minimo, lem-
brando que

A= / DpDzen Sos] (4.38)

portanto a acao fica dada por

S[m,p]:/OTdt( L xk+H) (4.39)

mas
T
Slx, o] = / dtL (4.40)
0
portanto temos
Pk
L= rr+ H 4.41

que é a equagao de Lagrange, analoga a encontrado em [5] onde

2

=% v
2m

Portanto vemos que existe uma certa compatibilidade entre as dlgebras deformadas, mui-
tos outros resultados podem ser obtidos no contexto de mecanica quantica com compri-
mento minimo dentre eles é importante ressaltar o oscilador harmonico, que pode ser
visto em [4], [5], [11], uma aplicagdo ao potencial de Poschl-Teller [12], a relagao entre

comprimento minimo e méxima velocidade [13], gravidade quantica [7], [9], entre outras.
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5 Consideracoes Finais

Supondo a existéncia de um comprimento minimo para as medidas de posicao, definimos
um novo operador de momento ©, que leve em consideracao tal comprimento, e calculamos
seu comutador com o operador posicao &, obtendo uma algebra deformada pelo operador

de translacao espacial.
2, 9] = i¢ (5.1)
porem, o desenvolvimento tedrico atualmente abordado pela comunidade cientifica sobre

a mecanica quantica com comprimento minimo impoe uma mudanca do tipo

[2,p] =i (1+ Bp*) (5.2)

conforme pode ser visto em [4], [5], mas note que a forma do operador de translacdo em
(5.1) nado é tnica, portanto outras algebras deformadas podem ser obtidas a partir de
(5.1) inclusive (5.2).

A introducao de um comprimento minimo em sistemas quanticos da origem a importantes
consequencias que ainda estao sendo exploradas. Dentre eles é importante resaltar que o
comprimento minimo ganha cada vez mais espago no contexto da gravidade quantica [7],
9] e teoria de cordas [8].

Contudo, este trabalho teve como principal objetivo apresentar uma forma original de se

obter a mecanica quantica com comprimento minimo.



[10]

[11]

[12]

[13]
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