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Resumo

Neste trabalho é apresentado um método de Integrais Abelianas para uma classe de
sistemas de equacoes diferenciais em R” com n > 2, ou seja, podemos estudar a existéncia
de ciclos limites através dos zeros simples de uma aplicacdo num aberto de R*~!. Com
esta metodologia, sao tratados alguns sistemas de dimensao 3 e 4 e as condi¢oes que seus
parametros devem satisfazer para possuir ciclos limites.

Palavras—chave: Ciclos limites, persisténcia de 6rbitas periddicas, integral abeliana.
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Abstract

In this work we study a method related to Abelian integrals for a class of differential
equation systems in R” com n > 2, so that it can be studied the existence of limit cycles
through the simple zeros of a mapping defined in an open set of R"~!. By means of this
tool, some systems of dimension 3 and 4 are analysed and we give conditions on their
parameters in order to get limit cycles for them.

Keywords: Limit cycles, Orbit persistence, Abelian integral.
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Capitulo 1

Introducao

No final da década de 1920, van der Pol, Liénard e Andronov, estudando oscilacées
nao lineares de fenémenos elétricos, analisaram certas equacoes diferenciais ordinarias de
segunda ordem verificando a ocorréncia de 6rbitas periddicas isoladas, chamadas de ciclos
limites. Como por exemplo modelos dados pela equagao diferencial &+ x = €f (x, —dotx)
ou, equivalentemente, o sistema planar de equagoes diferenciais

T =y,

j=—-z+ef(z,y),
sendo € um parametro real suficientemente pequeno e f uma func¢do polinomial (ou, em
geral, analitica real). Desde entdo mateméticos e fisicos estudam extensivamente a nao
existéncia, a existéncia, a localizacao e a unicidade, entre outras propriedades, como a
estabilidade de ciclos limites.

Um importante conceito, introduzido inicialmente por Poincaré e depois por Pon-
tryagin, utilizado nesses estudos é o da integral abeliana, que permite uma andlise mais
detalhada dos ciclos limites e de suas propriedades dinamicas. Precisamente, pode-se

mostrar a existéncia de uma funcao integral F : ¥ C R — R dada por

2m
F(&) :/0 f(&cosu, —Esenu)senu du

com & > 0 tal que, se & > 0 é um zero simples da fungao F, isto é, F' (§y) = 0e F' (&) # 0,
entdo existe um ciclo limite no retrato de fase de 2" +x = ef (x, 2’) préximo a um circulo

centrado na origem e de raio &y, para € > 0 suficientemente pequeno.



Paralelamente, essas ideias foram apresentadas por Hilbert em sua lista de problemas
para nortear os matematicos do século X X. Em suas palavras no Congresso Internacional

de Mateméticos de Paris:

“ Quem de no6s nao gostaria de descobrir aquilo que o futuro nos oculta, e
lancar um olhar sobre os iminentes progressos de nossa ciéncia e os segredos
de seus desenvolvimentos durante o proximo século? Quais serao as metas
especiais sobre as quais o comando do intelecto matemético das proximas
geracoes ird esforcar-se para alcancar? Quais novos métodos e novos fatos
serao descobertos no novo século, sobre os quais repousam amplos e ricos

campos do pensamento matematico? 7 David Hilbert, 1900.

Um dos problemas, a sbaer, o 16° problema levanta as seguintes questoes sobre o

sistema

Qual é o nimero méaximo de ciclos limites do sistema diferencial (1.1)) para todos os

(1.1)

possiveis polinomios reais P, e (), de grau menor ou igual a n? E o que dizer das posicoes
relativas dos ciclos limites de (L.1]), veja [13].

Tal problema é extremamente dificil e ainda nao resolvido. Para reduzir a dificul-
dade, os sistemas polinomiais gerais sao restritos aos seguintes sistemas Hamiltonianos
perturbados,

&= —Hy(z,y) + ef(z,y) (1.2)
y = Hy(z,y) +eg(x,y).

onde f(x,y) e g(z,y) sdo polindmios de grau n > 2, € > 0 suficientemente pequeno,
H(z,y) é um polinémio de grau n + 1 que possui pelo menos uma familia de orbitas
fechadas denotada por I';, para o sistema nao perturbado 520, parametrizada por
{(z,y) | H(z,y) = h,h € J}, onde J é um intervalo aberto.

As perturbagoes destroem a integrabilidade e a maioria das oOrbitas periddicas de

(1.2)c=o se tornam espirais. Apenas um ntmero finito de érbitas fechadas isoladas com

pequenas deformagoes persistem como ciclos limite de (1.2). A ideia principal para estudar
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Figura 1.1: Orbitas no retrato de fase da equacdo de Van der Pol.

os “ciclos limite persistentes” é investigar os zeros da aplicacao de retorno de Poincaré
no anel periodico {I'y}, formado por orbitas periddicas do sistema ((1.2])c—g. Quando o
parametro de perturbacgao e esta proximo de zero, a aplicacao de retorno de Poincaré é

aproximada pela seguinte integral abeliana,

I(h) = —jg g(x,y)dx — f(x,y)dy, heJ (1.3)

Os zeros de I(h) correspondem ao ntimero de ciclos limite persistentes do sistema
(1.2). Estudar o nimero maximo de zeros de I(h) é chamado de problema fraco do 16°
problema de Hilbert e foi proposto por Arnold. De fato, a maioria dos resultados sobre o
16° problema de Hilbert foram obtidos a partir do estudo do sistema (1.2)), veja [13].

Os dois principais objetivos desse trabalho sao:

e generalizar esses conceitos para sistemas de equacoes diferenciais em R™ com n > 2,
ou seja, essencialmente generalizar a integral abeliana (1.3]) para uma classe impor-

tante de dinamicas;

e aplicar em certos modelos de equacoes diferenciais em R? e R* j4 consagrados na
literatura recente da area que foram estudados utilizando outra teoria, a saber o

método do averaging.



Os sistemas em R? que usaremos para exemplificar a teoria sao:

Nosé-Hoover, [4] | Langford-Hopf, [14] Rossler, [3]
T =—-y—axz, T =—wy —br+xz, T=—y— 2z,
Y=z, y=wzr—by+yz, Y=z + ay,
Z=0b(x*-1). Z=A+az—B@*+y?) —az’ | Z=br —cz+ x2.

Os sistemas em R?* sdo:

Lorenz-Haken, [10] Sistema hipercadtico, [2]

T =a(y —x), T =ay — ar + ew,
y=—cy—dz+ (e—w)z, | y=br — frz+ guw,
Z=dy — cz, Z = —cz+ hxy,

w = —bw + zy. w = —dy.

Para cada um dos sistemas anteriores como provar a existéncia de o6rbitas peridédicas
ou ciclos limites? E qual a sua localizacao no retrato de fase? Por exemplo, a simulacao

de uma orbita periddica no sistema de Nosé-Hoover para a, b pequenos, veja [4], é dada

na Figura (1.2)).

Figura 1.2: Orbita no retrato de fase do sistema de Nosé-Hoover para a, b pequenos.

A teoria do Averaging é uma das mais importante ferramentas para obter a existéncia

de ciclos limites para um dado sistema nao-autéonomo em uma especifica forma canodnica



para uma dada ordem. Na grande maioria dos sistemas, por exemplos nos citados na
tabela anterior, esse método foi adaptado para o caso auténomo, usualmente utilizando
coordenadas cilindricas e tomando a varidvel angular como a variavel independente, veja
por exemplo [4] ou [9]. Nesse ponto vale ressaltar que a teoria a ser desenvolvida nao
faz mencao a sistemas nao-autonomos, portanto mais simples para aplicagoes praticas em
sistemas fisicos, eletronicos, bioldgicos e ambientais.

Outro ponto fundamental é que a estratégia adotada por varios autores é de procurar
por bifurcacao do tipo zero-Hopf nos pontos singulares de tais sistemas, isto é, por pontos
de equilibrio nao hiperbodlicos com autovalores do sistema linearizado dados por +¢ e todos
os outros iguais a 0. O entendimento das 6rbitas que bifurcam de tal equilibrio esta longe
de ser entendido completamente mas em certos casos levam a forma candnica do método
do averaging.

Em suma, motivados pela discussao anterior, estudaremos sistemas dinamicos na

forma:

Ty = —x9 + €g1 (21, ..oy Tp),
xh =11 + €ga(T1, ..., Tp),

rh = €gs(z1, ..., xp), ; (1.4)

\ x = €egn(T1, ..., Tp).

onde g; : R" - R, 1 =1,2,....n.

Note que para € = 0 o sistema [1.4] é integravel, pois é linear, e esta dado pela matriz

0 -1 0 0
1 0 0 0
A=10 0 0 0
0 0 0 0

com autovalores +i e 0.



Nesse caso temos o seguinte teorema sobre a existéncia da integral abeliana:

Teorema. Considere a aplicacio F : ¥, C R*"™1 — R onde ¥. é um conjunto aberto,

dada por

fo% (91(&1cos s, &1sen s, ..., En_1)cos s + ga(&rcos s,&sen s, ..., &n—1)sen s) ds
F(S) . f()zﬂ- g3<§1008 S?&lsen S, "‘7€n—1) ds

fOQW gn(&1cos s,&18en s, ..., &) ds

bara 5 = (517527 "'757171) € Ec C Rn—l.
Suponha & = (o1, o2y - Eon1,) € Be C R um zero simples de F, isto ¢,

F(&) =0 e det(DF(&)) #0,

entiao o sistema (L.4).~o possui um ciclo limite persistente do sistema nao perturbado
(1.4) =0, para € suficientemente pequeno. Além disso, a drbita periddica de (1.4)e~o € da
forma

X(t,e) = (& cost, Eosent, oo, -+ Eon—1) + Ox (. €)

onde & = (&01,&02, - - - &on—1), para € > 0 suficientemente pequeno. Desse modo,

X(t,e) = (&o1 cost, Eprsent, &g, -+, Eon—1)

quando € — 0.

A dissertacao estd escrita na seguinte forma: No capitulo 2] apresentamos a teoria so-
bre ciclos limites em sistemas hamiltonianos planares perturbados (Teorema de Poincaré-
Pontryagin-Andronov), bem como sua aplicacao na classica equagao de Van der Pol.

O capitulo [3] trata sobre a teoria da persisténcia de 6rbitas periédicas em R™ em alguns
modelos da forma , junto com algumas definicoes e fatos necessarios para sua apli-
cagao nos modelos estudados.

Para terminar, nos capitulos 4] e o[ sao apresentados os sistemas de Nosé-Hoover, Rossler,
Langford entre outros e exibem-se as condigoes sobre seus parametros para garantir a

existéncia de ciclos limites por meio do método desenvolvido no capitulo



Capitulo 2

Persisténcia de orbitas periodicas em R?

O objetivo deste capitulo é apresentar uma teoria de persisténcia de 6rbitas periddicas
por perturbacoes em sistemas planares hamiltonianos que servira de motivacao para nosso

estudo de existéncia de 6rbitas periddicas em R".

2.1 Teorema de Poincaré-Pontryagin-Andronov

Considere Xy = (—H,, H,) campo Hamiltoniano associado a uma funcao Hamiltoni-
ana H = H(z,y) de classe C*, onde (z,y) € R

Considere o sistema planar de equacoes diferenciais

r = —H
Y (2.1)
Yy = Hxv
e o sistema perturbado
T = —Hy+ef(x,y) (2.2)

y = Hm + eg(x,y),

onde f, g sao funcoes de classe C'™ e € > 0 um parametro pequeno. Suponha que exista
um anel folheado de curvas fechadas (dito anel periddico) dxo sistema (2.1)), v, € H~*(h),
dependendo continuamente do parametro i € (a,b) com a < b. Veja a Figura[2.1]

7



Figura 2.1: (a) H(z,y) = —% —i—x—i—%.

Como mencionado na introducao, uma pergunta natural é quantas oérbitas periodicas
de persistem para ¢ > 0 suficientemente pequeno em (2.2)? Qual a localizacao das
orbitas periodicas que persistem por pequenas perturbacgoes? Para tentar responder essas
perguntas precisamos definir e estudar a aplicacao de retorno de Poincaré associada a
para € > 0 suficientemente pequeno.

Considere a aplicacao

P:¥x(0,6) — X
(h,€) —>  P(h,e),

onde € > 0 e X 0 segmento transversal a cada curva fechada 7, do anel peridédico do

sistema (2.1]), como ilustrado na Figura

Por simplicidade, parametrizaremos ¥ pelos valores da funcao H denotados por h.



Figura 2.2: Curva de nivel h = H(z,vy).

Seja v(h,€) a orbita do sistema (2.2)) comecando em h € ¥ e finalizando em P(h,€) € ¥,

veja a seguinte ['igura [2.3

Figura 2.3: Orbita v(h, ).

Note que P(h,€) esta bem definida pela dependéncia continua das equagoes diferen-
ciais com respeito aos parametros. De fato, v(h, €) estd proxima de v, C H~1(h) 6rbita
periddica do sistema nao perturbado. Considere a funcao, dita funcao separacao, definida

por

d(h,e) = P(h,€) — h.

Claramente, d(h,0) = P(h,0) — h = h — h = 0 no anel periodico.
Nessas condigoes podemos enunciar o seguinte teorema conhecido como Teorema de

Poincaré-Pontryagin-Andronov:
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v(h,€)

Figura 2.4: Funcao separagao.
Teorema de Poincaré-Pontryagin-Andronov. Nas hipdteses anteriores, temos que
d(h,€) = €(I(h) + €¢(h, €))

para € pequeno, onde ¢(h,€) é de classe C™ uniformemente limitada numa vizinhanca

compacta de (h,0) com h € (a,b), e

1(h) Ij{ flz,y)dy — gz, y)dx.
Th
A funcao I € chamada Integral Abeliana.

Demonstragao. Por consequéncia de nossa parametrizagdo de X temos que d(h,€) é a

diferenca dos valores de H nos extremos de y(h, €), logo

d(h,e) — / dH
Y (he)

= (Hya + Hyy)dt
Y (he€)

— / (Ho(—Hy, + €f) + Hy(H, + €g))dt
v(hs€)

_ e/ (fH, + gH,)dt.
v(h,€)

>

Expandindo d(h, €) em série de Taylor em torno de € = 0 temos
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od 0%d
d(h,€) = d(h — — 2y
(h,e) (h,0) + 5 e:OE+ 9e2 6206 +
Note que
od
dh0)y=0 ¢ 2 :/ (FH, + gH,)dt.
O¢ley  Jyn0)
De fato,

o / (i + gir)dt

h
= }Zfdy—gdx.
v

Definicao 2.1. Dizemos que I'c é um ciclo limite do campo Xp. dado em que
bifurca de vy, se existir h* € (a,b) e € > 0 tal que T'c € ciclo limite de para todo

0 < le| < € eT. tende para v+ quando € — 0.

Teorema 2.1. Ainda nas hipdteses anteriores, suponha que I = I(h) néao seja a funcgdo
identicamente nula em (a,b). Se existir h* € (a,b) tal que I(h*) =0 e I'(h*) # 0, entdo
Xu., campo vetorial dado em 7 possui um unico ciclo limite T'. bifurcando de ~p-.
Portanto, os zeros isolados (ou zeros simples) de I(h) correspondem a drbitas periddicas

1soladas no sistema perturbado, ou seja ciclos limites.

Demonstracio. Considere d(h, ) = I(h) + ep(h,€). Temos que d(h*,0) = I(h*) = 0 e
0

%CZ = I'(h*) # 0. Aplicando o Teorema da Fungao Implicita temos uma vizinhanga
(h*,0)
de (h*,0), U* = {(h,€) : |[h — h*| < n* e |¢] < €'} e uma tnica fun¢do h = h(e) em U* tal
que
1. h(0) =h*e

2. d(h*(e),e) =0,V e € (—€*, €").

Portanto, d(h(e),€) = 0 que é a fungao separagao para todo € < €*.
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2.2 Equacao de Van der Pol

A seguir, faremos um exemplo classico da persistécia de 6rbitas periddicas da equagao

de Van der Pol.

Consideremos a equacao de Van der Pol

r=y (2.3)
y=—x+¢e(l—2%)y.

Note que para € = 0, o sistema (2.3) ¢ Hamiltoniano cuja familia continua de curvas

fechadas é

={(z,y) eR*: H(z,y) =2 +y* =h,h >0} .

De fato, temos um centro linear. Usando coordenadas polares © = hcosl e y = hsenf, e

observando que a orientacao de 7, estd no sentido anti-horario, temos:

==

ey \gﬂrfy
s / N
it SRR

P /
=

NS

-4 -2 0 2 4

Figura 2.5: Orbita no retrato de fase da equacio de Van der Pol para e = 0.2.
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I(h) = ]{ (1 — 2*)ydx
= /%(1 — h%cos*0)(hsenf)(—hsenfdf)

27
= —/ (1 — h*cos*0)(h*sen?0)dd
0

h2
=7th?*(— —1).
(%)
Note que I(h) = 0 se, e somente se,

2

h
h=20 ——1=0.
ou 1
O valor h* = 0 corresponde a singularidade do sistema e h* = 2 é o tinico zero positivo
de I(h).

Por outro lado, vemos que

h2
],(h) = 27Th (? — 1> s
implica

2

I'(2) =4rn (%—1) = 4m # 0.

Pelo Teorema concluimos que, para e suficientemente pequeno, o sistema (2.3
possui um unico ciclo limite que tende ao circulo de raio v/2 quando € — 0, veja Figura
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Capitulo 3

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo é apresentado o principal resultado que envolve o método das integrais
abelianas para o estudo de orbitas periodicas que persistem em determinadas equacgoes

diferenciais em R™ além de alguns conceitos, tomados de [5] e

3.1 Teoria da Persisténcia de Orbitas Peridédicas em R”

Considere uma familia a um parametro de equacoes diferenciais em R™ da forma

Ty = —x9 + €g1(T1, .oy Tp),
xh =21 + €go(T1, ..., Tp),

xé’; = 693(1'1,...733”), (31)

x = egn(T1, ...y ),

com € > 0 um parametro e g; : R* — R funcoes de classe C", com r > 1 ou r = o0,
parai=1,...,n.

O sistema (3.1]) pode ser escrito da seguinte forma

¥ = F(z,e) = Az + €G(x), (3.2)

15
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com z = (x1,...,2,) ER" €>0,
0 -1 0 0
1 0 0 0
A=10 0 0 0
0 0 O 0

e G € C"(R",R"), r > 1 ou r = oo, um campo vetorial dado por

G:R* — R"
r — G(z) = (1(x), ..., gn(x)).
A solugao do problema de valor inicial (3.3)) associado ao sistema (i3.2))

)
Ty = —x9 + €g1 (21, ..., Tp),

xh =1 + €ga(T1, ..., Tp),

zh = €g3(xy, ..., Tp),

(3.3)
x = egn(T1, ..., Tn),
L ZL’(O) = (51707627 "'7571—1)7
é denotada por
r:I x R x [0,00) — R
(3.4)

(t,&,¢) — x(t, & €) = (x1(t,&,€), ..., xn(t, € €)),

sendo & = (&1,&,...,&n-1) € R*L com

R = (0,00) xR x ... x RC R*!

e I o intervalo maximal.

Note que a solu¢ao do sistema (3.3) em e = 0,
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(3.5)

z(0) = (&,0,&, ..., &),

¢ dada por z(t,&,0) = e'z(0), onde e é a matriz fundamental satisfazendo e = Id

em t = 0, isto é,

cost —sent 0 ... 0
sent cost 0 .. O

At = 0 0 1 0 (3 6)
0 0 0 1

Neste caso, todo ponto da forma (0,0, ay, as, ..., a,_2) € ponto de equilibrio de 2’ = Az,
sendo ay, as, ..., a,_o nimeros reais. Assim, os pontos de equilibrio pertencem a um sub-
espaco do R™ de dimensao n — 2. Além disso, com excecao dos pontos de equilibrio, toda

solucao é periodica de periodo 27.

Como mencionado anteriormente uma pergunta de interesse que surge naturalmente na
teoria das equacgoes diferenciais bem como em aplicagoes em areas afins consiste em saber
sobre a persisténcia e a localizacao de 6rbitas periddicas por pequenas perturbacoes. Dito
de outra forma, sob quais condicoes érbitas periddicas do sistema linear continuam
ou persistem para e suficientemente pequeno em ?

Para dar resposta a esta pergunta, vamos abordar algumas ferramentas da teoria de

equagoes diferenciais que se encontram no trabalho de Mota [5].
Lema 3.1. A solucao x dada em ao Problema de Cauchy satisfaz
t
z(t,€, €) = eMag + e/ NG (x(s, & 6)) ds, (1€ €) € T x RITH x [0, 00),
0

com et a matriz fundamental e xo=(£1,0,8, .., &n1)-
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Demonstracio. Defina a variavel y por y(t, £, €) = e~z (t, &, €), sendo . = (¢, &, €), (t,&,€) €
I x R"! x [0, 00), a solugao do (3.3)). Entao,

Az(t, & e) + eG(x(t, & €)) = AeAty(t,é, €) + eAt% (t,&€)
Ax(t, & e) + eG(x(t, & €)) = Ax(t, &, €) + eAt% (t, & €),

ou seja,

d At
ay(t’é”e) = €e G($(t7€a 6))

Integrando a equagao anterior na variavel s, de s = 0 até s = ¢, e tendo em conta que

y(0,&, €) = g, tem-se que

/ot d%y(s,ﬁ, €) ds = E/Ot e G (x(s,& €)) ds

t
6_At'r(t7§7 6) — To = 6/ e_ASG(x(S7€7 6)) dS, <t7§7 6) €1l x R:}_l X [07 00)7
0
terminando a demonstracao.

Do Lema resulta que

x(t,§6) = x(1,&,0) + Ro(t, & €)
= (flCOStu glsenta 527 sery 57171) + Rz(ta 57 6)7

com R, uma funcao com desenvolvimento em série de Taylor na varidvel ¢, em torno

de € = 0, iniciando, pelo menos, no termo de grau 1 e R,(t,£,0) = 0.

Agora, em analogia com o caso planar, passamos a definir o que é uma se¢ao transversal
para poder introduzir o conceito de aplicagao de primeiro retorno, o qual sera crucial para

atingir o objetivo de estudo.

3.2 Secao Transversal Local

Sejam f : A — R” um campo vetorial de classe C",r > 1 ou r = oo, no aberto A C R".

Uma aplicacao diferencidvel o : U — A de classe C" no aberto U C R"™! chama-se secao
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transversal local de f (de classe C") quando, para todo u € U, Do(u) (R"™1) e f(o(u))
geram o espaco R". Seja ¥ = o(U) munido da topologia induzida. Se ¢ : U — ¥ for um
homeomorfismo, ¢ usual dizermos que X é uma secao transversal de f.

Seja u = (uy, ug, ..., Uy,_1) € R?7! e considere as fun¢oes

o:R1 —» R”
u — o(u) = (ug,0,ug, ..., Up_1)
e h dada por
h(u,€) = det(F(o(u),€)|Do(u)), ue R,

com F tal como em (3.2). Como, para cada v € R?™!, Do(u) : R*! — R"™ ¢ tal que

100 0
000 0
Do(w)=10 1 0 0|,
000 .. 1

aplicando o Teorema de Laplace para determinantes, segue que

]
o

eg1(o(u)) 10
u; +€go(o(u)) 0 0 0 ... O

h(u, €) = det egs(cw)) 0 1 0 0 [ =—u —egalo(u)),
€gn(o(uw)) 0 0 0 .. 1
para todo u € R?1,
Para ¢ = 0, temos que h(u,0) = —u; # 0, para todo u € R?"! e portanto, 3 =

o(R?"1) é se¢ao transversal do campo F. Pela continuidade do campo vetorial F e
para ¢ > 0, suficientemente pequeno, se h=1(0) N o(R?"!) # (), entdo a intersegao, em
geral, é uma subvariedade de dimensao n — 2 que determina a fronteira de Y. Porém, se

R71(0) N (R 1) =0, entdao ¥ = o(R?1).
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3.3 A Aplicacao de Retorno de Poincaré

Se I' é uma oOrbita peridédica do sistema

& = f(z) (3.7)

através do ponto xg e X é um hiperplano transversal a I' em z(, entao para qualquer x €
Y. perto o suficiente de zg, a solucao de através de z em t = 0, ¢y(x), cruzara ¥ de novo
no ponto P(z) perto de xg; veja Figura A aplica¢do x — P(z) é chamada aplicagao
de retorno de Poincaré. O seguinte teorema, tomado de [§], estabelece a condigdes de

existéncia da aplicacao de Poincaré.

Figura 3.1: A aplicagao de retorno de Poincaré.

Teorema 3.1. Seja E um subconjunto aberto de R™ e f € CY(E). Suponha que ¢i(zo) €
uma solucdo periddica de de periodo T e que a curva fechada

'={zeR" | z=¢ixg), 0<t<T}
esteja contido em E. Seja X o hiperplano ortogonal a I' em zg, isto é

Y={zeR" | (z—x0) f(xo) = 0}.
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Entao existe um § > 0 e uma unica funcao 7(x), definida e continuamente diferencidvel

numa vizinhanga de xo de raio 6, Ns(xg), tais que T(xo) =T e

qu(x) (:13) € X
para todo x € Ns(xo).

Definicao 3.1. Sejam I',X,60 e 7(x) definidos como no Teorema . Entao para v €

Ns(zo) MY, a aplicagao

¢ chamada de aplicagao de retorno de Poincaré para I' em x.

Com respeito ao nosso caso particular, vamos definir a aplicacao de primeiro retorno
P para o sistema (3.2)).
Sejam ¥, = 0 1(X), ¥ como na defini¢ao de se¢ao transversal, e no caso em que h=(0) N
o(R™1) = (), onde h esta definido como na segao transversal, tomamos ¢ = co. Aqui ¢ é
tal que ¥ = {(x1,0,29,...,2,1) € R": 21 € (0,¢)}. Assim, ajustando X se necessario, P

se define da seguinte maneira

P:3.x[0,6) — .
(& €) — P(&e),

onde

com €y um nimero real positivo, suficientemente pequeno, e "= T'(§, €) > 0 0 menor
tempo tal que z(T'(€,€),&,€) € X, onde tal tempo é solugao de xo(T'(&,€),&,€) = 0, visto
que ¥ é subconjunto de x5 = 0. Note que T'(£,0) =27 e P(£,0) = &,V¢ € X...

Vale ressaltar que uma Orbita periédica do sistema se torna um ponto fixo para
a funcao P. Desse modo, quer-se estudar os zeros da chamada funcao separacdio, que se

define como
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§:%. % [0,6) — R
(57 6) — 6(57 E) = P(£7 E) - 5

Pelo exposto, sabe-se que §(£,0) = 0 V{ € X, e também tem-se que J¢(£,0) = 0
V¢ € .. De fato,

5(£7€> = (51(57 €>>52<§7 6)7 "'76n—1(§7 6))7 (576) € EC X [07 OO)?

com

61(6’ 6) = :El(T(g? 6), £, E) — &1,
52(67 6) = mJ(T(£> 6)7 67 6) - 627

5“—1(§7 6) = {L‘n(T(g, 6)7 57 6) - fn—h

e, portanto, segue que
Além disto,

55(57 6) = [51'5]' (5? 6)]a

sendo di¢, (&, €) = (%51»(5, €), 1,7 =1,...,n— 1. Logo, aplicando ¢¢(,€) em € = 0,
temos que 0¢(&,0) = [0].

Neste ponto, tem-se a questio de saber se para € > 0 existe & tal que §(&, €) = 0, ja que
essa condi¢do garantiria a existéncia de uma o6rbita periodica no sistema (3.2)). No caso,
calculando o desenvolvimento em série de Taylor da funcao P em relacao a variavel €, em

torno de e = 0 e até o termo de grau 2 temos que

P(&,€) = P(€,0) + €P.(£,0) + Op(&, €%),

onde
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O(ED) =0 ¢ P(E.c) = P(E.c)

Desse modo,

5(€a 6) = P(ga 6) - 5 - E(Pe(& O) + OP<€7 6))

Entao,

5(§7€>:O — Pe(évo)—i_OP(fﬂf):O'

Para dar condigoes de existéncia ao mencionado &, precisamos definir mais uma

aplicacao como segue-se

A:Y.x[0,6) — R
(576) — A(f,€) = P€<£7 0) +OP(£7€>'

Esta fungdo satisfaz 6(§,€) = eA(E, €) e, portanto, A(,0) = P.(&,0).

Definicao 3.2. Um zero simples ou um ponto singular simples de & — A(E,0), é um ponto
& € e tal que A(&p,0) =0 e Ag(&,0) € uma matriz ndo singular ou, equivalentemente,

P.(&,0) =0 e P.g(&,0) € invertivel.

Proposicao 3.1. Se & € 3. € zero simples de & +— A(&,0), entdo existe uma unica

funcao

B:VCl0,e) — UCSX,
e +— fle)=¢

de classe C", com 0 € V, tal que A(B(€),e) =0, Ve e V, B(0) =& e

Ble) = B(0)+ ' (0)e+ Op(e?)
= & — A¢(&0,0) 7 A&, 0)e + Op(e?).
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Demonstrag¢ao. Suponha & € X, um zero simples de & — A(&,0), ou seja, A (&,0) =0e
A¢ (&,0) é nao singular. Assim, todas as hipoteses do Teorema da Fung¢do Implicita sdo
satisfeitas. Portanto, existem uma vizinhanga U x V C X, X [0, &), com (§,0) € U x V
e uma tunica fungao f : V — U, de classe C", tal que 5(0) = & e A(B(e),e) = 0 para

todo € € V. E, portanto, o resultado segue. O

Tendo o resultado que sustenta a existéncia do & procurado, resta agora encontrar
uma expressao que permita seu calculo. Tal formula sera a Integral Abeliana associada
ao nosso problema. Isto sera feito através dos zeros de P.(€,0).

Com efeito, note os seguintes pontos fundamentais

1. P(& e) =mo(x(T(&,€),&,€)) onde my & a projecao em xo = 0, isto é

e : R™ — Rn—1

(1, ey Tp) > WXy, ey Tp) = (21,23, ., Tpy).

2. Segue do Lema [3.1] que

%x(T,ﬁ, €) = /OT TG (x(s, €, €))ds + 6% </OT TG (x(s, €, 6))d8) :

Logo, em ¢ = 0 resulta que

2

(27, €,0) = / e IAG (1(s, £, 0))ds

027r
= / PTG (e x4 ds.
0

Note que e?™=94G(e542) é igual a

coss sens 0 ... 0 g1(&cos s, &1 sen 8, &, ., En1)
—sens coss 0 ... 0 g2(&1cos s,&18en 8, &, . En 1)

0 0O 1 .. 0 g3(&1cos s,&1sen 8,89, .., 61) | =

0 0O 0 .. 1 gn(&1cos s,&1sen s, &, . € 1)
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gl(élcOS S, flsen 87527 "'7571—1)008 5+ 92<§1COS 8,518671 S, 527 “'7571—1)86” §
gQ(glcos 57615671 57527 "'7571—1)008 s — gl(glcos 3,518671 57527 "'7€n—1)56n S

93(61005 S, 5186” S, 527 ceey fnfl)

gn(SICOS 87518671 S7§2a "'7571—1)

Com isto,

OP(€,€) = Oc(myox(T(E,€),€ ¢€))
= dmy(2(T(& €), & €)) Oc(x(T(, €), €, €))
= dmy (20T (&, €) + O.)
= dm((Ax + eG(2))0.T(, €) + O.x)
= dmAzd.T + edmyG(x)0.T + dmy0e.

Calculando em € = 0,
P6<€, 0) = d?TQAlL'()(@eT) |€:0 —|— dﬂ'g(ael‘) ’610

= dms(0.x) | -

Por fim obtemos a seguinte aplicacao dependendo somente das funcoes na perturbacao,

gis-- -5 9n,

fo% g1(&1cos s,&18en s, ..., & 1)cos s+ ga(&rcos s,&sen s, ..., &, q)sen s ds
f27r 93(51008 575186,” S, "'7571—1) ds

P.(£,0) = ’ .
fOQ7T gn(&1cos s,&1sen s, ..., & 1) ds

Portanto, com os pontos &, que sdo zeros simples de P.(£,0), isto é os pontos & € 3,
tais que P.(&,0) = 0 e P.g(&,0) é invertivel, obtem-se os pontos de continuagao de orbitas

periddicas que persistem em R™ para um valor de € > 0, suficientemente pequeno.
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3.4 Integral Abeliana em R"
O presente teorema faz resumo a ideia central deste capitulo.

Teorema 3.2. Considere a aplicacio F : ¥, — R dada por

fozﬂ g1(&1cos s,&1sen s, ..., Ep_1)cos s+ ga(&1cos s,&1sen s, ..., Equq)sen s ds

f027r g3(&cos s, & sen s, .., &, 1) ds

fo% gn(&1cos s,&18en s, ..., &, 1) ds

Suponha & € Y. um zero simples de F, isto é F(&§) = 0 e det(DF(&)) # 0, entao o
sistema (1.4)e~0 possui um ciclo limite persistente do sistema ndao perturbado (1.4))—o,
para € suficientemente pequeno. Além disso, a orbita periddica de (1.4). é da forma

X(t,e) = (& cost, Eorisent, oo, -+, Eon—1) + Ox (1, €)

onde & = (€01, €02+ - - Eon—1), para € > 0 suficientemente pequeno. Desse modo,

X(t,€) = (&o1 cost, & sint, oo, -+, on—1)

quando € — 0.



Capitulo 4

Modelos em R?

Nesta secao, sao aprensentados algums modelos de sistemas de equagoes diferenciais

suaves em R? que exibem a existéncia de ciclos limites apos serem perturbados.

4.1 Sistema de Nosé - Hoover

O sistema de equacoes diferenciais ordinarias dado por

T=—Y—xz

z=a(z? - 1),

onde o é um namero real positivo ou nulo,é conhecido como o oscilador Nosé-Hoover
[6],[7]. O referido sistema, amplamente estudado e obtido apartir das proposigoes feitas
por Nosé no artigo A molecular dynamics method for simulations in the canonical emsam-
ble sobre os novos paradigmas no estudo da dinamica molecular, foi formulado e estudado
por Hoover e colaboradores, que mostraram seu amplo comportamento dinAmico em 1986.
Em sintese, o sistema modela um oscilador harmoénico unidimensional obtido pelas equa-
¢oes canonicas do movimento de Nosé.

Observe que para « > 0 o sistema nao tem pontos de equilibrio. Entao, considere-se o

27
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seguinte sistema diferencial

T=—y—arz
y=u (4.2)
Z=0(z%*—1),

onde z,y e z sao as variaveis, a e b parametros reais.
Do sistema (4.1)) obtém-se o sistema (4.2]) através de um redimensionamento da variavel z,
z — aZ. Fazendo redimensionamento, considerando b = «/a e chamando Z = z de novo,

¢ gerado o sistema ([4.2), o qual é topologicamente equivalente ao sistema (4.1]) para a # 0.

A seguir, é mostrado analiticamente a existéncia de uma 6rbita periddica para o sis-

tema (4.2)) por meio da teoria descrita no capitulo anterior.

Teorema 4.1. Para ab # 0, existe 0 < g9 < 1 tais que para todo € € (0,g9) o sistema
(4.2) coma=eca eb=eb (paraa+# 0 eb# 0 pequenos) tem uma orbita periddica 7., que

tende para o circulo 2® +y* = 2,2 = 0 quando € — 0.

Demonstracao. Tomando a = €a e b = €b com € pequeno o suficiente e ab # 0 no sistema

(4.2), este escreve-se como segue

T = —Y —€axrz
3 =eb(x? —1).

O sistema (4.3)) pode-se reescrever de forma conveniente para que sua abordagem
seja mais simples. Portanto, definindo as fungoes ¢i(x,y,2) = —azz, g2(z,y,2) = 0 e

g3(z,y, 2) = b(z? — 1) o sistema toma a forma

&= —y+egi(r,y,2)
y:$+€g2($,y72) (44)
z=egs(x,y,2).

Em notacao matricial, este sistema reduz-se a
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X'=AX + eG(X),

onde X € R, ¢ >0, G(X) = (91(X), g2(X), g3(X)) e

s

I
o = o
o o
o o o

Desse modo, a aplicacao F' do teorema para o sistema [4.4] estd definida assim:

F:3, — R? onde ¥, é um subconjunto de {(z1,z3) € R? : z; > 0}, dada por

fo% (g1(&1cos s, &18en s,&9)cos s+ ga(&1cos s,&1sen s,&)sen s) ds
foz7r g3(&1cos s,&1sen s,8)ds
fo% —a& &yc08%sds
JoTb(ERcos®s — 1)ds
—am&1&s
br (& —2)

Note que F(£) = 0 se, e somente se, £ = & = (v/2,0). O determinante da matriz

F(&) =

jacobiana de F' neste ponto é:

0 —V2an _
det(Fe(&)) = - = 47ab # 0
2v21b 0
Com isso, & é um zero simples da aplicacao F' e, portanto, é um ponto de continuacao

de uma orbita periodica X que persiste para o sistema (4.2), apoés a perturbacao para

e > 0, suficientemente pequeno. Tal orbita tem a seguinte representacao

X(t,B(e), €) = X(t,&,0) + Ox(t,€) = (vV2cost, /2sent, 0) + Ox(t, €),

onde Ox(t, €) ¢ uma fungdo com desenvolvimento de Taylor na variavel €, em torno de

e =0, com Ox(t,0) = 0.
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4.2 Sistema de Hopf-Langford

Nesta secao estudaremos o chamado sistema de Hopf-Langford, um sistema de equa-
coes diferenciais nao-lineares em R? dependendo de 5 parametros reais a, b, o, 3, A dado

pela seguinte forma:

t=(z—-bx—y
g=a+(z-by (4.5)
F=A+az—B(2*+y?) —a’

0

)

/
/

(
&
)

3

Q

)

D

~ \‘}
\ A

2

Figura 4.1: Orbitas no retrato de fase do sistema de Hopf-Langford.

Mostraremos analiticamente que esse sistema (4.5) apresenta o surgimento de uma
orbita periodica atratora quando o parametro a for maior que um parametro critico ag =
ao(b, o, B, \), que explicitaremos a seguir.

Inicialmente, para € > 0 reescalonaremos (4.5)) por

e abandonaremos as barras nas variaveis (Z, y, Z) e nos parametros (a, b) para obter o

seguinte sistema equivalente
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T=—-y+e(z—bx
y=xz+e(z—0by (4.6)

2

z=claz —a* —y? — 23),

onde, por simplicidade da exposicao, tomamos A =0, # =1 e a = 1. Dessa forma, €

é o parametro de bifurcacao e a, b sao constantes.

Teorema 4.2. Considere b > 0 e € > 0 suficientemente pequeno. Se a > b, entio o

sistema de Hopf-Langford tem uma unica orbita periddica atratora dada por
X(t,a,€) = (rocost,rosen t, zg) + Ox(t,€)
onde 1o = y/b(a — b%) e zo = b, para todo t € R.
A prova é uma aplicacao direta das integrais Abelianas desenvolvidas anteriormente.

Demonstrac¢ao. Queremos encontrar 7* tal que F(r*) = (0,0) e F(r*) é invertivel para
aplicar Teorema |3.2

Nesse caso as integrais Abelianas

21
Fi(r) = / (cos s)gi(ricos s,risen s,19) + sen sga(ricos s,risen s,rs)) ds
0

27
Fy(r) = / g3(ricos s,risen s,ry)ds
0

fornecem

Fi(r) =27mri(re — b)eFsy(r,a) = 2m(ary — r% — 7’5’)

Temos que Fi(r) = Fy(r) = 0 possui uma tnica solu¢ao (r1,75) com 7 > 0 dada por

ry =+/bla—0b), r5=0.

Note que o determinante Jacobiano de F'(r) em (r},r5) é precisamente

8m2b(a — b?).
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Portanto, para a > b? e € > 0 suficientemente pequeno temos a existéncia de uma solucao

periddica da forma
X(t,a,€) = (rocost,rosen t, z9) + Ox(t,€)

com rg = 1} e zyg = ry. Além disso, X(t,a,e¢) — (rocos t,rgsen t,zy) quando ¢ — 0.
Em suma, o sistema (4.5)) possui uma orbita periddica com a escolha dos parametros
feitas como anteriormente, isso prova o teorema. Veja a simulacao da orbita periddica na

Figura 5.1}

4.3 Sistema de Rossler

Entre os varios sistemas inventados por Rossler, aquele que se tornou mais famoso é

provavelmente [12]

T = —y—2,
Yy = z+ay, (4.7)
Z = br—cz+xz.

Mesmo que os sistemas Rossler foram criados para estudar a existéncia de atratores
estranhos, muitos autores estudaram as oOrbitas periddicas desses sistemas de Rossler
dependendo de seus parametros. Por exemplo, em ([3]) é estudado a existéncia ou nao
existéncia de equilibrios zero-Hopf e bifurcagoes zero-Hopf em sistemas de Rossler através

do método do averaging.

Definicao 4.1. Um equilibrio zero-Hopf € um ponto de equilibrio isolado com autovalores

0 e +wi, onde w > 0.

Em nosso estudo, quer-se fazer a mesma caracterizacao dos pontos de equilibrio do
sistema (4.7) mas tomando como base o método das integrais abelianas. Os resultados

via esta metodologia sao os seguintes

Proposicao 4.1. Hd duas familias a um pardmetro de sistemas Rossler para as quais a

ortgem € um ponto de equilibrio zero-Hopf. Isto é
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(i) a=ce(—v2,v2) eb=1,

(it) a=c=0ebe (—1,00).

Teorema 4.3. Seja o, [ e v nimeros reais positivos, com « > . Se (a,b,c) = (a +
ca, 14+ eB,a+ey) coma € (—v2,v/2)\ {0} , entio o sistema de Rissler tem uma
bifurcacio zero-Hopf no ponto de equilibrio localizado na origem, e uma Jrbita periddica

surge deste equilibrio quando € > 0 .

Demonstracgao. Primeiramente vamos calcular os pontos de equilibrio do sistema ,
ou seja os pontos nos quais o campo de vetores definido por , denotado por F(z,y, z),
se anula, isto é

—y—z=0,

x4+ ay =0,

br —cz+xz=0.

Os ditos pontos sao os seguintes

a a

P, =(0,0,0) e P,= (c_al%ab—c’c—ab)'

A parte linear do campo (3.7 esta dada por

0 -1 -1
DF(z,y,2)=11 a 0
b 0 z-—c

Substituindo o ponto P; = (0,0,0) em DF obtém-se

0 -1 -1
DF(P)=|1 a 0
b 0 -—c
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O polinémio caracteristico desta matriz é

P(w) =w® + (¢ — a)w® + (1 + b — ac)w + ¢ — ab.

Para que o ponto P; seja um equilibrio zero-Hopf devemos ter que

P(w) = w(w? + \?).
Logo, P, vai satisfazer essa condicao quando
(i) a=c=0eb=X—1com A € (0,00); ou

(i) a=c==%v2—-A2, eb=1, com w € (0,v/2).

Com os parametros dados no teorema , da proposi(;éo (ii) e o redimensionamento

das variaveis dado por

T =€y
Y= €Yz (4.8)
Z = €Ys,
o sistema de Rossler fica como segue
Y= —Y2 — Y3
Yo = Y1+ V2 — Nys + eays (4.9)

Ys = y1 — V2 — Nys + €(By1 — VY3 + Y1ys).

Ou em forma matricial,

Y' = BY + eH(Y),

com Y = (y17y27y3> S R37



0 -1 -1
B=11 v2- )2 0
1 0 —V2 -2
e
H:R®— R?

Y = H(Y) = (0,2, By1 — vys + 11y3)-

Agora, vamos levar a matriz B a sua forma de Jordan, isto é,

N

|
o = o
o o
o o o

Para esse fim, vamos calcular os autovetores de B, a saber

Vi=(2-X2-1,1)
Vo= (iA+ V2 — X2, =14+ X2 —iAv2 — )2, 1)
Vo= (—id+v2 =22, =14+ N +iAvV/2 — A2 1).

Definindo a matriz P = (Im(Va), Re(V3), V1) temos que

A V22— X 2o N
P=| -x2=x 1-x -1 ,
0 1 1

M = P 'BP.

35
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Entao, considerando a mudanga de variavel em (4.8), X = P7'Y, com X = (z;, %9, 23) €

R3, segue que

X/ — P—ly/
=P 'BY +e¢PT'H(Y)
= (P7'BP)X + P 'H(PX)
= MX + eG(X),

em que G(X) = P~'H(PX) possui componentes iguais a

L e(=BV2 = Nz — V2 = NAxy — V2 — N2z + V2 — Ay
a A

Xy +2)(B+y+2) =2y +2)(B+y+2) +7V2 = A2z)
3 :

G1(X)

e(—aAV2 =Xz 4+ AN =)z 4+ (N =1y (a—7+ Az + V2= (3 + 22))
\2

Go(X) =

—z2(a+ (A2 =1) (=BV2 =X+ 75— Az)) + (A2 = 1) V2 = Ny + (A2 — 1) V2 — \22?)
A 9

(M (av2=X+B) +y(—ar+a—y+ Az + V2 - N (B +22))
- =

2 (a+ BV2 =X — v+ Az) + V2 — A2 + V2 — N22?)
A

Gs(X)

Por fim, com o reescalonamento do tempo dado por s = At, o modelo alcancado é

X'(s/N) = AX(s/\) + eF(X(s/N)),

onde, F' = %G,)\ # 0.
Agora, seguindo o procedimento feito no modelo de Nosé-Hoover, definimos a funcao

F :Y, — R? onde ¥, é um subconjunto de {(z1,z3) € R? : ; > 0}, como:
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fo%(gl(flcos s,&asen s,&1)cos s+ ga(&1cos s, &1sen s, &)sen s) ds

fo% g3(&icos s,&sen s,&3) ds
&1 (o A2=1) =A% 4+y+v2-22((A2-2)€2-8))
A3

= (VERZE 4262 (a—y+ VIR (B1E) )
)\3

Um zero da aplicagao F, £ = (&1, &2), acontece quando

|a|a? ’ a’

(fl 52) _ (\/ﬁ\/(ﬁy—@)(l —5) +aﬁ\/a—ﬁy+aﬁ(1 —52) (04—’}/)(1 —52) —Eﬁ) |
O ponto anterior vai ser um zero simples se

det(DF()) # 0.

e isto ocorre quando

By —a) #0.

Para concluir, se f(a — ) > 0, o sistema X' = MAX + ¢G(X) possui uma solucao

periddica da forma

X(t, &, €) = (&cos t,&sen t,&5) + Ox(t,€)

Entretanto, para obter o resultado no sistema de Rdssler original, tem-se que ter em

conta que Y = PX e o redimensionamento das varidveis em (4.8]). Assim, com a notacao

segue que



38

Y(t,G) = PX(t,fo,O)—FPOx(t,E)

De (4.8) resulta que

1 1 1 &icos t
= |-10 -1 &sent | +POx(t,¢)
0 1 1 &

&rcos t+ Esen t + &

= —&icos t — &y + Oy (t, €).
Sisent+ &
y1(t,€)
ya(t, €)
ys(t, €)
€€1cos t + eS1sen t + €6y
—e1cos t — €y + €Oy (1, €)

e£1sen t + es

Vb(c—a)cos t + \/b(c—a)sent+1—10 O,(t,€)
—y/b(c—a)cos t+b—1 + | Oy(t, €

blc—a)sent+1—0b O.(t,e)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

. (4.16)

Deste modo, obtem-se a representacao da orbita periddica que persiste para o sistema

de Roosler (4.8) com a escolha adequada dos parametros e € suficientemente pequeno.



Capitulo 5

Modelos em R?

Neste capitulo, vamos apresentar um novo sistema hipercaético e o modelo de Lorenz-
Haken em R*, e mostrar a existéncia de ciclos limites sobre certas condicoes nos seus

parametros.

5.1 Um novo sistema hipercaético modificado

Nesta se¢ao consideramos um novo sistema hipercadtico em R* com dois termos nao-

lineares quadraticos, veja [1 e [2],

.
T =ay —axr + ew

y=br— frz+ gw
z = —cz+ hxy

w = —dy.

\

Note que a origem (0,0,0,0) é um ponto de equilibrio de ({5.1)).

Teorema 5.1. Considere o sistema ((5.1)) com a, b e ¢ parametros positivos arbitraria-
mente pequenos e d = w?/g, onde e, f,g,h,w > 0. Entio um ciclo limite bifurca do ponto

de equilibrio zero-Hopf na origem.

Demonstragao. A origem de (5.1) ¢ um ponto de equilibrio para qualquer escolha dos

parametros. O polindémio caracteristico p(\) associado a linearizacao do sistema nesse
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equilibrio é dado por

p(N) = (A4 )(X* + a)\? + (dg — ab)\ + adg + bde).

Temos que (0,0,0,0) é um equilibrio zero-hopf se, e somente se, p(A) tem a forma

p(A) = A2(\? + w?), com w > 0. Portanto, temos as igualdades

c=0, a=0, dg—ab=uw? e adg+bde=0.

ou
a=0, e=0, c=0 e d=uw?/g.

O primeiro caso sugere considerarmos os parametros dados por

(a,b,c,d) — (ea, eb, ec, ed + w?/g),

onde w > 0 e ¢ > 0 suficientemente pequenos. Portanto, segue que a origem é um
equilibrio tipo zero-hopf quando ¢ — 0. O sistema ((5.1) com esses parametros fica

.
T = €ay — €ax + ew

y=¢€br — frz+ gw
z = —ecz + hay

| w= —(ed + w?/g)y.

Reescalonando as variaveis por

(x,y,z,w) — (ex, ey, €z, €w),

o sistema ([5.2]) pode ser escrito como
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T =ea(y —x)+ew
y=e(bx — frz)+ gw (5.3)
Z = e(hzxy — cz)

w = —(ed +w?/g)y.

O objetivo é mostrar analiticamente o surgimento e a localizagao de um ciclo limite
bifurcando desse equilibrio zero-hopf para € pequeno. Para isso, devemos colocar a parte

linear do sistema (5.3)) na origem em sua forma canoénica de Jordan, isto ¢, na forma

o €

o o
o o o o
o o o o

o
o

Para isso, considere a mudanga linear de coordenadas (z,y, z,w) — (Z,y, z,w) dada por

( e
rT=—y+w
w
y="2j
w (5.4)
z2=1z
w=1z

Ve

Denotando as variaveis (Z,y, Z, W) novamente por (z,y, z,w), o sistema ({5.3) assume

a forma

.
_ dgy

T =—wy — e
y = wr + (b—fz)(;y+ww)€
p = () ) (5.5)
) — (_e(b—fz)g(w-&-;d) . a(eyiy+ww)) p
\

Em resumo, colocamos o sistema hipercadtico (5.1) na forma normal (5.5) para apli-

carmos o teorema de persistencia de o6rbitas periodicas via integrais abelianas.
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Nesse caso as integrais fornecem que

27
Fi(ry,re,r3) = / g1(ricos s,risen s,ry, 13)C0S S, ds+
0

2T
mery(b— fr
+/ 92<T1COS S,Tr18€en 8,7’2,7”3)8671 S, ds = M’
0 g

27
FQ(T17T27T3) = / g3<T1003 S, T18€n S, 72, r3) ds = W(@ghr% - QCTQ);
0

27
2 + be —
F3(ry,7r9,73) :/ ga(ricos s,risen s,19,73) ds = — UELS 96 efTQ)'
0

Calculando os zeros de
Fi(r1,re,13) = Fy(r1,re,73) = F5(r1,72,73) =0
temos uma unica solugao (17,75, r3), com 7 > 0, dada por

2bc b
Ty, T, Ta) = —\—,0].
( 1>'2 ) ( efgh f )

Além disso, o determinante Jacobiano de

F(T17r27r3) = (

em (r,73,75) ¢

_ D) be —
mery (b er),ﬂ(eghrf 9er), nrs(ag + be efrg))
g g

8m3abce
.

Portanto, temos um ciclo limite da forma
X(t,€) = (rgcost,rosint, zg,wg) + Ox (¢, €)

de (5.5) onde g = 75, 20 = 15 e wg = rj, para € > 0 suficientemente pequeno, veja

Figura (5.1). Assim

X(t,e) — (rgcost,rosint, zg, wp)

quando € — 0.
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Figura 5.1: Orbita para ¢ = 0.03 em {w = 0} = R>.

Consequentemente, feitas as devidas mudangas de coordenadas o sistema original (5. 1)
possui uma familia de 6rbitas periodicas que tendem a origem quando € tende a zero.

Vale ressaltar que a segunda condicao

para (0,0,0,0) ser do tipo zero-Hopf ndo implica na persisténcia de orbitas periodicas

através dessas integrais abelianas.

5.2 Sistema de Lorenz-Haken

O sistema governado pelas equacoes

x':a(y—x),
y=—cy—dz+ (e —w)z,

z=dy — cz,

| w = —bw + xy,



44

onde z,y, z, w sao as variaveis de estado e a, b, ¢, d e e sao parametros reais, é referen-

ciado como um sistema de Lorenz-Hanken de R* com 5 parametros (veja [9]).

Para o estudo das orbitas peri6dicas desse sistema, comecamos encontrando seus pon-

tos de equilibrio, os quais sao

Py=1(0,0,0,0) e Py = (i\/bA,i\/bA,i—”bA,A) :
C

onde

DF(z,y,z,w) =
0 d —c 0
Y x 0 —=b
Logo,
—a a 0 0
e —c —d 0
DF(P) =
0 d —c 0
0O 0 0 -=b

O polinémio caracteristico de DF(Fp) é igual a

P(\) = X'+ AN+ BN + CA + D,
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onde,

= a+b+eg,
= 2bc+cE+d*+a(b+2c—e),

b(c® + d*) + a(2bc + ¢ + d* — e(b — ¢)),

S Q & =
|

= ab(c® + d* — ce).

Com base nisso, uma condigao para o ponto Py ser zero hopf é que P(\) = A\2(\? +w?),

com w > 0, o qual é possivel sempre que

V2 4 w? B 4¢? + w?

a=—-2c, b=0, d=— 73 e e 50

Sem perda de generalidade, pode-se assumir w = 1.

Logo, tomando os seguintes valores nos parametros:

V14 1+ 4¢
+c +es + 4c +eh),

V3 3¢

(a,b,c,d,e) = (—2¢ + e, e8,¢ + ey, —

e considerando a mudanca de variaveis

.
T =€

Y = €Yz

z = eys

. W = €Yy,

para € > 0 pequeno o suficiente, o sistema (5.6 é reescrito como

(
Yy = (ea = 2¢)(y2 — ),

o = —(C+ ey — (e = ¥ )ys + (M52 + W) — vy,

s = (€6 — Y )y — (C+ e7)ys,

Yo = —€SYs + €1y,

\

ou na forma matricial
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Y' = BY +G(Y),

com Y = (ylay27y37y4) S R4’

26 —2¢ 0 0
422 + 1 241
— —c 0
B 3c V3
cz+1 - ’
0 — —C 0
V3
0 0 0 0
e
G R* > R*
04(92 — yl)
—yy — Oys + Oy —
Vs G(Y) _ YY2 Ys Y1 — Yal
dYa — VY3
—Bys + Y12

No que segue, calcula-se calcular os autovetores da matriz B para levar-a a sua forma

canodnica de Jordan, isto é

0 -1 00

1 0 00
A—

0O 0 0O

0 0 0O

Isso € necessério para transformar o sistema (5.6) nas hipoteses do Teorema [3.2]

Os autovetores de B séo



Vi = (Oa 0707 1)

S Ve V3e Lo
V3V +1  /3(e—1)

‘/ES = T . y — 7170
2¢2 +3ic — 1 211

v 23eVE T 1 _\/§(c+z‘)7170>'

1+ é(—2¢+ 3i)’ 2+1

Com eles, se define a matriz de transformacgao linear de coordenadas P

6V32V2+1  2V3ev/e +1(2¢% — 1) V3e
o2+ (22-17 92+ (22— 1) RCES
V3 Ve o V3
pP= @+ 1 @+ 1 Z2+1 |
0 1 0 1
0 0 1 0

a qual satisfaz P~!BP = A.
Logo, fazendo X = P~'Y obtém-se que

X/ — P—lyl
= P'BY +ePT'G(Y)
= P'BPX +¢P'G(PX)
= AX +eH(X),

onde H(X) = P'G(PX).

Deste modo, a partir da fungdo H pode-se calcular a aplicagdo F' do Teorema [3.2]

1
377 (—3a+ 4V3V/ + 166 + 62*(0 — 1))
2r? r2
Bl aTs) = e (452 Ttay 1) ~ A

—%7?57”3 (2V3VE + 10 + 3¢(6 — 12))
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Um zero simples da aplicacao F' acontece quando

\/ﬁ (42 +1) (“Ba+4V3V@ +1e0+62%0) o  20/T+ &5

_ 0 VT
(7’1,7”2,7"3> 652 ’ 262+ \/§E + ) )

§7r3oz6 <3a —2c (2\/3\/@5 + 359)) # 0.

Em resumo, tem-se o seguinte resultado

Teorema 5.2. Seja (a,b,c,d,e) = (—2¢ + ea, ef3,¢ + ey, — f/*; + €6, 12‘;52 + €6) onde

¢ € R\ 0 e € um pardmetro pequeno o suficiente. Se

a#0 e B(28(2vV3V e +16 + 3a0) — 3a) > 0,
entao o sistema de Lorenz-Haken tem um ciclo limite persistente.

Para encontrar a orbita do sistema de Lorenz-Haken, partimos do fato de que X’ =
AX + eH(X) tem uma orbita X que persiste apés uma perturbac¢ao para € > 0 suficien-
temente pequeno com a seguinte representacao

X(t,8(e),e) = X(t,&,0)+ Ox(t,€) (5.9)

= (rocost,rosent, zg, wo) + Ox (i, €), (5.10)

onde rg =11, 19 =19 € 19 = T3.

Como no caso do sistema de Rossler, temos que considerar o fato que ¥ = PX e a
mudanga de variaveis (5.7)) para obter a 6rbita periddica que persiste no sistema original.

Logo, se

t, €

<

1

t,

N
Q)

(
2
3

(

4t,€

Y =Y(te) =
t,

<
@)

)
)
)
)

N
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segue que
Y(t.e) = PX(t,&,0)+ POx(t,e) (5.11)
2c —2C 0 0
A2 41 o rocost
—c 0
= rosent
3¢ g V3 ’ + POx(te) (5.12)
0 — —c 0 0
V3
w
0 0 0 0 0
2¢rgcost — 2¢rgsent
422 + 1 Vet +1
3z rocost — crosent + NG 20
2 ) + Oy (t,¢€) (5.13)
— \/ﬁ rosent — czg
0
De (b.7)) resulta que
.T(t, 6) U1 (ta 6)
t, € t, €
vt | |mlto -
Z(t> 6) y3(t7 6)
'U)(t, 6) y4(t7 6)
2ecrgcost — 2ecrgsent
422 + 1 Vet +1
3z €rgcost — ecrosent + € 73 20
— ¢ 3 +eOy(te). (5.15)

Ve 41

V3

—€

0

rosent — eczy
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como ponto de partida a apresentacao do 16° problema de Hilbert,
o qual pergunta sobre o nimero e as posicao de ciclos limites em sistemas diferenciais
polinomiais no plano e também, sua versao fraca proposta por Arnold que direciona o
problema na investigacao do nimero maximo de ciclos limites que bifurcam de um centro.
A partir disso, foi estudado e aplicado o método de integrais Abelianas para encontrar
ciclos limites em modelos de equacoes diferenciais de dimensao maior ou igual a dois. Cabe
mencionar, tendo em vista os trabalhos citados nessa dissertacao, que esta metodologia é

mais simples de aplicar do que as teorias classicas de Averaging.

Para estudos futuros colocamos o problema da estabilidade dos ciclos limites deter-
minados pela integral abeliana, bem como a prova da existéncia de outras solucoes de
interesse nos sistemas dinamicos como as solucoes quase-periddicas, isto é solucoes nao
periddicas contidas em toros invariantes. Adaptacdo e aplicacdes da integral abeliana

desenvolvida aqui em sistemas nao suaves também sao problemas futuros naturais.

Por fim, uma questao natural é generalizar a integral abeliana associada ao sistema
para um sistema Hamiltoniano qualquer nas duas primeiras variaveis, nao necessa-
riamente o centro linear no plano z;z de 6:0. Em suma, motivados pelo caso linear
perturbado, o que podemos dizer das 6rbitas persistentes para um sistema dinamico na

forma

ol
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) = —Hy, +€g1(x1, ..., Ty),
xh = Hy + €ga(xq, ..., Ty),

rh = €g3(xy, ..., Tpn),

x = €gn(T1, ..., ),

para H hamiltoniana em xx5 com um anél periédico.

(5.16)
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