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Resumo

Este trabalho visa um estudo de modelos analogos para a propagacao da luz em teorias nao
lineares do eletromagnetismo. Para isto, primeiro calculamos as equagoes de movimento
e o tensor momento-energia de uma teoria arbitraria dependente dos dois invariantes do
eletromagnetismo, F' e GG, no formalismo tensorial e vetorial. Apds, demonstramos, via
dois métodos diferentes, como obter a relacao de dispersdao das ondas eletromagnéticas
dessas teorias. Calculamos também a velocidade de fase, velocidade grupo e indice de
refragdo para tais teorias. Aplicamos os resultados para as teorias de Born-Infeld e de
Euler-Heisenberg. Encontramos também a velocidade de fase de uma onda em um meio
material que apresenta os efeitos Pockels e Kerr. Propomos entdo uma analogia formal
entre a métrica efetiva da teoria nao linear e a métrica efetiva do meio material. Mostramos
ainda que podemos obter o mesmo resultado analogo relacionando a mudanga do valor
do indice de refracao pela presenca dos campos eletromagnéticos em ambas as teorias nao
lineares com a mudanca do indice de refracao no meio material devido a presenca dos
campos eletromagnéticos. Finalizamos aplicando os resultados obtidos na confeccdo em

modelos analogos baseados no Germénio e no Silicio.

Palavras-chaves: Propagacao de luz em uma teoria nao linear do eletromagnetismo.

Modelos analogos. Métrica efetiva, Teoria de Born-Infeld.



Abstract

This work aims at studying analogous models for the propagation of light in nonlinear
theories of electromagnetism. To do this, we first calculate the equations of motion and the
momentum-energy tensor of an arbitrary theory dependent on the two electromagnetism
invariants, /' and G, in both tensorial and vector formalisms. Then, we demonstrate,
through two different methods, how to obtain the dispersion relation of electromagnetic
waves for these theories. We also calculate the phase velocity, group velocity and refractive
index for such theories. We apply the results to the Born-Infeld and Euler-Heisenberg
theories. Additionally, we find the phase velocity of a wave in a material medium exhibiting
Pockels and Kerr effects. We then propose a formal analogy between the effective metric
of the nonlinear theory and the effective metric of the material medium. Furthermore, we
show that we can obtain the same analogous result by relating the change in the value of
the refractive index due to the presence of electromagnetic fields in both nonlinear theories
with the change in the refractive index in the material medium due to the presence
of electromagnetic fields. Finally, we apply the obtained results in the construction of

analogous models based on Germanium and Silicon.

Key-words: Light Propagation in a nonlinear theory of electromagnetism. Analogous

models. Effective metric, Born-Infeld Theory.
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1 Introducao

O trabalho de Maxwell sobre o eletromagnetismo esta apresentado essencialmente
em 3 artigos: “On Faraday’s Lines of Force” (1855), “On Physical Lines of Force” (1861),
e “A Dynamical Theory of the Eletromagnetic Field” (1864). Eles também indicam uma
evolugao do pensamento de Maxwell sobre o tema [1]. No artigo de 1861, Maxwell apre-
senta sua correcao a lei de Ampere, onde um novo termo contemplando a variacao tem-
poral do campo elétrico incorpora naturalmente a lei da conservacao da carga. A entao
Lei de Ampere-Maxwell descreve como um campo elétrico variavel no tempo induz a
uma circulacao de campo magnético. Em 1864, Maxwell entao consegue criar uma teoria
concisa para a eletricidade e para o magnetismo. E nesse artigo que o termo “Campo

Eletromagnético” é introduzido [1].

A teoria de Maxwell pode ser sumarizada em suas quatro equacgoes, que descrevem

a dinamica dos campos elétrico e magnético. Estas sao,

l

V.- E=p/e, (
V-B=0, (
V x E =—,B, (
VxB= u0508t5+ uoﬁ (

!

onde p ¢ a densidade de carga total e J é a densidade de corrente total do sistema. Quando
trabalhamos em um meio material, se torna conveniente introduzirmos vetores auxiliares

no problema. Definimos entao os vetores D e H como,

D = &E + P(E, B), (1.5)
onde P e M sio chamados de polarizacao e magnetizagao, respectivamente, onde estes
carregam as propriedades 6ticas do material. Estas sao as relacoes constitutivas do meio

material.

Podemos entao reescrever as equacoes de Maxwell em termos dos vetores auxiliares.

Esta entao toma a forma,

V.-D=p", (1.7)
V-B=0, (1.8)
V x E = —0,B, (1.9)
V x H=08D+JV, (1.10)
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onde p) = p+ V- P é a densidade de cargas livres no material e JO = J—9,P—V x M

é a densidade de corrente livre.

Mesmo esta sendo uma teoria experimentalmente consolidada, com o passar do
tempo, alguns problemas se apresentaram. Um deles é o problema da auto-energia de um
elétron ser infinita. Outro era que, obviamente, a eletrodinamica Maxwelliana nao descre-
via os efeitos quanticos e precisava de correcao. Desta forma, novas teorias para o eletro-
magnetismo que visavam resolver tais problemas surgiram, como a teoria de Born-Infeld
para a resolucao do problema da auto-energia do elétron e a teoria de Euler-Heisenberg

para os efeitos quanticos.

Dittrich e Gies [2] estudaram a propagacao da luz para o caso da eletrodindmica
quantica utilizando a média sobre os estados de polarizagao da luz. Por causa do método
utilizado por estes, os efeitos de birrefringéncia nao sdo descritos neste trabalho. Este
estudo foi posteriormente generalizado [3], onde se o fendmeno da birrefringéncia é inves-
tigado em detalhes. Citamos aqui alguns artigos que abordam o tema da propagacao da
luz em teorias nao lineares: [4], onde se faz uma anédlise da equacao de Fresnel e como, a
partir desta, se determina a existéncia de birrefringéncia na teoria; [5], onde efeitos nao
lineares da teoria eletromagnética junto a efeitos gravitacionais sao discutidos; [6], onde se
estuda as propriedades do vacuo na teoria de Euler-Heisenberg na presenga de um campo

magnético constante e estatico.

Apesar de muitas dessas teorias terem sido propostas ja ha muito tempo, algumas
previsoes feitas por estas continuam sem testes experimentais até os dias presentes, devido

a necessidade de altissimos valores para os campos eletromagnéticos.

Propostas de experimentacao indireta para fendmenos que involvem altas energias,
como por exemplo: radiacao Hawking; fendmenos eletromagnéticos em estrelas de neu-
trons; etc, sao examinados através dos chamados modelos andlogos. Apesar de ja se falar
em possiveis analogias desde a época de Einstein, quando o mesmo observou uma analo-
gia entre os coeficientes 6pticos de um meio material com a métrica do espago-tempo [7],
considera-se o seminal artigo de William Unruh [8], onde propoe-se uma possivel mensu-
racao da radiagao Hawking em analogos na mecanica dos fluidos, como o ponto de partida
para a criacao de possiveis experimentos indiretos para diversos fenomenos fisicos. Hoje,
42 anos depois, a aplicacao de modelos analogos se extende para as mais diversas areas

da fisica [9] e é um tema de grande efervescéncia na comunidade cientifica.

Prestamo-nos neste trabalho entao a criar um modelo analogo para a propagacao
da luz em teorias nao lineares do eletromagnetismo. Iniciamos com um estudo de uma
Lagrangiana que depende dos invariantes F' e GG, obtendo sua equacao de movimento e
tensor momento-energia no formalismo tensorial e vetorial. Passamos entao para um breve
estudo da teoria de Born-Infeld, sua motivagao e primeiras consequéncias. Partimos entao

para o estudo da propagacao da luz nesta teoria, onde mostramos duas formas distintas
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de se obter a relagao de dispersao. Calculamos também para esta a velocidade de fase,
velocidade de grupo e indice de refragao. Fazemos entao a aplicacao destes resultados a
duas conhecidas teorias da literatura: Born-Infeld e Euler-Heisenberg. Em seguida, en-
contramos a velocidade de fase e o indice de refragdo para ondas propagando em meios
materiais na teoria Maxwelliana. Finalizamos propondo uma analogia entre as métricas
efetivas da teoria nao linear e do meio material. Também propomos uma analogia entre
os indices de refracao, calculando os valores tedricos para o germanio e para o silicio.
Utilizamos ao longo do texto as seguintes notacoes: a métrica de Minkowski n#”
com assinatura (+, —, —, —); o tensor de Levi-Civita %3 = 1; ¢y = pp = ¢ = 1; o tensor
dual de F* como FM = P F,s; os invariantes F e G sao dados por F' = F*F,

na)
G = F“”FW; denotamos por A,, = 0A/0z".
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?2 Fundamentos da eletrodinamica nao linear

A teoria eletromagnética de Maxwell pode ser derivada a partir do formalismo
Lagrangiano, onde a Lagrangiana de Maxwell é L = —F/4. As resultantes equagoes de
movimento sao conhecidas como equagoes de Maxwell. Passemos entdao a um estudo mais
geral, onde propomos uma Lagrangiana dependente dos dois inicos invariantes de Lorentz
construidos a partir do tensor campo eletromagnético F*, representados por F' e GG, que

sao dados por F*F),, e FrF wv»> respectivamente.

2.1 As equacdes de movimento

Seja a agao dada por

S = /d4a:\/—_gL(F, Q), (2.1)

onde g é o determinante da métrica de fundo ¢g"”. Aplicando a variacdo com respeito ao

potencial vetor e utilizando o principio de minima agao, obtemos,

/d4 6L F IL(F.G)
oF 5G
4
—/dw\/ (LFA +LGM> 0, (2.2)

onde Ly é dado dado por Lx = 0L/0X, onde X representa qualquer um dos invariantes.

A variacao de F' é dada por,

OF  0F“PF,4 dF,z SFes 0F,3
= = F—2C 4 Fog =2FP 22, (2.3)
0A, dA, 0A, 0A, 0A,
Similarmente, para a variagao de G,
0G  ~.50F, SFe? L SF, 5 1
It Fozﬁ ap Fa — Fa,B ap Fa afoT -
oA, 54, TTsA, oA, Aol
Como 77 = o8 temos
0G _ OF, 1 oF, ~ o OF, - _OF,
Il Faﬁ ap - OéﬁO’TFa oT _ Fa,B ap FoT_ 9T
oA, oA, Tl Ferga oA, T sa,
Renomeando os indices, encontramos,
0G _ S OF
— opef b 2.4
dA, dA, (24)

Utilizando (2.3) e (2.4) em (2.2), obtemos,

O0F,3 O0F,3
4 af "t af o
/d T/ — <2L F (514” 4+ 2LqF (514#).
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Aplicando a definicao Fip = Ag, —Aa,s, € utilizando a regra de Leibniz, segue que,

55 5A Y
I 4/d4 —al L Fozﬁia:ﬁ L Foeﬂia,/?’
oA, o 9( A, TR

0A -~ .0A
= —4 [ d*a/—g | LpF*P—2 4 LoF*P—2
/dx 9<F 5Au+ G 6AM>’5

_ —4/d4x\/—_g (LeF™ + LaF*P) 5 =0.
Temos entao a equagdo de movimento,
(LpF" + LF™) , 5 =0, (2.5)
Vejamos que, caso tomemos L = —F'/4, recairemos nas equagdes de movimento da teoria

linear de Maxwell.

Temos ainda uma segunda equacao dada pelo fato do tensor F'*¥ ser antissimétrico,

chamada identidade de Bianchi,
Faﬁw +Fﬁwa +F'youﬁ =0. (26)

Vejamos que esta é verdadeira. Da definicao de F,p e da comutatividade da derivada,
segue que,
(A,B:oz _Aomﬁ )7"/ +(A’y>,3 _Aﬁv"/ )704 +(AO¢7’7 _A770c )75 = 07

que pode ser reescrita como,
v, =0. (2.7)
Vejamos, multiplicando a identidade (2.6) pelo fator 1/2 e pelo tensor de Levi-Civita

n°7%8 | obtemos,

1 1 1
<n07aﬁFa5) " + (naﬂ/aﬁF@y) o T <770,YQBF’YO¢> B8 = 0.
2 2 2
Utilizando as propriedades de antissimetria do tensor de Levi-Civita e renomeando os
indices, chegamos a (2.7).
Abrindo entdo a equagao (2.5),
(LFF#V + LGF#V) v LF?Z/ F* + LFFIWW +LG7V ﬁuy + LGFWVW =0,
sendo,
Lr,,= LprF,, +LrcG,,,
LG7V = LFGF7V +LGGG7V P

onde,
F3=2F"F,, .z,

Gg=2F"F,.z3.
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Finalmente, utilizando (2.6), temos entao a equa¢ao de movimento da teoria nao linear
geral L(F, @), escrita como [3],

NP E o, +LpF =0, (2.8)

onde,
N#eB = LppF™ FP 4 LagF™ FP + Lpg(F™ F*P 4 Fr Fe)

Temos entao que (2.7) e (2.8) sao as equagoes de movimento que descrevem a dindmica

do campo eletromagnético em uma teoria eletromagnética nao linear.

2.2 O tensor momento-energia

Calculamos agora o tensor momento-energia para uma teoria nao linear do eletro-
magnetismo. O tensor momento-energia é dado, por defini¢ao, por [10],
2 0(y/—gL
T, = (V=9L) (2.9)
V=g og"

onde,

o0y/—g 1
Sghv _5\/__99’“"

A variacao da Lagrangiana com respeito a métrica é dada por,
OL(F,G) OL OF +87L 0G
Sgvv OF 6gnv - OG g’
onde a variacdo de F' com respeito a métrica é,
OF SFBE, (Frg Fopg™ g®” Y §g
_ 5 - OB Fasd™9™) g g (x99 6009
59#1’ 59#” (59#1’ 59#1’ (5gl“’
= FapFro (g™ 0,07 + g770,10}) = 29 Fop Py (2.10)

Por sua vez, a variagao de GG é dada por,

) SEPFE 5 §(FyyFasg® g’ . Y g
G _ 5 OB Fasd™97) g (90099
6g/ﬂ/ 59#1’ 59#1’ (Sg/ﬂ/

= 20° F,, Py, (2.11)

Desta forma, escrevemos 7}, como,

2 1 )
T = = | =5V L0+ V9(2Lrg ™ i + 2LGgaAFWFl,A)]
= —ALpF, Fy, + g (LeG — L). (2.12)

Como a Lagrangiana nao depende explicitamente de z#, temos que a quadridivergéncia de
T é zero [10]. Logo, temos 10 constantes de movimento: o quadrivetor momento-energia

p* e o tensor momento angular relativistico M*¥, dados por,
pt = / d?’rT“O,

M* = /d?’r(m“T”O — 2" TH).
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2.3  Eletrodinamica nao linear no formalismo do calculo vetorial

Mostremos agora a formulacao da teoria nao linear da eletrodindmica com o célculo
vetorial. Fazemos isto, pois esta foi utilizada em artigos histéricos sobre o tema e ainda
aparece em artigos atuais [11, 12, 13]. As vantagens fisicas de uma anélise no contexto do

calculo vetorial ficardo explicitas ao longo do capitulo.

Vejamos que, da equagao (2.5), as equagbes de movimento da teoria nao linear po-
dem ser escritas como a quadridivergéncia de um tensor construido a partir das derivadas

da Lagrangiana e os tensores F* e seu dual,
Q" =0, (2.13)

onde Q" = LpF" 4+ Lo F* . Assim como se faz na eletrodindmica Maxwelliana, podemos
abrir esta quadridivergéncia e verificar quais equagoes cada valor do indice u representa.

Entao, para p = 0 temos,
(LpF + Lo F™) 0 +(LpF% + Lo F®) 0 +(LpF® + Lo F®) 3= 0,

(LpE; + LeBy),w +(LpEy + LeBy),y +(LpE, + LeB,),. = 0.

Definindo entao o vetor auxiliar D como,

LrE, + LgB,
D=| LpE,+ L¢B, |, (2.14)
LFEZ + LGBZ
temos a equacao
V-D=0. (2.15)

Para os indices espaciais, temos: Para u =1,
(LEF™ + Lo FY) 0 +(LpF 4 LaF") 0 +(LpF" + LoF'®),3=0,

(LrE. + LeBy) 0 +(Lp(—B.) + LgE.) 2 +(LrB, — L¢E,),3= 0.

Para p = 2,
(LpF? + LoF®) 0 +(LpF? + Lo F?'), +(LpF? + LgF?) 3= 0,

(LFEZ/ + LGBy)>0 +(LFBZ - LG’Ez)al +(LF(_B90) + LGEx)B = 0.

Para p = 3,
O(LpF* + LgF3) 0 +0,(LpF3' + Lo 3, 405(LpF* + LgF3?),, =0,

(LrE,. + LgB.),0+(Lp(=By) + LeE,),1 +(LrB, — LgE,),2 = 0.
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Definindo agora o vetor auxiliar H como,

LFBx - LGE:c
H=| LB, - LgE, |, (2.16)
LpB. — LgE,
temos,
D)ot =V x H. (2.17)

Assim, de (2.7) e (2.13), temos as 4 equagdes que regem o eletromagnetismo nao linear
no formalismo vetorial,

—

V-B =0, (2.18)
V x E = —0B/dt, (2.19)
V-D=0, (2.20)
V x H=98D/ot. (2.21)
Se tomamos a Lagrangiana como sendo a Lagrangiana de Maxwell, L = —F'/4, recupera-

mos as equagoes de Maxwell, como deve ser.

Perceba que estas equacoes tem o mesmo formato das equagoes de Maxwell em
um meio material, onde temos que as equagoes (2.18) e (2.19) sempre sao validas, pois
sao consequéncias da identidade de Bianchi (2.7); e (2.20) e (2.21) sdo as equagoes de
Maxwell com os vetores auxiliares D e H , que possuem as informagoes do meio material.
Este fato nos leva a concluir que, em uma eletrodindmica nao linear, a permissividade do
vacuo nao é mais uma constante, mas sim uma funcao dos campos E e B. Este resultado
j& havia sido percebido em artigos pioneiros do tema, como no classico artigo de 1934 de

Max Born e Leopold Infeld [12], que serd apresentado em um capitulo posterior.
Vemos entao que Q" é escrito em componentes como,

0 -D, -D, —D,
D, 0 -—-H, H

Q" = 7ol (2.22)
D, H, 0 -—H,

D, —H, H, 0

Podemos escrever o tensor momento-energia em termos de Q**, onde T* é dado

port,
T = —4F"\QY — " L. (2.23)
Para demonstrarmos este fato, tomemos o tensor momento-energia (2.12) ja encontrado
anteriormente,
T = —ALpF*\F + ¢"'(GLg — L).
Utilizando a identidade F*yF = —in’“’G na equacao anterior, obtemos,

TH = —ALpF*\FY — ALGFF\FN — n L.
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Logo, temos a equacao,

T = —AF'\(LpF™ + LaFY) =" L = —4F"Q™ — " L.

Podemos entao abrir as componentes do tensor momento-energia,

T% = —4F°\Q" — L= -4E-D - L, (2.24)
T% = —4F°\QN — "L = —A(E x HY, (2.25)
TP = —4F, Q" — gL = —4(D x B)', (2.26)
T = —4F\QN — L = —4F",\QV + 6V L. (2.27)
Para este tltimo calculo, vamos decompor iy e QM [14, 15, 16]. Definimos V* como o
campo de velocidade de um observador. Ao longo deste trabalho, trabalharemos com um

observador comével ao sistema, ou seja, V# = (1,0). Temos entdo,
FQY = (E'Vy = E\V' + 0/ y*V,Bg)(D*V/ — DIV + V™V, Hy).
Como V* = (1,0), V7 = 0. Temos entao,
FAQN = —=E'D7 + ' y** V™V, V. BgHy.
Utilizando que o produto dos tensores de Levi-Civita é dado por [10],

5o 8o oy oo
08 80 op of
5 6 6f 8
A P

aByA : (2.28)

n Nopor =

temos,
TIiAaBTI)\jTGVaVTBBHQ — _HlB] + 51] (E . I—__i)

Logo, temos que as componentes espaciais do tensor momento-energia sao dadas por,
TV = 4E' D’ + 4H'BI + §7(—4H - B + L), (2.29)

onde T% é a densidade de energia, T% ¢é o fluxo de energia e T sdao as componentes
do tensor tensao de Maxwell. Dado que o tensor momento-energia é simétrico, segue que
T% = T, Assim,

ExH=Dx B. (2.30)
Esta relagao é valida para qualquer teoria nao linear do eletromagnetismo.

Assim como na eletrodinamica de Maxwell, as novas leis aqui deduzidas nos dizem
quais sao os campos que podem existir nas teorias nao lineares, e a partir destas, nos

ditam qual é sua dinamica.

Passamos agora ao estudo de uma proposta de teoria nao linear do eletromagne-

tismo, onde utilizaremos todos os resultados deduzidos até aqui.
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2.4 Teoria de Born-Infeld

Proposta por Max Born e Leopold Infeld primeiro em 1933 [17] e generalizada
em 1934 [12] pelos mesmos, esta teoria nao linear do eletromagnetismo é proposta em
um contexto onde se discutia a relacao entre o campo eletromagnético e a matéria. A
primeira, chamada de “unitaria”, tratava como se somente o campo eletromagnético fosse
uma entidade fisica, onde as particulas sao singularidades dos campos e a massa um
conceito derivado da energia do campo, levando ao conceito de “massa eletromagnética’.
A segunda, chamada “dualistica”, tomava os campos e particulas como objetos diferentes,
onde as particulas produzem e sofrem forcas dos campos, mas nao sao produtos destes.

Sua propriedade intrinseca é o conceito de inércia, mais especificamente a massa inercial.

Diversos fatores levaram a maioria dos fisicos (nas palavras de Born e de Infeld) a
adotar a visdo dualistica, tais como: o triunfo da teoria da relatividade, onde se observa
a dependéncia da massa com a velocidade; os problemas do desenvolvimento da teoria
unitaria que envolvia a criacao de forgas nao eletromagnéticas; a necessidade da imposicao
de uma forma geométrica para o elétron; os problemas da teoria de Mie, que tentava
contornar os outros problemas ao modificar as equacoes de Maxwell, ao depender do
valor absoluto dos poténciais eletromagnéticos. Por tltimo, a mecanica quéantica que era

fortemente baseada na visao dualistica.

Apesar disso, outros problemas advindos da interpretacao unitaria persistiam,
como o problema da auto-energia de uma carga pontual ser infinita. Também, haviam
problemas na teoria quando os comprimentos de onda de ondas eletromagnéticas ou de
de Broglie eram da ordem do “raio” do elétron. Este “raio” é deduzido puramente da
teoria classica Maxwelliana, onde se iguala a energia eletrostatica de uma esfera a sua
energia relativistica em repouso, e com isso se identifica o raio da esfera com o raio do
elétron [18].

ro = Meggw —2.82 x 107 m. (2.31)
Pelo fato de nao aparecer a constante de Planck nesta expressao, Born e Infeld advogam
pela modificacao das equagoes de Maxwell e defendem que devemos entao adaptar as leis
quanticas para a nova teoria do eletromagnetismo. Apresentaremos agora as ideias e o

processo da construcao da nova teoria proposta.

Iniciemos com um postulado: A acao deve ser um invariante. Para isso, a Lagran-

giana deve ser da forma,
L= |A04ﬂ|7

onde |Aqp| é o determinante de A,s. Desta forma,

szfde,
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onde d7 = dz'dx!dr*dz®. Nao supomos nenhuma simetria sobre A,s, e sabemos que todo
tensor pode ser separado na soma de um tensor simétrico, g,g € um antissimétrico, fugz.
Assim,

Aog = Gap + fap- (2.32)

Aqui fazemos outra hipétese: identificaremos o tensor simétrico g,z com o tensor métrico
e o tensor antissimétrico f,z com o tensor eletromagnético. Temos entao 3 objetos que

multiplicados por dr sao invariantes,

V=1Aagl = \/~ltas + TFagl,  \/~Inasl, /| Fasl, (2.33)

onde T' é uma constante a ser determinada, cuja unidade ¢é inverso de campo. O sinal de
negativo foi adicionado para que tenhamos valores positivos dentro das raizes. Podemos

entdo construir uma Lagrangiana como uma funcao linear das expressoes em (2.33). Assim,

L = ay/—|nap + TFag| + b/~ |1as] + /|7 Fagl. (2.34)

Perceba que o terceiro termo pode ser ignorado, pois Fiz ¢ o rotacional de um quadrivetor
potencial, logo sua integral ao longo do espaco-tempo pode ser transformada numa integral
de superficie pelo teorema de Stokes, que nao contribui para a a¢ao. Tomemos entao ¢ = 0.
Para determinarmos a e b, vamos impor que nossa teoria deve, no limite de campo fraco,

recuperar as equagoes de Maxwell, ou seja, L = —F'/4. Assim,

_lna5+Faﬁ| = 1+TQ(F122+17123+]7223_Fo21 _F§2_F33)_T4|Faﬁ|a
T?F
=1+T*B* - E?) -~ T F,s| =1+ - T F,pl, (2.35)

onde F' = 2(B? — E?). Perceba que os termos de |F, 5| levam campos na quarta poténcia,
este entdao pode ser ignorado no limite de campo fraco. Como estamos no espago-tempo

de Minkowski, |n,s| = —1. Temos entao a expressao,

/ T2F
L=b+ay/1+ 5

Expandindo em relagao a F', obtemos,

aT?*F

L=(a+0b)+ + O(F?).

Comparando com a Lagrangiana de Maxwell, chegamos a conclusao que b = —a = 1/T? =
B32. Reescrevemos as constantes como (32 por conveniéncia da notacao ser mais utilizada na

literatura. Note que |F,z| = (E . 5)2, logo, podemos expressar a Lagrangiana em termos

de F' e GG. Desta forma,
F G?
— 32 _ _ _
L=p <1 \/1+252 1654>' (2.36)
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Podemos entender qual é o significado de 5. Tomemos por exemplo que B = 0. Do termo
dentro da raiz, obtemos,
E2
1-— 7
Como o termo dentro da raiz deve ser maior ou igual a zero, vemos entao que, para um
sistema que possui somente campo elétrico, § é um valor maximo que F pode assumir.
No artigo original de Born e Infeld, estes introduzem a constante 5 de uma maneira
diferente. Eles postulam a existéncia de um sistema de unidade absoluto para os campos,
e que podemos transformar esta unidade para uma unidade convencional por meio da
constante 3. A ideia segue a mesma logica de escrevermos a velocidade como wu, tal que
u = wv/c, onde u é a velocidade em um sistema absoluto ponderado pela velocidade limite
c e v é a velocidade no sistema convencional. Vejamos agora caso o sistema admita campo
magnético. Temos entao que o campo elétrico critico é dado quando o fator dentro da raiz
¢ nulo.
1+ B? — ECQMt . BZECQrit COSQ(¢)
B2 p

onde ¢ é o angulo entre o campo elétrico e o campo magnético. Com algumas manipulagoes

=0,

algébricas simples, encontramos o valor de campo elétrico critico,

/82 + B2
2 + B2 cos?(¢)’

Eoiyw = (237)
Note que o campo elétrico critico agora depende da magnitude do campo magnético e o

angulo entre eles, ¢.

Vamos agora analisar algumas consequéncias desta teoria. Analisemos agora o caso
de um campo eletrostético, ou seja, B = H = 0. Temos entdo, das equacoes (2.19) e (2.20)

e assumindo simetria esférica,

V- D=0=—(2D,) =0
dT(T ) =0,
— C/\
D:T—Qr, (2.38)

onde ¢ é a constante de integracao. Vejamos que podemos determinar quem é ¢ pelo

limite Maxwelliano. Sendo, em nosso caso, D = LFE, e Lr = —1/4 na Lagrangiana
Maxwelliana, temos,
1o ¢
——F = —7,
4 72
= dc,
=-3

Agora, comparando ao resultado Maxwelliano para o campo de uma particula pontual,

= q .
=17
Amr2’
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e, como estamos interessados em determinar a auto-energia do elétron, comparamos entao
a constante ¢ com o campo de um elétron. Chegamos entao a conclusao que ¢ = ¢./16m,

onde ¢, ¢ a carga do elétron. Temos entao,

e

o % 4
167r7"2r

(2.39)

Desta, utilizamos agora que D=1 FE para encontrar E , onde agora utilizamos a Lagran-
giana de Born-Infeld (2.36), onde Lp é,

41—%'

Temos entao,

o C—Y (2.40)

drrd 1+ :—i
0
-] Qe
= ) 2.41
To 4rf3 ( )

Veja que, se tomamos o limite de rq indo a zero, recuperamos o resultado Maxwelliano. A

onde 7y é definido como,

diferenca entre o comportamento do campo previsto por Maxwell e por Born-Infeld esta

ilustrada na figura 1.

Do fato do rotacional de E ser nulo, podemos definir um potencial escalar para
este, ou seja,
E = _nga

ou,

Assim,
e

_ ©_dy
o(z) =  darg /:p NAEET

(2.42)

onde x = r/rg.

Perceba que, tanto o campo eletrostatico, quanto o potencial, ndo divergem quando
nos aproximamos da origem, mesmo que E esteja mal definido na origem pela escolha do
sistema de coordenadas. A diferenca entre o potencial eletrostatico Maxwelliano e o dado

pela teoria de Born-Infeld estd ilistrada na figura 2. Temos para o potencial na origem,

B 1.85407%
47 To

¢(0) =
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4-
3,
ol g(x)
; 1/x2
1\
07 P T ‘a“‘-f-‘--\".“'.".’ ST
0 1 2 3 4 5

Figura 1: Decaimento do campo eletrostatico da teoria de Born-Infeld comparado ao Maxwelliano. g(z) =

1/V1+at

f(x)
11X

Figura 2: Decaimento do poténcial eletrostatico da teoria de Born-Infeld comparado ao Maxwelliano.
fl) = [ dy/v1+yt

Como o campo eletrostatico nao possui divergéncia nula, podemos entao associar

o valor da divergéncia com uma distribuicao de cargas livres, ou seja,

V-E=p,
que resulta,
10,,
oI Er =P
r2or (r°Ey) =p
Temos entao,
2q.
p= S (2.43)

rar (1 + Zg)g

A integral em todo o espago de p nos da, como esperado,

/de = —(e-
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Também poderiamos obter p da defini¢do de 5,
(VLp)-E
Lr

Veja que a densidade de carga (2.43) decai com r

2

Tser>ryer quando r < 1.

A teoria de Born-Infeld entao engloba as duas possibilidades para a interpretacao
do elétron. Particula pontual ou uma distribuicao espacial de carga, sdo completamente
equivalentes. Podemos entao interpretar o elétron como uma particula pontual que é a
fonte do campo 5, ou de uma distribuicao espacial de cargas que gera o campo E. Nas
palavras de Born e de Infeld: “A questdo de qual das duas interpretagoes do elétron estd

correta ndao tem sentido”[12].

Mostremos agora como a teoria de Born-Infeld resolve o problema da auto-energia

do elétron. A densidade de energia é dada pela equacao (2.24), onde temos,
T =U =—4E-D — L.

Entao,

o o
E= /Udv - / 7 (Vi mﬁf )+ v = 0.098361%. (2.44)
167T2T2T04\/;)—4j To

Assim, provamos que, na teoria de Born-Infeld, a auto-energia de um elétron é finita. Para

calcularmos o valor de 7y em unidades internacionais, recuperemos as unidades fisicas na
expressao (2.44). Perceba que devemos entdo introduzir a constante ¢y no denominador.
Igualemos entao a expressao a energia relativistica do elétron em repouso. Encontramos
entao,

a

= 1.23604
"o 4megm.c?

= 3.4857 x 107"° m. (2.45)

Assim, calculando também o valor de S no SI, temos,

e 11
= =3.955 x 107" T. 2.46
p degerd 8 ( )

Interpretamos entao ry como o novo “raio” do elétron, perceba que nosso valor é
apenas uma pequena correcao do valor obtido pela teoria Maxwelliana. Veja que, a menos
de campos de ordem [, ou se estivermos muito proximo a rg, as equagoes de Born-Infeld
sao basicamente as mesmas de Maxwell, justificando assim a dificuldade de verificacao

experimental da nova teoria.

Terminamos aqui nosso breve estudo sobre a teoria de Born-Infeld. Existem diver-
sos outros resultados desta teoria aqui nao mostrados, como a quantizagao dessa teoria
(feita também por Born e Infeld [19, 20]), o trabalho de 1962 de Dirac [21], os avangos de
Biatynicki-Birula [11], e os atuais interesses da teoria-M na eletrodindmica de Born-Infeld
(22, 23]. Passaremos agora ao estudo da propagagao da luz nas teorias nao lineares, e com

os resultados, estudaremos posteriormente a propagacao da luz nesta teoria.
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3 A propagacao da luz em teorias nao linea-

res

3.1 Relacado de dispersao

Vamos agora investigar a propagacao da luz em teorias nao lineares. Em nossa
analise, separamos o campo elétrico total como a soma de um campo de fundo que varia
lentamente, Eo, e um campo fraco se comparado a Fjy, mas que varia rapidamente no
tempo, E,. Isso quer dizer que E=FE,+E, ~ EO, mas OME ~ GMEW. Vamos tomar o
campo E,, como sendo uma onda plana monocromética, isto é, E,, = éexpli(wt—q-¥)], onde
€ é o vetor de polarizacdo, w é a frequéncia angular e ¢ o vetor de onda. Fazemos o mesmo
para B, com B, = l;exp[i(wt—cf-f)]. Seja k* = (w, ), assim temos que wt—q-& = ktx, = 32
¢ a hipersuperficie de fase das ondas planas, onde k, é o vetor gradiente de Y. Para
evitar uma notacao carregada, abandonaremos os indices 0 e w nos campos, que ficarao
subentendidos no contexto. Como consequéncia de nossas aproximagoes, teremos que a
equagdo de onda volta a ser linear, ou seja, do formato v9?¢ — V2¢ = 0, onde o fator v
possui as informagoes sobre a nao lineariedade da teoria eletromagnética, assim como é
feito para a propagacao de ondas num meio material polarizado por um campo externo
[24]. Ou seja, estamos trabalhando com dptica linear num contexto de eletrodindmica nao

linear.

Para analisar a propagacao da luz nas teorias nao lineares, utilizaremos aqui o mé-
todo de Hadamard [14, 15, 25]. Neste método, estudamos a propagacao pela evolucao das
frentes de onda, onde o campo é continuo mas suas derivadas nao. Definimos a operagao

descontinuidade de Hadamard como segue.

Seja ¥ a superficie definida por z(z#) = 0. Se ¥ é uma superficie global, ela delimita
duas regioes distintas U~ e U™, que correspondem a z < 0 e z > 0 respectivamente. Dada
uma fungao arbitraria das coordenadas g(z*), definimos a operagao [ s sobre um campo
de g(z®) por

[9(z")]s = Jim [g(P") — g(P7)],

onde P*, P~ e P pertencem a U™, U~ e X respectivamente. Podemos entender a “descon-
tinuidade” como a diferenca do valor do campo no limite de coincidéncia dos pontos, assim
tendo a ideia de gradiente. O método de Hadamard aplicado para o eletromagnetismo é

equivalente a aproximagao eikonal [15].

Da aplicacao da descontinuidade de Hadamard no tensor eletromagnético e em

suas derivadas,
[Faﬂ]E = 07
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[Fab’a/\]E = faﬁk)\-
Aplicando-a na identidade de Bianchi (2.6),

fapks + foaka + fraks = 0.
Contraindo este resultado com F*?k* e com F*Pk*, teremos,
FoP sk kg 4+ FP fank kg + F° frokhs = 0,
FP foak ey + F° fork ko + F° frok kg = 0.
Definindo ¢ = F*¥ .3, *( = Fob fap €, pela antissimetria dos tensores, temos,
Ck? = —2F% f5,k ks, (3.1)
*Ck? = —2F°P fo\k k. (3.2)
onde k? = E by = n® k. k.

Agora, aplicando a descontinuidade de Hadamard na equagao de movimento (2.8),

temos,
oNHP f, sk, + Lpf*k, = 0,
ou,
v 2 vaf
fuk” = —L—Nu fasky. (3.3)
F

Utilizando as seguintes identidades

1
FuaFau = _Zanj’

va n nIge 1 v
FuaF"™ = " = JF6,".

e introduzindo (3.3) em (3.1), obtemos,
2 o~ ~ ~
(k* = —2F*Pk, (—L Jooku[LrpFg" F*? + Lo Fg" F*? + Lpg(Fa' F" + FﬁMF”ﬂ)]>
F
4 . . .
= ?fypkaku[LFFFaﬁFﬂuFVp + LGGFaﬁFBuFVp + Lpg(Fa*BFB“F”p + Fo‘ﬁFg"F”p)]
F

4 " 1 ~
=7 fopkaku[F’ Fg"(LppF" + LpgF"") — 1N (Laa ™ + LpaF*")]
F

4 G
= FPFglkok,(LrpC + Lrg™C) — ?k2(LGG*§ + LrcC). (3.4)
F F

Utilizando agora em (3.2),
~ 2 . - -
(kP = —2Fk, <—qupku[LFFFB“FVp + LaaFp"' F"* + Lpa(Fp"'F"* + FB“FVP)])
F
4

= Ekaku[FQ5F5N<LFFC + Lpa™C) + FOPFg"(LpaC + Lag™C)]
4 alb mop * G 2 * 2F 2 *

= —F*Fg'kok,(Lac™C+ LpaC) — —k“(LprC + Lpc™C) + —k*(Lae™C + LrpaC).
LF LF LF

(3.5)
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Devemos agora encontrar uma equacao que possa nos dar a condicao de independéncia
dos termos ¢ e *(, Para isso, vamos isolar o termo iF“ﬁFg“k:aku em (3.4) e (3.5) e tomar

a diferenca entre elas. Temos entao,

¢k “(k? __2FkK  GK (LFGC +Lac'C  Lpp + LFG*C>

LprC + Lpc*C  LpaC+Loa*C Lp Ly \LppC+ Lpa*¢  LpaC + Laa™C

Multiplicando ambos os lados por (Lra( + Lee™C)(Lrr¢ + Lra*(), chegamos em,

2Fk?
*(Ck*(Lee — Lrr) + (C*LppLpc + *¢(LrrLac + *¢(L3g + *¢*LrcLac)
F
Gk? . . N «
+ TF(CQL%G +*C?LEg + 2°¢CLrcLog — (PLyp — *(PL3g — 2°(CLrrLrg)
+ Ck*Lpe —*Ck*Lpg = 0. (3.6)

Assumindo que k? # 0, podemos reescrever (3.6) como

Q¢+ Q"¢+ Q3¢ =0, (3.7)
onde,

. 2F G

Q1 = —Lpe+ —LrcLee + — (Lée — Lig),
Lr Lr

. 2F 2G

Qy = Lge — Lrr + ?(LFFLGG + L30) + ?LFG(LGG — Lpp),
F F

. 2F G
Q3= Lrg+ —LrpLrg + —(L3g — L3p).
Ly Lrp

Resolvendo (3.7) com *( = Q4(, obtemos,

—Qy +4/Q3 — 40,0
Qi: 2 2 1 3‘ (3.8)

20

Aplicando entdo a solugao (3.8) em (3.4),
[Lr + G(Lre + QiLee)k* — 4(Lpp + Qe Lpe)F* F7 Jkgk, = 0.

Isolando k2, temos finalmente,

Lpp +QyLpg

kr = —4
Ly +G(Lpe + QL)

FO*F k k", (3.9)

que ¢ a relagao de dispersao, que nos da a relagao entre a frequéncia angular e o vetor
de onda. Perceba que, pela presenca de ., temos duas solucoes possiveis para k2. Isto
antecipa o fenomeno da birrefringéncia em teorias nao lineares, onde raios luminosos com
diferentes polarizacoes podem apresentar diferentes velocidades em uma mesma dire¢ao

espacial. Ao longo do texto, utilizaremos frequentemente a equagao (3.9) como

k? = EF " Fo k kY, (3.10)



Capitulo 3. A propagacio da luz em teorias ndo lineares 29

onde ¢ é definido como
Lrr+ QiLpg

= 4 .
f LF + G(LFG + Qing>

(3.11)

Este resultado pode ser obtido, equivalentemente, pela equacao (3.5).

Podemos reescrever a relagao de dispersao em funcao do tensor momento-energia.
Para isto, isolamos o termo 4F**F\* de (2.12) e substituimos este resultado na expressio
(3.9),

—Tw — (L — GLg)g"
Lr

= 4FMFyY.
Temos entao,

12— —T“V(LFF + Qing)k#ky B (L — GLg)(LFF + QiLFC,V) 12
L%+ GLp(Lrg + Q+Log) L%+ GLp(Lpg+ Qilca)

Isolando k2, temos

B2 _ Lrp 4+ QyiLpg Tk g
L%+ GLp(Lpg + Q+Log) + (L — GLg)(Lpr + Qi+ Lpg) wev
= _Qiijkukl/? (312)
onde Q4 é
L QL
0. rr+ 4+ Lpg (3.13)

T L2+ GLp(Lrg + Qlee) + (L — GLe)(Lpr + QiLlrg)

Os resultados aqui desenvolvidos ja sdo conhecidos da literatura [3]. A seguir, vamos

analisar um outro método que pode ser aplicado para obtencao da relagao de dispersao.

3.2 Relacado de dispersao via calculo do tensor de Fresnel

Vamos agora apresentar um método alternativo para derivar os mesmos resultados
da propagacao dos raios luminosos. Neste, ndo tentamos eliminar os tensores desconti-
nuidades de Hadamard por manipulacoes algébricas, mas construimos uma equagao de
autovalores que, a partir de seu polinomio caracteristico biquadratico, nos da as possiveis

solucoes de k2. Para tal, definamos os quadrivetores E* e B* como [14, 15, 16],

BV = F™Y, (3.14)

B = F™V,. (3.15)

Assim, em compontens, temos que E* = (0, E) e B = (0, é) Destes, podemos decompor

os tensores F'* e seu dual como,

FM = VY — EYVF 4 PV, By, (3.16)
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Fm = BrVY — BV — PV, B, (3.17)
Reescrevemos entao a equacao de movimento (2.8) como,
2NHVQ6<V6EQ7V _VaEBﬂ/ +naBUTVaBTyu ) + LF(‘/VEH;V _V“EU;Z/ +77HVUTVO'BT7V ) = 0.

(3.18)
Para a identidade de Bianchi (2.7), temos,

VVB*, -V, By, = 0. (3.19)

Veja que, mesmo na teoria nao linear, ainda possuimos a lei que B*,, =V - B = 0, pois
esta lei se deriva da identidade de Bianchi, valida tanto na teoria de Maxwell quanto em

qualquer teoria nao linear.

As descontinuidade de Hadamard para (3.14) e (3.15) sao dadas por,

[EV]s = [B"]z =0, (3.20)
[E*,, s = 'k, (3.21)
[B*,,]s, = W'k, (3.22)

Aplicando as descontinuidades em (3.18) e em (3.19), temos, respectivamente,
NP (Ve ok, —Vaesky +0as” Vabrk, )+ Lp(VV el k, = Ve k,+0" 7"V, b k,) = 0, (3.23)
1
b = —n"V ke (3.24)
w
Podemos entao substituir (3.24) em (3.23) e teremos,

1
2N“llaﬂ (Vﬂeaku - VaeﬁkuwnaBUTn’r/\pevav;)kuk)\e6‘) + LF (UWUTUTAPGVUVpkukMBe) =0
(3.25)

Entéo, utilizando a identidade dos produtos de Levi-Civita (2.28) em (3.25), encontramos,
1
2N™ o5 [Vﬂe%y —Velk, + — (" kye® — Ekye” +wV ke’ —wV? kuea)]
w
1
+ Lp l:we“ — VFE,e¥ + f<k32€ﬂ — k”kﬁgee + wV“kgeg — w%“)} = 0.
w

Renomeando os indices, simplificando e deixando e em evidéncia, temos,

[AN" 5kPk, + Lp(K*0Y — k"kg)]e’ = 0, (3.26)
ou ainda,
ZHge? =0, (3.27)
onde
Zlg = AN g5kPk, + Lp(k*0) — k'ky), (3.28)

que é chamado de tensor de Fresnel.
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Perceba que (3.27) é uma equagao de autovalores com autovalores nulos, o que nos
permite resolver o problema para k? a partir de det(Z) = 0. Para isso, utilizaremos um
coroléario do teorema de Cayley-Hamilton, onde o determinante de Z*, quadridimensional
é dado por [26]

det(Z) = 5o () — L) (2) + 5(20)(Zs) + (2" — 1(2),
24 4 3 8 4

onde Z,, é o n-ésimo trago de Z#,,

Zl - Zﬁ,
Zy =217,
Zy=242"7,,
Zy= 20207 7",

Os calculos dos tracos sao longos, e estao apresentados no apéndice.

Ao calcularmos o determinante, encontramos que todos os coeficientes das potén-
cias de k? sao nulos, resultando na identidade 0 = 0, e portanto, nao nos conduzindo . Isso
acontece pois, na verdade, Z*, é um objeto intrinsecamente tridimensional. Note que o
tensor Z*, é ortogonal a k", e portanto, esta restrito a uma hipersuperficie tridimensional
ortogonal a k*. Devemos entao calcular o determinante para o caso tridimensional, que é
dado por,

1 1

det(2) = (22 + 5(22)(2) — 5(%9)

Calculando este determinante e impondo a condigao det(Z) = 0, temos o seguinte polino-

mio biquadratico para k,

— 96(/41‘](.)2[1}7([/%@ — LFFLGG> + 24k2(kf>LF[LF(LFF + ch) + 2F(L§7G — LFFLGG)]
+6k*Lp[L3 +2Lp(GLpg — FLgg) + G*(L% — LrrLag)] = 0,

onde (kf) = F*"F,,k"k,. Tomando as solu¢des biquadraticas em k?, temos entao,
k= EFME, kK",

onde agora £ corresponde a,

2(—LpLpp — 2F L%, — LrLag + 2F LypLag + ®)

$= Ly +2Lp(GLrg — FlLaa) + G*(Lyg — LrrLoa)

(3.29)

e & é dado por,

¢>:{4(L%G——LFFLGG)(2LF«§LFG—aFLGG)+-G2<L%G——LFFLGG)4—L%)

+ (2F (L3 - Lrrlac) + Le(Ler + Loo)) |

Ambos ¢ encontrados pelos diferentes métodos, (3.11) e (3.29), sdo algebricamente idén-

ticos.
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3.3 Velocidade de fase e velocidade de grupo
Definimos a velocidade de fase como

v=—,
q

onde w é a frequéncia angular e ¢ é o médulo do vetor de onda. Esta é a velocidade com

a qual um ponto qualquer da onda se desloca.

O quadrivetor de onda k*, definido como o gradiente da eikonal, tem componentes
dadas por k* = (w, q) e, portanto, k* é dado por k* = w? — ¢%. Logo, a velocidade de fase
¢é dada por,

=0 —q¢=¢0w —1)=EF"F, kK,

v =1+ EFFon,n’, (3.30)

onde n, = k,/q. Vemos entao que, por ¢ poder assumir dois valores distintos, podem
existir duas distintas velocidades como solucao para a propagacao dos raios luminosos em

uma mesma direcao.

Calculemos agora a velocidade de grupo para teorias nao lineares. Por definicao,

a velocidade de grupo é dada por

L. Ow
U= 7
onde ¢ ¢é o vetor de onda tridimensional. O significado da velocidade de grupo segue da
ideia de se lancar um pacote de ondas com diferentes vetores de onda ¢, formando assim
um pulso. Neste, as cristas nao possuem mais a mesma amplitude, e a velocidade medida
como um todo, a velocidade de grupo, é a velocidade com qual o envelopamento deste
pulso caminha. Estamos trabalhando com o formalismo quadrivetorial, entdao, definamos
o projetor espacial h* como,
W =" — VEVY, (3.31)

Veja que h*" é ortogonal a V*#, significando que qualquer quadrivetor A* contraido com h*”
¢ projetado na hipersuperficie tridimensional ortogonal a V#. Desta forma, decompomos

o quadrivetor k* como
k= wVH 4+ ¢, (3.32)

onde definimos
q" = h*k,.

Veja que, em termos de componentes, ¢* = (0, q).

Com auxilio de h*¥, podemos representar a velocidade de grupo através do qua-
drivetor u, definido por
ur = ——h. (3.33)
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Note que a componente ©° = 0, uma vez que h*? é diagonal e h°° = 0. Logo, ™ é um
quadrivetor tipo espago. Temos entao que as componentes da velocidade de grupo sao

dadas por
ow - Ow

7 i

~YigE i0g'

Uj
Sendo w = /¢? + k?, segue,
OVE+ R ( g 8k’”)
wy = YT 2 o |

. = -+ 26EFME k,—
T 0 2w 1 Oq? 28 " 0q

Para simplificar nosso problema, consideraremos o campo magnético do sistema como

sendo nulo, assim, podemos decompor F*F,,k, como,

FFo k, = (B°V* — E*V)(ELV, — BVa) WV, + qu) = (—E*V*V, + E*E,)(wV, + q,)
= —wE*, — (- E)E,, (3.34)

onde E*q, = —(q- E). Desta forma,

1 9 L = oK\ 1 9 o= 0¢
uj = - <—% —§{(wEV, + (7" E)E,) aqj> = <—Qz' — wEu; — &(q- E)Ez@ :
ou ainda,
2 n & =
Temos entao que o quadrivetor velocidade de grupo ¢ dado por,
1 =
Podemos calcular o mddulo deste. Sendo u? = —u’u;, segue que,
1 . . Lo
2 _ — —
ut = —m(% +&(n- E)E;) (0 +&(i- E)EY)
1 . .
= (1 +2(A- E)* + &(ii - E)*E?). (3.36)

v2(1 + EE?)?

Mostremos agora um outro resultado, que a velocidade de grupo e a velocidade de fase
de qualquer teoria nao linear, num sistema onde nao hé campo magnético, sdo iguais
em primeira aproximagao de . Tomemos a velocidade de fase dada pela equagao (3.30)
e decompomos ela em componentes, como feito antes, supondo somente a existéncia do

campo elétrico. De (3.34), segue que,
FOrEL kb = (—wE?V, — (7- E)E,)(WV" +¢") = (7- E)? — w*E>. (3.37)

Utilizando esta em (3.30),

§ oo v £
72F #Fayk k'u - ].+

=1+ > (G- E)? — B = 1+¢[(fi- E)* — v*E].
q q
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Isolando v2, obtemos,

2 _ 1+ &(i - E)? _ 1+ &E%cos’(0)
1+ EE2 1+EE2

(3.38)

onde 6 é o angulo entre E e ¢, ou seja, entre o campo elétrico de fundo e o vetor de onda

do campo de onda plana. Expandindo £ em primeira ordem em (3.36) e (3.38), obtemos,
E2

u=v=1- 62 sin® 6. (3.39)

Confirmamos entdo a afirmacgao que, em primeira aproximacao de &, a velocidade de grupo

e de fase sao iguais. Outro resultado que podemos ver é que, se 6 for igual a 0 ou /2,

no caso onde s6 ha campo elétrico, a velocidade de fase e grupo sao iguais, em qualquer

aproximacao.

3.4 Os vetores de polarizacdo

Podemos calcular os vetores de polarizacao da propagacao da luz para as teorias
nao lineares. Da equagdo de Fresnel, escolhemos uma base qualquer com 4 quadrivetores
linearmente independentes para e” e impomos a condi¢cao de que cada componente do
quadrivetor resultante da contracao do quadrivetor polarizagao com o tensor de Fresnel

¢é nulo. Seja entao e’ dado por,

e’ = aA” +bB" + cC" +dD",

onde,
AV = FVTk,T’
BY = FVTICT,
v = FZ/TFUTkU,
DY = k.

e a, b, c e dsao constantes. Abrindo entdo a equacao de Fresnel, temos,
Zhe” = [4N“°‘l,5kakﬁ + Lp(k*0" — k*k,)](aA” + bBY + cC” +dD").

Sendo N**,3 = LppFHF, 5+ LGGF’“O‘F,,[J; + LFG(ﬁ’WFl,g + F“aﬁ},ﬁ), podemos reescrever
N“O‘,,Bk‘ﬂk:a como,

N# 5kPky = LppA*A, + LaaB"B, + Lra(B"A, + A'B,).

Como ja vimos, o tensor de Fresnel é ortogonal a k*, entao o termo k* nao contribui e
pode ser descartado. Assim,

4aN"* gk kP A + aLp(K*6" — k'k,)A” + 4bN** 5k k" B

+ bLp(K*6" — k"k,)BY + 4cN" ko kP C” + cLp(K*6" — k'k,)C” = 0. (3.40)
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Vejamos que: AYk, = 0, Bk, = 0, AYC, = 0 e k,C¥ = A"A, = A?. Estes

resultados serdao importantes na simplificacdo do problema,

Ak, = F"k, ko = 0,

BYk, = F"k,k, = 0,

AYC, = F"*F,, F kyk, = —A"A"F,, =0,
k,C¥ =k, F" F, k" = ATA, = A%

Utilizando estes resultados em (3.40), resulta,

4a(LppA*A* + Log B, A" B* + LpgA*B* 4 LpgB,A” A*) 4 aLpk* A"
+4b(LppB,A” A" + LogB*B" + LpgB, A" B* + LpgB*A") + bLpk* B*
—4¢(LgaB,CYB* 4 LpgB,C" A*) + cLpk*C* — cLpk,C” k"

= [4a(LppA® + LpgB,A") + aLpk?® + 4b(LyppB, A" + LpaB?) — 4cLpgB,C") A*

+ [4a(LeeB,AY + LrgA®) + 4b(LaeB? + LreB,A”) 4+ bLpk* — 4cLgg B, C¥| B

+ (ck*Lp)C* + (cLpk,C")k* = 0. (3.41)

Como os vetores da base sao linearmente independentes, temos que cada componente de

(3.41) deve se anular. Ou seja,

a(LppA? + LpgB,A”) + %Lsz + b(LppB,A” + LpgB?) — AcLpgB,CY =0,  (3.42)

b
a(ngBVAV + LpgAQ) + b(ngBz + Lprl,AV> -+ ZLFkZ — 4CLGGBVCV = O, (343)

ck’Lp =0, (3.44)
cLrk,C” = 0. (3.45)

De (3.45), vemos que ¢ = 0 sempre. Temos entao as relagoes para o quadrivetor polarizagao

de uma teoria nao linear do eletromagnetismo,

a(LppA? + LpgB,AY) + %LFkP + b(LppB, A + LpcB?) =0, (3.46)
b
CL(ngBVAV + LpgA2) + b(ngB2 + LFgBl,AV> + ELFICZ =0. (347)

Passaremos agora ao estudo da propagacao da luz em algumas teorias nao lineares espe-

cificas, onde utilizaremos os resultados aqui obtidos.

3.5 Propagacao da luz na teoria de Born-Infeld

Vejamos como se da a propagacao de ondas na teoria de Born-Infeld. Calculando

o fator ¢ para a Born-Infeld, obtemos,

2

T

(3.48)
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Desta, obtemos a relacao de dispercao da teoria,

2 _ a v
kBI = mF HFaVk'uk . (349)

Perceba que o fator ® em nossa teoria é zero. A teoria de Born-Infeld é a tnica teoria

nao-linear do eletromagnetismo que nao produz birrefringéncia no vacuo [11].

Usemos agora as féormulas para a velocidade de fase e velocidade de grupo deriva-
das, (3.38) e (3.36), respectivamente. De nossa simplificacio que B = 0, g/ se reduz a

Epr = 1/(B8% — E?), entdo, temos que a velocidade de fase ¢ dada por,
by, = Bl (3.50)

32

Veja que, se o campo elétrico for nulo, recuperamos o caso da eletrodinamica Maxwelliana,
com v? = 1. Perceba também que, no angulo de 7/2, quando o campo se aproxima de
[, a velocidade da luz tende a zero, isso implica que na teoria de Born-Infeld, temos o
efeito de luz lenta para campos muito proximos a 3. A figura 3 mostra os valores para a

velocidade de fase em funcao do campo E e do angulo 6.

— EYR=0
E%/B=0.15
E3p32=0.3

Figura 3: Grafico polar com os valores de v? para os diferentes valores de campo elétrico, onde a circun-

feréncia de raio 1 representa o caso Maxwelliano.

Podemos reescrever a equacao (3.51) na forma de projetores de n’. Vejamos,

9 E?sin?0 E?(1 — cos? 6) E? — E?cos? 0
vy =1——g— =1~ -
B p? s
—nIE;E; — n'n/ E;E; L,
- - Lo Lkt ) B (3.51)

Note que o termo entre parénteses é um projetor de n/, mas nao de n®. De (3.51) podemos
ver que, em nossa consideracao de campo magnético nulo, o vacuo de Born-Infeld se com-

porta como um meio material com efeito Kerr, ou seja, o valor da velocidade de fase varia
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com o quadrado do campo elétrico, onde (n'n’ +n) /3% faz o papel da susceptibilidade de
terceira ordem. Guardemos este resultado, ele sera 1util mais tarde durante a construcao

do modelo anélogo.

Calculemos agora os valores para a velocidade de grupo da teoria de Born-Infeld.
De (3.36) e (3.49), temos,

S (E? — 3?)? — E*(E? — 2/3?) cos® 0
BI = p2(—E? + %2 + E? cos? 0) '

(3.52)

Novamente, temos o limite Maxwelliano se tomamos £ = 0. A figura 4 mostra os valores

para a velocidade de grupo em fun¢do do campo E e do angulo 6.

—— E¥=0
E%/6°=0.2
----- E%/6°=0.6
----- E%/6°=0.8
77777 E¥/p=1

Figura 4: Gréfico polar com os valores de u? para os diferentes valores de campo elétrico, onde a circun-

feréncia de raio 1 representa o caso Maxwelliano.

Podemos definir entdo o indice de refracdo do vacuo na teoria de Born-Infeld.

Temos,
1 1
Nnpr = —— = (3.53)

UBT ,/1—%2281H20'

35

3.0k

— BEYp=0
E%¥p*=0.3

20 —— E¥3=0.6

— BE¥F=0.9

251
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Figura 5: Grafico com os valores de n para os diferentes valores de campo elétrico, onde o eixo horizontal

azul sdo os valores de 6 de 0 a 7. A reta horizontal representa o caso Maxwelliano.

A figura 5 mostra os diferentes valores para o indice de refracdo em funcao do

campo F e do angulo 6.

Utilizando (3.46) e (3.47) para calcularmos as componentes do vetor de polarizagao
na teoria, encontramos que e* é uma soma de A* com B*, ou seja, (3.46) e (3.47) se anulam

identicamente.

Passemos agora para o estudo da teoria de Euler-Heisenberg.

3.6 Propagacao da luz na teoria de Euler-Heisenberg

Proposta em 1936 no artigo “Consequéncias da teoria dos pésitrons de Dirac” [27],
a teoria de Euler-Heisenberg descreve os efeitos de polarizacao do vacuo da eletrodinamica

quéantica [22]. Sua agdo efetiva em primeira aproximagcao é dada por [3],

s=[ar {—Z + 4 <F2 + ZGQ)] , (3.54)

onde p é uma constante dada por (no SI),

2h3a? 1
= =132 x107*,. 3.55
. 45ugmaicd 8 T2 (3:55)
Calculamos entao o fator £ da teoria,
Een = 81, (3.56)

Os dois valores distintos caracterizam o efeito de birrefringéncia no vacuo, onde os possiveis
valores sao dados pelos vetores de polarizagao. Vamos utilizar entdao que égg = ap, onde

a pode valer 8 ou 14. De (3.38), obtemos a velocidade de fase,

) 1+ auFE?cos? 0
v =
EH 1+ auk?

(3.58)

Notemos que, aqui, nao podemos tomar a veracidade deste resultado para campos pro-
ximos de 1/,//, pois a acdo ¢ uma aproximagao em primeira ordem de s, ou seja, para
campos de ordem menores que . A figura 6 mostra os diferentes valores para a velocidade

de fase em funcao do campo E e do angulo 6.
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— E=0
..... a=8, pE?=2.5 x 10
..... a=14, yE>=2.5x 1072
- a=8, yE?*=7.5 x 107
........ a=14, yE=7.5x 1072

Figura 6: Grafico polar com os valores de v%, para os diferentes valores de campo elétrico, onde a
circunferéncia de raio 1 representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo estilo de trago representam

o mesmo valor de campo para os diferentes «.

A velocidade de grupo, dada por (3.36), é entao,
) 1+ 2auE? cos® 0 + o*u? E* cos? 6
u —=
EH (1+ apb?)(1+ apk?cos?0)

A figura 7 mostra os diferentes valores para a velocidade de grupo em funcao do campo

(3.59)

E e do angulo 6.

S )

_____ a=8, yE?=2.5 x 102

_____ a=14, E*=2.5x 102
. @=8, uE*=7.5x 1072

........ a=14, (E*=7.5x 102

Figura 7: Grafico polar com os valores de u%y para os diferentes valores de campo elétrico, onde a
circunferéncia de raio 1 representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo estilo de trago representam

o mesmo valor de campo para os diferentes «.

O indice de refracao é,

1 1+ apk?

e — . 3.60
eH VEH 14+ apk?cos? 0 ( )
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— E=0
_____ a=8, YE*=2.5 x 10~

| H e a=14, E2=2 5x 1072
Ll o =8, PEP=T5 X 1077
S T . a=14, yE=75x 102

20

Figura 8: Grafico com os valores de g g para os diferentes valores de campo elétrico, onde o eixo horizontal
sdo os valores de 6 de 0 a w. A reta horizontal preta representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo

estilo de traco representam o mesmo valor de campo para os diferentes a.

De (3.39), temos que, em primeira aproximacao de &, a velocidade de fase de
Euler-Heisenberg ¢,
vay =1—auk?sin?0. (3.61)

Isto significa que, em primeira aproximagao, temos novamente o efeito Kerr na teoria de
Euler-Heisenberg. De (3.51), podemos extender o resultado da velocidade de fase aproxi-
mada para,

vay = 1+ ap(n'n’ +n7)EE;. (3.62)

Em si, nao ha problemas de trabalhar com a velocidade aproximada, visto que a prépria

Lagrangiana efetiva é uma aproximagao em primeira ordem em p.

Utilizando (3.46) e (3.47) para calcularmos os vetores de polarizagao, encontramos
que o quadrivetor A* é o vetor de polarizagao para & = 8u, enquanto B* é o vetor de

polarizacao para £ = 14pu.

Finalizamos aqui o estudo da propagacao da luz em algumas propostas de teorias
nao lineares. Passemos agora para o estudo da eletrodindmica Maxwelliana em meios

materiais.
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4 Eletrodinamica Maxwelliana em meios ma-

teriais

Neste capitulo trataremos da eletrodinamica Maxwelliana em meios materiais,
considerando os coeficientes 6ticos dados por uma expansao na energia livre de Helmholtz.
Perceba que, de (3.10), temos o termo F**F,, k,k" que nos da uma dependéncia nos
campos do tipo E?, B? e EB. Vamos entdo analisar expansio da energia livre até a
quarta ordem nos campos. Ficara claro ao longo do texto porqué precisamos analisar até

a quarta ordem.

Para a eletrodinamica em meios materiais, devemos utilizar os quadrivetores au-

xiliares D* e H", os quais sdo definidos como,

D" = B" 4 p*, (4.1)

H" = B* — M". (4.2)

Os quadrivetores P* e H* podem ser obtidos a partir da energia livre de Helmholtz.

A energia livre de Helmholtz na presenca de um campo externo eletromagnético pode ser
expandida como [24, 28, 29, 30,

L OF OF 1 F 1 PF
F(E,B,T) = F E” - ————| BB+~ _———| B°B°
(EBT) =Rt gEs| B opa| BV 3 gEeams|, T3 0Be0Bi |,
0 0 0 0

1 O°F 1 PF 1 PF

- | EepfL- __ - | EeEPfpryZ __ | EYEPRY
"2 omeope |, " U "6 oEe0ErIE |, "6 oEeoEroB |,

1 PF 1 PF

- - | pepSfBpyyZ___ - | BeBSRBY
"6 oeoBPOB |, "6 aBeoBPOB |,

1 P 1 I

— E“E°E'E’ + — E“E°EYB°
24 GEOEPOEOE |, 21 GEOEPOE OB |,

1 P 1 P

— E“E’B'B’ + — E“B’B'B°
21 9E°0EP OB OB |, 21 9E~0BP OB OB |,

1 N

— B*B°BYB° + O(E®). 4.3
21 9B°9BP9B 0B |, TOE) (43)

Definimos entao P, como,

OF
Po=—h
o “E"

+ X(3)

afyo

EPEVE" 4+ €030 E°EYB? + Topo E°B'B 4+ Aop o B° BB,

Definimos também a magnetizacao M, como sendo,

_OF

My==M55

1
= M{" + aarn B + X B + 570 BB’ + Bupn B B” + X3, BB’

1
— PC(YS) + X(al/@)’Eﬂ + aaﬁBﬁ + X(O?/@)’VEBE’Y + ’}/QB’YEBB’Y + i/Baﬁ’yBﬂB’y

(4.4)

«,
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1
t56asn B EPE7 4 Tagn BB BY + 3A03,0E* BB + ) \B*B°B. (4.5)

Note que P* e M* sao quadrivetores do tipo espago, logo, de (4.1) e (4.2), D* e H* também
sdo tipo espaco. Como os quadrivetores E* e B também sao tipo espago, podemos

escrever todos os indices das equagdes (4.4) e (4.5) como indices espaciais.

Para nosso estudo, vamos ignorar os efeitos magneto-elétricos e consideraremos

que nao ha magnetizacao. Desta forma, teremos que,

H" = B*,

1 1
P = X" By + oX" BBy + oX"7 By B B

Os termos P{*) e M /SS) desaparecerao nas equacoes de Maxwell, que involve as derivadas
dos valores da polarizagao, entao ja descartamos estas constantes. As equagoes de Maxwell

em meio material sao dadas por,
P, =0, (4.6)

= 0. (4.7)

onde P é o tensor dos campos auxiliares D e H, definidos em (4.1) e (4.2). De (4.6),

temos as equagdes de Maxwell em meios materiais V- D =0e V x H = 9D JOt.

Decompomos (4.6) de maneira andloga a feita em (3.16) [31],
PM = DMVY — D"V 4 PV, Hy. (4.8)
Utilizando (4.8), (4.1) e (4.2) em (4.6), temos,
v <77“°‘Ea AR, + ;XﬂaﬁEaEﬁ + éx’w‘ﬁ”EaEBEO o 10V, By, = 0.
Aplicando o método de Hadamard,
w (4 X B + ;XW'BVEﬁEV) e + inwaﬂvabﬁky 0.
Utilizando o resultado de (3.24), obtemos

1 1
w (77“0‘ + X'ua + X“aﬁEg + 2XM(X’8’YE/3E,Y) €q + ;nuyTﬁnﬁepa%‘{okukéea = 07

1 1
[7]“0‘ + x4 P Eg + ix”O‘BWEgEW — E(q“qa + qzn“a)} eq = 0. (4.9)
Note também que (4.9) é tridimensional e completamente espacial. Note que e*, He yHeB
Y87 e ¢* sdo, por definicdo, tipo espaco. Assim, podemos reescrever (4.9) somente com
indices espaciais. Logo,

.. .. . 1 .. 1 . ..
{nw + X9+ XIRE, + §XW’CZE;€EI — E(qzq] + q%”)} ej = 0. (4.10)



Capitulo 4. FEletrodindmica Mazwelliana em meios materiais 43

Sendo v = w/q, n* = ¢"/q e escolhendo &'; + x'; = &5'j, x"o"Es = X'} Er = A6 e

PV EsE, = XM ELE, = T0';, temos entdo que a equagdo de Fresnel é dada por,
[V*(E+A+7)8 —I'j]e! =0, (4.11)

onde I'; = &'; + n'n; é projetor de ¢’. Perceba que temos novamente uma equagio de
autovalores, cuja solugao é dada por det(Z) = 0, podemos entao calcular as velocidades
pelos tracos do tensor de Fresnel pelo método de Cayley-Hamilton, como feito anterior-
mente para o caso da eletrodinamica nao-linear. Para facilitar as contas, escreveremos o

tensor de Fresnel como: Z*; = 76} — I}. Temos entdao para o primeiro trago Z*;,
Zy=Z=~8 — I =3y -3 — (n'n;) = 3y — 2.

Notemos que I}I} = I}, isto ird nos ajudar nos préximos cdlculos junto com I = 2.

Mostremos este fato,
I'H), = (5; +n'ny) (6] +ning) = 5;5% + 5§njnk + din'n; 4+ n'ngn?q.
Como n'n; = —1, segue
5}; + ning + n'n, — n'ng = 5,1 +ning = I,i.
Para o segundo traco Z;Zij ,

)

Zy = 237} = (46; = L) (v6] — 1)) = v°656] — A831] — 6] 15 + 1] =
=3y2 — 4y +2.

Para o terceiro trago Z!Z} ZF,

Zy = B2 2 = (46 — I (70 — ) (Y0F — IF) = (426367 — 401 — v6L 1 + L) (voF — IF)
= (V20, = 291 + L) (V0F — IV 0,.07 — V20,07 — 29207 Iy + 2y IO T, — T I
= 37> — 69> + 6y — 2.

Com os tracos, podemos calcular o determinante pela férmula,

1 1 1
det(Z) = _6(21)3 + §(Z1)(Zg) — g(Zg) =0.
Temos entao,
-2y +q=0. (4.12)

As solucoes desta equacgao sao v =0 e v = 1. Temos entao que para o modo propagante,
v? é dado por
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onde A = A\/é e T = 7/€ Considerando que 7 e A sdo muito menores que €, temos em
primeira aproximacao que,

= —(1- A7) (4.14)

Da definicao de A e 7, temos que,
1 i; o

1 .. .
T = gxziﬂ’ijEk = " E,E;.

Reescrevemos entao a velocidade como,

WA )
&:~Q—4ya+wagﬁ.
€ €

Incorporando 1/€ nos coeficiéntes x, encontramos,

1 ) -

2 AT X%
A susceptibilidade Y@ é associada ao efeito Pockels, e ¥¥ ao efeito Kerr. Como visto
anteriormente, a velocidade de fase nas teorias estudadas varia com o quadrado do campo
elétrico. Logo, na construcao do modelo andlogo, somente nos interessa o coeficiente Y%.
Utilizaremos entdo materiais centrossimétricos, os quais ¥* é igual a zero. Temos entdo a

expressao da velocidade de fase no meio dada por,

1 -
v* = (1 - YVEEj). (4.16)
€
O indice de refracao é dado por,
9 €
=\ 4.17
"= EE, (4.17)

Finalizamos aqui nosso estudo da eletrodinamica Maxwelliana em meios materiais.
Vamos agora utilizar todos os resultados ja desenvolvidos até aqui para formularmos uma
correspondéncia entre a eletrodindmica nao linear e a eletrodinamica de Maxwell em meios
materiais. Essa correspondéncia nos permitira estabelecer modelos analogos de solugoes

para a propagacao de ondas eletromagnéticas nestes dois dominios do eletromagnetismo.
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5 Modelo analogo para teorias nao lineares

em meio material

Neste capitulo, construiremos o modelo analogo entre a eletrodinamica nao linear
e a eletrodinamica Maxwelliana em meios materiais. Faremos isso por meio da associacao
dos termos da chamada métrica efetiva e associando o indice de refracao em cada um dos

casos. Vejamos como se constréi uma métrica efetiva [25, 32].

5.1 Meétrica efetiva
Da eletrodinamica linear no vacuo, a relagao de dispersao é o que se segue,
"k, k, = 0. (5.1)

Em outras palavras, k, ¢ um vetor tipo luz na métrica de Minkowski. Numa teoria nao
linear, £, nao ¢ mais tipo luz na métrica de Minkowski, mas veja que podemos reescrever
(3.10) na forma,

9" kuk, =0, (5.2)

onde g" é dado por,

g = — EFIE,Y. (5.3)

Na teoria linear, em um espaco-tempo curvo, o quadrivetor de onda continua a ser

um vetor nulo, mas agora em relacdo a métrica curva, ou seja,

Grekuk, = 0. (5.4)

Vejamos agora se podemos fazer uma relagdo entre um espago-tempo curvo da

relatividade geral com o tensor g que encontramos na eletrodinamica nao-linear.

Vamos definir o objeto g,, de forma que

g,uagow = 5; (55)

Perceba que, a priori, g,, nao tem nenhuma ligacao com g¢g"”, pois o tensor covariante
g associado a este é dado abaixando os indices via métrica de Minkowski. g,, e g,
sao objetos diferentes. Mostraremos entao que a métrica g,, ¢ na verdade uma métrica
efetiva para k,, ou seja, a propagacao de raios luminosos nesta teoria é equivalente ao

estudo de raios luminosos propagando em espaco curvo. Para mostrarmos este resultado
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[32], comecemos tomando a derivada de 5.2 em relac¢ao a coordenada x7, e, utilizando que

k, é o gradiente da eikonal, i.e., 0,k, = 0,k,, segue que,
" o kuky 4+ 29"k, Ry = 0. (5.6)
Tomamos agora a derivada da relagao entre g,, e g"”, temos,

guaguuw = _guav'y gwj-
Contraindo com ¢*?,

gﬁyw = _gaﬂgw’guaw = _gaﬂguy(guaw +§7am _gvam )

Voltando este resultado em (5.6),

1.0 _TH —
K (ky,o =T k) =0,
1.0 __ .0 _ 1 paf- = =
onde k7 = g Hku € ng - 59” (gaou'y +g'ya>o _g'yma )
Vejamos agora que, se g, ¢ considerado uma métrica, entao o termo entre paren-
teses ¢ a derivada covariante do quadrivetor k, em relagao a esta métrica. Ou seja,

k"y;o = ]{77,0 =’ k,ua

oy

onde I'2 sdo os simbolos de Christoffel da métrica efetiva. Temos entao,
k.o = 0.

Multiplicando por g7 e utilizando a identidade ¢"°k.,,, = kB +krg® Jpyso chegamos a
expressao,

1.0 (1.8 B 1.py —

k7 (k"o +15 k") = 0.
Identificando o termo dentro dos parenteses como a derivada covariante de k* em relacéo

a métrica g"”, temos a equagao da geodésica,
-

Vemos assim que, mesmo a métrica de fundo sendo Minkowski, os raios luminosos correrao

em geodésicas da métrica efetiva g"”, sendo k* o vetor tangente ao longo da curva v que

. s . 7 I ’ A
descreve a trajetoria da luz. Temos que k* = ddiu, onde u é o parametro afim ao longo de

v. Dessa forma, podemos reescrever a equagao geodésica como

d?zP 5 dat dz”

du? wodn du (5.7)

que é a forma mais conhecida da equacao da geodésica.

Desta analogia formal entre objetos em principio distintos, a métrica de um espago

curvo e a métrica efetiva, surgiram diversos trabalhos onde modelos analogos sao propostos
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para que se possa medir indiretamente previsoes da relatividade geral, destacando aqui o
seminal artigo de William Unruh que, em 1981 [8], prop6s um analogo a buracos negros
onde seria possivel medir a radiagdo Hawking. Uma possivel analogia entre os coeficientes
opticos de um meio material e a métrica do espaco-tempo ja havia sido observada por
Einstein [7]. Ao longo destes iltimos 42 anos, um sem nimero de modelos andlogos nas

mais diferentes areas foram propostos para os mais diferentes problemas [9].

5.2 Analogia via associacdao da geometria efetiva

Apresentamos entao um modelo analogo em meio material para as teorias nao
lineares do eletromagnetismo. Mais especificamente, proporemos um modelo andlogo em
meios materiais para teorias onde o vacuo se comporta como um material que manifesta

efeito Kerr.

Das equagoes (3.50) e (3.61), temos
v?=1—~vE%sin?0, (5.8)

onde v é um fator igual a 1/3? se estivermos tratando a teoria de Born-Infeld e au se
Euler-Heisenberg. Note que, comparando (5.8) com (4.16), vemos que o efeito ndo linear
do vacuo é analogo ao efeito Kerr em meio material, ou seja, existe uma correspondéncia
entre os efeitos provocados pela nao linearidade da teoria eletromagnética no vacuo com
o efeito Kerr no meio material na teoria de Maxwell. De (5.8), podemos tomar a relagdo

de dispersao
w® = (1 —yE*sin®0)¢*> = V*VVk,k, = —(1 — yE?sin® 0)W* k,k,,
ou ainda,
[VAVY + (1 — yE?sin® 0)W* )k, k, = [ — vE® sin® 0]k, k, = 0. (5.9)
Definimos entdo a métrica efetiva para uma teoria nao linear da eletrodindmica como,
ging =N — yE?sin® OhH (5.10)

Esta é a métrica efetiva das teorias nao lineares. Como vemos, a corre¢ao devido a nao
linearidade da teoria promove uma alteracao do cone de luz de Minkowski, de magnitude
vE?sin? 0.

Analogamente, da equagao (4.16), temos que a relagao de dispersdao para o meio

material é dada por

1

XiijkEjEk
3é?

W | bk, = 0.
(5.11)

1 .
vww%a—wggwﬂ@m=VW+<

€

— 1) h* —
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A métrica efetiva da eletrodindmica em meios materiais é entao
-
X' Ej By
3e2

Neste caso, a métrica pode ser decomposta em 3 setores: Minkowski, a contribuigao linear

1
g = 4 (~ — 1) h — hH. (5.12)

€

na susceptibilidade, e a contribuicdo nao linear da susceptilibidade de terceira ordem

associada ao efeito Kerr.

Veja que, na teoria nao linear, se considerarmos o espago sem a presenga do campo
elétrico, nosso cone de luz é Minkowski. Mas, caso haja campo, hd uma contribuigao deste
para o cone de luz, de modo a fechar seu angulo de abertura. O mesmo ocorre para o meio
material, caso nao exista campo elétrico no meio, o cone de luz é o cone de Minkowski
corrigido pelo termo da susceptibilidade linear, que é uma constante. Caso apliquemos
um campo elétrico, ativamos a componente nao linear da susceptibilidade, alterando seu
cone de luz de modo a diminuir seu angulo de abertura. Vamos entao associar o desvio
provocado pelo campo elétrico na teoria nao linear com o desvio provocado pelo campo
elétrico no meio material. Assim,

2 2 Lk
vEsin” 0 = —= X" E; Ey, (5.13)
3e2
onde & representa o campo elétrico na teoria nao linear e E o campo elétrico no meio
material. Por via de simplicidade, consideremos que o campo elétrico s esta aplicado em
uma diregao, e que todos os coeficientes de x sdo iguais, temos assim,

XE?

€2

vE? sin® O = (5.14)

Esta relagao nos diz que: aplicado um campo E no meio material, o desvio provocado
no cone de luz para uma onda que se propaga nesse meio ¢ o mesmo desvio provocado
no cone de luz de uma onda em uma teoria nao linear que se propaga no vazio com um
campo elétrico de fundo

E
sing|€ = =, |2,

eV
onde 6 é o angulo entre o vetor de onda e o campo elétrico de fundo. Nosso resultado
é consistente. Veja que, de (5.8), quanto mais préximo 6 é de zero, menor é o desvio do

valor da velocidade, que é nulo com 6 = 0. Devemos excluir entao 6§ = 0 de nossa analise.

5.3 Analogia pelo indice de refracao

Mostremos agora um modelo andlogo experimentavel, onde vamos tomar a equi-
valéncia entre os indices de refragao da teoria nao linear com o do meio material. De (5.8)

e (4.17), podemos igualar os indices de refragdo de ambos os casos. Segue que,

! - ¢ (5.15)
1—~&E%sin?0 1 — Lx'W"E By '
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onde novamente £ representa o campo elétrico na teoria nao linear e E' o campo elétrico

no meio material. Manipulando a expressao, obtemos

, S
1 —y&%sin?f = - gakX *E;Ey,. (5.16)

Novamente, vamos querer associar somente o valor do desvio de cada caso, ou seja, o
desvio do valor de 1 no caso da eletrodindmica nao linear e o desvio de 1/€ no caso do
meio material. Pode-se perguntar da validade de nossa equivaléncia, onde utilizamos a
velocidade aproximada para os meios materiais. Isto ndo é um problema, visto que y¥/*!
é da ordem de 1072 m?/V? [33, 34]. Mesmo em casos onde podemos ter materiais com
X" da ordem de 10~'® m?/V?, este ainda é muito maior que o campo elétrico de ruptura
Ej;, do meio material, que representa o maximo campo elétrico que se pode aplicar ao

meio material sem que sua estrutura molecular seja destruida. Temos assim,
|
vE%sin? O = ﬁxlﬂkEjEk, (5.17)
3

que é o mesmo encontrado em (5.13). Por simplicidade experimental, assumiremos que
o campo seja aplicado somente na direcdo %, e, como os valores de x“* nio variam
consideravelmente, podemos tomar x'/*F;E, = 3yE?. Para realizar nossas estimativas
numeéricas, vamos utilizar o SI de unidades. Devemos entao dividir o lado esquerdo de
(5.17) por ¢? para recuperarmos as unidades. Assim, podemos aproximar v/c? = 7 ~

1074 m?/V? em ambas teorias. Desta forma, obtemos

E [ X
= — —_. .1

Esta ¢ a equivaléncia entre o valor do campo elétrico na teoria nao linear £ e o valor do

campo elétrico em meio material F.

5.4 Estimativas numéricas para o Ge e Si

Propomos agora alguns materiais que podem ser utilizados experimentalmente
para medir esta equivaléncia e mostramos a previsao de seus valores. Para o germanio, que
possui a estrutura cristalina de tipo diamante ctbico, permissividade relativa aproximada
de € = 25 [35], susceptibilidade de terceira ordem x = 5.6 x 107" m?/V? [33] e campo

elétrico de ruptura de Ej;,, = 107 V/m, se aplicarmos o campo de ruptura, temos,

3x 101 V
= (5.19)
|sind| m
Temos entdo que o desvio do indice de refracdo do germanio, ao se aplicar um campo
elétrico da ordem de 107 V/m, é o mesmo do indice de refracio do vacuo ao se aplicar
um campo elétrico da ordem de 3 x 10'%/|sinf| V/m na teoria nao linear com o angulo

entre o vetor de onda e o campo elétrico externo 6.
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Nosso resultado é consistente, caso tomemos um angulo diferente de 7/2, o efeito
do campo elétrico na teoria nao linear ¢ menor, logo o camo elétrico £ deve ser maior
para alcangar o mesmo valor de desvio, e como nao hé desvio em ¢ = 0, o angulo deve ser
descartado. Veja que nao falamos da direcao da onda se propagando no meio material, isto
se da pois aproximamos o meio material para um modelo isotrépico, logo ndao ha qualquer
relacao entre o angulo # da teoria nao linear e o angulo de incidencia no meio material de
nossa teoria. Note que se estivermos tratando da teoria de Born-Infeld, e para o angulo 6
o valor de £ é maior que 10?*° V/m, nio é possivel chegar a este valor de desvio na teoria,

nao linear.

Outro material possivel que podemos utilizar é o silicio, cuja estrutura cristalina
também ¢ diamante cibico e possui as seguintes caracteristicas: permissividade relativa
¢ = 10, susceptibilidade de terceira ordem y = 2.8 x 107'® m?/V? campo elétrico de

ruptura Ey;,, = 3 x 107 V/m. Aplicando estes dados em (5.18), temos

5 x 107V
~ |sinf] m’

(5.20)

A interpretacao é a mesma feita anteriormente para o germanio.

Terminamos aqui nosso modelo analogo. Mostramos entao que, com valores de
campo elétrico possiveis de se obter em um laboratério comum, podemos mimetizar efei-
tos de campos elétricos da ordem de 10'® no vacuo em teorias nao lineares do eletromag-

netismo.
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6 Conclusao

Iniciamos este trabalho derivando as equagoes de movimento para uma Lagrangi-
ana arbitraria dependente de F' e GG e calculamos seu tensor de momento-energia. Apds
isto, mostramos estes mesmos resultados no formalismo do calculo vetorial, onde gene-
ralizamos as equagoes de Maxwell para um novo conjunto de equagoes para uma teoria
nao linear (2.18 - 2.21). Utilizamos estes resultados obtidos para derivar a teoria de Born-
Infeld e suas consequéncias diretas, como a finitude da auto-energia do elétron e um valor

limite para o campo elétrico.

Com o estudo desenvolvido e utilizando a aproximacao da ética geométrica e o
método de Hadamard, derivamos a relacao de dispersao associada a propagacao de ondas
nestas teorias e estudamos o fendmeno da birrefringéncia. Derivamos as expressoes para
as velocidades de fase e de grupo e mostramos também que, em primeira ordem do fator
¢, a velocidade de fase e de grupo sao idénticas. Do tensor de Fresnel, derivamos os vetores

de polarizacao da onda eletromagnética.

Utilizamos estes resultados nas teorias de Born-Infeld e de Euler-Heisenberg, en-
contrando a velocidade de fase, de grupo, indice de refracao e vetores de polarizagao destas
teorias. Encontramos que nao ha birrefringéncia na teoria de Born-Infeld, enquanto ha
o fendomeno para Euler-Heisenberg. Mostramos também que, na teoria de Born-Infeld, e
em primeira aproximagao do fator £ na teoria de Euler-Heisenberg, o vacuo se comporta
como um meio material que apresenta o efeito Kerr, ou seja, a velocidade de fase varia

com o quadrado do campo elétrico aplicado.

Passamos entao para o estudo da propagacao da luz em meios materiais, onde estu-
damos os meios materiais que apresentam o efeito Kerr sem a presenca do efeito Pockels,
ou seja, materiais de estrutura cristalina centrossimétrica. Restringimo-nos a este tipo de
material por consequéncia do vacuo das teorias nao lineares estudadas apresentarem um

efeito semelhante ao efeito Kerr.

Por 1ltimo, demonstramos que os raios de luz correm sobre geodésicas da métrica
efetiva. Deste resultado, propomos uma analogia entre os coeficientes da métrica efetiva
da luz na teoria nao linear e os coeficientes da métrica efetiva da luz no meio material. De
forma experimentavel, mostramos que podemos igualar a mudanga do indice de refracao
do vacuo nas teorias nao lineares com a mudanca do indice de refracdo do meio material.
Assim, com campos elétricos da ordem de 107 V/m, podemos estudar o efeito andlogo nas

teorias ndo lineares que necessitam de campos da ordem de 10*® V/m.

Concluimos que este trabalho é uma porta de entrada para o vasto campo de

estudo da eletrodindmica nao linear. Pretendemos no futuro expandir nossos resultados



Capitulo 6. Conclusdo 52

através da generalizacao da velocidade de fase e de grupo com a presenca do campo
magnético e aplicar nossos resultados em outras teorias nao lineares do eletromagnetismo
como ModMax [13] e Biatynicki-Birula [11, 22], além de avancar no estudo das teorias

nao lineares e suas aplicagoes, como teorias generalizadas e aplicacoes em cosmologia
(36, 37, 38].



Apéndices
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APENDICE A - Calculos realizados no

Software Mathematica

Neste apéndice iremos expor as contas realizadas no capitulo 3.2 no Software
Mathematica. Visto que nao utilizamos nenhuma extensao para calculo tensorial, o apli-
cativo serviu como auxilio para realizar as longas contas do céalculo do determinante do

tensor de Fresnel, embora a manipulacao algébrica dos tensores tenha sido feita a punho.
Objetos escritos “termoXY” significa “parcela Y do trago X”.
f, fest, fbar e k2 significam, respectivamente, FO*F,,. F,, Fo* F'F., e k2,

as variaveis a, b, ¢, a, (3, v e o sdo variaveis criadas para simplificar os céalculos,

sendo fatores que aparecem diversas vezes nos diferentes tracos.

a = fLFF? 4 fbarLFG? + 2festLFFLFG
b= fLFFLFG + fbarLFGLGG + festLFFLGG + festLFG?
¢ = fLFG? 4 tbarLGG? + festLFGLGG + festLFGLGG
a = afLFF + afestLFG + btbarLFG + dfest LFF
B = afLFG + afestLGG + btbarLGG + bfest LFG
v = bfLFF + bfestLFG + ctbarLFG + cfestLFF
0 = bfLFG + bfestLGG + ctbarLGG + cfestLFG

Seguindo pelo programa, se tornara claro onde eles aparecem. Temos entao o programa:



in[1]:= ClearAll

out[1]= ClearAll

inf2l= @ = LFF*2 ¥ + LFF LFG fest + LFF LFG fest + LFG~2 fbar

outlz]- f LFF% + 2 fest LFF LFG + fbar LFG?

ni3):= ¢ = LGG"2 fbar + LGG LFG fest + LGGLFG fest + LFG*2 f

outial- f LFG? + 2 fest LFG LGG + fbar LGG?

inj4]:= b = LFF LGG fest + LGGLFG fbar + LFFLFGf + LFG"2 fest
outla]- f LFF LFG + fest LFG? + fest LFF LGG + fbar LFG LGG

inis]- o« = aLFFf + aLFGfest +bLFF fest + bLFG fbar

outsl- f LFF (fLFF? +2 fest LFF LFG + fbar LFG?) + fest LFG (f LFF? + 2 fest LFF LFG + fbar LFG?) +
fest LFF (f LFF LFG + fest LFG + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fbar LFG (f LFF LFG + fest LFG® + fest LFF LGG + fbar LFG LGG)

inel= B = aLGG fest + aLFGf + bLGG fbar + b LFG fest
outtel= fLFG (f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFGZ) + fest (f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFGZ) LGG +

fest LFG (f LFF LFG + fest LFG® + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fbar LGG (f LFF LFG + fest LFG* + fest LFF LGG + fbar LFG LGG)

in[71= ¥ = € LFF fest + c LFGfbar + bLFFf + b LFG fest
out7)- f LFF (f LFF LFG + fest LFG” + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fest LFG (f LFF LFG + fest LFG + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fest LFF (f LFG? + 2 fest LFG LGG + fbar LGG®) + fbar LFG (f LFG + 2 fest LFG LGG + fbar LGG)

inisl:- o = ¢ LGG fbar + c LFG fest + b LGG fest + bLFGf
outlsl- f LFG (f LFF LFG + fest LFG’ + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fest LGG (f LFF LFG + fest LFG* + fest LFF LGG + fbar LFG LGG) +
fest LFG (f LFG? + 2 fest LFG LGG + fbar LGG®) + fbar LGG (f LFG” + 2 fest LFG LGG + fbar LGG?)

injo]:- fest = 1 /4GS
Géo
out[9]= —
4
inf10l:= fbar = £ - 1 /2F &
Out[10]=
Foé
o
2
1= £ = kf
out[11]=
kf
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In[12]:=

Out[12]=
In[13]:=
Out[13]=
In[14]:=
out[14]=
In[15]:=
Out[15]=
In[16]:=
Out[16]=
In[17]:=
Out[17]=
In[18]:=
Out[18]=

5 = k2
k2
termo4l = FullSimplify[256 ( o (LFF ff + LGG fest fest + LFG (festf + ffest)) +

B (LFF f fest + LGG fest fbar + LFG (fest fest + f fbar)) +
¥ (LFF fest f + LGG fbar fest + LFG ( fbar f + fest fest) ) +
o (LFF fest fest + LGG fbar fbar + LFG (fbar fest + fest fbar)) )]

(8 kf (2 kf LFF + Gk2 LFG) +G* k2° LGG)
((4KkfLFF+Gk2LFG) (k2 LFG (3GLFF-4FLFG) +4kf (LFF2+2LFGZ)> +
(Gk2 LFF - 2 F k2 LFG + 4 kf LFG) * LGG) +
2 (G*k2® LFG + 8 kf (~Fk2+2kf) LFG+2Gk2 (-Fk2LGG + 2 kf (LFF + LGG) ) )
(16 kf? LFG (LFF? + LFG* + LFF LGG + LGG*) +
k2® (4 F? LFGLGG® - 2 F G LGG (3 LFG” + LFF LGG) + G* (LFG’ + 3 LFF LFG LGG) ) +
4 k2 kf (G (LFF + LGG) (3 LFG? + LFF LGG) - 2 F LFG (LFGZ+LGG (LFF +2LGG) ) ) ) +
(6k2 (GK2 LFF - 4 F k2 LFG + 8 kf LFG) + 4 (Fk2—2k-F)2LGG)
(16 kf? (LFF LFG® + 2 LFG® LGG + LGG®) +
k2? LGG (-8 F G LFGLGG + 4 F? LGG + G* (3 LFG® + LFF LGG) ) +
8 k2 kf (-2FLGG (LFG® + LGG*) + G LFG (LFG® + LGG (LFF +2LGG) ) ) )

termo42 = FullSimplify[ 256 LF k2 (af + B fest + y fest + ofbar) ]
8 k2 LF (2kf (LFF + LGG) + k2 (GLFG-F LGG)) (16 kf? (LFF?+3 LFG” - LFF LGG + LGG*) +

8 k2 kf (-3 FLFG® + F (LFF - 2LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) ) +
k22 (-8FGLFG LGG + 4 F? LGG? + G? (LFGZ+3LFF LGG) ) )

termo43 = FullSimplify[64 LF~2 k272 (af +2bfest + cfbar) ]

8 k2? LF? (8 kf® (LFF? + 2 LFG® + LGG”) + k2® (-4 F G LFG LGG + 2 F* LGG® + G* (LFG” + LFF LGG) ) +
8 k2 kf (GLFG (LFF +LGG) - F (LFG* + LGG) ) )

termo44 = FullSimplify[32LF~2k272 (af + 2bfest + c fbar)]

4 k22 LF? (8 k2 (LFF2 +2 LFG? + LGGZ) + k22 (-4 FGLFGLGG +2 F? LGG? + G2 (LFGZ + LFF LGG) ) +
8 k2 kf (GLFG (LFF +LGG) - F (LFG* + LGG) ) )

termo45 = FullSimplify[16 LF~3 k2~3 (LFFf + LGG fbar + 2 LFG fest) ]

8 k23 LF? (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG) )

termo46 = FullSimplify[3 LF~4k274]

3 k2% LF?
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n[19]:= traco4 = Collect[termo4l + termo42 + termo43 + termo44 + termo45 + termo46,
{k2, k2”2, k273, k2~4}, FullSimplify]

Out[19]=

256 kf* (LFF* + 4 LFF? LFG® + 2 LFG* + 4 LFF LFG” LGG + 4 LFG” LGG” + LGG") +
k2* (3LF*+8GLF’LFG+12G LF* LFG* + 8 G’ LF LFG +
2G*LFG* -4 (LF+GLFG)® (-3G*LFF +2F (LF +4GLFG) ) LGG +
2 (G*LFF*-4F G’ LFF (3LF+4GLFG) +4F® (3LF*+12GLF LFG+10G* LFG’)) LGG” +
16 F? (G* LFF - 2F (LF +2GLFG) ) LGG’ + 16 F* LGG*) +

256 k2 kf> (2 G LFG (LFF + LGG) (LFF?+2LFG® + LGG?) + LF (LFF>+ 3 LFF LFG’ + 3 LFG® LGG + LGG’ ) -

2F (LFF? LFG? + LFG" + 2 LFF LFG® LGG + 3 LFG® LGG® + LGG*) ) +
32 k2> kf? (3 LF® (LFF? + 2 LFG® + LGG®) + 4 F? (LFG* + 3 LGG* + 2 LFG® LGG (LFF + 3 LGG) ) -

8FGLFG (LFF? LGG + 4 LFG? LGG + 3 LGG® + 2 LFF (LFG® + LGG?) ) +

12 LF (GLFG (LFF? + LFG® + LFF LGG + LGG®) - F (LFF LFG” + 2 LFG” LGG + LGG’) ) +

2G* (3LFG* + LFF? LGG + 5 LFG® LGG” + LFF® (5 LFG” + LGG®) + LFF (8 LFG* LGG + LGG) ) ) +
16 k2° kf (LF? (LFF + LGG) + 4 G’ LFG (LFF + LGG) (LFG® + LFF LGG) -

8 F? LGG® (LFG® + LGG*) + 8 F? GLFG LGG (2 LFG® + LGG (LFF + 3 LGG) ) -

2F G (3LFG" + LFF LGG* (LFF + 2 LGG) + 2 LFG” LGG (4 LFF + 5 LGG) ) +

6 LF? (GLFG (LFF + LGG) - F (LFG® + LGG?) ) + 3 LF (G* (LFF + LGG) (3 LFG* + LFF LGG) +

4 F? LGG (LFG® + LGG?) -4 F G LFG (LFG? + LGG (LFF +2LGG) ) ))

| 3

Vejamos agora o trago 3

in[20:= termo31 = FullSimplify[64 (af + B fest + y fest + ofbar)]

Out[20]=

2 (2kf (LFF + LGG) + k2 (GLFG-FLGG)) (16 kf> (LFF®+3 LFG® - LFF LGG + LGG®) +
8 k2 kf (—BFLFGZ+F (LFF - 2 LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) ) +
k2* (-8 F GLFGLGG + 4 F? LGG® + G* (LFG® + 3 LFF LGG) )

in[21]:= termo32 = FullSimplify[48LF k2 (af + 2bfest + c fbar)]

Out[21]=

6k2LF (8 k2 (LFF2+2LFGZ+ LGGZ) + k22 (-4FGLFG LGG + 2 F? LGG? + G2 (LFGZ+LFF LGG) ) +
8 k2 kf (G LFG (LFF + LGG) - F (LFG® + LGG?) ) )

in[22]:- termo33 = FullSimplify[12 LF~2k272 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest) ]

out[22]=

6 k22 LF? (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG) )
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In23]- termo34 = FullSimplify[3 LF~3 k2/3]

out[23]=

3 k23 LF?

in[24]:= traco3 = termo31l + termo32 + termo33 + termo34
Qut[24]=
3k23 LF3 + 6 k22 LF? (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG) ) +
2 (2kf (LFF +LGG) +k2 (GLFG-FLGG)) (16 kf* (LFF?+ 3 LFG® - LFF LGG + LGG) +

8k2kf (-3 FLFG® +F (LFF - 2 LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) ) +
k2® (-8 FGLFGLGG + 4 F? LGG* + G* (LFG® + 3 LFF LGG) ) ) +

6 k2 LF (8 kf® (LFF?+2LFG® + LGG) + k2 (-4 F G LFG LGG + 2 F* LGG” + G* (LFG” + LFF LGG) ) +
8 k2 kf (GLFG (LFF + LGG) - F (LFG? + LGG?) ) )

Vejamos agora o traco 2

in25]:= termo21 = FullSimplify[16 (af + 2b fest + c fbar)]

Out[25]=
2 (8 k2 (LFF2 + 2 LFG? + LGGZ> + k22 (-4FGLFGLGG +2 F? LGG? + G2 (LFG2 + LFF LGG) ) +

8 k2 kf (GLFG (LFF + LGG) - F (LFG® + LGG?) ) )

in[26]:- termo22 = FullSimplify[8 LF k2 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest) ]

Out[26]=

4 k2 LF (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG) )
in[27]:- termo23 = FullSimplify[3 LF*2 k272]

out[27]=

3 k22 LF?

nl28]:= traco2 = termo2l + termo22 + termo23
Out[28]=
3k2’ LF? + 4k2 LF (2kf (LFF +LGG) + k2 (GLFG - F LGG)) +
2 (8 kf? (LFF® + 2 LFG” + LGG?) + k2® (-4 F GLFG LGG + 2 F* LGG* + G* (LFG’ + LFF LGG) ) +

8 k2 kf (GLFG (LFF + LGG) - F (LFG? + LGG?) ) )

Traco 1l
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in[45]:= termoll = FullSimplify[4 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest) ]

out[45]=

4kf (LFF + LGG) + 2 k2 (G LFG - F LGG)

infa4]:- termol2 = 3 LF k2
Out[44]=

3 k2 LF

in[31:= tracol = termoll + termol2

Out[31]=

3k2LF + 4 kf (LFF + LGG) + 2 k2 (G LFG - F LGG)

| 5

Vamos agora utilizar os tragos para o célculo do determinante através do teorema de Cayley-
Hamilton

in32):- DetZ = Collect[

-1/4 (traco4 -4/ 3 tracol traco3 - 1/ 2traco2”2 + tracol”2traco2 - 1/6tracol”™4),
{k2, k2”22, k273, k2”~4}, Simplify]

out[32]=

in[33:- DetTridZ = Collect[Simplify[tracol”3 - 3 tracol traco2 + 2 traco3] / k2, {k2, k272, k2~3}]

Out[33]=
-96 kf? LF (LFG® - LFF LGG) + 24 k2 kf LF (LF (LFF + LGG) + 2 F (LFG* - LFF LGG) ) +
6 k2® LF (LF?+ 2 LF (GLFG- F LGG) + G* (LFG” - LFF LGG) )

in[34]:= SOL3d = Simplify[Solve [DetTridz == 0, k2] ]

o {{kz > - ( (2 (kf LF LFF + 2 F kf LFG? + kf LF LGG - 2 F kf LFF LGG +
\/ (kfz ((LF (LFF + LGG) + 2 F (LFG? - LFF LGG) )” + 4 (LFG? - LFF LGG)
(LF* +2LF (GLFG-F LGG) +G (LFG* - LFF Lee) ) | || | /
(LF* + 2 LF (GLFG - FLGG) +G? (LFG” - LFF LGG) ) | },
{k2 > (2 (-kf LF LFF - 2 F kf LFG? - kf LF LGG + 2 F kf LFF LGG +
\J (K [ (LF (LFF + LGG) + 2F (LFG* - LFF LGG) )" +
4 (LFG® - LFF LGG) (LF®+2LF (GLFG-FLGG) +G* (LFG* - LFF LGG))))))/

(LF? + 2 LF (GLFG-F LGG) + G? (LFG? - LFF LGG))}}
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in35):= s011 = Simplify[k2 /. SOL3d[1], Assumptions » {kf >0, u > 0}]

Out[35]=

_((zkf (LF LFF + 2 F LFG? + LF LGG - 2 F LFF LGG+\/((LF (LFF + LGG) + 2 F (LFG? - LFF LGG) )” +
4 (LFG” - LFF LGG) (LF”+2LF (GLFG-FLGG) +G* (LFG’ - LFFLGG) ) ||| /

(LF?+2LF (GLFG-F LGG) +G* (LFG® - LFF LGG)))

inzel:= $012 = Simplify[k2 /. SOL3d[2], Assumptions » {kf >0, u > 0}]

Out[36]=
(Zkf (—LF LFF - 2 F LFG® - LF LGG + 2 F LFF LGG+\/((LF (LFF + LGG) + 2 F (LFG? - LFF LGG) )* +
4 (LFG” - LFF LGG) (LF”+2LF (GLFG-FLGG) +G* (LFG’ - LFFLGG) ) ||| /

(LF?+2LF (GLFG-F LGG) +G* (LFG® - LFF LGG) )

Testando o resultado para Euler-Heisenberg

in37):- EHsoll = Series|[
Simplify[k2 /. SOL3d[1] /. {LFF>1/2u, LFG>0, LGG>7 /8y, LF>-1/4 + 1/2uF},

Assumptions » {kf >0, u>0}], {u, 0, 1}]

Oout[37]=

8kfu+0[u]?

In[38]:=

in(39]:- EHs0l2 = Series|[
Simplify[k2 /. SOL3d[2] /. {LFF>1/2u, LFG»> 0, LGG>7 /8 u, LF>-1/4 + 1/2uF},

Assumptions » {kf >0, u>0}], {u, 0, 1}]

out[39]=
14 kf p+0[u]?

inf40:- SS011 = Simplify[soll /. {LFF>1/2u, LFG»0,LGG>7/8u, LF>-1/4 + 1/2uF},
Assumptions » {kf >0, u > 0}]

Out[40]=

kf 1 —11—6Fu+\/9—204Fu+1156F2u2+78462u2

~1-3Fu+10F% %2 +7G? 12
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inl41]- SS012 = Simplify[sol2 /. {LFF»>1/2u, LFG>0, LGG>7/8u, LF»>-1/4 + 1/2uF},

Assumptions -» {kf >0, u > 0}]

out[41]=

kf u 11+6Fu+\/9—264Fu+1156F2u2+78462u2

~1-3Fu+10F2 2 +7G2 12
in42):- Series[SSoll, {u, 0, 1}]

out[42]=

8kfu+0[u] 2
in43):- Series[SSol2, {u, 0, 1}]

out[43]=

14 Kkfpu+0[ul?
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