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Resumo
Este trabalho visa um estudo de modelos análogos para a propagação da luz em teorias não
lineares do eletromagnetismo. Para isto, primeiro calculamos as equações de movimento
e o tensor momento-energia de uma teoria arbitrária dependente dos dois invariantes do
eletromagnetismo, 𝐹 e 𝐺, no formalismo tensorial e vetorial. Após, demonstramos, via
dois métodos diferentes, como obter a relação de dispersão das ondas eletromagnéticas
dessas teorias. Calculamos também a velocidade de fase, velocidade grupo e índice de
refração para tais teorias. Aplicamos os resultados para as teorias de Born-Infeld e de
Euler-Heisenberg. Encontramos também a velocidade de fase de uma onda em um meio
material que apresenta os efeitos Pockels e Kerr. Propomos então uma analogia formal
entre a métrica efetiva da teoria não linear e a métrica efetiva do meio material. Mostramos
ainda que podemos obter o mesmo resultado análogo relacionando a mudança do valor
do índice de refração pela presença dos campos eletromagnéticos em ambas as teorias não
lineares com a mudança do índice de refração no meio material devido à presença dos
campos eletromagnéticos. Finalizamos aplicando os resultados obtidos na confecção em
modelos análogos baseados no Germânio e no Silício.

Palavras-chaves: Propagação de luz em uma teoria não linear do eletromagnetismo.
Modelos análogos. Métrica efetiva, Teoria de Born-Infeld.



Abstract
This work aims at studying analogous models for the propagation of light in nonlinear
theories of electromagnetism. To do this, we first calculate the equations of motion and the
momentum-energy tensor of an arbitrary theory dependent on the two electromagnetism
invariants, 𝐹 and 𝐺, in both tensorial and vector formalisms. Then, we demonstrate,
through two different methods, how to obtain the dispersion relation of electromagnetic
waves for these theories. We also calculate the phase velocity, group velocity and refractive
index for such theories. We apply the results to the Born-Infeld and Euler-Heisenberg
theories. Additionally, we find the phase velocity of a wave in a material medium exhibiting
Pockels and Kerr effects. We then propose a formal analogy between the effective metric
of the nonlinear theory and the effective metric of the material medium. Furthermore, we
show that we can obtain the same analogous result by relating the change in the value of
the refractive index due to the presence of electromagnetic fields in both nonlinear theories
with the change in the refractive index in the material medium due to the presence
of electromagnetic fields. Finally, we apply the obtained results in the construction of
analogous models based on Germanium and Silicon.

Key-words: Light Propagation in a nonlinear theory of electromagnetism. Analogous
models. Effective metric, Born-Infeld Theory.
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1 Introdução

O trabalho de Maxwell sobre o eletromagnetismo está apresentado essencialmente
em 3 artigos: “On Faraday’s Lines of Force” (1855), “On Physical Lines of Force” (1861),
e “A Dynamical Theory of the Eletromagnetic Field” (1864). Eles também indicam uma
evolução do pensamento de Maxwell sobre o tema [1]. No artigo de 1861, Maxwell apre-
senta sua correção à lei de Ampère, onde um novo termo contemplando a variação tem-
poral do campo elétrico incorpora naturalmente a lei da conservação da carga. A então
Lei de Ampère-Maxwell descreve como um campo elétrico variável no tempo induz a
uma circulação de campo magnético. Em 1864, Maxwell então consegue criar uma teoria
concisa para a eletricidade e para o magnetismo. É nesse artigo que o termo “Campo
Eletromagnético” é introduzido [1].

A teoria de Maxwell pode ser sumarizada em suas quatro equações, que descrevem
a dinâmica dos campos elétrico e magnético. Estas são,

∇ · 𝐸⃗ = 𝜌/𝜀0, (1.1)

∇ · 𝐵⃗ = 0, (1.2)

∇ × 𝐸⃗ = −𝜕𝑡𝐵⃗, (1.3)

∇ × 𝐵⃗ = 𝜇0𝜀0𝜕𝑡𝐸⃗ + 𝜇0𝐽, (1.4)

onde 𝜌 é a densidade de carga total e 𝐽 é a densidade de corrente total do sistema. Quando
trabalhamos em um meio material, se torna conveniente introduzirmos vetores auxiliares
no problema. Definimos então os vetores 𝐷⃗ e 𝐻⃗ como,

𝐷⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃 (𝐸⃗, 𝐵⃗), (1.5)

𝐻⃗ = 𝐵⃗/𝜇0 − 𝑀⃗(𝐸⃗, 𝐵⃗), (1.6)

onde 𝑃 e 𝑀⃗ são chamados de polarização e magnetização, respectivamente, onde estes
carregam as propriedades óticas do material. Estas são as relações constitutivas do meio
material.

Podemos então reescrever as equações de Maxwell em termos dos vetores auxiliares.
Esta então toma a forma,

∇ · 𝐷⃗ = 𝜌(𝑙), (1.7)

∇ · 𝐵⃗ = 0, (1.8)

∇ × 𝐸⃗ = −𝜕𝑡𝐵⃗, (1.9)

∇ × 𝐻⃗ = 𝜕𝑡𝐷⃗ + 𝐽 (𝑙), (1.10)
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onde 𝜌(𝑙) = 𝜌 + ∇ · 𝑃 é a densidade de cargas livres no material e 𝐽 (𝑙) = 𝐽 − 𝜕𝑡𝑃 − ∇ × 𝑀⃗

é a densidade de corrente livre.

Mesmo esta sendo uma teoria experimentalmente consolidada, com o passar do
tempo, alguns problemas se apresentaram. Um deles é o problema da auto-energia de um
elétron ser infinita. Outro era que, obviamente, a eletrodinâmica Maxwelliana não descre-
via os efeitos quânticos e precisava de correção. Desta forma, novas teorias para o eletro-
magnetismo que visavam resolver tais problemas surgiram, como a teoria de Born-Infeld
para a resolução do problema da auto-energia do elétron e a teoria de Euler-Heisenberg
para os efeitos quânticos.

Dittrich e Gies [2] estudaram a propagação da luz para o caso da eletrodinâmica
quântica utilizando a média sobre os estados de polarização da luz. Por causa do método
utilizado por estes, os efeitos de birrefringência não são descritos neste trabalho. Este
estudo foi posteriormente generalizado [3], onde se o fenômeno da birrefringência é inves-
tigado em detalhes. Citamos aqui alguns artigos que abordam o tema da propagação da
luz em teorias não lineares: [4], onde se faz uma análise da equação de Fresnel e como, a
partir desta, se determina a existência de birrefringência na teoria; [5], onde efeitos não
lineares da teoria eletromagnética junto a efeitos gravitacionais são discutidos; [6], onde se
estuda as propriedades do vácuo na teoria de Euler-Heisenberg na presença de um campo
magnético constante e estático.

Apesar de muitas dessas teorias terem sido propostas já há muito tempo, algumas
previsões feitas por estas continuam sem testes experimentais até os dias presentes, devido
a necessidade de altíssimos valores para os campos eletromagnéticos.

Propostas de experimentação indireta para fenômenos que involvem altas energias,
como por exemplo: radiação Hawking; fenômenos eletromagnéticos em estrelas de neu-
trons; etc, são examinados através dos chamados modelos análogos. Apesar de já se falar
em possíveis analogias desde a época de Einstein, quando o mesmo observou uma analo-
gia entre os coeficientes ópticos de um meio material com a métrica do espaço-tempo [7],
considera-se o seminal artigo de William Unruh [8], onde propõe-se uma possível mensu-
ração da radiação Hawking em análogos na mecânica dos fluidos, como o ponto de partida
para a criação de possíveis experimentos indiretos para diversos fenômenos físicos. Hoje,
42 anos depois, a aplicação de modelos análogos se extende para as mais diversas áreas
da física [9] e é um tema de grande efervescência na comunidade científica.

Prestamo-nos neste trabalho então a criar um modelo análogo para a propagação
da luz em teorias não lineares do eletromagnetismo. Iniciamos com um estudo de uma
Lagrangiana que depende dos invariantes 𝐹 e 𝐺, obtendo sua equação de movimento e
tensor momento-energia no formalismo tensorial e vetorial. Passamos então para um breve
estudo da teoria de Born-Infeld, sua motivação e primeiras consequências. Partimos então
para o estudo da propagação da luz nesta teoria, onde mostramos duas formas distintas
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de se obter a relação de dispersão. Calculamos também para esta a velocidade de fase,
velocidade de grupo e índice de refração. Fazemos então a aplicação destes resultados a
duas conhecidas teorias da literatura: Born-Infeld e Euler-Heisenberg. Em seguida, en-
contramos a velocidade de fase e o índice de refração para ondas propagando em meios
materiais na teoria Maxwelliana. Finalizamos propondo uma analogia entre as métricas
efetivas da teoria não linear e do meio material. Também propomos uma analogia entre
os índices de refração, calculando os valores teóricos para o germânio e para o silício.

Utilizamos ao longo do texto as seguintes notações: a métrica de Minkowski 𝜂𝜇𝜈

com assinatura (+, −, −, −); o tensor de Levi-Civita 𝜂0123 = 1; 𝜖0 = 𝜇0 = 𝑐 = 1; o tensor
dual de 𝐹 𝜇𝜈 como 𝐹 𝜇𝜈 = 1

2𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽; os invariantes 𝐹 e 𝐺 são dados por 𝐹 = 𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ,
𝐺 = 𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ; denotamos por 𝐴,𝜈 = 𝜕𝐴/𝜕𝑥𝜈 .
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2 Fundamentos da eletrodinâmica não linear

A teoria eletromagnética de Maxwell pode ser derivada a partir do formalismo
Lagrangiano, onde a Lagrangiana de Maxwell é 𝐿 = −𝐹/4. As resultantes equações de
movimento são conhecidas como equações de Maxwell. Passemos então a um estudo mais
geral, onde propomos uma Lagrangiana dependente dos dois únicos invariantes de Lorentz
construídos a partir do tensor campo eletromagnético 𝐹 𝜇𝜈 , representados por 𝐹 e 𝐺, que
são dados por 𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 e 𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , respectivamente.

2.1 As equações de movimento
Seja a ação dada por

𝑆 =
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔𝐿(𝐹, 𝐺), (2.1)

onde 𝑔 é o determinante da métrica de fundo 𝑔𝜇𝜈 . Aplicando a variação com respeito ao
potencial vetor e utilizando o princípio de mínima ação, obtemos,

𝛿𝑆

𝛿𝐴𝜇

=
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔
𝛿𝐿(𝐹, 𝐺)

𝛿𝐴𝜇

=
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔

(︃
𝐿𝐹

𝛿𝐹

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐿𝐺
𝛿𝐺

𝛿𝐴𝜇

)︃
= 0, (2.2)

onde 𝐿𝑋 é dado dado por 𝐿𝑋 = 𝜕𝐿/𝜕𝑋, onde 𝑋 representa qualquer um dos invariantes.
A variação de 𝐹 é dada por,

𝛿𝐹

𝛿𝐴𝜇

= 𝛿𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

= 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐹𝛼𝛽
𝛿𝐹 𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

= 2𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

. (2.3)

Similarmente, para a variação de 𝐺,

𝛿𝐺

𝛿𝐴𝜇

= 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐹𝛼𝛽
𝛿𝐹 𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

= 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐹𝛼𝛽
𝛿

𝛿𝐴𝜇

1
2𝜂𝛼𝛽𝜎𝜏 𝐹𝜎𝜏 .

Como 𝜂𝛼𝛽𝜎𝜏 = 𝜂𝜎𝜏𝛼𝛽, temos,
𝛿𝐺

𝛿𝐴𝜇

= 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 1
2𝜂𝛼𝛽𝜎𝜏 𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐹𝜎𝜏

𝛿𝐴𝜇

= 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐹 𝜎𝜏 𝛿𝐹𝜎𝜏

𝛿𝐴𝜇

.

Renomeando os índices, encontramos,
𝛿𝐺

𝛿𝐴𝜇

= 2𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

. (2.4)

Utilizando (2.3) e (2.4) em (2.2), obtemos,

𝛿𝑆

𝛿𝐴𝜇

=
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔

(︃
2𝐿𝐹 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 2𝐿𝐺𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐹𝛼𝛽

𝛿𝐴𝜇

)︃
.
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Aplicando a definição 𝐹𝛼𝛽 = 𝐴𝛽,𝛼 −𝐴𝛼,𝛽, e utilizando a regra de Leibniz, segue que,

𝛿𝑆

𝛿𝐴𝜇

= 4
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔

(︃
𝐿𝐹 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐴𝛼,𝛽

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐿𝐺𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐴𝛼,𝛽

𝛿𝐴𝜇

)︃

= −4
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔

(︃
𝐿𝐹 𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐴𝛼

𝛿𝐴𝜇

+ 𝐿𝐺𝐹 𝛼𝛽 𝛿𝐴𝛼

𝛿𝐴𝜇

)︃
, 𝛽

= −4
∫︁

𝑑4𝑥
√

−𝑔
(︁
𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝛽 + 𝐿𝐺𝐹 𝜇𝛽

)︁
, 𝛽 = 0.

Temos então a equação de movimento,(︁
𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝛽 + 𝐿𝐺𝐹 𝜇𝛽

)︁
, 𝛽 = 0. (2.5)

Vejamos que, caso tomemos 𝐿 = −𝐹/4, recairemos nas equações de movimento da teoria
linear de Maxwell.

Temos ainda uma segunda equação dada pelo fato do tensor 𝐹 𝜇𝜈 ser antissimétrico,
chamada identidade de Bianchi,

𝐹𝛼𝛽,𝛾 +𝐹𝛽𝛾,𝛼 +𝐹𝛾𝛼,𝛽 = 0. (2.6)

Vejamos que esta é verdadeira. Da definição de 𝐹𝛼𝛽 e da comutatividade da derivada,
segue que,

(𝐴𝛽,𝛼 −𝐴𝛼,𝛽 ),𝛾 +(𝐴𝛾,𝛽 −𝐴𝛽,𝛾 ),𝛼 +(𝐴𝛼,𝛾 −𝐴𝛾,𝛼 ),𝛽 = 0,

que pode ser reescrita como,
𝐹 𝜇𝜈 ,𝜈 = 0. (2.7)

Vejamos, multiplicando a identidade (2.6) pelo fator 1/2 e pelo tensor de Levi-Civita
𝜂𝜎𝛾𝛼𝛽, obtemos, (︂1

2𝜂𝜎𝛾𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

)︂
,𝛾 +

(︂1
2𝜂𝜎𝛾𝛼𝛽𝐹𝛽𝛾

)︂
,𝛼 +

(︂1
2𝜂𝜎𝛾𝛼𝛽𝐹𝛾𝛼

)︂
,𝛽 = 0.

Utilizando as propriedades de antissimetria do tensor de Levi-Civita e renomeando os
índices, chegamos à (2.7).

Abrindo então a equação (2.5),(︁
𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝜈 + 𝐿𝐺𝐹 𝜇𝜈

)︁
, 𝜈 = 𝐿𝐹 ,𝜈 𝐹 𝜇𝜈 + 𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝜈 ,𝜈 +𝐿𝐺,𝜈 𝐹 𝜇𝜈 + 𝐿𝐺𝐹 𝜇𝜈 ,𝜈 = 0,

sendo,
𝐿𝐹 ,𝜈 = 𝐿𝐹 𝐹 𝐹,𝜈 +𝐿𝐹 𝐺𝐺,𝜈 ,

𝐿𝐺,𝜈 = 𝐿𝐹 𝐺𝐹,𝜈 +𝐿𝐺𝐺𝐺,𝜈 ,

onde,
𝐹,𝛽 = 2𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ,𝛽 ,

𝐺,𝛽 = 2𝐹 𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ,𝛽 .
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Finalmente, utilizando (2.6), temos então a equação de movimento da teoria não linear
geral 𝐿(𝐹, 𝐺), escrita como [3],

2𝑁𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽,𝜈 +𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝜈 ,𝜈 = 0, (2.8)

onde,
𝑁𝜇𝜈𝛼𝛽 = 𝐿𝐹 𝐹 𝐹 𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽 + 𝐿𝐺𝐺𝐹 𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐹 𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽 + 𝐹 𝜇𝜈𝐹 𝛼𝛽)

Temos então que (2.7) e (2.8) são as equações de movimento que descrevem a dinâmica
do campo eletromagnético em uma teoria eletromagnética não linear.

2.2 O tensor momento-energia
Calculamos agora o tensor momento-energia para uma teoria não linear do eletro-

magnetismo. O tensor momento-energia é dado, por definição, por [10],

𝑇𝜇𝜈 = 2√
−𝑔

𝛿(√−𝑔𝐿)
𝛿𝑔𝜇𝜈

, (2.9)

onde,
𝛿
√

−𝑔

𝛿𝑔𝜇𝜈
= −1

2
√

−𝑔𝑔𝜇𝜈 .

A variação da Lagrangiana com respeito a métrica é dada por,
𝛿𝐿(𝐹, 𝐺)

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝜕𝐿

𝜕𝐹

𝛿𝐹

𝛿𝑔𝜇𝜈
+ 𝜕𝐿

𝜕𝐺

𝛿𝐺

𝛿𝑔𝜇𝜈
,

onde a variação de 𝐹 com respeito a métrica é,
𝛿𝐹

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝛿𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝛿(𝐹𝜆𝜎𝐹𝛼𝛽𝑔𝛼𝜆𝑔𝛽𝜎)

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝐹𝛼𝛽𝐹𝜆𝜎

(︃
𝑔𝛼𝜆 𝛿𝑔𝛽𝜎

𝛿𝑔𝜇𝜈
+ 𝑔𝛽𝜎 𝛿𝑔𝛼𝜆

𝛿𝑔𝜇𝜈

)︃
= 𝐹𝛼𝛽𝐹𝜆𝜎(𝑔𝛼𝜆𝛿𝛽

𝜇𝛿𝜎
𝜈 + 𝑔𝛽𝜎𝛿𝛼

𝜇𝛿𝜆
𝜈 ) = 2𝑔𝛼𝜆𝐹𝛼𝜇𝐹𝜆𝜈 . (2.10)

Por sua vez, a variação de 𝐺 é dada por,
𝛿𝐺

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝛿𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝛿(𝐹𝜆𝜎𝐹𝛼𝛽𝑔𝛼𝜆𝑔𝛽𝜎)

𝛿𝑔𝜇𝜈
= 𝐹𝛼𝛽𝐹𝜆𝜎

(︃
2𝑔𝛼𝜆 𝛿𝑔𝛽𝜎

𝛿𝑔𝜇𝜈

)︃
= 2𝑔𝛼𝜆𝐹𝛼𝜇𝐹𝜆𝜈 . (2.11)

Desta forma, escrevemos 𝑇𝜇𝜈 como,

𝑇𝜇𝜈 = 2√
−𝑔

[︂
−1

2
√

−𝑔𝐿𝑔𝜇𝜈 +
√

−𝑔(2𝐿𝐹 𝑔𝛼𝜆𝐹𝛼𝜇𝐹𝜆𝜈 + 2𝐿𝐺𝑔𝛼𝜆𝐹𝛼𝜇𝐹𝜈𝜆)
]︂

= −4𝐿𝐹 𝐹𝜇
𝜆𝐹𝜆𝜈 + 𝑔𝜇𝜈(𝐿𝐺𝐺 − 𝐿). (2.12)

Como a Lagrangiana não depende explicitamente de 𝑥𝜇, temos que a quadridivergência de
𝑇 𝜇𝜈 é zero [10]. Logo, temos 10 constantes de movimento: o quadrivetor momento-energia
𝑝𝜇 e o tensor momento angular relativistico 𝑀𝜇𝜈 , dados por,

𝑝𝜇 =
∫︁

𝑑3𝑟𝑇 𝜇0,

𝑀𝜇𝜈 =
∫︁

𝑑3𝑟(𝑥𝜇𝑇 𝜈0 − 𝑥𝜈𝑇 𝜇0).
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2.3 Eletrodinâmica não linear no formalismo do cálculo vetorial
Mostremos agora a formulação da teoria não linear da eletrodinâmica com o cálculo

vetorial. Fazemos isto, pois esta foi utilizada em artigos históricos sobre o tema e ainda
aparece em artigos atuais [11, 12, 13]. As vantagens físicas de uma análise no contexto do
cálculo vetorial ficarão explícitas ao longo do capítulo.

Vejamos que, da equação (2.5), as equações de movimento da teoria não linear po-
dem ser escritas como a quadridivergência de um tensor construído a partir das derivadas
da Lagrangiana e os tensores 𝐹 𝜇𝜈 e seu dual,

𝑄𝜇𝜈 ,𝜈 = 0, (2.13)

onde 𝑄𝜇𝜈 = 𝐿𝐹 𝐹 𝜇𝜈 +𝐿𝐺𝐹 𝜇𝜈 . Assim como se faz na eletrodinâmica Maxwelliana, podemos
abrir esta quadridivergência e verificar quais equações cada valor do índice 𝜇 representa.
Então, para 𝜇 = 0 temos,

(𝐿𝐹 𝐹 01 + 𝐿𝐺𝐹 01),1 +(𝐿𝐹 𝐹 02 + 𝐿𝐺𝐹 02),2 +(𝐿𝐹 𝐹 03 + 𝐿𝐺𝐹 03),3 = 0,

(𝐿𝐹 𝐸𝑥 + 𝐿𝐺𝐵𝑥),𝑥 +(𝐿𝐹 𝐸𝑦 + 𝐿𝐺𝐵𝑦),𝑦 +(𝐿𝐹 𝐸𝑧 + 𝐿𝐺𝐵𝑧),𝑧 = 0.

Definindo então o vetor auxiliar 𝐷⃗ como,

𝐷⃗
.=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐿𝐹 𝐸𝑥 + 𝐿𝐺𝐵𝑥

𝐿𝐹 𝐸𝑦 + 𝐿𝐺𝐵𝑦

𝐿𝐹 𝐸𝑧 + 𝐿𝐺𝐵𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.14)

temos a equação
∇ · 𝐷⃗ = 0. (2.15)

Para os índices espaciais, temos: Para 𝜇 = 1,

(𝐿𝐹 𝐹 10 + 𝐿𝐺𝐹 10),0 +(𝐿𝐹 𝐹 12 + 𝐿𝐺𝐹 12),2 +(𝐿𝐹 𝐹 13 + 𝐿𝐺𝐹 13),3 = 0,

(𝐿𝐹 𝐸𝑥 + 𝐿𝐺𝐵𝑥),0 +(𝐿𝐹 (−𝐵𝑧) + 𝐿𝐺𝐸𝑧),2 +(𝐿𝐹 𝐵𝑦 − 𝐿𝐺𝐸𝑦),3 = 0.

Para 𝜇 = 2,

(𝐿𝐹 𝐹 20 + 𝐿𝐺𝐹 20),0 +(𝐿𝐹 𝐹 21 + 𝐿𝐺𝐹 21),1 +(𝐿𝐹 𝐹 23 + 𝐿𝐺𝐹 23),3 = 0,

(𝐿𝐹 𝐸𝑦 + 𝐿𝐺𝐵𝑦),0 +(𝐿𝐹 𝐵𝑧 − 𝐿𝐺𝐸𝑧),1 +(𝐿𝐹 (−𝐵𝑥) + 𝐿𝐺𝐸𝑥),3 = 0.

Para 𝜇 = 3,

𝜕0(𝐿𝐹 𝐹 30 + 𝐿𝐺𝐹 30),0 +𝜕1(𝐿𝐹 𝐹 31 + 𝐿𝐺𝐹 31),1 +𝜕2(𝐿𝐹 𝐹 32 + 𝐿𝐺𝐹 32),2 = 0,

(𝐿𝐹 𝐸𝑧 + 𝐿𝐺𝐵𝑧),0 +(𝐿𝐹 (−𝐵𝑦) + 𝐿𝐺𝐸𝑦),1 +(𝐿𝐹 𝐵𝑥 − 𝐿𝐺𝐸𝑥),2 = 0.
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Definindo agora o vetor auxiliar 𝐻⃗ como,

𝐻⃗
.=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐿𝐹 𝐵𝑥 − 𝐿𝐺𝐸𝑥

𝐿𝐹 𝐵𝑦 − 𝐿𝐺𝐸𝑦

𝐿𝐹 𝐵𝑧 − 𝐿𝐺𝐸𝑧

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.16)

temos,
𝜕𝐷⃗/𝜕𝑡 = ∇ × 𝐻⃗. (2.17)

Assim, de (2.7) e (2.13), temos as 4 equações que regem o eletromagnetismo não linear
no formalismo vetorial,

∇ · 𝐵⃗ = 0, (2.18)

∇ × 𝐸⃗ = −𝜕𝐵⃗/𝜕𝑡, (2.19)

∇ · 𝐷⃗ = 0, (2.20)

∇ × 𝐻⃗ = 𝜕𝐷⃗/𝜕𝑡. (2.21)

Se tomamos a Lagrangiana como sendo a Lagrangiana de Maxwell, 𝐿 = −𝐹/4, recupera-
mos as equações de Maxwell, como deve ser.

Perceba que estas equações tem o mesmo formato das equações de Maxwell em
um meio material, onde temos que as equações (2.18) e (2.19) sempre são válidas, pois
são consequências da identidade de Bianchi (2.7); e (2.20) e (2.21) são as equações de
Maxwell com os vetores auxiliares 𝐷⃗ e 𝐻⃗, que possuem as informações do meio material.
Este fato nos leva a concluir que, em uma eletrodinâmica não linear, a permissividade do
vácuo não é mais uma constante, mas sim uma função dos campos 𝐸⃗ e 𝐵⃗. Este resultado
já havia sido percebido em artigos pioneiros do tema, como no clássico artigo de 1934 de
Max Born e Leopold Infeld [12], que será apresentado em um capítulo posterior.

Vemos então que 𝑄𝜇𝜈 é escrito em componentes como,

𝑄𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝐷𝑥 −𝐷𝑦 −𝐷𝑧

𝐷𝑥 0 −𝐻𝑧 𝐻𝑦

𝐷𝑦 𝐻𝑧 0 −𝐻𝑥

𝐷𝑧 −𝐻𝑦 𝐻𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.22)

Podemos escrever o tensor momento-energia em termos de 𝑄𝜇𝜈 , onde 𝑇 𝜇𝜈 é dado
por,

𝑇 𝜇𝜈 = −4𝐹 𝜇
𝜆𝑄𝜆𝜈 − 𝜂𝜇𝜈𝐿. (2.23)

Para demonstrarmos este fato, tomemos o tensor momento-energia (2.12) já encontrado
anteriormente,

𝑇 𝜇𝜈 = −4𝐿𝐹 𝐹 𝜇
𝜆𝐹 𝜆𝜈 + 𝑔𝜇𝜈(𝐺𝐿𝐺 − 𝐿).

Utilizando a identidade 𝐹 𝜇
𝜆𝐹 𝜆𝜈 = −1

4𝜂𝜇𝜈𝐺 na equação anterior, obtemos,

𝑇 𝜇𝜈 = −4𝐿𝐹 𝐹 𝜇
𝜆𝐹 𝜆𝜈 − 4𝐿𝐺𝐹 𝜇

𝜆𝐹 𝜆𝜈 − 𝜂𝜇𝜈𝐿.
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Logo, temos a equação,

𝑇 𝜇𝜈 = −4𝐹 𝜇
𝜆(𝐿𝐹 𝐹 𝜆𝜈 + 𝐿𝐺𝐹 𝜆𝜈) − 𝜂𝜇𝜈𝐿 = −4𝐹 𝜇

𝜆𝑄𝜆𝜈 − 𝜂𝜇𝜈𝐿.

Podemos então abrir as componentes do tensor momento-energia,

𝑇 00 = −4𝐹 0
𝜆𝑄𝜆0 − 𝜂00𝐿 = −4𝐸⃗ · 𝐷⃗ − 𝐿, (2.24)

𝑇 0𝑖 = −4𝐹 0
𝜆𝑄𝜆𝑖 − 𝜂0𝑖𝐿 = −4(𝐸⃗ × 𝐻⃗)𝑖, (2.25)

𝑇 𝑖0 = −4𝐹 𝑖
𝜆𝑄𝜆0 − 𝜂𝑖0𝐿 = −4(𝐷⃗ × 𝐵⃗)𝑖, (2.26)

𝑇 𝑖𝑗 = −4𝐹 𝑖
𝜆𝑄𝜆𝑗 − 𝜂𝑖𝑗𝐿 = −4𝐹 𝑖

𝜆𝑄𝜆𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝐿. (2.27)

Para este último cálculo, vamos decompor 𝐹 𝑖
𝜆 e 𝑄𝜆𝑗 [14, 15, 16]. Definimos 𝑉 𝜇 como o

campo de velocidade de um observador. Ao longo deste trabalho, trabalharemos com um
observador comóvel ao sistema, ou seja, 𝑉 𝜇 = (1, 0⃗). Temos então,

𝐹 𝑖
𝜆𝑄𝜆𝑗 = (𝐸𝑖𝑉𝜆 − 𝐸𝜆𝑉 𝑖 + 𝜂𝑖

𝜆
𝛼𝛽𝑉𝛼𝐵𝛽)(𝐷𝜆𝑉 𝑗 − 𝐷𝑗𝑉 𝜆 + 𝜂𝜆𝑗𝜏𝜃𝑉𝜏 𝐻𝜃).

Como 𝑉 𝜇 = (1, 0⃗), 𝑉 𝑗 = 0. Temos então,

𝐹 𝑖
𝜆𝑄𝜆𝑗 = −𝐸𝑖𝐷𝑗 + 𝜂𝑖

𝜆
𝛼𝛽𝜂𝜆𝑗𝜏𝜃𝑉𝛼𝑉𝜏 𝐵𝛽𝐻𝜃.

Utilizando que o produto dos tensores de Levi-Civita é dado por [10],

𝜂𝛼𝛽𝛾𝜆𝜂𝜎𝜌𝜃𝜏 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝛿𝛼

𝜎 𝛿𝛼
𝜌 𝛿𝛼

𝜃 𝛿𝛼
𝜏

𝛿𝛽
𝜎 𝛿𝛽

𝜌 𝛿𝛽
𝜃 𝛿𝛽

𝜏

𝛿𝛾
𝜎 𝛿𝛾

𝜌 𝛿𝛾
𝜃 𝛿𝛾

𝜏

𝛿𝜆
𝜎 𝛿𝜆

𝜌 𝛿𝜆
𝜃 𝛿𝜆

𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (2.28)

temos,
𝜂𝑖

𝜆
𝛼𝛽𝜂𝜆𝑗𝜏𝜃𝑉𝛼𝑉𝜏 𝐵𝛽𝐻𝜃 = −𝐻 𝑖𝐵𝑗 + 𝛿𝑖𝑗(𝐵⃗ · 𝐻⃗).

Logo, temos que as componentes espaciais do tensor momento-energia são dadas por,

𝑇 𝑖𝑗 = 4𝐸𝑖𝐷𝑗 + 4𝐻 𝑖𝐵𝑗 + 𝛿𝑖𝑗(−4𝐻⃗ · 𝐵⃗ + 𝐿), (2.29)

onde 𝑇 00 é a densidade de energia, 𝑇 0𝑖 é o fluxo de energia e 𝑇 𝑖𝑗 são as componentes
do tensor tensão de Maxwell. Dado que o tensor momento-energia é simétrico, segue que
𝑇 0𝑖 = 𝑇 𝑖0. Assim,

𝐸⃗ × 𝐻⃗ = 𝐷⃗ × 𝐵⃗. (2.30)

Esta relação é válida para qualquer teoria não linear do eletromagnetismo.

Assim como na eletrodinâmica de Maxwell, as novas leis aqui deduzidas nos dizem
quais são os campos que podem existir nas teorias não lineares, e a partir destas, nos
ditam qual é sua dinâmica.

Passamos agora ao estudo de uma proposta de teoria não linear do eletromagne-
tismo, onde utilizaremos todos os resultados deduzidos até aqui.
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2.4 Teoria de Born-Infeld
Proposta por Max Born e Leopold Infeld primeiro em 1933 [17] e generalizada

em 1934 [12] pelos mesmos, esta teoria não linear do eletromagnetismo é proposta em
um contexto onde se discutia a relação entre o campo eletromagnético e a matéria. A
primeira, chamada de “unitária”, tratava como se somente o campo eletromagnético fosse
uma entidade física, onde as partículas são singularidades dos campos e a massa um
conceito derivado da energia do campo, levando ao conceito de “massa eletromagnética”.
A segunda, chamada “dualística”, tomava os campos e partículas como objetos diferentes,
onde as partículas produzem e sofrem forças dos campos, mas não são produtos destes.
Sua propriedade intrínseca é o conceito de inércia, mais especificamente a massa inercial.

Diversos fatores levaram a maioria dos físicos (nas palavras de Born e de Infeld) a
adotar a visão dualística, tais como: o triunfo da teoria da relatividade, onde se observa
a dependência da massa com a velocidade; os problemas do desenvolvimento da teoria
unitária que envolvia a criação de forças não eletromagnéticas; a necessidade da imposição
de uma forma geométrica para o elétron; os problemas da teoria de Mie, que tentava
contornar os outros problemas ao modificar as equações de Maxwell, ao depender do
valor absoluto dos potênciais eletromagnéticos. Por último, a mecânica quântica que era
fortemente baseada na visão dualística.

Apesar disso, outros problemas advindos da interpretação unitária persistiam,
como o problema da auto-energia de uma carga pontual ser infinita. Também, haviam
problemas na teoria quando os comprimentos de onda de ondas eletromagnéticas ou de
de Broglie eram da ordem do “raio” do elétron. Este “raio” é deduzido puramente da
teoria clássica Maxwelliana, onde se iguala a energia eletrostática de uma esfera à sua
energia relativística em repouso, e com isso se identifica o raio da esfera com o raio do
elétron [18].

𝑟𝑒 = 𝑞2
𝑒

4𝜋𝜖0𝑚𝑒𝑐2 = 2.82 × 10−15 m. (2.31)

Pelo fato de não aparecer a constante de Planck nesta expressão, Born e Infeld advogam
pela modificação das equações de Maxwell e defendem que devemos então adaptar as leis
quânticas para a nova teoria do eletromagnetismo. Apresentaremos agora as ideias e o
processo da construção da nova teoria proposta.

Iniciemos com um postulado: A ação deve ser um invariante. Para isso, a Lagran-
giana deve ser da forma,

𝐿 =
√︁

|𝐴𝛼𝛽|,

onde |𝐴𝛼𝛽| é o determinante de 𝐴𝛼𝛽. Desta forma,

𝑆 =
∫︁ √︁

|𝐴𝛼𝛽| 𝑑𝜏,
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onde 𝑑𝜏 = 𝑑𝑥0𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3. Não supomos nenhuma simetria sobre 𝐴𝛼𝛽, e sabemos que todo
tensor pode ser separado na soma de um tensor simétrico, 𝑔𝛼𝛽 e um antissimétrico, 𝑓𝛼𝛽.
Assim,

𝐴𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 + 𝑓𝛼𝛽. (2.32)

Aqui fazemos outra hipótese: identificaremos o tensor simétrico 𝑔𝛼𝛽 com o tensor métrico
e o tensor antissimétrico 𝑓𝛼𝛽 com o tensor eletromagnético. Temos então 3 objetos que
multiplicados por 𝑑𝜏 são invariantes,√︁

−|𝐴𝛼𝛽| =
√︁

−|𝜂𝛼𝛽 + 𝑇𝐹𝛼𝛽|,
√︁

−|𝜂𝛼𝛽|,
√︁

|𝐹𝛼𝛽|, (2.33)

onde 𝑇 é uma constante a ser determinada, cuja unidade é inverso de campo. O sinal de
negativo foi adicionado para que tenhamos valores positivos dentro das raízes. Podemos
então construir uma Lagrangiana como uma função linear das expressões em (2.33). Assim,

𝐿 = 𝑎
√︁

−|𝜂𝛼𝛽 + 𝑇𝐹𝛼𝛽| + 𝑏
√︁

−|𝜂𝛼𝛽| + 𝑐
√︁

|𝑇𝐹𝛼𝛽|. (2.34)

Perceba que o terceiro termo pode ser ignorado, pois 𝐹𝛼𝛽 é o rotacional de um quadrivetor
potencial, logo sua integral ao longo do espaço-tempo pode ser transformada numa integral
de superfície pelo teorema de Stokes, que não contribui para a ação. Tomemos então 𝑐 = 0.
Para determinarmos 𝑎 e 𝑏, vamos impor que nossa teoria deve, no limite de campo fraco,
recuperar as equações de Maxwell, ou seja, 𝐿 = −𝐹/4. Assim,

−|𝜂𝛼𝛽 + 𝐹𝛼𝛽| = 1 + 𝑇 2(𝐹 2
12 + 𝐹 2

13 + 𝐹 2
23 − 𝐹 2

01 − 𝐹 2
02 − 𝐹 2

03) − 𝑇 4|𝐹𝛼𝛽|,

= 1 + 𝑇 2(𝐵2 − 𝐸2) − 𝑇 4|𝐹𝛼𝛽| = 1 + 𝑇 2𝐹

2 − 𝑇 4|𝐹𝛼𝛽|, (2.35)

onde 𝐹 = 2(𝐵2 − 𝐸2). Perceba que os termos de |𝐹𝛼𝛽| levam campos na quarta potência,
este então pode ser ignorado no limite de campo fraco. Como estamos no espaço-tempo
de Minkowski, |𝜂𝛼𝛽| = −1. Temos então a expressão,

𝐿 = 𝑏 + 𝑎

√︃
1 + 𝑇 2𝐹

2 .

Expandindo em relação a 𝐹 , obtemos,

𝐿 = (𝑎 + 𝑏) + 𝑎𝑇 2𝐹

4 + 𝒪(𝐹 2).

Comparando com a Lagrangiana de Maxwell, chegamos a conclusão que 𝑏 = −𝑎 = 1/𝑇 2 =
𝛽2. Reescrevemos as constantes como 𝛽2 por conveniência da notação ser mais utilizada na
literatura. Note que |𝐹𝛼𝛽| = (𝐸⃗ · 𝐵⃗)2, logo, podemos expressar a Lagrangiana em termos
de 𝐹 e 𝐺. Desta forma,

𝐿 = 𝛽2
(︃

1 −
√︃

1 + 𝐹

2𝛽2 − 𝐺2

16𝛽4

)︃
. (2.36)
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Podemos entender qual é o significado de 𝛽. Tomemos por exemplo que 𝐵⃗ = 0. Do termo
dentro da raiz, obtemos,

1 − 𝐸2

𝛽2 .

Como o termo dentro da raiz deve ser maior ou igual a zero, vemos então que, para um
sistema que possui somente campo elétrico, 𝛽 é um valor máximo que 𝐸 pode assumir.
No artigo original de Born e Infeld, estes introduzem a constante 𝛽 de uma maneira
diferente. Eles postulam a existência de um sistema de unidade absoluto para os campos,
e que podemos transformar esta unidade para uma unidade convencional por meio da
constante 𝛽. A ideia segue a mesma lógica de escrevermos a velocidade como 𝑢, tal que
𝑢 = 𝑣/𝑐, onde 𝑢 é a velocidade em um sistema absoluto ponderado pela velocidade limite
𝑐 e 𝑣 é a velocidade no sistema convencional. Vejamos agora caso o sistema admita campo
magnético. Temos então que o campo elétrico crítico é dado quando o fator dentro da raiz
é nulo.

1 + 𝐵2 − 𝐸2
𝑐𝑟𝑖𝑡

𝛽2 − 𝐵2𝐸2
𝑐𝑟𝑖𝑡 cos2(𝜑)

𝛽4 = 0,

onde 𝜑 é o ângulo entre o campo elétrico e o campo magnético. Com algumas manipulações
algébricas simples, encontramos o valor de campo elétrico crítico,

𝐸𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝛽

⎯⎸⎸⎷ 𝛽2 + 𝐵2

𝛽2 + 𝐵2 cos2(𝜑) , (2.37)

Note que o campo elétrico crítico agora depende da magnitude do campo magnético e o
ângulo entre eles, 𝜑.

Vamos agora analisar algumas consequências desta teoria. Analisemos agora o caso
de um campo eletrostático, ou seja, 𝐵⃗ = 𝐻⃗ = 0. Temos então, das equações (2.19) e (2.20)
e assumindo simetria esférica,

∇ · 𝐷⃗ = 0 = 𝑑

𝑑𝑟
(𝑟2𝐷𝑟) = 0,

𝐷⃗ = 𝑐

𝑟2 𝑟, (2.38)

onde 𝑐 é a constante de integração. Vejamos que podemos determinar quem é 𝑐 pelo
limite Maxwelliano. Sendo, em nosso caso, 𝐷⃗ = 𝐿𝐹 𝐸⃗, e 𝐿𝐹 = −1/4 na Lagrangiana
Maxwelliana, temos,

−1
4𝐸⃗ = 𝑐

𝑟2 𝑟,

𝐸⃗ = −4𝑐

𝑟2 𝑟.

Agora, comparando ao resultado Maxwelliano para o campo de uma partícula pontual,

𝐸⃗ = 𝑞

4𝜋𝑟2 𝑟,
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e, como estamos interessados em determinar a auto-energia do elétron, comparamos então
a constante 𝑐 com o campo de um elétron. Chegamos então a conclusão que 𝑐 = 𝑞𝑒/16𝜋,
onde 𝑞𝑒 é a carga do elétron. Temos então,

𝐷⃗ = 𝑞𝑒

16𝜋𝑟2 𝑟. (2.39)

Desta, utilizamos agora que 𝐷⃗ = 𝐿𝐹 𝐸⃗ para encontrar 𝐸⃗, onde agora utilizamos a Lagran-
giana de Born-Infeld (2.36), onde 𝐿𝐹 é,

𝐿𝐹 = − 1
4
√︁

1 − 𝐸2

𝛽2

.

Temos então,
𝐸⃗ = − 𝑞𝑒

4𝜋𝑟2
0

√︂
1 + 𝑟4

𝑟4
0

𝑟, (2.40)

onde 𝑟0 é definido como,

𝑟0
.=
√︃

𝑞𝑒

4𝜋𝛽
. (2.41)

Veja que, se tomamos o limite de 𝑟0 indo a zero, recuperamos o resultado Maxwelliano. A
diferença entre o comportamento do campo previsto por Maxwell e por Born-Infeld está
ilustrada na figura 1.

Do fato do rotacional de 𝐸⃗ ser nulo, podemos definir um potencial escalar para
este, ou seja,

𝐸⃗ = −∇𝜑,

ou,
𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏) = −

∫︁ 𝑎

𝑏
𝐸⃗ · 𝑑𝑟⃗.

Assim,
𝜑(𝑥) = − 𝑞𝑒

4𝜋𝑟0

∫︁ ∞

𝑥

𝑑𝑦√
1 + 𝑦4 , (2.42)

onde 𝑥 = 𝑟/𝑟0.

Perceba que, tanto o campo eletrostático, quanto o potencial, não divergem quando
nos aproximamos da origem, mesmo que 𝐸⃗ esteja mal definido na origem pela escolha do
sistema de coordenadas. A diferença entre o potencial eletrostático Maxwelliano e o dado
pela teoria de Born-Infeld está ilistrada na figura 2. Temos para o potencial na origem,

𝜑(0) = −1.85407
4𝜋

𝑞𝑒

𝑟0

.



Capítulo 2. Teoria eletromagnética não linear 24

Figura 1: Decaimento do campo eletrostático da teoria de Born-Infeld comparado ao Maxwelliano. 𝑔(𝑥) =

1/
√

1 + 𝑥4

Figura 2: Decaimento do potêncial eletrostático da teoria de Born-Infeld comparado ao Maxwelliano.

𝑓(𝑥) =
∫︀∞

𝑥
𝑑𝑦/
√︀

1 + 𝑦4

Como o campo eletrostático não possui divergência nula, podemos então associar
o valor da divergência com uma distribuição de cargas livres, ou seja,

∇ · 𝐸⃗ = 𝜌,

que resulta,
1
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝐸𝑟) = 𝜌,

Temos então,
𝜌 = − 2𝑞𝑒

𝑟2
0𝑟
(︁
1 + 𝑟4

𝑟4
0

)︁ 3
2
. (2.43)

A integral em todo o espaço de 𝜌 nos dá, como esperado,∫︁
𝜌𝑑𝑣 = −𝑞𝑒.
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Também poderiamos obter 𝜌 da definição de 𝐷⃗,

𝜌 = −(∇𝐿𝐹 ) · 𝐸⃗

𝐿𝐹

.

Veja que a densidade de carga (2.43) decai com 𝑟7 se 𝑟 ≫ 𝑟0 e 𝑟 quando 𝑟 < 𝑟0.

A teoria de Born-Infeld então engloba as duas possibilidades para a interpretação
do elétron. Partícula pontual ou uma distribuição espacial de carga, são completamente
equivalentes. Podemos então interpretar o elétron como uma partícula pontual que é a
fonte do campo 𝐷⃗, ou de uma distribuição espacial de cargas que gera o campo 𝐸⃗. Nas
palavras de Born e de Infeld: “A questão de qual das duas interpretações do elétron está
correta não tem sentido”[12].

Mostremos agora como a teoria de Born-Infeld resolve o problema da auto-energia
do elétron. A densidade de energia é dada pela equação (2.24), onde temos,

𝑇 00 = 𝑈 = −4𝐸⃗ · 𝐷⃗ − 𝐿.

Então,

𝐸 =
∫︁

𝑈𝑑𝑣 =
∫︁ ⎛⎜⎝𝑞2

[︁
𝑟2
(︁√︁

𝑟4

𝑟04 −
√︁

𝑟4

𝑟04 + 1
)︁

+ 𝑟0
2
]︁

16𝜋2𝑟2𝑟04
√︁

𝑟4

𝑟04 + 1

⎞⎟⎠ 𝑑𝑣 = 0.098361𝑞2
𝑒

𝑟0
. (2.44)

Assim, provamos que, na teoria de Born-Infeld, a auto-energia de um elétron é finita. Para
calcularmos o valor de 𝑟0 em unidades internacionais, recuperemos as unidades físicas na
expressão (2.44). Perceba que devemos então introduzir a constante 𝜖0 no denominador.
Igualemos então a expressão à energia relativística do elétron em repouso. Encontramos
então,

𝑟0 = 1.23604 𝑞2
𝑒

4𝜋𝜖0𝑚𝑐𝑐2 = 3.4857 × 10−15 m. (2.45)

Assim, calculando também o valor de 𝛽 no SI, temos,

𝛽 = 𝑞𝑒

4𝜋𝜖0𝑐𝑟2
0

= 3.955 × 1011 T. (2.46)

Interpretamos então 𝑟0 como o novo “raio” do elétron, perceba que nosso valor é
apenas uma pequena correção do valor obtido pela teoria Maxwelliana. Veja que, a menos
de campos de ordem 𝛽, ou se estivermos muito próximo a 𝑟0, as equações de Born-Infeld
são basicamente as mesmas de Maxwell, justificando assim a dificuldade de verificação
experimental da nova teoria.

Terminamos aqui nosso breve estudo sobre a teoria de Born-Infeld. Existem diver-
sos outros resultados desta teoria aqui não mostrados, como a quântização dessa teoria
(feita também por Born e Infeld [19, 20]), o trabalho de 1962 de Dirac [21], os avanços de
Białynicki-Birula [11], e os atuais interesses da teoria-M na eletrodinâmica de Born-Infeld
[22, 23]. Passaremos agora ao estudo da propagação da luz nas teorias não lineares, e com
os resultados, estudaremos posteriormente a propagação da luz nesta teoria.
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3 A propagação da luz em teorias não linea-
res

3.1 Relação de dispersão
Vamos agora investigar a propagação da luz em teorias não lineares. Em nossa

análise, separamos o campo elétrico total como a soma de um campo de fundo que varia
lentamente, 𝐸⃗0, e um campo fraco se comparado a 𝐸0, mas que varia rapidamente no
tempo, 𝐸⃗𝜔. Isso quer dizer que 𝐸⃗ = 𝐸⃗0 + 𝐸⃗𝜔 ≈ 𝐸⃗0, mas 𝜕𝜇𝐸⃗ ≈ 𝜕𝜇𝐸⃗𝜔. Vamos tomar o
campo 𝐸⃗𝜔 como sendo uma onda plana monocromática, isto é, 𝐸⃗𝜔 = 𝑒⃗exp[i(𝜔𝑡−𝑞⃗·𝑥⃗)], onde
𝑒⃗ é o vetor de polarização, 𝜔 é a frequência ângular e 𝑞⃗ o vetor de onda. Fazemos o mesmo
para 𝐵⃗, com 𝐵⃗𝜔 = 𝑏⃗exp[i(𝜔𝑡−𝑞⃗·𝑥⃗)]. Seja 𝑘𝜇 = (𝜔, 𝑞⃗), assim temos que 𝜔𝑡−𝑞⃗·𝑥⃗ = 𝑘𝜇𝑥𝜇 = Σ
é a hipersuperficie de fase das ondas planas, onde 𝑘𝜇 é o vetor gradiente de Σ. Para
evitar uma notação carregada, abandonaremos os índices 0 e 𝜔 nos campos, que ficarão
subentendidos no contexto. Como consequência de nossas aproximações, teremos que a
equação de onda volta a ser linear, ou seja, do formato 𝛾𝜕2

𝑡 𝜑 − ∇2𝜑 = 0, onde o fator 𝛾

possui as informações sobre a não lineariedade da teoria eletromagnética, assim como é
feito para a propagação de ondas num meio material polarizado por um campo externo
[24]. Ou seja, estamos trabalhando com óptica linear num contexto de eletrodinâmica não
linear.

Para analisar a propagação da luz nas teorias não lineares, utilizaremos aqui o mé-
todo de Hadamard [14, 15, 25]. Neste método, estudamos a propagação pela evolução das
frentes de onda, onde o campo é contínuo mas suas derivadas não. Definimos a operação
descontinuidade de Hadamard como segue.

Seja Σ a superfície definida por 𝑧(𝑥𝜇) = 0. Se Σ é uma superfície global, ela delimita
duas regiões distintas 𝑈− e 𝑈+, que correspondem a 𝑧 < 0 e 𝑧 > 0 respectivamente. Dada
uma função arbitrária das coordenadas 𝑔(𝑥𝜇), definimos a operação [ ]Σ sobre um campo
de 𝑔(𝑥𝛼) por

[𝑔(𝑥𝛼)]Σ = lim
𝑃 ±→𝑃

[𝑔(𝑃 +) − 𝑔(𝑃 −)],

onde 𝑃 +, 𝑃 − e 𝑃 pertencem a 𝑈+, 𝑈− e Σ respectivamente. Podemos entender a “descon-
tinuidade” como a diferença do valor do campo no limite de coincidência dos pontos, assim
tendo a ideia de gradiente. O método de Hadamard aplicado para o eletromagnetismo é
equivalente a aproximação eikonal [15].

Da aplicação da descontinuidade de Hadamard no tensor eletromagnético e em
suas derivadas,

[𝐹𝛼𝛽]Σ = 0,
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[𝐹𝛼𝛽,𝜆 ]Σ = 𝑓𝛼𝛽𝑘𝜆.

Aplicando-a na identidade de Bianchi (2.6),

𝑓𝛼𝛽𝑘𝜆 + 𝑓𝛽𝜆𝑘𝛼 + 𝑓𝜆𝛼𝑘𝛽 = 0.

Contraindo este resultado com 𝐹 𝛼𝛽𝑘𝜆 e com 𝐹 𝛼𝛽𝑘𝜆, teremos,

𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽𝑘𝜆𝑘𝜆 + 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛽𝜆𝑘𝜆𝑘𝛼 + 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝜆𝛼𝑘𝜆𝑘𝛽 = 0,

𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽𝑘𝜆𝑘𝜆 + 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛽𝜆𝑘𝜆𝑘𝛼 + 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝜆𝛼𝑘𝜆𝑘𝛽 = 0.

Definindo 𝜁 = 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽, *𝜁 = 𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽 e, pela antissimetria dos tensores, temos,

𝜁𝑘2 = −2𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛽𝜆𝑘𝜆𝑘𝛼, (3.1)

*𝜁𝑘2 = −2𝐹 𝛼𝛽𝑓𝛽𝜆𝑘𝜆𝑘𝛼. (3.2)

onde 𝑘2 = 𝑘𝜆𝑘𝜆 = 𝜂𝛼𝜆𝑘𝛼𝑘𝜆.

Agora, aplicando a descontinuidade de Hadamard na equação de movimento (2.8),
temos,

2𝑁𝜇𝜈𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽𝑘𝜈 + 𝐿𝐹 𝑓𝜇𝜈𝑘𝜈 = 0,

ou,
𝑓𝜇𝜈𝑘𝜈 = − 2

𝐿𝐹

𝑁𝜇
𝜈𝛼𝛽𝑓𝛼𝛽𝑘𝜈 . (3.3)

Utilizando as seguintes identidades

𝐹𝜇𝛼𝐹 𝛼
𝜈 = −1

4𝐺𝜂𝜇𝜈 ,

𝐹𝜇𝛼𝐹 𝜈𝛼 − 𝐹𝜇𝛼𝐹 𝜈𝛼 = 1
2𝐹𝛿𝜇

𝜈 .

e introduzindo (3.3) em (3.1), obtemos,

𝜁𝑘2 = −2𝐹 𝛼𝛽𝑘𝛼

(︂
− 2

𝐿𝐹

𝑓𝜈𝜌𝑘𝜇[𝐿𝐹 𝐹 𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐺𝐺𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌)]
)︂

= 4
𝐿𝐹

𝑓𝜈𝜌𝑘𝛼𝑘𝜇[𝐿𝐹 𝐹 𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐺𝐺𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌)]

= 4
𝐿𝐹

𝑓𝜈𝜌𝑘𝛼𝑘𝜇[𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇(𝐿𝐹 𝐹 𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐹 𝐺𝐹 𝜈𝜌) − 1

4𝐺𝜂𝛼𝜇(𝐿𝐺𝐺𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐹 𝐺𝐹 𝜈𝜌)]

= 4
𝐿𝐹

𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇𝑘𝛼𝑘𝜇(𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺

*𝜁) − 𝐺

𝐿𝐹

𝑘2(𝐿𝐺𝐺
*𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺𝜁). (3.4)

Utilizando agora em (3.2),

*𝜁𝑘2 = −2𝐹 𝛼𝛽𝑘𝛼

(︂
− 2

𝐿𝐹

𝑓𝜈𝜌𝑘𝜇[𝐿𝐹 𝐹 𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐺𝐺𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐹𝛽
𝜇𝐹 𝜈𝜌 + 𝐹𝛽

𝜇𝐹 𝜈𝜌)]
)︂

= 4
𝐿𝐹

𝑘𝛼𝑘𝜇[𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇(𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺

*𝜁) + 𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇(𝐿𝐹 𝐺𝜁 + 𝐿𝐺𝐺

*𝜁)]

= 4
𝐿𝐹

𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽
𝜇𝑘𝛼𝑘𝜇(𝐿𝐺𝐺

*𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺𝜁) − 𝐺

𝐿𝐹

𝑘2(𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺
*𝜁) + 2𝐹

𝐿𝐹

𝑘2(𝐿𝐺𝐺
*𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺𝜁).

(3.5)
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Devemos agora encontrar uma equação que possa nos dar a condição de independência
dos termos 𝜁 e *𝜁, Para isso, vamos isolar o termo 4

𝐿𝐹
𝐹 𝛼𝛽𝐹𝛽

𝜇𝑘𝛼𝑘𝜇 em (3.4) e (3.5) e tomar
a diferença entre elas. Temos então,

𝜁𝑘2

𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺
*𝜁

−
*𝜁𝑘2

𝐿𝐹 𝐺𝜁 + 𝐿𝐺𝐺
*𝜁

= −2𝐹𝑘2

𝐿𝐹

− 𝐺𝑘2

𝐿𝐹

(︃
𝐿𝐹 𝐺𝜁 + 𝐿𝐺𝐺

*𝜁

𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺
*𝜁

− 𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺
*𝜁

𝐿𝐹 𝐺𝜁 + 𝐿𝐺𝐺
*𝜁

)︃
.

Multiplicando ambos os lados por (𝐿𝐹 𝐺𝜁 + 𝐿𝐺𝐺
*𝜁)(𝐿𝐹 𝐹 𝜁 + 𝐿𝐹 𝐺

*𝜁), chegamos em,

*𝜁𝜁𝑘2(𝐿𝐺𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 ) + 2𝐹𝑘2

𝐿𝐹

(𝜁2𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐹 𝐺 + *𝜁𝜁𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺 + *𝜁𝜁𝐿2
𝐹 𝐺 + *𝜁2𝐿𝐹 𝐺𝐿𝐺𝐺)

+ 𝐺𝑘2

𝐿𝐹

(𝜁2𝐿2
𝐹 𝐺 + *𝜁2𝐿2

𝐺𝐺 + 2*𝜁𝜁𝐿𝐹 𝐺𝐿𝐺𝐺 − 𝜁2𝐿2
𝐹 𝐹 − *𝜁2𝐿2

𝐹 𝐺 − 2*𝜁𝜁𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐹 𝐺)

+ 𝜁2𝑘2𝐿𝐹 𝐺 − *𝜁2𝑘2𝐿𝐹 𝐺 = 0. (3.6)

Assumindo que 𝑘2 ̸= 0, podemos reescrever (3.6) como

Ω1
*𝜁2 + Ω2

*𝜁𝜁 + Ω3𝜁
2 = 0, (3.7)

onde,

Ω1
.= −𝐿𝐹 𝐺 + 2𝐹

𝐿𝐹

𝐿𝐹 𝐺𝐿𝐺𝐺 + 𝐺

𝐿𝐹

(𝐿2
𝐺𝐺 − 𝐿2

𝐹 𝐺),

Ω2
.= 𝐿𝐺𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 + 2𝐹

𝐿𝐹

(𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺 + 𝐿2
𝐹 𝐺) + 2𝐺

𝐿𝐹

𝐿𝐹 𝐺(𝐿𝐺𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 ),

Ω3
.= 𝐿𝐹 𝐺 + 2𝐹

𝐿𝐹

𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐹 𝐺 + 𝐺

𝐿𝐹

(𝐿2
𝐹 𝐺 − 𝐿2

𝐹 𝐹 ).

Resolvendo (3.7) com *𝜁 = Ω±𝜁, obtemos,

Ω± =
−Ω2 ±

√︁
Ω2

2 − 4Ω1Ω3

2Ω1
. (3.8)

Aplicando então a solução (3.8) em (3.4),

[𝐿𝐹 + 𝐺(𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺)]𝑘2 − 4(𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺)𝐹 𝛼𝛽𝐹 𝜏
𝛼𝑘𝛽𝑘𝜏 = 0.

Isolando 𝑘2, temos finalmente,

𝑘2 = −4 𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺

𝐿𝐹 + 𝐺(𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺)𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 , (3.9)

que é a relação de dispersão, que nos dá a relação entre a frequência ângular e o vetor
de onda. Perceba que, pela presença de Ω±, temos duas soluções possíveis para 𝑘2. Isto
antecipa o fenômeno da birrefringência em teorias não lineares, onde raios luminosos com
diferentes polarizações podem apresentar diferentes velocidades em uma mesma direção
espacial. Ao longo do texto, utilizaremos frequentemente a equação (3.9) como

𝑘2 = 𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 , (3.10)
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onde 𝜉 é definido como
𝜉

.= −4 𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺

𝐿𝐹 + 𝐺(𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺) . (3.11)

Este resultado pode ser obtido, equivalentemente, pela equação (3.5).

Podemos reescrever a relação de dispersão em função do tensor momento-energia.
Para isto, isolamos o termo 4𝐹 𝜇𝜆𝐹𝜆

𝜈 de (2.12) e substituimos este resultado na expressão
(3.9),

−𝑇 𝜇𝜈 − (𝐿 − 𝐺𝐿𝐺)𝑔𝜇𝜈

𝐿𝐹

= 4𝐹 𝜇𝜆𝐹𝜆
𝜈 .

Temos então,

𝑘2 = −𝑇 𝜇𝜈(𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺)𝑘𝜇𝑘𝜈

𝐿2
𝐹 + 𝐺𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺) − (𝐿 − 𝐺𝐿𝐺)(𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺)

𝐿2
𝐹 + 𝐺𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺) 𝑘2.

Isolando 𝑘2, temos

𝑘2 = − 𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺

𝐿2
𝐹 + 𝐺𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺) + (𝐿 − 𝐺𝐿𝐺)(𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺)𝑇 𝜇𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈

= −𝑄±𝑇 𝜇𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 , (3.12)

onde 𝑄± é

𝑄± = 𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺

𝐿2
𝐹 + 𝐺𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐺 + Ω±𝐿𝐺𝐺) + (𝐿 − 𝐺𝐿𝐺)(𝐿𝐹 𝐹 + Ω±𝐿𝐹 𝐺) . (3.13)

Os resultados aqui desenvolvidos já são conhecidos da literatura [3]. A seguir, vamos
analisar um outro método que pode ser aplicado para obtenção da relação de dispersão.

3.2 Relação de dispersão via cálculo do tensor de Fresnel
Vamos agora apresentar um método alternativo para derivar os mesmos resultados

da propagação dos raios luminosos. Neste, não tentamos eliminar os tensores desconti-
nuidades de Hadamard por manipulações algébricas, mas construímos uma equação de
autovalores que, a partir de seu polinômio característico biquadrático, nos dá as possíveis
soluções de 𝑘2. Para tal, definamos os quadrivetores 𝐸𝜇 e 𝐵𝜇 como [14, 15, 16],

𝐸𝜇 = 𝐹 𝜇𝜈𝑉𝜈 , (3.14)

𝐵𝜇 = 𝐹 𝜇𝜈𝑉𝜈 . (3.15)

Assim, em compontens, temos que 𝐸𝜇 = (0, 𝐸⃗) e 𝐵𝜇 = (0, 𝐵⃗). Destes, podemos decompor
os tensores 𝐹 𝜇𝜈 e seu dual como,

𝐹 𝜇𝜈 = 𝐸𝜇𝑉 𝜈 − 𝐸𝜈𝑉 𝜇 + 𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝐵𝛽, (3.16)
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𝐹 𝜇𝜈 = 𝐵𝜇𝑉 𝜈 − 𝐵𝜈𝑉 𝜇 − 𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝐸𝛽, (3.17)

Reescrevemos então a equação de movimento (2.8) como,

2𝑁𝜇𝜈𝛼𝛽(𝑉𝛽𝐸𝛼,𝜈 −𝑉𝛼𝐸𝛽,𝜈 +𝜂𝛼𝛽
𝜎𝜏 𝑉𝜎𝐵𝜏 ,𝜈 ) + 𝐿𝐹 (𝑉 𝜈𝐸𝜇,𝜈 −𝑉 𝜇𝐸𝜈 ,𝜈 +𝜂𝜇𝜈𝜎𝜏 𝑉𝜎𝐵𝜏 ,𝜈 ) = 0.

(3.18)
Para a identidade de Bianchi (2.7), temos,

𝑉 𝜈𝐵𝜇,𝜈 −𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝐸𝛽,𝜈 = 0. (3.19)

Veja que, mesmo na teoria não linear, ainda possuimos a lei que 𝐵𝜇,𝜇 = ∇ · 𝐵⃗ = 0, pois
esta lei se deriva da identidade de Bianchi, válida tanto na teoria de Maxwell quanto em
qualquer teoria não linear.

As descontinuidade de Hadamard para (3.14) e (3.15) são dadas por,

[𝐸𝜇]Σ = [𝐵𝜇]Σ = 0, (3.20)

[𝐸𝜇,𝜈 ]Σ = 𝑒𝜇𝑘𝜈 , (3.21)

[𝐵𝜇,𝜈 ]Σ = 𝑏𝜇𝑘𝜈 . (3.22)

Aplicando as descontinuidades em (3.18) e em (3.19), temos, respectivamente,

2𝑁𝜇𝜈𝛼𝛽(𝑉𝛽𝑒𝛼𝑘𝜈 −𝑉𝛼𝑒𝛽𝑘𝜈 +𝜂𝛼𝛽
𝜎𝜏 𝑉𝜎𝑏𝜏 𝑘𝜈)+𝐿𝐹 (𝑉 𝜈𝑒𝜇𝑘𝜈 −𝑉 𝜇𝑒𝜈𝑘𝜈 +𝜂𝜇𝜈𝜎𝜏 𝑉𝜎𝑏𝜏 𝑘𝜈) = 0, (3.23)

𝑏𝜏 = 1
𝜔

𝑛𝜏𝜆𝜌𝜃𝑉𝜌𝑘𝜆𝑒𝜃. (3.24)

Podemos então substituir (3.24) em (3.23) e teremos,

2𝑁𝜇𝜈
𝛼𝛽

(︂
𝑉 𝛽𝑒𝛼𝑘𝜈 − 𝑉 𝛼𝑒𝛽𝑘𝜈

1
𝜔

𝜂𝛼𝛽𝜎𝜏 𝜂𝜏
𝜆𝜌𝜃𝑉𝜎𝑉𝜌𝑘𝜈𝑘𝜆𝑒𝜃

)︂
+ 𝐿𝐹

(︁
𝜂𝜇𝜈𝜎𝜏 𝜂𝜏

𝜆𝜌𝜃𝑉𝜎𝑉𝜌𝑘𝜈𝑘𝜆𝑒𝜃

)︁
= 0

(3.25)
Então, utilizando a identidade dos produtos de Levi-Civita (2.28) em (3.25), encontramos,

2𝑁𝜇𝜈
𝛼𝛽

[︂
𝑉 𝛽𝑒𝛼𝑘𝜈 − 𝑉 𝛼𝑒𝛽𝑘𝜈 + 1

𝜔
(𝑘𝛽𝑘𝜈𝑒𝛼 − 𝑘𝛼𝑘𝜈𝑒𝛽 + 𝜔𝑉 𝛼𝑘𝜈𝑒𝛽 − 𝜔𝑉 𝛽𝑘𝜈𝑒𝛼)

]︂
+ 𝐿𝐹

[︂
𝜔𝑒𝜇 − 𝑉 𝜇𝑘𝜈𝑒𝜈 + 1

𝜔
(𝑘2𝑒𝜇 − 𝑘𝜇𝑘𝜃𝑒

𝜃 + 𝜔𝑉 𝜇𝑘𝜃𝑒
𝜃 − 𝜔2𝑒𝜇)

]︂
= 0.

Renomeando os índices, simplificando e deixando 𝑒𝜇 em evidência, temos,

[4𝑁𝜇𝜈
𝜃𝛽𝑘𝛽𝑘𝜈 + 𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇

𝜃 − 𝑘𝜇𝑘𝜃)]𝑒𝜃 = 0, (3.26)

ou ainda,
𝑍𝜇

𝜃𝑒
𝜃 = 0, (3.27)

onde
𝑍𝜇

𝜃 = 4𝑁𝜇𝜈
𝜃𝛽𝑘𝛽𝑘𝜈 + 𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇

𝜃 − 𝑘𝜇𝑘𝜃), (3.28)

que é chamado de tensor de Fresnel.
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Perceba que (3.27) é uma equação de autovalores com autovalores nulos, o que nos
permite resolver o problema para 𝑘2 a partir de 𝑑𝑒𝑡(𝑍) = 0. Para isso, utilizaremos um
corolário do teorema de Cayley-Hamilton, onde o determinante de 𝑍𝜇

𝜈 quadridimensional
é dado por [26]

𝑑𝑒𝑡(𝑍) = 1
24(𝑍1)4 − 1

4(𝑍1)2(𝑍2) + 1
3(𝑍1)(𝑍3) + 1

8(𝑍2)2 − 1
4(𝑍4),

onde 𝑍𝑛 é o n-ésimo traço de 𝑍𝜇
𝜈 ,

𝑍1 = 𝑍𝜇
𝜇 ,

𝑍2 = 𝑍𝜇
𝜈 𝑍𝜈

𝜇,

𝑍3 = 𝑍𝜇
𝜈 𝑍𝜈

𝜏 𝑍𝜏
𝜇, ,

𝑍4 = 𝑍𝜇
𝜈 𝑍𝜈

𝜏 𝑍𝜏
𝜌 𝑍𝜌

𝜇.

Os cálculos dos traços são longos, e estão apresentados no apêndice.

Ao calcularmos o determinante, encontramos que todos os coeficientes das potên-
cias de 𝑘2 são nulos, resultando na identidade 0 = 0, e portanto, não nos conduzindo . Isso
acontece pois, na verdade, 𝑍𝜇

𝜈 é um objeto intrinsecamente tridimensional. Note que o
tensor 𝑍𝜇

𝜈 é ortogonal a 𝑘𝜇, e portanto, esta restrito a uma hipersuperfície tridimensional
ortogonal a 𝑘𝜇. Devemos então calcular o determinante para o caso tridimensional, que é
dado por,

𝑑𝑒𝑡(𝑍) = −1
6(𝑍1)3 + 1

2(𝑍1)(𝑍2) − 1
3(𝑍3).

Calculando este determinante e impondo a condição 𝑑𝑒𝑡(𝑍) = 0, temos o seguinte polinô-
mio biquadrático para 𝑘,

− 96(𝑘𝑓)2𝐿𝐹 (𝐿2
𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺) + 24𝑘2(𝑘𝑓)𝐿𝐹 [𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐹 + 𝐿𝐺𝐺) + 2𝐹 (𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺)]

+ 6𝑘4𝐿𝐹 [𝐿2
𝐹 + 2𝐿𝐹 (𝐺𝐿𝐹 𝐺 − 𝐹𝐿𝐺𝐺) + 𝐺2(𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺)] = 0,

onde (𝑘𝑓) .= 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜈𝑘𝜇. Tomando as soluções biquadráticas em 𝑘2, temos então,

𝑘2 = 𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 ,

onde agora 𝜉 corresponde a,

𝜉 = 2(−𝐿𝐹 𝐿𝐹 𝐹 − 2𝐹𝐿2
𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐿𝐺𝐺 + 2𝐹𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺 ± Φ)

𝐿2
𝐹 + 2𝐿𝐹 (𝐺𝐿𝐹 𝐺 − 𝐹𝐿𝐺𝐺) + 𝐺2(𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺) , (3.29)

e Φ é dado por,

Φ =
[︂
4
(︁
𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺

)︁ (︁
2𝐿𝐹 (𝐺𝐿𝐹 𝐺 − 𝐹𝐿𝐺𝐺) + 𝐺2

(︁
𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺

)︁
+ 𝐿2

𝐹

)︁
+
(︁
2𝐹

(︁
𝐿2

𝐹 𝐺 − 𝐿𝐹 𝐹 𝐿𝐺𝐺

)︁
+ 𝐿𝐹 (𝐿𝐹 𝐹 + 𝐿𝐺𝐺)

)︁2
]︂ 1

2
.

Ambos 𝜉 encontrados pelos diferentes métodos, (3.11) e (3.29), são algebricamente idên-
ticos.
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3.3 Velocidade de fase e velocidade de grupo
Definimos a velocidade de fase como

𝑣 = 𝜔

𝑞
,

onde 𝜔 é a frequência angular e 𝑞 é o módulo do vetor de onda. Esta é a velocidade com
a qual um ponto qualquer da onda se desloca.

O quadrivetor de onda 𝑘𝜇, definido como o gradiente da eikonal, tem componentes
dadas por 𝑘𝜇 = (𝜔, 𝑞⃗) e, portanto, 𝑘2 é dado por 𝑘2 = 𝜔2 − 𝑞2. Logo, a velocidade de fase
é dada por,

𝑘2 = 𝜔2 − 𝑞2 = 𝑞2(𝑣2 − 1) = 𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 ,

𝑣2 = 1 + 𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑛𝜇𝑛𝜈 , (3.30)

onde 𝑛𝜈 = 𝑘𝜈/𝑞. Vemos então que, por 𝜉 poder assumir dois valores distintos, podem
existir duas distintas velocidades como solução para a propagação dos raios luminosos em
uma mesma direção.

Calculemos agora a velocidade de grupo para teorias não lineares. Por definição,
a velocidade de grupo é dada por

𝑢⃗
.= 𝜕𝜔

𝜕𝑞⃗
,

onde 𝑞⃗ é o vetor de onda tridimensional. O significado da velocidade de grupo segue da
ideia de se lançar um pacote de ondas com diferentes vetores de onda 𝑞, formando assim
um pulso. Neste, as cristas não possuem mais a mesma amplitude, e a velocidade medida
como um todo, a velocidade de grupo, é a velocidade com qual o envelopamento deste
pulso caminha. Estamos trabalhando com o formalismo quadrivetorial, então, definamos
o projetor espacial ℎ𝜇𝜈 como,

ℎ𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 − 𝑉 𝜇𝑉 𝜈 . (3.31)

Veja que ℎ𝜇𝜈 é ortogonal a 𝑉 𝜇, significando que qualquer quadrivetor 𝐴𝜇 contraido com ℎ𝜇𝜈

é projetado na hipersuperfície tridimensional ortogonal a 𝑉 𝜇. Desta forma, decompomos
o quadrivetor 𝑘𝜇 como

𝑘𝜇 = 𝜔𝑉 𝜇 + 𝑞𝜇, (3.32)

onde definimos
𝑞𝜇 .= ℎ𝜇𝜈𝑘𝜈 .

Veja que, em termos de componentes, 𝑞𝜇 = (0, 𝑞⃗).

Com auxílio de ℎ𝜇𝜈 , podemos representar a velocidade de grupo através do qua-
drivetor 𝑢𝜏 definido por

𝑢𝜏 = 𝜕𝜔

𝜕𝑘𝛽
ℎ𝛽

𝜏 . (3.33)
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Note que a componente 𝑢0 = 0, uma vez que ℎ𝛼𝛽 é diagonal e ℎ00 = 0. Logo, 𝑢𝜏 é um
quadrivetor tipo espaço. Temos então que as componentes da velocidade de grupo são
dadas por

𝑢𝑗 = ℎ𝑖
𝑗

𝜕𝜔

𝜕𝑘𝑖
= ℎ𝑖

𝑗

𝜕𝜔

𝜕𝑞𝑖
.

Sendo 𝜔 =
√

𝑞2 + 𝑘2, segue,

𝑢𝑗 = ℎ𝑖
𝑗

𝜕
√

𝑞2 + 𝑘2

𝜕𝑞𝑖
= 1

2𝜔

(︃
−2𝑞𝑖

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑞𝑗
+ 2𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇

𝜕𝑘𝜈

𝜕𝑞𝑗

)︃
.

Para simplificar nosso problema, consideraremos o campo magnético do sistema como
sendo nulo, assim, podemos decompor 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇 como,

𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇 = (𝐸𝛼𝑉 𝜇 − 𝐸𝜇𝑉 𝛼)(𝐸𝛼𝑉𝜈 − 𝐸𝜈𝑉𝛼)(𝜔𝑉𝜇 + 𝑞𝜇) = (−𝐸2𝑉 𝜇𝑉𝜈 + 𝐸𝜇𝐸𝜈)(𝜔𝑉𝜇 + 𝑞𝜇)

= −𝜔𝐸2𝑉𝜈 − (𝑞⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝜈 , (3.34)

onde 𝐸𝜇𝑞𝜇 = −(𝑞⃗ · 𝐸⃗). Desta forma,

𝑢𝑗 = 1
𝜔

(︃
−𝑞𝑖 − 𝜉(𝜔𝐸2𝑉𝜈 + (𝑞⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝜈)𝜕𝑘𝜈

𝜕𝑞𝑗

)︃
= 1

𝜔

(︃
−𝑞𝑖 − 𝜉𝜔𝐸2𝑢𝑗 − 𝜉(𝑞⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝑖

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑞𝑗

)︃
,

ou ainda,
(1 + 𝜉𝐸2)𝑢𝑗 = −𝑛𝑗

𝑣
− 𝜉

𝑣
(𝑛⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝑗.

Temos então que o quadrivetor velocidade de grupo é dado por,

𝑢𝑗 = − 1
𝑣(1 + 𝜉𝐸2)(𝑛𝑗 + 𝜉(𝑛⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝑗). (3.35)

Podemos calcular o módulo deste. Sendo 𝑢2 = −𝑢𝑗𝑢𝑗, segue que,

𝑢2 = − 1
𝑣2(1 + 𝜉𝐸2)2 (𝑛𝑗 + 𝜉(𝑛⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝑗)(𝑛𝑗 + 𝜉(𝑛⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝑗)

= 1
𝑣2(1 + 𝜉𝐸2)2 (1 + 2𝜉(𝑛⃗ · 𝐸⃗)2 + 𝜉2(𝑛⃗ · 𝐸⃗)2𝐸2). (3.36)

Mostremos agora um outro resultado, que a velocidade de grupo e a velocidade de fase
de qualquer teoria não linear, num sistema onde não há campo magnético, são iguais
em primeira aproximação de 𝜉. Tomemos a velocidade de fase dada pela equação (3.30)
e decompomos ela em componentes, como feito antes, supondo somente a existência do
campo elétrico. De (3.34), segue que,

𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 = (−𝜔𝐸2𝑉𝜈 − (𝑞⃗ · 𝐸⃗)𝐸𝜈)(𝜔𝑉 𝜈 + 𝑞𝜈) = (𝑞⃗ · 𝐸⃗)2 − 𝜔2𝐸2. (3.37)

Utilizando esta em (3.30),

𝑣2 = 1 + 𝜉

𝑞2 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜈𝑘𝜇 = 1 + 𝜉

𝑞2 [(𝑞⃗ · 𝐸⃗)2 − 𝜔2𝐸2] = 1 + 𝜉[(𝑛⃗ · 𝐸⃗)2 − 𝑣2𝐸2].
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Isolando 𝑣2, obtemos,

𝑣2 = 1 + 𝜉(𝑛⃗ · 𝐸⃗)2

1 + 𝜉𝐸2 = 1 + 𝜉𝐸2 cos2(𝜃)
1 + 𝜉𝐸2 , (3.38)

onde 𝜃 é o ângulo entre 𝐸⃗ e 𝑞⃗, ou seja, entre o campo elétrico de fundo e o vetor de onda
do campo de onda plana. Expandindo 𝜉 em primeira ordem em (3.36) e (3.38), obtemos,

𝑢 = 𝑣 = 1 − 𝜉𝐸2

2 sin2 𝜃. (3.39)

Confirmamos então a afirmação que, em primeira aproximação de 𝜉, a velocidade de grupo
e de fase são iguais. Outro resultado que podemos ver é que, se 𝜃 for igual a 0 ou 𝜋/2,
no caso onde só há campo elétrico, a velocidade de fase e grupo são iguais, em qualquer
aproximação.

3.4 Os vetores de polarização
Podemos calcular os vetores de polarização da propagação da luz para as teorias

não lineares. Da equação de Fresnel, escolhemos uma base qualquer com 4 quadrivetores
linearmente independentes para 𝑒𝜈 e impomos a condição de que cada componente do
quadrivetor resultante da contração do quadrivetor polarização com o tensor de Fresnel
é nulo. Seja então 𝑒𝜈 dado por,

𝑒𝜈 = 𝑎𝐴𝜈 + 𝑏𝐵𝜈 + 𝑐𝐶𝜈 + 𝑑𝐷𝜈 ,

onde,

𝐴𝜈 = 𝐹 𝜈𝜏 𝑘𝜏 ,

𝐵𝜈 = 𝐹 𝜈𝜏 𝑘𝜏 ,

𝐶𝜈 = 𝐹 𝜈𝜏 𝐹𝜎𝜏 𝑘𝜎,

𝐷𝜈 = 𝑘𝜈 ,

e 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 são constantes. Abrindo então a equação de Fresnel, temos,

𝑍𝜇
𝜈 𝑒𝜈 = [4𝑁𝜇𝛼

𝜈𝛽𝑘𝛼𝑘𝛽 + 𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇
𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈)](𝑎𝐴𝜈 + 𝑏𝐵𝜈 + 𝑐𝐶𝜈 + 𝑑𝐷𝜈).

Sendo 𝑁𝜇𝛼
𝜈𝛽 = 𝐿𝐹 𝐹 𝐹 𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽 + 𝐿𝐺𝐺𝐹 𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐹 𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽 + 𝐹 𝜇𝛼𝐹𝜈𝛽), podemos reescrever

𝑁𝜇𝛼
𝜈𝛽𝑘𝛽𝑘𝛼 como,

𝑁𝜇𝛼
𝜈𝛽𝑘𝛽𝑘𝛼 = 𝐿𝐹 𝐹 𝐴𝜇𝐴𝜈 + 𝐿𝐺𝐺𝐵𝜇𝐵𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺(𝐵𝜇𝐴𝜈 + 𝐴𝜇𝐵𝜈).

Como já vimos, o tensor de Fresnel é ortogonal a 𝑘𝜇, então o termo 𝑘𝜇 não contribui e
pode ser descartado. Assim,

4𝑎𝑁𝜇𝛼
𝜈𝛽𝑘𝛼𝑘𝛽𝐴𝜈 + 𝑎𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇

𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈)𝐴𝜈 + 4𝑏𝑁𝜇𝛼
𝜈𝛽𝑘𝛼𝑘𝛽𝐵𝜈

+ 𝑏𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇
𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈)𝐵𝜈 + 4𝑐𝑁𝜇𝛼

𝜈𝛽𝑘𝛼𝑘𝛽𝐶𝜈 + 𝑐𝐿𝐹 (𝑘2𝛿𝜇
𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈)𝐶𝜈 = 0. (3.40)
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Vejamos que: 𝐴𝜈𝑘𝜈 = 0, 𝐵𝜈𝑘𝜈 = 0, 𝐴𝜈𝐶𝜈 = 0 e 𝑘𝜈𝐶𝜈 = 𝐴𝜈𝐴𝜈 = 𝐴2. Estes
resultados serão importantes na simplificação do problema,

𝐴𝜈𝑘𝜈 = 𝐹 𝜈𝛼𝑘𝜈𝑘𝛼 = 0,

𝐵𝜈𝑘𝜈 = 𝐹 𝜈𝛼𝑘𝜈𝑘𝛼 = 0,

𝐴𝜈𝐶𝜈 = 𝐹 𝜈𝛼𝐹𝜈𝜏 𝐹 𝜎𝜏 𝑘𝜎𝑘𝛼 = −𝐴𝜈𝐴𝜏 𝐹𝜈𝜏 = 0,

𝑘𝜈𝐶𝜈 = 𝑘𝜈𝐹 𝜈𝜏 𝐹𝜎𝜏 𝑘𝜎 = 𝐴𝜏 𝐴𝜏 = 𝐴2.

Utilizando estes resultados em (3.40), resulta,

4𝑎(𝐿𝐹 𝐹 𝐴2𝐴𝜇 + 𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈𝐵𝜇 + 𝐿𝐹 𝐺𝐴2𝐵𝜇 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈𝐴𝜇) + 𝑎𝐿𝐹 𝑘2𝐴𝜇

+ 4𝑏(𝐿𝐹 𝐹 𝐵𝜈𝐴𝜈𝐴𝜇 + 𝐿𝐺𝐺𝐵2𝐵𝜇 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈𝐵𝜇 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵2𝐴𝜇) + 𝑏𝐿𝐹 𝑘2𝐵𝜇

− 4𝑐(𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈𝐵𝜇 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈𝐴𝜇) + 𝑐𝐿𝐹 𝑘2𝐶𝜇 − 𝑐𝐿𝐹 𝑘𝜈𝐶𝜈𝑘𝜇

= [4𝑎(𝐿𝐹 𝐹 𝐴2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑎𝐿𝐹 𝑘2 + 4𝑏(𝐿𝐹 𝐹 𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵2) − 4𝑐𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈 ]𝐴𝜇

+ [4𝑎(𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐴2) + 4𝑏(𝐿𝐺𝐺𝐵2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑏𝐿𝐹 𝑘2 − 4𝑐𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈 ]𝐵𝜇

+ (𝑐𝑘2𝐿𝐹 )𝐶𝜇 + (𝑐𝐿𝐹 𝑘𝜈𝐶𝜈)𝑘𝜇 = 0. (3.41)

Como os vetores da base são linearmente independentes, temos que cada componente de
(3.41) deve se anular. Ou seja,

𝑎(𝐿𝐹 𝐹 𝐴2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑎

4𝐿𝐹 𝑘2 + 𝑏(𝐿𝐹 𝐹 𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵2) − 4𝑐𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈 = 0, (3.42)

𝑎(𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐴2) + 𝑏(𝐿𝐺𝐺𝐵2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑏

4𝐿𝐹 𝑘2 − 4𝑐𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐶𝜈 = 0, (3.43)

𝑐𝑘2𝐿𝐹 = 0, (3.44)

𝑐𝐿𝐹 𝑘𝜈𝐶𝜈 = 0. (3.45)

De (3.45), vemos que 𝑐 = 0 sempre. Temos então as relações para o quadrivetor polarização
de uma teoria não linear do eletromagnetismo,

𝑎(𝐿𝐹 𝐹 𝐴2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑎

4𝐿𝐹 𝑘2 + 𝑏(𝐿𝐹 𝐹 𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵2) = 0, (3.46)

𝑎(𝐿𝐺𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈 + 𝐿𝐹 𝐺𝐴2) + 𝑏(𝐿𝐺𝐺𝐵2 + 𝐿𝐹 𝐺𝐵𝜈𝐴𝜈) + 𝑏

4𝐿𝐹 𝑘2 = 0. (3.47)

Passaremos agora ao estudo da propagação da luz em algumas teorias não lineares espe-
cíficas, onde utilizaremos os resultados aqui obtidos.

3.5 Propagação da luz na teoria de Born-Infeld
Vejamos como se dá a propagação de ondas na teoria de Born-Infeld. Calculando

o fator 𝜉 para a Born-Infeld, obtemos,

𝜉𝐵𝐼 = 2
𝐹 + 2𝛽2 . (3.48)
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Desta, obtemos a relação de disperção da teoria,

𝑘2
𝐵𝐼 = 2

𝐹 + 2𝛽2 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 . (3.49)

Perceba que o fator Φ em nossa teoria é zero. A teoria de Born-Infeld é a única teoria
não-linear do eletromagnetismo que não produz birrefringência no vácuo [11].

Usemos agora as fórmulas para a velocidade de fase e velocidade de grupo deriva-
das, (3.38) e (3.36), respectivamente. De nossa simplificação que 𝐵⃗ = 0, 𝜉𝐵𝐼 se reduz a
𝜉𝐵𝐼 = 1/(𝛽2 − 𝐸2), então, temos que a velocidade de fase é dada por,

𝑣2
𝐵𝐼 = 1 − 𝐸2 sin2 𝜃

𝛽2 . (3.50)

Veja que, se o campo elétrico for nulo, recuperamos o caso da eletrodinâmica Maxwelliana,
com 𝑣2 = 1. Perceba também que, no ângulo de 𝜋/2, quando o campo se aproxima de
𝛽, a velocidade da luz tende a zero, isso implica que na teoria de Born-Infeld, temos o
efeito de luz lenta para campos muito próximos a 𝛽. A figura 3 mostra os valores para a
velocidade de fase em função do campo 𝐸 e do ângulo 𝜃.

Figura 3: Gráfico polar com os valores de 𝑣2 para os diferentes valores de campo elétrico, onde a circun-

ferência de raio 1 representa o caso Maxwelliano.

Podemos reescrever a equação (3.51) na forma de projetores de 𝑛𝑗. Vejamos,

𝑣2
𝐵𝐼 = 1 − 𝐸2 sin2 𝜃

𝛽2 = 1 − 𝐸2(1 − cos2 𝜃)
𝛽2 = 1 − 𝐸2 − 𝐸2 cos2 𝜃

𝛽2

= 1 − −𝜂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗 − 𝑛𝑖𝑛𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗

𝛽2 = 1 + 1
𝛽2 (𝑛𝑖𝑛𝑗 + 𝜂𝑖𝑗)𝐸𝑖𝐸𝑗. (3.51)

Note que o termo entre parênteses é um projetor de 𝑛𝑗, mas não de 𝑛𝛼. De (3.51) podemos
ver que, em nossa consideração de campo magnético nulo, o vácuo de Born-Infeld se com-
porta como um meio material com efeito Kerr, ou seja, o valor da velocidade de fase varia
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com o quadrado do campo elétrico, onde (𝑛𝑖𝑛𝑗 +𝜂𝑖𝑗)/𝛽2 faz o papel da susceptibilidade de
terceira ordem. Guardemos este resultado, ele será útil mais tarde durante a construção
do modelo análogo.

Calculemos agora os valores para a velocidade de grupo da teoria de Born-Infeld.
De (3.36) e (3.49), temos,

𝑢2
𝐵𝐼 = (𝐸2 − 𝛽2)2 − 𝐸2(𝐸2 − 2𝛽2) cos2 𝜃

𝛽2(−𝐸2 + 𝛽2 + 𝐸2 cos2 𝜃) . (3.52)

Novamente, temos o limite Maxwelliano se tomamos 𝐸 = 0. A figura 4 mostra os valores
para a velocidade de grupo em função do campo 𝐸 e do ângulo 𝜃.

Figura 4: Gráfico polar com os valores de 𝑢2 para os diferentes valores de campo elétrico, onde a circun-

ferência de raio 1 representa o caso Maxwelliano.

Podemos definir então o índice de refração do vácuo na teoria de Born-Infeld.
Temos,

𝜂𝐵𝐼 = 1
𝑣𝐵𝐼

= 1√︁
1 − 𝐸2

𝛽2 sin2 𝜃
. (3.53)
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Figura 5: Gráfico com os valores de 𝜂 para os diferentes valores de campo elétrico, onde o eixo horizontal

azul são os valores de 𝜃 de 0 a 𝜋. A reta horizontal representa o caso Maxwelliano.

A figura 5 mostra os diferentes valores para o índice de refração em função do
campo 𝐸 e do ângulo 𝜃.

Utilizando (3.46) e (3.47) para calcularmos as componentes do vetor de polarização
na teoria, encontramos que 𝑒𝜇 é uma soma de 𝐴𝜇 com 𝐵𝜇, ou seja, (3.46) e (3.47) se anulam
identicamente.

Passemos agora para o estudo da teoria de Euler-Heisenberg.

3.6 Propagação da luz na teoria de Euler-Heisenberg
Proposta em 1936 no artigo “Consequências da teoria dos pósitrons de Dirac” [27],

a teoria de Euler-Heisenberg descreve os efeitos de polarização do vácuo da eletrodinâmica
quântica [22]. Sua ação efetiva em primeira aproximação é dada por [3],

𝑆 =
∫︁

𝑑𝜏
[︂
−𝐹

4 + 𝜇

4

(︂
𝐹 2 + 7

4𝐺2
)︂]︂

, (3.54)

onde 𝜇 é uma constante dada por (no SI),

𝜇
.= 2ℏ3𝛼2

45𝜇0𝑚4
𝑒𝑐

5 = 1.32 × 10−24 1
T2 . (3.55)

Calculamos então o fator 𝜉 da teoria,

𝜉𝐸𝐻 = 8𝜇, (3.56)

𝜉𝐸𝐻 = 14𝜇. (3.57)

Os dois valores distintos caracterizam o efeito de birrefringência no vácuo, onde os possíveis
valores são dados pelos vetores de polarização. Vamos utilizar então que 𝜉𝐸𝐻 = 𝛼𝜇, onde
𝛼 pode valer 8 ou 14. De (3.38), obtemos a velocidade de fase,

𝑣2
𝐸𝐻 = 1 + 𝛼𝜇𝐸2 cos2 𝜃

1 + 𝛼𝜇𝐸2 . (3.58)

Notemos que, aqui, não podemos tomar a veracidade deste resultado para campos pró-
ximos de 1/

√
𝜇, pois a ação é uma aproximação em primeira ordem de 𝜇, ou seja, para

campos de ordem menores que 𝜇. A figura 6 mostra os diferentes valores para a velocidade
de fase em função do campo 𝐸 e do ângulo 𝜃.
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Figura 6: Gráfico polar com os valores de 𝑣2
𝐸𝐻 para os diferentes valores de campo elétrico, onde a

circunferência de raio 1 representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo estilo de traço representam

o mesmo valor de campo para os diferentes 𝛼.

A velocidade de grupo, dada por (3.36), é então,

𝑢2
𝐸𝐻 = 1 + 2𝛼𝜇𝐸2 cos2 𝜃 + 𝛼2𝜇2𝐸2 cos2 𝜃

(1 + 𝛼𝜇𝐸2)(1 + 𝛼𝜇𝐸2 cos2 𝜃) . (3.59)

A figura 7 mostra os diferentes valores para a velocidade de grupo em função do campo
𝐸 e do ângulo 𝜃.

Figura 7: Gráfico polar com os valores de 𝑢2
𝐸𝐻 para os diferentes valores de campo elétrico, onde a

circunferência de raio 1 representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo estilo de traço representam

o mesmo valor de campo para os diferentes 𝛼.

O índice de refração é,

𝜂𝐸𝐻 = 1
𝑣𝐸𝐻

=
√︃

1 + 𝛼𝜇𝐸2

1 + 𝛼𝜇𝐸2 cos2 𝜃
. (3.60)
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Figura 8: Gráfico com os valores de 𝜂𝐸𝐻 para os diferentes valores de campo elétrico, onde o eixo horizontal

são os valores de 𝜃 de 0 a 𝜋. A reta horizontal preta representa o caso Maxwelliano. As curvas com mesmo

estilo de traço representam o mesmo valor de campo para os diferentes 𝛼.

De (3.39), temos que, em primeira aproximação de 𝜉, a velocidade de fase de
Euler-Heisenberg é,

𝑣2
𝐸𝐻 = 1 − 𝛼𝜇𝐸2 sin2 𝜃. (3.61)

Isto significa que, em primeira aproximação, temos novamente o efeito Kerr na teoria de
Euler-Heisenberg. De (3.51), podemos extender o resultado da velocidade de fase aproxi-
mada para,

𝑣2
𝐸𝐻 = 1 + 𝛼𝜇(𝑛𝑖𝑛𝑗 + 𝜂𝑖𝑗)𝐸𝑖𝐸𝑗. (3.62)

Em si, não há problemas de trabalhar com a velocidade aproximada, visto que a própria
Lagrangiana efetiva é uma aproximação em primeira ordem em 𝜇.

Utilizando (3.46) e (3.47) para calcularmos os vetores de polarização, encontramos
que o quadrivetor 𝐴𝜇 é o vetor de polarização para 𝜉 = 8𝜇, enquanto 𝐵𝜇 é o vetor de
polarização para 𝜉 = 14𝜇.

Finalizamos aqui o estudo da propagação da luz em algumas propostas de teorias
não lineares. Passemos agora para o estudo da eletrodinâmica Maxwelliana em meios
materiais.
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4 Eletrodinâmica Maxwelliana em meios ma-
teriais

Neste capítulo trataremos da eletrodinâmica Maxwelliana em meios materiais,
considerando os coeficientes óticos dados por uma expansão na energia livre de Helmholtz.
Perceba que, de (3.10), temos o termo 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 que nos dá uma dependência nos
campos do tipo 𝐸2, 𝐵2 e 𝐸𝐵. Vamos então analisar expansão da energia livre até a
quarta ordem nos campos. Ficará claro ao longo do texto porquê precisamos analisar até
a quarta ordem.

Para a eletrodinâmica em meios materiais, devemos utilizar os quadrivetores au-
xiliares 𝐷𝜇 e 𝐻𝜇, os quais são definidos como,

𝐷𝜇 = 𝐸𝜇 + 𝑃 𝜇, (4.1)

𝐻𝜇 = 𝐵𝜇 − 𝑀𝜇. (4.2)

Os quadrivetores 𝑃 𝜇 e 𝐻𝜇 podem ser obtidos a partir da energia livre de Helmholtz.
A energia livre de Helmholtz na presença de um campo externo eletromagnético pode ser
expandida como [24, 28, 29, 30],

𝐹 (𝐸⃗, 𝐵⃗, 𝑇 ) = 𝐹0 + 𝜕𝐹

𝜕𝐸𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼 + 𝜕𝐹

𝜕𝐵𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐵𝛼 + 1
2

𝜕2𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽 + 1
2

𝜕2𝐹

𝜕𝐵𝛼𝜕𝐵𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐵𝛼𝐵𝛽

+ 1
2

𝜕2𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐵𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐵𝛽 + 1
6

𝜕3𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽𝜕𝐸𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽𝐸𝛾 + 1
6

𝜕3𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽𝜕𝐵𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽𝐵𝛾

+ 1
6

𝜕3𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐵𝛽𝜕𝐵𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾 + 1
6

𝜕3𝐹

𝜕𝐵𝛼𝜕𝐵𝛽𝜕𝐵𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐵𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾

+ 1
24

𝜕4𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽𝜕𝐸𝛾𝜕𝐸𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽𝐸𝛾𝐸𝜎 + 1
24

𝜕4𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽𝜕𝐸𝛾𝜕𝐵𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽𝐸𝛾𝐵𝜎

+ 1
24

𝜕4𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐸𝛽𝜕𝐵𝛾𝜕𝐵𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐸𝛽𝐵𝛾𝐵𝜎 + 1
24

𝜕4𝐹

𝜕𝐸𝛼𝜕𝐵𝛽𝜕𝐵𝛾𝜕𝐵𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐸𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾𝐵𝜎

+ 1
24

𝜕4𝐹

𝜕𝐵𝛼𝜕𝐵𝛽𝜕𝐵𝛾𝜕𝐵𝜎

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐹0

𝐵𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾𝐵𝜎 + 𝒪(𝐸5). (4.3)

Definimos então 𝑃𝛼 como,

𝑃𝛼 = − ℎ𝜏
𝛼

𝜕𝐹

𝜕𝐸𝜏
= 𝑃 (𝑆)

𝛼 + 𝜒
(1)
𝛼𝛽𝐸𝛽 + 𝛼𝛼𝛽𝐵𝛽 + 𝜒

(2)
𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾 + 𝛾𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝐵𝛾 + 1

2𝛽𝛼𝛽𝛾𝐵𝛽𝐵𝛾

+ 𝜒
(3)
𝛼𝛽𝛾𝜎𝐸𝛽𝐸𝛾𝐸𝜎 + 𝜉𝛼𝛽𝛾𝜎𝐸𝛽𝐸𝛾𝐵𝜎 + Γ𝛼𝛽𝛾𝜎𝐸𝛽𝐵𝛾𝐵𝜎 + Λ𝛼𝛽𝛾𝜎𝐵𝛽𝐵𝛾𝐵𝜎. (4.4)

Definimos também a magnetização 𝑀𝜆 como sendo,

𝑀𝜆 = −ℎ𝜏
𝜆

𝜕𝐹

𝜕𝐵𝜏
= 𝑀

(𝑆)
𝜆 + 𝛼𝛼𝜆𝐸𝛼 + 𝜒̃

(1)
𝛼𝜆𝐵𝛼 + 1

2𝛾𝛼𝛽𝜆𝐸𝛼𝐸𝛽 + 𝛽𝛼𝛽𝜆𝐸𝛼𝐵𝛽 + 𝜒̃
(2)
𝛼𝛽𝜆𝐵𝛼𝐵𝛽
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+1
3𝜉𝛼𝛽𝛾𝜆𝐸𝛼𝐸𝛽𝐸𝛾 + Γ𝛼𝛽𝛾𝜆𝐸𝛼𝐸𝛽𝐵𝛾 + 3Λ𝛼𝛽𝛾𝜆𝐸𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾 + 𝜒̃

(3)
𝛼𝛽𝛾𝜆𝐵𝛼𝐵𝛽𝐵𝛾. (4.5)

Note que 𝑃 𝜇 e 𝑀𝜇 são quadrivetores do tipo espaço, logo, de (4.1) e (4.2), 𝐷𝜇 e 𝐻𝜇 também
são tipo espaço. Como os quadrivetores 𝐸𝜇 e 𝐵𝜇 também são tipo espaço, podemos
escrever todos os índices das equações (4.4) e (4.5) como índices espaciais.

Para nosso estudo, vamos ignorar os efeitos magneto-elétricos e consideraremos
que não há magnetização. Desta forma, teremos que,

𝐻𝜇 = 𝐵𝜇,

e
𝑃 𝜇 = 𝜒𝜇𝛽𝐸𝛽 + 1

2𝜒𝜇𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾 + 1
6𝜒𝜇𝛽𝛾𝜎𝐸𝛽𝐸𝛾𝐸𝜎.

Os termos 𝑃 (𝑆)
𝛼 e 𝑀

(𝑆)
𝜆 desaparecerão nas equações de Maxwell, que involve as derivadas

dos valores da polarização, então já descartamos estas constantes. As equações de Maxwell
em meio material são dadas por,

𝑃 𝜇𝜈 ,𝜈 = 0, (4.6)

𝐹 𝜇𝜈 ,𝜈 = 0. (4.7)

onde 𝑃 𝜇𝜈 é o tensor dos campos auxiliares 𝐷⃗ e 𝐻⃗, definidos em (4.1) e (4.2). De (4.6),
temos as equações de Maxwell em meios materiais ∇ · 𝐷⃗ = 0 e ∇ × 𝐻⃗ = 𝜕𝐷⃗/𝜕𝑡.

Decompomos (4.6) de maneira análoga a feita em (3.16) [31],

𝑃 𝜇𝜈 = 𝐷𝜇𝑉 𝜈 − 𝐷𝜈𝑉 𝜇 + 𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝐻𝛽. (4.8)

Utilizando (4.8), (4.1) e (4.2) em (4.6), temos,

𝑉 𝜈
(︂

𝜂𝜇𝛼𝐸𝛼 + 𝜒𝜇𝛼𝐸𝛼 + 1
2𝜒𝜇𝛼𝛽𝐸𝛼𝐸𝛽 + 1

6𝜒𝜇𝛼𝛽𝛾𝐸𝛼𝐸𝛽𝐸𝛾

)︂
,𝜈 +𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝐵𝛽,𝜈 = 0.

Aplicando o método de Hadamard,

𝜔
(︂

𝜂𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼𝛽𝐸𝛽 + 1
2𝜒𝜇𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾

)︂
𝑒𝛼 + 1

𝜔
𝜂𝜇𝜈𝛼𝛽𝑉𝛼𝑏𝛽𝑘𝜈 = 0.

Utilizando o resultado de (3.24), obtemos

𝜔
(︂

𝜂𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼𝛽𝐸𝛽 + 1
2𝜒𝜇𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾

)︂
𝑒𝛼 + 1

𝜔
𝜂𝜇𝜈𝜏𝛽𝜂𝛽

𝜃𝜌𝛼𝑉𝜏 𝑉𝜌𝑘𝜈𝑘𝜃𝑒𝛼 = 0,

[︂
𝜂𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼 + 𝜒𝜇𝛼𝛽𝐸𝛽 + 1

2𝜒𝜇𝛼𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾 − 1
𝜔2 (𝑞𝜇𝑞𝛼 + 𝑞2𝜂𝜇𝛼)

]︂
𝑒𝛼 = 0. (4.9)

Note também que (4.9) é tridimensional e completamente espacial. Note que 𝑒𝜇, 𝜒𝜇𝛼,𝜒𝜇𝛼𝛽,
𝜒𝜇𝛼𝛽𝛾 e 𝑞𝜇 são, por definição, tipo espaço. Assim, podemos reescrever (4.9) somente com
índices espaciais. Logo,[︂

𝜂𝑖𝑗 + 𝜒𝑖𝑗 + 𝜒𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘 + 1
2𝜒𝑖𝑗𝑘𝑙𝐸𝑘𝐸𝑙 − 1

𝜔2 (𝑞𝑖𝑞𝑗 + 𝑞2𝜂𝑖𝑗)
]︂

𝑒𝑗 = 0. (4.10)
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Sendo 𝑣 = 𝜔/𝑞, 𝑛𝜇 = 𝑞𝜇/𝑞 e escolhendo 𝛿𝑖
𝑗 + 𝜒𝑖

𝑗 = 𝜖𝛿𝑖
𝑗, 𝜒𝜇

𝛼
𝛽𝐸𝛽 = 𝜒𝑖

𝑗
𝑘𝐸𝑘 = 𝜆𝛿𝑖

𝑗 e
𝜒𝜇

𝛼
𝛽𝛾𝐸𝛽𝐸𝛾 = 𝜒𝑖

𝑗
𝑘𝑙𝐸𝑘𝐸𝑙 = 𝜏𝛿𝑖

𝑗, temos então que a equação de Fresnel é dada por,

[𝑣2(𝜖 + 𝜆 + 𝜏)𝛿𝑖
𝑗 − 𝐼 𝑖

𝑗]𝑒𝑗 = 0, (4.11)

onde 𝐼 𝑖
𝑗 = 𝛿𝑖

𝑗 + 𝑛𝑖𝑛𝑗 é projetor de 𝑞𝑗. Perceba que temos novamente uma equação de
autovalores, cuja solução é dada por 𝑑𝑒𝑡(𝑍) = 0, podemos então calcular as velocidades
pelos traços do tensor de Fresnel pelo método de Cayley-Hamilton, como feito anterior-
mente para o caso da eletrodinâmica não-linear. Para facilitar as contas, escreveremos o
tensor de Fresnel como: 𝑍𝑖

𝑗 = 𝛾𝛿𝑖
𝑗 − 𝐼 𝑖

𝑗. Temos então para o primeiro traço 𝑍𝑖
𝑖,

𝑍1 = 𝑍𝑖
𝑖 = 𝛾𝛿𝑖

𝑖 − 𝐼 𝑖
𝑖 = 3𝛾 − 3 − (𝑛𝑖𝑛𝑖) = 3𝛾 − 2.

Notemos que 𝐼 𝑖
𝑗𝐼

𝑗
𝑘 = 𝐼 𝑖

𝑘, isto irá nos ajudar nos próximos cálculos junto com 𝐼𝑗
𝑗 = 2.

Mostremos este fato,

𝐼 𝑖
𝑗𝐼

𝑗
𝑘 = (𝛿𝑖

𝑗 + 𝑛𝑖𝑛𝑗)(𝛿𝑗
𝑘 + 𝑛𝑗𝑛𝑘) = 𝛿𝑖

𝑗𝛿
𝑗
𝑘 + 𝛿𝑖

𝑗𝑛
𝑗𝑛𝑘 + 𝛿𝑗

𝑘𝑛𝑖𝑛𝑗 + 𝑛𝑖𝑛𝑗𝑛
𝑗𝑞𝑘.

Como 𝑛𝑖𝑛𝑖 = −1, segue

𝛿𝑖
𝑘 + 𝑛𝑖𝑛𝑘 + 𝑛𝑖𝑛𝑘 − 𝑛𝑖𝑛𝑘 = 𝛿𝑖

𝑘 + 𝑛𝑖𝑛𝑘 = 𝐼 𝑖
𝑘.

Para o segundo traço 𝑍𝑖
𝑗𝑍

𝑗
𝑖 ,

𝑍2 = 𝑍𝑖
𝑗𝑍

𝑗
𝑖 = (𝛾𝛿𝑖

𝑗 − 𝐼 𝑖
𝑗)(𝛾𝛿𝑗

𝑖 − 𝐼𝑗
𝑖 ) = 𝛾2𝛿𝑖

𝑗𝛿
𝑗
𝑖 − 𝛾𝛿𝑖

𝑗𝐼
𝑗
𝑖 − 𝛾𝛿𝑗

𝑖 𝐼 𝑖
𝑗 + 𝐼 𝑖

𝑗𝐼
𝑗
𝑖 =

= 3𝛾2 − 4𝛾 + 2.

Para o terceiro traço 𝑍𝑖
𝑗𝑍

𝑗
𝑘𝑍𝑘

𝑖 ,

𝑍3 = 𝑍𝑖
𝑗𝑍

𝑗
𝑘𝑍𝑘

𝑖 = (𝛾𝛿𝑖
𝑗 − 𝐼 𝑖

𝑗)(𝛾𝛿𝑗
𝑘 − 𝐼𝑗

𝑘)(𝛾𝛿𝑘
𝑖 − 𝐼𝑘

𝑖 ) = (𝛾2𝛿𝑖
𝑗𝛿

𝑗
𝑖 − 𝛾𝛿𝑖

𝑗𝐼
𝑗
𝑘 − 𝛾𝛿𝑗

𝑘𝐼 𝑖
𝑗 + 𝐼 𝑖

𝑗𝐼
𝑗
𝑘)(𝛾𝛿𝑘

𝑖 − 𝐼𝑘
𝑖 )

= (𝛾2𝛿𝑖
𝑘 − 2𝛾𝐼 𝑖

𝑘 + 𝐼 𝑖
𝑘)(𝛾𝛿𝑘

𝑖 − 𝐼𝑘
𝑖 )𝛾3𝛿𝑖

𝑘𝛿𝑘
𝑖 − 𝛾2𝛿𝑖

𝑘𝐼𝑘
𝑖 − 2𝛾2𝛿𝑘

𝑖 𝐼 𝑖
𝑘 + 2𝛾𝐼 𝑖

𝑘𝐼𝑘
𝑖 𝛾𝛿𝑘

𝑖 𝐼 𝑖
𝑘 − 𝐼 𝑖

𝑘𝐼𝑘
𝑖

= 3𝛾3 − 6𝛾2 + 6𝛾 − 2.

Com os traços, podemos calcular o determinante pela fórmula,

𝑑𝑒𝑡(𝑍) = −1
6(𝑍1)3 + 1

2(𝑍1)(𝑍2) − 1
3(𝑍3) = 0.

Temos então,
𝛾3 − 2𝛾2 + 𝛾 = 0. (4.12)

As soluções desta equação são 𝛾 = 0 e 𝛾 = 1. Temos então que para o modo propagante,
𝑣2 é dado por

𝑣2 = 1
𝜖(1 + 𝜆̃ + 𝜏)

, (4.13)
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onde 𝜆̃ = 𝜆/𝜖 e 𝜏 = 𝜏/𝜖. Considerando que 𝜏 e 𝜆 são muito menores que 𝜖, temos em
primeira aproximação que,

𝑣2 = 1
𝜖
(1 − 𝜆̃ − 𝜏). (4.14)

Da definição de 𝜆 e 𝜏 , temos que,

𝜆 = 1
3𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝐸𝑗 = 𝜒̂𝑗𝐸𝑗,

𝜏 = 1
3𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘 = 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗.

Reescrevemos então a velocidade como,

𝑣2 = 1
𝜖

(︂
1 − 1

𝜖
(𝜒̂𝑖𝐸𝑖 + 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗)

)︂
.

Incorporando 1/𝜖 nos coeficiêntes 𝜒, encontramos,

𝑣2 = 1
𝜖
(1 − 𝜒̂𝑖𝐸𝑖 − 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗). (4.15)

A susceptibilidade 𝜒̂𝛼 é associada ao efeito Pockels, e 𝜒̂𝑖𝑗 ao efeito Kerr. Como visto
anteriormente, a velocidade de fase nas teorias estudadas varia com o quadrado do campo
elétrico. Logo, na construção do modelo análogo, somente nos interessa o coeficiente 𝜒̂𝑖𝑗.
Utilizaremos então materiais centrossimétricos, os quais 𝜒̂𝑖 é igual a zero. Temos então a
expressão da velocidade de fase no meio dada por,

𝑣2 = 1
𝜖
(1 − 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗). (4.16)

O índice de refração é dado por,

𝜂2 = 𝜖

1 − 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗

. (4.17)

Finalizamos aqui nosso estudo da eletrodinâmica Maxwelliana em meios materiais.
Vamos agora utilizar todos os resultados já desenvolvidos até aqui para formularmos uma
correspondência entre a eletrodinâmica não linear e a eletrodinâmica de Maxwell em meios
materiais. Essa correspondência nos permitirá estabelecer modelos análogos de soluções
para a propagação de ondas eletromagnéticas nestes dois domínios do eletromagnetismo.
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5 Modelo análogo para teorias não lineares
em meio material

Neste capítulo, construiremos o modelo análogo entre a eletrodinâmica não linear
e a eletrodinâmica Maxwelliana em meios materiais. Faremos isso por meio da associação
dos termos da chamada métrica efetiva e associando o índice de refração em cada um dos
casos. Vejamos como se constrói uma métrica efetiva [25, 32].

5.1 Métrica efetiva
Da eletrodinâmica linear no vácuo, a relação de dispersão é o que se segue,

𝜂𝜇𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 = 0. (5.1)

Em outras palavras, 𝑘𝜇 é um vetor tipo luz na métrica de Minkowski. Numa teoria não
linear, 𝑘𝜇 não é mais tipo luz na métrica de Minkowski, mas veja que podemos reescrever
(3.10) na forma,

𝑔𝜇𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 = 0, (5.2)

onde 𝑔𝜇𝜈 é dado por,
𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 − 𝜉𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼

𝜈 . (5.3)

Na teoria linear, em um espaço-tempo curvo, o quadrivetor de onda continua a ser
um vetor nulo, mas agora em relação à métrica curva, ou seja,

𝑔𝜇𝜈
𝑅𝐺𝑘𝜇𝑘𝜈 = 0. (5.4)

Vejamos agora se podemos fazer uma relação entre um espaço-tempo curvo da
relatividade geral com o tensor 𝑔𝜇𝜈 que encontramos na eletrodinâmica não-linear.

Vamos definir o objeto 𝑔𝜇𝜈 de forma que

𝑔𝜇𝛼𝑔𝛼𝜈 = 𝛿𝜈
𝜇. (5.5)

Perceba que, a priori, 𝑔𝜇𝜈 não tem nenhuma ligação com 𝑔𝜇𝜈 , pois o tensor covariante
𝑔𝜇𝜈 associado a este é dado abaixando os índices via métrica de Minkowski. 𝑔𝜇𝜈 e 𝑔𝜇𝜈

são objetos diferentes. Mostraremos então que a métrica 𝑔𝜇𝜈 é na verdade uma métrica
efetiva para 𝑘𝜇, ou seja, a propagação de raios luminosos nesta teoria é equivalente ao
estudo de raios luminosos propagando em espaço curvo. Para mostrarmos este resultado
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[32], comecemos tomando a derivada de 5.2 em relação a coordenada 𝑥𝛾, e, utilizando que
𝑘𝜇 é o gradiente da eikonal, i.e., 𝜕𝜈𝑘𝜇 = 𝜕𝜇𝑘𝜈 , segue que,

𝑔𝜇𝜈 ,𝛾 𝑘𝜇𝑘𝜈 + 2𝑔𝜇𝜈𝑘𝛾,𝜇 𝑘𝜈 = 0. (5.6)

Tomamos agora a derivada da relação entre 𝑔𝜇𝜈 e 𝑔𝜇𝜈 , temos,

𝑔𝜇𝛼𝑔𝜇𝜈 ,𝛾 = −𝑔𝜇𝛼,𝛾 𝑔𝜇𝜈 .

Contraindo com 𝑔𝛼𝛽,

𝑔𝛽𝜈 ,𝛾 = −𝑔𝛼𝛽𝑔𝜇𝜈𝑔𝜇𝛼,𝛾 = −𝑔𝛼𝛽𝑔𝜇𝜈(𝑔𝜇𝛼,𝛾 +𝑔𝛾𝛼,𝜇 −𝑔𝛾𝛼,𝜇 ).

Voltando este resultado em (5.6),

𝑘𝜎(𝑘𝛾,𝜎 −Γ𝜇
𝜎𝛾𝑘𝜇) = 0,

onde 𝑘𝜎 = 𝑔𝜎𝜇𝑘𝜇 e Γ𝜇
𝜎𝛾 = 1

2𝑔𝜇𝛼(𝑔𝜎𝛼,𝛾 +𝑔𝛾𝛼,𝜎 −𝑔𝛾𝜎,𝛼 ).

Vejamos agora que, se 𝑔𝛾𝛼 é considerado uma métrica, então o termo entre paren-
teses é a derivada covariante do quadrivetor 𝑘𝜇 em relação a esta métrica. Ou seja,

𝑘𝛾;𝜎 = 𝑘𝛾,𝜎 −Γ𝜇
𝜎𝛾𝑘𝜇,

onde Γ𝜇
𝜎𝛾 são os simbolos de Christoffel da métrica efetiva. Temos então,

𝑘𝜎𝑘𝛾;𝜎 = 0.

Multiplicando por 𝑔𝛾𝛽 e utilizando a identidade 𝑔𝛾𝛽𝑘𝛾,𝜎 = 𝑘𝛽,𝜎 +𝑘𝜌𝑔𝛾𝛽𝑔𝜌𝛾,𝜎 chegamos a
expressão,

𝑘𝜎(𝑘𝛽,𝜎 +Γ𝛽
𝜎𝜌𝑘𝜌) = 0.

Identificando o termo dentro dos parenteses como a derivada covariante de 𝑘𝜇 em relação
a métrica 𝑔𝜇𝜈 , temos a equação da geodésica,

𝑘𝜎𝑘𝛽
;𝜎 = 0.

Vemos assim que, mesmo a métrica de fundo sendo Minkowski, os raios luminosos correrão
em geodésicas da métrica efetiva 𝑔𝜇𝜈 , sendo 𝑘𝜇 o vetor tangente ao longo da curva 𝛾 que
descreve a trajetória da luz. Temos que 𝑘𝜇 = 𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑢
, onde 𝑢 é o parâmetro afim ao longo de

𝛾. Dessa forma, podemos reescrever a equação geodésica como

𝑑2𝑥𝛽

𝑑𝑢2 + Γ𝛽
𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝑢

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝑢
= 0, (5.7)

que é a forma mais conhecida da equação da geodésica.

Desta analogia formal entre objetos em princípio distintos, a métrica de um espaço
curvo e a métrica efetiva, surgiram diversos trabalhos onde modelos análogos são propostos
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para que se possa medir indiretamente previsões da relatividade geral, destacando aqui o
seminal artigo de William Unruh que, em 1981 [8], propôs um análogo a buracos negros
onde seria possível medir a radiação Hawking. Uma possível analogia entre os coeficientes
ópticos de um meio material e a métrica do espaço-tempo já havia sido observada por
Einstein [7]. Ao longo destes últimos 42 anos, um sem número de modelos análogos nas
mais diferentes áreas foram propostos para os mais diferentes problemas [9].

5.2 Analogia via associação da geometria efetiva
Apresentamos então um modelo análogo em meio material para as teorias não

lineares do eletromagnetismo. Mais especificamente, proporemos um modelo análogo em
meios materiais para teorias onde o vácuo se comporta como um material que manifesta
efeito Kerr.

Das equações (3.50) e (3.61), temos

𝑣2 = 1 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃, (5.8)

onde 𝛾 é um fator igual a 1/𝛽2 se estivermos tratando a teoria de Born-Infeld e 𝛼𝜇 se
Euler-Heisenberg. Note que, comparando (5.8) com (4.16), vemos que o efeito não linear
do vácuo é análogo ao efeito Kerr em meio material, ou seja, existe uma correspondência
entre os efeitos provocados pela não linearidade da teoria eletromagnética no vácuo com
o efeito Kerr no meio material na teoria de Maxwell. De (5.8), podemos tomar a relação
de dispersão

𝜔2 = (1 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃)𝑞2 = 𝑉 𝜇𝑉 𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 = −(1 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃)ℎ𝜇𝜈𝑘𝜇𝑘𝜈 ,

ou ainda,

[𝑉 𝜇𝑉 𝜈 + (1 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃)ℎ𝜇𝜈 ]𝑘𝜇𝑘𝜈 = [𝜂𝜇𝜈 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃ℎ𝜇𝜈 ]𝑘𝜇𝑘𝜈 = 0. (5.9)

Definimos então a métrica efetiva para uma teoria não linear da eletrodinâmica como,

𝑔𝜇𝜈
𝐸𝑁𝐿

.= 𝜂𝜇𝜈 − 𝛾𝐸2 sin2 𝜃ℎ𝜇𝜈 . (5.10)

Esta é a métrica efetiva das teorias não lineares. Como vemos, a correção devido a não
linearidade da teoria promove uma alteração do cone de luz de Minkowski, de magnitude
𝛾𝐸2 sin2 𝜃.

Analogamente, da equação (4.16), temos que a relação de dispersão para o meio
material é dada por[︂

𝑉 𝜇𝑉 𝜈 + 1
𝜖
(1 − 𝜒̂𝑖𝑗𝐸𝑖𝐸𝑗)ℎ𝜇𝜈

]︂
𝑘𝜇𝑘𝜈 =

[︃
𝜂𝜇𝜈 +

(︂1
𝜖

− 1
)︂

ℎ𝜇𝜈 − 𝜒𝑖
𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘

3𝜖2 ℎ𝜇𝜈

]︃
𝑘𝜇𝑘𝜈 = 0.

(5.11)
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A métrica efetiva da eletrodinâmica em meios materiais é então

𝑔𝜇𝜈
𝐸𝑀𝑀

.= 𝜂𝜇𝜈 +
(︂1

𝜖
− 1

)︂
ℎ𝜇𝜈 − 𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘

3𝜖2 ℎ𝜇𝜈 . (5.12)

Neste caso, a métrica pode ser decomposta em 3 setores: Minkowski, a contribuição linear
na susceptibilidade, e a contribuição não linear da susceptilibidade de terceira ordem
associada ao efeito Kerr.

Veja que, na teoria não linear, se considerarmos o espaço sem a presença do campo
elétrico, nosso cone de luz é Minkowski. Mas, caso haja campo, há uma contribuição deste
para o cone de luz, de modo a fechar seu ângulo de abertura. O mesmo ocorre para o meio
material, caso não exista campo elétrico no meio, o cone de luz é o cone de Minkowski
corrigido pelo termo da susceptibilidade linear, que é uma constante. Caso apliquemos
um campo elétrico, ativamos a componente não linear da susceptibilidade, alterando seu
cone de luz de modo a diminuir seu ângulo de abertura. Vamos então associar o desvio
provocado pelo campo elétrico na teoria não linear com o desvio provocado pelo campo
elétrico no meio material. Assim,

𝛾ℰ2 sin2 𝜃 = 1
3𝜖2 𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘, (5.13)

onde ℰ representa o campo elétrico na teoria não linear e 𝐸 o campo elétrico no meio
material. Por via de simplicidade, consideremos que o campo elétrico só está aplicado em
uma direção, e que todos os coeficientes de 𝜒 são iguais, temos assim,

𝛾ℰ2 sin2 𝜃 = 𝜒𝐸2

𝜖2 . (5.14)

Esta relação nos diz que: aplicado um campo 𝐸 no meio material, o desvio provocado
no cone de luz para uma onda que se propaga nesse meio é o mesmo desvio provocado
no cone de luz de uma onda em uma teoria não linear que se propaga no vazio com um
campo elétrico de fundo

| sin 𝜃|ℰ = 𝐸

𝜖

√︃
𝜒

𝛾
,

onde 𝜃 é o ângulo entre o vetor de onda e o campo elétrico de fundo. Nosso resultado
é consistente. Veja que, de (5.8), quanto mais próximo 𝜃 é de zero, menor é o desvio do
valor da velocidade, que é nulo com 𝜃 = 0. Devemos excluir então 𝜃 = 0 de nossa análise.

5.3 Analogia pelo índice de refração
Mostremos agora um modelo análogo experimentável, onde vamos tomar a equi-

valência entre os índices de refração da teoria não linear com o do meio material. De (5.8)
e (4.17), podemos igualar os índices de refração de ambos os casos. Segue que,

1
1 − 𝛾ℰ2 sin2 𝜃

= 𝜖

1 − 1
3𝜖

𝜒𝑖
𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘

, (5.15)
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onde novamente ℰ representa o campo elétrico na teoria não linear e 𝐸 o campo elétrico
no meio material. Manipulando a expressão, obtemos

1 − 𝛾ℰ2 sin2 𝜃 = 1
𝜖

− 1
3𝜖2 𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘. (5.16)

Novamente, vamos querer associar somente o valor do desvio de cada caso, ou seja, o
desvio do valor de 1 no caso da eletrodinâmica não linear e o desvio de 1/𝜖 no caso do
meio material. Pode-se perguntar da validade de nossa equivalência, onde utilizamos a
velocidade aproximada para os meios materiais. Isto não é um problema, visto que 𝜒𝑖𝑗𝑘𝑙

é da ordem de 10−23 m2/V2 [33, 34]. Mesmo em casos onde podemos ter materiais com
𝜒𝑖𝑗𝑘𝑙 da ordem de 10−18 m2/V2, este ainda é muito maior que o campo elétrico de ruptura
𝐸𝑙𝑖𝑚 do meio material, que representa o máximo campo elétrico que se pode aplicar ao
meio material sem que sua estrutura molecular seja destruída. Temos assim,

𝛾ℰ2 sin2 𝜃 = 1
3𝜖2 𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘, (5.17)

que é o mesmo encontrado em (5.13). Por simplicidade experimental, assumiremos que
o campo seja aplicado somente na direção x̂, e, como os valores de 𝜒𝑖𝑗𝑘𝑙 não variam
consideravelmente, podemos tomar 𝜒𝑖

𝑖
𝑗𝑘𝐸𝑗𝐸𝑘 = 3𝜒𝐸2. Para realizar nossas estimativas

numéricas, vamos utilizar o SI de unidades. Devemos então dividir o lado esquerdo de
(5.17) por 𝑐2 para recuperarmos as unidades. Assim, podemos aproximar 𝛾/𝑐2 = 𝛾 ≈
10−40 m2/V2 em ambas teorias. Desta forma, obtemos

ℰ = 𝐸

𝜖| sin 𝜃|

√︃
𝜒

𝛾
. (5.18)

Esta é a equivalência entre o valor do campo elétrico na teoria não linear ℰ e o valor do
campo elétrico em meio material 𝐸.

5.4 Estimativas numéricas para o Ge e Si
Propomos agora alguns materiais que podem ser utilizados experimentalmente

para medir esta equivalência e mostramos a previsão de seus valores. Para o germânio, que
possui a estrutura cristalina de tipo diamante cúbico, permissividade relativa aproximada
de 𝜖 = 25 [35], susceptibilidade de terceira ordem 𝜒 = 5.6 × 10−19 m2/V2 [33] e campo
elétrico de ruptura de 𝐸𝑙𝑖𝑚 = 107 V/m, se aplicarmos o campo de ruptura, temos,

ℰ = 3 × 1016

| sin 𝜃|
V
m . (5.19)

Temos então que o desvio do índice de refração do germânio, ao se aplicar um campo
elétrico da ordem de 107 V/m, é o mesmo do índice de refração do vácuo ao se aplicar
um campo elétrico da ordem de 3 × 1016/| sin 𝜃| V/m na teoria não linear com o ângulo
entre o vetor de onda e o campo elétrico externo 𝜃.
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Nosso resultado é consistente, caso tomemos um ângulo diferente de 𝜋/2, o efeito
do campo elétrico na teoria não linear é menor, logo o camo elétrico ℰ deve ser maior
para alcançar o mesmo valor de desvio, e como não há desvio em 𝜃 = 0, o ângulo deve ser
descartado. Veja que não falamos da direção da onda se propagando no meio material, isto
se dá pois aproximamos o meio material para um modelo isotrópico, logo não há qualquer
relação entre o ângulo 𝜃 da teoria não linear e o ângulo de incidencia no meio material de
nossa teoria. Note que se estivermos tratando da teoria de Born-Infeld, e para o ângulo 𝜃

o valor de ℰ é maior que 1020 V/m, não é possível chegar a este valor de desvio na teoria
não linear.

Outro material possível que podemos utilizar é o silício, cuja estrutura cristalina
também é diamante cúbico e possui as seguintes caracteristicas: permissividade relativa
𝜖 = 10, susceptibilidade de terceira ordem 𝜒 = 2.8 × 10−18 m2/V2, campo elétrico de
ruptura 𝐸𝑙𝑖𝑚 = 3 × 107 V/m. Aplicando estes dados em (5.18), temos

ℰ = 5 × 1017

| sin 𝜃|
V
m . (5.20)

A interpretação é a mesma feita anteriormente para o germânio.

Terminamos aqui nosso modelo análogo. Mostramos então que, com valores de
campo elétrico possíveis de se obter em um laboratório comum, podemos mimetizar efei-
tos de campos elétricos da ordem de 1018 no vácuo em teorias não lineares do eletromag-
netismo.
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6 Conclusão

Iniciamos este trabalho derivando as equações de movimento para uma Lagrangi-
ana arbitrária dependente de 𝐹 e 𝐺 e calculamos seu tensor de momento-energia. Após
isto, mostramos estes mesmos resultados no formalismo do cálculo vetorial, onde gene-
ralizamos as equações de Maxwell para um novo conjunto de equações para uma teoria
não linear (2.18 - 2.21). Utilizamos estes resultados obtidos para derivar a teoria de Born-
Infeld e suas consequências diretas, como a finitude da auto-energia do elétron e um valor
limite para o campo elétrico.

Com o estudo desenvolvido e utilizando a aproximação da ótica geométrica e o
método de Hadamard, derivamos a relação de dispersão associada a propagação de ondas
nestas teorias e estudamos o fenômeno da birrefringência. Derivamos as expressões para
as velocidades de fase e de grupo e mostramos também que, em primeira ordem do fator
𝜉, a velocidade de fase e de grupo são idênticas. Do tensor de Fresnel, derivamos os vetores
de polarização da onda eletromagnética.

Utilizamos estes resultados nas teorias de Born-Infeld e de Euler-Heisenberg, en-
contrando a velocidade de fase, de grupo, índice de refração e vetores de polarização destas
teorias. Encontramos que não há birrefringência na teoria de Born-Infeld, enquanto há
o fenômeno para Euler-Heisenberg. Mostramos também que, na teoria de Born-Infeld, e
em primeira aproximação do fator 𝜉 na teoria de Euler-Heisenberg, o vácuo se comporta
como um meio material que apresenta o efeito Kerr, ou seja, a velocidade de fase varia
com o quadrado do campo elétrico aplicado.

Passamos então para o estudo da propagação da luz em meios materiais, onde estu-
damos os meios materiais que apresentam o efeito Kerr sem a presença do efeito Pockels,
ou seja, materiais de estrutura cristalina centrossimétrica. Restringimo-nos a este tipo de
material por consequência do vácuo das teorias não lineares estudadas apresentarem um
efeito semelhante ao efeito Kerr.

Por último, demonstramos que os raios de luz correm sobre geodésicas da métrica
efetiva. Deste resultado, propomos uma analogia entre os coeficientes da métrica efetiva
da luz na teoria não linear e os coeficientes da métrica efetiva da luz no meio material. De
forma experimentável, mostramos que podemos igualar a mudança do índice de refração
do vácuo nas teorias não lineares com a mudança do índice de refração do meio material.
Assim, com campos elétricos da ordem de 107 V/m, podemos estudar o efeito análogo nas
teorias não lineares que necessitam de campos da ordem de 1018 V/m.

Concluímos que este trabalho é uma porta de entrada para o vasto campo de
estudo da eletrodinâmica não linear. Pretendemos no futuro expandir nossos resultados
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através da generalização da velocidade de fase e de grupo com a presença do campo
magnético e aplicar nossos resultados em outras teorias não lineares do eletromagnetismo
como ModMax [13] e Białynicki-Birula [11, 22], além de avançar no estudo das teorias
não lineares e suas aplicações, como teorias generalizadas e aplicações em cosmologia
[36, 37, 38].



Apêndices
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APÊNDICE A – Cálculos realizados no
Software Mathematica

Neste apêndice iremos expor as contas realizadas no capítulo 3.2 no Software
Mathematica. Visto que não utilizamos nenhuma extensão para cálculo tensorial, o apli-
cativo serviu como auxílio para realizar as longas contas do cálculo do determinante do
tensor de Fresnel, embora a manipulação algébrica dos tensores tenha sido feita a punho.

Objetos escritos “termoXY” significa “parcela Y do traço X”.

𝑓 , 𝑓𝑒𝑠𝑡, 𝑓𝑏𝑎𝑟 e 𝑘2 significam, respectivamente, 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈 , 𝐹𝛼𝜈𝐹 𝛼𝜇, 𝐹 𝛼𝜇𝐹𝛼𝜈 e 𝑘2.

as variáveis 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛼, 𝛽, 𝛾 e 𝜎 são variáveis criadas para simplificar os cálculos,
sendo fatores que aparecem diversas vezes nos diferentes traços.

𝑎 = 𝑓LFF2 + fbarLFG2 + 2festLFFLFG

𝑏 = 𝑓LFFLFG + fbarLFGLGG + festLFFLGG + festLFG2

𝑐 = 𝑓LFG2 + fbarLGG2 + festLFGLGG + festLFGLGG

𝛼 = 𝑎𝑓LFF + 𝑎festLFG + 𝑏fbarLFG + 𝑏festLFF

𝛽 = 𝑎𝑓LFG + 𝑎festLGG + 𝑏fbarLGG + 𝑏festLFG

𝛾 = 𝑏𝑓LFF + 𝑏festLFG + 𝑐fbarLFG + 𝑐festLFF

𝜎 = 𝑏𝑓LFG + 𝑏festLGG + 𝑐fbarLGG + 𝑐festLFG

Seguindo pelo programa, se tornará claro onde eles aparecem. Temos então o programa:



In [1] :=

apaga tudo
ClearAll

Out[1]= ClearAll

In [2] := a = LFF^2 f + LFF LFG fest + LFF LFG fest + LFG^2 fbar

Out[2]= f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFG2

In [3] := c = LGG^2 fbar + LGG LFG fest + LGG LFG fest + LFG^2 f

Out[3]= f LFG2 + 2 fest LFG LGG + fbar LGG2

In [4] := b = LFF LGG fest + LGG LFG fbar + LFF LFG f + LFG^2 fest

Out[4]= f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG

In [5] := α = a LFF f + a LFG fest + b LFF fest + b LFG fbar

Out[5]= f LFF f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFG2 + fest LFG f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFG2 +

fest LFF f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fbar LFG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG

In [6] := β = a LGG fest + a LFG f + b LGG fbar + b LFG fest

Out[6]= f LFG f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFG2 + fest f LFF2 + 2 fest LFF LFG + fbar LFG2 LGG +

fest LFG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fbar LGG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG

In [7] := γ = c LFF fest + c LFG fbar + b LFF f + b LFG fest

Out[7]= f LFF f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fest LFG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fest LFF f LFG2 + 2 fest LFG LGG + fbar LGG2 + fbar LFG f LFG2 + 2 fest LFG LGG + fbar LGG2

In [8] := σ = c LGG fbar + c LFG fest + b LGG fest + b LFG f

Out[8]= f LFG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fest LGG f LFF LFG + fest LFG2 + fest LFF LGG + fbar LFG LGG +

fest LFG f LFG2 + 2 fest LFG LGG + fbar LGG2 + fbar LGG f LFG2 + 2 fest LFG LGG + fbar LGG2

In [9] := fest = 1 / 4 G δ

Out[9]=
G δ

4

In [10] := fbar = f - 1 / 2 F δ

Out[10]=

f -
F δ

2

In [11] := f = kf

Out[11]=

kf
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In [12] := δ = k2

Out[12]=

k2

In [13] := termo41 =

simplifica completamente
FullSimplify[256 ( α (LFF f f + LGG fest fest + LFG (fest f + f fest )) +

β ( LFF f fest + LGG fest fbar + LFG (fest fest + f fbar)) +

γ ( LFF fest f + LGG fbar fest + LFG ( fbar f + fest fest ) ) +

σ (LFF fest fest + LGG fbar fbar + LFG (fbar fest + fest fbar)) )]

Out[13]=

8 kf (2 kf LFF + G k2 LFG) + G2 k22 LGG

(4 kf LFF + G k2 LFG) k2 LFG (3 G LFF - 4 F LFG) + 4 kf LFF2 + 2 LFG2 +

(G k2 LFF - 2 F k2 LFG + 4 kf LFG)2 LGG +

2 G2 k22 LFG + 8 kf (-F k2 + 2 kf) LFG + 2 G k2 (-F k2 LGG + 2 kf (LFF + LGG))

16 kf2 LFG LFF2 + LFG2 + LFF LGG + LGG2 +

k22 4 F2 LFG LGG2 - 2 F G LGG 3 LFG2 + LFF LGG + G2 LFG3 + 3 LFF LFG LGG +

4 k2 kf G (LFF + LGG) 3 LFG2 + LFF LGG - 2 F LFG LFG2 + LGG (LFF + 2 LGG) +

G k2 (G k2 LFF - 4 F k2 LFG + 8 kf LFG) + 4 (F k2 - 2 kf)2 LGG

16 kf2 LFF LFG2 + 2 LFG2 LGG + LGG3 +

k22 LGG -8 F G LFG LGG + 4 F2 LGG2 + G2 3 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf -2 F LGG LFG2 + LGG2 + G LFG LFG2 + LGG (LFF + 2 LGG)

In [14] := termo42 =

simplifica completamente
FullSimplify[ 256 LF k2 (α f + β fest + γ fest + σ fbar ) ]

Out[14]=

8 k2 LF (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG)) 16 kf2 LFF2 + 3 LFG2 - LFF LGG + LGG2 +

8 k2 kf -3 F LFG2 + F (LFF - 2 LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) +

k22 -8 F G LFG LGG + 4 F2 LGG2 + G2 LFG2 + 3 LFF LGG

In [15] := termo43 =

simplifica completamente
FullSimplify[64 LF^2 k2^2 (a f + 2 b fest + c fbar ) ]

Out[15]=

8 k22 LF2 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

In [16] := termo44 =

simplifica completamente
FullSimplify[32 LF^2 k2^2 (a f + 2 b fest + c fbar)]

Out[16]=

4 k22 LF2 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

In [17] := termo45 =

simplifica completamente
FullSimplify[16 LF^3 k2^3 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest) ]

Out[17]=

8 k23 LF3 (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG))

In [18] := termo46 =

simplifica completamente
FullSimplify[3 LF^4 k2^4]

Out[18]=

3 k24 LF4
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In [19] := traco4 =

agrupa coeficientes
Collect[termo41 + termo42 + termo43 + termo44 + termo45 + termo46,

{k2, k2^2, k2^3, k2^4},
simplifica completamente
FullSimplify]

Out[19]=

256 kf4 LFF4 + 4 LFF2 LFG2 + 2 LFG4 + 4 LFF LFG2 LGG + 4 LFG2 LGG2 + LGG4 +

k24 3 LF4 + 8 G LF3 LFG + 12 G2 LF2 LFG2 + 8 G3 LF LFG3 +

2 G4 LFG4 - 4 (LF + G LFG)2 -3 G2 LFF + 2 F (LF + 4 G LFG) LGG +

2 G4 LFF2 - 4 F G2 LFF (3 LF + 4 G LFG) + 4 F2 3 LF2 + 12 G LF LFG + 10 G2 LFG2 LGG2 +

16 F2 G2 LFF - 2 F (LF + 2 G LFG) LGG3 + 16 F4 LGG4 +

256 k2 kf3 2 G LFG (LFF + LGG) LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + LF LFF3 + 3 LFF LFG2 + 3 LFG2 LGG + LGG3 -

2 F LFF2 LFG2 + LFG4 + 2 LFF LFG2 LGG + 3 LFG2 LGG2 + LGG4 +

32 k22 kf2 3 LF2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + 4 F2 LFG4 + 3 LGG4 + 2 LFG2 LGG (LFF + 3 LGG) -

8 F G LFG LFF2 LGG + 4 LFG2 LGG + 3 LGG3 + 2 LFF LFG2 + LGG2 +

12 LF G LFG LFF2 + LFG2 + LFF LGG + LGG2 - F LFF LFG2 + 2 LFG2 LGG + LGG3 +

2 G2 3 LFG4 + LFF3 LGG + 5 LFG2 LGG2 + LFF2 5 LFG2 + LGG2 + LFF 8 LFG2 LGG + LGG3 +

16 k23 kf LF3 (LFF + LGG) + 4 G3 LFG (LFF + LGG) LFG2 + LFF LGG -

8 F3 LGG2 LFG2 + LGG2 + 8 F2 G LFG LGG 2 LFG2 + LGG (LFF + 3 LGG) -

2 F G2 3 LFG4 + LFF LGG2 (LFF + 2 LGG) + 2 LFG2 LGG (4 LFF + 5 LGG) +

6 LF2 G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2 + 3 LF G2 (LFF + LGG) 3 LFG2 + LFF LGG +

4 F2 LGG LFG2 + LGG2 - 4 F G LFG LFG2 + LGG (LFF + 2 LGG)

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
----------------------------------------------------------------------------------

Vejamos agora o traço 3

In [20] := termo31 =

simplifica completamente
FullSimplify[64 (α f + β fest + γ fest + σ fbar)]

Out[20]=

2 (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG)) 16 kf2 LFF2 + 3 LFG2 - LFF LGG + LGG2 +

8 k2 kf -3 F LFG2 + F (LFF - 2 LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) +

k22 -8 F G LFG LGG + 4 F2 LGG2 + G2 LFG2 + 3 LFF LGG

In [21] := termo32 =

simplifica completamente
FullSimplify[48 LF k2 (a f + 2 b fest + c fbar)]

Out[21]=

6 k2 LF 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

In [22] := termo33 =

simplifica completamente
FullSimplify[12 LF^2 k2^2 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest)]

Out[22]=

6 k22 LF2 (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG))
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In [23] := termo34 =

simplifica completamente
FullSimplify[3 LF^3 k2^3]

Out[23]=

3 k23 LF3

In [24] := traco3 = termo31 + termo32 + termo33 + termo34

Out[24]=

3 k23 LF3 + 6 k22 LF2 (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG)) +

2 (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG)) 16 kf2 LFF2 + 3 LFG2 - LFF LGG + LGG2 +

8 k2 kf -3 F LFG2 + F (LFF - 2 LGG) LGG + 2 G LFG (LFF + LGG) +

k22 -8 F G LFG LGG + 4 F2 LGG2 + G2 LFG2 + 3 LFF LGG +

6 k2 LF 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-------------------------------------------------------------------------------

Vejamos agora o traço 2

In [25] := termo21 =

simplifica completamente
FullSimplify[16 (a f + 2 b fest + c fbar)]

Out[25]=

2 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

In [26] := termo22 =

simplifica completamente
FullSimplify[8 LF k2 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest)]

Out[26]=

4 k2 LF (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG))

In [27] := termo23 =

simplifica completamente
FullSimplify[3 LF^2 k2^2]

Out[27]=

3 k22 LF2

In [28] := traco2 = termo21 + termo22 + termo23

Out[28]=

3 k22 LF2 + 4 k2 LF (2 kf (LFF + LGG) + k2 (G LFG - F LGG)) +

2 8 kf2 LFF2 + 2 LFG2 + LGG2 + k22 -4 F G LFG LGG + 2 F2 LGG2 + G2 LFG2 + LFF LGG +

8 k2 kf G LFG (LFF + LGG) - F LFG2 + LGG2

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------

Traco 1
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In [45] := termo11 =

simplifica completamente
FullSimplify[4 (LFF f + LGG fbar + 2 LFG fest)]

Out[45]=

4 kf (LFF + LGG) + 2 k2 (G LFG - F LGG)

In [44] := termo12 = 3 LF k2

Out[44]=

3 k2 LF

In [31] := traco1 = termo11 + termo12

Out[31]=

3 k2 LF + 4 kf (LFF + LGG) + 2 k2 (G LFG - F LGG)

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-----------------------------------------------------------------------------------------

Vamos agora utilizar os traços para o cálculo do determinante através do teorema de Cayley-
Hamilton

In [32] := DetZ =

agrupa coeficientes
Collect[

-1 / 4 (traco4 - 4 / 3 traco1 traco3 - 1 / 2 traco2^2 + traco1^2 traco2 - 1 / 6 traco1^4),

{k2, k2^2, k2^3, k2^4},
simplifica
Simplify]

Out[32]=

0

In [33] := DetTridZ =

agrupa ⋯
Collect[

simplifica
Simplify[traco1^3 - 3 traco1 traco2 + 2 traco3 ] / k2, {k2, k2^2, k2^3}]

Out[33]=

-96 kf2 LF LFG2 - LFF LGG + 24 k2 kf LF LF (LFF + LGG) + 2 F LFG2 - LFF LGG +

6 k22 LF LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG

In [34] := SOL3d =

simplifica
Simplify[

resolve
Solve[DetTridZ  0, k2]]

Out[34]=

k2  -2 kf LF LFF + 2 F kf LFG2 + kf LF LGG - 2 F kf LFF LGG +

kf2 LF (LFF + LGG) + 2 F LFG2 - LFF LGG
2
+ 4 LFG2 - LFF LGG

LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG 

LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG,

k2  2 -kf LF LFF - 2 F kf LFG2 - kf LF LGG + 2 F kf LFF LGG +

kf2 LF (LFF + LGG) + 2 F LFG2 - LFF LGG
2
+

4 LFG2 - LFF LGG LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG 

LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG
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In [35] := sol1 =

simplifica
Simplify[k2 /. SOL3d〚1〛,

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}]

Out[35]=

-2 kf LF LFF + 2 F LFG2 + LF LGG - 2 F LFF LGG +LF (LFF + LGG) + 2 F LFG2 - LFF LGG
2
+

4 LFG2 - LFF LGG LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG 

LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG

In [36] := sol2 =

simplifica
Simplify[k2 /. SOL3d〚2〛,

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}]

Out[36]=

2 kf -LF LFF - 2 F LFG2 - LF LGG + 2 F LFF LGG +LF (LFF + LGG) + 2 F LFG2 - LFF LGG
2
+

4 LFG2 - LFF LGG LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG 

LF2 + 2 LF (G LFG - F LGG) + G2 LFG2 - LFF LGG

----------------------------------------
                    
                    Testando o resultado para Euler-Heisenberg

In [37] := EHsol1 =

série
Series[

simplifica
Simplify[k2 /. SOL3d〚1〛 /. {LFF  1 / 2 μ, LFG  0, LGG  7 / 8 μ, LF  -1 / 4 + 1 / 2 μ F},

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}], {μ, 0, 1}]

Out[37]=

8 kf μ + O[μ]2

In [38] :=

In[39] := EHsol2 =

série
Series[

simplifica
Simplify[k2 /. SOL3d〚2〛 /. {LFF  1 / 2 μ, LFG  0, LGG  7 / 8 μ, LF  -1 / 4 + 1 / 2 μ F},

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}], {μ, 0, 1}]

Out[39]=

14 kf μ + O[μ]2

In [40] := SSol1 =

simplifica
Simplify[sol1 /. {LFF  1 / 2 μ, LFG  0, LGG  7 / 8 μ, LF  -1 / 4 + 1 / 2 μ F},

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}]

Out[40]=

kf μ -11 - 6 F μ + 9 - 204 F μ + 1156 F2 μ2 + 784 G2 μ2 

-1 - 3 F μ + 10 F2 μ2 + 7 G2 μ2
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In [41] := SSol2 =

simplifica
Simplify[sol2 /. {LFF  1 / 2 μ, LFG  0, LGG  7 / 8 μ, LF  -1 / 4 + 1 / 2 μ F},

premissas
Assumptions  {kf > 0, μ > 0}]

Out[41]=

-

kf μ 11 + 6 F μ + 9 - 204 F μ + 1156 F2 μ2 + 784 G2 μ2 

-1 - 3 F μ + 10 F2 μ2 + 7 G2 μ2

In [42] :=

série
Series[SSol1, {μ, 0, 1}]

Out[42]=

8 kf μ + O[μ]2

In [43] :=

série
Series[SSol2, {μ, 0, 1}]

Out[43]=

14 kf μ + O[μ]2
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