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Resumo

Nos sao equilibrios de uma equagao diferencial ou de um campo de vetores no plano
cujos autovalores tém o mesmo sinal e sao estrelados quando os autovalores sao iguais e
nao nulos. Ciclos limites sao 6rbitas fechadas e isoladas no conjunto de todas as 6rbitas
fechadas de um campo de vetores. Esta dissertacao tem por objetivo estudar condicoes, as
mais gerais possiveis, de forma a garantir a coexisténcia de ciclos limites e nos estrelados.
Tal estudo é feito de maneira conveniente: toma-se uma familia de equagoes diferenciais ou
campo de vetores cuja origem é um equilibrio do tipo né estrelado e busca condigoes para
a existéncia de um ciclo limite ao redor da origem. O estudo é generalizado posteriormente

e alguns resultados contemplam outros tipos de equilibrios.

Palavras-chave: equacao diferencial ordinaria, campo de vetor, ciclo limite, né estrelado.
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Abstract

Nodes are equilibria of a planar differential equation or vector field whose eigenvalues
have the same sign. Star nodes are nodes whose eigenvalues are equal and nonzero. Limit
cycles are closed and isolated orbits in the set of closed orbits of a vector field. This work
aims to find conditions, as general as possible, in order to guarantee the coexistence of
limit cycles and star nodes. Such a study is done in a convenient way: take a family of
differential equations whose origin is a star node equilibrium and searches for conditions
for the existence of a limit cycle around the origin. Later, the study is generalized and

some results contemplate other types of equilibria.

Keywords: ordinary differential equation, vector field, limit cycle, star node.
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Capitulo 1

Introducao

As equagoes diferenciais ordinarias sao consequéncias do estudo do Calculo Diferencial
e Integral que teve inicio no século XVII pelas descobertas feitas por Isaac Newton e Gott-
fried Wilhelm Leibniz. Desde entao, diversos resultados e aplicagoes importantes foram
revelados e consolidados ao longo de um pouco mais de quatro séculos de estudo. Em
especial, algumas das inferéncias fisicas, biologicas e quimicas que sao feitas atualmente
sao frutos do estudo de modelos mateméticos que foram desenvolvidos utilizando equagoes
diferenciais. Como exemplo, podem ser citados modelos de previsao do tempo, o modelo
de Lorenz, para prever o movimento do ar na atmosfera, modelos de curva de contagio
de doencas, como o COVID-19 e, também, o modelo aplicado a Leucemia Promielocitica
Aguda, como nas referéncias [15] e [16].

Todos esses sistemas passam por um processo de modelagem, o qual define se as equa-
¢oes serao lineares ou nao. De maneira geral, os modelos lineares podem ser explicitamente
resolvidos por métodos conhecidos, enquanto modelos nao lineares precisam de métodos
analiticos para fazer inferéncias sobre seus resultados, neste caso, nem sempre é possivel
encontrar esses resultados de maneira explicita.

Isso posto, este trabalho tem por objetivo fornecer uma contribuicao para o estudo
de familias especificas de equagoes diferencias, mais precisamente, aquelas cuja origem
tem um equilibrio do tipo né estrelado ou, de maneira mais geral, um equilibrio do tipo

n6. Neste capitulo sera apresentada uma breve contextualizagao das equagoes diferenciais



no aspecto histérico e no aspecto matemético e o problema de pesquisa. Além disso, a
iltima se¢ao do capitulo evidencia o contetdo dos proximos capitulos, com a finalidade

de familiarizar o leitor com o que sera feito neste estudo.

1.1 Contextualizacao Historica

No século XVII, Newton e Leibniz deram origem & formalizagao e estruturagao do
que se conhece hoje por Calculo Diferencial e Integral. Outros matematicos da época
também fizeram contribuigoes significativas para essa area de estudos, como os irmaos
Bernoulli, Euler e Riccati. Nesse processo foi construida a definicao de limite e os concei-
tos de diferenciabilidade e integrabilidade, que precederam a formalizacao das equagoes
diferenciais.

Em especial, tais conceitos levaram as equacgoes diferenciais ordinarias, ou seja, aquelas
cuja variavel independente ¢ tnica. Este modelo de equagoes serd objeto de estudo deste
trabalho. Para essas equagoes, foram desenvolvidos métodos de resolucao que buscavam
encontrar solugoes explicitas, como: o Método do Fator Integrante, o método das Equagoes
Separaveis, o Método da Variacao de Parametros, entre outros, que podem ser encontrados
em [14]. Contudo, estes métodos nao sao efetivos para encontrar as solugoes de qualquer
equacao diferencial, e, logo ficou evidente que, para muitas dessas equagoes, é impossivel
encontrar as solugoes explicitas.

De maneira geral, esses métodos nao resolvem equagoes diferenciais nao lineares, sendo
necessario recorrer a métodos numeéricos ou analiticos. Neste sentido, a Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais Ordinarias utiliza de métodos analiticos para compreender estes
modelos, sem necessariamente apresentar as solugoes explicitas, mas buscando conhecer
caracteristicas dos equilibrios que permitam esbocar ou fazer inferéncias sobre o retrato
de fase do campo de vetores associado & equagao e, consequentemente, do modelo mate-
matico equivalente. Assim, o objetivo nao é resolver a equacao ou encontrar as solugoes,
mas conseguir o maximo de informagoes sobre as equagoes para entender como elas se
comportam.

Essa teoria teve inicio pelos estudos de Henri Poincaré e Aleksandr Lyapunov, ao fi-



nal do século XIX, muito apos as descobertas de Newton. Poincaré foi responsével pelo
desenvolvimento geométrico, enquanto Lyapunov trabalhava com o estudo do comporta-
mento de solugoes na vizinhanca dos pontos de equilibrio de um sistema, como no Segundo
Método de Lyapunov, que pode ser encontrado em [4].

Ainda ao final do século XIX, mais especificamente no ano de 1900, aconteceu o Con-
gresso Internacional de Matematicos, realizado em Paris, no qual David Hilbert publicou
10 dos 23 problemas que hoje sao conhecidos como Problemas de Hilbert. Para Hilbert,
sua publicacao ao fim do século XIX seria um breve prentincio do progresso da mate-
mética para o século XX, ou do que deveria ser. Em suas palavras, “Se quisermos ter
uma idéia do desenvolvimento provéavel do conhecimento matemético no futuro imediato
devemos fazer passar por nossas mentes as questoes nao-resolvidas e olhar os problemas
que a ciéncia de hoje coloca e cujas solugdes esperamos do futuro.”([5], p. 443).

Esses problemas tratam de diversas areas da matemética em geral como topologia,
algebra e geometria. Atualmente, muitos deles ja foram resolvidos, enquanto outros,
apesar de terem sido propostos para o século anterior, permanecem em aberto. Em
especial, o décimo sexto problema de Hilbert permanece em aberto e possui duas partes.
Neste estudo, somente a segunda parte seré considerada, cujo objetivo é encontrar o
nimero maximo de ciclos limites para uma equagao diferencial polinomial no plano de
um determinado grau.

Mesmo nao tendo uma resolugao completa, muitos pesquisadores estao trabalhando
para resolver esse problema, em particular, nos artigos [1], [3| e nas referéncias principais
deste estudo [2] e [7], os autores alcan¢aram alguns resultados que tangenciam e avan¢am
no sentido da resolugao da segunda parte do décimo sexto problema de Hilbert num con-
texto especifico. Alguns desses resultados compdem o niicleo deste trabalho, mas nao com
a ideia de quantificar, tal como no 16° problema de Hilbert. E sim, para compreender a
respeito da existéncia (ou nao) de ciclos limites circunscrevendo equilibrios, com destaque

para os nos (estrelados).



1.2 Contextualizacao Matematica

Uma breve contextualizacao matematica sera feita para familiarizar o leitor com as
defini¢oes e resultados que aparecerao posteriormente. Nesta se¢ao, o tratamento seré
dado de maneira informal e, posteriormente, no Capitulo 2, todas as definigbes serao
feitas utilizando da formalidade necesséaria.

Seja um campo de vetores de classe C*
F:U—R",

sendo U um subconjunto aberto de R™. A partir do campo de vetores F, define-se a

equagao diferencial ordinaria em U por

dX
X' =—=F(X),

pn (X)
sendo t a variavel independente. Sem perda de generalidade, a equacao diferencial ordi-
néria acima sera identificada com o campo de vetores F'.

Uma solug¢ao ou uma trajetoria, ou ainda, uma curva integral de uma equagao dife-

rencial é uma funcao diferenciavel ¢ : I C R — U, tal que

#11) = 0(0) = Fo(1),
para todo t € I. Além disso, dado qualquer ponto P no aberto U, a imagem da solugao
de F' pelo ponto P é a érbita de F' pelo ponto P.

Em qualquer equagao diferencial, duas o6rbitas nao se cruzam e tampouco se tangen-
ciam, ou seja, elas coincidem, ou sao disjuntas e, além disso, podem ser classificadas por
equivaléncia topologica: uma érbita é fechada quando é homeomorfa a um circulo e é sin-
gular quando esta é composta por um tinico ponto P, o qual é chamado de equilibrio e sua
principal caracteristica ¢ F(P) = 0. Os pontos que nao sao equilibrios sdo considerados
pontos regulares.

De maneira enxuta, os equilibrios sao hiperboélicos quando as partes reais de seus
autovalores sao nao nulas. Estes, podem ser classificados de acordo com a sua estabilidade

em atratores, repulsores e selas. Sao atratores quando as partes reais de seus autovalores



sao negativas, repulsores quando as partes reais de seus autovalores sao positivas e selas
quando as partes reais de seus autovalores tém sinais opostos.

Além da estabilidade, os equilibrios hiperbolicos podem ser classificados de acordo com
o comportamento do campo de vetores numa vizinhanga como nos, selas ou focos. Neste
trabalho, o interesse principal sao os equilibrios do tipo né, os quais tém autovalores reais
com o mesmo sinal, e sao estrelados quando seus autovalores sao iguais e nao nulos.

As orbitas também podem ser classificadas quanto a estabilidade, em estaveis, semi-
estaveis e instaveis. Um dos principais interesses neste estudo é relacionado aos ciclos
limites, ou seja, 6rbitas periddicas isoladas no conjunto das oérbitas periddicas.

Afirmar que a estabilidade de uma orbita coincide com o sinal de uma fun¢ao dada é
equivalente a dizer que esta 6rbita é atratora ou repulsora quando a fungao é negativa ou

positiva definida, respectivamente.

1.3 Problema de Pesquisa

Como ja mencionado, a finalidade deste trabalho é estudar um modelo especifico de
equagoes diferenciais ordinarias nao lineares, aquelas cuja origem possui um equilibrio do
tipo no estrelado e, posteriormente, generalizar o estudo para outros nés. Além disso,
considerando resultados ja publicados, a ideia é fazer deducoes a respeito da existéncia e
nao existéncia de ciclos limites circunscrevendo a origem.

Apesar da ampla aplicabilidade deste modelo de equagoes, neste trabalho nao serao fei-
tas aplicagoes em modelos mateméticos de problemas reais de qualquer area. O principal
objetivo deste estudo é encontrar condi¢oes, as mais gerais possiveis, que sejam capazes
de garantir a existéncia de um né (estrelado) na regiao limitada por um ciclo limite. As
principais referéncias utilizadas sdo os artigos 2] e 7] que concentram os quatro resul-
tados primordiais para este estudo e que dao suporte para progredir na resolucao desse

problema de pesquisa.



1.4 Proximos Capitulos

Os capitulos subsequentes estao organizados como segue. No Capitulo 2 estao as defini-
¢Oes mais importantes, uma pequena apresentacao da familia de equacoes que sera objeto
de estudo e uma justificativa para a escolha desta familia. Além disso, neste capitulo
encontra-se toda a revisao de Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinérias
necessaria para a compreensao do estudo.

No Capitulo 3 esté concentrado todo o desenvolvimento da compactificacao de Poin-
caré, dois exemplos de aplicacao deste método e uma relacao fundamental para a com-
preensao dos resultados que serao estudados. Este capitulo tem como principal objetivo
construir uma base de conhecimentos e defini¢coes para que o leitor possa acompanhar o
desenvolvimento do trabalho.

O quarto capitulo esta reservado para a apresentacgao e as demonstragoes dos principais
teoremas que serao estudados neste trabalho. Neste capitulo encontram-se os quatro
teoremas que sao base para esta pesquisa em ordem crescente de generalizacao e, mais
que isso, todos os lemas e corolarios tteis para a demonstragao destes teoremas, além das
demonstragoes detalhadas de cada um dos resultados que aparecerao. Neste capitulo, o
objetivo principal é apresentar o que ja esta publicado na literatura a respeito do tema e
quais avancos ja foram concretizados pelos autores, é uma sintese do que jé esta publicado
no tema.

O Capitulo 5 contém o desfecho do texto, o que foi alcancado e qual a conclusao deste
estudo. Este capitulo permite compreender quais foram os avancgos e quais problemas po-
dem ser objetos de estudo no futuro. E por meio deste capitulo que se pretende evidenciar
para o leitor o que ja foi feito no sentido de resolver o problema de pesquisa. Por fim,
este trabalho encerra apresentando todos os livros e artigos que foram referéncias para o

estudo.



Capitulo 2

Consideracoes Iniciais

Para dar inicio ao estudo deste trabalho, serao revisadas neste capitulo algumas defini-
¢oes e resultados que sao pertinentes para a compreensao geral do texto. Em particular,
esta secao trata de uma curta revisao da Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais
Ordinarias, uma breve passagem sobre fungoes homogéneas e a apresentagao do modelo
da equagao que seréd estudado. Além disso, este capitulo traz alguns resultados que au-
xiliarao em demonstragoes que serao feitas mais tarde neste estudo. A proxima secao
seré baseada nas referéncias [6] e [12], sendo que as outras referéncias utilizadas, quando

necessérias, serao indicadas.

2.1 Revisao de Teoria Qualitativa das Equacoes Dife-
renciais Ordinarias
Antes de mais nada, considere um campo de vetores de classe C*
F:UCR"— R" (2.1)

sendo U um subconjunto aberto. A partir do campo de vetores F', define-se a equacao

diferencial ordinaria em U por

, X
X' =S = F(X), (2.2)



sendo t a variavel independente. Para este estudo, a equagao diferencial ordinaria (2.2)
seré identificada com o campo de vetores F' em (2.1), sem qualquer perda de generalidade.

Uma solugao de (2.2) é uma fungao diferenciavel ¢ : I C R — U, tal que

_ %

o (0) = ) = Flo()) 23)

para todo t € I. As solugoes também podem ser chamadas de trajetérias ou curvas
integrais do campo de vetores F'.

Seja o Problema de Valor Inicial (PVI) ou Problema de Cauchy
dX
X’:E:F(X), X(to) = Xo (2.4)
no qual Xy é a condi¢ao inicial. Uma soluc¢ao de (2.4) é uma funcao diferenciavel ¢ : I C

R — U, tal que

_ 49

#(t) = T(0) = F), VT e olto) = Xo, ty € 1. (2.5)

Nao ha perda de generalidade em considerar ¢y = 0. Além disso, a solugao ¢ : I — U de
(2.4) chama—se méaxima se para toda solugao ¢ : J — U tal que I C J e ¢ = (|; se tenha
I = J e, consequentemente, ¢ = (. Em outras palavras, pode-se dizer que as solucoes
méximas sao aquelas definidas num intervalo tao grande quanto possivel. Neste caso, o
intervalo aberto I é chamado de intervalo maximal.

No teorema a seguir estao reunidas algumas das principais propriedades em relagao

ao Problema de Valor Inicial (2.4).

Teorema 2.1.1. Considere F': U C R® — R"™ um campo de vetores de classe C*.

(a) Para cada Xy € U existe um intervalo aberto Ix, onde estd definida a inica solugio

mdzima ¢x, de (2.4).

(b) SeY = ¢X0(t1) € tl € IXO; entao Iy = IXO —tl = {T’—tl tr e IX()} € (by(S) =
bx,(t1 + 8), para todo s € Iy.

(c) O conjunto Q= {(t,X): X € Ut € Ix} € aberto em R™ e a aplica¢io ¢ : Q@ — U
dada por ¢(t, X) = ¢x(t) € de classe C' em Q.



Em outros termos, pode-se concluir que o item (a) trata da existéncia e unicidade
de solugoes méaximas, o item (b) trata da propriedade de grupos e, o item (c), trata da
regularidade com relacao as condigoes iniciais. O Teorema 2.1.1 pode ser encontrado em
[6], na pagina 3. O proximo teorema complementa o teorema anterior, e sua demonstragao

estd disponivel na referéncia [6], pagina 4.

Teorema 2.1.2. Considere F : U C R* — R™ um campo de vetores de classe C*,
Xo € U e ¢x, : Ix, — U a solugao mdzima de F por Xy = ¢x,(0). Suponha que
Ix, = (a,b), com b finito. Entao, dado qualquer conjunto compacto K C U, existe
to € (a,b) tal que

Px,(to) ¢ K.

Resultado andlogo vale para o caso em que a € finito.

A aplicagao ¢ : 2 — U definida no Teorema 2.1.1 é chamada fluxo gerado por F. E,

para cada P € U, o conjunto
O(P)={o(t,P):t e lp},

isto é, a imagem da curva integral de F' pelo ponto P, é chamado érbita de F' pelo ponto
P.
Note que
Q € ®(P) = ¢(P) = ¢(Q),

pois, se @ € ®(P), entdo Q = ¢(t1, P), com t; € Ip e

o(t, Q) = o(t,p(t1, P)) = ¢p(t + 11, P), com Ip—ty =Ip.

Em outras palavras, duas o6rbitas de F' coincidem ou sao disjuntas, sendo que nao ha uma
terceira opcao.

Desta forma, U fica decomposto numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo
cada uma ser: a imagem bijetora de um intervalo de R; um ponto; homeomorfa a um
circulo. No segundo caso, { P} = ®(P), a érbita chama-se singular. Nestas circunstancias,
P & um ponto de equilibrio de F e vale F(P) = 0. Se F(P) # 0, diz-se que P é um ponto

regular de F. E, no terceiro caso, a 6rbita chama-se fechada (ou periodica).
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Desta maneira, pode-se enunciar o seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser

encontrada em [6], na pagina 5.

Teorema 2.1.3. Se ¢ é uma solu¢ao mdxima de (2.2) em I, ocorre uma das sequintes

alternativas:
1. ¢ € bietora;
II. I =R e ¢ é constante;

HI. I =R e ¢ € periodica, isto €, existe um k > 0 tal que

ot + k) = o(t),
para todo t € R, e ¢(t1) # d(ta) se [t; —ta] < k.
O conjunto aberto U, munido da decomposi¢ao em o6rbitas de F', chama—se retrato de
fase de F'. As orbitas s@o orientadas no sentido das curvas integrais do campo F' e os

pontos de equilibrio sao munidos da orientacao trivial. A figura a seguir ilustra o retrato

de fase da equagao diferencial

1
7 = 0%~ 4o’ + 122ty — 2023y? + 2027y — 122y* + 49°,

(2.6)

1
Yy = oY 45 4+ daty — 4ady? — da?y® + Aoyt — 4y°.

—— OO

RN
eSS
NN
=\l
/'///-*'-/r/’ /' li’/

S
‘\‘\\\““E; I

Figura 2.1: Retrato de fase de (2.6). [9]



11

No retrato de fase esbocado na Figura 2.1, o ponto em vermelho é um equilibrio,
ou uma Orbita singular e as setas que compoem uma figura semelhante a uma elipse
representam uma Orbita fechada. Os retratos de fase sao ferramentas geométricas que
permitem compreender o comportamento de determinados campos de vetores. Porém,
algumas equagoes possuem retratos de fase muito dificeis de serem esbocados e para isso,
as equivaléncias fazem-se necessarias.

Algumas equivaléncias entre dois campos de vetores permitem comparar seus retratos
de fase, estas serao recordadas agora.

Considere

F:UCR"—R" ¢ G:VCR'"—R"
campos de vetores de classe C'! definidos nos abertos U e V, respectivamente. Diz-se que

I é topologicamente equivalente a GG se existe um homeomorfismo
H:U—YV

que aplica orbitas de F' em orbitas de G preservando as orientagoes. Mais precisamente,
se P € U e ®(P) é a orbita orientada de F' passando por P, entdao H(P(P)) é a orbita
orientada W(H (P)) de G passando por H(P). Neste caso, H é uma equivaléncia topologica
entre F' e G.

Considere

(blIQl—)U e ¢2192—>V

os fluxos gerados pelos campos F' e GG, respectivamente. F' é topologicamente conjugado

a G quando existe um homeomorfismo
H:U—YV,

tal que
H(¢1(t7X)) = ¢2(t7H<X))7

para todo (¢, X) € €;. O homeomorfismo H ¢ uma conjugacao topolédgica entre F' e G.

Exemplo 2.1.1. Considere os sequintes campos de vetores no plano

F(z,y) = (z+y° —y) (2.7)
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G(u,v) = (u, —v). (2.8)
Afirma-se que o homeomorfismo

2
H:R?> — R? H(m,y):(qu%,y)

€ uma conjugacao topoldgica entre F' e G. De fato, como H é um difeomorfismo, basta

mostrar que

G(H(x,y)) = DH(x,y) F(z,y),  ¥Y(z,y) € R
Assim,

1 2y/3 x + 9> r+y?/3
DH(z,y) F(z,y) = =

=G(H(x,y)), Y(x,y) € R

Os retratos de fase de F' e GG estao esbocados na Figura 2.2 a sequir.

y

Y /1]
// ; '/,.//v‘/H
SIS

[

7
[/

Figura 2.2: Retratos de fase de F' (a esquerda) e de G (a direita). |9]

Considere F : U C R* — R" de classe C!' e B C R*! um aberto. Uma aplicacao
G : B — U de classe C! chama-se segao transversal (local) de F' quando, para todo
P e B,
DG(P)R™Y) e F(G(P)
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geram o espago R". Seja 3 = G(B) munido da topologia induzida. Se G : B — ¥ for
um homeomorfismo, dizemos que ¥ é uma secao transversal de F'.

O teorema a seguir informa que, numa vizinhanga de um ponto regular, o retrato de
fase de um campo de vetores F' estd completamente determinado e sua demonstragao

pode ser encontrada na pagina 9 da referéncia [6].

Teorema 2.1.4 (Fluxo Tubular). Considere P € U um ponto regular de um campo de
vetores I : U C R® — R" de classe Ct. Entao, existe um difeomorfismo que conjuga F,

em uma vizinhanga de P, com o campo constante
(170707"' 70)
restrito a uma vizinhanca da origem.

Considere um campo de vetores F : U C R® — R" de classe C' ¢ P € U um ponto
de equilibrio de F'. P é um ponto de equilibrio hiperbdlico se a sua linearizagao DF(P)
possui todos os autovalores com partes reais nao nulas. Caso contrario, o ponto é nao
hiperbdlico.

O Teorema de Hartman—Grobman a seguir constata que, numa vizinhanga de um
ponto de equilibrio hiperbdlico P, o comportamento do campo de vetores F' é o “mesmo”
que o da sua linearizagdo DF(P). A demonstracao deste teorema esté disponivel em [12],

pagina 290.

Teorema 2.1.5 (Hartman-Grobman). Considere F': U C R" — R"™ um campo de veto-
res de classe C* e P € U um ponto de equilibrio hiperbdlico. Entdo, existem vizinhangas

VCcUdeP eW CR" de0 tais que F|V € topologicamente conjugado a DF(P)|W.

Considere F': U C R® — R" um campo vetores de classe C' e P € U um ponto de
equilibrio de F'. O ponto de equilibrio P é estavel, se dado qualquer € > 0, existe § > 0,
tal que

| X —P||<d=||o(t,X) — P|| <e, Vt>0.

Diz-se que um ponto de equilibrio P ¢ instavel se nao for estével, ou seja, se nao

satisfizer a condicao acima. E, por ultimo, um ponto de equilibrio P ¢é assintoticamente



14

estavel se é estavel e, além disso, 0 > 0 puder ser escolhido tal que
| X -P||l<d= tlim o(t,X)=P.
—00

De outra maneira, pode-se dizer que um equilibrio ¢ estavel quando as solugoes nao
escapam de uma regiao limitada suficientemente préoxima desse equilibrio, um equilibrio é
assintoticamente estavel quando além de ser estavel, & medida que o tempo tende ao
infinito, as solugoes tendem ao equilibrio. Por ultimo, um equilibrio é instavel quando
nao se pode garantir a permanéncia das solugoes nessa regiao limitada.

Sendo P assintoticamente estavel, estd bem definida a bacia de atracao de P, denotada
por B(P), como o conjunto das condigoes iniciais cujas solugoes tendem a P.

Considere um campo de vetores F : U C R® — R™ de classe C' e V : U — R uma
funcao de classe C!. A derivada de V na direcdo do campo F no ponto X € U é definida
por

V(X)=VV(X)-F(X).

Suponha que P € U é um ponto de equilibrio de F. Uma funcao V : W C U — R,

P € W é uma funcdo de Lyapunov (para o ponto de equilibrio P) se:
[. V(X) >0, para todo X € W e V(X) = 0 se, e somente se, X = P.
II. V(X) <0, para todo X € W.

A fungado V' é uma fungao de Lyapunov estrita (para o ponto de equilibrio P) se V é

uma funcao de Lyapunov e, além disso,
V(X) <0, VXeW\{P.
Teorema 2.1.6 (Lyapunov). Considere P um ponto de equilibrio isolado do campo F.

(a) Se existir um fun¢ao de Lyapunov V' definida em alguma vizinhanga W C U con-

tendo P, entao P € um ponto de equilibrio estavel.

(b) Se V' for uma fun¢io de Lyapunov estrita, entao P é um ponto de equilibrio assin-

toticamente estdvel.
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A demonstracao do Teorema 2.1.6 pode ser encontrada na péagina 272 do livro [12].
Apesar de ser um teorema forte para o estudo de equilibrios, infelizmente pode ser um
desafio encontrar uma funcao de Lyapunov, uma vez que nao existem métodos para sua
determinacao. Sendo assim, esse método acaba tendo sua utilizacao limitada.

O proximo teorema é conhecido como Principio de Invariancia de Lasalle e uma de-
monstragao para esse resultado pode ser encontrada em [8], na pagina 201. Considere um
campo de vetores F': U C R® — R de classe C'. Um conjunto W C U é positivamente

invariante se, para todo X € W,
ox(t) e W, vt >0.

De modo anélogo, pode—se definir conjunto negativamente invariante. Por outro lado,

W é invariante se, para todo X € W,
ox(t) e W, VteR.
Uma orbita inteira de F' é um conjunto da forma
{ox(t): X € U,t € R}.

Teorema 2.1.7 (Lasalle). Considere um campo de vetores F' : U C R™ — R™ de classe
C' e P € U um ponto de equilibrio de F'. Considere L : W C U — R uma funcao de
Lyapunov (para o ponto de equilibrio P), de modo que P € W. Considere ainda P C W
uma vizinhanga fechada de P. Suponha que P € positivamente invariante e que nao exista
orbita inteira em P\ {P} sobre a qual L é constante. Entao, P € assintoticamente estdvel

e P esta contido na bacia de atracao de P.

Antes de tratar da transformacao de Poincaré, é importante revisar a definicao de
divergéncia de um campo de vetores e, mais que isso, como ela é calculada. A divergéncia
¢ uma medida de tendéncia, pela qual é possivel compreender quando esse campo se
expande ou se contrai em um determinado ponto e quando isso nao acontece, tem-se
div F' = 0. Sabe-se que, para campos de vetores no plano F' = (Fy, Fy), em coordenadas
cartesianas,

OF, O0F,

leF:V-F:%—Fa—y, (29)
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e, para campos de vetores em coordenadas polares, F' = (F}., Fyp),

divF=v.F=20m) 4100

r Or r 00’ (2.10)

onde r é a coordenada radial e 6 é a coordenada angular. Sem perda de generalidade, a
divergéncia pode ser estendida para campos de vetores definidos em conjuntos em espacos
de dimensoes mais altas.

Define-se, portanto, a transformacao de Poincaré, ou transformacao de primeiro re-
torno, de um campo de vetores no plano. Essa transformacao descreve o comportamento
de um campo de vetores em uma vizinhanca de uma 6rbita fechada no plano.

Considere um campo de vetores
F:UCR*—R

de classe C! e uma orbita fechada ~ de periodo 7y e uma secio transversal 3 de F em P €
~v. A continuidade do fluxo ¢ de F garante que, para todo ponto ) € X, suficientemente
proximo de P, a trajetéria ¢g(t) permanece proxima de v, para t pertencente a um

intervalo compacto. Tomando ¥y C ¥ adequado, pode-se definir

W:ZO—)E

X — 7(X)
em que 7(X) é a primeira interse¢do de ¢x(t) com X para t > 0. Veja Figura 2.3.

%
X

Figura 2.3: Tlustragao da transformacio de Poincaré. [9)

Note que P € ¥y e m(P) = P. Tem-se a seguinte proposigao.
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Proposicao 2.1.1. Considere a construcao descrita acima. Entao a transformacao de

Poincaré m : 3g — m(Xg) € um difeomorfismo de classe C'.

A demonstragao da proposigao acima esta disponivel na pagina 227 de [12].

Considere um campo de vetores
F:UCR*—R?

de classe C', uma orbita fechada v de F' e () numa vizinhanga de 7. Para cada t € I

fixado, a distancia de ¢¢g(t) a v é dada por

d(pq(t),v) = inf{[[og(t) — RI| : R € ~}.

Se 7 é uma orbita fechada isolada, isto é, se existe uma vizinhanga V C U de ~ tal
que v é a unica Orbita fechada, dizemos que v é um ciclo limite. Pode—se mostrar que

existem somente os seguintes tipos de ciclos limites:

e Estavel: se, para todo () numa vizinhanca V' de v,

lim d(dq(t), 7) = 0.

t—o00

e Instavel: se, para todo Q) € V,

lim d(¢q(t), 7) = 0.

t——o0
e Semi-estavel: se

lim d(0(),7) = 0,

t—o00

para todo @) € V NExty e
tl}r—noo d(¢(t),7) =0,
para todo @ € V N Inty, ou vice-versa.

Em outras palavras, quando as solugoes tendem ao ciclo limite interna e externamente,

ele é considerado estavel. Quando as solugoes tendem interna ou externamente a ele, é
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considerado semi-estavel e quando as solugoes nao tendem ao ciclo limite, instavel. Essa

ideia fica mais evidente na Figura 2.4.

Figura 2.4: Ciclos limites: Estavel (esquerda), instavel (centro) e semi-estavel (direita). [9]

Pode-se observar que os ciclos limites correspondem aos pontos fixos isolados da apli-
cacao de Poincaré 7 e, identificando a secao transversal ¥ com um intervalo da reta real

considerando P = 0, segue que a aplicacao de Poincaré tem uma expansao da forma
(X)) =70)+70) X +---=70) X +---

O proximo teorema estabelece uma expressao para a derivada da aplicagao de Poincaré
e condigoes para que uma oOrbita fechada v seja um ciclo limite hiperbodlico, ou seja, quando

7'(P) # 1, para algum P € 7. Sua demonstragao esta disponivel em [12], pagina 229.

Teorema 2.1.8. Considere um campo de vetores F' : U C R? — R? de classe C' e uma
orbita fechada v de F' de periodo 1y. Considere ¥ uma se¢ao transversal em P € v e
T Y9 — X a aplicagdo de Poincaré. Entao, a derivada da aplicagao de Poincaré é dada

N 7(P) = exp ( /0 " divF((1)) dt), (2.11)

em que divF € a divergéncia de F.

Em particular, se
T0
/ divE(y(t)) dt < 0,
0
entao 7y € estavel e, se

/ " divE (1)) dt > 0.

entao vy é instavel.
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Sera feita agora, a recordacgao das definigdes de conjuntos limites a fim de estudar o
comportamento assintotico das orbitas de campos de vetores.

Counsidere U C R™ um aberto e
F.:U—R"

um campo de vetores de classe C''. Considere ¢p(t) a trajetoria de F' passando pelo ponto

P € U definida em seu intervalo méximo Ip = (a,b). Se b = oo, define-se o conjunto
w(P)={Q €U : I(tp)nen, tn — 00 € ¢p(t,) = Q,n — oo},

chamado conjunto w-limite de P. Analogamente, se a = —o0, pode-se definir
a(P) = {Q €U : Aty)nen, tn — —00 € ¢p(t,) = Q,n — oo},

chamado conjunto a—limite de P.
Por um conjunto limite entende-se um conjunto a—limite ou w-limite de algum ponto

P € U. E imediato que, se S é um ponto da érbita de P, entdo
w(S) =w(P) e afS) =a(P),

ou seja, estao bem definidos conjuntos limites de érbitas.

Considere os campos de vetores F' e —F. Pode-se perceber que o conjunto w(P)
do campo F coincide com o conjunto a(P) do campo —F e reciprocamente. Assim,
basta estudar propriedades gerais de conjuntos w-limites. As mesmas serao validas para
conjuntos a—limites, com as devidas modificagoes.

O teorema a seguir retine as principais propriedades dos conjuntos limites e sera enun-
ciado para um conjunto w-limite e sua demonstragao pode ser encontrada em [6], pagina
13. Um teorema analogo é valido para um conjunto a—limite.

O conjunto
v (P)=A{¢p(t) : 0<t€lp}

¢ chamado semidrbita positiva do campo F' pelo ponto P.
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Teorema 2.1.9. Considere U C R™ um aberto e F' : U — R™ um campo de vetores de
classe C*. SeyT(P) = {¢p(t) : t > 0} estd contida em um subconjunto compacto K C U,

entao:
o w(P) #0.
e w(P) € compacto.
e w(P) € invariante por F, isto €, se Q € w(P), entao ¢g(t) € w(P), para todo t € R.
e w(p) € conexo.

Teorema 2.1.10 (Poincaré-Bendixson). Considere F : U C R*> — R? um campo de
vetores de classe C*. Suponha que v (P) estd contida num subconjunto compacto K C U.

Suponha, ainda, que o campo F possui um nimero finito de pontos de equilibrio em w(P).

Entao:

e Se w(P) contém somente pontos requlares, entao w(P) é uma drbita fechada.

e Sew(P) contém pontos regulares e de equilibrio, entiao w(P) consiste de um conjunto

de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos de equilibrio quando t —

+o0.

e Se w(P) nao contém pontos requlares, entao w(P) é um ponto de equilibrio.
A demonstracao do Teorema 2.1.10 acima, esta disponivel na pagina 28 do livro [6].

Teorema 2.1.11 (Bendixson). Considere U C R?* um conjunto simplesmente conexo e
F : U — R? um campo de vetores de classe C'. Se a divergéncia de F tem sinal

constante em U, entdo o campo F' nao tem orbita fechada em U.

A demonstragao do Teorema 2.1.11 acima, esta disponivel no livro [6], pagina 188.

De fato, vale um teorema mais geral, denominado Teorema de Dulac.

Teorema 2.1.12 (Dulac). Considere U C R? um conjunto simplesmente conexo, F :
U — R? um campo de vetores de classe C' e B : U — R uma funcao de classe C*. Se
a divergéncia de BF tem sinal constante em U, entao o campo F' nao tem orbita fechada

em U.
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A demonstragao do Teorema 2.1.12 acima, pode ser encontrada em [6], pagina 189.

O campo de vetores F : U C R?> — R? ¢é integravel em U se existe uma funcao
diferenciavel nao constante h : U — R, chamada integral primeira de F', constante em
todas as solugbes (z(t),y(t)) da EDO definida por F. Deste modo, h é uma integral

primeira de F' se, e somente se,

dh

(@ () (1)) = Vh(x(), y(1)) - F(x(t), (1) = 0.

A existéncia de uma integral primeira h para o campo de vetores F' implica no conheci-
mento do seu retrato de fase, uma vez que as suas 6rbitas estao contidas nos conjuntos de
nivel de h. Existe uma vasta teoria a respeito da existéncia ou nao de integrais primeiras
(integracdo) para campos de vetores.

Considere

[1:U—R

uma funcao de classe C'!, nao identicamente nula em U. A funcao I ¢ um fator integrante
de F em U se
div(/F)(z,y) =0, V(z,y) € U.

Resulta que o campo de vetores [F' é integravel. Se a fungao I tem sinal constante em
U, resulta que os retratos de fase de F' e de I F' sao 0os mesmos.

Considere o campo de vetores polinomial
F:UCR — R

da forma F' = (P,Q). O seu grau é o nimero maximo entre os graus dos polinomios P e

(. Assim, diz-se que F' tem grau n se

n = max {grau(P), grau(Q)} .

E, da mesma forma, considere uma funcao polinomial f : U C R? — R, nao identica-
mente nula. A curva f = 0, ou seja, a curva de nivel f~1{0} C U, é uma curva algébrica
invariante de F' se existe uma funcao polinomial k¥ : U C R? — R, chamado cofator da

curva algébrica invariante f = 0, tal que
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Se o campo de vetores polinomial F' tem grau n, entao o cofator k tem grau, no

maximo, n — 1.

2.2 Funcoes Homogéneas

Antes de apresentar o modelo que seré estudado, sera feita uma breve apresentagao de
algumas propriedades fundamentais das fung¢oes polinomiais homogéneas, com o intuito
de utiliza-las nas proximas se¢oes. Além disso, esta secao evidencia um resultado que seré

essencial para uma das demonstracoes do Capitulo 4.

Definigao 2.2.1. Uma funcao f: R?> — R, (z,y) — f(x,y) é chamada de homogénea de

graun € N, se para todo (x,y) € R? a sequinte relacio € vdlida:
flkx, ky) = k" f(x,y), para todo k > 0.

Se as variaveis x ey forem multiplicadas por um nimero positivo k > 0, o valor da fun¢ao

€ multiplicado pelo fator k™.
Alguns exemplos de fun¢des homogéneas sao dados a seguir.
Exemplo 2.2.1. A funcio f(z,y) = 23+ y> é homogénea de grau 3, pois
flkz,ky) = (ka)® + (ky)® = k°(2® + ¢°) = K> f (2, ),
para todo k > 0.
Exemplo 2.2.2. A funcio f(z,y) = 2> + xy + y* € homogénea de grau 2, pois
flkx, ky) = (kx)® + (kxky) + (ky)* = k*(2* + 2y +y*) = K f (2, y),
para todo k > 0.

Para facilitar a manipulacao dessas func¢oes, podem ser utilizadas as propriedades que

estao listadas abaixo.

1. As operagoes de soma e subtragao de fung¢oes homogéneas so resultam em uma

funcao homogénea caso todas as fungoes tenham o mesmo grau de homogeneidade.
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2. A multiplicagao de fun¢oes homogeéneas de graus m e n resulta em uma fungao

homogénea de grau m + n.

3. A divisao de fun¢oes homogéneas de graus m e n resulta em uma fungao homogénea

de grau m — n.

Além das propriedades acima, a homogeneidade de uma funcao pode ser estendida

para suas derivadas parciais, como pode ser observado no teorema abaixo.

Teorema 2.2.1. Se a funcao f : R?* — R definida por f(x,y) é homogénea de grau k,

entdo as derivadas parciais fi(z,y) e f,(z,y) sao fun¢oes homogéneas de grau k — 1.

Demonstracao. Assuma que f é homogénea de grau k. Logo, tem-se

fta,ty) =t f(z,y)

ou, de outra maneira,
1

Derivando ambos os membros da tltima expressao com relagao a x, tem-se que

d
fx(xvy) = tlkfx(txaty) ) E(tx) = tlkfx@xaty) t= tkilfx(tl‘vty)'

De onde se conclui que

fx(txa ty) = tkilfx(:ca y)

O mesmo argumento pode ser utilizado para f,(z,y), concluindo a prova. |

O proximo teorema descreve a relagao entre as derivadas parciais de uma fungao

homogénea.

Teorema 2.2.2. Se f = f(x,y) € uma fung¢do homogénea de grau k entio a fungdio
satisfaz a sequinte equagao diferencial:

of (x,y) | Of(z,y)
o tY dy

:k:f(x,y), V(x,y)
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Demonstracao. Considere a fungao homogénea f de grau k. Isso significa que vale

f(tz, ty) = t" f(z,y), para t > 0.

Calculando a derivada de f com relagao a t usando a regra da cadeia, tem-se

@ fita,ty) = Lt Fo,y) = K f ().

dt Cdt
Por outro lado, usando a regra da cadeia nas derivadas parciais de f em relacao a x e vy,
tem-se
d of d(tx) ~ Of d(ty) af of
— fltr, ty) = == S A e ATy
dt (t ty) Ox dt +8y dt xaxway

d
Igualando as duas expressoes para 7 f(tz,ty), obtem-se

) of  of
k—1 _
RS (,y) = er y@y'

Agora, uma vez que t é um elemento arbitrario de R, considere ¢t = 1. Substituindo na

equagao acima, conclui-se que:

of (x,y) N yaf(x, Y)

kf(z,y)=x pe a9

O Teorema 2.2.2 acima apresentado é conhecido como Teorema de Euler para Fungoes
Homogéneas. No caso particular apresentado acima, estd enunciado e demonstrado para

fungoes de duas varidveis, mas pode ser estendido para mais varidveis.

2.3 Modelo de Estudo

Nesta secao sera apresentado o modelo de equagoes diferenciais escolhido para este
estudo, assim sendo, sera feita uma breve introducao com as defini¢oes, o modelo e a
justificativa da escolha.

Tem-se, de acordo com [8|, pagina 225, a defini¢ao de ciclos limites.

Definigao 2.3.1. Um ciclo limite é uma orbita fechada 7y tal que v C w(X) ouy C a(X),
para algum X ¢ .
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Em outras palavras, pode-se dizer que um ciclo limite é uma 6rbita fechada e isolada
do conjunto de orbitas fechadas do campo F. Por outro lado, definem-se os pontos de

equilibrio do tipo no estrelado.

Definicao 2.3.2. Um no estrelado é um equilibrio cuja linearizagao € um mailtiplo nao

nulo da identidade.

Em outras palavras, ¢ um equilibrio cujos autovalores sao iguais e nao nulos.
Agora, considere uma equacao diferencial ordinaria auténoma em R? como definida
abaixo

dx d
o' =— =Py, y= d—‘g = Q(z,y), (2.12)

==

onde t é a variavel independente e o campo de vetores C'*™ é dado por
F:R* =R’ F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). (2.13)

O sistema em (2.12) pode ser identificado com o campo de vetores em (2.13), sem perda
de generalidade.

Isso posto, o principal interesse deste estudo é compreender a existéncia de um né
estrelado na regiao limitada por um ciclo limite e, de maneira coveniente, serd feito o

estudo do sistema (2.12) quando este assume a forma do sistema abaixo
=X e+ P"(x,y), v =\y+Q"(z,y), (2.14)

com A # 0, P"(z,y) e Q"(z,y) fun¢des homogéneas de grau n > 1.
Para justificar a escolha do modelo, pode-se perceber que a origem é um ponto de
equilibrio da equagao (2.14). Além disso, sabe-se que matriz Jacobiana J para um sistema

de equagoes pode ser escrita da seguinte forma

oh oh o
0r, O0xo ox,
on o o
J— ox, 0x9 oz,
Ofn Of . Of
LOx;  Oxo ox,, 4
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No caso em particular do campo F' relacionado a equagao (2.14), tem-se que a matriz

Jacobiana é dada por
OP(x,y) OP(z,y)

B ox oy
0Q(z,y) 9Qw,y) |’
ox oy

a qual tem por resultado

A+O0n—-1) On-—1)
Omn—-1) A+0(Mn-1)

Y

onde O(n — 1) sao termos de ordem n — 1 em x e y, ou seja, termos de ordem pelo menos
1, uma vez que n > 1. Dai, quando aplicada no equilibrio da origem, resulta em uma
matriz quadrada 2 x 2 onde a diagonal principal possui A em ambas entradas e a diagonal

secundaria é nula, tal como abaixo

J(0,0) =
0 A

Mas isso significa dizer que o equilibrio da origem possui autovalores iguais e, conse-
quentemente, a origem é um no6 estrelado. Ou seja, quer-se compreender o comportamento
da classe de sistemas diferenciais polinomiais com nao linearidades homogéneas e com um
no estrelado na origem.

Desta maneira, o estudo aqui apresentado busca encontrar ciclos limites no retrato de
fase de equagbes equivalentes a (2.14), uma vez que ja se pode garantir que a origem tem
um equilibrio do tipo no estrelado. Posteriormente, as equagoes serao modificadas para
garantir resultados mais gerais para outros equilibrios.

Estudos semelhantes vém se tornando presentes ao longo dos anos e serao utilizados
alguns resultados publicados recentemente, como [2] e 7], para avangar na diregdo do
problema de pesquisa aqui proposto. Para isso, o primeiro passo é construir a ideia
principal da compactificacao de Poincaré, pois esta é base fundamental para compreender
a definicao das fungoes utilizadas nos principais resultados que serao apresentados neste

trabalho. Tal construcao sera feita no capitulo seguinte.



Capitulo 3

Compactificacao de Poincaré

3.1 Desenvolvimento

Todo o desenvolvimento que sera feito nesta secao, incluindo um teorema e uma propo-
si¢ao e suas respectivas demonstragoes estao disponiveis no capitulo 5 de [6], a partir da
péagina 149, no livro [13]| e no Capitulo 2 do artigo [1]. A constru¢ao da Compactificacao
de Poincaré aqui apresentada esta considerando um campo de vetores polinomial em R2,
mas pode, sem perda de generalidade, ser estendida para campos de vetores polinomiais
em R”, com n > 2.

Seja a esfera de Poincaré dada por

§* = {y: (Y1, Y2, Y3) ER3:yf+yg+y§:1}7

onde (y1,¥2,y3) sao coordenadas do espaco R?. Considere (z;,z) como coordenadas do
plano R? e X (xy,25) = (P(21,22), Q(x1,22)) um campo de vetores polinomial no plano.
O ponto de coordenadas PN = (0,0, 1) é denominado polo norte e, por construgao,
pode-se afirmar que o plano com coordenadas (y1,y2,ys) = (x1, 22, 1) é tangente a esfera
S? no ponto PN.
Decompoée-se a esfera de Poincaré em 3 conjuntos, sendo eles: os hemisférios norte e
sul e o equador. A decomposicao é feita tal como na divisao imaginéria do planeta terra,

de maneira que o equador “divida” o planeta ao meio. Neste caso, o equador compreende

27
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todos os pontos que anulam a terceira coordenada, ou seja,
Slz{yESz:ygzO}.

Nos hemisférios norte e sul estao compreendidos todos os pontos com a terceira coor-

denada positiva ou negativa, respectivamente, de forma que o hemisfério norte é
H, ={yecS*:y; >0}

e o hemisfério sul é dado por
H_ ={ycS*:ys <0}

Assim sendo, dado x = (71, 22) € R?, considere a reta passando por (0,0, 0) e (z1, z2, 1)
que intersecta S? em exatamente dois pontos diametralmente opostos, os quais serao

tratados de y* e y~, tal como na Figura 3.1 abaixo.

Figura 3.1: Projecoes centrais. [9)

Pela defini¢ao acima, e considerando A(z) a distancia entre o ponto = e o centro da

Ax) = /a3 + a3+ 1,

pode-se determinar as coordenadas dos pontos antipodas y™ e y~, que sao essencialmente

esfera, ou seja,

os vetores unitarios que apontam na direcao de z, determinados por

T
yt = e H,,

A(z)
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v o= _Afa:) € i,
- _ I T 1
= (A(w)’A(@’A(:c))EH'

Desta maneira, definem-se os difeomorfismos do plano nos hemisférios da esfera que

representam as projecoes centrais da maneira que segue
fT:R*— H, CS? fT:R>— H_CS?

sendo

Com tais aplicagoes, podem ser definidos os campos de vetores induzidos nos hemis-

férios norte e sul de S* por
X:H UH_ — H UH_,

onde
Df*(z)X(x), se y = fH(x) € Hy,

Df~(z)X(x), se y = [~ (x) € H_.
Por construcio, pode-se afirmar que X é um campo de vetores em S? \ S!, tangente a
S? em cada ponto. E dai, ¢ conveniente verificar que, dado y = (z,y, z) € S?, as aplicagoes

inversas podem ser determinadas como abaixo,

7w = (32), sez>0,

z Z

UM = (59), sez<o,

2’z
fazendo—se uso da identificacdo (z1,x2) =~ (1, x2, 1).

O campo X pode ser escrito explicitamente como
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.
Ys Y3 Ys Y3

X(yh Y2, ya) = (3.1)

Df~ (E,%) X (ﬂ,%) , se y3 < 0.
L Ys Y3 Ys Ys

Levando em consideracao que

pode-se concluir que

Y5+ U3 —1ye

p (y_ y_>
Y1 Yo Y1 Yo ?J3’y3
Df+<_7_)X(_7_):y3 — 2+ 2 )
vz U vz v Y2 Y1 T Y3 Q(gﬂ %>
y37 Y3
—Y3l —Y3Y2

Ys U5~y

P(3r)
(Y1 Y2 Y1 Y2 yz’yzs
Df <_7_)X(_)_):y3 — 2+ 2
ys Us vs Us Y1Y2 Y1 T Y3 o (ﬂ %>
Ys' Ys
—Y3l —Y3Y2

Isso posto, fica evidente que o campo X tem a mesma expressao nos hemisférios norte

e sul e, considerando a projecao Il3(y1, y2, y3) = ys, segue que,

1

A() — 0.

2] =00 = I(f"(z)) =

Neste sentido, o equador de S? representa o infinito de R?. Com o objetivo de estudar o
comportamento do campo X fora de partes compactas do plano, pode-se definir o campo
X em toda a esfera S%.

De maneira geral, este campo proximo ao equador é nao limitado. Isto é contornado

multiplicando-se o campo de vetores X pelo fator
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py) =vs

no qual

d = grau(X) = max {grau(P), grau(Q)} .

Assim, o campo de vetores pode ser estendido a y3 = 0, visto que cada componente de

1y
y§P (—1, —2)
Ys Ys

Y1 Y2
Ys Y3

O novo campo de vetores P(X), sendo

estd bem definida.

P(X)(y) = p(y) X (y),

¢ chamado de compactificacao de Poincaré do campo de vetores X.
Continuando com a construcao, deve-se levar em consideracao que S? é uma superficie

compacta que pode ser coberta pelas seguintes seis cartas locais, denotadas por (Uy, ¢)

e (Vi,¥r), e definidas por

¢k:Uk—>R25 ¢k(y>: (yy_:jaﬁ)a m<n> man#lﬁ

em que,

Uk:{yESQ:yk>O}

e, de maneira semelhante,

wk : Vk — RQ? wk(y) = _¢k(y)> m < n, m,n 7& k?
onde
Vi={yeS:y, <0}

com k € {1,2,3}.

Denota-se por z = (u,v) a imagem de ¢ (y) ou ¥ (y) para k € {1,2,3}.
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Assim, segue que (u,v) dependeré da carta local que se esta estudando. Pelo aspecto
geométrico, as coordenadas (u, v) podem ser visualizadas na Figura 3.2, na qual, os pontos
de S', nas carta Uy, Uy, Vi e Vs, sao dados por v = 0, e sao chamados de equilibrios

infinitos.

U,

Figura 3.2: Cartas locais Uy, Uy e Us da esfera de Poincaré [9].

Nos passos seguintes, serao obtidas as expressoes de P(X) nas cartas locais. Os
calculos serao apresentados apenas para a carta local U;, de maneira que, nas demais

cartas, os cédlculos sao semelhantes e ficarao para o desenvolvimento do leitor.

Visto que X (z) = (P (21, 22), Q(21,72)), entao,

X(y) = Df* ()X (2), comy = f*(x)

D1 (y)X(y) = Dor(y)Df*(2) X (x) = D(¢r 0 f)(2) X (x).

Seja X|y, o campo definido por D¢, (y)X (y). Como

) =t

T2

)
T

(¢10 f+)(95) =

VR

[
&
— =

tem-se que
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X2
- =
_ o P(xy, )
X|U1 =
1 Q(xh@)
- 0
Ty

= ig (_$2P($17 Iz) + le(xh Iz), —P(xh 962))
1

x
g2 (_Ep (1&) Lo (1,2) p (;2)) |
v vv v v v vov
Agora, como
1 it
_od-1 _ _d-1
p(y) = Y3 - A(l’)d_l A(z)d—l v m(z)7

sendo

segue que

p(Xl)(e) = ot (2P (1.2) + 10 (3.4) -p (1.2).

A fim de provar que a extensdo de pX para P(X) estd definida em todo S?, deve-se

evidenciar que enquanto X |y, nio estd bem definido em v = 0,
P(X)|v, = pX|o,

estd bem definido em v = 0, pois multiplicando—o por v¥*! pode-se cancelar qualquer
fator de v que aparega no denominador. Argumentos semelhantes podem ser aplicados as
outras cartas locais de maneira conveniente.

Para simplificar o campo de vetores estendido, sera feita uma reparametrizacao da
variavel independente (tempo) a fim de remover o fator m(z). Obtem-se ainda um campo
de vetores em S? que ¢ topologicamente equivalente a X em quaisquer dos hemisférios H_
e H_.

As expressoes para P(X), nas cartas locais, sdo as seguintes:

1. Na carta (U, ¢1):
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2. Na carta (Us, ¢2):

3. Na carta (Us, ¢3):

v = Q(u,v).
As expressoes para P(X), nas cartas (Vi, ¥), k € {1,2,3}, sdo as mesmas de (Uy, ¢y,)
multiplicadas por

(1)t

Observe que de (3.2) e (3.3), o eixo v das cartas U; e Uy é invariante e, consequen-
temente, o mesmo ocorre com as cartas V7 e V5. Deste modo, o equador da esfera é
invariante pelo fluxo da compactificacao de Poincaré.

E suficiente trabalhar em H, US! para estudar o comportamento do campo de vetores
X, incluindo seu comportamento fora de partes compactas do plano. A projecao de
H, US! em R? sera chamada de disco de Poincaré.

Da construcao acima, segue o seguinte teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [6], capitulo 5.

Teorema 3.1.1. Considere X : R? — R2 um campo de vetores polinomial de grau d.
Considere p: S* — R a fung¢do p(y1,ya,ys) = y5 ', e X o campo induzido em S? \ S,
definido em (3.1). Entdo, pX pode ser estendido a um campo de vetores analitico em S?

com o equador S* invariante.
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E comum na literatura chamar de ponto de equilibrio finito de X ou de P(X) o ponto
de equilibrio de P(X) em S?\ S!. Por outro lado, ¢ comum chamar de ponto de equilibrio
infinito de X ou P(X) o ponto de equilibrio de P(X) em S'.

A seguir, sera feito o estudo dos pontos de equilibrio infinitos de X. Ja foi mencionado
neste estudo que os pontos de equilibrio infinitos sdo da forma (u,0).

Serao denotados por P; e (); os polindmios homogéneos de grau 7 de P e () de maneira

que P e () podem ser escritos da seguinte forma
P(.l’,y) = Pm(l',y) T +Pd(l',y),

Q(x>y) = Qm(xa y) +oeee Qd(ma y):
sendo P; e (); polinomios homogéneos de grau j de P e @, com j =m,--- ,d, e P, e Qp,
com m > 0, os polindbmios homogéneos nao nulos de menor grau.

Vale a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1.1. Considere X = (P, Q) um campo de vetores polinomial em R?. Entdo,

(u,0) € S'N (U U VL) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e somente se,
F(u) == Q4(1,u) — uPy(1,u) = 0.

De modo andlogo, (u,0) € S' N (Uy U Va) € um ponto de equilibrio infinito de P(X) se, e
somente se,

G(u) == Py(u,1) —uQq(u,1) = 0.

Demonstracao. A proposicao trata de equilibrios infinitos e, portanto, a hipotese é que
v = 0. Isso posto, uma vez que os polinémios P e () sao homogéneos de grau d, tem-se

de (3.2) que, para a primeira equagao,

lim o {—uP (1, 9) +Q (1, 9)} — _uPy(1,u) + Qul1, u).

v—0

Por outro lado, para a segunda equagao,
v =0
uma vez que v = 0. Assim sendo, (u,0) é um ponto de equilibrio se, e somente se,

Qa(1l,u) — uPy(1l,u) = 0.
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Concluindo a primeira parte da prova. A segunda parte da prova pode ser realizada de

maneira andloga considerando a equagao (3.3). |

Na proxima secao serao apresentados dois exemplos da aplicacao da compactificacao

de Poincaré para campos de vetores homogéneos.

3.2 Exemplos

Exemplo 3.2.1. Considere o sequinte campo de vetores linear no plano

X(z,y) = (—z,9).

Este campo de vetores tem um wunico ponto de equilibrio finito na origem, o qual é uma
sela. Para compreender tal afirmagao, basta notar que o campo so se anula quando ambas
coordenadas sao nulas, e, mais que isso, que a derivada do campo aplicada na origem é
uma matriz diagonal cujos autovalores sao reais, tguais e de sinais opostos. Isso posto, o
eizo x € a curva estdvel, enquanto o eixo y € a curva instdavel. O objetivo deste exemplo
€ esbocar, por meio da compactificacao, o retrato de fase de X no disco de Poincaré.
Omitindo os cdlculos, pode-se afirmar que na carta local Uy, a compactificacao de X tem
a forma

u = 2u, v = .

E assim, como a origem da carta U; € o unico equilitbrio e seus autovalores sdo reais e
7
positivos, a origem € um no instdvel e € o unico ponto de equilibrio infinito nesta carta.

Agora, na carta local Uy, a compactificacao de X tem a forma

a qual também possui a origem como unico equilibrio infinito, o qual € um no estdvel, pois
seus autovalores sao ambos reais e negativos. A carta Us coincide com o campo de vetores
e, desta maneira, nao precisa ser analisada, uma vez que isso jd foi feito para o campo
de vetores X. Podemos afirmar, portanto, que a carta Us tem um unico equilibrio que é

do tipo sela e estd situado na origem. Neste exemplo, como X € linear, isto €, tem grau
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d =1, e como as expressoes para P(X), nas cartas (Vi,¢¥y), k € {1,2,3}, sao as mesmas

de (U, ¢r) multiplicadas por

as andlises sao triviais. O retrato de fase global do campo de vetores X estd esbo¢ado na

Figura 3.5.

Figura 3.3: Retrato de fase global de X (z,y) = (—z,y) [9].

Exemplo 3.2.2. Para este exemplo, o objetivo € buscar o entendimento do retrato de

fase global do campo de vetores polinomial

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = (2 + 22 4 492, 10xy) )

Note que F ¢é polinomial de grau d = 2 e nao tem pontos de equilibrio (finitos), pois
P(z,y) nunca se anula. Além disso, a reta y = 0 € uma curva algébrica invariante e ao
longo dessa curva a dire¢cao do campo F' € leste.

Serd realizada a compactificacao de Poincaré do campo de vetores F', para entender o
retrato de fase global desse campo.

Carta U;. Na carta Uy, a compactificacao de F' tem a forma

v = 9u — 2uv? — 4u?, v = —v — 4duPv — 205

Os pontos de equilibrio infinitos sao obtidos fazendo v = 0, logo, tem-se

3 3
P1:(070)7 PQ_(_§70)7 P3_(§70>
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Denotando por G o campo de vetores que define a EDO acima, a matriz Jacobiana de G

calculada em cada um desses pontos de equilibrio resulta em

DG(P) = . DG(R) = DG(PR;) =
0 -1 0 —10
Consequentemente, pode-se afirmar que os pontos de equilibrio Py, Py e Ps sdo hiperboli-
cos, de forma que Py uma sela e Py e P3 nos estdveis.
Além disso, as andlises acima permitem concluir que a curva instavel de P estd no
bordo do disco de Poincaré, enquanto que a sua curva estdvel estd sobre o eizo v, ou
equivalentemente, sobre o eixo x.

Carta U;. Na carta Us, a compactificagao de F' tem a forma
u =4 — 9u® + 202, v’ = —10uw.

E imediato que (0,0) ndo é um ponto de equilibrio dessa equagdo, uma vez que a primeira
equacao nao se anula. Dai, uma vez que os pontos de equilibrio jd foram apresentados,
com excecao da origem da carta Uy, pode-se concluir que nao hd novos pontos de equilibrio
infinitos na carta Uy, terminando a sua andlise.

A compactificacao do campo de vetores F terd trés pontos de equilibrio infinitos na carta
Vi, denotados por Py, Ps e Py, 0s quais serao, respectivamente, os antipodas de Py, P
e P3. Isso ocorre porque o grau de F' ¢ d = 2, e, de maneira mais geral, par, entao
(=)t = —1.

Assim, os pontos de equilibrio infinitos Py, Ps e Pg sao:

Py € uma sela e Ps e Py sao nds instdveis, de forma que a curva estdvel de Py estd no
bordo do disco de Poincaré, enquanto que a sua curva instdvel estd sobre o eixo v, ou
equivalentemente, sobre o eixo x, o que € o exato oposto da carta Uy, pois o grau do
campo € par.

Nas Figuras 3.4 e 3.5 estao ilustrados os retratos de fase local e global de F'.
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Figura 3.5: Retrato de fase global de F(z,y) = (2 + 22 + 49, 10my). [9]

Observe que o retrato de fase de F' parece ter uma simetria por reflexao com rela¢ao ao
eilTo T.

De fato, considere a involugao analitica

QO:RQ _>R27 gO(ﬂf,y):(fE, _y)
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O conjunto dos pontos fixos de ¢ € o eizo x e, decorre imediatamente, que

Do(z,y) F(z,y) = F(e(z,y)),  V(z,y) e R?

provando, assim, a tal simetria por reflexao com rela¢ao ao eixo x.

3.3 Equivaléncia trigonométrica

Sejam as fungdes f e g definidas no artigo [2] para 6 € [0,27) como abaixo

~
—
5)
S—
Il
Q
@}
wn
—
S)
S—
3
~—~
Q
@}
wn
—
5)
S—
107}
D
=
—
52)
S~—
S~—
+
107}
D
=
—
5)
S—
3
—
o
@]
wn
—
S5
S~—
w0
@
=
—
52)
S~—
~—

(3.4)
Sabe-se, pela Proposi¢ao 3.1.1 que um ponto (u,0) é um ponto de equilibrio infinito
de P(X) se, e somente se, satisfaz a equagao
F(u) == Qa(1, u) — uPy(1,u) = 0,
para (u,0) € S' N (U; UV}) e satisfaz, para (u,0) € S'N (Uy U V3)
G(u) :== Py(u,1) —uQq(u,1) = 0.

Lema 3.3.1. A condi¢ao na Proposi¢ao 3.1.1 para a existéncia de equilibrios infinitos no

equador € equivalente a existencia de um zero real da funcao g, na qual
g:10,27) = R

estd definida na equagao (3.4). De maneira andloga, € equivalente a existencia de um zero
real da funcao f, na qual

f:[0,2m) = R
estd definida na equagao (3.4) acima.
Demonstracao. Pode-se dizer que nas cartas Uy e V7, tem-se
u = tan(f)

pela definicao da tangente, tal como na Figura 3.6 abaixo
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cos(d)

sen(f)

Figura 3.6: Justificativa geométrica para u = tan(f). A carta U; esté representada pela curva
tracejada em vermelho, enquanto a carta V; esta representada pela curva tracejada em azul. Os

pontos representados sao as descontinuidades das cartas U; e V.

Dai, substituindo a equivaléncia acima na funcao F da Proposicao 3.1.1, tem-se

F(u) = F(tan(0))
= Qq(1,tan(f)) — tan(0)Py(1, tan(0))
B sen(f)\  sen(6) sen(0)
= <1’ COS(9)> cos(0) Fa (1’ cos(é’))
— Neos cos(d) sen(d)\ cen cos(#) sen(6) 1
B [ (6)Qu (cos(@)7 cos(Q)) (6)F4 (cos(@)’ COS(@)):| cos(f)’

Como, por definicao, os polinémios P e ) sdao homogéneos, cada um dos termos nos
polndomios P; e Qg possui um fator cos™¥(f). Colocando esse fator em evidéncia na

equacao, tem-se

F(tan(9)) = [cos(0)Qa(cos(8),sen(f)) — sen(8) Py(cos(d),sen(h))].

cos?t1(6)
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Lembre que as raizes da funcao F' sao exatamente os valores para os quais a funcgao se

anula. E fato que
1

cos®1(6)
nao se anula para valores reais em 6, e, além disso, esta fragao é indeterminada quando 6
¢ um multiplo de 7/2. Contudo, as cartas U; e V) que estao sendo analisadas nao cobrem

os multiplos de 7/2, uma vez que a tangente é indeterminada nesses pontos. Sendo assim,

para que a funcao F' tenha raizes, é preciso garantir que
cos(0)Qa(cos(8),sen(d)) — sen(f) Py(cos(#),sen(d)) = 0,

ou, de maneira equivalente, garantir a existéncia de um zero real da fungao g, definida na
equagao (3.4), concluindo a primeira parte da prova.
De maneira analoga, considere a Figura 3.7 abaixo.

cos(0)

sen( @)

Figura 3.7: Justificativa geométrica para u = cot(f). A carta Us esta representada pela curva
tracejada em azul, enquanto a carta V5 esta representada pela curva tracejada em vermelho. Os

pontos representados sao as descontinuidades das cartas Us e Va.

Neste caso, para as cartas Us e V5, tem-se

u = cot(0)
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pela definicao da cotangente ser inversa da tangente. Dai, substituindo a equivaléncia

acima na func¢ao G' da Proposicao 3.1.1, tem-se:

= Py(cot(), 1) — cot(8)Qa(cot(6), 1)
B cos(f) _ cos(®) cos(0)
= Fu (sen(@)’ 1) Sen(Q)Qd (sen(G) 7 1)

= paor (55 @)~ 0 (g )| o

Uma vez que a homogeneidade dos polindmios P e (), garante a existéncia de um fator

cos~4(f) em cada termo dos polnémios P, e Q4, pode-se chegar em

G(cot(0)) = sen(0) Py(sen(f), cos(0)) — cos(0)Qqa(sen(h), cos(0))] .

sen®t1(9) |

Dai, como
1

sen?t1(0)
nao se anula para valores reais em 6, e, além disso, esta fracao ¢ indeterminada quando 6 é
um multiplo de 7, pode-se afirmar que a fracao acima é indeterminada apenas nos pontos
de descontinuidade da cotangente, evidenciando que nao ha problemas de indeterminacao
neste caso. Sendo assim, as raizes da funcao G nas cartas U, e V5 sao os valores de 6 para
os quais a func¢ao f definida em (3.4) se anula, ou seja, suas proprias raizes. Conclui-se a

prova da afirmacao. |



Capitulo 4

Resultados Principais

4.1 Teorema 4.1.1

Antes de apresentar o primeiro resultado base para este estudo, sera feita a apresen-
tacao e demonstracao de dois lemas.

O primeiro lema apresentado nesta se¢ao pode ser encontrado em 2| e é fundamental
para a demonstracao dos dois primeiros itens da prova do Teorema 4.1.1, o qual sera

enunciado, demonstrado e exemplificado na sequéncia.

Lema 4.1.1. Sejam P™(z,y) e Q™(z,y) polindmios homogéneos de graun > 1. A curva

F(z,y) = 2Q"(x,y) —yP"(z,y) = 0 (4.1)
¢ uma curva algébrica invariante do sistema (2.14).

Demonstracao. O objetivo é mostrar que a curva F' = 0 contém oOrbitas do campo de
vetores associado & equagao (2.14). Para isso, sera calculado o produto interno entre o
gradiente de F' e o campo de vetores que define (2.14) e o resultado deve ser nulo em

F = 0. Considere, na equacao (2.14)

' =P(x,y) = x4+ P"(z,y), ¢ =Q(zx,y)=y+Q"(x,y). (4.2)

De (4.2) acima, tem-se que o produto interno do gradiente de F' pelo campo de vetores
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que define (2.14) é dado por

oOF oF oF oF , . oF oF , .
Reorganizando a equagao (4.3),

oF oF oF oF or oF

55 D@, y) + a—yQ(fﬂ,?J) =5, )+ a—y()\y) + o (P(z,)) + a—y(Qn(fB,y))- (4.4)

Uma vez que P e () sao fungoes homogéneas de grau n, pode-se aplicar o Teorema de Euler

para Funcoes Homogéneas 2.2.2 para afirmar que sao validas as seguintes equivaléncias

OP"(z,y) =~ OP"(x,y)
— npP" 4.
e TV, nP"(z,y) (4.5)

ox y
De maneira a organizar os caculos, a equagao (4.4) foi dividida em duas partes, como
abaixo
oF or
I= a—gj()\x) + 8_y(>\y) (4.7)
e
oF , . oF , .
IT = ——(P"(,y)) + a—y(Q (z,9))- (4.8)
Desenvolvendo I e usando as notagoes P"(z,y) = P" e Q"(z,y) = Q™, obtem-se
oF OF Q™ opP™ oQ™ opP™
— (A —\y)=1Q" — A —pP" — A
L (e R e R V)
[ oQ" opP™ aQ™ oP™
_ n 2 _ _ n — a2
—)\_(xQ +x pe xyﬁx)—l—( yP —i—xyay Y ay)]
[ oQ" oP™ Q™ oP™
_ n 2 - _ w a2
—/\_xQ e or Y ox ybP oy dy Y 6y}
] " Q™ o™\ oP™ . oP™
—)\_m(Q -l—xax +yay) y(zax + P +yay)}

Agora, aplicando o Teorema de Euler 2.2.2 como adaptado nas equagoes (4.5) e (4.6) no

desenvolvimento acima, tem-se

T )+ 5 00) = Ao (Q" Q") = y (P + nP)] = Als(n + D)@ = yln-+ 1"

=An+1)[zQ" —yP"] = An+ 1)F(x,y).
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oF oF
A Ay) = A HF :
52 0) + 5-00) = Mo+ )F(z.)
Por outro lado, desenvolvendo I e também considerando P™(z,y) = P" e Q"(x,y) = Q",
de maneira a facilitar os calculos, obtem-se
oF oF Q™ opP™ Q™ oP™
P + ny — n o pn _ pn _ n
T+ S = (@G -0 >+(x8y v )(@)
oQ" opP™ (’9 " 8P”
ox ox
ox Or
Dai, fazendo as modificagoes convenientes no Teorema de Euler 2.2.2, tem-se as igualdades
abaixo
or" _ nP" — xapn e x@Q" =nQR" — 0"
Y oy Ox or Y oy’

as quais, aplicadas no desenvolvimento anterior, resultam em

OF oQ" apn} Lo { oQn

(935(

_yP”

n F n\y __ pn n _
P @) =P [ Sy

—nP" +
dy

or"

x
ox
_ pn [nQ" _y (6Qn +Pnapn)} Lo { WP 4 a <8Qn

+

|

ox
oP"
ox

dy 0 oy
=nPQ" —yP" 00" | pn0P") nP"Q" + Q" 0 |
dy Ox dy
_ oQ" | pndP" W (0Q"  oP
_yP(ay+Pa)+Q(y 83:)
_ n n (0Q" 0P oQ"
= cur 0@ (55 4 PO = Pl (S +
De I e 11, conclui-se que
oF OF B oQ" naPn
oD@y + a—y@(x,y) = \n+1)F(z,y) + F(z,y) ( 5t e )
_ oQr opP"
= F(z,y) {A(n+1)+ T o } .
E, portanto, em F' =0,
oF OF
e Pla0) + 5 Q) = .

)

7 )

)

Isso significa dizer que o vetor normal a curva F' = 0 também é normal a pelo menos uma

das orbitas do campo, ou seja, F' = 0 coincide com pelo menos uma das 6rbitas do campo
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de vetores associado & equagao (2.14). Portanto, F' = 0 é uma curva algébrica invariante

do sistema (2.14), concluindo a prova. |

O segundo lema desta segao pode ser encontrado em [10] e tem a finalidade de facilitar

a compreensao da demonstra¢ao do item (c¢) do Teorema 4.1.1.

Lema 4.1.2. Considere as fungoes continuas ag,ar,as : I = [0,1] — R. A equagio

diferencial ordindria nao auténoma do tipo (Riccati)

dx
pri ao(t) + ay(t) x + as(t) 22, (4.9)
definida em (4.9), tem, no mdximo, duas solugoes periddicas, ou todas as solugoes sao

periodicas.

Demonstragao. Suponha que a equagao diferencial (4.9) tenha duas solugdes periddicas
diferentes, as quais serao denotadas por x; e xo, e considere a mudanca de varidveis

2(t) — a1 (1)

P

Dessa mudanca de variaveis tem-se

z1(t) — 21(2)

nlt) =yt m(0) = L= =0
_ _m) —n)
walt) = y(t,aa(t) = T — T =1

Ou seja, ela transforma z1(t) em y1(t) = 0 e x5(t) em yo(t) = 1.
Considerando z(t) = z, x1(t) = x1 e x2(t) = x2, tem-se que a mudanga de variaveis acima,

modifica a equagao diferencial (4.9) como abaixo

dy (@ —z) (22 —m1) — (& —21) (22 — 21)
dt 4 (g — 21)?
_ @ =) (e — 1) — (2 — 2) (2 — 27)
(2 — @1)?

Para avancar no desenvolvimento, o numerador da fracao acima sera dividido em duas
partes, sendo

I= (2" —2))(z2 — 1)



48

IT = —(z —x1)(2h — ).
Aplicando (4.9) com ag(t) = ag, a1(t) = a; e as(t) = az em I, tem-se
I = [(ap + a1z + asz®) — (ag + a1x1 + axx})] (z2 — 1)
3

= @ xTy + a2x2x2 — a1 xxr] — a2x2x1 — a1T1To — agxfxg + alx% + aqxy.

Da mesma maneira, aplicando (4.9) com ag(t) = ag, a1(t) = ay e as(t) = ag em 11,

2 2
IT = (21 — 2) [(a0 + a1 + az23) — (ag + arx1 + azx?)]
_ 2 2 2 3 2
= Q1X1T2 + A2T1T5 — A1 TXy — A2TTH — A1T] — Qx| + A1 XT1 + Axx].
Juntando os termos em [ e 11, tem-se

I+ II = asx’zy — aga’a; — agxfxg + agxlxg — agzng + agxx%

= ay(v’7y — %7, — TlT0 + W75 — X5 + 2TT)
= ap [27 (22 — 1) — 2(22 — 1) (22 + 21) + T132(22 — 21)]
= as(zy — 21) [2° — x(22 + 1) + 122

= ay(zy — 21) (2% — 229 — 2T, + T179)

Devolvendo o denominador & fragao, tem-se

;@ —a)(z —21) (2 — 19)

(29 — 1)?
_ as(x — 1) (x — 23)

= agy(z — T2).
E, reescrevendo a equacgao acima de maneira conveniente, tem-se

d
d—izy’ZA(t)y(y—l), tel, (4.10)

sendo A(t) = as(t)(x2(t) — z1(t)). Pela suposigao inicial 21 e x5 sdo solugoes periddicas,

e, como uma solugao x(t) de (4.9) é periddica se, e somente se, a correspondente solugao
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y(t) = y(t, z(t)) de (4.10) é periodica, tem-se que y; e Yo sdo solugdes periodicas de (4.10).

Considere a nova mudanga de variaveis abaixo,

z=2(ty(t) = = —5—

a qual transforma a equacgao diferencial (4.10) em

5 (¥ =0y —y'(y — 1)

)
_Yy—yy+y
= "
yl
NG
Substituindo ¥’ da equacao anterior, tem-se
Ay(y — 1
L M; ).
E, por fim, pode-se concluir que
dz
— = A1) 2, tel. 4.11
R CE (111)
Com esta nova mudanga de variaveis, a solu¢ao y»(t) = 1 é transformada na solugao

29(t) = 0, enquanto que a solucdo yi(t) = 0 é transformada na “solu¢ao” 2z;(f) = co. A

equagao diferencial (4.11) é linear, de onde a sua solugao geral tem a forma

2 01— R, 2(t) = exp (/Ot)\(s) ds) 20, wER.

Se X
/ A(s)ds # 0,
0

entdo a unica solugao periodica de (4.11) é exatamente z3(t) = 0, obtida tomando a

/01A<s> ds =0,

entdo toda solugao de (4.11) e, portanto, de (4.10) e de (4.9), sdo periodicas, concluindo

condigao inicial zy = 0. Se

a prova do lema. |

Na sequéncia, segue o primeiro resultado principal deste estudo, juntamente com a

sua demonstragao.
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Teorema 4.1.1. Considere a equagao diferencial polinomial em (2.14) e as fungoes defi-

nidas em (3.4), com A #0 en > 1.
(a) Sen € par, o sistema (2.14) nao tem solugoes periddicas ao redor da origem.

(b) Se n é impar e g(0) se anula para algum 6 € [0,27), entao o sistema (2.14) nao

possui solucoes periodicas ao redor da origem.

(c) Sen € impar e g(0) # 0 para todo 8 € [0,2m), entdo a origem € o unico ponto de

equilibrio do sistema (2.14). Além disso, se

A [P f(0)
), md9<0 (4.12)

entao o sistema (2.14) tem exatamente um ciclo limite ao redor da origem.

Demonstragao. Por abuso de notagao, F' pode assumir a notagao da curva (4.1) ou
do campo de vetores (2.14) durante a demonstragao. Para evitar desentendimentos, o
contexto da notagao sera indicado antes da utilizacao.

Para os primeiros dois itens da prova, tem-se a mesma ideia principal, sendo que a base

para a demonstragao dos itens (a) e (b) segue do Lema 4.1.1.

Item (a): Ja foi verificado na demonstracao do Lema 4.1.1 que, para F' definida em (4.1),
F =0 é uma curva invariante do sistema (2.14). Ao mesmo tempo, pode-se afirmar que
F é um polindmio homogéneo de grau n + 1, pois se trata da adicao de dois polinémios
homogéneos de grau n multiplicados por um termo de grau 1. Como, por hipotese, n é
par, pode-se afirmar que n + 1 é impar e, consequentemente, F' tem um fator linear da
forma az+by # 0, o qual também é uma curva algébrica invariante do sistema (2.14). Em
resumo, a reta ar + by = 0 é invariante e contém a origem, o que implica que o sistema

(2.14) nao tem orbita fechada ao redor da origem, concluindo a prova do item (a).

Item (b): Da mesma maneira, utilizando o Lema 4.1.1 e assumindo que #* € [0,27)

¢ uma raiz de g na equagdo (3.4), pode-se afirmar que g = 0 é uma curva algébrica
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invariante da equagao (2.14), pois é equivalente & F' = 0 da equagao (4.1), como pro-
vado na equivaléncia trigonométrica do Capitulo 2. Sendo assim, existe um fator linear
xsen(f) —ycos(f) = 0 que também ¢é uma curva algébrica invariante de (2.14) e que passa
pela origem, mas nao é identicamente nulo. Tal como no item (a), pode-se afirmar que
pelo menos uma das orbitas do campo coincide com essa reta que passa pela origem e,

portanto, (2.14) nao possui orbitas fechadas ao redor da origem, provando o item (b).
Item (c): Para o item (c), a prova sera dividida em trés partes, como abaixo

Parte I. Nas hipoteses do Teorema 4.1.1, a equagao diferencial (2.14) ndo tem ponto de
equilibrio diferente da origem.
Supde-se, por contradi¢do, a existéncia de um ponto de equilibrio (zg,40) # (0,0) do

campo de vetores F, definido em (2.14). Neste caso, F/(zo,%0) = (0,0), de onde

0= Azg + P"(20,%0), 0= Ayo+ Q"(xo,%0)
o que implica

P"(x0,40) = — 70, Q" (0, Y0) = —Ayo- (4.13)
Considera-se a reta unindo esse ponto de equilibrio & origem, isto é,

R = {s(xo,y0) : s € R}.
Calculando F' sobre os pontos dessa reta, tem-se
F(sxq, syo) = ()\(sxg) + P"(sxo, SYo), AM(syo) + Q" (sxo, syg))

(
= (s5(Azo) + s™(=Azo), s(Ayo) + 5" (= Awo))
((s — s")A\xg, (s — s”))\yo)

(

s — s")A (o, Y0) = a(s) (o, y0), Vs eR.
————

a(s)

E, assim, a reta R é invariante pelo campo de vetores I, o que impossibilita a existéncia
de uma orbita fechada em torno da origem. Contudo, a contradi¢ao ainda nao foi alcan-

cada. Para tal, basta provar que as extremidades da reta R sao pontos de equilibrio da
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compactificacio de Poincaré de F' em S'.
Seja a coordenada zy # 0. Caso contrario, se xg = 0, basta analisar yy # 0. Considere a

inclinagao de R, isto é
_w
Zo ’

Uog

De acordo com a Proposicao 3.1.1, os pontos de equilibrio da compactificacao de Poincaré

de F em S! na carta U; sao dados por (u,0) sendo que u satisfaz
Q"(1,u) —uP"(1,u) = 0.

Assim,

O™(1, 1) — uo P"(1,u0) = Q" (1, @) _ % pn (1, @)

Zo Zo Zo

T T
_ o (_y_) _ Yo pr (_y_)
To To Zo To Lo

1

= 1 [20 Q" (20, Y0) — Yo" (20, Y0)]
0

1

= —1 [To(=AY0) — Yo(—=Azo)] = 0.
0
Em outras palavras, pode-se dizer que (ug,0) é um ponto de equilibrio da compactificagdo
de Poincaré de F' em S! na carta U, obtendo uma contradicao e terminando a prova da

Parte 1.

Parte II. Nas hipoteses do Teorema 4.1.1, existe pelo menos um ciclo limite ao redor da
origem.

Para essa demonstragao, serao feitas trés mudancas de variaveis, de forma a transformar a
equagao num modelo conveniente para a anélise posterior. Tomando coordenadas polares

x =rcos(f) e y=r sen(d) e derivando com relagao a ¢, tem-se

d

d—f = 1" cos(#) — rsen(6)8',
e

d

d—gt/ = r"sen(f) + r cos(0)6'.

Substituindo na equagao (2.14), obtem-se

Arcos(0) + P™(rcos(f),rsen(f)) = r' cos(f) — rsen(0)6’ (4.14)



Arsen(0) + Q" (r cos(0),rsen(6)) = r'sen(f) + r cos(9)6'.

Isolando ¢’ na equacdo (4.14), tem-se

—rsen(0)8 = Arcos(0) + P™(r cos(8),rsen(f)) — r’ cos(h)

de onde
b Arcos(f) + P™(rcos(f),rsen(d)) — 1’ cos(0)
—rsen(6)
_ —Arcos(0) — P"(r cos(0),rsen(0)) + 1’ cos(d)
rsen(f) ’

e, repetindo esse processo na equacao (4.15),
rcos(0)0" = Arsen(6) + Q" (r cos(8), rsen()) — ' sen(6)

o que implica que

_Ar sen(6) + Q"(r cos(0),rsen(0)) — r’ sen(@)‘

f rcos(6)
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(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Como as equagoes sao equivalentes, pode-se encontrar 1’ igualando as equagoes (4.17) e

(4.19). Considere P™(rcos(f),rsen(f)) = P™ e Q™(rcos(f),rsen(f)) = Q™ para facilitar

os calculos.

—Arcos(0) — P" +1'cos(f)  Arsen(f) + Q" — 1" sen(6)

rsen(6) B rcos ()

o que implica que

—Ar? cos?(6) — rcos(0) P" + r'r cos*(0) = Ar?sen?(6) + rsen(6)Q™ — r'r sen®(0)

de onde se obtém

r'r cos®(0) 4+ r'rsen®(0) = Ar? cos*(0) + 1 cos(0) P + Ar® sen®(6) + rsen(0)Q".

Usando a identidade trigonométrica, tem-se

. Ar?cos?(0) + rcos(0)P" + Ar? sen?(0) + rsen(6)Q"

r =
r

= Ar + cos(0)P" + sen(6)Q".



o4

E, voltando P"™ = P™(r cos(f),rsen(f)) e, Q" = Q™ (r cos(d), rsen(h)), tem-se
r" = Ar + cos(0) P"(r cos(6), rsen(f)) + sen(0)Q" (r cos(8), r sen(6))
= Ar + 1" [cos(0) P"(cos(f), sen(f)) + sen(6)Q" (cos(f), sen(h))] .

E, por fim,
r'=Xr+1r"f(0). (4.20)
Por outro lado, isolando 7’ nas equagoes (4.14) e (4.15), tem-se
r’ cos(f) = Arcos(0) + P"(rcos(6),rsen(6)) + rsen(6)6’ (4.21)
o que implica que
,  Arcos(f) 4 P"(rcos(f),rsen(f)) + rsen(6)0

r = cos(0) (4.22)

r’ sen(f) = Arsen(0) + Q" (r cos(f),rsen(6)) — r cos(6)6’ (4.23)
o que implica que

o Arsen(f) + Q" (r cos(f),rsen(f)) — r cos(0)d' (4.24)
sen(6) ' |

[gualando (4.22) e (4.24) e tomando P"(r cos(6),rsen(f)) = P" e Q™(r cos(d),rsen(f)) =
Q" pode-se obter

Arcos(0) + P" 4 rsen(0)0  Arsen(0) + Q" 4 7 cos(0)0'
cos(0) B sen(f)

de onde
Arsen () cos(#) + sen(8) P" + rsen®(0)0' M sen () cos(#) + cos(6)Q™ — r cos*(0)0.
Isolando @', obtem-se
rsen®(0)0 + rcos* ()0 = —sen(#) P™ + cos(0)Q".
Voltando, mais uma vez, P" = P"(rcos(#),rsen(d)) e @™ = Q"(r cos(#), rsen(d)), tem-se

r = —sen(6)P"(r cos(6),rsen(h)) + cos(8)Q" (r cos(8), r sen(h))
= r" [—sen(f)P"(cos(#),sen(0)) + cos()Q" (cos(f), sen(h))]
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de onde se obtém
0 = r" ! [—sen(#) P"(cos(),sen(8)) + cos(0)Q™(cos(f), sen(d))] .

E, por fim,
0 = g(@)r" . (4.25)

Tendo em conta a mudanca de variavel acima e que

dr
dr gt
do ~ do’
dt
conclui-se que
dr A f(6)

B gt ) .

Contudo, nesse formato nao é possivel garantir que o denominador nao seja nulo, pois,
apesar de g(f) # 0 por hipotese, nada se pode afirmar sobre r. Entao, como forma de
garantir que o denominador nao seja nulo, sera feita outra mudanga de variavel.

: _ . 1
Considerando p = r*~1, pode-se concluir que r = pn-1 e, consequentemente,

Fazendo a mudanga de variavel em (4.26), obtem-se,

L T S () gty (4.27)

n—2

g0 9)

concluindo que a equagao diferencial (4.26) tem a forma

A +(n—1) f0) p (4.28)

g9(9) g9(9)

na variavel p. Agora, ja é possivel afirmar que o denominador nao se anula, pois g() # 0,

dp
@—(n—l)

para todo 0 € [0, 27| pela hipotese do item (c).
Na equagao acima, pode-se notar que a estabilidade na origem p = 0 é dada pelos termos
de mais baixo grau, e, como n — 1 é sempre positivo, para p > 0 suficientemente pequeno,

a estabilidade na origem é dada pelo sinal de

A
Ol (4.29)
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Apesar da anélise, a equagao (4.28) ainda nao esté no formato desejado. Seré feita uma
nova mudanga de variaveis de forma a garantir que a equacao (2.14) esteja no formato da
equagao de Riccati (4.9), como no Lema 4.1.2.

Finalmente, considerando R = 1/p, tem-se

_ 1
p - R?
, —1
s
o que, substituindo em (4.28), resulta em
1 A £(0)1
-1+ (n—1)
T e
E, por fim,
IR £(6) -
—=1-n)—=R+(1—n)—R". 4.30
g T ) 30

Agora, a equagao (2.14) esta no formato do Lema 4.1.2 e, portanto, pode-se afirmar que
a equagao (4.30) tem, no maximo, duas solugoes periodicas ou todas as solugoes sao
periodicas.
Interpretando a equagao diferencial (4.30) no cilindro Rsy x S', definida pelo campo de
vetores

f(9)

G(R,0) = ((1—n)mR+(1—n)ﬁR2,l),

pode-se afirmar que a orbita fechada ¢ dada por R = 0. O Teorema 2.1.8 garante que a
estabilidade de uma orbita fechada é determinada pelo sinal da integral da divergéncia
do campo de vetores ao longo dessa érbita. A divergéncia do campo de vetores G (em

coordenadas polares, veja a equagao (2.10)) em R = 0 tem a forma

. 1 ORG, 1 0Gs
d 0) =1+ 0)+—=—-(R,0
wG0.0) = | G R0+ § R0
f(9)
2(1 —n)—=
( )9(9)
Segue que a estabilidade da orbita fechada R = 0 é dada pela expressao
2m
[T 4 (4.31)

o 9(0)
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visto que 2(1 —n) < 0. Deste modo, a origem e a orbita fechada no bordo do disco de
Poincaré terao a mesma estabilidade se o produto das expressoes em (4.29) e em (4.31)

for positivo ou, equivalentemente, devido ao sinal negativo em (4.31),

A [0
m ; MCZ9<O,

ou seja, se a desigualdade em (4.12) é satisfeita.

Parte III. A equagao (2.14) possui um tnico ciclo limite ao redor da origem.

A equagao (4.30) é uma equagao de Riccati, a qual tem, no méaximo, duas solugoes perio-
dicas ou todas as solucoes sao perioddicas, de acordo com o Lema 4.1.2. E, como a equacao
diferencial original (2.14) é analitica e tem um no estrelado na origem, nao é possivel ter
um continuo de orbitas fechadas, ou seja, nao é possivel que todas as solugoes da equagao
de Riccati acima sejam periodicas. Logo, esta equacao de Riccati tem, no maximo, duas
solucoes periddicas, sendo que uma delas corresponde a R = 0, ou equivalentemente, a
p = o0o. Sendo assim, essa equacao tem, no maximo, mais uma solucao periodica, exa-
tamente aquela correspondente a da prova da existéncia, terminando, assim, a prova do

Teorema 4.1.1. [}

4.1.1 Exemplo

Exemplo 4.1.1. Seja
= Sekat -y (4.32)
y' =8y +a°+y’
uma equagao diferencial na forma de (2.14) com A = —8. Serd feita a verifica¢ao de que
(4.32) possui um ciclo limite em torno do nd estrelado da origem.
Note que a origem €, de fato, o unico ponto de equilibrio do sistema e € um no estrelado,
uma vez que a equag¢ao acima estd na forma da equagao diferencial (2.14). Além disso, o

grau dos polinémios homogéneos P"(x,y) e Q"(x,y) € 3, e, portanto, o sistema nao estd

nas hipdteses do item (a) do Teorema 4.1.1.
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Para o item (b), serd feito abaizo o cdlculo de g(0), com x e y em coordenadas polares
9(0) = cos(8) [cos®(0) + sen®(0)] — sen(f) [cos®(#) — sen®(6)]
= cos*(0) + sen®(6) cos(#) — sen(f)cos®(0) + sen’(9).
Usando as relagoes

sen(26)
2 Y

1-— 2
sen?(f) = # e cos?(0) =

1 + cos(260)
2 Y

sen(f) cos(0) =

tem-se

(1 + cos(260) ) sen(26) (1 —cos(20) 1+ COS(QQ)) (1 — cos(20))2
+ - +
2 2 2 2
_ 1 cos(29) N cos’(20)  sen(260)cos(20) 1 cos(20) N cos?(26)
1T 4 2 4 2 4
1 N cos®(20)  sen(20) cos(20)
2 2 2 ’
€, por ﬁm7
1 1-+cos(40) sen(40)
3 N cos(46)  sen(49)
4 4 4

Sendo assim, g(0) nao se anula para nenhum 6 € [0,27), pois tem-se
1
g(0) = Z(_ sen(46) + cos(46) + 3), (4.33)

descartando a condigao do item (b).

Para verificar o item (c), considere, omitindo os cdlculos,
1
f(0) = Z(sen(49) + cos(40) + 3), (4.34)

a qual foi obtida de maneira andloga a g(0) calculada anteriormente.
Assim, como f e g sao positivas para todo 0 € [0,27), a integral em (4.12) é positiva e,
uma vez que X < 0, o sistema satisfaz as condigoes da alternativa (c), e tem exatamente

um ciclo limite ao redor da origem, como ilustrado na Figura 4.1 abaizo.
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Figura 4.1: Retrato de fase local de 4.32. [11]

Neste exemplo pode-se perceber que, quando f e g sao positivos ou negativos no
intervalo [0, 27), a existéncia (ou ndo) dos ciclos limites fica condicionada ao termo A\. Em
particular, para o exemplo acima, qualquer A < 0 garante a existéncia de um tnico ciclo

limite ao redor do equilibrio da origem, pois os demais termos sao todos positivos.

4.2 Teorema 4.2.1

Em [7], Gasull, Yu e Zhang avangaram um pouco mais na dire¢ao da quantidade de
ciclos limites ao redor de um equilibrio na origem. No artigo, os autores apresentam trés
resultados que avancam no sentido da proposta deste estudo, os quais serao apresentados
neste capitulo, por meio desta e das proximas segdes. A equagao (2.14) comega a ser
generalizada e contemplar outros tipos de equilibrios e os resultados evidenciam outra

caracteristica importante dos ciclos limites: a estabilidade.
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Considere as matrizes

Ll == 5 L2 - y L3 = y (435)

com A\ >0em Ly, A #0em Ly e f# 0 em L3. Tais matrizes, podem ser generalizadas

por

L= , (4.36)
c d
com a, b, ¢ e d valores reais quaisquer de forma a satisfazer L;, Ly ou L3. Seja X =

(z,y) € R? e considere a equagao diferencial
X'=LX+(P"(X),Q"(X)),
ou equivalentemente,
¥ =ax+ by + P"(x,y), Yy =cr+dy+ Q" (z,y), (4.37)

com P™ e Q" polindmios homogéneos de graun > 1. A equacao acima é uma generalizacao
de (2.14), sendo que quando b e ¢ sdo nulos e a = d, as equagdes sao iguais.

Em coordenadas polares, tem-se
x=rcos(f) e y=r sen(d)
e suas respectivas derivadas
' =1r"cos(f) —rsen(0)d e y =r"sen()+ rcos(6)d'.

Partindo dai, pode-se realizar a mudancga de variaveis na equagao (4.37). Substituindo
em (4.37), tem-se
" cos(0) — rsen(0)8’ = ar cos(0) + brsen(f) + P"(r cos(), r sen(h)),

(4.38)
'’ sen(f) + rcos(0)8 = crcos(0) + drsen(f) + Q" (r cos(#), rsen(6)).
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Isolando 0’ nas equagoes (4.38) acima, tem-se

ar cos(0) + brsen(6) + P™(r cos(8), rsen(f)) — r’ cos(f)

b= —rsen(f)
g - cos(f) + drsen(f) + Q™ (r cos(0), rsen(d)) — r’ sen(6)
7 cos(6) '
Agora, usando
P"(rcos(@),rsen(d)) = r"P"(cos(f),sen(d)) = r" P" (4.39)
Q" (rcos(f),rsen(f)) = r"Q"(cos(),sen(h)) = r"Q" (4.40)

para facilitar os calculos e igualando as equagoes acima, tem-se
cos() [(ar — ') cos(0) + brsen(6) + r" P"] = —sen(#) [cr cos(0) + (dr — 1) sen(6) + r"Q"],
de onde,
' =r [acos*() + dsen®(6) + (b + c) sen(6) cos(6)] + cos(6)r" P™ + sen(6)r"Q"
= u(0)r + cos(f)r" P" + sen(0)r"Q".

E, por fim,
' =u(@)r + f(O)r". (4.41)

Por outro lado, isolando 7’ nas equagoes (4.38), tem-se

. rsen(0)¢ + ar cos(8) + bzzg?@(f) + P"(rcos(f),rsen(0)) (4.42)

o T cos(0)8' + cr cos(0) + Ci;i?g)(e) + Q" (rcos(6),r sen(@))‘ (4.43)

[gualando as equagdes acima e simplificando tal como nas equagoes (4.39) e (4.40), tem-se

a equagao

sen(f) [sen(8)(rd’ + br) + ar cos() + r" P"| = cos(0) [cos(8)(cr — r8') + drsen(f) + r"Q"],
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a qual pode ser reescrita como

r[ccos?(0) — bsen?(0) + (d — a) sen(0) cos(#)] + r™ [cos(9)Q™ — sen(6) P"]
= ccos?(#) — bsen?(0) + (d — a) sen(f) cos(6) + r" ! [cos(0)Q™ — sen(6) P"] .

0 =

E, por fim,
0 =v(0) + g(0)r" . (4.44)
Da mudanca de variaveis acima, pode-se dizer que a equagao (4.37) tem a forma,

Y =u()r+ FO) ", 0 =v(0) +g(0) ", (4.45)

sendo 0 € [0,27) e

I
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0) = ccos*(0) — b sen?(0) + (d — a) sen(8) cos(h), (4.46)

Define-se a funcao
F:0,2r) — R, F(0) =u(0)g(0) —v(0) f(6). (4.47)

Para compreender o enunciado do teorema que serd apresentado na sequéncia é im-
portante relembrar que a estabilidade de um ponto de equilibrio coincide com o sinal de
uma funcao h a valores reais quando h > 0 implica que o ponto de equilibrio é instavel,
e h < 0 implica que o ponto de equilibrio é estavel. O mesmo pode ser dito de orbitas

periddicas ou do infinito de um campo de vetores polinomial.

Teorema 4.2.1. Se a fun¢ao F' em (4.47) nao se anula, entao a origem € o unico ponto
de equilibrio da equagdao (4.37). Neste caso, a equagdo (4.37) tem, no mdzimo, um ciclo
limite, o qual, se existe, € hiperbolico. Além disso, a estabilidade desse ciclo limite coincide
com o sinal de F', se o ciclo limite tem orientacao hordria, e é oposta ao sinal de F', se

o ciclo limite tem orientacao anti—hordria.
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Em outras palavras, se o ciclo limite tiver orientacao horaria, entao o ciclo limite
é instavel quando F' é positiva e estavel quando F' é negativa. Caso contréario, se a
orientacao do ciclo limite for anti-horaria, o ciclo limite é instavel quando F' é negativa e
estavel quando F' é positiva.

Considere o caso em que a equagao (4.37) tem a forma estudada no Teorema 3.1.1.

Mais especificamente, pode-se afirmar que se a origem é um noé estrelado, entao
a=d=A=pu#0, b=c=0,

u@) =X, v(@) =0, F(@@)=Ag(0), Vo € [0, 2m).

Deste modo, a fun¢do F' em (4.47) ndo se anula, se, e somente se, a fun¢do ¢g nao se anula.
E, para esse caso, o teorema garante que a equagao tem, no maximo, um ciclo limite e
viabiliza a compreensao da estabilidade dessa o6rbita fechada, se ela existir.

Note que F' é uma funcao polinomial trigonométrica homogénea de grau n + 3 nas
variaveis cos(f) e sen(f), e, portanto, a hipotese do Teorema 4.2.1 que afirma que (4.47)
nao se anula s6 pode ser satisfeita se n for impar.

Antes da prova do Teorema 4.2.1, serdao enunciados e provados quatro lemas funda-

mentais para a compreensao deste resultado.

Lema 4.2.1. Se a fun¢do F' em (4.47) ndo se anula, entdo a origem é o unico ponto de

equilibrio da equagao (4.37).

Demonstragao. Seja um ponto de equilibrio de (4.37) denotado pelas coordenadas

(ro,00) e diferente da origem. De (4.45), tem-se
u(fo) ro + f(0o) g =0 e v(h) +g(0o) 15" =0,
resolvendo o sistema acima, tem-se que

0 = (u(fo) 70 + f(60) 75) v(6) — 70 (v(Bo) + g(60) 7§ ~") w(bo)
= —rg (u(0o)g(0o) — v(6o) f(60)) = —rg F'(6o)-

Como F(6y) # 0 por hipotese, segue que o = 0. |
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Definem-se os conjuntos
Q0 — {(r, 0):r >0, v(f)+ g(0) =l _ 0} ’
ot = {(7“,9) r >0, & (U(Q) +g(0)rn—1) > 0}7

onde estes representam a curva de nivel zero da funcao que representa 6 e os hemisférios

norte e sul do campo de vetores que define (4.45).

Lema 4.2.2. Se a fungao F' em (4.47) nao se anula, entao um ciclo limite de (4.37), se

existir, ndo tem interse¢io com o conjunto ©°.

Demonstragao. Como F' em (4.47) nao se anula, segue que

v?(0) +g*(0) #0, VO €0,2m).
Pois, pela contrapostiva, se

v?(0) + ¢*(0) =0, para algum 0 € [0,27),
entao,
0(6) = g(6) = 0.
O que resulta que F'(0) = 0, para todo 6 € [0,27). Absurdo, pois F(f) # 0. Entao, vale
que v(6) e g(f) nao se anulam ao mesmo tempo.
Além disso, se o conjunto ©° # (), entao existe algum (rg,6p), com o > 0 e 6y € [0, 27)
tal que
v(Bo) + g(Bo)rg ! =0,
de onde
v(0o) = —g(6o)rg ",

e, uma vez que ro > 0, entdo g(6y) e v(y) tem sinais opostos e vale
v(0) g(0) <0, Vo € [0, 2m),

o que implica que tanto g(#) quanto v(#) sdo nao nulos e 6’ tem sinal fixo. Dai r é um

grafico com relacao a variavel 6 e, escrevendo r em funcao de 6, tem-se
1

n—li_@ r—= _@ m
T 9(9)>0 - <g(9)) '
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Ao longo deste grafico, isto é, em ©° o campo de vetores que define (4.45) é horizontal,
uma vez que #’ tem sinal fixo, e nao tem ponto de equilibrio, como foi visto no Lema 4.2.1.
Reescrevendo a primeira componente do campo de vetores que define (4.45) no conjunto

0" tem-se

v = (u(0) + FO") = <u(9) T 56) (_@))

9(0)
., <U(0)9(9) - U(H)f(9)> _ L FO)
9(9) g(0)

7é07

para todo 6 € [0, 27).

Uma vez que 7 > 0 em ©° F(f) # 0 por hipotese e g(f) é nao nulo pelo anterior, entao
r’ tem sinal fixo em O ou seja, as 6rbitas que passam por ©° nao conseguem retornar,
pois todas vao para a mesma direcao.

Sem perda de generalidade, se um ponto de uma orbita de (4.37) em ©F tem intersegao
com O, entdo essa intersecao é transversal, de modo que essa 6rbita tem intersecao com
O~ e nao pode mais retornar para O7.

Assim, essa Orbita nao pode ser um ciclo limite. |
Neste caso, como @’ tem sinal fixo em ©F, esse ciclo limite pode ser escrito da forma
r = R(0),

para alguma funcao R. Além disto, esse ciclo limite deve ser solugao de periodo 27 da

equagao nao autonoma
ﬁ u(@)r + f(0)rm
do — v(0) + g(0)rn—1

= S(r,0). (4.48)

Lema 4.2.3. Considere v um ciclo limite de (4.37). Entdo, a sua estabilidade coincide

com o sinal de

/ " %(R(@), 0) do. (4.49)

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.1.8, a estabilidade de uma 6rbita fechada

¢ determinada pelo sinal da integral da divergéncia do campo de vetores ao longo dessa

Orbita.
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Sendo assim, interpretando a equacao diferencial (4.37) ou (4.48) no cilindro Rso x S,

ela pode ser definida pelo campo de vetores
G(Tv 9) = (Gl (Tv ‘9)7 GQ(h 0)) = (S(T7 0)7 1) .

De acordo com a equagao (2.10), a divergéncia do campo de vetores G em coordenadas

polares ao longo do ciclo limite 7, isto é, r = R(f), tem a forma

109G 1 0G
divG(R(6),9) = [; S 60) + — e)]

|1 orS(r,0) 101
= {; p L R %} i

r=R(0)

1 oS
_R(O) 08
= R0) + E(R(Q), 0).

Integrando de # = 0 a 6 = 27, tem-se

/0 ﬁ ]12((5)) 0+ | ' g—f(Rw), 6)do,

onde a primeira parcela da soma é nula, pois ao longo do ciclo limite a integral assume
o mesmo valor em 0 e 27 e, consequentemente, a integral da divergéncia do campo de
vetores ao longo da oOrbita periodica é dada pela equagao (4.49), cujo sinal coincide com

a estabilidade da orbita periodica. |

Lema 4.2.4. Se a fungio F em (4.47) nao se anula, entao a equagao (4.37) tem, no

mdzximo, um ciclo limite, o qual, se existe, é hiperbdlico.

Demonstracao. Foi verificado no Lema 4.2.3 que a estabilidade de um ciclo limite da
equagao (4.37), se este existir, coincide com o sinal da integral em 6 avaliada em 0 a 27

da derivada parcial de S(R(6),0) com relagao a r. Tem-se que o integrando, suprimindo
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(f) para encurtar os célculos, é dado por

a8 (R(9).6) = [wR+ fRY v+ gR" '] — [uR2+ fR" [v+ gR*Y]
or [v+ gR™ 1]
[u+nfR" v+ gR" ] — [uR+ fR"][(n — 1)gR"?]
[0+ gR-1T?
u+nfR"+ fRY — fRVY [ugR"™ ' + fgR*™ % (n—1)
v+ an_l B [U + gR”_1]2

ut fR T4 (n = DfR™ JugR + fgR™ T (n - 1)

v+ gRr! B v+ gRn1)°
_u+ fRY (n—1) [—fR" (v + gR" ) +ugR" ! + fgR*™ 2]
S vfgRel v+ gRn—1]?
R (B [ fo = JoR g+ fgR™]

R [0+ gR*1]?

E, de maneira mais completa,

0 _ 1-wF@OR6) R
or BO0) = L@ T gm0 T RO

Integrando ambos os membros de # = 0 a § = 27, tem-se

2r s [T FOR)
oy (F0),0)df = (1 )A (0(0) + g(O)R(0))?

do, (4.50)
0

pois a integral de

ao longo do ciclo limite » = R(#) ¢é nula.

Do Lema 4.2.3 e da equagao (4.49), segue que as estabilidades dos ciclos limites dependem
apenas do sinal de F', uma vez que o fator 1 — n < 0. Portanto, se a equacao (4.37) tem
ciclos limites e eles estdo numa mesma componente conexa de ©F, existe, no maximo,
um ciclo limite em cada uma dessas componentes conexas. De fato, isso deve-se ao fato
de que, sob as hipoteses do lema, a origem é o tnico ponto de equilibrio e, deste modo,
os ciclos limites sao encaixantes e estao em torno da origem. Contudo, numa mesma
componente conexa, os ciclos limites tem a mesma estabilidade, a qual coincide com o
sinal de F' e por isso nao se pode ter mais de um.

Observe que a estabilidade do ciclo limite, se ele existir, coincide com o sinal de +F em

oT.
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Suponha agora que cada uma das componentes conexas O e O~ tenha um ciclo limite,
ou seja, os ciclos limites tem estabilidades diferentes. Seja um ciclo limite v dado por

r = R(0). Dai, assumindo v(#) # 0, pode-se calcular
R(O) wu

RO) v

—_ — — | —
<
—~|—
>
~—
+
~~
—~
>
~—
S
|
—
—~
>
~— | ~—

]
0) +u(@)g(0)R"" — u(0)g(6) R""
0) [v(0) + g(0) R"1(0)]
u() [o(0) + g(6)R"'] — R"1 [~ f(B)v(6) + u(6)g(0)]
v(0) [v(0) + g(0) R"—1(0)]
u(®) _ F(0)R"(0)
v(0)  (0) (v(0) +g(0)R*1(0))

Integrando a ultima equagao em ambos os membros de § = 0 a § = 27 e observando que

esta integral ¢ nula no membro da esquerda, pois v ¢ um ciclo limite, pode-se obter

o F(0)R"1(6) )
/o v(0) (v(0) + g(0) R"=1(0)) 40 = /0 (0) do.

Como a integral do membro da esquerda ¢ diferente de zero, pois F'(6) #0e R(0) =r >0

e o denominador esta bem definido, segue que o mesmo ocorre com a integral do membro
da direita. No entanto, note que esta ultima integral é constante e diferente de zero em
qualquer componente conexa de ©F ou de ©~. Mas, o sinal da integral do membro da
esquerda depende do sinal do denominador do integrando, o qual depende da componente
conexa de ©F ou de ©~ em que se encontra o ciclo limite.

Em resumo, a equacao (4.37) tem, no maximo, um ciclo limite na regiao 0%, ¢ € {4, —},

cuja estabilidade coincide com
sinal (¢ F'v) = sinal (K), sendo K = eFw.
A prova do lema esta concluida. |

Demonstracao. (do Teorema 4.2.1) Do Lema 4.2.1, se F' nao se anula, a origem é

o unico ponto de equilibrio de (4.37). Do Lema 4.2.2, se a equagao (4.37) tem um ciclo
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limite 7, esse ciclo limite deve estar contido em um dos conjuntos ©F. Dos Lemas 4.2.3 e
4.2.4, se existir um ciclo limite na equagao (4.37), ele é tnico e a sua estabilidade coincide
com o sinal de —F em ©%.

E, portanto, a prova do Teorema 4.2.1 esté concluida. |

4.3 Teorema 4.3.1

Avangando juntamente com |[7]|, o proximo teorema garante a existéncia (ou nao) de
exatamente um ciclo limite ao redor do equilibrio na origem, inclusive, evidenciando a
estabilidade dessa ¢rbita. Esse resultado torna possivel encontrar condi¢oes que descartam
a possibilidade da existéncia de um ciclo limite na generalizacao da equagao (2.14).

Considere, para os proximos teoremas, n > 1, impar e as fungoes f e g como definidas
em (3.4), de forma que

N:%%wwﬂ>o (4.51)

e defina os seguintes ntumeros:

M, = max |9(0) cos®(0) + cos(8) sen(d) f(6)], (4.52)
€
K, = max |9(6) sen®(0) — cos() sen(6) f(6)], (4.53)
€
M, = max |9(6) cos(6) sen(0) — cos®(6) f ()], (4.54)
€
My = max |f(6)]. (4.55)
Considere ainda
A, se L=L; ou L =L,
L (4.56)
a, se L = Ls,
sendo Ly, Ly e L3 as matrizes definidas em (4.35) e
27
K=V / 1O do. (4.57)
0 |g(9)}

Teorema 4.3.1. Considere a equagao diferencial (4.37), sendo n > 1, impar, e os nime-
ros N, My, Ky, My, M3, v e k definidos em (4.51), (4.52), (4.53), (4.54), (4.55), (4.56)

e (4.57), respectivamente. Considere as sequintes afirmagaoes.
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e L=1"Ly, comA>0ce

‘; — 1‘ < i (4.58)
o L=1L;, comA>0ce
g - 1‘ < % (4.59)
o L=1Ly, comA#0e Y
Al > W2 (4.60)
o L=1Ls, comfB#0e
% > % (4.61)

As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
e Se k>0, entdo equagao (4.37) nao tem ciclo limite.

e Ser <0, entao equagao (4.37) tem exatamente um ciclo limite, o qual € hiperbdlico

e com estabilidade dada pelo sinal de —v.

Perceba que os denominadores das equagoes (4.58), (4.59), (4.60) e (4.61) estao bem
definidos, uma vez que M; e K; sao os maximos dos méddulos de duas fungoes nao iden-
ticamente nulas, e portanto, sao ntimeros positivos, e N é o minimo do moédulo de uma
funcao nao nula e, portanto, também é um ntmero positivo.

Os seguintes lemas de [7] fornecem a base para a compreensao do Teorema 4.3.1

abordado nesta secao.

Lema 4.3.1. Considere a equagao diferencial (4.37). Suponha que g(6) # 0, para todo
0 € [0,2m), sendo g definida em (4.46). Entao, a estabilidade da orbita fechada da
compactificagio de Poincaré do campo de vetores que define (4.37) em S' € dada pelo

sinal de

o__ [T 10O
VrE = /0 |g(9>‘d0, (4.62)

desde que esse nimero seja diferente de zero.
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Demonstragao. Considere a equagao diferencial (4.37) ou, equivalentemente, (4.45), ou
ainda, a equacao diferencial escalar nao auténonoma

ﬁ @)+ f(O)r"
do — v(0) + g(@) rm-1’

1—n

a qual, com a mudancga de varidveis R = r'™" = 1/r""! tal como na equacao (4.30), pode

ser escrita da forma
dR _ (1-n)f(O) R+ (1 —n)u(d) R
g g(0) +v(0)R

Note que esta mudanga de variaveis envia a orbita fechada em S' (g() # 0) em R = 0.

Tomando a expansao de Taylor do membro da direita da tltima equacao e suprimindo

“(9)”, obtem-se

dR o4+ {(1 —n)[fR+uRY [g+vR] — (1 —n) [fR+uR? [g + vR]

(g +vR)? }R:OR—FO(Q)

(1—n)[f+2uR][g+vR] — (1 —n)[fR+ uR?|v
[ g*> +2gvR + v2R? }R:0R+O(2)
_ (A =n)[f+0llg+0]-(1—-n)[0]v
g*+0+0 k+00)
U—nﬁyR+O()
9°

E, por fim, de maneira mais completa,

dR f(0)

A equacao diferencial (4.63) pode ser interpretada no cilindro R x S', definida pelo

R+ 0(2). (4.63)

campo de vetores
_ _ f(9)
g
Nessa interpretagao, a orbita fechada é dada por R = 0 e a estabilidade de uma orbita
fechada é determinada pelo sinal da integral da divergéncia do campo de vetores ao longo
dessa orbita, de acordo com o Teorema 2.1.8.

Calculando, portanto, a divergéncia do campo de vetores G' em coordenadas polares tal
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como em (2.10), em R = 0, tem-se

div G(0,6) = [}% 81;51 (R,0) + }% %(R, 9)} -
f(9)
B laR{(l—n)mR—l—O(Q)} 1 o1
IR OR R 90
R=0
[y f® Ly d®
= [R {(1 )9(0) R+O(2)] + 3 [(1 )9(9) +O(1)} R]R:o
f(0) f(9)
= (1—n)m+(1—n)m
2(1— )%
Segue que a estabilidade da orbita fechada R = 0 é dada por
_ 10
0 de, (4.64)

visto que 2(1 —n) < 0.
Portanto, a estabilidade da 6rbita fechada em S' é dada pelo sinal de V;® em (4.62), desde

que esse numero seja diferente de zero. |

Lema 4.3.2. Considere a equagao diferencial (4.37), sendo n > 1, impar, e os nimeros
N e M definidos em (4.51) e (4.52), respectivamente. Se L = Ly, com Ay > 0 e vale
(4.58), entao F(0) # 0, para todo 6 € [0, 27).

Demonstracao. Nas hipoteses do lema, as funcoes u e v tém as formas
u(6) = Xcos*(0) + p sen?(6),
v(0) = (1 — A) cos(0) sen(h).

E, uma vez que p # 0, a fungao

pode ser escrita como
F(0) = (Acos®(0) + p sen®(6)) g(0) — (1 — A) cos(6) sen() f(6)

=1 (90) + (5 1) (906) o) + cos(0) sen) (0) )
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Suponha a existéncia de um 6, € [0,27) tal que F(fy) = 0. Da ultima expressao, tem-se

que
g(0o) + <% - 1) (9(6o) cos*(0p) + cos(o) sen(y) f(6o)) =0

de onde
A —9(6h)
g(6p) cos?(6y) + cos(6y) sen(by) f(0o)’

e, consequentemente,

‘i—l‘: 19(6o)] s N
[ |9(00) cos?(6) + cos(bo) sen(fo) f(0o)| — M’
0 que prova o lema pela contrapositiva. |

As provas dos proximos trés lemas serao feitas de maneira anédloga & prova do Lema

4.3.2.

Lema 4.3.3. Considere a equagao diferencial (4.37), sendo n > 1, émpar, e os nimeros
N e K, definidos em (4.51) e (4.53), respectivamente. Se L = Ly, com A\u > 0 e vale
(4.59), entao F(0) # 0, para todo 6 € [0, 27).

Demonstracao. Tal como no Lema 4.3.2, na hipotese de L = L4, as fungoes u e v tém

o seguinte formato
u(0) = Acos*(0) + p sen?(0),
v(0) = (1 — X) cos(6) sen(6).
Dali, reescrevendo I, tem-se
F(0) = (Acos*(0) + p sen®()) g(6) — (1 — A) cos(6) sen(6) f(6)
= A [1 —sen®(0)] g(6) + psen®(6)g(#) — (1 — A) cos(0) sen(d) f(6)
) [g(e) — sen2(0)g(0) + gsen%e)g(e) - (g - 1) cos(8) sen(d) f(e)]
=X [9(0)+ (% —1) (sen?(8)(6) — cos(6) sen(6) £(6))] -

Uma vez que X # 0, se F' se anula para algum 6, € [0, 27), entao

g(60) + (§ — 1) (sen®(6)g(6) — cos(t) sen(6) f(6y)) = 0
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o que implica que

<§ — 1) (senQ(Qo)g(é’o) — cos(6p) sen(fy) f(go)) = —g(o)

ou ainda
(g - ) _ ) .
A sen?(6)g(6) — cos(by) sen(by) f(6o)
E, portanto,
' ‘3_1): |—g(0)] N
A |sen2(0)g(6) — cos(f) sen(d) f(0)] — Ky

Mas isso é absurdo, pois contraria a hipotese da equagao (4.59). Portanto, F'(6) # 0,
Vo € [0, 27). n

Lema 4.3.4. Considere a equagao diferencial (4.37), sendo n > 1, émpar, e os nimeros
N e My definidos em (4.51) e (4.54), respectivamente. Se L = Lo, com A # 0 e vale
(4.60), entao F(0) # 0, para todo 6 € [0, 27).

Demonstracao. Sob a hipétese de L = Lo, tem-se que as fungoes u e v sao dadas por
u(f) = X+ sen(f) cos(6)
v(6) = cos*(6).

Substituindo em F', tem-se

F(0) = (A + sen(f) cos(8))g(0) — cos(0) f(0)
= Ag(0) + sen() cos(0)g(0) — cos*(0) f(0).

Se existe algum 6, € [0,27) que anula F', entao, nesse ponto,
Ag(6o) + sen(bo) cos(6o)g(fo) — cos®(6o) f(6o) = 0

a qual pode ser escrita da forma

Ag(0o) = cos?(0) f(0) — sen(6y) cos(6)g(o)

ou ainda

\— cos®(0) f(8y) — sen(By) cos(By)g(6y)
9(6h)
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e, consequentemente,

A = cos®(0y) f(0p) — sen(6y) cos(0y)g(6o) > %

9(6h) - N

E absurdo, pois nega a hipotese da equacdo (4.60). |

Lema 4.3.5. Considere a equagao diferencial (4.37), sendo n > 1, émpar, e os nimeros
N e Mj definidos em (4.51) e (4.55), respectivamente. Se L = Lz, com [ # 0 e vale
(4.61), entao F(6) # 0, para todo 6 € [0, 2T).

Demonstracao. Por fim, quando L = L3, tem-se que as func¢oes u e v sao dadas por

as quais, substituindo em F', resultam em

F(0) = ag(0) — Bf(0).

Supondo a existéncia de um 6y € [0, 27) tal que F'(f) = 0, tem-se que

ag(th) — Bf(6h) =0

o que implica que

ou ainda
@ _ f(0)
8 g(bo)
Mas, se a equagao acima é valida, entao
ol 'f (6o)
5 9(6o) |’
o que contraria a hipotese da equagao (4.61), absurdo. |

Demonstragao. (Teorema 4.3.1) Pelos Lemas 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4 e 4.3.5, pode-se afir-

mar que a funcdo F', definida em (4.47), nao se anula em [0, 27) e, deste modo, as hipoteses
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do Teorema 4.2.1 sao satisfeitas.

Além disso, pelo Lema 4.3.1, a estabilidade da 6rbita fechada da compactificacao de Poin-
caré do campo de vetores que define (4.37) em S! é dada pelo sinal de V;> em (4.62), de
onde estabilidade do tnico ponto de equilibrio (0,0) é dada pelo sinal de v em (4.56).

Portanto, a origem e a érbita fechada em S!' tém a mesma estabilidade se
0< vV =—k.

Assim, se k < 0, entao a equagao diferencial (4.37) tem exatamente um ciclo limite em
torno da origem, o qual é hiperbdlico e cuja estabilidade é dada pelo sinal de —v.
E se k > 0, entdo a equacao diferencial (4.37) nao tem orbita fechada em torno da origem.

Desta maneira, a prova do Teorema 4.3.1 esté concluida. |

Para ilustrar a aplicacao dos resultados acima, serao feitos dois exemplos.

4.3.1 Exemplos

Exemplo 4.3.1. Considere a equagao diferencial

/

i =—z+ @+ —y), vV=—y+@+y)(+y), (4.65)

uma equagao diferencial da familia de (2.14). Sendo assim, pode-se afirmar que a origem
€ um equilibrio do tipo no estrelado.

Encontrando as expressoes de f e g em (3.4), e suprimindo (6), obtem-se
f = cos[(cos® + sen?)(cos — sen)] + sen[(cos® + sen?)(cos + sen)]

= cos[cos® — cos® sen + cos sen? — sen®] + sen[cos® 4 cos? sen + cos sen? 4 sen®]

3

= cos4 — COSs” sen + (3052 Sen2 — COS sen3 + COS3

sen + 0052 Sen2 + cos Sen3 + sen4

= cos? +2 cos? sen? + sen? = (cos2 + 86112)2 =1.
Da mesma maneira, para g, tem-se

g = cos[(cos® + sen?)(cos + sen)] — sen|[(cos® + sen?)(cos — sen)]

3

= cos[cos® + cos? sen + cos sen” 4 sen”] + sen[cos® — cos® sen + cos sen” — sen”]

= cos* + cos® sen + cos? sen’? -+ cos sen® — cos® sen + cos? sen® — cos sen® + sen?

= cos? +2 cos? sen? + sen? = (Cos2 + 56112)2 =1.



7

E, portanto
g(0) = f(6)=1, VO €0,2m).

Uma vez que N = mingeg |g(0)|, entao N = 1. Como L = Ly, entio v = X\ = —1.

Calculando V™ e k, obtem-se

(D
= / MGl / = —2m

=V 271-& =V " = — ) = — 4T
_ /0 L /OldH (—1)(27) = —or.

Por dltimo, calculando M, e Ky, tem-se

S

1+
2

M, =K, =

Do Teorema 4.3.1, se A <0 e u <0, ou seja A\ > 0, tais que

2_1‘<%:_1+2\/§:2<ﬁ_1>’

entao a equagao diferencial (4.65) tem exatamente um ciclo limite instdvel, uma vez que

o sinal de —\ > 0, em torno da origem. Além disso, o nd estrelado da origem € estdvel,

como pode ser observado na Figura 4.2.

1.0F

Figura 4.2: Retrato de fase local de (4.65), onde a curva em roxo é um esbogo do ciclo limite

que contém a origem. [11]
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Exemplo 4.3.2. Considere a equacao diferencial
o' =2+ (@ +y)(e—y), ¥ =29+ (7 +y’) (@ +y), (4.66)

uma equagao diferencial da familia de (2.14). Novamente, pode-se afirmar que a origem
é um equilibrio do tipo nd estrelado e, mais do que isso, que a equagdo (4.66) é da mesma
familia da equagio (4.65).

Jd foi verificado anteriormente que

N=1, M=K, =

Além disso, tem-se que k =2(2m) =4dm ev =\ = 2.

Pelo Teorema 4.3.1, como A >0 e > 0, entao A > 0. Dai, tem-se
A N 2

Al N :2(\/5—1).

‘ ' My 142

Contudo, como k > 0, o Teorema 4.53.1 garante que nao hd ciclos limites ao redor da

origem.

4.4 Teorema 4.4.1

Avangando na compreensao da equagao (2.14) generalizada por (4.37), o proximo teo-
rema permite quantificar, em alguns casos, os ciclos limites que circunscrevem o equilibrio
na origem de acordo com o tipo do equilibrio. Por meio desse resultado, é possivel per-
ceber que a quantidade de orbitas fechadas esté diretamente relacionada com o grau dos
polinémios homogéneos que compoem a equagao e, mais que isso, com o equilibrio no
interior da orbita fechada. O tultimo e mais geral dos resultados estudados seré enunciado

e demonstrado a seguir.

Teorema 4.4.1. Considere n > 1, impar. Existem equagées diferenciais da forma (4.37)

tats que:
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e O ponto de equilibrio na origem € um foco, ou uma sela ou um no e essas equagoes

diferenciais possuem (n+ 1)/2 ciclos limites em torno da origem.

e O ponto de equilibrio na origem € nilpotente ou um foco fraco e essas equagoes

diferenciais possuem (n — 1)/2 ciclos limites em torno da origem.

No Teorema 4.4.1, se o ponto de equilibrio na origem for uma sela ou um ponto
nilpotente de indice zero, entao, na regiao limitada pelo ciclo limite mais interno, deve
existir mais um ponto de equilibrio.

A prova do Teorema 4.4.1 sera feita perturbando um centro (global) e analisando as
orbitas fechadas que persistem pela perturbagao. Existem varias maneiras de fazer essa
analise da persisténcia de 6rbitas apos uma perturbacao, dentre elas, podem ser citadas as
integrais abelianas, o estudo de fungoes de Melnikov e a teoria da média. Sob condigoes
bastante gerais, essas teorias sao equivalentes. Neste trabalho somente sera considerado
o estudo de fungoes de Melnikov.

Considere uma equacgao diferencial no plano
X' = Fy(X), X = (z,v), (4.67)

definida por um campo de vetores Hamiltoniano Fy : R? — R? de classe C!, tendo um
centro em (0,0) e um anel perioédico P g).
Considere um campo de vetores G = (g1, ¢2) : R? — R? de classe C', ¢ > 0 um

parametro, e a seguinte equacao diferencial
X' =Fyg(X)+eG(X). (4.68)

Problema 1. O que se pode dizer a respeito das drbitas fechadas do anel periddico P )

da equagao (4.67) sob a perturbagdo em (4.68)7

Considere a familia de 6rbitas fechadas I', C Pg,0) do campo de vetores Hamiltoniano

Fy = (—Hy, H,) ou Fy = (Hy, —H,), determinadas por
Io={(z,y) eR*: H(z,y) =a,a €I},

sendo H : R? — R uma func¢ao Hamiltoniana de Fy e I = (0, ), com a > 0.
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Para cada a € I, a orbita fechada I', esta parametrizada por
Ya - [OuT(a)] — R27

sendo T'(a) o periodo de I',.
O proximo teorema da uma resposta para o Problema 1. A funcao M é conhecida com
uma fun¢ao de Melnikov e a expressao integral que aparece em M é também chamada de

integral Abeliana.

Teorema 4.4.2. Considere a equagao diferencial (4.68) e a fun¢do

M :(0,a) — R, M(a):jf G+, (4.69)

Ya
sendo G+ o campo de vetores ortogonal ao campo de vetores G. Se ay € I é um zero
simples de M, entao, para € > 0, suficientemente pequeno, existe um ciclo limite X de
(4.68) tal que

X®—=T,, quando ¢ —0.

O ciclo limite X¢ € estdvel, se M'(ag) < 0, e € instdvel, se M'(ag) > 0.

Considerando G = (G1,G5), entdo o campo ortogonal a G é dado por G+ = (Go, —G1).

Para ilustrar a ideia do Teorema 4.4.2 sera feito um exemplo abaixo.

Exemplo 4.4.1. A perturbacao do centro linear
¥ =y, Yy =-z—c(z®—1)y, (4.70)

tem um ciclo limite estdavel para € > 0 suficientemente pequeno.
A equagao diferencial (4.70) é conhecida como equacao de van der Pol e pode ser colocada

na forma da equagao(4.68), tomando

Fu(x,y) = (y, —x) e G(z,y) = (0, (1 — x2) y) )

Aqui,

H:R? — R, H(z,y) =
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Para cada a € I = (0,00), a drbita fechada do campo de vetores nao perturbado é dada

por
2
r, = {(a:,y) ER?: 2+ = (\/2a> } ,
a qual pode ser parametrizada por
v, 00, T(a) = 27] — R?, 7, (t) = (\/ 2a cos(t), V2a sen(t)) :

Deste modo, a fungao M em (4.69) tem a forma
M :(0,00) — R, M(a)zf Gsz ((t=2%)y.0),
Ya Ya
de onde, obtem-se
2
M(a) = 2a/ (1 —2acos®(t)) sen®(t) dt = wa(2 — a).
0

Portanto, ag = 2 € o unico zero simples de M e, além disso,

M'(2) <0,

o que implica, pelo Teorema 4.4.2, que para € > 0, suficientemente pequeno, a equa¢ao
diferencial (4.70) tem um ciclo limite estdvel X¢ em torno do ponto de equilibrio instdvel
na origem. FEsse ciclo limite X¢ tende para a circunferéncia I'y quando € tende a zero.

Nas Figuras 4.3 e 4.4 sao esbog¢ados os retratos de fase de (4.70) para alguns valores de

E.
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Figura 4.3: Retrato de fase da equacio diferencial (4.70) para e = 0,1. Em vermelho tracejado esta a

circunferéncia I's. O ciclo limite esta em roxo. [9]

o
_f'f‘ f"“‘j\

v N\
bk N

1 ‘I*E \ \\ \\‘ .\""‘//f,/’é/%:\“l\\i\ \:‘;\\Hﬁl‘

o AN 22X\ W
-3 -2 -1 0 ! 2 ’

Figura 4.4: Retrato de fase da equacio diferencial (4.70) para ¢ = 1. Em vermelho tracejado estd a

circunferéncia I's. O ciclo limite esta em roxo. [9]

Pelo exemplo anterior, é possivel perceber que orbitas fechadas permanecem apesar da
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perturbagao, mesmo que para perturbagoes muito pequenas. As Figuras 4.3 e 4.4 ilustram
a ideia de quanto maior a perturbagao, mais o ciclo limite se diferencia da orbita fechada
original. Isso significa dizer que basta tomar uma perturbacgao suficientemente pequena e
as Orbitas fechadas permanecerao fechadas apos a perturbacao, possibilitando a extensao
de alguns resultados para equagoes mais gerais, como serd o caso do Teorema 4.4.1.

Seja n € N. Definem-se as fungoes seno e cosseno generalizadas, denotadas por Sn e

Cs, respectivamente, como sendo as componentes da solu¢ao do Problema de Cauchy

2
x y', oy =z, z(0) Vit y(0) (4.71)

Note que o campo de vetores que define (4.71) é Hamiltoniano, definido pela fungao

Hamiltoniana

N g2 g

Considere a seguinte fungao Hamiltoniana

H(z,y) = (n-+ D (e,y) = 1

2?4y (4.72)
Sera denotada por
z(0) = Cs(0), y(0) = Sn(h), 0e€[0,T], T >0, (4.73)

a solugao de (4.71). Veja a Figura 4.5. A curva em destaque corresponde a solu¢ao do

Problema de Cauchy (4.71).
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00

Figura 4.5: Retrato de fase de (4.71) para n = 3. [9]

Uma vez definidas como componentes da solu¢gdo do Problema de Cauchy (4.71),
podem ser determinadas algumas propriedades das fungoes Cs e Sn.

Propriedade 1: Rela¢ao Fundamental

[ 2 n+1 2
H 0] = 0=1
( n+1’ ) 2 <n+1>+ ’

segue que H(Cs(0),Sn(f)) = 1, para todo 6 € [0,T].

Como

Assim, pode-se estabelecer uma espécie de ‘“relagao fundamental” para as funcoes tri-

gonométricas definidas anteriormente Cs(6) e Sn(#), tal como abaixo

n+1
2

Cs*(0) +Sn™t(9) =1, VO €[0,T). (4.74)

Propriedade 2: Derivadas

Para as derivagoes, tem-se, de forma analoga as func¢oes trigonométricas habituais,

dCs Loy (A7) n
T ) = 2(0) "I~ (0) = ~su(0),
@ 4.71)
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Propriedade 3: Periodo
As fungoes Cs e Sn sao periddicas de periodo

pon 2 "))

R (L)

n+1+§

sendo I' a fungdo gama. Veja mais detalhes em [7]. Alguns exemplos de periodos séo
Ty =27, T5 ~ 7,4163, T, ~ 7,9292.

Propriedade 4: Integrais

Para as integrais, podem ser consideradas as seguintes propriedades

/ ' Cs'(6) Sn’(0) db # 0, (4.75)

se, e somente se, ¢ e j sao ambos pares, para todo i e para todo j ntimeros inteiros nao
negativos.

Uma generalizagao das coordenadas polares pode ser dada pelas seguintes coordenadas
z=p"tV2Cs(0), y=pSn(d), p>0, 6ecl0,T). (4.76)

Deste modo, da definicao de H e das coordenadas acima, obtém-se

@72y n+1

H(z,y) 5

("2 Cs(8))” + (pSu())" !

1
_ ”;L pn+1 Csz(e) i pn—l-l Snn+1(6))

— ptt <n ;— ! Cs*(0) + Sn”“(&))

J/

-~

CEON
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Da tltima analise, pode-se concluir que a curva
Y0 [0,T] — R%, 7,(0) = (p""/2 Cs(0), pSn(d)), (4.77)

¢ uma parametrizagao das orbitas da equacao diferencial em (4.71), isto é, uma parame-

trizacao para as oOrbitas regulares do campo de vetores Hamiltoniano
Fp(z,y) = (—y" x). (4.78)
Definem-se, agora, o campo de vetores G = (g1, g2) : R? — R?

G(z,y) = (az + by + P"(z,y),cx + dy + Q"(z,y)), (4.79)

sendo a, b, ¢, d € R,
P'(z,y) =Y az'y"™" e Q"(z,y) =) ba'y""
i=0 i=0

polindmios homogéneos de grau n > 1.

Por fim, considere a equagao diferencial

¥ =—y"+e (c‘w + by + P"(x, y)) ,
(4.80)

Yy =x+e(c+dy+Q"(z,y)),

sendo n > 3, impar e € > 0.
Note que a equacao diferencial (4.80) estd na forma da equagao diferencial (4.37) e
nas hipoteses do Teorema 4.4.1.

O campo de vetores que define a equacao diferencial (4.80) tem a forma
Fp(X) + e G(X),

sendo Fy definido em (4.78) e G definido em (4.79).
Assim, o que esté sendo feito é um estudo de uma perturbacao de centro Hamiltoniano.

Pode-se lancar mao do Teorema 4.4.2 para auxiliar nesse estudo.
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Precisa-se, entao, estimar os zeros simples positivos da fungao

M : (0,00) — R, M(p) :74 G+, (4.81)
Yp
sendo G* o campo de vetores ortogonal ao campo de vetores G em (4.79) e v, definida
em (4.77).
Pelo que foi visto acima, pode-se escrever
0=T
Mip) = § 6= [ GO0 0w (4.8

Adotando
GH(z,y) = ( — (x4 dy + Q"(z,y)) , (ax + by + P"(z,y)) >,

pode-se escrever o integrando de (4.82) como a soma das seguintes cinco parcelas

G (7,(0)) - 7,(6) = p* bCs(0) Sn(0)+ (4.83)
P ECs(0) Sn™ () + (4.84)
p" 2 (G Cs*(0) + d'Sn™ T (0)) + (4.85)
P2 S0"(9) Q" (,(0))+ (4.86)
p Cs(0) P"(7,(0))- (4.87)

Da equagao (4.75) e das parcelas (4.83) e (4.84), resulta que
T T
/ p?bCs(6) Sn(h) df = / p" e Cs(0) Sn™ () df = 0. (4.88)
0 0

Deste modo, tem-se que analisar as integrais das trés parcelas (4.85), (4.86) e (4.87).

Recorde que, do ponto de vista da integracao, as contribuic¢oes dos fatores

Cs(6) S’ ()
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s6 ocorrem quando 7 e j sao ambos pares.

Seré feita a andlise da integracdo da parcela (4.87) na sequéncia.

T

/O pCs(0) P"(7,(0)) do = / pCs(0) P (p™ /2 Cs(6), pSn(0)) db

0

T n
= / pCS(Q) (Z a; p(n+1)i/2 CSZ(H) pn—i Snn—z(e)) do
0

1=0

T
_ Z( (n+1) /2 n— z—H/ a; Csi+1(€) Snnz(e)d9>
0

o (nm1)/2 T
1:223—1—1 ( n—1)j+(3n+1)/2 / ()11 CS2j+2(9> Snn—Qj—1(9>d9)
0

j=0

n—1

'S ( [ s 50 s 0y ) v,

7=0

Fazendo célculos analogos aos anteriores, a integragao da parcela (4.86) resulta em

T
/ P20 (0) Q" (02 Cs(6), pSn(B)) df =
0
(n—1)/2

T
prtIE N ( / by; Cs¥ () Sn2”2j(9)d6’> D+,
0

J=0

Ja a integragao da parcela (4.85) tem a forma
T —
pnt3)/2 / (aCs®(0) + dsn™™(0)) do.
0

A expressao da fungdo M em (4.82), levando em conta as parcelas do integrando da
sua expressao integral em (4.83), (4.84), (4.85), (4.86) e (4.87), o anulamento das integrais

das duas primeiras parcelas e as expressoes das integrais das trés tltimas parcelas, tem a

forma
(n—1)/2 .
M(p) :p(n+3)/2 5+ Z ¢ p(nfl)(3+1) , (489)
sendo
T —_
_ / (aCs*(0) + dSu™(0)) db (4.90)
0
e

T
¢ = / (anH Cs22(9) S0 271(9) + by Cs¥(0) SHQ(”*ﬁ(e))de. (4.91)
0
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Demonstragao. (do Teorema 4.4.1) Utilizando a equagao diferencial (4.80), obtem-se
a fungdo M em (4.89).

Os zeros simples positivos de M, se existirem, sao obtidos da expressao entre parénteses
em (4.89), qual é destacada a seguir

N (n-1)/2 |
Vo) =g+ 3 g0

(4.92)

= G4 cop 1 pPOD st gy jp pFD/DOD),

Como n > 3 é impar, entao n—1 é par, de onde cada uma das poténcias de p na expressao
acima ¢ par. Logo, se pg ¢ um zero real de M, entao —pg também é.

Denote por u = p"~t. Pode-se escrever M da forma

—~

M(p) =06+ cop+c1 pf” + -+ + oy p" 2,

Desta ultima expressao, pode-se concluir que M tem, no maximo, (n + 1)/2 zeros reais
simples positivos.

Escolhendo, adequadamente, @, b, ¢,d € R e os coeficientes reais azj+1 € byj de P e de 7,
respectivamente, é possivel obter (n + 1)/2 zeros reais simples positivos da fungao M.
Com essas escolhas, a equagao diferencial (4.80) tera (n + 1)/2 ciclos limites. Isto prova
o item 1 do Teorema 4.4.1.

Para obter (n + 1)/2 zeros reais simples positivos da fun¢do M no caso acima, deve-se
observar que § # 0 (veja (4.90)).

Se § = 0, por exemplo, quando @ = d = 0, casos em que a origem é um foco fraco ou um
ponto de equilibrio nilpotente, entdo a fun¢do M tem, no méaximo, (n — 1)/2 zeros reais
simples positivos.

Com escolhas adequadas dos coeficientes envolvidos, a equagao diferencial (4.80) tera
(n — 1)/2 ciclos limites. Isto prova o item 2 do Teorema 4.4.1.

Em resumo, a prova do Teorema 4.4.1 esté concluida. |
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Note que a funcdo g associada a equagao diferencial (4.80) tem a forma
9(0) = cos(8) (e Q" (cos(8), sen())) — sen(d) (¢ P"(cos(8), sen(d)) — sen”(6)).
Na prova do Teorema 4.4.1 utiliza-se apenas os coeficientes by, (pares) de Q", ou seja,
Q"(z,y) =boy" + b2y " -+ by "y,

Pode-se colocar y em evidéncia nesta tltima expressao. Isto implica que o fator sen(0)
pode ser colocado em evidéncia na expressao da fungao g.

Conclui-se, assim, que a fungao g, no caso em estudo, tera, pelo menos, dois zeros.

Assim, a compactificagdo de Poincaré do campo de vetores que define a equacao dife-
rencial (4.80) teré, pelo menos, dois pontos de equilibrio em S!.

Por fim, vale observar que, em virtude dos comentarios acima, as hipéteses dos teore-
mas estudados anteriormente a respeito da existéncia de, no maximo, um ciclo limite em

torno do ponto de equilibrio na origem nao sao satisfeitas.

4.4.1 Exemplo
1. Considere n = 3 e as seguintes escolhas de coeficientes
a=c=d=1,b=0,
ag=ay=0,a1=—-4,a3=1,by=—4, b1 =03 =0, by = 1.
Com essas escolhas, a equagao diferencial (4.80) tem a forma
' =ex+te(—day’ +2°) -y, ¥ =(0Q+e)z+ey+e(—4y’+2%). (4.93)

A origem é, de fato, um equilibrio da equacao diferencial, uma vez que

Dai, calculando a matriz jacobiana do campo de vetores associado a equagao (4.93), tem-se

e(1 —4y* +32%) —3y? + (-8
J(y) = (1—4y ) =3yt +e(=Say) | (4.94)
1+e(l+2zy) e(1—12y* + 2?)
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E, aplicando no equilibrio na origem, obtém-se

e(1—4-0243-0%) —3-024¢(—8-0-0)

J(0,0) =
1+e(1+2-0-0) e(1—-12-0%+0?%
- (4.95)
e 0
14¢ ¢

Para encontrar os autovalores da matriz Jacobiana basta recordar que a matriz é triangular
inferior e, consequentemente, os autovalores estao na diagonal principal. Portanto, A = ¢.
Uma vez que € é autovalor da matriz, basta tomar € # 0 e o equilibrio seré hiperbdlico.
Em particular, quando € > 0, a origem é um ponto de equilibrio do tipo né instavel, pois
ambos os autovalores serao reais e positivos.
Pelo primeiro item do Teorema 4.4.1, existem equagoes diferenciais da forma (4.37), nas
quais o equilibrio na origem ¢ um noé e elas possuem (n + 1)/2 ciclos limites ao redor da
origem. Neste caso,

n+1 ﬂ 4

- =2.
2 2 2

Sendo assim, a equacao do exemplo deveria ter exatamente dois ciclos limites ao redor da

origem, o que de fato acontece, como pode ser observado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Retrato de fase da equagao diferencial do Exemplo para € = 0, 1. [9]

Na Figura 4.6 acima esta esbogado o retrato de fase global da equacao diferencial (4.93)
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para € = 0, 1. Estao ilustrados dois ciclos limites, sendo o mais interno estavel e o mais
externo instavel, exemplificando uma equacao diferencial para a qual o Teorema 4.4.1 é

véalido.



Conclusoes

As equagoes diferenciais de maneira geral e, em particular, as nao lineares, nao sao
de analise simples. Sendo que os mecanismos de compreensao sao, na maioria dos casos,
estudos analiticos dos equilibrios e da sua vizinhanca, permitindo a compreensao da equa-
¢ao e do retrato de fase correspondente. Assim, esse estudo se deu por meio da anélise
qualitativa da familia de equagoes escolhida com o intuito de compreender a relagao entre
suas orbitas singulares e fechadas.

Muitas vezes, na ciéncia, é necessario voltar alguns passos para trés para que se possa
caminhar para frente, neste sentido, a segunda parte do 16° problema de Hilbert foi
motivagao para a busca da compreensao da existéncia de ciclos limites circunscrevendo
equilibrios e, a partir dai, da quantificacao destes. Em particular, neste estudo, o ponto
de partida foi a existéncia, mas ao longo do caminho, a quantificacao se fez presente.

Das primeiras percepcoes que se pode ter com base neste ensaio, é que a paridade
do grau da funcao homogénea que compoe a funcao estudada é determinante para a
existéncia de ciclos limites circunscrevendo equilibrios. Essa condigao apresentada no
primeiro resultado foi tao forte que os demais resultados ja tem como hipétese o fato desse
determinado grau ser impar, de forma que as 6rbitas fechadas tenham a possibilidade de
existir.

Por outro lado, foi por meio da Compactificacao de Poincaré e das fungoes trigonomé-
tricas equivalentes as func¢oes da Proposicao 3.1.1 que se tornou possivel a determinagao,
em alguns casos, da existéncia desses ciclos limites e, mais que isso, da estabilidade dessas
orbitas. J& a quantificagao, quando possivel de determinagao, ficou por conta do tipo de

equilibrio existente no interior da regiao limitada pela 6rbita fechada.
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E fato que esses resultados estudados nao resolvem a segunda parte do 16° problema de
Hilbert e, tampouco apresentam um resultado capaz de determinar condi¢oes necessarias
e suficientes para garantir pelo menos a existéncia desses ciclos limites circunscrevendo
equilibrios para equagoes diferenciais de maneira geral. Mas utilizando um modelo espe-
cifico de equagoes, foi possivel obter alguns resultados positivos de garantia da existéncia
desses ciclos limites e da sua quantificagao, em particular, as condi¢oes apresentadas nesse
trabalho sao verificaveis.

Inicialmente, a equagao estudada possuia um né estrelado na origem e foi generalizada
para contemplar outros equilibrios e expandir os resultados. Seria possivel modificar esses
resultados de forma a fazé-los contemplar outras familias de equacoes diferenciais? Essas
familias tem alguma caracteristica em comum? Ou, melhor, seria possivel encontrar
semelhancas nessas equacgoes capazes de fornecer uma condi¢do necessaria e suficiente
para a existéncia dessas orbitas fechadas circunscrevendo equilibrios? Sao questoes que

surgem apos o estudo aqui apresentado e podem se tornar motivagoes para estudos futuros.
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