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Resumo

Neste trabalho, calcularemos o propagador de Feynman de um campo escalar com massa
M a uma temperatura finita 7" no universo de Einstein, que é um espago-tempo estatico.
O campo sera acoplado arbitrariamente a curvatura (ou seja, o parametro de acoplamento
do campo escalar com a curvatura terd um valor arbitrario). A partir do propagador
renormalizado, determinaremos o tensor de pressao-energia-momento do campo escalar e,
como consequéncia, a termodindmica correspondente. Este estudo é de interesse porque o
universo nao estaciondrio (ou seja, dindmico) parece ser uma "sucessao de universos de
Einstein", comegando com o universo primordial. Nossos resultados serao comparados com

a literatura existente.

Palavras-chave: Universo de Einstein. Campo Escalar. Termodinamica. Propagador de

Feynman



Abstract

In this work, we will calculate the Feynman propagator of a scalar field with mass M at
finite temperature 7" in the Einstein universe, which is a static space-time. The field will
be arbitrarily coupled to the curvature (i.e., the coupling parameter of the scalar field
with curvature will have an arbitrary value). From the renormalized propagator, we will
determine the stress-energy-momentum tensor of the scalar field and, as a consequence,
the corresponding thermodynamics. This study is of interest because the non-stationary
(i.e., dynamic) universe appears to be a "succession of Einstein universes', starting with

the primordial universe. Our results will be compared to the existing literature.

Keywords: Einstein Universe. Scalar Field. Thermodynamics. Feynman Propagator.
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1 Introducao

A cosmologia moderna predominantemente defende a ideia de um universo em
expansao, prevista na relatividade geral e mostrada pelas observagoes de Edwin Hubble
sobre o afastamento das galdxias [1]. Esse modelo entra em conflito com o conceito de
universo inicialmente proposto por Albert Einstein em 1917 [2], que descrevia um modelo
cosmologico em que o universo permaneceria em um estado sem alteracoes ao longo do

tempo.

No entanto, mesmo que exploragoes recentes na cosmologia sugerem que 0 nosso
universo esteja em expansao [3, 4] e irem na dire¢ao contraria desse modelo, a ideia
proposta por Einstein ainda mostra a sua utilidade, pois podemos tratar o universo que
seria nao estatico desde um tempo inicial até tempos mais recentes, como uma colegao de
universos estaticos com intervalos de tempo pequenos entre cada um deles. Nessa analise,
o universo Estatico de Einstein nao representa o todo da historia cosmica, mas, em vez
disso, é uma fase temporaria ou um intervalo de tempo na extensa linha do tempo de um

universo em constante evolugao [5].

Do ponto de vista matematico, o universo de Einstein, que é estatico, representa
uma simplificagao e modificagdo da métrica de Friedmann-Robertson-Walker [6-8]. Em
vez de descrever um espago-tempo que esta em constante expansao e que contém um fator
de escala em suas coordenadas espaciais dependente do tempo, como é o caso da métrica
de Friedmann-Robertson-Walker, o universo proposto por Einstein é fechado, estatico
e ¢ uma 3-esfera espacialmente. Isto significa que, em grande escala, o universo teria a
topologia e a geometria de uma esfera tridimensional (com trés pardmetros angulares
X, 0 e ¢) embutida em um espago euclidiano quadridimensional. Esse modelo pode ser
comparado com um espacgo-tempo mais geral como o Friedmann-Robertson-Walker ao
considerarmos pequenos intervalos de tempo, tais que o fator de escala nesse intervalo seja

aproximadamente constante.

E é nesse espaco-tempo que desejamos estudar um dos campos fundamentais da
natureza, o campo escalar. Por muito tempo na literatura, esse campo era tratado apenas
como um modelo matematico idealizado mais conveniente de se trabalhar em comparacao
com 0s campos espinoriais e vetoriais, que tinham particulas fundamentais associadas,
como os elétron no caso dos espinores e os fétons no caso vetorial [9]. Esse cendrio muda
quando em 2012 se é observado uma nova particula em um experimento feito no “Large
Hadron Collider”, LHC [10]. Essa particula viria a ser chamada de béson de Higgs e sua
caracteristica é ser uma particula elementar de spin zero associada ao campo escalar, o

campo de Higgs. Esse campo ¢é essencial para explicar a existéncia de massa em particulas
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como os bésons W, W~ e Z% que sdo responséveis pela interacio eletrofraca [11].

Além do bdson de Higgs, o campo escalar tem sua importancia na cosmologia
em que uma das descricoes mais amplamente utilizadas, particularmente no contexto de
modelos inflaciondrios, envolve o chamado “modelo de acoplamento ndo-minimo” [12].
Neste modelo, o campo escalar esta diretamente associado a geometria do espago-tempo
do universo. Ainda sobre modelos inflacionarios, temos o “inflaton”, um campo escalar
com massa, em que a velocidade de crescimento do universo primordial é determinada pelo
estado inicial desse campo [13, 14]. A conexao do modelo de acoplamento ndo-minimo com
a geometria do espago-tempo aparece com a presencga do escalar de curvatura de Ricci que
estd associado a uma constante adimensional, geralmente denotada por &. Essa associagao
é estabelecida introduzindo um termo adicional na acao da geometria do universo, %f R
[9]. Na literatura cientifica, £ é frequentemente tratado como um parametro livre, ou seja,
um valor que pode assumir qualquer magnitude [15]. Em alguns estudos onde a liberdade
desse parametro nao ¢ adequada, se fixa o valor dessa quantidade seguindo prescri¢oes da
fisica de particulas [16]. Neste estudo, procuraremos investigar se existem limitagoes ou
restrigoes para esse parametro, que possam ser derivadas da perspectiva termodinamica

do campo escalar no universo de Einstein.

Visamos aqui esclarecer o papel do parametro de acoplamento £ na teoria quan-
tica de campos a temperatura finita e entender como ele influencia o comportamento

termodinamico do campo escalar no espago-tempo, que no caso ¢ o universo de Einstein.

No segundo capitulo, revisamos o aparato matematico necessario para encontrarmos
as quantidades para que o estudo seja feito, incluindo uma revisao sobre os propagadores da
teoria quantica de campos no seu estado de vacuo e com a ajuda do apéndice B, aplicamos
o método de “point-splitting” para encontrarmos as quantidades termodindmicas de cada

sistema.

No terceiro capitulo, estudamos um espaco-tempo mais simples que o universo
de Einstein e aplicamos todo aparato revisado de forma didatica para que assim o leitor
obtenha mais familiaridade com o método. Nesse capitulo também separamos uma parte
para falarmos sobre estabilidade termodinamica, conceito muito importante que sera

utilizado no proximo capitulo para justificar as restrigdes no parametro de acoplamento.

O quarto capitulo é onde se concentra o foco desta dissertacao, onde aplicamos os
conhecimentos adquiridos anteriormente para calcular as quantidades termodinamicas do
campo escalar no espago-tempo estatico do universo de Einstein. Verificamos, assim, a
nossa hipétese sobre a existéncia ou nao de limitacoes para a constante de acoplamento &

ao abordar a termodinamica do campo escalar.

Por conveniéncia, adotamos um sistema de unidades tal que kg = ¢ = h = 1.

Além disso, consideramos indices gregos «, 3, i, ... variando de 0 até 3, enquanto que
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indices latinos minusculos i, 7, k, ... variam de 1 até 3, e os tensores métricos presentes
tém assinatura (4,-,-,-).

Note que ao utilizar o sistema de unidades adotado, temperatura 7" e energia £ tém
as mesmas dimensoes fisicas. No entanto, nesse sistema, as unidades de comprimento a e
tempo t acabam tendo como dimensao fisica o inverso da energia E. Assim, descobrimos

que a grandeza T'a é adimensional.



2 Teoria quantica de campos em espaco-

tempo curvo

Esse capitulo é uma pequena revisao sobre o tema teoria quantica de campos em
espago-tempo curvo e serd baseado inteiramente nas referéncias [17-20]. Para construirmos
a teoria quantica de campos em espacos curvos, precisamos antes construir a teoria classica
em espacos curvos utilizando da acao, que por sua vez seria responsavel por gerar as
equagoes de movimento e entdo quantizar os campos. Consideremos entao um campo

escalar ¢ = ¢(t, ¥) real e de massa M. A agao classica desse campo é:

S = /L\/—_gddx, (2.1)

sendo L a densidade lagrangiana do campo escalar, d o nimero de dimensoes do espacgo-
tempo e \/—g¢ a raiz quadrada do determinante g da métrica do espago-tempo curvo (o
sinal negativo é necessario devido a assinatura escolhida para a métrica). Para a teoria do

campo escalar, essa densidade lagrangiana é
1 1
L=59"VuVué - 5(1\42 + &R (2.2)

onde ¢ é a constante de acoplamento com a curvatura, R é o escalar de curvatura,
0 =V, V" o operador d’Alembertiano covariante (por vezes conhecido como operador
Laplace-Beltrami) e V,, é a derivada covariante. Com a construgao da agao, aplicamos o
principio da minima agdo 65 = 0 e assim obtemos a equagdo de movimento para o campo

escalar real e com massa em um espago curvo:

(O, + M? + €R)p(x) = 0. (2.3)
Note que a equagao de movimento (2.3) ja contém o termo de acoplamento com a geometria
mesmo que essa equacao ainda seja para o campo classico.

No entanto, como desejamos trabalhar com o campo quantico, é necessario quan-
tizarmos o campo escalar. Isso é, transforma-lo em operador quantico, mas antes disso

precisamos primeiro definir o campo de momento conjugado do campo escalar, que é:
m(x) = V=99 0,¢. (2.4)

A partir disso, podemos enfim quantizar o campo escalar utilizando as relagoes de

comutagao entre os campos e seu momento conjugado
[6(t, %), ¢(t, )] = 0
LE), (1, 7)) =0 (2.5)
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Até o momento, a nossa discussao foi local. Para obtermos a solugao geral de (2.3),
precisamos que exista um problema de Cauchy bem colocado [20], isto é, dado valores
iniciais como ¢(tg, Z) e 7(tg, Z), entdo os campos ¢(t,Z) e w(t,¥) sdo determinados sem
ambiguidade. [21]

Antes de descrever o nosso espaco-tempo, precisamos definir o que é uma superficie
de Cauchy. Para uma variedade pseudo-Riemanniana M, uma superficie de Cauchy é uma
hipersuperficie de tipo espaco interceptada apenas uma vez por todas as possiveis curvas
causais presentes em M. Essas curvas tém como definicdo que seus vetores tangentes

sejam tipo luz (nulo) ou tipo tempo em todos os seus pontos.

Assumimos que nosso espago-tempo M satisfaz as seguintes condicoes:

(a). M possui uma superficie de Cauchy

(b). M é globalmente hiperbdlico, isto é, para cada par de pontos p e ¢ em M, a regido
de encontro entre o cone de luz passado do ponto p e o cone de luz futuro do ponto

q ¢ um conjunto compacto.

(c). M éformade Rx Y, isto é, M pode ser foliado em subvariedades (/N —1)-dimensional,
sendo todas elas topologicamente iguais entre si. E cada uma dessas foliagoes, é¢ uma

superficie de Cauchy .

Vale salientar que as condigoes (a), (b) e (c¢) sdo equivalentes e também assumimos que as
nossas superficies de Cauchy sao representadas por equagoes ¢t = constante pelo menos

localmente.

Apés a discussao sobre o espago-tempo M, é 1til introduzirmos a nogao de produto

escalar entre fungoes f;, que sao solugoes da equagao de Klein-Gordon (2.3):

(iofo) = =i [ {110uf = @uf)f3}V/=gdz",

onde Y é uma hipersuperficie do espaco-tempo curvo do tipo espaco e d¥* = n#dX, n* é o
vetor normal do tipo tempo a hipersuperficie 3. Com a defini¢do de produto escalar entre
solucoes da equacgao de Klein Gordon, que foi uma escolha entre as varias possibilidades
de produtos internos, somos capazes de construir a solu¢ao geral da equagao (2.3) a partir

de um conjunto de solugoes { f;,f7} linearmente independentes entre si, tal que:

6(x) =Y aifi(t, %) + al f1(1, )] (2.6)

i

f

; da solugao geral, representam os operadores de criacao e aniquilacao

Os operadores a;, a
de particulas [22]. Ao utilizar a solugao geral do campo escalar (2.6) nas relagdes de

comutacao (2.5), encontramos que esses operadores satisfazem uma relagdo de comutagao
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entre si e essa comutatividade entre os operadores de criagdo e aniquilagao, sendo até

mesmo uma forma alternativa para se realizar a quantizag¢ao do campo
T =
|:CL,L', aj = 61]

A utilizacao dos operadores de criagao e aniquilagdo desempenha um papel essencial na
definicao do estado de vacuo. Esse conceito estd muito presente na teoria quéntica de
campos e desempenhard um papel crucial na formulagao de fun¢oes de Green a zero
absoluto e em muitos outros aspectos da fisica quantica de particulas e campos. O
estado de vacuo, denotado como |0), representa o estado quéntico de energia minima do
campo, caracterizado pela auséncia de particulas fisicas. Quando aplicamos o operador de

aniquilacao a; a este estado, o resultado é o vetor nulo, ou seja,
CLj |0> = 0

Fisicamente, isto reflete a ideia de que nao ha particulas para serem aniquiladas em um
estado de energia minima. Por outro lado, ao aplicarmos o operador de criagao a; a0
estado de vacuo, obtemos o estado |1;),

T _
a; [0) = [1;),

J

que representa o primeiro estado excitado do campo e, portanto, a presenca de uma
particula que estd associada ao estado j do campo escalar. O estado |1;) é um estado
contendo uma tnica particula. Quando o mesmo tem mais de uma particula, pode ser

escrito em relacao ao estado de vacuo como:

Iy = ——(al)™ |0}

j

O produto interno entre diferentes estados quanticos, por serem ortogonais entre si,

resulta em

1

(nijlnag) = ——=
1/%17]‘!7127]6!

Essa ortogonalidade entre diferente estados tem como resultado direto, que o produto

<O’ (alJ)nlJ (a’;k)nz’k ‘O> - 571177125%743'

interno entre o estado de vacuo |0) e o estado quéntico de uma particula em um estado j
11,) seja nulo ((0]1;) = 0). Com isso, da definigdo (2.6) ja podemos concluir que o valor
esperado no vacuo do campo escalar (¢) = (0] ¢(x) |0) é nulo, e como consequéncia temos
que a flutuacao do campo escalar (A@)? = (¢2) — (¢)” necessita apenas de (¢?) para ser

encontrada.

Para calcularmos valores esperados no vdcuo, como por exemplo (¢?), nos utilizamos

das funcoes de Green e do método de “point-splitting”. Portanto, vamos definir as fungoes
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de Green necessarias. Comegamos com:

iG(x,x) = (0] [¢(x), 9(x)]0) , (2.7)
GW(x,x) = (0] {¢(x), 6(x)} |0) , (2.8)

onde {,} representa anticomutacao. A funcio G(x,x') é a funcio de Schwinger e GV (x, x')
¢é a funcao de Hadamard, podemos separar ambas as func¢oes em diferentes partes. Essa
separacao permite definirmos novas fungoes auxiliares, que também sdo conhecidas como

fungbes de Wightman e serao tteis futuramente. Sao definidas como

O propagador de Feynman Gg(t,Z;t',2’) descreve a amplitude da probabilidade
de uma particula viajar de um ponto Z em um tempo t até um ponto ponto ¥’ em um
tempo t’. O propagador serd de extrema importancia nos nossos célculos e é definido como

o valor esperado do produto ordenado temporalmente T(A(x)) dos campos

iGp(x,x) = (0] T(¢(x)¢(x)) |0)
=0t -G (x,xX)+ O — )G~ (x,%), (2.9)

onde O(z) é a fungao de Heaviside. O propagador de Feynman pode ser separado em partes
reais e imaginarias, mas antes disso precisamos definir as fungoes de Green retardada

Gr(x,x’) e avancada G 4(x,x’)

Gr(x,xX) = —O(t — t")G(x,x)
Ga(x,x') =0t — t)G(x,X)

Com essas informagoes podemos definir também a média entre esses novos propa-
gadores
— 1
G(x,x) = §(GR(X,X’) + Ga(x,X))

e entdo podemos separar o propagador de Feynman Gr(x,x’) nas partes real e imaginaria.

Grlx, ) = —Glx,x) = 56V (x,x)

Dessa separacio, chegamos a concluir que o G'(x,x’) pode entdo ser reescrito em
relagdo ao propagador de Feynman. Isto é uma relagao muito 1util entre as fung¢oes de
Green e nos ajudara quando tratarmos do método de "point-spliting" para o calculo das

quantidades.

G (x,x) = i[Gp(x,x') — Gh(x,x)] (2.10)
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Note que a partir da definicio de G (x,x’) podemos encontrar (¢?) quando

tratamos do limite de coincidéncia dos pontos da funcao de Green, isto ¢,

1 .
(p(x)?) = = lim GW(x,xX) = % lim [Gp(x,x") — GR(x,x)]. (2.11)

z—>x! z—>uz'
Quando aplicamos o operador ([, + M2+ £R) a definigdo (2.9), obtemos a equagao
diferencial associada ao propagador de Feynman. Ao resolver essa equacao, encontramos o

propagador de Feynman desejado que é essencial para o método de “point-splitting”.
(O, + M? + ER)Gr(x,x) = —0(x,X), (2.12)

tal que 0(x,x') = (—g)"/26"(x — X') é a delta de Dirac em um espaco curvo.

Por fim, encontraremos o tensor de pressao-energia-momento para que sejamos
capazes de trabalhar com as quantidades termodindmicas do nosso sistema, o tensor
momento-energia para uma métrica de espaco-tempo curvo pode ser encontrado com uma

variagao da acao com respeito a métrica
2 68
T, = — .
V—gogH

ao variarmos a acao do campo escalar com respeito a uma métrica de espago-tempo

qualquer. O resultado ¢ [18]

1 2
T;uz :(1 - 2£)vu¢vu¢ + (25 - 2>guugpavp¢va¢ - 2£¢vw/¢ + ggguu¢|j2¢

d—
shan + 2 erg, |0 o - €(1- 1) [argen

- glRuy - 9
mas como estamos interessados nos efeitos quanticos dessas quantidades é necessario,
portanto, transformar essas quantidades fisica em operadores. Antes de realizar a transfor-
macao do tensor pressao-energia-momento em operador, reescrevemos o tensor utilizando

a equagao de movimento (2.3), para simplificar o processo:

Ty =(1 = 207,09, + (26 = )0 V09,6 — 2609, + 360,00(-08% = €)0

[ 1 d—1 | 1 1
_5 RMV_QRQMV+2( d )ng;w ¢2+2[4_§<1_d>‘|M29uu¢2

| o
(1= 2)V,6900 + (2 = 5 ) 9"V, 0V — 26,00
- 5 RMV - ;Rgm/ + QSRQMV‘| ¢2 + 2 le - 5] M29uu¢2'

O que nos leva a forma mais simplificada do tensor momento-energia:

T = (1= 209,09, + (2 = ) 9ulV° 6900 — ERG? — M6
- 2§¢Vuu¢ - gR,ul/QbQ' (213)
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No entanto, o tensor pressao-energia-momento identificado aqui é uma quantidade de
natureza classica, e nosso objetivo principal é compreender como essa grandeza é afetada
pela quantizagao dos campos. Para isso, é necessario determinar o valor esperado desse
tensor apés transforméa-lo em um operador quantico, o que requer a aplicacdo do método

de “point-splitting”.

O método de “point-splitting” envolve a definicao de um operador que, quando
aplicado & funcao de Green GV (x,x’), nos conduz ao valor esperado do tensor pressao-
energia-momento. Esse resultado é obtido quando aplicamos o limite da coincidéncia de
pontos

1
(Tyw) = 5 Jim D, GW (x,x), (2.14)

r—x'

em que D, é definido como:
Dy = (1=28)0,0, + (26 — 1/2) g, [977 0,05 — M? — ER] — 26V, YV, — ER,y. (2.15)

E facil verificar que esse operador ao ser aplicado em (2.8) resulta em (2.13) no limite da
coincidéncia de pontos. Porém como vamos utilizar o propagador de Feynman, reescrevemos
a fungdo de Hadamard com a equacao (2.10), logo o nosso valor esperado do tensor
momento-energia sera:

(T,) = ; lim D, [Gr(x,X) — Gin(x, ¥)]. (2.16)

T—X



10

3 Campo escalar no cilindro

Antes de aprofundarmos nos cédlculos relativos ao espaco-tempo do universo estatico
de Einstein, é interessante explorar inicialmente o espago-tempo cilindrico, o qual tem uma
grande semelhanca com o espago de Minkowski. Essa abordagem inicial nos proporcionara
uma intuicdo mais solida para compreender o desafio apresentado pelo universo de Einstein.

Comegamos introduzindo a métrica do espago-tempo em questao [23, 24]
ds? = dt* — da* — dy? — d2°.

Perceba que mesmo a métrica sendo aparentemente igual a métrica de Minkowski existe
uma diferenca crucial entre ambos, que é na forma em como definimos as coordenadas
cartesianas. No caso do cilindro, introduzimos uma periodicidade em uma das coordenadas
espaciais. Nesse estudo, optamos por considerar a coordenada periddica z, a qual satisfaz a
condicao z = x + a. Temos entao a topologia de um cilindro. O nome cilindro do espago se
da pelo fato que o comprimento a pode ser reescrito utilizando a noc¢ao de circunferéncia
tal que a = 27 R e assim tornando mais facil o nosso entendimento geométrico sobre como

¢ o comportamento do mesmo.

Para desenvolver uma intuicdo geométrica sobre o espaco, podemos optar por uma
abordagem visual. Em vez de trabalhar com o espago-tempo cilindrico em (3+1) dimensoes,
vamos simplificar para o espaco (2+1) dimensoes. Imaginemos uma folha ou plano em um
espaco tridimensional, a folha representa somente as coordenadas espaciais da métrica
excluindo assim a coordenada temporal. A periodicidade de uma coordenada espacial

resultaria na juncao de um lado da folha ao outro, formando assim um cilindro.

Com esse exemplo podemos entender a geometria do espaco-tempo cilindrico em
(3+1) dimensoes de maneira semelhante. No caso, teriamos um cilindro de trés dimensoes
espaciais presente em um espaco euclidiano quadridimensional. E por essa razao que nos

referimos ao espago-tempo que estamos estudando como um cilindro.

Observe que esse espaco € caracterizado como plano, o que implica que objetos
geométricos como as componentes do tensor de Riemann R, , e o escalar de curvatura
de Ricci R sao identicamente nulos. Consequentemente, o termo de acoplamento escalar
nao se encontra presente na equagao de movimento do campo escalar, ao contrario do que

veremos no universo de Einstein, posteriormente.

Para a determinacao das grandezas essenciais, tais como a densidade de energia,
pressao e as flutuagoes do vacuo associadas ao nosso campo escalar, recorreremos a funcgao

de Green, também conhecida como propagador de Feynman Gg(x,x") [23, 25]:

(O, + M*)Gp(x,X) = —0(x,x), (3.1)
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em que O, = 07 — 92 — 95 — 92. Antes de obtermos o propagador de Feynman para o
cilindro, trataremos primeiro das autofungdes do operador ([, + M?) e para encontra-las

basta resolver a seguinte equacao de autovalor

(Dx+M2)¢j(t7way>z) = Ej¢j(tax>y7 Z) (32)

Utilizando o método de separagoes de varidveis para resolver a equacao diferencial

anterior, encontramos que as autofunc¢oes desse operador sao:
0j(t,w,y, 2) = Ae!hrrrharthozmet (3.3)

onde A,w, k| = 2”7”, ko, k3 sao constantes e n € Z. Escolheremos o valor de A futuramente
tal que seja conveniente, perceba que a aparicao de n na constante k; resulta da condicao
periddica sobre a coordenada associada x. Ao aplicar os auto-estados (3.3) encontrados na

sua equacao original (3.2), encontramos os auto-valores £ associados a esses auto-estados
E; =k} +k3+k; + M* — (3.4)

Com as informagoes sobre os auto-estados do campo escalar encontradas, podemos entao
propor um ansatz que seja capaz de resolver a equacao (3.1) referente ao propagador de

Feynman Gp(x,x’)

Griex) = —i 3 /0 Ydr [ Z dw L Z dks L O:O dkse ™6, ()¢5 (X). (3.5)

n=—oo

Para verificar a validade do nosso ansatz (3.5), é suficiente aplicar o operador diferencial

(O, + M?) no préprio ansatz e mostrar que recuperamos a equacao (3.1)

O+ M)Gr(ex) = =i 30 [T [ [ diy [ dkse™ (04 M)6;0905 ()

——i > /OOO dr /_O:O dw /_O:O dks /_O:o dkse™ ™5 B;(x) % (¥).

Com uma manipulacao engenhosa sobre a derivada da exponencial, podemos reescrever a

exponencial presente na integral

d _. o -
7671‘1'EJ —_ _Zef’LTE] Ej-

dr
Logo,
(O, + M)Gp(x,¥) = 3 / duw / ks / dhsh; (%) () / dr e,
ne—oo Y —0© —00 —0o0 0 T

A dltima integral na equac@o anterior pode ser resolvida ao fazer a substituicao E; —
E; — ie. Essa mudanga de varidveis nos permite resolver o problema ao utilizar o teorema

fundamental do calculo, onde a exponencial no limite assintético de 7 — oo, por ser
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imaginaria, resultaria em um limite nao definido. Apds a substituicao, esse problema
desaparece ja que a exponencial no limite agora é real e tem um valor finito. A utilizagao
do teorema fundamental do calculo, aplicando o limite de € — 0 voltamos com os autovalores
E; anteriores.

O, + M)Gr(xx) = | [k [ dkads ()65 (<) lig e B ¢

e—0
n=-—00

== > [T [T [ ko (x)63()

n=—oo

Depois de passar por esse processo, colocamos os auto-estados (3.3) na equagao
anterior e verificamos que o lado direito da equacao seria a relacdo de completeza dos

auto-estados do campo escalar para o cilindro.

(O, + MH)Gp(x,X) = — Z/ dw/ dk‘Q/ dk3d;(x) ¢} ()

= Z / dw/ de/ dk3‘A’2 ilky (z—a")+ka (y—y')+hs (z—2") —w(t—t")]

Cada uma das integrais presentes na equagao anterior é a defini¢ao integral da delta de

Dirac em sua respectiva variavel. Ao aplicarmos a defini¢ao, temos

(O, + M?)Gp(x,X) = —|A]P2r)*6(t — t)(y — y)d(z — &) Z ei2mlz=al)/a (3 6)

n=—oo
O somatério de exponenciais imaginarias pode ser reescrito com a formula usual de Poisson

abaixo [26]. Assim, conseguimos transformar as exponenciais nas deltas desejadas:

i e =21 i d(x — 2mn). (3.7)

n=—oo n=—0oo

Podemos aplicé-las na eq. (3.6) para chegar em:

(O, + M2)Gr(x,xX) = —|AP@rYS(t — )3(y — )3z — ) 3 5(2” ro) 27rn>

n=—oo

= —|AP@2r)*%(t —t)o(y —y)6(z — ) 27T Z d(z — 2’ —na).

Como A é uma constante arbitraria das autofuncdes, escolhermos |A|? tal que a equagao
do propagador de Feynman (2.12) seja satisfeita. Logo:

1

A=
El e’

o que nos leva finalmente a

(O, + MHGr(x,xX) = =6t —t)o(y — y)d(z — ) Z d(x — 2’ —na)

n=—oo

= —d(x—x) (3.8)
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Demonstramos que a nossa proposta de solucao (3.5) satisfaz a equacao de Green.
O passo subsequente envolve a conversao do nosso ansatz em uma forma mais conveniente

para facilitar as manipulagoes futuras:

Grp(x,x) = —ilA]? i / dr / dw / dky / dkgeiller@=a ) Fha(y—y ) s (=) —w(t=t')~7E})

n=—oo

_ —Z|A|2 Z / dTe—z[T(k2+M2)+k1(z z’ / duwe™ w(t—t")—Tw?]

n=—oo

/ dk26i[k2(y—y/)—7k§]/ dlgeilks(z==)=7k3] (3.9)

Para resolver as integrais w, ks e k3 em (3.9), faremos mudangas temporérias de
variaveis nas integrais, colocamos 7 = —ip para as integrais em ks e k3, ¢ T = i0 para
a integral em w, Essa escolha nos permitira transformar essas integrais em distribuigoes

gaussianas [27], simplificando assim o processo de integra¢ao. Assim, temos

Oo ’ ’ 32
Grx,x) = —i| AP / dTl ol (M) i o2 | - e 2 L
s p o
(3.10)

O préximo passo sera reescrever o somatorio entre colchetes. Para isso podemos perceber
uma manipulacao desse termo:

[e.e]

Z e—i[T(kf+M2)+k1(x—x’)}:e—iTM2 Z e—i[T(?ﬂn/a)2+(27rn/a)(az—x’)]

n=—oo n=—0oo

— 717M2 Z / d)\(s A — 27T7’L) —i[r(A\/a)?+(\/a)(z— z)]

n=-—oo
Utilizando a férmula de Poisson novamente e que 7 = —ip, encontramos

—iTM? [e's)

Z e—i[T(k%+M2)+k1($—£E,)] _ € Z / d)\e—p(/\/a 2—i(\/a)(z—z'—na)
n=-—00 21 n=—o00
671'7'M2 00 CL\/_ (@—2'—na)? na)

T o Z

n=—oo

Utilizando a expressao anterior em (3.10) e voltando as variaveis em 7, chegamos em

(z—a' —na)?+(y— y) +(z—2)2-(¢—t")?2 1
Gr(x,X) = / dreil +r MQ]W' (3.11)

n=—oo

A solucao dessa integral pode ser encontrada na referéncia [27] e seu resultado é:

Mo K (M /(=o' —na) + (y —y')* + (= = ) = (L — 1')?)

(2m)? = \/(x -2 —na)?+ @y —y)P+(z-2)2—-(t-t)?
(3.12)

GF(X, Xl) = —1

sendo K, (z) a fungao modificada de Bessel de segundo tipo e de ordem wv.

Dessa forma, obtemos a func¢ao de Green para o espaco-tempo cilindrico. Entretanto,

é importante ressaltar que essa funcao de Green foi originalmente definida como o valor
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esperado no estado de vacuo, o que a torna especialmente 1til para calculos a temperatura
nula. No entanto, uma vez que nosso foco neste trabalho é analisar as propriedades
termodinamicas em temperaturas finitas, é necessario realizar modificagbes em nosso
propagador de Feynman para que possamos adequadamente levar em consideracao esses

efeitos térmicos.

Apos as consideracoes feitas sobre a funcao de Green térmica no Apéndice B, com

a propriedade sobre o propagador de Feynman G s(x,x’) (B.25), enfim, obtemos

e © Kl M\/O'(mn)

Grolxx) =—igs, _Z 2 T

onde (™™ & conhecida como a funcio de Synge [28], e para o nosso espaco-tempo, é

(3.13)

definida como

o™ = (r — 2’ —na)? + (y — ) + (2 — ) — (t =t — imB)*. (3.14)

Apébs obtermos o propagador de Feynman térmico, antes de prosseguirmos para
a determinagao de grandezas fisicas, como densidade de energia e pressao, é crucial
realizarmos a renormalizacao dessa quantidade. Isso se torna necesséario devido a divergéncia
inerente a fun¢do de Green quando aplicamos o limite da coincidéncia dos pontos, conforme
esperado para uma funcao desse tipo. No entanto, vale ressaltar que a renormalizacao é
relativamente simples, pois a fonte da divergéncia do propagador reside apenas no termo
do somatorio com n = 0 e m = 0. Esse termo do somatoério é equivalente ao propagador de
Feynman para o espaco de Minkowski, e, dado que nosso espago-tempo ¢é plano, podemos

remover essa contribuicdo sem problemas, resultando em quantidades finitas.

Entao, além de removemos o termo n = 0 e m = 0, vamos também separar os

termos do somatorio de (3.13) tal que

Grp(x,X') = Guac(x,X) + Gun(x,X') + Gz (x, %), (3.15)
sendo
v =, K(MVe®)
Grae(x, X)) = —i—— , 3.16
(x,x") i (27)271:2—:00 ) (3.16)

M ~ K < M\/a<m,o>)

Gn(x,X) = e Z T (3.17)
00 o K (M\/ O'(m’”)>
Gz (x,X) = 27T 2m;mn;oo ey (3.18)

Os termos em Gyq. (%, x') consideram os elementos do somatério de Gp(x,x’) em que n # 0

e m = 0. Por sua vez, Gy,(x,x) engloba os termos em que n = 0 e m # 0. Finalmente,
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Gz (x,x') abrange os termos restantes, ou seja, aqueles em que n # 0 e m # 0. Esse
¢é o significado das plicas nos somatérios. Essa decomposicao nos permite analisar as
contribuigdes em que os efeitos de vacuo predominam com G..(x,x’), as contribuigoes
em que os efeitos termodindmicos sdo os principais com Gy, (x,x’) e, por fim, as corregoes
desses termos que incorporam tanto os efeitos do vacuo quanto os efeitos termodinamicos

com G (x,x")."

3.1 Flutuacao média quadratica do campo escalar

Tendo obtido o propagador de Feynman, podemos agora calcular uma das quanti-
dades fundamentais que sao influenciadas pelos efeitos termodindmicos no contexto do
cilindro: o valor esperado quadratico do campo escalar, denotado por (¢?). Essa grandeza
¢ de muita importancia, uma vez que nao apenas aparece nos calculos do tensor pressao-
energia-momento, mas também é necessario para determinar o desvio padrao do campo

escalar, dado que o valor esperado do campo escalar, (¢), é nulo.

Para calcular (¢?), procedemos como em (2.11), porém, analisando o propagador
de Feynman da teoria no limite de coincidéncia de pontos, observamos que o resultado é
apenas um valor imaginario puro, simplificando ainda mais a relacao (2.11) para

(¢*) =i lim Gp(z,7).

r—x’

Como a funcao de Green foi separada em termos de cada contribuigao, seja vacuo Gyee(x, x'),
térmica Gy, (x,x’) ou mista G, (x,%’), 0 nosso (¢?) também serd separado em tais contri-

buigoes utilizando o mesmo critério que (3.15), facilitando assim a nossa andlise sobre o

mesmo:
<¢2> - <¢2>vac + <¢2>th + <¢2>mx
onde )
. / K1 Mna
<¢ vac 27T Qn;w (319)
M
(62),, = zm__oo <Tm> 7 (3.20)
M
(%) e 2r) Z Z n2T2a2 1<T m2+n2T2a2). (3.21)

n=—0o0 Mm=—0oo

Antes de tomarmos a massa do campo escalar como nula e estudarmos o campo sem
massa, precisamos utilizar o limite assintético da fungao K, (z) para quando o argumento
se aproxima de zero antes de substituir o valor M = 0. O limite assintotico z — 0 da

fungao K,(z) é
2u—1
Zl/

K,(z)=T(v) ;v >0, (3.22)



Capitulo 3. Campo escalar no cilindro 16

onde I'(v) é fungdo Gamma. Ao utilizar essa expansdo (3.22) em cada um dos termos de

(¢?), chegamos que as contribuicdes de (¢?) sdo

1 2 1

2 T
= — = 2
<¢ >vac 2 W 277@)2 6 12a2’ (3 3>
T2 00 1 T2 7T2 T2
2y = P, B 24
(%) (2m)2 = m? o ) 6 12’ (3:24)
T2 oo 00
< mz - 71.2 Zl Z m2 + n2 2T2 (325)

Ao considerar uma massa nula, observamos uma simplificacao desses valores. A
contribuicao do vacuo é nula a medida que a distancia a se aproxima do infinito, e quando
a temperatura tende a zero, a contribuicao térmica também se anula e o termo misto por
ser uma corre¢ao as contribui¢cdes anteriores, acaba sendo nula tanto no limite 7" — 0
quanto em a — oo. No entanto, na contribui¢ao mista, surge uma diferenca entre os termos

com massa e sem massa, evidenciada pela convergéncia das somas.

Em (3.21), a soma é absolutamente convergente pois para valores muito grandes

de K,(z), a fungao Bessel no limite assintético de z — oo tende a

K, (2) = \/Z [1 4 4”;_1 4 ] (3.26)

e como os argumentos de (3.21) s@o valores reais positivos, a convergéncia da soma é
garantida pela exponencial negativa. Porém o mesmo nao pode ser dito para a soma dupla
presente em (3.25). Por comparacao de somas, podemos demonstrar que a soma dupla em
(3.25) é divergente:

1
ZZm?—i—n2 sz2+n2+2mn—|—m+n

m=1n= m=1n=

B Z Z(??’H—n m+n+1>

= Z —— — 00. (3.27)

Entao, quando o campo escalar nao tem massa, temos problemas em relagao a renormali-
zagdo para (¢?) quando temos a presenca dos efeitos de vacuo (Casimir) e térmicos (corpo

1negro) ao mesmo tempo.

Se restringirmos o espago para incluir apenas um desses efeitos como, por exemplo,
tratando no limite assintotico a — oo, nao haveria mais periodicidade na coordenada

espacial, e apenas os efeitos térmicos permaneceriam. Nesse caso, o termo (¢?)  que é uma,

mx’

correcao aos efeitos térmicos e de vacuo, deve ser automaticamente nulo, e encontramos o

mesmo resultado ao considerar 7" — (0. Assim, ao examinarmos os limites de cada regiao
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(altas ou baixas temperaturas), é razoavel esperar que as corregoes a esses efeitos sejam

significativamente menores em comparacao com os valores do efeito dominante.

Agora, se repetirmos o processo de calcular o propagador de Feynman térmico
considerando um espago-tempo cilindrico com dimensao N e também com apenas uma
coordenada espacial periddica, obtemos o seguinte propagador [23, 29]

M(N—2)/2 %) 00 K(N_2)/2(M, /_O-(m,n))
A
Gron(o @) = —Zg oy 2 2~ ymmymma

n=—o0 Mm=—0o0

(3.28)

em que o™™ é:

o) = (t—t' —imB)? — (r— 2" —na)? — (y1 — ;) — (Y2 — v5)* . — (Yn—2— Yn_o)?. (3.29)

A equagdo (3.28) é muito parecida com a func¢ao térmica de Hadamard encontrada na
referéncia [30]1 Nesse artigo é investigado um campo escalar carregado em um espago-tempo

com numero arbitrario de coordenadas periddicas.

Repetindo o processo anterior, encontramos (¢2>, entretanto agora para o caso de

N dimensoes. Nesse caso, as contribui¢oes térmicas, de vacuo e mistas sao

M(N—2)/2 >, K(N72)/2(Mna)

2 _

<¢ >vac - (27T)N/2 = (na)(N_Q)/Q ) (330)

MWN=2)/2p(N=2)/2 =, 1 Mm

2\
(@) = (27 )2 2 WK(N—%/? (T> ; (3.31)
MN=2)/2(N=2)/2 M
2
<¢ >mcc = N/2 ; ; TL2T2(L2)(N 2)/4K(N72)/2 <T m2 + n2T2a2) .

(3.32)

A contribui¢ao de Casimir (3.30) j& apareceu na literatura em [29], a equagao (3.31), sendo
a contribui¢do de corpo negro, ja foi estudada por diversos autores como [14, 31], entao
vamos focar mais na corregao (3.32) dos efeitos de vacuo e térmicos. Apés o caso com

massa, passamos para o caso de massa nula, obtendo

1 N-2\ 1 1 N -2
<¢2>vac = 27TN/2F< 9 ) Z (na)]\pz = 27TN/2(LN2F< 9 )((N - Q)a (3'33)

n=1

N —2 TN=2_ (N -2
<¢2>th = 27TN/2 < 2 ) — mﬂ N 2 = 9 N/2F< 9 >C<N—2>7 (334)

1
() e = FN/Q ( ) PID B s ST TR (3.35)
com ((z) sendo a fungao zeta de Riemann. Ao analisar a equagao (3.35), podemos observar
que, se a dimensao do espaco-tempo for superior a quatro dimensoes, como no caso em que
N =5, esse termo se torna convergente, eliminando quaisquer preocupagoes associadas a

escolha de uma massa nula para o campo escalar. A dimensdao N = 4 pode ser considerada
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um limiar critico para essa quantidade. Se optarmos por valores de N inferiores a N = 4,
os problemas mencionados nao se limitam apenas a este termo; na verdade, mesmo outras
quantidades ficam suscetiveis a tais questoes. Por exemplo, ao selecionar N = 3, tanto as
contribuig¢oes do vacuo quanto as contribuigoes térmicas se tornam divergentes devido a

funcao zeta.

3.2 Tensor de pressao-energia-momento

Feita a anélise sobre a flutuagao de vacuo (¢?), podemos agora passar a estudar o
tensor pressao-energia-momento, que nos ird fornecer a densidade de energia p presente no

cilindro.

Como discutido no capitulo anterior, para determinar os valores esperados das
componentes do tensor pressao-energia-momento, recorreremos ao método de “point-
splitting”. No contexto do cilindro, o propagador de Feynman G r(x,x’) assume a forma de
um ndmero imaginario puro. Consequentemente, o termo —G%.(x,x’) é idéntico ao préprio

propagador de Feynman Gr(x,x’), simplificando os calculos, isto é,

<T#V> = th_l;l}}/ DW,GF(X, X/) (336)

No cilindro, onde nao ha curvatura, tanto o tensor de Ricci quanto o escalar de
curvatura sao nulos, simplificando o operador D,, ainda mais. Além disso, o termo

i lim (97709,0, — M? = £R) Gp(x,¥)

x—x’

se anula para o propagador do espaco-tempo cilindrico. Isto pode ser verificado de forma
direta com a equacao (3.13). Portanto, os termos relevantes a serem calculados para o

operador D,,, no espago-tempo cilindrico sao:

D, = (1= 28)0,0, — 2£0,0, (3.37)

Agora estamos prontos para calcular a primeira componente nao nula do tensor
pressao-energia-momento, ou seja, a densidade de energia p, que corresponde ao termo
(Ty). Novamente, iremos separar os termos em vacuo, térmico e misto para a andlise

individual das contribui¢oes presentes nas componentes.

<Et> = P = Pvac T Pth + Pmaz; (338)

onde

Poac = Z K2 Mna), (3.39)

S o2 a2

M*T & [M mM 3T mM
Pth = [fﬁ <> + — Ko < >]7 (3.40)
L Lm m?

272 T

m=
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M?T & m2M M~/m? + n2T2%a2
pmx = 2 Z 9 212 .2 3/2 1 ( ) (341)
T n,m=1 (m + n?T?a )
T (a®*n?T? — 3m? M~/m? 2T2q2
_ T'(a’n m2) : m? + n?1?2a | (3.42)
(m? 4+ n?T?%a?) T

onde foram utilizadas as rela¢oes de recorréncia da func¢ao modificada de Bessel de segundo
tipo K, (2).

Ko (2) + Koa(2) = ~2°0 Ko (),
Kyir(2) — K1 (2) = QSKV(Z). (3.43)

Na referéncia [24] também foram calculadas a densidade de energia e pressao no cilindro
utilizando um formalismo diferente. Nesse artigo ha uma subtracao do termo de corpo
negro das quantidades calculadas, a qual ¢é feita em relacao a energia livre de Helmholtz e

causa algumas discordancias entre o nosso resultado e a referéncia [24].

Agora passamos a calcular as componentes restantes que sao nao identicamente
nulas, e essas componentes sao as outras componentes da diagonal principal da matriz.
Note que como essas trés componentes nao sao iguais nao podemos associar diretamente
esses termos a pressao isotropica do cilindro da mesma forma que fizemos com a densidade
de energia p no termo (7). Esses termos nos levam a perceber que a pressao presente no
cilindro é anisotrépica, ao contrario do que se obtém em Minkowski, que é um universo
isotréopico e nao peridédico como o que estamos analisando. Calculando as componentes

restantes do tensor momento-energia, obtemos

<T-Tx>:PI:PIUGC+thh+ngmx, (344)
com ,
M & [ Ma 3
Py yae = ~552 ng:l {nKl(Mna) + nQKg(Mna)}, (3.45)
Pown=—=5" 2, K| —— 4
P M>*T*? i (m? — 3a*n*T?) M~/m? + n?T2a?
T p2 A= | (m? 4 nT2a?)’ ? T
MTa?n? M 2 2722
- — N e llh il B (3.47)
(m? + n2T2a2)3/2 T

onde a componente P, representa a pressao do cilindro na direcao onde esta a coordenada
periddica do cilindro. A pressao presente nas outras componentes do tensor momento-
energia representam as pressoes nas dire¢oes nao periddicas do espaco-tempo cilindrico, e

elas sao iguais entre si, isto é:

<Tyy> = <TZZ> :Py :Pz :szac+Pzth+szz (348)
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em que
M? =1
szac = mnz::l EKQ(MTLG)’ (349)
M?T? = 1 mM

Py =— — Ky — ), .

=53 g::lmQ 2< T ) (3.50)
M?T? X 1 My/m?2 + n?2T2%q?

P, = ) 3.51
o 5 e () @

Ja podemos perceber que a contribuicao térmica presente em cada uma das pressoes do
cilindro sao iguais, como é o esperado ja que essa contribuicao nao deveria sofrer muito os
efeitos da periodicidade da coordenada espacial do cilindro. E, ndo s6 isso, mas o valor
dessa quantidade em questao é o que se espera da pressao de corpo-negro com as corregoes
para campo escalar com massa [14], sendo igual em todas as dire¢oes, como mostra as

equagoes (3.46) e (3.50), ou seja,
Prin = Potn = P (3.52)

como ja obtemos todas as componentes nao nulas do tensor, encontrar o traco do mesmo

é uma tarefa simples e nos leva a importante equagao

(T",) =g (T,,) = p— (Pe+2P.) = M*(¢°) . (3.53)

nv

¢é interessante perceber que o trago do tensor relaciona todas as quantidades do cilindro
calculadas até entao, e quando a massa fisica do campo ¢ nula, o trago é nulo também
nao existindo mais o termo envolvendo (¢?). E nao sé isso mas a relagao entre os termos

térmicos da densidade de energia e pressao satisfazem a seguinte equagao

pin — 3P = M2 (%), . (3.54)

Quando nao ha massa fisica, essa relagao entre a densidade de energia e pressao
exatamente corresponde a equacgao de estado bem conhecida para a radiagao de corpo-negro.
E se tratando do campo escalar sem massa, podemos encontrar as componentes para
M — 0 se utilizarmos os limites assintéticos da fungdo modificada de Bessel K, (z) (3.22)

da mesma forma que fizemos nos célculos de (¢?). Primeiro determinamos a densidade de

energia p )
T
vac — 5 3.55
2T
P =30 (3.56)
2T* & 3m? — a®*n?T?
= ) 3.57
P 2 n%:l (a2n2T? + m2)° (3:57)

Em seguida, aplicamos o mesmo procedimento para as componentes da pressao presentes

no tensor momento-energia

7T2

Pa: vac — _ma (358)
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2T
Pmth:W:PZthu (3-59)

2T* & m?2 — 3a?n2T?

Py = — , 3.60
2, (T ) (300
2
T
Pz vac — 5 3.61
90a* (3.61)
2Tt & 1

@ L (a2n2T2 4+ m2)*

n,m=
A primeira coisa a se observar nesse caso é que ao contrario de (¢?), ndo hd nenhum
problema de convergéncia dos termos presentes no tensor pressao-energia-momento. Dessa
forma, podemos analisar o caso em que N = 4, e como estamos no caso sem massa, o
trago (3.53) estabelece uma relagao entre a densidade de energia e as pressoes presentes

no cilindro.

Antes de prosseguir com o estudo, vamos deixar de trabalhar com o cilindro de
tamanho infinito para trabalharmos com um tronco do cilindro e assim encontrarmos
quantidades termodinamicas, como a energia interna por exemplo. O tronco sera limitado
por 0 < = < a e as coordenadas (y,z) formam uma &rea de valor A. Com isso temos
o volume fechado de V' = aA. (Note que para o cilindro que estdvamos trabalhando
anteriormente, L — 00.) Devemos observar que embora A seja finito, quando comparamos

com a, é arbitrariamente grande.

Com o volume definido, partimos para encontrar a energia interna U e, como a
nossa densidade de energia é independente das coordenadas, a integral de p em relagiao ao
volume ocupado se reduz a densidade de energia multiplicada pelo volume do tronco de
cilindro:

U= / pdV' = pV. (3.63)
1%

Mas antes de continuarmos, vamos encontrar a energia livre de Helmholtz F' [32].
Existe uma relagao entre a energia livre de Helmholtz F' e a energia interna U que nos

sera util para encontrar [F":

0 (F
U=-T"— () : 3.64
or \T ( )
Com a relagao anterior e (3.63), chegamos em
p
F=—v1 [ar' L. (3.65)
Logo,
F 2 o2t 21t & 1
- =— — — . 3.66
V904t 90 a2 WZZI (a2n2T? + m?)* (3.66)

Com a energia livre de Helmholtz, podemos comparar com a equagao (54) da referéncia [24],
e percebemos que existe uma discrepancia a respeito da contribuicao do termo de corpo

negro, porém tanto o termo de corre¢cao com as somas e o termo de Casimir concordam
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com (3.66) e como a densidade de energia e a pressao é obtida utilizando F', elas também
tem discrepancia nessas quantidades. Com a energia livre de Helmholtz podemos reobter

as pressoes parciais do cilindro com as relacoes:

Px:_l aiF 5
A\da ), ,

1 [(OF
P=—[(=] .
: a<aA>Ta

3.3 Estabilidade termodinamica local

Apos trabalharmos com a teoria quantica de campos e encontrado todas as quanti-
dades necessarias para a analise, vamos entao passar para o estudo da termodindmica do
campo escalar, mais precisamente vamos estudar a estabilidade desse sistema termodina-

micamente.

Comecamos com um sistema termodinamico que tenha dois subsistemas idénticos
separados por uma parede totalmente restrita [33], cada um dos subsistemas sao definidos
por uma equacao fundamental S(U,V, N), S é a entropia do subsistema, U é a energia
interna do subsistema, V' o volume ocupado pelo subsistema e N o niimero de particulas do
subsistema. Se uma quantidade AU de um subsistema é transferida para o outro, a entropia
do sistema sairia de 2S(U, V, N) para S(U + AU,V + AV, N) + S(U — AU,V — AV, N).
Se a nova entropia do sistema composto é maior do que a anterior, isso implica que se
removermos a restricao adiabatica, a energia de um subsistema iria fluir para o outro,
quebrando a homogeneidade do sistema composto por dois subsistemas. Logo se queremos
a estabilidade do sistema, isto é, que a homogeneidade seja mantida, a condi¢do necesséria

para tal é [33]
S(U 4+ AU,V + AV, N) + S(U — AU,V — AV, N) < 2S(U,V,N),  (3.67)

ou, em sua forma diferencial,

(3.68)

85 928 s\ _ .
oUu? ov?2 ouov ] —
Como nao estamos interessados na entropia do sistema, vamos utilizar uma relagao
equivalente a (3.67) que seja em termos de quantidades ja calculadas. Quando a funcao de
entropia é méxima, a energia interna do sistema U(S,V, N) é minima, logo a condicao

(3.67) se traduz em termos da energia interna da seguinte forma
US+ASV+AV,N)+U(S—AS,V —AV,N) > 2U(S,V,N). (3.69)

Esta condigdo sobre a convexidade da energia interna (ou entropia) nos levara as condigoes

de estabilidade do sistema termodinamico [34, 35].
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A primeira condi¢ao de estabilidade termodinamica é tratada nesse estudo, a de
estabilidade térmica, em que analisamos como a transferéncia de calor entre diferentes

regioes se relaciona com a mudanca da temperatura 7" presente no sistema.

Das condigoes de estabilidade (3.67) ou (3.69), é possivel mostrarmos [33, 35] que
a primeira condicao de estado equilibrio estavel termodinamica, é dada pela capacidade

térmica a volume constante CYy,, isto é

oU
= (=) >o. .
Cy <8T>V_o (3.70)

Esta condigao estabelece que ao adicionar um pequeno excesso de calor ao elemento de
volume de um fluido, a temperatura desse elemento de volume deve aumentar de forma
relativa aos arredores de tal forma que uma parte desse calor deve fluir para fora desse
elemento de volume novamente. Essa dinamica requer uma capacidade térmica positiva.
Se a capacidade térmica fosse negativa, a temperatura do elemento de volume decresceria
e entao provocando um fluxo de calor para dentro desse elemento de volume (conforme a
2° Lei da Termodindmica), impossibilitando atingir o equilibrio térmico com o ambiente.

Portanto, se C'yy < 0, concluimos que o sistema é instavel.

A proxima condigdo de estabilidade termodindmica estudada é a estabilidade
mecanica. Em que analisamos como a variacdo do volume V' influencia nas pressoes
presentes no sistema. Das condigdes de estabilidade (3.67) ou (3.69), chegamos a condi¢ao
de equilibrio mecanico estavel, dada pela compressibilidade mecanica a temperatura

constante rr. Podemos mostrar [33, 35] que

1 [oV oP
" 4 <8P>T_O <8V>T_O &7

Esta condicao estabelece que se o volume do fluido presente no sistema aumentar, a pressao
do fluido precisa diminuir adequadamente, de tal forma que a pressao de fora do fluido
seja maior que a pressao dentro, e por equilibrio, a pressao dos arredores tenda a igualar
as pressoes e consequentemente impediria o crescimento do volume, que retornaria a seu
valor original. Isso requer que a compressibilidade seja positiva. Se a compressibilidade
fosse negativa, quando o volume do fluido aumentasse, a pressao do fluido aumentaria
tornando a pressao dos arredores menores do que a fluido e assim o volume poderia crescer
indefinitivamente sem que a pressao dos arredores fosse capaz de resistir a esse crescimento

impossibilitando atingir o equilibrio mecanico do sistema.

As condigdes (3.70) e (3.71) representam o principio de Le Chatelier. De acordo

com esse principio, o critério de estabilidade é [33]:

Qualquer perda de homogeneidade que apareca no sistema deve desencadear

um processo destinado a elimind-la.
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Agora que entendemos como funciona a estabilidade em sistemas termodindmicos,
vamos ao campo escalar no espago-tempo cilindrico para estudar a estabilidade termodina-
mica, a partir das quantidades calculadas com o tensor pressao-energia-momento, para o

CcasoO sel1n Imassa.

Trabalhando primeiro com a estabilidade térmica do sistema, comegcamos entao

com a derivada em relacao a temperatura da energia interna

), (o), 20 =5 - (5)

| = L)1 >0 ==2L=(ZL£] >o0. (3.72)
<8T v ar )., Vv ar ).,

Para a estabilidade térmica, os termos relevantes sao py, € ppme. Ao derivar (3.56) e (3.57)

em relacao a temperatura, obtemos a condicao de estabilidade para o caso sem massa:

273 3 00 ,2(02 2270
(Z?p) _2m’T% 24T m? (m? — a*n?T?) >0 (3.73)
v

oT 5 e szl (a2n?T2 +m?2)*

Para facilitar a andlise da estabilidade, tragcamos o grafico desta funcao utilizando
a ferramenta [36]. Note que como nao é possivel realizar a soma em ambos os indices
analiticamente, entdao quando somamos precisamos escolher um dos indices, no caso
escolhemos o indice m. Essa soma também poderia ser feita para as quantidades em (3.57),

(3.60) e (3.62), mas devido a arbitrariedade dessa escolha, preferimos nao fazer. Assim,

3senh(2manT) N cosh(2mwanT)
dranT 2

2 2T3 o0
<8p> e +21°T* > esch*(ranT) |1 — . (3.74)

or), 15

n=1

Para valores elevados de temperatura, T'a > 1, é evidente que o termo dominante em (3.74)
¢é o primeiro termo, originado pela contribui¢ao do corpo negro, ja que no limite assintético
r — oo a fungao csch4(:v) vai a zero muito rapido. Em altas temperaturas, o segundo termo
torna-se insignificante comparado ao primeiro devido as func¢oes hiperbdlicas presentes
dentro da soma, o que nos leva a desconsiderar esse termo. Portanto no regime Ta > 1,
analisamos a condi¢ao de estabilidade térmica levando em consideracao apenas o termo

originado da contribuicao de corpo negro

0 2213
((9;) ~ T (3.75)
14

Note que a condigdo em (3.75) é estritamente positivo para qualquer valor valido de
temperatura. Logo, a derivada é sempre positiva nesse regime, satisfazendo assim a

condicao de estabilidade térmica.

Para valores de temperatura proximos do zero absoluto, T'a < 1, o termo dominante
em (3.75) é o termo de corregdo entre as contribuigdes térmicas e de vicuo, que contém as
somas com fung¢oes hiperbdlicas. Para entendemos melhor como a derivada se comporta

nessa regiao, analisamos graficamente a condigao (3.74) com a Fig. (1).
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Figura 1 — Derivada da densidade de energia p em relacao a temperatura 7' como fungao
da temperatura no intervalo 7" € [0, 1/2]. Foram escolhidos valores diferentes
de a.

Pela Fig. (1), percebemos que a capacidade térmica é positiva mesmo para valores

baixos de temperatura, indicando assim que ha uma estabilidade térmica no cilindro.

Agora passamos a estudar a estabilidade mecéanica do campo escalar no cilindro.
Com o tensor pressao-energia-momento, encontramos as pressoes parciais do cilindro (3.58)
até (3.62), e como podemos notar das equagoes, nao ha dependéncia em relagdo a A, logo

a derivada em respeito ao volume é:

0P 1 (OP
() _ 1 () . (3.76)
ov ), A\0a T.A
Como estamos interessados apenas no sinal de (3.76), para o espago-tempo cilindrico, a

condicao de estabilidade mecanica para as pressoes parciais se reduz a

<8P> <0. (3.77)
Oa A

Como ja obtemos a condicao necessaria, passamos para analise. Comegando com a pressao

parcial P,, a primeira condi¢ao de estabilidade mecénica é

0P, B 272 24 i 3nAT8 — am®n?T"
da ) ., 1545 7r2 nme1  (a?n?T? + m2)*
2m? oo mesch? (%) 2mm 2rm
= ﬁ + 7n§::1 W |:47Tm =+ 27Tm COSh (afT) — 3aTsenh < aT )]

(3.78)

em que utilizamos a ferramenta [36] para efetuar a soma no indice n. Para a pressao parcial

P,, a condicao de estabilidade mecanica é

oP, 2 2 Z an®T*
da T.A N 45(15 7T2 nm a2n2T2 + m2)3
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OP. 272 T 1 ™m ™m
=) =2 LS 2 coth (7)) (2m2m? h2<)_2T2)
( Oa >TA 45a®  2mat mz::l m3 [CO (aT> < rmese aTl “

m™m

— mamTcsch? (T) ] ) (3.79)

a
onde também utilizamos [36] para a soma no indice n. Agora que obtemos as condigdes
(3.78) e (3.79), podemos analisar graficamente. Da equagao (3.78), formamos os graficos

representados na Fig. (2). Da Figura (2a), percebemos que nao hé estabilidade mecénica

2.5 ¢
—a=0.9
16011 g=10
2t a=1.1
140 +
<
S 151 < 120
3 £
a ] H <
< 5F 100 |
1 N
80 |
0.5 1 —a=0.9
—a=1.0 60 |
a=11
0 ! f f ! ! ! f 40 + ! ! : : :
0.00 020 040 060 0.80 100 1.20 1.40 50.00 60.00 70.00 80.00 90.00 100.00
T T

(a) (b)

Figura 2 — Derivada da pressao parcial P, em relacao a distancia a como func¢ao da
temperatura T em diferentes intervalos no cilindro para diferentes valores de a
(a) Baixas temperaturas T'a < 1, T' € [0,3/2] (b) Altas temperaturas T'a > 1,
T € [50,100]

no regime de baixas temperaturas, o que é esperado quando observamos (3.78), pois o
termo dominante nesse regime é o primeiro termo, originado da contribuigdo de Casimir e
é estritamente positivo. Da Figura (2b), temos que a condigao de estabilidade é violada no
regime de altas temperaturas. Assim, podemos concluir do nosso estudo numérico, que
a pressao parcial P, é instavel mecanicamente independente do regime de temperatura

tratado.

Passando para o estudo da pressao parcial P,, usamos a equacao (3.79) para
formarmos os graficos da Figura (3). Para o regime de baixas temperaturas, observamos
a Figura (3a). Assim, como no estudo de P,, o termo dominante de (3.79) é o primeiro
termo, originado da contribuicdo de Casimir e nesse caso é estritamente negativo, o que
satisfaz a condicao de estabilidade mecanica. Para o regime de altas temperaturas, temos
o grafico da Figura (3b), mostrando que a estabilidade mecanica também é satisfeita.
Portanto, em ambos os regimes a condicdo mecanica ¢é satisfeita mostrando que a pressao

parcial P, é estavel.

Com isso, podemos concluir que perturbagoes mecanicas em diferentes diregoes para

o campo escalar no espaco-tempo cilindrico levam a diferentes resultados. Perturbagoes
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Figura 3 — Derivada da pressao parcial P, em relagdo a distancia a como funcao da
temperatura 1" em diferentes intervalos no cilindro para diferentes valores de a
(a) Baixas temperaturas Ta < 1, T' € [0,3/2] (b) Altas temperaturas T'a > 1,
T € [50,100]

em y e z nao afetam a estabilidade do campo escalar mas uma perturbagao mecanica
na dire¢do x sim, enquanto que a estabilidade térmica ¢é satisfeita em ambos regimes de

temperatura.

O resultado de o campo escalar satisfazer a condicao de estabilidade térmica, porém
nao a mecanica, nao ¢ novo na literatura e pode ser encontrado em outras geometrias e
outros campos como, por exemplo, o caso de radiagao eletromagnética em uma cavidade
esférica condutora é estavel mecanicamente, porém nao é mais o caso se tratando de um

cubo condutor, sendo ambos estéveis termicamente [37].
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4 Campo escalar no universo estatico de Eins-

tein

Depois de adquirirmos intui¢ao sobre o nosso problema estudando um espago-
tempo mais simples, estamos prontos para explorar o universo de Einstein. Esta versao do
universo € uma simplificacdo e adaptagao da métrica de Robertson-Walker. Enquanto na
métrica de Robertson-Walker o universo se expande isotropicamente a medida que o tempo
passa, correspondente a um fator de escala a(t) crescente com ¢, no modelo de Einstein,
esse fator é assumido como constante para toda a duragao temporal, resultando em um
universo estatico [6]. Quando Einstein em 1917 propds esse modelo, sendo o primeiro
modelo cosmolodgico relativista. Para explicar o universo, ele precisou introduzir uma
constante cosmologica para tornar o espago-tempo estavel, ja que fazendo uma analogia
com a mecanica newtoniana, era possivel perceber que mecanicamente o universo tinha

um ponto de equilibrio instavel [38].

Esta comparagao entre as visdes de Robertson-Walker e Einstein é particularmente
ilustrativa. Ela sugere que os efeitos observados no Universo de Einstein podem ser analogos
aos de Robertson-Walker durante um intervalo de tempo relativamente curto. O elemento

de linha que caracteriza o universo de Einstein é:
ds® = dt* — a®[dx? + sen®x (d6? + sen*0dp?)]. (4.1)

Os elementos geométricos, tais como curvatura desse espaco-tempo, como o escalar de
curvatura e tensor de Ricci foram calculados no Apéndice A. A equacao do propagador
de Feynman no universo de Einstein, sofre uma pequena modificagdo comparada com a
anterior no espaco-tempo cilindrico pois agora estamos trabalhando com um espago com o
escalar de curvatura nao nulo. Dessa forma, a constante de acoplamento também aparece

na equacao que define a fun¢ao de Green:
(O, + M? + ER)Gp(x,x) = —0(x,x). (4.2)

A fim de generalizar o propagador apresentado na referéncia [39], em que trabalha-se
com o acoplamento conforme & = 1/6, e obter um propagador que nao esteja restrito a
valores fixos de &, introduzimos uma modificacao no operador diferencial. Essa modificacao
consiste em redefinir as constantes do operador, aproveitando que o escalar de curvatura do
espago-tempo (A.9) é independente das coordenadas. Dessa forma, deixamos de trabalhar
com massa fisica M e passamos a trabalhar com uma massa efetiva u, em que nela inclui
o termo de acoplamento nao-minimo £R, isto é,

1
pt=M?*+ER— R (4.3)



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 29

Utilizando (A.9), reescrevemos p da seguinte forma

,  M?Pa® 466 -1
M - a2 .

(4.4)

Ao contrario da massa fisica M, p nao é exclusivamente uma quantidade real, pois
dependendo dos valores de M e &, a definigdo (4.3) nos leva a uma quantidade imaginaria.
Dessa forma p é apenas um truque matematico, e ndo tem uma representacao fisica real.

Feita a troca no operador diferencial, a equacao de Green que vamos resolver é
2 1 / /
O, + i +6R Gr(x,x) = =d(x,X). (4.5)

Assim, como procedemos no caso do cilindro, vamos introduzir um Ansatz que seja capaz
de resolver a equacdo (4.5) e consequentemente a equagao (4.2). O nosso ansatz é baseado
na técnica de Schwinger-DeWitt [40-42], sendo dado por

Gr(x,x') = —i /OO dre™ "7 (x, 7|/, 0) . (4.6)
0

Antes de continuarmos, é necessario confirmar que o Ansatz proposto seja valido, isto
é, (4.6) seja solucao de (4.2). Ao aplicarmos o operador diferencial percebemos que o
propagador de “mecénica quantica” (x,7|x’,0) presente no Ansatz corresponde ao um
novo propagador que também precisa satisfazer uma equacao de Green proépria. Para

encontramos essa nova equagao basta inserirmos (4.6) na equacao (4.5), obtendo
Z/ dre T <Dx + 1 + GR> (x, 7|x',0) = d(x,x). (4.7)
0

O termo da massa efetiva p? presente dentro do parénteses pode ser reescrito de forma

conveniente se utilizarmos a regra da cadeia, tal que

8 .2 202 202 a
g[e_“‘ T(x, 7|X,0)] = —ipte T (x, T|x/,0) 4 e T& (x,7[x',0)

, 0 . PN
ipe T (x, 7|, 0) = —E[e_“‘% (x,7Ix',0)] + e_“‘%a (x, 7|, 0) .

Voltando na integral (4.7) com essas informagoes, temos:

00 0 5 o] .o 10 1
_ —tuT / : T — ! = !
/0 dT(aT e (x, T|x ,O)]) +z/0 dre <Z 57 +0, + 6R> (x,7|x',0) = 0(x,x).
(4.8)

A primeira integral em (4.8) tem como resultado uma delta de Dirac

/OOO dT((i_[&“ﬂT (x, 7|X, 0}]) = (x,0[x,0) = §(x,x). (4.9)

Ao colocar essa informacao em (4.7), temos:

e o (1 1
i/o dre ™" T(@;_ +0, + 6R> (x, 7%, 0) = 20(x,X). (4.10)



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 30

O fator multiplicativo 2 da delta pode ser inserido dentro da fungao (x,7|x’,0) que ainda

sera determinada sem nenhuma perda de generalidade. Assim,

00 , 10 1
i/o dre T (zaT +0, + 6R> (x,7x',0) = d(x,x'). (4.11)
Portanto, a equacao que (x, 7|x’,0) precisa satisfazer para que (4.11) seja satisfeita é:
0, - LR e, 0) = id(r)i(x, ) (112)
i— — Oy — = x, 7|x,0) = 16(7)d(x, X). .
or 6

A solugdo geral para (x, 7|x’,0), é:
1

b (p—¢)2
it T Klad.), (4.13)

(x, 7|, 0) =

em que K(q,¢,7) é conhecido como heat kernel [43] e estd definido em S® com os pontos
q,q € S3. Os pontos ¢, ¢’ sdo descritos com as coordenadas (, 6, ¢) do nosso elemento de
linha. Se aplicarmos essa soluc¢ao na equagao (4.11), chegamos que o propagador satisfaz:

(ié‘i 4 A, - éR) K(g.d.7) = i6(1)8(q, ) (4.14)

onde A, é o operador de Laplace-Beltrami em S®. Note que até aqui ndo precisamos
introduzir nenhuma consideracao sobre o espago-tempo em que estamos trabalhando, entao
esse método pode ser utilizando também para o caso do cilindro, sendo que a dificuldade

desse método estd em encontrar a fun¢ao K(q,q, 7).

Como pode ser visto na referéncia [44], é possivel trocar o operador A, por um

operador A, que depende exclusivamente da distdncia geodésica s(q,q’) (A.16), sendo:

A=tre L (4.15)
s == ——————sen : :
6 sen(s/a) ds? e

Com essa substituicao, podemos resolver a equacao do propagador em termos da distancia

geodésica s(q,q") (A.16) e encontrar a solugao para K(q,q’,7) [39, 44, 45], que é a seguinte:

1 ;= 1- 2
E(s+27rna)
asen(s/a) (4mwiT)3/2 n; (s + 2mna)e : (4.16)

K(q,¢',7) =

—0o0

A soma em relagdo ao indice n na equacao (4.16) aparece como uma soma das geodésicas
que conectam os pontos ¢ e ¢’ presentes na esfera, além de reproduzir a periodicidade
necessaria em S®. Apds obtermos todos esses resultados, voltamos ao nosso ansatz inicial

(4.6), agora com as equagoes (4.16) e (4.13), obtendo

1 > o0 dr (=2 — (s9-9mna)2]  —iu2T
Z (5+27rna)/() (47-”'7—)26 = [—t")?—(s+2 )]6 BT (417)

n=—0oo

Gr(x,X) =

asen(s/a)
A integral pode ser resolvida analiticamente [27], e a solugdo é

n_ i > . 9mna Kl(,u\/(s + 2mna)? — (t — t')?)
Grlnx) = dr*asen(s/a) n:z_:oo< + 2mma) \/(3 +2mna)? — (t—t)

(4.18)
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Como encontramos o propagador de Feynman para o estado de vacuo, o préximo passo é
obter a fun¢ao de Green do estado de vacuo a fun¢ao de Green térmica. Como pode ser visto
na referéncia [39], a propriedade (B.25) que relaciona as duas fungdes também é satisfeita

no universo de Einstein. Portanto para determinarmos as quantidades a temperatura finita,

usamos
SR K + 2mna)? — (t — ' — imf3)?
GB(X7 X/) = 7 Z Z S+ 271'71(1 1(:“\/(5 Wna) ( Zmﬁ) )
47T asen S/(l m=—00 n=—00 \/(S + 27rna)2 — (t — t/ — Zm6)2
(4.19)

A funcao de Green térmica requer uma renormalizacao, assim como foi feito para
o cilindro, e para realizé-la, subtraimos o termo correspondente a n = 0 e m = 0 da
soma (4.19), pois quando tomamos o limite do caso plano, a — 0o, percebemos que esse
termo nos leva ao propagador do espago plano. Portanto, esse termo causa divergéncias
na funcao de Green quando aplicamos o limite da coincidéncia de pontos. Os demais
termos na soma consistem em pares den =ken = -k, m=iem = —i (k,i € Z),
que, quando somados, fazem com que a divergéncia desapareca no limite, mesmo que
esses termos sejam individualmente divergentes nesse limite. Para exemplificar melhor essa
afirmacao, utilizamos (4.18) por simplicidade mas o procedimento é o mesmo para (4.19).
Como citado, individualmente os termos da soma em (4.18) sdo divergentes no limite
da coincidéncia de pontos e isso pode ser verificado de forma direta, aplicando ¢t — t’ e
s — 0 nos termos do somatorio em (4.18). Entdo, ao invés de analisar cada elemento da
soma individualmente, vamos aproveitar o somatorio no propagador e analisar dois termos

simultaneamente. Escolhemos, para quando o indice é n = k, que chamamos de Gp(x,x’),

e quando o indice é n = —k, que chamamos de G _;(x,x’). Assim,
| i K (/{5 + 2mma)? — (7
lim | — ——————| (s + 27mna)
x| dm?asen(s/a) V(s +2mna)? — (t — 1/)2

+ (s — 2mna)

(4.20)

Ky (i (s — 2mna)? — (t — t/)Z)ﬂ
V(s = 2mna)? — (t — /)2 '
Note que uma simples substitui¢do x — x’ nos leva a uma indeterminacao 0/0 em (4.20).

Para resolver esse problema basta utilizarmos da regra de L’Hopital para s — 0. Logo
Ky (i (s + 2na)? — (t — t')?)
V(s +2mna)? — (t — t/)2
Ky (i (s — 2mna)? — (t — t/)2)
\/(s —2mna)? — (t — t')? )]

que apds alguns cédlculos simples, e utilizando as propriedades em (3.43), avaliamos o

lim | — w9 0
x—x/ 4m?cos(s/a) Os

((s + 27na)

+ (s — 2mna)

limite na coincidéncia de pontos e chegamos no resultado:

2
lim (GFk(X X) + GF k(X X )) ,UK1<26177,7TIU) ,U KQ(QCZTL’/TIU)

x—x’ 4m3an 272 ’
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que é um termo finito. Note que, devido ao procedimento feito, aparece uma funcao de

Bessel de 2° ordem no resultado, e esse é um detalhe importante quando tratarmos de
(¢%).
Podemos separar a fungdo de Green térmica em relagdo as contribuigoes termodi-

namicas usando o mesmo procedimento que fizemos no caso do espago-tempo cilindrico,

isto é,

Gs(x,%X") = Gac(x,X') + G (x,X) + Gra(x, %),
sendo

. i >, K1 (i (s + 2mna)? — (t — t')?)
Gueeli ) = _47T2a56n<8/a’)n;oo(s + 2ma) \/(S + 27mna)? — (t —t')?
N ZIMS OO, Kl(,u\/SQ— (t—t/—lmﬂ)Z)
Gth(X7X) - _477'2&8671(8/@)7”:2_00 \/82 . (t—t’—z'mﬁ)Q )
2 (f— 4 — i B)2

() — Z Z (s + 2rma) Kl(,u\/(s—l— 2mna)? — (t —t' —imp) )

47T2@5€” (s/a) = n \/(s + 2mna)? — (t — t' —imp)?

Os termos em G q.(x,x") consideram os elementos do somatoério de Gp(x,x’) em que n # 0
e m = 0. Por sua vez, Gy,(x,x’) engloba os termos em que n = 0 e m # 0. Finalmente,
Gme(x,%) abrange os termos restantes, ou seja, aqueles em que n # 0 e m # 0. Esse
é o significado das plicas nos somatérios. Note que para valores em que p?a? < 0, ou
(a®M? 4+ 6 — 1) < 0, o argumento da fungao de Bessel deixa de ser estritamente real
positivo, tornando-se puramente imaginario e, consequentemente, a funcao de Bessel
adquire valores complexos. Em decorréncia disso, nosso propagador (4.19) deixa de ser
um imaginario puro, contendo agora uma parte real diferente de zero, diferentemente do

espago-tempo cilindrico e da regiao (a*M? + 6£ — 1) > 0.

4.1 Flutuacdo média quadratica do campo escalar

Ao utilizarmos (2.11), j& podemos encontrar a primeira quantidade do Universo de
Einstein, (¢?) ja separada em contribuicoes de vicuo, térmica e mista:

(¢%) =i im [Grae(w, ') = Gle(,2)] + i lim [Gin(x, 2) — Gy (x, 27)]

T—T r—x’

+ i Q}I_I){El,[Gmﬂf ("E’ l‘l) - G:HI(CL’, ZE,)],
= (") vae T (DD + (87) o - (4.21)

Observamos que cada termo da soma (¢?), _+ (¢%),, + (¢?), . é real mesmo que o
propagador de Feynman seja complexo, gragas a defini¢do (2.11). Assim, conseguimos

eliminar a parte imaginaria das quantidades que estamos interessados em calcular.
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As contribuigoes individuais, (¢?),... (¢%),, € (#*),,., onde empregamos a separa¢ao
de termos proposta como no caso do cilindro, resultam em quantidades reais. Nesse
contexto, esses termos s6 possuem significado fisico quando a parte real é extraida. Os

valores correspondentes a cada termo presente em (¢?) sdo:

1 < [T F6E =1
2 — 2)/2 _
<¢ >vac 27’(’2@2 Re{ n;l [ 27_‘_” Kl (2”77\/0, M + 6§ 1)
— (a®M? +6¢ — 1) K, (Qnﬂ\/a2M2 + 66 — 1) ] } (4.22)
T > VarM? +6£ — 1 my/a?M? + 6§ — 1
Sin = K 42
<¢ >th 27T2CLR6{ mZZI m 1 < TCL 5 ( 3)
o SN2 — 5 2072 3 S22 -
(@), =Rel 3 Tva?M? 46 — 1 K, VA4a2m2n2T? + m2\/a2M? + 6§ — 1
" et | T2av/4Ar2a?n?T? 4+ m? Ta

4n2T? (a® M? + 6§ — 1)K V4a2m2n2T? + m2y/a?M? + 6 — 1
An2a2n2T? 4+ m? 2 Ta ’

(4.24)

onde utilizamos (4.4) para escrever (¢*) em relagio a constante de acoplamento . Podemos
fazer uma verificagdo simples desses valores ao colocarmos £ = 1/6 e M — 0. Para isso,
utilizamos a expansao de limite assintotico da fun¢do modificada de Bessel. Utilizaremos
uma expressao um pouco diferente de (3.22) pois agora temos uma mistura entre ordens
das Bessels nas quantidades, o que acaba sendo importante considerar também outros

termos da expansao assintética, que sao

1
Ki() =, (4.25)
2 1
Ky(2) = = (1 - 4z2>. (4.26)
Logo,
9 B 1
<¢ >vac - _487726L27 (427)
T2
(@ =15 (4.28)
T2 00 m2 _ 47r2a2n2T2
2 e
<¢ >mgg - T n%::;l (47T2a2n2T2 + m2>2' (429)

Essas expressoes ja sdo conhecidas na literatura para (¢?) [39]. Note que (¢?),, tem
o mesmo valor no universo de Einstein para quando o espaco-tempo é o espago de
Minkowski/Cilindrico ao considerarmos £ = 1/6, como vemos pelas equagoes (3.20) e
(4.23), isso é um ponto interessante pois para a constante de acoplamento conforme
(£ =1/6), as contribuigbes térmicas do universo nao tem dependéncia com a geometria e o
raio do universo, essa independéncia da geometria para as contribuicoes térmicas também

aparecem para a densidade de energia e pressao, que serao analisadas futuramente.
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4.2 Tensor de pressao-energia-momento

Para obtermos a nossa densidade de energia p, utilizamos a equagao (2.16) com o

operador (2.15), verificando que o termo

i lim, (97°0,0,, — M* = {R) Gp(x,¥) = 0

x—x’

também é nulo para o propagador do universo de Einstein(4.19). Assim como discutimos

para o Gp(x,x’) do espago-tempo cilindrico, dessa forma, chegamos a
(Ty) = Z}}gl}}/ Q000[Gs(z,2') — Gg(x,2")] = p.

Para o céalculo da densidade de energia, também expressaremos p como a soma dos termos

de vacuo, térmico e misto

P = Puac + Pth + Pma-

Assim como no caso de (¢?), é necessario retirar o valor real da soma entre cada

contribuicao da densidade de energia

Pvac = ——Re Z

3,4
dmia =1

K (2n7r\/a2M2 + 6§ — 1)

1 > [(a?M? + 6¢ — 1)*”
n

3(a*M? +6£ — 1)
2mn?

K> <2n7r\/a2M2 66 — 1) ] } (4.30)

Pih = 2723 m Ta

T Re{ i [(a2M2 + 66 — 1)3/2K1 <m\/a2M2 T6E— 1)

m=1

m2 Ta

+3Ta(a2M2+6£—1)K2 (m\/a2M2—|—6§—1>]}’ (4.31)

Vm? + 4a2n?m2T2\/a?M? + 6§ — 1

o = - Re{ i [fl(m,n)fG( Ta )

n,m=1
Vm?2 + 4a2n?m2T2\/a?M? + 6§ — 1) ] } (4.32)

) o =

Os coeficientes da soma presente em p,,, sS40

(a®M? + 66 — 1)

a (472a2n2T? + m2)**

fi(m,n) =

[16W4a4n4T4 — 16m%a*m*n*T? + m4],

T (a>M? + 6¢ — 1)
fa(m,n) = (22?7 & )’ [487r4a4n4T4 — 4m*m*n? (a2]\42 + 6¢ — 1) + 3m*

— 721%a*m*n?T? — 167°n? (a2M2 + 6§ — 1) ]



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 35

Da mesma forma que fizemos com o valor esperado de (¢?), podemos realizar uma
verificagao direta desses resultados ao considerar o caso em que £ =1/6 e M — 0. Nesse

cenario, reobtemos os seguintes resultados:

1
vae = ————— 4.33
Prac = 4R0m242 (4.33)
-
—T 4.34
Pth = 30 ( )
67* & 167*a*niT* — 247%a®>m>n?T? + m*

L (4m2a2n2T? 4+ m2)*
onde py. é a densidade de energia de Casimir calculada por Ford [46], py, é o termo

da radiagao de corpo negro ja calculado por Planck [47] e pp. é a corregao dos termos

anteriores devido a presenca de ambos no universo também ja obtida por Dowker [39].

Para os termos remanescentes nao nulos do tensor momento-energia, aplicamos

novamente a equagao (2.16) em conjunto com o operador (2.15), obtendo
(T3;) = i lim (9;0; = 26V;V; — ER;)[Gp(w, 2) — G(w, 2)),

com o indice latino em letras mintdsculas indicando j = 1,2, 3. Ao empregar a regra da
cadeia e identificar que alguns termos associados a distancia geodésica s(x, 0, ¢) se anulam
no limite de coincidéncia dos pontos, simplificamos o célculo de (Tj;), e os termos restantes
da diagonal principal do tensor sao

PGt=t,s) 2

(Ty5) = 955 Zlﬁ%T - ?23}2};{1 G(x,x)| = =g P

Assim como a densidade de energia, P que seria a nossa pressao, também sera dividido

em termos de contribuigdo de vacuo (Casimir), térmico (corpo negro) e misto, ou seja,

P:Pvac+P75h+me7

n

Pvac =
247r4a4 Re{ Z

n=1

[QW 6 = DvarM? + 66— 1, (2n7r a2 M? + 66 — 1)

n2

UMD A0, (o i o 1) }

(4.36)

T2 2, [ (66 —1)/a®?M? + 6§ — 1 my/a?M? + 6§ — 1
Re{ Z [ Tam K < Ta )

L3l ree-1) (m\/a2M2 F66— 1) ] } (437

m2 Ta
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1 00 N2 VA 222 T2 P
P Re{ Z [gl(m,n)Kl <\/a + 6& aéwan —|—m>

n,m=1

—

VaZM? + 6€ — 1vV4n2a2n2T? + m2> ] }
aT '

(4.38)

Os coeficientes em P,,, sao

Tva2M? + 6§ — 1

a (4m2a?n?T? 4+ m2)5/2

gi(m,n) = {167r4a4n4T4(1 — 6¢) +m*(1 — 6£)

+ 8r%a’m*n*T* (3> M? + 12 — 2) ] :

_T2 (a*M? + 66 — 1)

(Am2a?n?T? + m2)3

ga2(m,n) = [64776a6M2n6T4 + 487t a* AT + 3m®* — 72m2a m2n?T?

+ 4m*n*m* (1 — 6¢) + 167" a*m*n*T? (a2]\42 — 6§ + 1) }

Agora que possuimos todos os elementos da diagonal principal do tensor momento-

energia, podemos calcular o traco e encontramos:

(Th,) = ¢"" (Tw) = p— 3P = M*(¢%)

Através do traco, podemos perceber que todas as quantidades discutidas até este
ponto satisfazem uma equagao que estabelece relagoes entre elas, da mesma forma que
encontramos no cilindro. E importante destacar que, quando a massa do campo escalar
¢é nula, essa equacao implica que a densidade de energia é diretamente proporcional a
pressao no Universo de Einstein. Portanto, quando tratamos do caso de massa nula, ao
analisarmos a densidade de energia, podemos obter informacgoes cruciais sobre a pressao

de forma direta.

Um detalhe que podemos observar em todas as quantidades até aqui calculadas é
que, dependendo dos valores de &, M e a, o argumento das Bessels presente nessas grandezas
pode ir a valores reais positivos até valores imaginarios. A Bessel quando tem argumentos
reais positivos, também tem como valores resultantes reais, porém quando esse argumento
¢é imaginario o valor da Bessel se torna complexo e justificando a razao de separarmos os
valores em regides onde o argumento é real positivo (u?a? > 0 ou a>M? + 6§ —1 > 0) e

onde o argumento é imaginario (pu%a? < 0 ou a?M? +6£ — 1 < 0).

Antes de analisar as diferentes regides presentes para os valores de densidade e
pressao. Interessante perceber que py, nos limites de altas temperaturas, T'a > 1, utilizando
(4.25) e (4.26), encontramos

2 a?M? +6¢ — 1
Din A %T"‘ ! Sa? )TZ (4.39)
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E importante notar que, para aplicar os limites assintéticos & funcao de Bessel quando

z — 0, é necesséario também assumir que Ta > a?M? + 6§ — 1. Em situagoes em que as

magnitudes de \/a2M? + 6§ — 1 e T'a sao comparaveis em ordens de grandeza, a expansao

em altas temperaturas (4.39) deixa de ser valida.

A existéncia de um termo de correcao para a densidade de energia de corpo negro
planckiana em altas temperaturas para um campo escalar com massa nao é novidade na
literatura [14, 48]. Porém observe que, em se tratando do universo de Einstein, surge uma
dependéncia na constante de acoplamento &, quando a mesma é diferente de £ = 1/6.
Agora, essa expressao traz uma correcao significativa a equagao (4.34), o que é notével
porque a contribuicdo térmica em altas temperaturas passa a depender da constante
de acoplamento com a curvatura do espaco. Assim, ela deixa de ser uma quantidade
dependente apenas da termodinamica, e passa a ter um carater também geométrico devido

a presenca de &.

Determinadas a densidade de energia e a pressao no universo de Einstein, avangamos
para a analise dessas grandezas. Para tal, é necessario inicialmente separar as contribui¢oes
em regioes distintas devido a presenga da fungao modificada de Bessel de 2° espécie, K, (z),

nos termos.

Conforme citado anteriormente, no limite assintético de z — oo, a Bessel converge

para a férmula (3.26). No entanto, ao estarmos na regiao (a?M? + 6 — 1) < 0, o argu-

mento das Bessels presente nas quantidades (¢?), p e P, contém o termo v/a2M? + 6£ — 1,
passa a ter componentes imaginarias em vez de valores exclusivamente reais positivos.
Pelo limite assint6tico (3.26), observa-se que a exponencial associada ndo é mais uma
exponencial real com expoente negativo, mas agora uma exponencial imaginaria, mudando
assim a velocidade de convergéncia desses termos. Nesse contexto, o aspecto relevante na
convergéncia da Bessel no limite assintdtico z — oo passa a ser o termo 1/4/z de (3.26), o
que nao é suficiente para garantir a convergéncia dos termos de corre¢ao (¢?), pmz € P

nessa regiao.

Essa mudanca na taxa de convergéncia dos termos nao afeta as contribuicoes de
vacuo e térmicas, como por exemplo, p,. € pu, que ainda sdo convergentes porque a soma
dentro dos termos é em relacao a apenas um indice e a convergéncia das quantidades

3/2 1o limite assintético.

presente na soma se comportarem como maior ou igual do que 1/n
No entanto, ela impacta os termos de corregao a essas contribui¢oes (mx), os quais envolvem
somas em dois indices. Portanto, nessa regiao, estamos limitados a analisar o problema
nos regimes em que ha uma dominéancia entre uma dessas contribui¢oes, de modo que a
correcao nao esteja presente, ji que nessa regiao (%), pme € Pne sdo divergentes, sendo
necessario uma nova renormalizagao para sermos capazes de estudar essas quantidades na

regiao (a*M? + 6§ —1) < 0.



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 38

4.3 Mecanica Estatistica e Modo-Zero

Motivados por esse problema de renormalizagao, discutiremos sobre uma possivel
alternativa ao método de “point-splitting”. Nesse novo formalismo, calcularemos a densidade
de energia utilizando ferramentas da mecanica estatistica com o método de soma sobre o
espectro de energia [19]. Para esse método precisamos de duas informagoes sobre o campo
escalar, os espectros de energia do campo no universo de Einstein e qual é a degenerescéncia

dos niveis de energia.

Antes de prosseguirmos, é necessario separarmos a densidade em dois termos

(Tie) = (Ti)o + (Tit) 1 »

onde (T}), ¢ a densidade de energia para temperatura nula, ou seja, a densidade de Casimir
previamente calculada pelo formalismo anterior (4.30), e (T3;), é a densidade de energia

para temperatura finita, que agora passamos a calcular por meio da mecanica estatistica.

Importante citarmos que ¢é possivel também calcular a densidade de energia de
Casimir utilizando esse formalismo, conforme ¢ feito na referéncia [50]. Contudo, para
realizar essa abordagem precisariamos trabalhar com novas renormalizacoes e visto que
ja obtivemos a densidade de Casimir para o problema, e a mesma concorda com o da
referéncia [50], como serd mostrado mais a frente, optamos por aproveitar nosso resultado

(4.30).

A densidade de energia térmica (7T};), pode ser calculada como a soma de todos os
modos de energia ¢, ponderados pela distribuicao estatistica dessas particulas em cada
um desses modos (ny) [49], aqui também levamos em consideragdo a degenerescéncia dj,

dos niveis de energia em cada um dos diferentes estados quanticos, isto é,
1
(Tu)y = % > dier (ng) .
k

Como aqui estamos trabalhando com o campo escalar (particulas de spin-0), a distribuigao
estatistica dos modos de ocupacao ¢ a de Bose-Einstein pois o campo escalar ¢ um campo

bosénico [47, 51]. A distribui¢do de Bose-Einstein é

1
() = o7 (4.40)

e as energias de cada modo de ocupagao sao [46, 50]

1
— —J(k+ 1) + 66 — 1 + M2a?
€ a\/(+)+§ + M2a?,

com degenerescéncia dj, = (k + 1)? para cada nivel de energia. Entdo, encontramos que a

densidade de energia térmica é



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 39

1 & (n+1)%/M2a2 + (n+1)2+ 66 — 1
<Et>T = 2 2 4 Z .
Tea n—=0

(4.41)

1
eﬂ\/M2a2+(n+1)2+6§71 -1

E interessante notar que, para o regime de altas temperaturas, podemos demonstrar,
utilizando uma das trés formulas para somas, quais sejam, a de Abel-Plana, Euler-Maclaurin
ou Poisson [52], que as equagoes (4.39) e (4.41) sdo equivalentes. Comegamos com a formula

de Abel-Plana [29]:

T rdt + i /OOO flatit) = fla=it) (49

e2ﬂ't -1

> flh+a) = fle) + [

[0}

Comparando com a formula de Abel-Plana, temos que a fungao f(k) é

k*k? + M?a? + 6§ — 1
= ; com o = 1.
Ry T

Com a funcdo f(k), encontramos os termos da féormula de Abel-Plana:

f(k)

1f(1) 1 VM?%a® 4 6§
2 2 V/MPaPre _

oo f(1 4 it) _f(l_it)dt— Lo dt (l—l—it)Q\/(l—l—it)Q—l—MQaQ—i—ﬁf—1
), =i},

e2rt — 1 eﬁ\/(l+it)2+M2a2+6£fl _1

(1—it)%/(1 —it)2 + M?a? + 6 — 1
B eTLa\/(1—it)2+M2a2+6§—1 _1 ’

(4.43)

A integral (4.43) mesmo com a apari¢do de nimeros imaginarios, resulta em um valor real
ja que o lado esquerdo da igualdade, por definicdo, é real e outros termos de Abel-Plana

também sao reais para essa funcao em questao. Por fim, o ultimo termo de Abel-Plana é

oo o t2/t2 + M?a® + 6§ — 1
I:/ f(t)dt:/ \/ M 661, (4.44)
1 1 e VP+M?a?+66-1 _ q

Trabalhando um pouco mais com essa integral, podemos reescrevé-la com uma substituicao

de variaveis adequada

r = \/M2a2 + 6§ — 1senh(t) — dx = \/M2a2 + 6§ — 1 cosh(t)dt

O que nos leva a

senh?(t) cosh?(t)

eﬁ\/M2a2+6§—1 cosh(t) _

I = (M?a®+ 66 — 1) 1 dt, (4.45)
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em que utilizamos cosh?(¢) = senh®(t) + 1. Podemos alterar os limites de integracdo em
(4.45), adicionando e subtraindo no lado esquerdo da equagdo uma nova integral, de tal

forma a alterar o intervalo de integracao
senh?(t) cosh?(t ) dt 1 senh?(t) cosh?(t)

%\/ 2a24-6¢—1 cosh(t 0 eﬁ\/MQaQH’)&flcosh(t) -1
(4.46)

Observe que no intervalo ¢ € [0, 1], a integral adicional pode assumir valores complexos

I = (M2 + 6€ — 1)? [ OOO

(assim como a nova integral em t € [0, 00]), dependendo dos valores escolhidos para
e M. No entanto, é importante notar que isso nao afeta a integral do lado esquerdo da

igualdade, que permanece real.

Antes de prosseguir, podemos utilizar a série geométrica para reescrever o denomi-

nador presente nas integrais de (4.46). Isto é,

— A/ M2a2+6¢6—1 cosh(t)
! __cm _ Z o B/ M2a? 1661 cosh(t)
eﬁ\/M2a2+6§—1 cosh(t) _ 1 1—e Ta’ /M2a2+6¢—1 cosh(t

Entretanto, essa série converge apenas quando |e~7a VY #a?+6¢—1 cosh( t)| < 1, o que nos leva
a limitagdo de regiao (M?a® + 66 — 1) > 0, j4 conhecida quando trabalhamos com o

propagador da teoria.

A primeira integral em (4.46), que vamos chamar de I, pode ser reescrita em relacao
as fungoes modificadas de Bessel ao utilizarmos a serie geométrica e a propriedade entre
as funcoes trigonométricas hiperbolicas, cosh?(t) = senh?(t) + 1, ja citada anteriormente.

Logo,

I, = (M2a2+6£ Z {/ enh4 ) \/M2a2+6§—lcosh(t)dt
+/ senhQ(t) e/ M2a24-66—1 cosh(t dt}
0

Se utilizarmos a defini¢ao integral das fun¢oes modificadas de Bessel [27]
K, (2)2"T'(v+1/2)
'(1/2)zv
somos levados a (4.31) novamente

< (3T%a*(M?a® + 66 —1 m
L=Y { ( =Dy, (TCL\/MQa2+6§— 1)

m2

Ta(M2a? - 6¢ — 1)3/2
N a(M?a* + 6§ — 1) K, <;1\/M2a2 + 6¢ — 1> } = 2n2a’pyn
a

= / senh® (t)e=*<osh®) gt
0

m=1

m

Assim, a densidade de energia térmica (7};), pode ser reescrito com Abel-Plana da seguinte

forma

21 2 627rt 1

(Tu)p = ptn + 55— ! ( / ft)dt +i AL G it)df)
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Como a equacao anterior sugere, em altas temperaturas (Ttt)T se comporta como
pen- Logo, a equagao (4.39) é justificada em ambos os formalismos, e fazendo uma anélise
numeérica sobre (T};), na regidao —1 < (a?M? + 6 — 1) < 0, onde existe a divergéncia de
Pmz (4.32), percebe-se que em regimes de altas temperaturas a equagao (4.39) também é
valida. Portanto, ¢ mais conveniente analisar a expressao (4.39) do que (4.32) nesse regime

de temperatura.

No entanto, conforme destacado nas referéncias [17, 52-55], existe um debate na
literatura sobre o modo de ocupacao zero em que devido a indeterminacao desse termo,
alguns autores acabam excluindo-o, enquanto outros trabalham com o valor regularizado.

No nosso problema, ele aparece em (4.41) no termo da soma n =0 quando M =0e £ =0

1 Vee T

im = :
2m2at €-0 A6 _ | 2m2a’

Esse termo pode nao ser significativo em altas temperaturas, mas mostra importancia em
regimes de baixas temperaturas e proximidades da energia de Casimir. Em se tratando do
método de “point-splitting”, tal consideragao sobre a inclusao de um termo nao existe ja
que esse termo, caso exista, apareceria naturalmente a partir do propagador da teoria. Com
essa discussao, podemos entao ter mais seguranca sobre as analises feitas para o regime de

altas temperaturas mesmo na regiao onde p,,, € Py, sdo divergentes (a2M 2166-1< 0).

4.4 Estabilidade termodinamica local

Para o estudo de estabilidade, vamos adotar um campo escalar sem massa para

facilitar os calculos.

4.4.1 Regido (a*M?*+6£—1)<0

Iniciamos com o estudo de estabilidade térmica no sistema. Comecando com baixas
temperaturas, o termo p,,, pode ser relevante para a estabilidade térmica pois a derivada em
relacao a temperatura ird desconsiderar completamente o termo p,q.. Entao, a anélise sobre
a estabilidade térmica nao pode ser feita até encontrarmos o valor de p,,, renormalizado

nessa regiao.

Agora para o regime de altas temperaturas, T'a > 1, a contribuicdo dominante
é a de corpo negro (térmica) (4.39), portanto a nossa anélise serd em cima desse termo.

Trabalhando primeiro com a estabilidade térmica, encontramos

OUN - gp2gs 0Pt
<8T>VN27TG8T

7.[.4

= (Ta) + (é - g) Ta. (4.47)
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Como pode ser visto na equagao (4.47), por estamos trabalhando com valores de 0 < £ <
1/6, a derivada nesse regime é claramente sempre positivo ja que T'a > 0. Entao para altas

temperaturas, a condi¢do de estabilidade térmica é satisfeita no Universo de Einstein.

Passando para o estudo da estabilidade mecanica, partimos com o regime de baixas
temperaturas/temperatura nula, no qual a densidade de energia se reduz a energia de
Casimir p = pyac. Vale lembrar que, no caso de M — 0, a pressao do universo é P = % p-
Portanto, qualquer analise sobre a densidade de energia é valida também para a pressao,
salvo uma constante multiplicativa. A Figura (4) apresenta o gréfico de p em relagao a

constante de acoplamento &.

0.000

—0.002

« —0.004 |

—0.006

—0.008

0.00 0.02 004 006 008 0.0 0.12 0.14 0.16
£

Figura 4 — Gréfico da densidade de energia em relacao a constante de acoplamento & no
regime de temperatura nula, 0 < £ < 1/6 (a=1), o valor de p é negativo até o
valor de £ = 0,05391... [50]

A densidade de energia de Casimir do campo escalar no universo de Einstein ja
foi estudada por outros autores. A referéncia [56] trata sobre a densidade de energia de
Casimir quando £ =0 e M — 0 e o seu valor ¢ 0, o que é uma discrepancia com resultado
encontrado na Figura (4), em que temos p,. ~ 0,009. Também h4 uma discrepancia com a
referéncia [57], que os valores na regiao 0 < £ < 1/6 sdo sempre positivos. Nesse artigo
podemos explicar essa discrepancia ao perceber que o autor nao utiliza a massa “efetiva”
i, como fizemos, para os calculos de densidade de energia quando & # 1/6. Os nossos
resultados sobre a densidade de energia no vacuo concordam com a referéncia [50], e vale

ressaltar que esta referéncia utiliza um método de renormalizacao diferente ao nosso.

Apods essa comparacao com a literatura, passamos para o estudo da condi¢ao

de estabilidade mecénica em baixas temperaturas e massa nula, de (3.71) e P = %p

oP - 1 ap -~ vaac
(W)T - 187242 (&L)T T 9n2q3 (4.48)

Dado que a derivada da pressao em relagao ao volume é proporcional a py,., podemos

encontramos
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analisar a estabilidade mecanica observando a Figura (4). (4.48) apresenta valores com
sinal opostos a densidade de energia, indicando que, quando p é negativo, a derivada se
torna positiva, caracterizando a ocorréncia de instabilidade mecanica. Observando a figura,
percebemos que para valores de ¢ inferiores a 0,05391, o campo escalar no universo de
Einstein manifesta instabilidade mecanica em condigdes de baixas temperaturas, perceba
a exclusao do valor de acoplamento minimo (£ = 0) desse intervalo, o que é um resultado
interessante pois o acoplamento minimo estd muito presente em modelos cosmologicos.
Devemos notar ainda que, como a densidade de energia é negativa, isso viola a condicao

de energia forte também [58].

Em altas temperaturas, a condi¢do de estabilidade é analisada levando em conside-

ragao a equagao (4.39), logo

<8P> 1 (ap> Ll 6e-1.,  1-66T (4.49)
T T

oV ). 1872a® \da ). 1872a® 1243 21672 &

Visto que estamos no intervalo 0 < £ < 1/6, na equacao (4.49) os valores sdo claramente
negativos para derivada da pressao em relagao ao volume. Entao no regime de altas

temperaturas a condi¢ao de estabilidade mecanica é satisfeita.

Como ainda nao fomos capazes de regularizar p,,, para essa regiao, nao temos
informagdes suficiente para afirmar sobre a janela 0,05391 < ¢ < 1/6, o que concluimos
nesse estudo é que dentro da regido (a®?M? + 6§ — 1) < 0 existem valores da constante
de acoplamento, 0 < £ < 0,05391 ..., em que as condi¢oes de estabilidade sao violadas,
tornando o campo escalar no universo de Einstein nesses valores de £ instavel termodinami-
camente, com a possibilidade da janela aceitavel para a estabilidade ainda mais restritiva

do que 0,05391 < £ < 1/6.

442 Regidol=1/6eM — 0

Nessa regidao, temos todas as quantidades necessarias para a andalise completa de
estabilidade, e comegamos entao com a estabilidade térmica. Daqui em diante, vamos
simplificar e tratar a condicdo apenas em relacao a densidade de energia pois estamos
interessados apenas no sinal das derivadas. Da condicao (3.70) e a densidade de energia

nessa regiao (4.33) até (4.35), temos

<6p> C2rPTP 2470 &0 m? (807t atn' Tt — 407 a*mPn2T? + m?) (4.50)
v

orT 15 +7r2 2

el (472a2n2T? + m2)°

Essa condicao é valida tanto para o regime de baixas temperaturas como o de altas
temperaturas. Porém, para o regime de baixas temperaturas o termo de correcao ao corpo
negro com somas multiplas é dominante em relagao ao termo de corpo negro em si. Para
que tenhamos uma andlise sobre sua interferéncia na estabilidade precisamos observar a

Figura (5). De acordo com a figura, a capacidade térmica é sempre positiva entre os valores
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de a escolhidos para o grafico. Portanto a baixa temperaturas, a condi¢do de estabilidade

térmica é satisfeita.

0.160 1

0140  |——a=1/2

0.120

0.100

0.080

Cy )V

0.060 |

0.040

0.020

0.000 f ; ; . |
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Figura 5 — Derivada da densidade de energia p em relacao a temperatura T como fungao
da temperatura no intervalo 7' € [0,1/2] em & = 1/6 para diferentes valores de
a

Agora para o regime T'a > 1, o termo de corpo negro é dominante em relagao a
corre¢ao, ja que nesse regime a contribuicao térmica ¢ dominante na densidade de energia

em relacao a sua correcao. Logo

0 2213
(%) ~ T (4.51)
14

O que claramente satisfaz a condi¢ao de estabilidade térmica nessa regiao.

Passando entao para a estabilidade mecénica (3.71), a condigao é

or\ 1 167° i n? (167*a*n*T* — 40m%a?*m?n®T? + 5m*) (452)
oV ),  2160r%a’ 3m%a 4~ (472a2n2T? + m2)° -

Em baixas temperaturas, a contribuicio dominante é o efeito Casimir como pode ser visto
pela Figura (6a), o valor dessa expressao é sempre negativo, indicando a estabilidade
mecanica no limite de baixas temperaturas. Para altas temperaturas, a condi¢ao da
estabilidade mecénica também é satisfeita nessa regiao como indica a Figura (6b) ja que
no gréafico todos os valores sdo negativos. Entdo, podemos concluir que para £ = 1/6 e
M — 0, hé estabilidade tanto mecéanica quanto térmica do sistema termodinamico do

campo escalar no universo de Einstein.

443 Regido (a*M?*+66—1) >0

Na regiao (a?M? + 6¢ — 1) > 0, diferentemente da regiao (a?M? + 6 — 1) < 0,
todas as quantidades calculadas convergem sem nenhum problema. Isso ocorre porque,

nessa regiao, os argumentos das Bessels K, (z) sdo reais e positivos, o que pelo limite
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Figura 6 — Derivada da pressao P em relagdao ao volume V como funcao da temperatura
em dois intervalos diferentes em & = 1/6 para diferentes valores de a (a) Baixas
temperaturas T'a < 1 T € [0,1/2] (b) Altas temperaturas T'a > 1 T € [50, 100]

assintdtico (3.26), nos leva a somas convergentes para os termos de corregao presentes na

densidade de energia p,,, € na pressao P,,,.

Assim como nos casos anteriores, estudaremos o caso do campos escalar sem massa.

Portanto o valor de £ é sempre maior do que 1/6 nessa regiao. Comegamos entao pela

estabilidade térmica (3.70) com as componentes da densidade de energia (4.30) até (4.31)

@ o Opin Pz
(ar), = (57), (57, 459

dada por

sendo

Opma\
or ),

Opin o
oT v

203

2am?2T

Z{ 6¢ — 1) (3a>T? + 6m2¢ —mZ)K1 (m 6 — 1)

al

(6'5 ;1)3/2 K2 (m

2hq(m,n)

n,m

2hs(m, n)

Zl {aT Am2a2n2T? 4+ m?)*

(|
) ass

o

\/(65 — 1) (4m2a*n?T? + m?)
aT

aT (4m2a?n2T? + m?)*

\/(65 — 1) (4m2a®>n?T? + m?)
Ko ( e } (4.55)
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Os coeficientes auxiliares sao

hy(m, n) =20m2a’n>T (6¢ — 1)%? (167?4a4n4T4 167%a*m*n*T? +m ) Var2a2n2T? + m2

3/2
— aT (66 —1)%? <47r2(12n?T2 + m2> / (16W4a4n4T4 167%a*m*n*T? +m )

+ am?T (6¢ — 1)*? (167r4a4n4T4 167%a*m*n*T? +m ) Var2a2n2T? + m2
+am?T (1 6¢) [487a'n'T" + m* (3 — 4xn? (6¢ — 1))
— 8%a*m*n*T? (27T2n2 (66 —1) + ”\/(65 — 1) (472a?n?T? + m?)

+ 32472 (66 — 1)*? (47?2a2n2T2 + m2)3/2 (7T2a2m n*T — 27T4a4n4T3) , (4.56)

ha(m, n) = m? [1287°a°n® (66 — 1)T° — T687°a’n’¢(6¢ — 1)T° — 57607 a’n*¢T"
— 327%a*m?nt (6 — D)T* + 1927 a*m?*n*¢(6€ — 1)T* + 288072 a*m?*n*¢T!
— 4807 %a*m*n*T* — 167%a’m* n?(6& — 1)T? + 967°a*m*n?¢(6¢ — 1)T?
— (66 —1)? (47T20L2n2T2 +m ) (167T4a niT* — 167%a*m?*n*T? + m )
+12°m'T* — 72a*m*¢T? + 9607 a’n T (4.57)

Por mais assustador que essas expressoes sejam, acaba que o termo dominante em
ambos os regimes de temperatura é o de corpo negro (4.54), entdo a corre¢ao vinda de

Pmz (4.55) é desprezivel em relagdo a py,. Passando para a andlise grafica da condigao de

estabilidade térmica,

—T=1/10
2-107* ¢ —T=1/11 —T =50
T=1/12 1.6449 - 10°
15-107* 1
> . 1.64485-10°
/~ =
~— 1-107* N
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5-107° |
1.64475 - 10°
0
0.45  0.50 0.20 0.30 0.40 050 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
3 3
(a) (b)

Figura 7 — Derivada da densidade de energia p em relacao a temperatura T como funcao da
constante de acoplamento para em que o valor de @ = 1 (a) Baixas temperaturas,
Ta < 1, no intervalo 1/6 < £ < 1/2 (b) Altas temperaturas, T'a > 1, no
intervalo 1/6 < ¢ < 1

como pode ser visto da Figura (7), em ambos os regimes a condigao de estabilidade

térmica do sistema é satisfeita. J& esperavamos isso a altas temperaturas devido a (4.47),
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mas interessante ver que isso também é mantido para baixas temperaturas. A formula
(4.47) nos leva a acreditar que para um valor suficientemente grande de &, a estabilidade
térmica também seria violada mas para valores de ¢ cuja a ordem de grandeza seja

comparavel a T'a, (4.39) deixa de ser véilido e apenas a equagao (4.55) pode ser utilizada.

A condicao de estabilidade mecanica (3.71) é

OP\ (0P OPy OPy,
(ov), = (), (), (). (49

<a§$C>T - Z[ 6 — 1)3/2 X (er\/fifi—g
N (625722 )k, (an \/65*_1) ] (4.59)

OPy\ (6¢ — 1)3/2 my/6€E — 1
( oV )T N 127r4a6 Z [ m K ( Ta )

_ @;1)2;(2 (mgi‘l> ] , (4.60)

sendo

() & {65—1)3/2h3(n,m)TK1(\/(65—1) <47r2T2a2n2+m2>)

ov 67r4a6 Am2a2n2T? 4+ m2)"/? Ta

(6£ — 1)hy(n, m) K, (\/(65 — 1) (472T2an? + m2>) } o)

n,m=1

a (4m2a2n?T? + m2)* Ta
Com os coeficientes hg(n,m) e hy(n, m) dados por

hs(n,m) =2567°T%a’n® 4 87*T?a*m*n? [9 + (6£ — 1)27r2n2}
m® [1 + (6§ —1)4 2n2] 4327 T a*m*n?,

hs(n,m) = 7687°T%a*n’® — 647*T%a5m*n* {30 + 7(6¢ — 1)7T2n2} +m®(1 — 6¢)
+ 4872 T*a*m*n? [5 — (6¢ — 1)7r2n2} +127°T%a*m®n? (66 — 1).

Analisando com graficos (4.58), observamos no primeiro grafico (8a) que, em baixas
temperaturas, a derivada da pressao exibe valores muito proximos para os diferentes
temperaturas. Essa semelhanca é atribuida a predominancia da contribuicao de Casimir
nesse regime. Enquanto que no gréafico (8b), de altas temperaturas, como esperado da
equagao (4.49), a condigao de estabilidade mecénica é violada nesse regime, estabelecendo

um limite superior a constante de acoplamento &.
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Figura 8 — Derivada da pressao P em relacao ao volume como funcao da constante de
acoplamento no intervalo 1/6 < £ < 1 para em que o valor de a = 1 (a) Baixas
temperaturas, Ta < 1 (b) Altas temperaturas, T'a > 1

Entao, para que o campo escalar sem massa no universo de Einstein seja estavel

termodinamicamente é necessario que a constante de acoplamento esteja dentro do intervalo
0,05391... < & < 1/6, (4.62)

com a possibilidade do mesmo ser menor ainda, devido a falta de andlise sobre a capacidade

térmica a baixas temperaturas na regiao (a*M? 4+ 6£ — 1) < 0.

Note que a restricao sobre & veio exclusivamente da estabilidade mecanica do
universo. Entdo, fora do intervalo (4.62), uma pequena mudanga stbita no volume da
3-esfera poderia causar uma expansao descontrolada desse espago ou um colapso total do

mesmo ja que a pressao “externa’” nao seria capaz de retornar o espaco ao seu volume

original.

4.5 Além do campo escalar

Mesmo que o campo escalar tenha a sua importancia com o campo de Higgs, “infla-
ton” etc, nao é o inico campo presente na natureza. Existem outros campos fundamentais
que acompanham particulas elementares importantes como, por exemplo, elétrons, fétons

e neutrinos.

Esses campos estao presentes no universo de Einstein e tem também quantidades
termodinamicas associadas, como densidade de energia e pressao, e, por consequéncia,
também sao capazes de influenciar na estabilidade térmica e mecanica do sistema no

universo em questao. Essa influéncia poderia eventualmente alterar os valores aceitaveis

para o intervalo da constante de acoplamento &.



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 49

Tendo isso em mente, aqui estudaremos os campos de fétons e neutrinos brevemente,
cujas equagoes de movimento que sao responsaveis pelos seus respectivos campos sao
independentes da constante £ presente em (2.3). Essa independéncia nos permite aplicar
um método diferente para encontrar a densidade de energia desses campos. Anteriormente,
para encontrar a densidade de energia, transformamos o tensor momento energia em
operador e encontramos o propagador de Feynman para o campo. Como pretendemos
trabalhar com campos de massa nula, acaba que é mais simples e direto encontrarmos a

densidade de energia usando a mecénica estatistica dos modos normais.

O nosso interesse aqui é analisar exclusivamente o regime de altas temperaturas.
Na referéncia [49], os calculos de densidade de energia sao feitos com mais detalhes e
até mesmo uma comparagao sobre as mesmas quantidades obtidas com o método de
“point-splitting”. Comecando pelo campo de fétons, a solucao das equagoes de Maxwell
em um universo fechado como o de Einstein foram obtidas por autores como Mashhoon

[59]. Neste artigo, foram encontrados os autovalores dos estados de energia

, n=273, ..,

SHIS

€k.ph =

com degenerescéncia dada por dy ,, = 2(n* — 1). Considerando que fétons sdo particulas
bosonicas, a distribuicao do nimero de ocupagao de estados segue o mesmo padrao estudado
para um campo escalar, a distribuigdo de Bose-Einstein (4.40). Portanto, a contribuigao
energética térmica para o campo fotonico, representada por (Ttt>ph, é

1 & nn?-1)

Z en/Ta _ 1°

244
T™=a" o

(Tot) = (4.63)
Apés algumas manipulagoes algébricas em (4.63) utilizando a formula de soma de Poisson

[49], encontramos

310+ 3 50 = [~ far-+2 3 Re[ [~ foyemar]

Chegamos que a densidade de energia para o campo fotonico na regiao de altas temperaturas
é
2 2
s T
pon = —T*— —.
15 6a
Apés tratarmos do campo fotonico, passamos entao para a densidade de energia de um

(4.64)

campo espinorial sem massa. A solu¢do das equagoes de Dirac no universo fechado de
Einstein foram resolvidas por diferentes autores como, por exemplo, Olson e Uhruh [60].

Os autovalores dos estados de energia sao

1 1
€hysp = a(n + 5), n=23,..,

e a degenerescéncia desses estados é representada por dy s, = 4n(n + 1). Neste contexto,

estamos lidando com férmions, o que implica em uma distribuicao de particulas diferente



Capitulo 4. Campo escalar no universo estdtico de Finstein 50

daquela que abordamos anteriormente. No caso dos férmions, a distribui¢do de particulas
segue a estatistica de Fermi-Dirac. A principal diferenga em relagao a distribuicao de
Bose-Einstein (4.40) é o sinal no denominador, que agora é positivo. Portanto, a energia
térmica para o campo espinorial (T}), é

n(n+1/2)(n + 1)
<,'Ttt CL4 Z e(n+1 )/Ta + 1

(4.65)

Assim, como feito no caso anterior, utilizando a férmula de soma de Poisson em (4.65),
chegamos que a densidade de energia para o campo espinorial sem massa na regiao de

altas temperaturas é
T o, 177
= — - ——. 4.
P = 60" © T 2442 (4.66)

Com essas informagoes, construimos a densidade de energia total no universo de

Einstein, considerando a presenca desses trés campos fundamentais, de tal forma:

P = PsTs + PspTlsp + PphTph,

sendo ng, ng, € Ny, 0 nUmMero de campos escalar, espinorial e fotonico, respectivamente.
Assim como fizemos anteriormente, estudamos a estabilidade termodinamica local. Come-

camos com a condi¢do de estabilidade térmica (3.70), dado por

0 T3 T
((94)1) =15 (4npn + 2ns + Tngy) — Toa2 [An,, + (66 — 1)ng + ngy| . (4.67)
v

Conforme antecipado, a introdu¢do de novos campos nao deveria impactar na
estabilidade em altas temperaturas, uma vez que se presume que o termo planckiano
(corpo negro) seja predominante nesse regime e isso se aplica também aos outros campos
fundamentais. Logo, a condi¢ao de estabilidade térmica é satisfeita para a densidade de
energia total desses trés campos. Refazendo o estudo, considerando agora o efeito de
apenas um desses campos, também chegamos na conclusao de estabilidade térmica. Isso é,

tanto o campo fotonico quanto o espinorial sdo estaveis termicamente.

Passamos entdo para a estabilidade mecénica (3.71). Aqui utilizamos a equagao de

estado P = %p, e chegamos em:

oP 1 dp T?
— | === 6 s+ng+4 :
<3V>T 672a> <8a> 721203 (66 = 1)ms + 1y + drp]
A exigéncia dessa derivada ser negativa para satisfazer o critério de estabilidade mecéanica
nos leva a
1 sp+ 4
(66 = L)y + 1y +dmyy] < 0= €< o 1 (”p*”ph)] . (4.68)
N

Aqui temos um resultado interessante, a equacao (4.68) nos diz que a presenga de outros

campos fundamentais, também afeta a estabilidade do universo em altas temperaturas
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dependendo do nimero de campos de cada tipo. Da equagao (4.68) vemos que, para
ns > 1 o maior valor possivel que a constante de acoplamento £ pode atingir é 1/6. Outra
observacao é que, um universo sem a presenca de campos escalares, contendo apenas
campos fotonicos e/ou espinoriais, é termodinamicamente estével porém mecanicamente

instavel.
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5 Conclusao

Neste trabalho, nosso objetivo foi investigar a constante de acoplamento de cur-
vatura ¢ presente na equacao de movimento do campo escalar em espacos curvos, mais
especificamente no universo estatico de Einstein, e sua relacao com a estabilidade termodi-
namica. Antes de abordarmos o objetivo principal, realizamos uma revisao do formalismo
matematico presente na literatura sobre o método de “point-splitting”, utilizado para

obter as quantidades termodindmicas necessarias no estudo.

Apos a revisao, aplicamos o conhecimento adquirido para investigar o caso do espago-
tempo cilindrico. Nesse contexto, exploramos grandezas como (¢?), discutindo as diferencas
entre o campo escalar com massa e sem massa e seu impacto na renormalizacao. Além
disso, examinamos as componentes do tensor pressao-energia-momento, como densidade
de energia e pressao do campo escalar no espago-tempo cilindrico e comparamos os nossos

resultados com a literatura existente e argumentamos ao nosso favor.

Em seguida, apresentamos a ideia de estabilidade termodinamica local. Discutimos
duas condigbes necessarias para a estabilidade termodinamica: a condigdo de estabilidade
térmica, relacionada a capacidade térmica, e a estabilidade mecanica, associada com a
compressibilidade mecanica. As duas condigoes sao importantes para a termodinamica do
campo escalar. No caso do cilindro, obtivemos um resultado interessante, onde identificamos
que o espago ¢ mecanicamente instavel a depender da dire¢do da perturbacgao no campo

escalar no espago-tempo cilindrico, sendo instavel na direcao x porém estavel em y e z.

Ao aplicarmos nosso método ao universo de Einstein, encontramos um desafio de
renormalizacao para as quantidades densidade de energia e pressao obtidas pelo método de
“point-splitting”. Isso nos motivou a recorrer a métodos de mecénica estatistica para abordar
o problema. A comparacao entre os dois métodos enriquece nosso estudo, proporcionando

maior confianca nos resultados obtidos pelo método principal.

Ao analisarmos a estabilidade termodinidmica, em especial a mecanica, identificamos
um intervalo de valores para a constante de acoplamento de curvatura £ que pode ser
aceitavel. Isso estd em conformidade com nossa hipétese inicial de existirem limitagoes para
essa constante. O intervalo encontrado para o acoplamento de curvatura é 0,05391... <
¢ <1/6, podendo ser ainda mais restrito dependendo da influencia dos termos de corre¢ao
para a densidade de energia e pressao, que nao foram renormalizados. A nossa garantia
éque & >1/6e0<¢<0,05391... sdo intervalos instdveis para o campo escalar no
universo de Einstein. Interessante perceber que esses intervalos excluem o valor de £ =0

(acoplamento minimo), sendo este muito utilizado na cosmologia.

Outro ponto a ser ressaltado aqui, é sobre quando analisamos os valores da densidade
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de energia no vacuo na regiao p?a® ou (M?a* + 6 — 1) < 0. Na literatura, encontramos
resultados conflitantes, onde trés diferentes autores chegaram em resultados discrepantes
entre si [50, 56, 57]. Argumentamos em favor da referéncia [50], utilizando um método

diferente que o autor fez em seu artigo.

Por fim, realizamos uma breve andlise de como outros campos fundamentais, como
o fotdnico e o espinorial ndo massivo utilizando a mecanica estatistica de modos normais,
poderiam influenciar esse intervalo encontrado para &, e com os campos escolhidos, obtemos

um valor méximo para &, que é 1/6.

No futuro, pretendemos resolver o problema de renormalizacao sobre os termos
de correcao da densidade de energia e pressao, para melhorarmos o intervalo de £. Outro
assunto, que poderia ser investigado no futuro, é a influencia de outros campos fundamentais
além dos ja estudados e entender melhor como os campos influenciam na constante de

acoplamento &.
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APENDICE A — Objetos Geométricos -

Universo de Einstein

Como o foco dessa dissertacao é o universo estatico de Einstein, neste apéndice
vamos apresentar o calculo de varias quantidades relacionadas a geometria desse espaco-
tempo e que foram tteis nos calculos feitos nessa dissertacao. Comegamos pelo elemento

de linha que define o Universo de Einstein
ds® = dt* — a®[dx® + sen®x(d6” + sen*0dp?)], (A1)

onde x € [0,7], 8 € [0,7] e ¢ € [0,27]. Note que o Universo de Einstein geometricamente
é definido como R x S2, isso é, uma linha real para a dimensao temporal e uma esfera S°

em um espaco quadridimensional para as coordenadas espaciais.

Essa conexao com a geometria de uma esfera nos permite reescrever a métrica de
Einstein utilizando coordenadas polares definidas na superficie de uma esfera de raio a no

espaco euclidiano quadridimensional. Tais coordenadas sao

x = aseny senf cosy,
y := aseny send sengp,
z = aseny cosf,

w = acosy , (A.2)

e essas coordenadas polares satisfazem a equacdo de uma esfera quadridimensional S3
como ¢ o esperado
o2+ y? 4+ 22wt =d (A.3)

Antes de prosseguirmos com os calculos de curvatura, vamos determinar o volume dessa
esfera S3 presente em um espaco quadridimensional. Calculamos o volume de uma variedade

(pseudo-)Riemanniana de dimensdo n utilizando o elemento diferencial de volume [61]
dV = \/|detg|dz"...dz", (A.4)

onde detg representa o determinante da métrica do espago-tempo para o calculo do volume.
Para o universo de Einstein, desejamos determinar o volume da esfera S?® da parte espacial
da métrica. O célculo do determinante para a métrica S® é relativamente simples, pois essa
métrica nao apresenta termos fora da diagonal principal. Portanto, o valor do determinante
¢é simplesmente obtido multiplicando-se os elementos ao longo dessa diagonal principal.

Consequentemente, o resultado de y/|detg| é expresso como a® sen®y senf. Logo, o valor
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do volume da esfera S® pode ser calculado apenas integrando o elemento de volume sobre

a esfera

2r  pmoopw
V= / / / a® sen?y senfdydfdy = 2m%a®. (A.5)
o Jo Jo

Apés calcularmos o volume, avancamos para a determinacao das quantidades de
curvatura espacial relevantes para o Universo de Einstein. Para esse calculo, é necessario

obter as derivadas nao nulas da métrica.

9221 = Goo.x = —2a’seny cosy,
9331 = Jpopx = —2a’%seny cosy sen’é,
9332 = Gpp, = —2a’sen?y senf cosb. (A.6)

Aqui utilizamos a notacao A, para indicar derivada simples do elemento A em relacao
a coordenada «. Essas informagoes serao uteis para encontrarmos as componentes nao
nulas dos simbolos de Christoffel. Esses simbolos estao presentes na conexao do espago

(Levi-Civita) e é relevante quando trabalhamos com a derivada covariante. A definigao

desses simbolos é

(0% 1 o
Is, = 29 (9ppr + Gro.8 = 9Bvp)- (A7)

A derivada covariante para um campo escalar é a derivada simples, o que simplifica
bem os calculos, porém a derivada covariante para um vetor covariante e um vetor contra-
variante exige o calculo dos simbolos de Christoffel. Quando derivamos covariantemente o
campo escalar pela primeira vez, obtemos um vetor seja ele covariante ou contravariante e
quando derivamos novamente, precisamos dos simbolos. As componentes nao nulas dos

simbolos para o universo estatico de Einstein sao
I}, = —seny cosy; I'z; = —seny cosy sen’d; I'y, = coty; I's; = —cosf send;
3 _ LT3 .
I'l; = coty; I'y3 = cotb;

Nao calculamos as componentes do tensor de Riemann mesmo sendo um tensor
muito importante em geometria diferencial, definindo a noc¢ao de curvatura do espago-
tempo e também a comutagao entre derivadas segundas covariantes. Como nao vamos
usar essas componentes explicitamente, calculamos as componentes do tensor de Ricci de
forma direta com os simbolos de Christoffel sem nos preocuparmos com Riemann [6], ao
utilizar a equagao abaixo

Ry =T9,, T, 41017 —T0 19 (A.8)

w pv,o po™ pv v po”

Encontramos todas componentes nao nulas do tensor de Ricci no universo de Einstein

Ry = —2; Ros = —2 sen2x; Rs3 = —QSGDQX sen29
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O tensor de Ricci acaba sendo muito importante nesse estudo pois além de aparecer
no operador tensor momento-energia do campo escalar, é por meio do trago desse tensor
que chegamos ao escalar de curvatura da geometria, quantidade muito importante pois
tem relacao direta com a constante de acoplamento do campo escalar £. O escalar de

curvatura é dado por:

6
R:=R,¢" = —. (A.9)

a2
com o tensor de Ricci, podemos também encontrar o tensor de Einstein dessa geometria,

que é definido como
1
G =R, — §g,wR. (A.10)

As componentes nao nulas do tensor de Einstein sao:

3
Goo = ——; G = 1; Gy = sen®x; Gz = sen’y sen’
a

A.1 Distancia geodésica

No caso de uma 3-esfera, podemos obter a distancia geodésica sem precisar recorrer
a equacao de geodésicas de geometria diferencial. A distancia entre pontos na superficie da
3-esfera é apenas o raio a da mesma multiplicado pelo angulo 3 entre os vetores posi¢ao &

e ¥ dos pontos x e o’ pertencentes a S3. Isto é:
s=a-f, (A.11)

com [ sendo:
/

Gl

O vetor posi¢do em relagdo as coordenadas polares na esfera S3 (A.2) é

8y
8y

cosf = (A.12)

8y
8y

7= (x,y,z,w)

= (aseny send cosyp, aseny senf senyp, a seny cosf, a cosy), (A.13)

onde |Z| = a. Com as coordenadas polares na superficie, podemos encontrar esse angulo
[ em relagao aos angulos das coordenadas polares. Para isso vamos analisar o produto

escalar entre os vetores posicoes:

7 - ¥ =a®(seny senf cospseny’ senf cosy’ 4 seny senf sengpseny’ send’ seny’
+ sen cosfseny’ cosf’ + cosycosy’)

=a” [seny sen)’ senf senf)’ (cospcosy’ + sengseny’) + cosycosy’

+ seny seny’ cosfcost’ |,
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simplificando,
77 = a2{cosxcosx’ + seny seny’ [cos@ cosf’ + senf senf)’ cos(p — cp’)} } (A.14)
Logo,

cosf3 = cosycosy + seny seny’ [cosé’ cosf’ + senf senf)’ cos(p — cp')}, (A.15)

s(¢,q) = acos™t {cosxcosx’ + seny seny’ {cos@ cost)’ + senf send’ cos(p — gp’)” (A.16)

com ¢ representando os pontos na 3-esfera em coordenadas (x, 8, ¢). Observe que s(q,q)
representa a distancia geodésica na 3-esfera porém quando as coordenadas x sdao iguais
a x = X' = /2, as coordenadas polares (A.2) deixam de ser da 3-esfera para a 2-esfera
assim como a nova distancia s(0, ¢, ', ¢’) corresponde a distdncia geodésica na conhecida
2-esfera. Da mesma forma, quando x = x' = 7/2 e § = ' = 7/2, temos um circulo e a
distancia geodésica passa a ter o comprimento de um arco de circunferéncia, conforme

esperado para a distancia geodésica neste espacgo.
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APENDICE B - Funcdo de Green Térmica

Para derivar a funcao térmica de Green, comegamos assumindo que o estado |p;) é
um estado puro que corresponde a um autovetor do operador Hamiltoniano H com um
autovalor de energia F;. Uma vez que tanto o ntimero de particulas como as energias
do sistema sao consideradas variaveis, abordamos o sistema usando o Ensemble Grande

Canodnico com uma temperatura 7' e um potencial quimico p [18].

A probabilidade p; de que esse mesmo sistema esteja em um estado FE; de energia,

¢é dada por
e~ B(Ei—pni) (B 1)
P 2B N) '
onde
g=1/T (B.2)

e Z(B, p, N) representa a nossa funcao de particao para o Ensemble grande candnico, que

¢é definido como
67 ,U, Z e B(By—pums) — e—,BQ’ (Bg)

sendo {2 o potencial termodinamico do ensemble grande canonico. Dessa forma podemos
introduzir o operador densidade, que sera essencial para definirmos média no ensemble a

temperatura 7', dado por
p = PHnN=H) (B.4)

Assim, encontramos uma nova forma de escrever a probabilidade p; de que o sistema esteja

em um estado FE; de energia, como sendo

- Ei_ Uz
(ol ple) =l e 3Em gy = TE I, (B
Z(B, 1, N)

como a soma das probabilidades de encontramos o sistema em algum estado E; é necessa-

riamente unitaria, temos entao a seguinte relagao
Zpl =2 _(@ilple:) =Trlp] =1, (B.6)
e a média de um operador A no Ensemble é

A)g = sz‘ il Alei = Z (@il pA i) = Tr[pA]. (B.7)

i

Apoés determinarmos a média para um operador no Ensemble, retomamos as
defini¢oes das fungoes de Green. Agora, substituimos as defini¢oes anteriores baseadas em

médias no estado de vacuo pelas médias no Ensemble, isto é

G (x.x) = ((x)6(x) (B3)
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G (x,X) = (6(x)9(x)) 4 (B.9)

Podemos adotar a conveniéncia de considerar o potencial quimico p como sendo
nulo, sem perda de generalidade, a fim de simplificar os calculos futuros. Com base nas

defini¢oes atualizadas da fun¢ao de Green térmica, chegamos a seguinte propriedade:

Trie "M o(t, 7)p(t', 7')]
Trle—AH]
T [P, Z)e M) (¢, )

_ FTo (B.10)

GE(t, Tt 1) =

A partir da representacao de Heisenberg [22], entendemos como operadores quanticos

evoluem no tempo

A(t) = et A H! (B.11)

Com essa representagado podemos manipular o operador do campo escalar em (B.10)

para encontrarmos uma nova propriedade da fungao G;(t, )

Trip(t +iB, D)e "ot 7))
Trle—BH]
_ Trle”?o(t, 2)¢(t + i, 7))
- Trle—BH]
= G (t+iB,7,t.,7), (B.12)

GE(t, 7,1, @) =

em que utilizamos a propriedade Tr(AB) = Tr(BA) na segunda linha. Essa relagdo
é conhecida como condicdo KMS [62, 63]. Repetindo o processo para Gj(t,Z,t', 1),
encontramos que

Gz (t, .1, 7)) = GE(t +1B, 7,1, 7). (B.13)

Logo,
GOt 2,1, 7) =GPt +ip, 7.t 7). (B.14)

Dessa relagao, vemos que a fungao de Green térmica tem periodicidade na coordenada
temporal com o imaginario da temperatura do Ensemble. Para encontramos a relagao
entre a funcdo de Green no estado de viacuo com a func¢do de Green térmica, devemos
perceber que as relagoes de comutagao dos operadores de criacao e aniquilacao sao iguais
no estado de vacuo e no ensemble. Entao, temos que o comutador de um campo escalar
livre é um operador identidade multiplicado por um nimero complexo (também conhecido
como c-number) e, portanto, o seu valor no ensemble canonico é o mesmo valor do estado
de vécuo [18, 64]

iG(x,x) = iGs(x,x') = [p(x), ¢(x)]. (B.15)
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Podemos escrever a transformada de Fourier para a funcdo de Green térmica e fungao de
Green no estado de vacuo, como sendo
1 foo , /
iG(x,X) =iGs(x,X) = —/ dwe(w)e =) (B.16)
21 J o0
Com a equacao (3.12), podemos encontrar o ¢(w) da transformada de Fourier se
integramos em um contorno conveniente. Para determinar ¢(w) no caso especifico do

cilindro, podemos utilizar as expressoes (2.7) e (B.16) e a solugao do campo escalar obtida

através dos autoestados (3.3), considerando o caso em que E; = 0 e a equacao (2.6) [18].

Assim,
1 >0 0o oo ‘ ,
W) = Grya, [ dhadhgd(e? = B = 1 = 13 = MP)[O(w) — O(—w)]e™).
m)2a 5~ oo /-0
(B.17)
Ao trabalharmos com as transformadas de Fourier para Gg(t, T, 7)) e Gy (t, 7,1, 1)
1 o o
GiTtT) = o0 /m dwg*(w)e 1), (B.18)
- r 7 1 * — —jw(t—t'
Gy (L, 7,1, 7) = 5/_00 dwg™(w)e 1), (B.19)

da definicao da funcao de Schwinger, encontramos:

c(w) =g"(w) — g~ (). (B.20)

Das equagoes (B.12) e (B.13), obtemos:

g (w) = ™97 (w), (B.21)
e, entao,
g (w) = ilf((;)ﬁw- (B.22)

Expandindo o fator (1 — e¥) no denominador de g*(w) na forma de soma infinita do

inverso da temperatura § em relagdo ao tempo imaginario, voltamos nas integrais de
Fourier (B.19) e (B.18):

1 oo 1
+ AT AN -
Gﬁ(t’x’t’x)—iQW/_OOdW71—e¢5wC( )

1 0o [ .
— j:—/ dw Zeqckﬂ“’ c(w)e_“”(t_t‘))
2w —00 k=0

1 & foo ) .
=+— Z/ dwe(w)e @t toFiks), (B.23)
27T —_og/ >

7iw(t7t0)

Ao retornarmos na definicio de G utilizando (B.17) e (B.23) e explicitamente

resolvendo a integral, chegamos na propriedade de que podemos escrever a funcao de
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Green térmica como uma soma infinita de fung¢oes de Green no estado de vacuo com o

imagindrio da temperatura imaginaria na coordenada temporal [18]

GPt 2t 7)) = Y GO +iks,7,t,7) (B.24)
k=—oc0
Note que como o propagador de Feynman tem como parte imaginaria G (¢, Z, ', #'),

a relagao entre o propagador no vacuo e térmica também é a mesma
o0
Gret, 2,8, 7)) = > Gp(t+ikp,z,t. 7). (B.25)
k=—o0

Essa propriedade é valida tanto para o espaco-tempo cilindrico quanto para o universo de

Einstein, como pode ser visto na referéncia [39].
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