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Resumo

FAJARDO CASTELLANOS, L. (2013), Metodologia para Obtencdo de Rotores Radiais
Otimizados nos Modos Bomba e Turbina Utilizando Critérios de Carregamento
Hidrodinamico, Itajuba, 226 p. Dissertacdo (Mestrado em Dindmica dos Fluidos e Maquinas

de Fluxo) - Instituto de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Itajuba.

Este trabalho apresenta uma metodologia para obtencdo de rotores radiais otimizados
nos modos bomba e turbina utilizando critérios de carregamento hidrodindmico. Em geral, um
rotor de bomba é projetado para operar somente no modo bomba e um rotor de turbina
hidraulica é projetado para operar apenas no modo turbina. Uma turbomaquina hidréaulica
reversivel, denominada de bomba-turbina, deve operar de forma eficiente tanto no modo
bomba como no modo turbina. Para essa finalidade, um rotor de bomba foi modificado,
mantendo-se a geometria da sua se¢do meridional e o formato das pas. As modificagcdes foram
realizadas nos angulos de entrada e de saida das pas e também no nimero de péas do rotor.

Um critério de carregamento hidrodindmico, denominado de critério do ndmero de
Richardson maximo, foi utilizado para se obter um rotor radial modificado que pudesse
apresentar boas caracteristicas hidrodinamicas tanto no modo bomba como no modo turbina.
O ndmero de Richardson e também outras caracteristicas hidrodindmicas foram obtidas do
calculo do escoamento potencial e incompressivel. Trés formulagbes para o escoamento
potencial e incompressivel sdo apresentadas, sendo uma para pas de espessura finita e duas
para pas infinitamente finas. A solugcdo numérica de cada equacdo integral resultante das
formulacdes foi obtida pelo método dos painéis.

Os resultados numeéricos obtidos mostram que € possivel obter um rotor radial com boas
caracteristicas hidrodindmicas para os modos bomba e turbina, por meio do critério do

ndmero de Richardson méaximo.

Palavras-chave
Turboméaquina, Bomba-Turbina, Rotor Radial, Escoamento Potencial, Critério do

NUmero de Richardson Maximo, Nimero Otimo de Pas.



Abstract

FAJARDO CASTELLANOS, L. (2013), Methodology for Obtaining Optimized Radial
Impellers in Pump and Turbine Modes Using Hydrodynamic Loading Criteria, Itajuba, 226 p.

MSc. Dissertation - Instituto de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Itajuba.

This work presents a methodology for obtaining optimized radial impellers in pump and
turbine modes using hydrodynamic loading criteria. In general, a pump impeller is designed
to operate only in pump mode and a hydraulic turbine runner is designed to operate only in
the turbine mode. A reversible hydraulic turbomachine, known as pump-turbine, must operate
efficiently in both modes as pump or turbine. For this purpose, a pump impeller has been
modified, keeping the geometry of its meridional section and shape of the blades. The
modifications were made in the angles of inlet and outlet of the blades and also at the number
of rotor blades.

A hydrodynamic loading criterion, called criterion of maximum Richardson number,
was used to obtain a modified radial impeller able to provide good hydrodynamic
characteristics in both modes as pump or turbine. The Richardson number and also other
hydrodynamic characteristics were obtained from the calculation of the potential and
incompressible flow. Three formulations for the potential and incompressible flow are
presented, one for blades of finite thickness and two for infinitely thin blades. The numerical
solution of each integral equation resulting of the formulations was obtained by the panel
method.

The numerical results show that it is possible to obtain a radial impeller with good
hydrodynamic characteristics for modes pump and turbine by means of the criterion of

maximum Richardson number.

Keywords
Turbomachinery, Pump-Turbine, Radial Impeller (Runner), Potential Flow, Criterion of

the maximum Richardson Number, Optimum Number of Blades.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentadas algumas consideracfes gerais sobre turbomaquinas ra-
diais, em particular, sobre o rotor, que constitui seu principal componente, e que € o foco des-
te trabalho. Algumas consideragdes sobre o escoamento em rotores radiais sdo apresentadas e,
com base na literatura técnica, é descrita a possibilidade de o escoamento potencial, em de-
terminadas condicOes, representar certas caracteristicas do escoamento real nesses rotores. A
consideracdo do escoamento potencial para a determinacdo de certas grandezas do escoamen-
to neste tipo de rotor, especificamente no ponto de projeto, constitui a principal motivagédo
deste trabalho. Uma dessas grandezas, que esta relacionada ao carregamento hidrodinamico
das pés do rotor, € Util para estabelecer certas caracteristicas geométricas 6timas. Com base
nessa motivacao, diversos objetivos deste trabalho sdo descritos neste capitulo.

1.1 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE ROTORES
RADIAIS DE TURBOMAQUINAS HIDRAULICAS

As turbomaquinas radiais sdo empregadas em diversas areas dos setores de energia,
aeronautico, automotivo e industrial, entre outros. A principal caracteristica dessas maquinas
é sua capacidade de operar grandes pressdes associadas a vazdes relativamente baixas, quando
comparadas as turbomaquinas axiais. Quanto ao tipo de escoamento operado por essas turbo-
maquinas (TM), normalmente, elas sdo classificadas como TM hidraulicas e TM térmicas. Em



geral, essas maquinas ainda sao classificadas em turbomaquinas geradoras (fornecem energia
ao fluido), motoras (extraem energia do fluido) e reversiveis (fornecem ou extraem energia do
fluido, como sdo as bombas-turbinas).

Quanto a direcdo do escoamento principal no rotor, as turbomaquinas radiais sdo carac-
terizadas por possuirem dire¢do puramente radial ou aproximadamente radial. Quanto ao sen-
tido do escoamento no rotor, as turbomaquinas podem ser do tipo centrifugo ou centripeto.
Em geral, as TM geradoras sdo centrifugas e as TM motoras geralmente sdo centripetas. As
turbomaquinas radiais podem ter um ou mais estagios, dependendo das pressdes envolvidas, e
uma ou duas entradas (maquinas geradoras) ou saidas (maquinas motoras), dependendo das
vazdes envolvidas. O foco deste trabalho estd apenas na analise do escoamento (potencial) em
rotores de turbomaquinas hidraulicas geradoras, motoras e reversiveis que operam liquido,
portanto, em rotores radiais de bombas, turbinas (hidraulicas) e bombas-turbinas (projetadas
como maquinas reversiveis). Existem também bombas (projetadas como méaquinas apenas
geradoras) que podem funcionar como turbinas.

Uma grandeza adimensional que caracteriza a geometria da secdo meridional, Figura

1.1, de qualquer rotor de turbomaquina hidraulica é a rotacdo especifica referente a vazéo,

Ng =10°nQY% /Y*'*, sendo n a velocidade de rotagao do rotor em rps, Q a vazéo em m?/s, e
Y =gH =Ap; / p o trabalho especifico da turbomaquina em J/kg. H, Apr, p e g séo, respecti-

vamente, a altura de energia (altura efetiva de elevacdo, no caso de bombas (B), e altura de
queda liquida, no caso de turbinas hidraulicas (T)), pressao total, massa especifica e acelera-
cao da gravidade local. Turbomaquinas hidraulicas radiais, independentemente se sdo gerado-
ras ou motoras, geralmente, tém 30 < nga < 200.

Basicamente, um rotor radial é composto por trés componentes, Figura 1.1: 1) pas, 2)
disco (B) ou cubo (T) e 3) capa (B) ou cinta (T). As pas podem ser de simples curvatura ou de
multiplas curvaturas (espacialmente torcidas). As pas podem ser montadas perpendicularmen-
te ao disco (B) ou cubo (T) e a capa (B) ou a cinta (T), dependendo da rotacdo especifica. A
aresta interna das pas pode ser paralela, inclinada ou curvada, Figura 1.1, dependendo da rota-
cao especifica e das caracteristicas de cavitagdo que se deseja. A aresta externa das pas, ge-
ralmente, é paralela ou inclinada. As pas podem ser de espessura constante (a menos das regi-
Oes dos bordos interno (i) e externo (e)) ou de espessura variavel. Em geral, a espessura das
pas de rotores de turbomaquinas radiais é relativamente pequena, quando comparada ao maior
didametro do rotor (diametro externo). Essa caracteristica se torna importante ao comparar 0s
resultados obtidos das solu¢Bes numéricas referentes as formulagdes do escoamento potencial

apresentadas no Capitulo 2, indicando que essas pas, como aproximacado, podem ser conside-



radas de espessura desprezivel. Como em qualquer turbomaquina, os angulos de entrada e de
saida das péas de rotores de turbomaquinas radiais exercem influéncia importante nas caracte-
risticas do escoamento. No caso de bombas, 0 angulo de entrada das pas deve ser 0 mais baixo
possivel para aliviar os efeitos da cavitacdo, e o angulo de saida das pas deve ser menor (ge-
ralmente muito menor) que 90°, produzindo graus de reacdo altos. No caso de turbinas, espe-
cificamente de rotores radiais, geralmente, o angulo de entrada das pas ndo € tdo baixo quanto
ao de bombas, e 0 angulo de saida das pas é maior que aquele da respectiva bomba, para uma
dada rotacéo especifica. O angulo externo das pas (angulo de saida, no caso de bombas, e an-
gulo de entrada, no caso de turbinas), tanto de bombas como de turbinas, sendo menor que 90°
€ uma caracteristica muito importante para justificar as formula¢Ges do escoamento potencial
do Capitulo 2.

Capa X, Disco

le

X3 0 X1

(@) (b)

Figura 1.1 Esquema de um rotor radial de bomba centrifuga: (a) se¢cdo meridional e
(b) secdo transversal mostrando os triangulos de velocidades para a entrada
e saida do rotor na condicdo de nimero infinito de pas

A geometria do disco (B) ou cubo (T) e capa (B) ou cinta (T) esta relacionada a rotacéo
especifica, nga, € a condicéo de projeto caracterizada pela relagdo de componentes meridionais
da velocidade absoluta (ou relativa) que deve obedecer a equagdo da continuidade. Por exem-

plo, dependendo da rotacdo especifica, a largura das pas é constante, portanto, o disco e a ca-



pa sdo planos e paralelos entre si, logo sdo perpendiculares ao eixo do rotor. Nesse caso, a
relacdo de componentes meridionais da velocidade absoluta na entrada e saida é maior que 1.
Em turbinas, geralmente, adota-se o critério de projeto onde a relacdo de componentes meri-
dionais na entrada e saida € igual a 1. Neste caso, tanto o cubo quanto a cinta ndo séo planos
(geralmente sdo parcialmente curvados, dependendo da rotacdo especifica).

No presente trabalho, as seguintes consideracfes sdo feitas com relagdo as pas dos roto-
res radiais analisados:

1) As pas podem ser consideradas de espessura finita (PEF) ou de espessura infinita-
mente fina (PIF), nas formulacGes apresentadas no Capitulo 2;

2) As pas sao consideradas idénticas e igualmente espacadas entre si resultando, portan-
to, em angulos de montagem idénticos;

3) As pas tém angulos menores que 90° referentes ao didmetro externo do rotor, de mo-
do que o escoamento potencial possa ser utilizado para a determinagdo de diversas caracteris-
ticas de desempenho do rotor no ponto de projeto, conforme descrito no Item 1.2;

4) As pas tém arestas de entrada e de saida paralelas ao eixo do rotor;

5) As pés sdo de simples curvatura, ou seja, as projecdes de quaisquer estacdes (secdes)
axiais das pas em planos transversais sdo idénticas;

6) As pas sdo montadas perpendicularmente no disco (B) ou cubo (T) e na capa (B) ou
cinta (T), isto é, todas as secGes radiais das pas sdo axiais em relacdo ao eixo do rotor, pelo
fato de as arestas de entrada e de saida serem paralelas ao eixo do rotor (Item 4, acima) e as
pas serem de simples curvatura (Item 5, acima);

7) As pas podem ser de largura constante ou de largura variavel na direcéo radial;

8) O rotor gira com velocidade angular constante, @, e € estacionario em relagdo a um
referencial inercial, portanto, a relagdo entre as velocidades absoluta, €, relativa, w, e circun-

7

ferencial (velocidade de conducdo) do rotor, G, € C=U0+Ww, onde U =@xT .

1.2 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE O
ESCOAMENTO EM ROTORES RADIAIS

O escoamento em turbomaquinas radiais, como em qualquer turbomaquina, é um dos
mais complexos encontrados em dindmica dos fluidos. Na maioria dos casos, é totalmente

tridimensional, com fendmenos de transicdo laminar/turbulenta e descolamentos associados



ao desenvolvimento das camadas-limites. Complexos mecanismos de dissipacdo viscosa e
geracdo de vorticidade estdo presentes. O escoamento pode ser incompressivel, subsonico,
transdnico ou supersénico, dependendo da turboméaquina. Em alguns tipos de turbomaquinas
térmicas radiais todos esses regimes de escoamento estdo presentes. A interferéncia entre os
seus componentes madveis e fixos provoca efeitos ndo-permanentes sobre o escoamento. Até o
presente momento, ndo se dispde de um modelo matematico que permita predizer 0 escoa-
mento em todo campo de operacdo da turbomaquina, sem desprezar alguns aspectos impor-
tantes do problema. De fato, tal célculo é extremamente dificil, devido ndo s6 & complexidade
do escoamento, mas também a geometria complexa dos seus diversos componentes. Mesmo
se existisse, ndo seria apropriado para uma investigacdo sistematica do escoamento para dife-
rentes geometrias, Como se exige num processo de otimizac¢ao, porque seria muito extenso e
de alto custo. O numero de variaveis possiveis é tdo grande que a otimizacdo pode ser condu-
zida somente através de um procedimento por passos.

A caracteristica pressdo-vazdo de uma turbomaquina radial depende das caracteristicas
de cada um de seus componentes. O limite de bombeamento, por exemplo, é estabelecido pelo
carater estabilizante (principalmente do rotor) e desestabilizante (canais do difusor aletado,
entre outros) dos diversos componentes da turbomaquina, conforme Greitzer (1981) e Hunzi-
ker e Gyarmathy (1994). Os escoamentos nesses componentes interagem entre si, e a caracte-
ristica individual de cada um é obtida em conjunto com os demais, através de testes desenvol-
vidos em laboratério. Porém, segundo Stow (1985), o projeto de cada componente € feito in-
dividualmente, com o objetivo de atingir as melhores caracteristicas possiveis para uma de-
terminada aplicacdo da turbomaquina. O tratamento isolado de cada componente constitui
numa simplificacdo notavel, porém os problemas relacionados ao escoamento persistem, par-
ticularmente, quando se trata de rotores radiais, devido a sua rotacdo e a sua geometria. Por-
tanto, novas simplificacbes devem ocorrer, porém, preservando a0 maximo as caracteristicas
reais do seu escoamento.

No que se refere a andlise tedrica do escoamento em rotores radiais, existem diversas
classificacbes dos métodos computacionais relacionadas, basicamente, a: 1) dimensdo do
campo de escoamento (uni, bi, quase-tri e tridimensionais), 2) considera¢do ou ndo dos efeitos
viscosos (métodos puramente nao-viscosos, ndo-viscosos com correcdo empirica, de interacdo
viscosa/ndo-viscosa e de solucdo das equacdes de Navier-Stokes completas), e 3) técnica da
solucdo numérica (diferencas finitas, elementos finitos e volumes finitos), entre outras. Essas
consideracgdes ndo serdo abordadas neste trabalho visto que estdo relatadas em diversos traba-

Ihos de revisdo e em livros-textos publicados por Gostelow (1973), Japikse (1976), Adler



(1980-a), McNally e Sockol (1985), Cumpsty (1989), Whitfield e Baines (1990) e Lakshmi-
narayana (1996).

A existéncia de escoamento separado em duas regides bastante distintas nos canais for-
mados pelas pas de rotores radiais (em particular, nos canais de rotores centrifugos) foi obser-
vada por varios pesquisadores em seus trabalhos experimentais. Porém, se atribui a Dean Jr.
que apontou a necessidade de se levar em consideracdo esse tipo de escoamento e que tam-
bém o denominou de modelo jato-esteira. A idéia foi primeiramente esclarecida no trabalho
de Dean Jr. e Senoo (1960) no qual o escoamento foi tratado como bidimensional (uniforme
na direcdo axial), com o jato e a esteira dividindo o canal formado por duas pas consecutivas
na direcdo circunferencial (plano transversal). A esteira, com velocidade uniforme, ocupava a
regido proxima ao lado da superficie de succao da p4, e o jato, com velocidade uniforme mai-
or que aquela da esteira, ocupava a regido proxima ao lado da superficie de pressao da pa.

A primeira informacdo mais importante sobre o escoamento em rotores centrifugos, sem
capa solidaria as pas, foi dada por Eckardt (1976, 1980), que utilizou anemometria a laser
para a medicdo detalhada do campo de escoamento. Com essas medicGes, foi possivel escla-
recer a maioria das ambiguidades de interpretacdo sobre o escoamento na saida de rotores
centrifugos. A esteira ndo € como aquela idealizada por Dean Jr. e Senoo (1960), mas ocupa
uma regido significante na saida do rotor, com uma velocidade média muito menor que a do
jato e posicionada nas proximidades do lado da superficie de suc¢do da pa. Dean Jr. imaginou
a esteira comecando na regido entre o lado da superficie de succdo da pa e a capa estacionaria
do rotor, emigrando para preencher a regido entre o disco e a capa estacionaria, proxima a
saida do rotor. Alguns detalhes, portanto, ndo sdo precisos, mas, no geral, 0 modelo proposto
por Dean Jr. e Senoo (1960) é bem razoavel.

Varios testes realizados no interior de rotores centrifugos de altas, moderadas e baixas
velocidades de rotagdo, com angulos das pés na saida iguais a 90° ou menores que 90° e de
diferentes geometrias foram realizados em diversos centros de pesquisas. Descricdes desses
trabalhos sdo relatadas por Fagan e Fleeter (1991) e Hathaway et al. (1993), entre outros. Os
experimentos indicam a estrutura jato-esteira observada em muitos rotores centrifugos, numa
escala maior ou menor.

As caracteristicas do escoamento descritas acima mostram que o escoamento na forma
de jato-esteira depende da vazao e da geometria do rotor centrifugo. No plano transversal, as
pas com angulos de saida menores que 90°, dependendo da sua geometria e do seu angulo de
saida, tém tendéncia de apresentar pouca ou nenhuma separacdo do escoamento, no ponto de

projeto. No trabalho de Adler e Krimerman (1980) sobre “a relevancia de calculos do escoa-



mento ndo-viscoso e subsdnico no escoamento real de rotores centrifugos”, a seguinte conclu-
sdo foi estabelecida: “... teorias sobre 0 escoamento nao-viscoso podem ser seguramente uti-
lizadas em todos os casos onde a esteira no lado de succéo das pas nao esta presente e que 0S
efeitos viscosos ndo sdo predominantes”. Exemplos tipicos dessa situacdo sdo os rotores de
bombas e da maioria dos ventiladores centrifugos (com angulos de saida das pas menores que
90°) onde a estrutura jato-esteira ndo esta presente no ponto de projeto.

Teorias sobre 0 escoamento ndo-viscoso podem ser classificadas em varios grupos. Sob
0 aspecto geométrico, uma classificagdo normalmente encontrada na literatura refere-se aos
conceitos das superficies S; (B-B, Blade-to-Blade) e S, (H-S, Hub-to-Shroud) introduzidas
por Wu (1952): teorias bi, quase-tri e tridimensionais. Os métodos de calculo em cada um
desses grupos podem ainda ser classificados com base no esquema computacional utilizado:
método da curvatura da linha de corrente, método de diferencas finitas e método de elementos
finitos, entre outros. Com relacdo e esses méetodos, ndo se pretende fazer nenhuma revisdo dos
inimeros trabalhos publicados. No caso de escoamento nao-viscoso em rotores centrifugos,
Adler (1980-a) e Whitfield e Baines (1990) fornecem detalhes sobre o assunto.

O caso de escoamento ndo-viscoso, incompressivel e permanente (escoamento potenci-
al) permite um tratamento analitico bastante eficiente e possibilita a solucdo classica de dois
tipos de problemas: 1) problema direto (obtencéo das caracteristicas do escoamento decorren-
tes de uma dada geometria de rotor) e 2) problema indireto (obtencdo da geometria do rotor
decorrente de uma dada caracteristica do escoamento). Dentre os métodos de formulagdo des-
ses problemas, destacam-se 0 método de transformacdo conforme e o método das singularida-
des. Ambos foram inicialmente aplicados no estudo da asa (aerofdlio) isolada, sendo posteri-
ormente estendidos para o0 caso de rotores axiais e radiais.

No método de transformacdo conforme procura-se, através da teoria de variavel com-
plexa, um mapeamento que transforme a geometria de um corpo a ser analisado (por exemplo,
de um rotor radial) em uma geometria mais simples, para a qual ja existe solucdo para o esco-
amento potencial. Conhecida a lei de transformacéo e aplicando-se as condi¢Ges necessarias, €
possivel determinar a solucdo exata para a geometria do corpo original.

No método das singularidades, utiliza-se uma distribuicdo adequada de fontes, sumidou-
ros, vortices e dipolos para representar o campo de velocidades induzidas pelo corpo a ser
analisado. Essa distribuicdo pode ser feita sobre a superficie do corpo ou no interior do mes-
mo e deve satisfazer as condigdes de continuidade e de contorno do escoamento.

No presente trabalho, as seguintes consideracgdes séo feitas com relagédo ao escoamento

nos rotores radiais analisados:



1) A analise do escoamento é feita no plano transversal (superficie S; (pa a pa), segundo
Wu (1952)), porém considera-se a variacdo radial de largura das pas no plano meridional (su-
perficie S, (disco a disco), segundo Wu (1952)), sem conduzir a procedimentos iterativos en-
tre 0s escoamentos nesses dois planos;

2) O escoamento é analisado no préprio plano da grade radial (para o caso de pas infini-
tamente finas - PIF) e também no plano da grade linear por meio de transformac&o (a trans-
formacéo é conforme, se a largura das pas é constante) do plano da grade radial (para o caso
de pas de espessura finita - PEF);

3) O escoamento relativo através do rotor é considerado permanente;

4) O escoamento (absoluto) é considerado uniforme antes e apds o rotor;

5) O escoamento relativo é considerado axialmente simétrico no interior do rotor, isto é,
0 escoamento se realiza em superficies de corrente que sdo consideradas axialmente simétri-
cas (superficies de revolucéo);

6) O escoamento € considerado bidimensional, em decorréncia de as superficies de cor-
rente do escoamento relativo serem consideradas axialmente simétricas, Vavra (1974);

7) O escoamento e considerado circunferencialmente simétrico, ou seja, 0 escoamento
através do canal formado por duas pas consecutivas € idéntico, na direcdo circunferencial, a
todos os outros canais do rotor;

8) A componente axial da velocidade do escoamento relativo através do rotor, w,, €
considerada desprezivel;

9) A componente meridional da velocidade do escoamento relativo atraves do rotor, wp,
= wy, é considerada uniforme em cada secdo radial do rotor;

10) A equacdo da continuidade e as hipdteses de irrotacionalidade e incompressibilidade
do escoamento absoluto conduzem a uma equacao diferencial do tipo Poisson para o potencial
de velocidade, @, em duas dimensfes, como serd exposto no Capitulo 2;

11) A equacdo do tipo Poisson resultante é ndo-linear (para o caso de pas de largura
variavel) e se transforma numa equacéao de Laplace para o caso de pas de largura constante;

12) Para o caso de PIF o escoamento € representado pela combinacdo de uma fonte (si-
mulando a vazdo através do rotor de bomba) ou de um sumidouro (simulando a vazao através
do rotor de turbina) e de um vortice, simulando a pré-rotacdo, ambos no centro do rotor;

13) O escoamento perturbado pela presenca das pas é representado por uma folha de
vortices coincidente com a superficie de cada pa (PEF) ou coincidente com a linha representa-
tiva de cada pa (PIF);



14) O escoamento resultante através do rotor é representado pela combinacdo linear
referente a fonte (ou sumidouro) e ao vortice, ambos posicionados no centro do rotor, e das

folhas de vortices que simulam as pas.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este item apresenta uma revisdo bibliografica sobre o escoamento potencial em rotores
radiais de bombas e turbinas hidraulicas. A partir dos anos de 1970, diversos trabalhos foram
publicados sobre bombas funcionando como turbinas (BFT). Nesses trabalhos, em geral, os
autores nao analisam o rotor isoladamente, mas sim em conjunto com os demais componentes
da bomba. Esses trabalhos ou apresentam uma metodologia que utiliza certas correlagcdes em-
piricas ou utilizam técnicas de dinamica dos fluidos computacional (CFD) para predizer as
caracteristicas de desempenho de bombas funcionando como turbinas. Esse assunto (BFT)
ndo seré tratado neste trabalho.

Os principais trabalhos comentados a seguir referem-se ao método de transformacéo
conforme, método das singularidades, método dos painéis (utilizado na solu¢do numérica) e
as formulagdes integrais apresentadas no Capitulo 2. Esses trabalhos serdo descritos em or-
dem cronoldgica.

Antes de iniciar a revisdo bibliografica, destaca-se que o calculo do escoamento poten-
cial em rotores radiais, particularmente os de bomba, tem uma longa historia. Essa historia foi
iniciada por Wagenbach (1908) e permanece até o presente momento, destacando-se, entre
outros, o trabalho de Hassenpflug (2010) sobre o escoamento potencial, incompressivel e bi-
dimensional em rotores radiais. O trabalho de Hassenpflug é digno de nota, ndo pelo fato de
conter 91 paginas (um verdadeiro Tratado), mas pelo fato de o autor descrever um método
para resolver analiticamente o escoamento potencial em rotores radiais, com pas de formato
arbitrario, por meio do método de transformacdo conforme. Mais detalhes sobre o trabalho de
Hassenpflug serdo comentados ao final deste item.

Wagenbach (1908) foi o primeiro a explicar que o angulo do escoamento relativo na
saida do rotor (bomba) nédo coincide com o correspondente angulo da pé, para o caso de nu-
mero finito de pés. Essa afirmacdo € contraria aquela referente a equacdo de Euler Leonhard
Paul Euler (1707-1783) para rotores de bombas. Sabe-se que a equacao de Euler para rotores

de bombas ¢ vélida somente para nimero infinito de pas, onde o escoamento relativo é tan-
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gente as pas em toda a sua extensao. Além do mais, Wagenbach também revelou a possibili-
dade do aparecimento de escoamento reverso no interior de rotores radiais de bombas.

Kusharski (1918), utilizando também pas em formato de espiral logaritmica, seguiu a
teoria proposta Wagenbach, e resolveu analiticamente a equacéo diferencial de Poisson para o
escoamento relativo permanente em um rotor especial (rotor radial com pas prolongadas até o
centro do rotor). Em seus diversos graficos, Kusharski mostrou o escoamento reverso predito
por Wagenbach. A maior contribui¢do quantitativa de Kusharski foi um grafico para a pressédo
adimensional tedrica em funcdo do nimero de pas.

Spannhake (1925a-b) utilizou o método de transformacdo conforme sobre um circulo
unitario, com uma combinacdo de fonte e vértice, sugerindo uma solucdo exata. Spannhake
introduziu o chamado escoamento de deslocamento (devido a rotacdo do rotor), resolvendo
esse escoamento por meio de séries de Fourier com somente poucos termos. Sua analise foi
restrita a pas retas, embora o autor tenha indicado que seu método é aplicavel a qualquer for-
mato de pas, com o argumento de que a transformacdo de qualquer forma de pa sobre um cir-
culo teoricamente existe.

Sdrensen (1927), baseando-se no trabalho de Spannhake, introduziu 0 mapeamento da
pa em formato de espiral logaritmica sobre um circulo. A pa (pé reta) utilizada por Spannhake
é um caso particular da p4 em formato de espiral logaritmica.

Schultz (1928) continuou o trabalho de Spannhake e Sérensen sobre pas em formato de
espiral logaritmica. Schultz observou que esse formato de pas é aproximadamente igual ao
formato de muitas pas de rotores radiais existentes. Os graficos apresentados pelo autor para
rotores radiais com pas retas sdo bem precisos, quando comparados com solugdo exata.

Busemann (1928) também analisou rotores radiais com pas em formato de espiral loga-
ritmica utilizando o método da transformacdo conforme. O autor melhorou os resultados apre-
sentados por Schultz por estender a analise a transformacdo conforme correta para pas loga-
ritmicas. Busemann forneceu equagdes explicitas para os coeficientes das séries de Fourier em
termos de uma integral, embora ndo os tenha resolvido, mas obteve a relacdo entre os traba-
Ihos especificos para numero finito e infinito de pas (essa relacdo € denominada de fator de
deficiéncia de poténcia). Seus resultados foram apresentados para uma ampla faixa de varia-
cao de parametros geométricos, visando a aplicagdo em bombas radiais (centrifugas).

Staufer (1936) foi o primeiro a utilizar o método das singularidades em grades radiais
com pas consideradas infinitamente finas. Staufer utilizou uma distribuicdo de vértices como
funcdo da coordenada radial, e atacou o problema de determinar a forma das pés (problema
indireto).
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Acosta (1952) fez uma contribuicdo final sobre a solucdo analitica de rotores radiais
com pas em formato de espiral logaritmica. O autor revisou 0 método de transformacéo con-
forme de Busemann e fez célculos mais precisos. Acosta também prop6s uma extensdo para
pas nao logaritmicas, baseada na teoria do perfil delgado. Evidentemente, essa teoria limita
sua aplicacdo as pas de pequena espessura.

Isay (1954) foi um dos primeiros a dar uma contribui¢do ao problema direto do escoa-
mento potencial. Propds solucBes para os casos de pas infinitamente finas e pas de espessura
finita. Em ambos os casos, foram consideradas as situacfes de grade radial mével isolada e
grade radial movel precedida de sistema diretor. Foram utilizadas distribuicdes de vortices
sobre as pés de largura constante, simulando o efeito de grade. A aplicacdo da condicdo de
tangéncia do escoamento relativo no contorno das pas resultou numa equacéo integral de con-
torno, tendo por incdgnita a funcéo de densidade de vortices.

Hoffmeister (1960) introduziu uma formulagdo integral exclusivamente de contorno
para um caso particular de variacdo de largura da p4, a qual foi estendida por Murata et al.
(1978) para o caso de pés logaritmicas de espessura infinitamente fina, esta apesar de ser res-
trita, pode ser considerada exata.

Giesing (1964) utilizou o método dos painéis para o caso de grades lineares e grades
lineares em tandem. O autor utilizou densidade de vértices uniforme em cada painel do con-
torno das pas discretizadas.

Hess e Smith (1967) apresentaram uma técnica numerica de discretizacdo muito simples
e altamente eficiente, denominada de método dos painéis, para o calculo do escoamento po-
tencial em corpos de geometria de formato arbitrario. Os autores contribuiram decisivamente
para o desenvolvimento do método dos paineis e apresentam um sumario da aplicacdo do me-
todo na solucdo do escoamento potencial para diversos casos de interesse: corpos tridimensi-
onais, aerofdlios, hidrofdlios, grades axiais, entradas de ar, etc. Porém, ndo foi apresentada e
nem discutida nenhuma aplicacdo em grades radiais. Segundo o método dos painéis, divide-se
a superficie do corpo em elementos de superficie (painéis) de forma genérica. Sobre cada pai-
nel admite-se a existéncia de uma distribuicdo de singularidades perturbando o escoamento. A
forma desta distribuicdo é fixada: uniforme, linear, etc. A velocidade induzida num certo pon-
to do escoamento é dada pela soma das contribui¢cdes de cada painel, combinando-se linear-
mente as densidades de singularidades. Se em cada painel for escolhido um determinado
“ponto de controle”, a velocidade induzida nesse ponto devida ao conjunto de painéis pode ser
calculada. Os coeficientes numéricos dependem do tipo de singularidade empregada, das dis-
tancias entre os pontos de controle, e da geometria do obstaculo (corpo), podendo ser calcula-
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dos imediatamente quando se trata do problema direto. Combinando a velocidade induzida no
ponto de controle com a velocidade do escoamento ndo-perturbado (escoamento incidente no
corpo), e impondo a condicdo de contorno aos pontos de controle, resulta um sistema de e-
quagdes lineares cujas incognitas sdo os valores das distribuicbes de densidades de singulari-
dades. Resolvendo-se o sistema, determinam-se os valores dessas densidades, podendo-se
facilmente calcular diretamente as velocidades nos pontos de controle. Em seguida, é possivel
determinar a pressao nos mesmos pontos, segundo a equacdo de Bernoulli. As grandes vanta-
gens do método dos painéis sdo a simplicidade conceitual e a facilidade de adaptacdo a casos
bastante gerais. Além do mais, 0 método pode ser considerado exato, uma vez que a qualidade
numérica dos resultados ira depender apenas da adocdo de alguns critérios, e ndo de simplifi-
cacOes que se facam nas equacBes que regem o escoamento potencial. Esses critérios estdo
relacionados ao nimero, distribuicdo e forma dos painéis, tipo de singularidade empregada e
escolha dos pontos de controle. O método dos painéis s6 pode ser eficientemente aplicado na
solugéo do problema direto.

Nyiri (1970) e Eremeef (1974) desenvolveram uma formulacéo integral geral para pas
de espessura finita (PEF) valida para o escoamento potencial entre duas superficies de corren-
te supostas de revolugdo. A geometria de interse¢do do rotor com essas superficies foi mapea-
da no plano de uma grade linear, através de uma transformacéo apropriada. Eremeef apresen-
tou uma formulacéo para o escoamento potencial que resulta em duas equacfes integrais de
Fredholm: uma de primeira espécie e a outra de segunda espécie. Por meio de uma aproxima-
¢ao para as integrais de campo, tornou-se possivel uma formulacdo integral linear e exclusi-
vamente de contorno. O efeito dessa aproximacgdo ndo foi devidamente analisado por Nyiri
(1970) e Eremeef (1974), apesar desse ultimo ter apresentado procedimentos para refinar as
solucdes.

Manzanares Filho (1982) apresentou uma formulacdo para o céalculo do escoamento
potencial em grades radiais representativas de rotores centrifugos com pas infinitamente finas
(PIF) e de largura constante. A solu¢do numeérica foi obtida por meio do método dos painéis.
Em cada painel da pé discretizada, foi admitida uma distribuicéo linear de vortices. Esse tipo
de distribuicdo facilita a imposicdo da condicéo fisica (condicdo de Kutta) no bordo de fuga e
também da condicao de operacdo (condicdo de entrada sem chogue) no bordo de ataque das
pas. Manzanares Filho apresentou diversas caracteristicas de desempenho aerodindmico para
grades radiais com pas em formato de arco de circulo e em formato de espiral logaritmica.

Fernandes e Oliveira (1991) utilizaram a formulacdo apresentada por Nyiri e Eremeef,

resolvendo a equacdo integral de Fredholm de segunda espécie, na forma discretizada, para
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analisar rotores centrifugos com péas de espessura finita e de largura variavel. A solucdo nu-
mérica foi obtida através do método dos painéis, por meio de uma distribuicdo uniforme de
vortices em cada painel do contorno discretizado das pas.

Lewis (1991), utilizando a formulagéo classica de Martensen (1959), também apresen-
tou procedimentos para considerar a variacdo de largura da pa, porém os seus resultados sdo
mostrados somente para grades radiais de largura constante.

Manzanares Filho e Oliveira (1992) estenderam a formulacdo apresentada por Manzana-
res Filho (1982) para o caso de pas infinitamente finas, porém, de largura variavel. Os autores
utilizaram a mesma aproximacao para a integral de campo apresentada por Eremeef, que esta
relacionada a variacéo da largura das pés na dire¢do radial.

Oliveira (2001) apresentou um estudo tedrico e experimental do escoamento em rotores
de ventiladores radiais. O estudo tedrico consistiu da analise do escoamento potencial e in-
compressivel. O autor utilizou a mesma formulacdo apresentada por Niyri e Eremeef e resol-
veu a equacdo de Fredholm de segunda espécie por meio do método dos painéis, com distri-
buicdo uniforme de densidade de vértices em cada painel do contorno das pas discretizadas de
espessura finita. Oliveira mostrou que, no caso de pas muito finas, com bordos arredondados
e excetuando-se as regides do escoamento muito proximas a esses bordos, o efeito da variacdo
radial de largura das pas é mais importante que o da variagdo de espessura das pés. Esse fato,
segundo o autor, parece indicar que a utilizacdo de modelos de escoamento potencial que des-
prezam a espessura das pas pode ser recomendavel, desde que se leve em conta o efeito da
variagdo radial de largura da pa. Oliveira também apresentou um critério baseado no carrega-
mento das pas (denominado em seu trabalho de nimero de Richardson) para se definir o nd-
mero de pas 6timo de rotores de turbomaquinas radiais geradoras (rotores centrifugos). Por
meio de varias aplicacdes em diferentes rotores radiais de bombas e ventiladores, Oliveira
mostrou que esse critério é bastante eficiente para estabelecer o nimero de pas 6timo.

Violato (2004) estendeu o trabalho de Manzanares Filho e Oliveira (1992) para analisar
0 escoamento potencial em rotores centrifugos com pés auxiliares de espessura desprezivel,
porém com variacdo de largura das pas. Violato apresentou diversos resultados referentes as
caracteristicas de desempenho desses rotores para varias posi¢cdes angulares das pas auxiliares
em relacdo as pas principais e também para varios comprimentos das pas auxiliares.

Hassenpflug (2010), citado no inicio deste item, propds um método para resolver anali-
ticamente o escoamento potencial em rotores radiais, com pas de formato arbitrario (porém de
largura constante), por meio do método de transformacdo conforme, mapeando as pas sobre

um circulo unitario. O autor utilizou as idéias de Spannhake para resolver o escoamento por
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meio de séries de Fourier. Ao contrario do método original de Spannhake, os coeficientes de
Fourier ndo sdo determinados pelas férmulas de integracdo de Euler, que podem incluir séries
ndo-analiticas, mas por expansdes analiticas como nos trabalhos de Busemann e Acosta. Os
coeficientes de expansdes sdo construidos por meio de algebra de convolucdo. Hassenpflug
apresentou diversos resultados comparando-os com solugfes exatas quando essas existem.
Para uma investigacdo sistematica, a proposta do autor pode nédo ser tao eficiente para tratar
pas de geometria de formato arbitréario (e com variacdo de largura), como € o caso do método
dos painéis.

Neste trabalho, serdo utilizadas as formulagdes apresentadas por Nyiri (1970) e Eremeef
(1974) para pés de espessura finita (PEF) e a formulacdo apresentada por Manzanares Filho e
Oliveira (1992) para pas de espessura infinitamente finas (PIF). Essas formulagdes sdo para
rotores radiais de turbomaquinas geradoras (bombas e ventiladores). Pretende-se estender
essa Ultima (formulacdo para PIF) para analisar o escoamento potencial e incompressivel em
rotores radiais de turbomaquinas motoras (turbinas hidraulicas). Com base no critério do nu-
mero de Richardson maximo estabelecido por Oliveira (2001), pretende-se obter uma geome-

tria de rotor radial que seja téo eficiente no modo bomba como no modo turbina.

1.4 MOTIVACAO DO TRABALHO

A principal motivacgéo do presente trabalho esta amparada na literatura técnica que rela-
ta a possibilidade de o escoamento potencial representar certas caracteristicas reais do escoa-
mento no interior de rotores radiais de turbomaquinas geradoras, em determinadas condicdes,
como comentado no Item 1.2. Basicamente, sdo duas condic¢des: uma refere-se ao angulo de
saida das pas que deve ser menor que 90° e a outra refere-se ao calculo do escoamento poten-
cial que é efetivamente valido no ponto de projeto. Outras motivacdes, tdo importantes quanto
a descrita acima, séo listadas a seguir:

1) Estender a formulacdo do escoamento potencial realizada para rotores radiais de tur-
bomaquinas geradoras (bombas e ventiladores) para o calculo do escoamento em rotores radi-
ais de turboméaquinas motoras (turbinas hidraulicas), especificamente para rotores de turbinas
de baixas rota¢des especificas (altas quedas);

2) Estender o critério do nimero e Richardson maximo descrito no Item 1.2 para o caso

de rotores radiais de turbomaquinas motoras (turbinas hidraulicas);
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3) Obter rotores radiais que sdo tdo eficientes como rotor de bomba como rotor de tur-
bina, utilizando o critério do numero e Richardson maximo juntamente com a distribuicédo de

pressdes em torno das pas.

1.5 OBJETIVOS DO TRABALHO

Em decorréncia do Item 1.2, os principais objetivos séo listados a seguir:

1) Apresentar formulagdes para o célculo do escoamento potencial em rotores radiais de
bombas e de turbinas. Essas formulagc6es sdo para o calculo do escoamento potencial em roto-
res radiais com pas de espessura finita (PEF) e com pas de espessura infinita (PIF), ambas
para pas de largura variavel. Para o caso de PIF, o calculo do escoamento é feito diretamente
no plano da grade radial que representa o rotor. Para o caso de PEF, o célculo é feito no plano
transformado (plano da grade linear) e por meio de uma equacéo de transformacéo as caracte-
risticas do escoamento séo obtidas para o plano da grade radial que representa o rotor;

2) Gerar diversas geometrias de pas, tanto no plano meridional como no plano transver-
sal. No caso de pas de espessura finita (PEF), sdo geradas pas com variacao de espessura e
com espessura constante, com regides dos bordos de ataque e de fuga de formatos variados.
No caso de pas infinitamente finas (PIF), sdo geradas pas com um Unico formato de curva;

3) Apresentar uma técnica de solu¢do numérica, que é baseada no método dos painéis,
para o calculo do escoamento potencial em rotores radiais de bombas e de turbinas. Para o
caso de PEF, é utilizada uma distribuicdo uniforme de densidade de vortices em cada painel
do contorno discretizado das pas. Para o caso de PIF, é utilizada uma distribuicdo linear de
densidade de vértices em cada painel da linha representativa discretizada de cada pé;

4) Comparar as solucGes numéricas obtidas das formulagdes para PEF e PIF entre si, e
com solugdes exatas encontradas na literatura técnica. A finalidade € mostrar as implicacGes
decorrentes da aproximacdo feita nas duas formulacdes para o efeito de variacdo radial da
largura da p4, e avaliar a influéncia da espessura das pas nas caracteristicas do escoamento;

5) Determinar varias grandezas locais e globais do escoamento potencial em rotores
radiais de bombas e de turbinas. Uma dessas grandezas ¢ o numero de Richardson, que se
baseia no carregamento das pas. De posse dessa grandeza adimensional, pode-se estabelecer o
valor mais apropriado do nimero de pas e também de grandezas geométricas de rotores radi-

ais de bons desempenhos, tanto para 0 modo bomba como para 0 modo turbina.
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1.6 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Na sequéncia deste trabalho, o Capitulo 2 apresenta as formula¢fes do escoamento po-
tencial para rotores radiais. Uma formulacdo é para rotores radiais com pas de espessura finita
(PEF) e duas séo para péas de espessura infinitamente fina (PIF).

O Capitulo 3 apresenta as solugdes numéricas para a equacao integral de contorno resul-
tante da formulacéo para PEF e para PIF apresentadas no Capitulo 2. Essas soluc¢des sdo obti-
das pelo método dos painéis.

O Capitulo 4 apresenta diversas grandezas locais e globais do escoamento em rotores
radiais, entre elas o carregamento hidrodindmico das pas e o numero de Richardson, que sao
Uteis para se obter rotores radiais de bons desempenhos, tanto para 0 modo bomba como para
0 modo turbina.

O Capitulo 5 apresenta os resultados numéricos para rotores radiais de bombas e de
turbinas. Alguns comentarios relevantes sobre esses resultados sdo descritos.

O Capitulo 6 apresenta as principais conclusdes extraidas deste trabalho e algumas su-
gestdes para trabalhos futuros.

O Apéndice A apresenta a formulacéo detalhada para rotores radiais com pas de espes-
sura finita (PEF).

O Apéndice B apresenta a formulagdo detalhada para rotores radiais com pas de espes-
sura infinitamente fina (PIF), que é diferente daquela formulagdo cléssica pelo método das
singularidades apresentada no Capitulo 2.

O Apéndice C apresenta a geometria dos rotores utilizados neste trabalho, tanto para a
secdo meridional como para a sec¢do transversal.

O Apéndice D apresenta diversos resultados numéricos relacionados aqueles do Capitu-
lo5.

Por fim, sdo apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas neste trabalho.



Capitulo 2

FORMULACAO DO PROBLEMA

Este capitulo apresenta a formulacdo do problema direto (conhecida a geometria do ro-
tor determina-se as caracteristicas do escoamento) do escoamento potencial, incompressivel e
permanente em rotores radiais de turbomaquinas. O escoamento é considerado bidimensional,
mas leva em consideracdo a variacdo da largura das pas. Trés formula¢Bes sdo apresentadas:
1) Formulacéo integral de contorno para pas de espessura finita (PEF), 2) Formulacéo integral
de contorno para pas infinitamente finas (PIF) e 3) Formulag&o cléssica por meio de singula-
ridades para pés infinitamente finas (PIF).

As duas primeiras formulacGes para PEF e PIF sdo detalhadas nos Apéndices A e B res-
pectivamente para rotores de turbomaquinas geradoras (rotores centrifugos). Essas formula-
¢Oes, além de considerar ou ndo a espessura das pas, apresentam como principal caracteristica
uma funcdo-nucleo da equacdo integral, para cada formulacdo, que permite considerar uma
Unica pa (mas que leva em consideracdo todas as outras pas do rotor) na solucdo de cada e-
quacdo (para PEF e PIF), devido a periodicidade do escoamento através do rotor. Essa carac-
teristica faz com que o tempo computacional para a solu¢do numérica de cada equacao inte-
gral seja independente do nimero de pas.

A terceira formulacdo, além de ser apropriada para PIF (mas pode ser estendida para
PEF), tem como principal caracteristica permitir a analise do escoamento independentemente

se ha ou ndo periodicidade do escoamento, ou seja, as pas podem estar igualmente espagadas
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entre si ou ndo. Ao contrario das duas primeiras formulacfes, o tempo computacional para a
solucdo numeérica da equacéo resultante da formulacdo do escoamento é dependente do nime-
ro de pés. Esse tempo aumenta com o aumento do nimero de pas.

Nos capitulos que seguem, serdo apresentadas as implicacdes decorrentes de cada uma

dessas trés formulacoes.

2.1 FORMULACAO INTEGRAL DO ESCOAMENTO
POTENCIAL PARA ROTORES RADIAIS COM
PAS DE ESPESSURA FINITA (PEF)

Este item esta dividido em trés subitens principais: 2.1.1) EquacGes do escoamento para
os planos fisico e transformado, onde sdo apresentadas as equac@es diferenciais do escoamen-
to e as equagdes de transformacéo, tanto da geometria como do escoamento no rotor; 2.1.2)
Determinacdo do campo de velocidades do escoamento potencial para o plano transformado,
onde é apresentado, por meio do teorema integral de Green, o desenvolvimento para trans-
formar a equacdo diferencial (equacdo do tipo Poisson) do escoamento absoluto em equacéo
integral (equacdes de Fredholm de primeira e de segunda espécies) do escoamento relativo no
contorno dos perfis (pas); 2.1.3) Equacdes complementares, onde é apresentado o desenvol-
vimento, com base na equacdo da continuidade, para tratar as integrais de dominio onde apa-

recem na formulacdo apresentada no Subitem 2.1.2.

2.1.1 Equacdes diferenciais do escoamento para os planos fisico e
transformado

a) Equacgdes diferenciais do escoamento

As Figuras 2.1 e 2.2 apresentam os esquemas de uma grade radial e de uma grade linear,
ambas dotadas de rotacdo e de largura das pés, b = b(r), varidvel, respectivamente, no plano
fisico e no plano transformado. O escoamento absoluto através da grade radial € considerado
irrotacional e incompressivel, ou seja, potencial. As superficies de corrente do escoamento
sdo consideradas axialmente simétricas, de modo que o escoamento sobre essas superficies

possa ser tratado como bidimensional.
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A equacdo da continuidade do escoamento absoluto, ¢, para o plano fisico, segundo
Nyiri (1970), é dada por

2 +——|c_=0, (2.2)
rdo bdo

oc, 17c, (1 dr 1 dbj
do r o0 ‘

e a equacdo da irrotacionalidade do escoamento absoluto é dada por

ac, loc, 1dr

+=-— ¢, =0. 2.2
A r  rdo ? (22)

As Equacdes (2.1) e (2.2) podem ser escritas em funcdo das componentes das velocida-
des do escoamento relativo, w, e wy. o =0o(r) representa a coordenada natural da geratriz da
superficie de corrente (S) a partir da circunferéncia de raio r; no plano meridional, Figura 2.1,
e & representa o angulo polar. Para uma turboméaquina estacionaria (fixada numa estrutura
sem movimento de translacéo), se o rotor gira com uma velocidade angular, @, a velocidade

absoluta, c, é relacionada a velocidade relativa, w, pela equagédo
C=U+W. (2.3)
A velocidade circunferencial, U, é dada por
U=axry, (2.4)

sendo T, € o vetor-posi¢édo de uma particular escoando no interior do rotor, e @ € o vetor re-
ferente a velocidade angular do rotor, conforme a Figura 2.1, dirigido segundo 0 eixo X, por-

tanto,

u, =0 (2.5)
u,=-r(o)ow. (2.6)
Considerando as Equac0es (2.3), (2.5) e (2.6), as Equacdes (2.1) e (2.2) tornam-se

o

2.7
do r o8 @7

ow, 106w, (1 dr 1dbj
+=—C4| = —+=—|w =0
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Wy =20~ (2.8)

b) Transformacdo do escoamento

A superficie do escoamento (S) no plano fisico (Figura 2.1) é mapeada para o plano
transformado (Figura 2.2). A transformac&o procurada é da forma x = x(o) e y = y(6).
Conforme Nyiri (1970) e Eremeef (1974), veja também o Apéndice A, as equacdes de

transformacéo do plano fisico (o, 6) para o plano transformado (x, y) sdo dadas por

:ﬂj”_da | (2.9)
2n Jo r(o)
€
y=Nt, (2.10)
2n

sendo N o numero de péas do rotor e t = t(r) o passo (distancia entre duas pas consecutivas).
A transformacdo de velocidades do plano fisico, cg, para o plano transformado, c, é da-
da por (Veja o Apéndice A)

2nr
CoL =7 Cor (2.11)

Considerando a equacéo de transformacéo anterior, as equacdes do escoamento absolu-
to para o plano fisico, Equacdes (2.1) e (2.2), sdo escritas para o plano transformado conforme
as Equag0es (2.12) e (2.13).

oc
o 7 1db o (2.12)
ox oy b dx

ﬁCy ~ oc, o

s 2.13
ox oy (213)
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Conforme a Equacéo (2.13), o escoamento absoluto no plano transformado ¢é irrotacio-
nal, porque foi considerado irrotacional o escoamento absoluto no plano fisico.

As equacdes do escoamento relativo para o plano fisico, Equacdes (2.7) e (2.8), sdo es-
critas para o plano transformado na seguinte forma (Apéndice A):

AL ow,  1db

=———W, (2.14)
ox oy b dx

oWy ow, dr 2

— or ——. (2.15)
ox oy dx Nt

O Apéndice A apresenta as equacdes de transformacdo da geometria e do escoamento
para casos particulares de grades lineares (b e r sdo constantes) e grades puramente radiais (b

é constante e r e variavel).

2.1.2 Determinacédo do campo de velocidades do escoamento po-
tencial para o plano transformado

a) Obtencao da equacao integral por meio da segunda
identidade de Green

O campo de velocidades do escoamento potencial no plano transformado (grade linear
movel) deriva de um potencial de velocidade, @(x,y). Pode ser demonstrado através de um
balanco volumétrico num elemento diferencial de fluido escoando na grade linear que, para
um escoamento absoluto incompressivel e irrotacional, obtém-se a equacdo do tipo Poisson

representada na Equacdo (2.16).

V2D (x,y) = B(X) ¢, (X, Y) (2.16)
sendo
_ 1 db(x)
B(x) = b0 dx (2.17)

As condigdes de contorno para o potencial de velocidades, conforme a Figura 2.2, séo
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Infinito a montante da grade: oo =C, € oo Ciy » (2.18.a)
OX e Y |y
Infinito a jusante da grade: 2@ =Cyy e 2@ = Cey » (2.18.b)
X X=+00 ay X=+00
e
. oD
Contorno do perfil (x): =l = Wn|( ,=0 (2.18.c)
n K
()

A solucgdo da Equacdo (2.16), satisfazendo as condigdes de contorno, é determinada a-

través do teorema integral de Green, de acordo com a segunda identidade de Green, ou seja,

H(D) (UV? —vV2u) dx'dy’ + 4)(0) (u j—: - v;) ds' = (2.19)
sendo u(x’,y") e v(x',y") duas funcBes cujas primeiras derivadas sdo continuas em um domi-
nio simplesmente conexo (D) e sobre a sua fronteira (C); J/Jn" significa a derivada normal
interior (por definigdo, a normal exterior é oposta) e s”é o comprimento da linha ao longo da
fronteira (C).

Seja M o ponto de coordenadas x“e y/ e, P um ponto de coordenadas x e y, tal que

MP =d =+/(x=X)2 +(y—y)?. (2.20)

A funcdo In d é harménica e regular em todo ponto M diferente de P, e pode ser verifi-
cado facilmente que V2 (In d) = 0.
Pode ser demonstrado (Apéndice A) que, para um ponto P interior ao dominio (D), a

Equacdo (2.19) torna-se

27 (P) = j j (Ind)v? @ dxdy + ) EIS QD—(Ind)ds (2.21)

e para um ponto P exterior ao dominio (D), a Equacg&o (2.19) torna-se

0= H (Ind)V2a dx'dy’ +

<j> cD—(In d)ds'. (2.22)
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b) Equacéo integral do escoamento

Devido a periodicidade do escoamento, o plano transformado pode ser dividido em uma
série infinita de dominios (T,) idénticos ao dominio (T), Figura A.4 (Apéndice A). Como o
dominio (T) contém o ponto P, as Equacdes (2.21) e (2.22) podem ser utilizadas, dependendo
se 0 ponto P esta interior ou exteriormente ao dominio (T). Para os outros dominios (T,), 0
ponto P é exterior e, nesse caso, utiliza-se a Equacédo (2.22). O somatorio em x fornece o po-

tencial de velocidade @ no ponto P, ou seja,

Pe(T): 21 @ (P)

M=+
:Z{ﬂ( )(Inrﬂ)Vchdx'dy’+SB( )(Inrﬂ)%ds#
T C
Pe(T): 0 pmmen L !
—<JS @2 (Inr)ds't, (2.23)
c,y on A
sendo
r, ==X+ (Y- Y,)?. (2.24)

Derivando a Equagéo (2.23), primeiramente em relacéo a x e depois em relagéo a y, ob-
tém-se as componentes da velocidade absoluta, ¢, nas diregdes x e y, ou seja, cx(P) e cy(P).

Apos alguns desenvolvimentos, demonstra-se, no Apéndice A, que

ze(T): t(2)

Cr5 = T A D de’

270 T
7¢(T): 0 o

+2—1R_H(T) B(x') ¢, (') A(z,2') dxdy’, (2.25)

que € a forma integral da equagdo diferencial (2.16).

Na Equacéo (2.25), z = x + i y representa a notacdo complexa das coordenadas do ponto
P do dominio (T) e 2 = X" + iy representa a notacdo complexa do ponto de integracdo. Do
mesmo modo, ¢ = & + i i representa a notacdo complexa das coordenadas do ponto P do

contorno (k) do perfil (pa). As demais grandezas sao dadas por
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t(z)=—-i—-=c, —ic (2.26)

sendo T(z) a velocidade complexa conjugada do escoamento absoluto num ponto P do domi-

nio (T).

c =tle (2.27)

sendo C_, C, e C, as velocidades complexas conjugadas do escoamento absoluto médio, an-

tes (i") e apds (e”) da grade, respectivamente.
A(z,7") :%cotagh E (z—z’)} (2.28)

é a funcdo-nucleo da equacdo integral que resulta de um somatorio de -0 a +oo, Equacao

(A.64), que considera todos os dominios correspondentes a cada perfil da grade linear.
dg'=e'* ds’ (2.29)

relaciona o comprimento infinitesimal, ds”, do contorno do perfil numa dada posicéo, s”, Fi-
gura 2.2, com a sua respectiva coordenada complexa ¢. Com a Equacédo (2.29), ds”, que apa-
rece na integral de contorno da Equagdo (2.23), torna-se em dg” na Equacéo (2.25).

Ainda na Equacéo (2.25) aparecem os termos B(x"), dado na Equacéo (2.17), e ¢cx(z') =
cx(X",y"). Observa-se na Equacédo (2.16) que esses dois termos estdo multiplicados entre si,
além do mais cx(x',y") resulta da derivada em relacdo a x do potencial de velocidade, @ =
ad(x",y’), tornando a equacao diferencial do tipo Poisson, Equacéo (2.16), ndo-linear e conse-
quentemente trazendo certas dificuldades ao resolver a integral de dominio da Equacéo
(2.25). Essas dificuldades sdo superadas por meio de uma aproximagao que leva em conside-

racdo a equacdo integral da continuidade. Esse assunto serd abordado no ltem 2.1.3.

c) Relagdes entre as componentes das velocidades a
montante e a jusante da grade

Os valores limites da funcdo-nucleo, A(z,z'), a montante e a jusante da grade linear sao
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lim A(z,2)) =¢%. (2.30)

X—>Fo0
Fazendo o limite da Equacdo (2.25) quando x — Foo e considerando (2.30), obtém-se

. i 1
limc(z)=C,.=C F— tcde'F— B(x)c, (z')dxdy. 2.31
(@) =G =075 T de'F [ BO)c, () dxdy (2:31)

X—>Foo

Considerando (2.27), a Equacdo (2.31) torna-se

— — | —7 7 ' 1 ' ' [N
C.-C. ——;(J.)(K)C(g)dg t”(T)B(x) ¢, (2') dx'dy’ . (2.32)

Conforme a Figura 2.2, a velocidade T(¢) pode ser representada pelas componentes

tangencial, ¢, e normal, ¢,, ao contorno do perfil, ou seja,
C(e)=(c;—ic,)e™”. (2.33)

Apos alguns desenvolvimentos e separando as partes real e imaginaria, a Equacédo
(2.32) torna-se (Item A.2.3 do Apéndice A)

1
- —C, =— B(x' ' 'dy’ 2.34
Cye' ~ Cix t II(T) (X) CX(Z ) dx'dy (2.34)

(2.35)

A circulacdo, 7; é dada por

r:cﬁ T(o)de . (2.36)
(x)
d) Equacéo integral da velocidade absoluta no

contorno do perfil

Quando o ponto z tende ao ponto ¢ do contorno do perfil, a aplicacdo da formula de Ple-

melj conduz as seguintes equacdes integrais (veja a Equacdo (2.25)):
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=t 1— = 1 = ! ' '
C7(§)=izc(§)+cw+7 (K)C(g)/i(g,g)dg +

+%Hm B(x') ¢, (2) A(c, 2') dx'dy’, (2.37)

sendo T" e T os valores limites obtidos, respectivamente, quando ze(T) e z¢(T), e
T -t =t(g). (2.38)

No caso onde z ¢ (T), conforme a Equacdo (2.25), a velocidade complexa conjugada é

nula em todos os pontos, portanto,

T (c)=0 (2.39)
e, em consequéncia,

T () =CT(s). (2.40)

Substituindo as Equacdes (2.39) e (2.40) na Equacao (2.37), obtém-se

SR ISR Ll (RCSLIC L UL

Considerando a Equacéo (2.33), tem-se que,

ERE{E(G) eiz}: C(5) (2.42)
2 2
€
m [@eiz} — _M. (2.43)
2 2

Impondo a condi¢do de que o contorno do perfil € uma linha de corrente, ou seja, que

ndo ha escoamento através dele, tem-se

C, =W, + U, (2.44)
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n = un . (2.45)

Para c, fixado, a solucdo da Equacdo (2.42) ou (2.43) permite obter a distribuicdo de
velocidades do escoamento potencial.

Utilizando a Equacéo (2.28), pode-se escrever que
1 T ' ' H '
Ecotagh [? (z—z)}:J(z,z)HK(z,z), (2.46)

sendo

1 senh ﬁn(x—x’)}
J(z,2") :E o o (2.47.3)
cosh [t (x— x’)} —Cos [t (y- Y')}

e
2 ,
. sen[tn(y— y )}
K(z,2")= - > 3 : (2.47.b)
cosh [tﬁ (x— x')} - COS[,[TE (y- Y')}
As seguintes funcdes séo definidas:
M (2,2")=-3(z,7")sen y —K(z,z") cos y (2.48)
e
A (2,2")= J3(z,7") cos y —K(z,Z") sen y . (2.49)
Também,
l ! A A ! !
o) = L[] BO)e(2) I(e2) dxdy (2.50)
e
1 14 ! ! ! !
Coy() =[] | BOOx(2) K(,2) axely (251)

Considerando (2.46), (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51), as Equacdes (2.42) e (2.43) tornam-

se, respectivamente,
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&) 1

> 1 (I)(K) 2(5,6") €,(c") ds' =[c,, +Cgy ()] cOS 1 + [Cwy +Cg, (g)] senc +

2 2 8 252)

1 , N
_f¢(r<)/1” (6.6 6(¢") d'=[c,., + oy (g)] sen  +[ .., + gy (5) | cOs 1 +

R TN (253)

As equacdes anteriores sdo equagdes integrais do tipo Fredholm. A Equacdo (2.52) é
uma equacao de Fredholm de segunda espécie e a Equacdo (2.53) é uma equacédo de Fredholm
de primeira espécie. E possivel mostrar que a fungdo-ntcleo 4, da Equagdo (2.52) é limitada
quando o ponto de integracdo ¢ tende para o ponto ¢. Por outro lado, a funcdo- ndcleo A, da
Equacdo (2.53) é singular. Desta forma, a escolha da equacdo de Fredholm de segunda espé-

cie é preferivel para a determinacéo das incognitas cs(¢).

e) Comportamento das funcdes-nucleo A, e A

As fungbes-nlcleo, 4, e A, das equacgBes integrais (2.52) e (2.53) séo do tipo

f[&n'(&N]/a[&'n'(€)]. Quando &' — & e ' — 7, obtém-se f/g=0/0.
Aplicando duas vezes a regra de L’ Hospital a funcdo-nucleo, 4, (Equacéo (2.48) com z

e z” pertencentes ao contorno do perfil, ou seja, ce ¢') ou a Equacéo (2.54) abaixo

COS y sen {Zn (7 —77’)} —sen y senh {Zn (&- 5’)}
2 == tz 5 t | (2.54)
g 2cosh [t" (5—5')}—200{,? (77—77')}

resulta, apds derivacdo em relagdo a &' (veja o Item A.2.5 do Apéndice A), que 0

IimLz——cos ¥r—. (2.55)
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Se a curva n(&) é conhecida na forma paramétrica, £(s) e 7(s), pode-se demonstrar

que a Equacéo (2.55) torna-se

f’ t

Al =lim-Lt=— , (2.56)
goe ¢ q” 4r R,
n'—-n o0

sendo R; o0 inverso da curvatura de uma curva regular num ponto dessa curva, C, dada por

d¢ dy
ds ds
d’c d%
2 2
C, = lim Ay _dx __ lds" ds :cos;(i(sen;()—sen;(i(cos;():d—l.
4550 AS  ds dé& 2 dn 2 ds ds ds
—_— + -
( ds j ( ds ]
(2.57)

Fazendo um procedimento semelhante para a funcdo-nucleo A, Equacgéo (2.49), tem-se

¢ COS y senh [Ztn(é—f')}sen;(sen [Ztn(n—n')}
1 _

E_ 2cosh [255(5—5')}—2005[?(77—77’)}

Ay = , (2.58)

e aplicando a regra de L’ Hospital resulta, apos derivar a Equacéo (2.58) em relacdo a &', que

Ccos y cosh [Ztﬂ (&- 5')} - dn: sen y cos[ztn(n —77')}

Y dg
_ (2.59)
g’ 3 2n . | o d7 2,
ZSenh[t (& 5)} 2d§,sen[t (7 77)}

No limite, para &' —> ¢ e ' —>n, f, tende para —27/(tcos ¥) e g’ tende para zero;

portanto, considerando a relagdo f;| /g’ e a Equacéo (2.58), 4, cresce indefinidamente.

f) Equacéao integral da velocidade relativa no contorno
do perfil

Conforme a Figura 2.2, a velocidade conjugada U =—iu, pode ser representada pelas

componentes tangencial, us, € normal, u,, ao contorno do perfil, ou seja,



—iu, = (U, —iu,)e'”,
sendo

ug =Re(-iue'¥)=u,sen y

e
u, =3Im(-iu,e'¥)=u,cosy .
Sendo ¢s = ws + Us € ¢, = Up, resulta, conforme as Equacoes (2.61) e (2.62), que
Cy =W, +U, Sen y

e

Substituindo (2.63) e (2.64) na Equacéo (2.52), obtém-se

wi(s) 1
2t
_u(e)seny 1

> % QS(K)[/”f. (c.¢)sen y'+ 2, (s.¢") cos x']u, (5") ds’,

Py (616 Wi(6) d8'= [, + oy (6)] cOS 7 +[ €.y +Ca(c) Jsen 7 +

ou, considerando (2.48) e (2.49),

wsz(g) _%QJS(K) A (5,67 Wy (g7 ds" = [ +Cpy ()] cos;(+[cmy +Cay (g)] sen y +
_er%cﬁ(K)[J (c.¢") cos(x + x) - K(s,¢") sen(y + z)]u, (¢") ds'.
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(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

A Equacdo (2.66) é a equacdo integral para a velocidade relativa no contorno do perfil

no plano transformado. As componentes Cgy € Cgy da velocidade induzida pela variagéo da lar-

gura das pas ndao podem ser calculadas diretamente, porque a componente c(z) esta no inte-

grando das Equac0es (2.50) e (2.51), portanto, ha necessidade de procedimento iterativo.

Nos casos particulares de escoamento puramente axial ou puramente radial, onde as li-

nhas de corrente estdo, respectivamente, sobre cilindros coaxiais ou planos paralelos perpen-

diculares ao eixo do rotor (nesses casos b = b(x) é constante), a Equacéo (2.65) é simplificada

porque B(x)=—(1/b)db/dx=0.
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2.1.3 Equacdes complementares

Conforme apresentado no Item 2.1.2, a velocidade relativa tangencial sobre o contorno
do perfil é dada pela equacéo integral (2.66). A solucdo desta equacdo pode ser obtida somen-
te por procedimento iterativo, porque a componente da velocidade absoluta ¢, (z"), em princi-
pio desconhecida, se encontra nos integrandos das Equacdes (2.50) e (2.51), ou seja, respecti-
vamente, em Cax(s) € Cay(s), que estdo no lado direito da Equacéo (2.66). A fim de se evitar tal
iteracdo, propbe-se neste item uma aproximacdo que é baseada na equacdo da continuidade,

denominada de primeira aproximacéo, para o célculo de cgx(¢) € Cay(<).

a) Componentes Cyy, € Cyo

As componentes Cx.. € Cy, Sa0 determinadas pela equacéo da continuidade e pela Equa-

¢ao (2.36), ou seja,

C (2.67)

== c. ds, (2.36)

sendo b; e b, sdo as larguras na entrada e na saida da pa, conforme mostra a Figura 2.2.
Considerando (2.67) e (2.36), obtem-se

Cxi+Cye Cyi b.
Cpo =——— =—+(1+—+ 2.68
o > 5 be) (2.68)
€
Cyyi +C
C,.r =%= Cy; ~2 %o c, ds (2.69)

A integral de linha da velocidade absoluta na Equacéo (2.69) pode ser representada por
<f>(K) Cc, ds= Cﬁ(@ w, ds+ cﬁ(K) ug ds. (2.70)

Apos alguns desenvolvimentos (veja o Item A.3 do Apéndice A), obtém-se
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o Us ds=-a,u,t, (2.71)
sendo
NA
a, = =, (2.72)
Tr,

onde A, éaareada pa.

Substituindo a Equacdo (2.71) na Equacéo (2.70), a Equacdo (2.69) torna-se

1 a,u
Cyo =Cyy; —Z—tqﬁ(K)ws ds + p2 A2 (2.73)

b) Componentes Cgy € Cgy

Conforme apresentado no Item 2.1.2, para um ponto de célculo genérico, ¢, sobre a pa,
as componentes Cgyx(¢) € Cgy(s) sdo dadas pelas Equagdes (2.50) e (2.51). Escrevendo nova-
mente estas equacdes com o superescrito (1) em cax(<) € Cry(s) para indicar o calculo da pri-

meira aproximacao, tem-se

)= <[, B e, @) 36, 2) exely (2.74)

Coy () = —%Hm B(X) ¢, (z') K(s,2) dx'dy". (2.75)

Como c«(z") é uma funcdo, em principio, desconhecida, pode-se considerar como uma
primeira aproximacdo o valor médio da velocidade meridional do escoamento, obtido por
meio da equacdo da continuidade, sem levar, ainda, em consideracdo a obstrucdo devido a

presenca das pas (espessura das pas), ou seja,

¢t __Q (2.76)
2zrb

No plano transformado (plano da grade linear), a velocidade c,(nl), dada pela Equacéo

(2.76) e considerando a equacéo de transformacéo de velocidades, Equacdo (2.11), é
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cil):ﬁrcﬁ): Q__ (2.77)
Nt Nt b(xX)

Na entrada da grade, tem-se

_Q
Ca = Ntb. : (278)

Combinando as Equacdes (2.77) e (2.78), obtém-se

b
O ¢ - ()'(,) . (2.79)

Considerando a Equacdo (2.79), pode-se desenvolver as integrais dadas pelas Equacdes

(2.74) e (2.75). Apds alguns desenvolvimentos (veja o Item A.3 do Apéndice A), obtém-se

i (s) = ¢y {%—% (1+E—i)} (2.80)
e
¢t (s)=0. (2.81)

Considerando, agora, a obstrucdo do escoamento devida a espessura da pa, a Equacéo
(2.80) torna-se

Oy=c L[ B 1 B
CBx (g) - Cx| t(é:) |:b(§) 2 (1+ be )} ' (282)

Substituindo as expressoes (2.68), (2.73), (2.81) e (2.82) na equacdo integral (2.66), re-

sulta, para o calculo da primeira aproximacéo a Equacédo (2.83).

N R B L LY AL IR P Gllye o
:L(f) b(§)+2(1+be)(1 t(é))}c“cos;ﬁ[ 5 +cy,}sen;(+

_w% qS(K) [3(s.¢) cos(x+ 2) - K(g.g) sen(x + 1)]u,(g) ds',  (2.83)
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onde o superescrito (1), que deveria aparecer na incognita ws para indicar o calculo da primei-

ra aproximacao, foi omitido para simplificar a notagéo.

Conforme a Figura 2.2,

(2.84.3)

Cyi = uyi +Wyi : (284b)

Portanto, a equacéo integral (2.83) torna-se

WST@)—%gS(K)[ﬂ. (6655 } W, () ds

t bi 1 bi t apUye
;{@@JFE(“E) (1—@)}% cos;(+{%+wyi+uyi}sen;g+

uy(g)seny 1 : : , : A e
_yfjticj)(’() [J(s.¢") cos(x + 2") - K(s,¢) sen(x + ¥)]u, (") ds'. (2.85)
A Equacdo (2.85) é uma equacdo integral, linear e apenas de contorno, do tipo Fre-
dholm de segunda espécie. A sua incognita é a velocidade relativa no contorno do perfil no
plano transformado, ws, que representa a primeira aproximagao, sem se recorrer a iteracoes,

para obtencdo do campo de velocidades relativas no contorno das pas de espessura finita.

2.2 FORMULACAO INTEGRAL DO ESCOAMENTO
POTENCIAL PARA ROTORES RADIAIS COM
PAS INFINITAMENTE FINAS (PIF)

Um procedimento semelhante aquele do Item 2.1 (para pas de espessura finita - PEF) é
apresentado para o caso de escoamento potencial para rotores radiais com péas infinitamente
finas (PIF). Ao contrario da formulacéo para PEF, o calculo do campo de velocidades no con-
torno (linha representativa) das péas é feito diretamente no plano da grade radial que represen-

ta o rotor (plano fisico) sem se recorrer a nenhuma transformacéo para outro plano.
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Devido a semelhanca do desenvolvimento das equacgdes para PIF com aquele para PEF,
ndo sera exposto neste item o detalhamento das equagdes que esta contido no Apéndice B.
Neste item, além da equacéo integral para o calculo do escoamento potencial em rotores radi-
ais convencionais (sem pés auxiliares) sera apresentada uma extensao desta equacéo para ro-
tores radiais com pés auxiliares (rotores, por definicdo, com pas menores (pas auxiliares) que
aquelas de rotores convencionais). Conforme comentado no inicio deste capitulo, as implica-
coes decorrentes das formulagdes do Item 2.1 (PEF) e deste item (PIF) serdo apresentadas nos

capitulos subsequentes.

a) Equacdo integral de Fredholm de primeira espécie para o
escoamento em rotores centrifugos convencionais

Conforme o desenvolvimento apresentado no Item B.2 do Apéndice B, a equacéo inte-
gral de Fredholm de primeira espécie para o escoamento em rotores centrifugos convencio-

nais (sem pas auxiliares) é dada por

Q FO 1 Se ! ! [
——= cosf+—>sen B+wrsen f+— sNYQ(c',c)ds' =0, 2.86
27nrb(r) P 27r pro P ZnLi 7(8) 2(c6) ( )
sendo
Q(¢',¢) =3Im[K(s,s") e . (2.87)

A Equacdo (2.86) ¢ uma equacéo integral de Fredholm de primeira espécie para a fun-

cao incognita y(s") . Os termos dessa equacao representam, fisicamente, componentes de ve-
locidades normais a pa: os dois primeiros, devido a uma fonte, Q, e a um vortice, 7, na ori-

gem (eixo do rotor), o terceiro, o efeito normal referente a velocidade de condugéo do rotor, e

0 quarto, o efeito normal absoluto das distribuicdes de vortices sobre as pas.

b) Equacéo integral de Fredholm de primeira espécie para o
escoamento em rotores centrifugos com pas auxiliares

Com base na formulacdo apresentada para rotores centrifugos convencionais, pode-se

obter facilmente as equacdes para 0 escoamento em rotores centrifugos com pas auxiliares,
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Figura 2.3. No caso de rotores centrifugos convencionais, as pas sdo simuladas por uma dis-
tribuicdo de densidades de vortice na linha representativa de cada pa. Esse efeito é represen-
tado pela integral de linha da Equacéao (2.86). No caso de rotores centrifugos com pés auxilia-
res, deve-se acrescentar na Equacgéo (2.86) um numero de integrais de linha idéntico ao nime-
ro de conjuntos de pas auxiliares. No presente trabalho, foi considerado apenas um conjunto
de pés auxiliares de espessura infinitamente fina e de largura variavel intercalado no conjunto
de pas principais. Dessa forma, para esse Unico conjunto de pas auxiliares, acrescenta-se na
Equacéo (2.86), uma integral de linha referente ao conjunto de pés auxiliares, conforme a E-

quacdo (2.88).

Q FO 1 S5p ’ ’ '
——COSp+——Senp+wrsen p+— s") Q2(¢',¢)ds"+
2nrb(r) F 2nr F p 27'cJ.34p 7(8) (<)

(2.88)

1 Sep
+— s") 2(¢',5)ds" =0,
ool 78)96e)

sendo Q2(¢’,¢) dado na Equagdo (2.87).

Sip € Sep, €, Sia € Sea representam as coordenadas naturais nas linhas representativas de
cada pa principal e de cada pa auxiliar, respectivamente, para os bordos de ataque e de fuga
(pontos 4 e 5, respectivamente, na Figura 2.3). Havendo mais conjuntos de pas auxiliares, a-

crescentam-se outras integrais de linha de acordo com a quantidade desses conjuntos.

yl

Figura 2.3 Sec¢do normal de um rotor centrifugo com um dnico conjunto de pas auxiliares
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2.3 FORMULAGAO CLASSICA POR MEIO DE
SINGULARIDADES PARA PAS INFINITAMENTE
FINAS (PIF)

A formulacdo deste item é a mesma apresentada por Manzanarez Filho (1982) para es-
coamento potencial em grades radiais (rotores centrifugos) com largura das pas, b = b(r),
constante. Posteriormente, Manzanares Filho e Oliveira (1992) introduziram uma modificagéo
na formulacéo original que leva em consideracdo a variacdo da largura das pas.

No que segue, sera apresentado o modelo classico de escoamento potencial através de
grades radiais segundo o método das singularidades. Basicamente, esse modelo consiste na

superposic¢do de singularidades e cada pa do rotor é tratada como um corpo.

2.3.1 Modelo classico de escoamento potencial através de grades
radiais segundo o método das singularidades

O escoamento potencial, incompressivel, permanente e bidimensional através de grades
radiais é tradicionalmente representado pela superposicdo dos seguintes escoamentos mais
simples (Figura 2.4): 1) fonte, go(+) (ou sumidouro, qo(-)) disposta no centro da grade (ori-
gem do sistema), simulando a vazéo do escoamento; 2) vortice, 7, disposto no centro da gra-
de simulando a circulacdo do escoamento ndo-perturbado (sem o efeito da grade); 3) fontes,
q(+), sumidouros, q(-), e vortices, y, distribuidos sobre as pas, simulando o efeito da grade.

A velocidade complexa conjugada devida a uma fonte ou sumidouro de intensidade qo e

um vértice de intensidade 73 colocados na origem de um plano complexo z = re'? é dada por
_ 1 .
¢, (2) :2—(% —il%). (2.89)
7z

Nesta expressao, (o € positiva para uma grade geradora (fonte) e negativa para uma gra-
de motora (sumidouro); 7 é positiva no sentido anti-horario e negativa no sentido horario.
Considerando as componentes radial, cor, € circunferencial, coy da velocidade complexa cy

tem-se que

Co(2) = (Cy, +iCyp)€" . (2.90)



Fonte: g

© Vortice: y

iy iy [\ iy,
Cor
YA
— +
r
0
! — ~ - =
| ‘ i
X X
Qo
i N-1
— -7 N Se YA
c(2) E b + st o) 906) s
e~ 272 2r2 27 7si A
Velocidade complexa . T d Vert —— §
do escoamento induzida no ponto z onte (%lgscuerytlmoggol?octgpcentra a r?(gt::%en;%né:gr}g?mo Singularidades (fontes e vértice) distribuidas

nas péas do rotor

Figura 2.4 Esquema representativo do escoamento potencial em grades radiais através da superposic¢do de escoamentos mais simples

or
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Comparando as Equacdes (2.89) e (2.90), resulta

Cor =5 (2.91)
e
A
Cag =5 2= (2.92)

A velocidade complexa conjugada induzida no ponto z por uma distribuigdo continua de

singularidades sobre as pas de uma grade radial € dada segundo Fernandes (1978) por

N-1

S __gN ds (2.93)

z

5@ 96

Nesta expressdo, g(s) = q + iy € a densidade complexa de singularidades, representando
o efeito combinado das distribui¢des de fontes com densidade g e vortices com densidade y; N
€ 0 numero de pas da grade; s; e Se representam, respectivamente, os bordos de ataque e de
fuga de uma pa de referéncia, desde que se admita a distribui¢do de singularidades sobre toda
a pa; ¢ indica a posicao genérica das singularidades e representa, no caso mais geral, o con-
torno de uma pa de referéncia.

Desta forma, a velocidade complexa conjugada do escoamento através de uma grade
radial pode ser obtida pela superposicao das velocidades complexas conjugadas das Equagdes
(2.89) e (2.93), ou seja,

5 N-1
60 =G@ 0 =5 01+ 90 s (2.99)

As velocidades referidas até agora sdo velocidades absolutas, isto &, vistas de um refe-
rencial inercial. No caso de grades radiais mdveis é sabido que o escoamento relativo é rota-
cional. Neste caso, somente 0 escoamento absoluto pode ser considerado potencial, sendo
possivel representa-lo por meio de singularidades.

O problema direto (dada a geometria da grade radial determina-se as caracteristicas do
escoamento) consiste em se determinar a distribui¢do g(s), segundo a equacdo (2.94), que sa-
tisfaca as seguintes condic¢des do escoamento:

1) Condicao de contorno: o escoamento relativo deve ser tangente a pa. Mais propria-
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mente, a velocidade relativa ndo deve apresentar componente normal a pa nos pontos da
mesma (w, =0);

2) Condicao de continuidade: a distribuicdo de singularidades ndo deve adicionar vazédo
ao escoamento. A vazdo total através da grade é devida simplesmente ao efeito da fonte (ou
sumidouro) na origem (Q =] qds=0);

3) Condicgéo de Kutta: a velocidade do escoamento deve ser finita e continua no bordo
de fuga da pa (Karamcheti, 1966).

Uma vez determinada a distribuigdo g(s) que verifique as trés condigdes anteriores, cal-
cula-se diretamente a distribuicdo de velocidades com base na Equacgéo (2.94). A distribuicéo
de pressdes pode ser calculada em seguida de acordo com a equacgdo de Bernoulli para o es-
coamento relativo.

Verifica-se, na integral da Equacédo (2.93), que o seu integrando se torna ndo-analitico
quando o ponto de célculo coincide com a posi¢do das singularidades (z = ¢). Como na impo-
sicdo da condicdo de contorno este calculo é necessario, conclui-se que 0 mesmo devera estar
sujeito a dificuldades numéricas. Tais dificuldades tém conduzido os pesquisadores a langar
mé&o de procedimentos diversos como, por exemplo, a separacdo da parte nao-analitica do in-
tegrando da Equacéo (2.93), conforme Isay (1954). Esses procedimentos, porém, se ndo sdo
de dificil formulacdo, séo, pelo menos, de aplicacédo trabalhosa e demorada, mesmo tendo-se
em vista a utilizacdo de computadores digitais.

Nenhum esforco serda empreendido neste trabalho no sentido de se modificar o modelo
classico ou se utilizar um modelo diferente. Acredita-se que o0 modelo cléssico seja suficiente
para abranger os casos de interesse e, portanto, deva ser usado na presente formulacdo. Vi-
sando superar as referidas dificuldades matematicas e tornar o calculo menos trabalhoso, sera
proposto no Capitulo 4 um procedimento alternativo para a solu¢do do problema direto do
escoamento potencial em grades radiais. Esse procedimento se baseia num método conhecido
como Método dos Painéis e visa, em primeiro lugar, substituir a Equacédo (2.94) para o calcu-
lo da velocidade induzida por uma expresséo de calculo mais simples, sem, no entanto, alterar

o0 seu efeito.

2.3.2 Campo de velocidades induzidas por uma grade radial

Neste item é apresentado um procedimento para a obtencdo do campo de velocidades

induzidas por uma grade radial. Considera-se aqui somente o caso de pas infinitamente finas,
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salientando-se, porem, a possibilidade de extensdo do procedimento para o caso de pas com
espessura finita.

Considere a Figura 2.5 onde esta representada uma grade radial no plano complexo z =
re'’. A grade é formada por N pas infinitamente finas, idénticas e igualmente espacadas. Uma
destas péas (pa de referéncia) estd esquematizada na Figura 2.6.

De acordo com 0 método dos painéis, os seguintes critérios foram adotados:

1) a linha representativa da pa é especificada pela localizagcdo de M+l pontos, incluindo
o0s bordos de ataque e de fuga, no caso, definidos pelos raios interno, r;, e externo, re, da pa;

2) a linha representativa da pa € aproximada por M segmentos de reta (painéis), unindo
0s M+l pontos localizados;

3) sobre cada segmento de reta (painel) assim formado é admitida a existéncia de uma
distribuicdo de vortices linear; a escolha desse tipo de singularidade (vortice) se deve ao fato
de se tratar com pas infinitamente finas. A forma linear visa facilitar a aplicacdo futura da
condicdo de Kutta;

4) escolhe-se, sobre cada segmento de reta, um ponto de controle correspondente ao seu
ponto central (ponto médio do painel); os pontos de controle sdo aqueles para os quais se a-
plica a condicéo de contorno.

E importante observar que os trés primeiros critérios adotados aplicam-se a todas as pas
da grade, de uma forma circunferencialmente simétrica. Dessa maneira, a grade é discretizada
em M grades elementares, cujas pas sdo segmentos de reta (painéis), Figura 2.5. Em relacéo
aos pontos de controle, basta considerar a pa de referéncia, uma vez que as distribuicdes de
vortices sobre cada painel de uma mesma grade elementar sdo idénticas.

Para fins de formulacéo, é considerada a seguinte convencdo de indices:

J: indice designativo de um ponto de controle genérico na pa de referéncia; j = 1, 2,
ey M

k: indice designativo de uma grade elementar genérica ou de painel correspondente;
k=1,2,..,M;

0. indice designativo de uma pa genérica; ¢ =1, 2, ..., N.

Resulta, portanto, a seguinte simbologia:
Zg: ponto de controle j na pa de referéncia (£ = 1);
Zx e zx+ . pontos extremos do painel k na pa de referéncia (/= 1);

Z, € Z,.,: pontos extremos do painel k na pa ¢; para ¢ = |, considera-se zy € zy;

o angulo que o painel k da pa de referéncia forma com o eixo x da grade (Figura
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2.7),

0=2nIN

le

=<1

0 Gi

Figura 2.5 Nomenclatura de referéncia para a geometria da grade radial

Pontos extremos dos painéis: g1, ¢,...,Gm+1
Pontos de controle: Ge1, Ge2,-+-6eM

Ge = GM+1
le /

i+l
ri+]_
r i Sei
a3
I & | .
0 Gi=al &

Figura 2.6 Discretizacdo da pa de referéncia em segmentos de reta (painéis)
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K- angulo que o painel k da pa ¢ forma com o eixo x da grade (Figura 2.7);

e n:  valores da densidade de vortices nos pontos extremos dos painéis da grade ele-
mentar k;

C(z):  valor da velocidade complexa induzida pelo painel k situado na pa ¢ sobre o
ponto genérico z;

Cy (2): valor da velocidade complexa induzida pela grade elementar k sobre o ponto ge-

Nérico z; por superposicao,
N

Cse (2) =D Cou (2);
(=1

c(2): valor da velocidade complexa total induzida pela grade radial sobre o ponto gené-

rico z; por superposicao,

M
¢s(2) =D cs (2).
k=1

Devido a simetria circunferencial de uma grade elementar (Figura 2.6), as seguintes re-

lacOes sdo validas:

su =g e . =12, N (2.95)

onde 6= 2n/N é o angulo de espacamento das pas (Figura 2.5).
De acordo com Manzanares Filho (1982), e considerando a simbologia definida anteri-
ormente, a velocidade complexa conjugada induzida pela distribuigdo linear de vértices do

painel k da pa ¢ sobre o ponto z é

< i _ _ 3 3
G () =151 | =2 '”(Z . J” o m(z . j—l Vet
2n Skl — Gk Z—Gk+ Sik+l — Grk Z— G+l

(2.97)

Tomando o conjugado da equacdo (2.97), obtém-se, de uma forma resumida que

Con (2) = T (@) + I (Z) a1 (2.98)
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Figura 2.7 Grade elementar k e detalhamento do painel k da pa de referéncia (¢ = 1)
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sendo
e | oy -1z Z-Gu
4 (2)= In — [+1 (2.99.a)
2T | Gkl — Gk Z—Gk+l
ie 7% | 2y Z—Gu
Ju(2)= —In -1]. (2.99.b)
2n Crk+l —Grk Z—Ck+l

A velocidade complexa induzida pela grade elementar k sobre o ponto genérico z é dada
pela superposicdo das contribuic@es de todos os segmentos de reta (painéis) a ela pertencen-

tes, ou seja,
N N _ N _
Csc(2) = Conc (D) =7 Y Tu (D +7ca) T (2) (2.100)
(=1 (=1 (=1

onde se considerou a equagdo (2.98) e o fato de j e u+1 Serem 0s mesmos para todos 0s seg-

mentos de reta (paineis) da grade elementar k.

Definindo-se
Xi(z) = ZN:I?k (2) (2.101.2)
(=1
e
Yk (z) = ZN:J_ « (2) (2.101.b)

a Equacdo (2.100) torna-se
Csi (2) = e Xi(2) + 7aaYi (2) - (2.102)

A velocidade complexa total induzida pela grade radial sobre o ponto genérico z é dada

pela superposicdo das contribuicdes de todas as grades elementares, ou seja,

M M
cs(2) = ) Cs (2) = D [1 X, (@) + 7Y (2)]. (2.103)
k=1 k=1
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Dada a geometria da grade e efetuada certa discretizacdo das pés, calcula-se facilmente
a velocidade complexa induzida num ponto z pela Equagéo (2.103), desde que os valores da
densidade de vortices sejam conhecidos nos pontos extremos dos paineis. Os coeficientes
complexos Xy(z) e Yk(z) dependem apenas da geometria da grade, da discretizacdo realizada e
do ponto z onde se calcula a velocidade induzida.

Observa-se, também, que a expressdo obtida ao se tomar o conjugado da Equacédo
(2.103) substitui a Equacéo (2.93), no caso g =iy (somente vortices). O conjugado da equacdo
(2.103) tende a forma exata da Equacdo (2.93) para g =iy, a medida que o nimero de painéis
cresce (M — ).

Para aplicacdo da condicdo de contorno, € de interesse determinar as componentes radi-

al, ¢csr(2), e circunferencial, cs¢(z), da velocidade induzida no ponto z, podendo-se escrever

C,(2) =[cy (2) +icy,]e” (2.104)
obtendo-se

¢, (2) = i)%e[cs(z)e'w] (2.105.a)
e

Cy,(2) = Sm[cs(z)e'm] . (2.105.b)

Rel...] e Im[...] designam, respectivamente, as partes real e imaginaria da expressao

complexa considerada. Comparando as Equacdes (2.103), (2.105.a) e (2.105.b), resultam

M
Csr (2) = D [7Aw (2)+ 711Bw (2)] (2.106.2)
k=1
€
M
Cso(2) = D[P (2) + 7k1Ba (2)] (2.106.b)
k=1

podendo-se definir os seguintes coeficientes reais:

N

A (2)= me[xk (z)e'ia]: Zﬂ%e[nk(z)e'm] , (2.107.a)

=1
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B, (2) =Re| Y, (2)e™ |= ZN:sne[J}k(z)e-W] , (2.107.b)
A, (2) =3m [Xk (2) e'm]: iSm [Ek () e'm] , (2.107.c)

=1

M=

B, (2) :Sm[Yk(z)e'w]: Sm[\]_[k(z)e'm} : (2.107.d)

I

Il
LN

2.3.3 Condicao de contorno para o escoamento através de grades
radiais moveis

A condicdo de contorno exprime o fato de a velocidade relativa ser tangente a pa em

todos os pontos da mesma. Desta forma, para qualquer ponto da pa ¢ = re' escreve-se que

W,
tagf=—-, <r<re, (2.108)
W
sendo £ o angulo entre a tangente a pa e a tangente a circunferéncia no ponto considerado, ou
seja, € 0 angulo medido em relacdo a direcédo circunferencial; w, e wysdo, respectivamente, as
componentes radial e circunferencial da velocidade relativa resultante, w.
Superpondo-se os efeitos do escoamento ndo-perturbado e o escoamento induzido pela

grade, tem-se, com base na Figura 2.8 e nas Equacges (2.91) e (2.92), que

W, =C, =Cy, +Cq =q—0+Csr (2.109.a)
2nr
e
FO
WH:a)r+cg:a)r+cog+csgza)r+ﬂ+csg. (2.109.b)
T

Na equacéo (2.109.a) o valor de qo deve ser considerado positivo para bomba e negativo

para turbina. Com as equacdes (2.109.a) e (2.109.b), a equacao (2.108) torna-se

q
27(c)r "
tagp = ,  hi<r<re. (2.110)

0
or+—2+c
2nr Y
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Figura 2.8 Condicdo de contorno para grade radial movel (bomba)

Separando as grandezas incognitas das grandezas conhecidas, a Equacéo (2.110) torna-

Se

I
¢, tagB—c,, :%_(COHZ_T:Or) tagf, ri<r<re. (2.111)



Capitulo 3

SOLUCAO NUMERICA

As solucdes numeéricas das equacdes integrais de contorno resultantes das formulactes
apresentadas no Capitulo 2, para pas de espessura finita (PEF) e para pas infinitamente finas
(PIF), sdo obtidas pelo método dos painéis de acordo com o trabalho pioneiro de Hess e Smith
(1967). O contorno das pas é discretizado em painéis (segmentos de reta). A distribuicao des-
ses painéis é feita utilizando uma série (progressao) geométrica. Desse modo, para um ndme-
ro total de painéis fixado, mais painéis de comprimentos menores sdo distribuidos nas regides
mais proximas aos bordos de ataque e de fuga, onde os gradientes das grandezas a serem de-
terminadas sdo maiores. Na regido mais central das pas os comprimentos dos painéis sdo rela-
tivamente maiores dependendo, naturalmente, da razdo da progressao geométrica estabeleci-
da. O ponto central (médio) de cada painel de uma pa de referéncia € estabelecido como sen-
do o ponto de controle, onde se aplica a condi¢do de contorno. Em cada painel, admite-se uma
distribuicdo uniforme (para PEF) ou linear (para PIF) de densidade de vortices. A aplicacdo
do método dos painéis resulta num sistema de equacdes algéebricas lineares tendo por incogni-
tas as densidades de vortices. Para uma determinada geometria de grade e alguns parametros
estabelecidos, uma solugdo Unica sO € possivel se forem satisfeitas certas condi¢des. Essas
condigdes, denominadas de complementares, serdo abordadas no Item 3.6. Inicialmente, a
solucdo numeérica serd apresentada para rotores radiais no modo bomba e posteriormente no
modo turbina. Os programas computacionais foram feitos em linguagem Fortran e os resulta-
dos numéricos obtidos no Laboratério de Hidrodindmica Virtual (LHV) do IEM-UNIFEI.
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Este capitulo esta dividido em sete itens principais: 3.1) Discretizacdo do contorno das
pés para PEF e PIF; 3.2) Determinacdo do passo no plano da grade linear (GL) para o caso de
PEF; 3.3) Determinacdo da largura das pas; 3.4) Transformacdo da grade radial (GR) em gra-
de linear (GL); 3.5) Formag&o dos sistemas de equacdes algébricas lineares; 3.6) CondicGes

complementares; 3.7) Tratamento do rotor radial no modo turbina.

3.1 DISCRETIZACAO DO CONTORNO DAS PAS

Os formatos de pas apresentados neste trabalho tém geometria simples e podem ser ge-
rados analiticamente. No caso de PEF com espessura constante ou com espessura variavel
(com excegdo da pa em formato de duplo arco de circulo (DAC) sem arredondamento nos
bordos), a regido préxima ao diametro interno do rotor é arredondada atraves de um arco de
circulo e a regido proxima ao diametro externo do rotor é chanfrada (Figura C.3 do Apéndice
C). Essa geometria € tipica de rotores radiais de bombas centrifugas. No caso de rotores radi-
ais que operam tanto no modo bomba como no modo turbina, os bordos internos e externos
das pés sdo arredondados, Figura C.4 do Apéndice C, ou apresentam uma geometria que ndo
seja chanfrada acompanhando a periferia cilindrica do rotor. No caso de PIF do presente tra-
balho, as pas possuem um unico formato, ou seja, ndo sdo compostas por combinacdes de
formatos, por exemplo, uma parte da pa em formato reto e a outra parte em formato de arco
de circulo, como no trabalho de Oliveira (2001). O Apéndice C apresenta a geracdo de alguns
formatos de pas analisados neste trabalho, tanto no plano transversal como no plano meridio-

nal.

3.1.1 Técnica de discretizacao utilizada

a) Técnica de discretizacdo para as pas de espessura finita (PEF)

Os pontos extremos de cada painel, no plano da grade radial, séo obtidos de acordo com
a seguinte técnica:

1) Adota-se o numero total de paineis, M = M, + Ms, sendo M, e Ms 0s nimeros de pai-
néis do lado do extradorso e do lado do intradorso da pé, respectivamente. Neste trabalho foi
utilizado Mp = Ms = M/2;
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2) Divide-se os comprimentos dos lados do extradorso, L,, e do intradorso, Ls, da pa em
duas partes iguais, para se obter uma distribuicdo de comprimentos dos painéis simétrica em
torno dos pontos j = M/4+1 (lado do extradorso) e j = 3M/4+1 (lado do intradorso);

3) Utiliza-se uma série (progresséo) geométrica de razéo sy, denominada de fator de
discretiza&o, para obter os pares de pontos X;(s) e y;(s). Para cada par (xj,y;), 0 parame-

tro de contorno, s, da péa assume os valores s, (lado do extradorso) e s; (lado do intradorso),

obtidos através da soma dos j termos da série geométrica, ou seja,

h-1
by = pM, i=12,.,M/4,
! qsg -1
S, = Sp; T, ()™M, j=M/4+1L,M/4+2,.,M/2,
Lado do
sendo extradorso (31)
Lp
4 = ?(qsg _1)
1P (qsg)M/4 _1'
O parametro de contorno do bordo externoda paé s, =s,, =0.
O parametro de contorno do bordointernodapaés, . =s;.
e
(i-M/2-1) _q
Ssi,y = s ) , j=M/2+1L,M/2+2,..,3M /4,
! qsg -1
S5,,, = S5+ (A5)™ Y, j=3M/4+1,3M [4+2,.., M,
Lado do
sendo . intradorso (32)
?S(qsg _1)
Qs = Mid g
(qsg) -1
O parametro de contorno do bordo internoda paés,  =s, =0.
O parametro de contorno do bordo externoda pae s, = =S,
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4) Calcula-se as coordenadas dos pontos extremos dos painéis (x’;, y’;) em funcdo dos

valores de s, e ss determinados nas Equagdes (2.1) e (2.2), de acordo com a equagéo da curva

que representa o formato da pa no trecho considerado;

5) Transforma-se as coordenadas(x’;, y’;) em coordenadas (r;,¢;) do plano da grade
radial (GR), para posterior mapeamento em coordenadas (x;,y;) do plano da grade linear

(GL), segundo as Equacdes (2.9) e (2.10).

A técnica descrita anteriormente pode ser utilizada para qualquer geometria de pa. Po-
rém, quando a regido do bordo externo da pa apresenta variagcdes acentuadas de curvaturas
nos pontos de tangéncia das curvas envolvidas, os pontos A, e B (Figuras 3.1) devem coinci-
dir com um dos pontos extremos dos painéis em cada lado da pa, como sera sugerido no Item
3.6. Essa sistematica também foi estendida para 0s pontos A; e B; da regido arredondada pro-
xima ao bordo interno da pa. Dessa forma, os painéis devem ser redistribuidos em todo o con-
torno da pa. Se M,, M; e gsy forem mantidos, os comprimentos dos paineis imediatamente an-
tes e apos 0s pontos A,, Ba, As e By, em geral, ndo manterdo o fator de discretizagdo, gsg. Se
essa relagdo de comprimentos se afastar, dentro de certo critério estabelecido para gsq, deve-se
aumentar ou diminuir o nimero de painéis entre o bordo externo da pa e os pontos At e By, €
entre 0 bordo interno da pa e os pontos A,, B,, mantendo-se ainda 0 mesmo numero total de
painéis. Nas simulacgdes realizadas, praticamente nao houve divergéncias entre os resultados

das diversas grandezas do escoamento calculadas com ou sem redistribui¢cdo de comprimentos

dos painéis.
Ponto extremo do painel Wi
Ponto de controle do painel ) f Be
re gCM_jS )
W // Wi / = /
W, Js S1=6M4u =
gCM///// . 1 S, /B, / /§1 SM 1
A s/ " A /
/ / //gW1+ ip /
/ / 2 C1+J'p / A
/ / / /%/H )
Ve / / Scnai,
(@) (b) (©)

Figura 3.1 Bordos externos tipicos de pas e condicGes de saida (bomba) para PEF
(a) bordo agudo, (b) bordo arredondado e (c¢) bordo chanfrado
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b) Técnica de discretizacdo para as pas infinitamente finas (PIF)

A técnica utilizada para PIF ¢ a mesma empregada para PEF. O nimero total de painéis,
M, é distribuido na linha representativa da pa, com 0s pontos extremos j = 1 no bordo interno

da pa e j =M +1 no bordo externo da pa, sendo

I-1
s,y =, ) 1 j=12,.,M/2.
qsg -1
S =S; +3(95) MY, j=M/2+1L,M/2+2,... M,
sendo (3.3)
L.
;a (qsg _1)
a=——F"—.
' (qsg)M/2 -1
O parametro de contorno do bordo internodapaé s, =s,; =0.
O parametro de contorno do bordo externo da pa € Sy, ; = Spe-

3.1.2 Discretizacao das pas de espessura finita (PEF)

A discretizacdo do contorno das pas € feita no plano da grade radial (plano fisico). De-
vido a periodicidade apresentada pela funcdo-nGcleo da equacdo integral, Equacédo (2.48) ou
Equacéo (2.54), basta discretizar apenas uma pa do rotor adotando-a como referéncia. De a-
cordo com a sistematica do método dos painéis, sdo escolhidos M+1 pontos do contorno da
pa. Um desses pontos coincide com o bordo externo e o outro com o bordo interno da pa. A
unido de todos os pontos, por meio de segmentos de reta (painéis), resulta num poligono de M
lados, cada lado representa um painel. M/2 painéis sdo colocados no lado frontal e M/2 no
lado traseiro da pa. Cada painel j, definido pelos seus pontos extremos, ¢ € g+1, cOm j = 1,
2,..., M, é considerado como suporte de uma distribuicdo de vortices de densidade uniforme
igual a ». Os pontos extremos de cada painel sdo ordenados de tal modo que se percorre o
contorno da pa, partindo-se e retornando-se ao ponto localizado no bordo externo (¢ = gu+1),
com o interior da pa sempre a direita do trajeto (Figura 3.2). Em cada painel j, adota-se o seu

ponto central (médio), Sc;» COMO ponto de controle, para aplicacdo da condigdo de contorno.



56

Se
. = Q'M—:L’/_QLN ch
Ponto extremo do painel / v+l

o R / 7 g}zi gCl gl

/ 3 Contorno

% /S da pa
|
n
/ /

" gn

Ponto de controle do painel

AS; Painel j
_GjtSin
| 2
A%
/R
/ ] A/% ‘
Zj'l / // g
y
Ri1  fw
Sem /o . Detalhe A
M /241 Sentrs 0j Ot pbetalne A
SM/2+1 & Oj2

Figura 3.2 Discretizacdo de uma pé de referéncia e detalhe de um painel j para PEF

Para um determinado nimero de painéis, M, e uma adequada distribuicdo dos seus
comprimentos no contorno da pa, deve-se concentra-los, em maior quantidade e menor com-
primento, nas regides proximas aos bordos interno e externo da pa. Essa exigéncia se justifica
ndo so pelo fato de se aplicar certas condigdes de entrada e de saida nas proximidades de cada
bordo, mas, também, pelo fato de essas regiGes apresentarem altos gradientes de velocidades
(ou de press@es). A distribuicdo de comprimentos pode ser feita através de uma série geomé-
trica, como apresentado no Item 3.1.1. O fator de discretizacdo, conforme as simulacdes reali-
zadas, pode ser estabelecido no intervalo 1,0 < gsq < 1,1, dependendo do numero total de pai-
néis empregado. Valores proximos de 1,0 resultam em comprimentos e distribuicdo dos pai-
néis aproximadamente iguais, ao passo que, valores proximos de 1,1 resultam em painéis de
comprimentos desiguais e em maior concentragcdo (em conseqiiéncia, menores comprimentos)

na regido préxima aos bordos.

3.1.3 Discretizacdo das pas infinitamente finas (PIF)

Os critérios de discretizacdo empregados para PIF sdo semelhantes aqueles para PEF,

com 0s pontos extremos de cada painel localizados na linha representativa da pa de referén-
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cia. Os pontos sao ordenados de tal modo que se percorre a pa, partindo-se do ponto localiza-
do no bordo interno, ¢, em diregdo ao ponto localizado no bordo externo, gu+1, conforme a

Figura 3.3.

Ponto extremo do painel

Ponto de controle do painel

Figura 3.3 Discretizacdo de uma péa de referéncia e condicdo de tangéncia (bomba)
no painel j para PIF

Em cada painel j, admite-se uma distribuicdo de vortices de densidade linear, com valo-
res iguais a y e y+1 em cada extremidade. A adogdo da densidade de vortices variando linear-
mente em cada painel facilita a aplicacdo da condigdo de Kutta, que serd comentada no Item
3.6.
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Com relacdo a distribuicdo dos comprimentos dos painéis na linha da pa de referéncia,
adotam-se critérios semelhantes aos da PEF, ou seja, utiliza-se uma série geométrica de razdo
(fator de discretizacéo), gsq, Item 3.1.1. Para o caso de PIF, o nimero de painéis, M, necessa-
rio para se obter uma precisdo satisfatoria € bem menor que aquele referente ao caso de PEF.
Em decorréncia disso, o fator de discretizacdo pode ser estabelecido num intervalo maior (1,0

<(0sg < 1,2).

3.2 DETERMINACAO DO PASSO NO PLANO DA
GRADE LINEAR PARA PEF

Na solucdo numérica da Equacdo (2.85), quando a largura das pas ndo € constante, a

velocidade ¢, (<), dada na Equagdo (2.82), que é dependente do passo, t = t(&), e da propria

largura da pa, b = b(&), ndo se anula. Nesse caso, deve-se calcular o passo no plano transfor-
mado, para cada ponto de controle, conforme mostra a Figura 3.4. Com a discretizagdo do

contorno das pas em painéis retos, a coordenada ¢&;; de cada ponto de controle
(gCj = gcj +1 e, ), por exemplo, do lado de presséo da pa (modo bomba), geralmente, ndo co-
incide com aquela do lado de sucgdo (modo bomba), dificultando a imediata determinagéo de
t, =1(&;)-

Para determinar esse passo em cada ponto de controle j (j = 1, 2,..., M/2) do lado de
pressdo da pa (modo bomba), faz-se uma busca do painel k (k = M/2+1, M/2+2,..., M+1) loca-
lizado no lado de succéo da pa (modo bomba), que tem &, < f:cj <&, - Depois de localizado
o painel k, determina-se a equacdo da reta 77 = a, & +b, , baseando-se nos seus pares de pontos
extremos (&.,7,) e (&.17,,) Com a equacdo dessa reta, obtém-se a coordenada

s, = 8 fc,- +b, (lado de sucgédo para o modo bomba) correspondente a coordenada & ; do

ponto de controle, j (lado de pressdo para 0 modo bomba). Tomando-se por base a Figura

3.4.a, 0 passo tCj =t+7,, =7, (para os pontos de controle do lado de pressdo da pa para o

modo bomba) é determinado facilmente. Com um critério semelhante, obtém-se

tCj =t—1, +17]p, para os pontos de controle, j, do lado de succdo da pé para o0 modo bomba

(Figura 3.4.b).



© Ponto extremo do painel
@ Ponto de controle do painel

(@)

Figura 3.4 Passo t(x,;) em cada ponto de controle dos painéis: (a) lado de pressao e (b) lado de succéo
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3.3 DETERMINACAO DA LARGURA DAS PAS

Na solugdo numérica da Equacdo (2.85), quando a largura da pa, b = b(r), ndo €é cons-

tante, o valor de bc,- = b(rcj) deve ser estabelecido para cada ponto de controle, j. Em ambos

os casos (PEF e PIF), essa largura é determinada no plano da grade radial. Para PEF, o calcu-

lo da largura, bCj , constitui o primeiro passo para se obter a transformacéo das pas do plano

da grade radial para o plano da grade linear, como sera apresentado no Item 3.4.

Com o intuito de comparar os diversos resultados numéricos, foram analisadas algumas
geometrias de capa (bomba) ou cinta (turbina), mantendo-se a mesma geometria de disco
(bomba) ou cubo (turbina), conforme a Figura C.1 do Apéndice C. Esses componentes, jun-
tamente com as arestas interna e externa da pa, definem a geometria da pa no plano meridio-

nal e, portanto, a variacao de largura da p4, bCj = b(rCj ). Quando essas arestas sao paralelas ao

eixo do rotor, a variacdo de largura é obtida facilmente pela equacao que representa o formato
da largura da pa. Porém, quando, pelo menos, uma aresta ndo é paralela ao eixo, deve-se ad-

mitir uma lei de formacdo para bcj na regido proxima a essa aresta.

3.4 TRANSFORMACAO DA GRADE RADIAL
EM GRADE LINEAR

A solucdo numérica da Equacdo (2.85), no caso de PEF, é obtida no plano da grade li-
near (GL). Portanto, as coordenadas dos pontos extremos dos painéis, (rj, &), no plano da gra-
de radial, devem ser transformadas em coordenadas (x;,y; = &, 7; ) no plano da grade linear. No
caso particular de largura da pa, b = b(r), constante, a equacdo do tipo Poisson, dada em
(2.16), torna-se numa equacao de Laplace. Nessa situacéo, a transformacédo é dita conforme, e
as coordenadas (xj,y;) podem ser obtidas facilmente pelas Equagoes (2.9) e (2.10).

Se uma situacdo mais geral € analisada (b = constante), a determinacdo da coordenada
X;, dada na Equacéo (2.9), ndo é imediata. Conforme a dependéncia b = b(r), a integral na E-
quacdo (2.9) tem que ser resolvida numericamente. Neste trabalho, os formatos de larguras
das pas analisados permitem solugdo analitica dessa integral. As coordenadas (x;y;) séo de-

terminadas com base na linha média, o, do canal da se¢do meridional do rotor (Figura 3.1).
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3.5 FORMACAO DOS SISTEMAS DE EQUACOES
ALGEBRICAS LINEARES

As equac0es integrais (2.85) e (2.111), na forma discretizada, serdo colocadas em ter-

mos de um sistema de equacdes algébricas lineares (EAL), conforme a Equacéo (3.4).

> A =8B, k=1,2,.., M. (3.4)

A incognita desse sistema, 7;, representa a densidade adimensional de vortices, sendo

7/.
j‘GR = ﬁ , para o plano fisico (grade radial), (3.5
ue
e
7/.
I ‘GL = L , para o plano transformado (grade linear). (3.6)
u

ye
Na sequéncia, todos os termos das equacdes integrais (2.85) e (2.111) serdo colocados
na forma discretizada e, depois, reunidos convenientemente para formarem, em cada caso
(PEF e PIF), a matriz dos coeficientes de influéncia, A, € o vetor (coluna) independente, By.

3.5.1 Formacéo do sistema de EAL para PEF

A equacdo integral (2.85) para PEF pode ser reescrita na seguinte forma:

sen y

1 w(g) 1
—= A (c,¢ Nds'+ =—2= += ) ds' =
P A W) a5 =2 p R W)
1°. Termo 2. Termo 2°. Termo
a . u

~ t b +1[1+b_4J [1_LJ W, cosz+(p—y5+wy4+uy4jsen;(+

t(&)b(g) 20 by t($) \ 2

4°, 'I:;rmo 50, T:rmo

u,(c)seny 1 , , , , N e
=+ 1P [REegcos(z + 1) =35 e sen(x + )] uy ()ds”. (3.7)

~

6°. Termo
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. 1 , N Aot
Primeiro termo: —Eﬁ( ) 4 (s, ¢") w,(s") ds

Considerando as Equacdes (2.46) e (2.48) e o produto de variaveis complexas, pode ser

escrito que
A, ==3m {% cotagh [%(g —g’)} e”‘} . (3.8)

Conforme a Figura 3.2, d¢ =e'# ds. Desenvolvendo a integral referente ao primeiro

termo para um painel reto da grade linear (Figura 3.2) com y = y,, e sabendo-se que

3Im(C, e ) =—Re (i C,; e *), obtém-se

1 Zj+ — i
ELJ_’ 1/1| (2o, 2) y;ds;=Re(iCy e Y i (3.9)

Segundo Lamb (1932), a velocidade complexa induzida, W, , por uma distribuicédo de
vortices de densidade uniforme, y;, pela grade de painéis, j, sobre o ponto de controle, z, ,

de um painel do perfil de referéncia é dada por

onde

oz senh [T:(zck —zj)}

V2 senh [?(ch —ZH)}

(3.11)

Portanto, a Equacdo (3.9) representa a componente tangencial da velocidade induzida

por uma distribuicdo de vortices de densidade uniforme, y;, pela grade de painéis, j, sobre o
ponto de controle, z, , de um painel do perfil de referéncia, equivalente a propria velocidade
tangencial, W, (zck). Logo, o primeiro termo da Equacdo (3.7), na forma discretizada, repre-

senta a componente tangencial da velocidade total externa induzida pela grade linear no ponto
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de controle, z , que é dada pela superposicao das contribuicbes de todas as grades de pai-

néis, ou seja,
1 S T :
—;f?(K) (&, CYW(s) ds'=—>" Re (lej e "k)yj, para j=Kk. (3.12)
-1

W,
Segundo termo: #
Para j = k, o coeficiente C,; ndo € univocamente determinado podendo-se verificar fa-

cilmente, através da Equacdo (3.11), que
1,

onde, pela convencdo adotada, o sinal positivo refere-se ao dominio exterior ao perfil e o sinal
negativo ao dominio interior. Portanto, tomando-se, o sinal positivo na Equacéo (3.13), resul-

ta
—_ 1

Dessa forma, o termo w,(s)/2 representa a componente tangencial da velocidade total

externa induzida por um painel sobre o seu proprio ponto de controle, podendo-se escrever
que

W, (5) _ 7 ;
S22l ~ X ara j=Kk. 3.15
5 > para j (3.15)

1

) sen
Terceiro termo: —J.D 4
tY (¥

2

W, (¢”) ds’

A integral de contorno pode ser aproximada pela “regra dos retangulos” resultando

1 sen y S As;
- W (c)ds'= Y Re|i—e % |y, 3.16
P W) ) ( Lein |y, (3.16)
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onde As; =‘z —zj‘ é 0 comprimento do painel j.

j+l

Quarto termo: {LL+£[1+&J [1—LH W,; COS ¥
t(g) bg) 20 b t(s)

Na forma discretizada, esse termo pode ser escrito como

it
————+—| 1+ = || 1-—— [ |W, COS y =
L(é) b(s) 20 b, t($)

;i}%e{[ t__b +1(1+b—4][1— t ]]wx4eilk}, (3.17)
t(x, ) b(x, ) 2( b t(x;, )

onde b(x, ) e t(x;) representam, respectivamente, a largura e o passo da pa no ponto de

controle de coordenada X,

Quinto termo: T WUy jseny

De modo semelhante, esse termo pode ser escrito na forma discretizada como

a u a,u :
( pz e +wyi+uyijsen;(;ine {i(%+ww+uyi]e'“}. (3.18)

u,(s)sen y .
2

Sexto termo: —

+%J.9(K) [J (Gvg') COS(Z'F)(’)— K(g,g') Sen(l"’)(’)] uy(g,) ds’

Conforme Eremeef (1974), a expressdo entre colchetes € equivalente a

A(g.¢")sen y'+ 4, (s,¢")cos y', onde 4, (s,¢") é dada pela Equagéo (3.8), e

A (c,¢") = Re {% cotagh H (s, g’)} e”‘} . (3.19)
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Considerando primeiramente a integral envolvendo 4, (¢,s"), pode-se escrever, na for-

ma discretizada, para j =k, que

1 ' ’ ’ ' i T~ i
fjb(K) A (s.¢")sen y'u, (¢ ds' = J_Zl:ﬂ%e(l Cy e Zk)uycj sena; (3.20)
J=k

e, para j = k (correspondente a ¢’ =¢),

u, (¢) sen _
%;iﬁe(i Cy €77 ) Uy, Senz. (3.21)

A integral envolvendo 4,,(¢,<”) éigual a zero para j =k, e para j # k, obtem-se

l 4 ' ' ' M ~ i

fjb(m) Ay (5,6") cos y'uy (") ds' = Z‘Re(ckj e I)‘k)uycj COS %;. (3.22)
=1
JE3S

Segundo Giesing (1964), a velocidade complexa induzida, Uy, por uma distribuicédo de
fontes de densidade uniforme, o;, pela grade de painéis, j, sobre o ponto de controle, Z,, , de

um painel do perfil de referéncia, é dada por
U, () =Cy o}, (3.23)
e, para j = k (correspondente a ¢’ =¢),
0=Re (C_kk e % ) Uy, COSZ. (3.24)
Combinando as Equacdes (3.20) e (3.21), obtém-se

B Uy(G)ZSen 4 +%f9m [J(s.¢) cos(x + 2") - K(s,¢) sen(y + x)]u, (¢ ds' =

_y°|<—k+ Zme{[(@) “ch- sen z; +(C_k]) uycj COS ¥ } e_ilk} . (3.25)
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onde Uy, é a velocidade de conducdo de cada painel do perfil de referéncia, tomada no seu

ponto de controle j, no plano da grade linear.
Portanto, as integrais de contorno nas Equacdes (3.20) e (3.22), na forma discretizada,
representam as componentes tangenciais da velocidade total de conducédo induzida pela grade

linear sobre o ponto de controle, z, , que é dada pela superposicao das contribuicGes de todas

as grades de painéis. No caso da Equacdo (3.20), a velocidade é induzida por uma distribuicao

de vortices de densidade uniforme conhecida igual a u, sena; (Uyc- varia de painel para
J J

painel), que decorre da decomposicdo da velocidade absoluta, c,(¢"), em velocidades relati-
va, W,(¢"), e de condugéo da grade linear, u,(¢") . No caso da Equacéo (3.22), a velocidade e

induzida por uma distribuicao de fontes de densidade uniforme conhecida igual a u, cose;,
J

correspondente a velocidade normal de conducéo, u,(s") =c,(s") . Do mesmo modo, as Equa-
coes (3.21) e (3.24) representam as componentes tangenciais da velocidade total de condugéo
induzidas por um painel sobre o seu proprio ponto de controle.

Combinando as Equac6es (3.12), (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) e (3.25), a equacao inte-
gral (3.7), na forma discretizada, pode ser representada pelo seguinte sistema de equagdes

algebricas lineares M x M com incdgnitas y; :

M
YA 7i=Bl k=1,2..,M, (3.26)
j=1
onde
= A8 :
A1;J':_“Re|:(lckj_|?)e Zk}, para j # k, (3.27.a)
1 . As r |A)(k| )
o == +Re| | i e A |2 ara j =k 3.27b
A= [(th }47: para | (3.27.b)
e

By —iReH{LLJFE(HEHl L J] Wi +i£ap Uye +W,; +inj+
t(x, ) b(x, ) 20 b t(xg,) 2
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u, Sen g,

N
iCc. ~ —i &
+J_Z |:(I ij)“)’cj Sen Zj +(ij)UYCj COSZJ'} € Yk —kT. (328)

=1
J#k

Na equacdo (3.27.b), foi incluido o termo de correcdo de curvatura, J_r|A;(k|/4n , onde 0

sinal + refere-se ao elemento convexo e o sinal — ao elemento céncavo do contorno do perfil.
Ay, € oangulo do setor compreendendo os pontos extremos do painel k (Figura 3.2) que, no
presente trabalho, foi determinado conforme Lewis (1991), ou seja, Ay, = (¥ —xk1) /2.0
termo de corregdo de curvatura surge da analise do comportamento da fungéo nucleo, 4, , da
equacdo integral de Fredholm de segunda espécie, Equacgdo (3.7), quando &' — & e ' —n
(Veja o Item 2.1.2, Equagéo (2.56)), conforme o desenvolvimento de Eremeef (1974).

Da analise feita por Martensen (1959) a respeito da existéncia de solucdes para a equa-
cao de Fredholm de segunda espécie da qual o sistema de equacdes algébricas lineares, Equa-
cao (3.26), é uma forma discretizada, resultou que uma solugédo unica s6 pode ser obtida se for

satisfeita uma determinada condi¢do complementar para o escoamento. Como comentado an-

teriormente, a Equacao (3.7) foi obtida da condicdo de que a componente tangencial da velo-
cidade relativa total no contorno interno do perfil deve ser nula (w; =0). Com isso, a com-
ponente tangencial da velocidade relativa total em cada ponto do contorno externo do perfil,
w; , éigual a w,, equivalente & densidade de vortices, y .

Com a utilizacdo do método dos painéis para a solucdo numérica da Equacao (3.7), a
condicdo de contorno ndo é exatamente satisfeita, implicando num erro no valor das veloci-
dades externas (em consequéncia do erro nos valores das velocidades internas) em todos 0s

pontos de controle. Neste trabalho, admite-se para esse erro um valor constante ¢, que passa
ser a incognita adicional. O valor de c, sera determinado de acordo com uma determinada

condicdo suplementar que sera descrita no Item 3.6.
Para maior generalizagéo, deve-se trabalhar com parametros adimensionais. Define-se o

coeficiente de vazdo, ¢, e o coeficiente de pré-circulagdo, (2, por

(3.29)
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r|
o - 3.30
0 2nue‘GR Uye ( )

GL

onde 77, é a circulagéo absoluta total na entrada da pa. As demais grandezas nas Equages

(3.29) e (3.30) estdo indicadas nas Figuras 2.1 e 2.2. No sistema de coordenadas adotado, a

velocidade de conducéo do rotor na saida da pé na grade linear, u,,, € negativa, portanto, para

ye!
valores positivos de ¢, deve-se levar em conta os sinais dos termos que compdem o sistema de
equacoes.

Dividindo as Equagdes (3.27.a-b) e (3.28) por u,,, considerando o fator de erro circula-

ye’
torio em termos adimensionais, C,, e também os parametros definidos dados nas Equagdes

(3.29) e (3.30), resultam as seguintes equacOes adimensionais que compdem o sistema de
EAL, Equacéo (3.26):

__ AS. )
A =—‘ReKi Cy 1 T’] e‘”‘k] para j # Kk, (3.31.9)

- A

_ﬁl: [(@) sen y, +(C_kj) cos;(j} RCZJ_ o2k +w+ - (3.32)

J=k
onde todas as grandezas referentes a comprimentos, oriundas do plano da grade radial, foram
adimensionalizadas em relacdo ao raio externo, r,, do rotor, antes de se obter as suas trans-
formag@es para o plano da grade linear. Dessa forma, B; =b, /r, e B, =h,/r,, sdo, respecti-
vamente, as larguras adimensionais na entrada e na saida da pa. R, = rck/re € 0 raio polar

adimensional e B:k =B, / LeT, =t / r, séo, respectivamente, a largura da pa e o passo
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adimensionais no ponto de controle do painel. As coordenadas adimensionais, ¢ =¢/r, dos
pontos extremos dos painéis, ¢ e ¢, e dos pontos de controle, e, » Que aparem em C_kJ

bem como o comprimento adimensional do painel j, AS;, estdo relacionados ao passo t, que,

na transformac&o utilizada, é colocado igual a 1, no plano da grade linear. VVale observar que
0s comprimentos adimensionais dos painéis, no plano da grade linear (relacionados a t), cor-

respondem aos comprimentos adimensionais relacionados a r,, no plano da grade radial. A

incognita /7; na Equagdo (3.26) é dada por

1. (3.33)

3.5.2 Formacéo do sistema de EAL para PIF

A velocidade complexa induzida pelo painel k da p4 ¢ sobre o ponto de controle z; é,

segundo a equacdo (2.98)
Csi (Zcj) = Csyji :l_ék(z)}/k +J i (2) k., (3.34)

onde, de acordo com as equacdes (2.99.a) e (2.99.b),

i a—izik o o
e = D (o) = | ST | EEL TSR g (3.35.2)
21 | Gkl — Gk Gej —Gik+
e
P A—iyrk o o
S PAE ) . i 12 B T ) 12 B LN Y (3.35.b)
21 | gkt —Gk  \ Gej — kst

Os coeficientes 1, e J, ndo sdo univocamente determinados para ¢ =1 e k =j. Neste
caso, deve-se considerar que ¢, =¢; € ¢y, = 6.1, Segundo a convencdo estabelecida. Além

disso, como o ponto de controle é o ponto médio do painel, tem-se que Se; = (cj+sj)!2.

Logo, para ¢ =1 ek =], aequacdo (3.34) torna-se

Coujy = 11 7k +J1ji (2) 7kt (3.36)
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onde, segundo as Equacdes (3.35.a) e (3.35.b),

e g
e
e

Nas equacdes (3.37.a-b), o sinal (+) se refere ao lado do intradorso e o sinal (=) ao lado
do extradorso do painel. Verifica-se, assim, que a inducdo que um painel exerce sobre o seu
proprio ponto de controle é responsavel por uma descontinuidade no valor da velocidade e,
portanto, no valor da pressdo sobre o painel. Tal descontinuidade € uma caracteristica de toda
distribuicéo de vortices, sendo de utilidade na simulacdo do efeito da pa de uma grade radial.

Observa-se, adicionalmente, que para ¢ #1 e j=k, o valor de cs; na Equagdo (3.34) é

univocamente determinado, ndo contribuindo para o efeito de descontinuidade.

A velocidade complexa induzida pela grade elementar k sobre o ponto de controle Se;

é, de acordo com a equagdo (2.102),

Csk (Gej) = Csjk = 7k X jk + ykaaY jk (3.38)
onde
N pu—
X = Xi(ge) = D Tie (3.39.2)
(=1
e
N pu—
Vi =Yelee) = D e (3.39.b)
(=1

Analogamente, a velocidade complexa total induzida pela grade radial sobre o ponto de

controle Se; é, segundo a equacao (2.103),

M
Co (Gcj) = Z]ka jk + 7k+1Y jk (3.40)

k=1

Recorda-se que o valor cs (sc;) ndo € univocamente determinado, devido a contribui-
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¢ao do painel j sobre o seu proprio ponto de controle, Se; - deve-se ter em mente as Equagdes

(3.36) e (3.37.a-b) ao se calcular cs(sc;). Por outro lado, as dificuldades matematicas que

adviriam da utilizacdo da equacdo (2.93) para o célculo da velocidade induzida sobre os pon-
tos da pa ficam definitivamente superadas quando se utiliza, em contrapartida, a Equacao
(3.40).

Observa-se que a equacdo (3.40) fornece o valor de cs(sc;) em funcéo dos valores x,

em principio desconhecidos. A determinacdo de y sé pode ser feita apds a imposi¢do de uma

condicédo de contorno para o escoamento sobre os pontos de controle (pa de referéncia).
16c: . . . .
Sendo Se; = 1;€ ‘I as componentes radial e circunferencial da velocidade complexa

induzida no ponto Se; séo, de acordo com as Equac0es (2.106.a) e (2.106.b),

M
Csr (QCj)=Z(7kArjk +]/k+1Brjk) (3.41.&)
k=1
€
M
Cs@(gcj'):Z(}/kAajk +7k+1Boj ) (3.41.b)
k=1
onde
. N .
Ary = Ar () = me[xjk e }: Z‘Re[l_/jk g i } , (3.42.2)
=1
] N < e
-1
— R N )
- (=1
— . N )
Boj = Bo () =3m| Yy e i }z ZSm[Ljk g } : (3.42.d)
- =1

Considerando a condi¢do de contorno dada na Equacédo (2.111) e definindo-se os para-

metros adimensionais denominados coeficiente de vazdo, ¢, e coeficiente de circulagéo inter-

na, (2,



72

—_S 3.43
2r or? (3.43)
e
Q=—1o (3.44)
2r ot

a forma adimensional da Equacdo (2.111) é dada por
(C,tagf—C,)R=¢—(R*+Q,)tagf, Ri<R<L1. (3.45)

sendo R=r/r, e C, =c,/ wr, as formas adimensionais do raio polar, r, e da velocidade in-

duzida, cs.
Aplicando a condicdo de contorno dada na Equacdo (3.45) ao ponto de controle de um

painel, obtém-se
[Coy ()19, —Cyr (&R, =4~ (R, +Q)tagh,,  Ri<R<L (3.46)

,Bcj é 0 angulo entre o painel j e a tangente a circunferéncia no ponto Se; (Figura 2.7);
fc,- =G I r, € a forma adimensional do valor complexo Se; -

As componentes adimensionais da velocidade induzida nos pontos de controle podem

ser escritas, de acordo com as equacdes (3.41.a) e (3.41.b), na forma de

M
Csr($ey) =Csn = Y (FkAry + TeaBry) (3.47.3)
k=1
€
M
CSa(fcj)=CSa< :Z(rkAﬂjk +Fk+lB¢9jk) (347b)
k=1

onde /"=y / wr, é aformaadimensional da densidade de vortices, .

Substituindo-se as equacdes (3.47.a) e (3.47.b) na equacéo (3.46), resulta que

M M
[ta'gﬂcJ Z(FKAGJk +Fk+lBij)_Z(FkAjk +Fk+1Brjk )]RCJ =
k=1 k=1
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=¢— (RS, + ) tagf,, (3.48.9)

ou, entéo,

M M
D LR (9B, Ay, — A+ D IR (t2gp; By, —B, )=
k=1 k=1

(3.48.b)
¢-(R§j +Q)ags,  j=12..,M.
Definindo-se os coeficientes
Ay = ch (tagﬂcj Aejk — Arjk) (3.49.9)
e
B = ch (tagﬂcj Bejk — Brjk) (3.49.b)
a Equacdo (3.48.b) torna-se
M M
DA+ D Byl =4-(RE +Q)tagh, . =12, M. (3.50)
k=1 k=1

Considerando as regras de agrupamento de somatérias, a expressao (3.50) pode ser con-

venientemente modificada, resultando que

M
z ¢ L
k=2 Ck

(3.51)

onde a variacao de largura das pas na forma adimensional, B, , ja esta considerada no termo

correspondente ao coeficiente de vazéo, ¢.
O sistema de equacdes representado em (3.51) possui M equacdes com M+1 incégnitas,

Iy, I,,.., I, Dessaforma o sistema é indeterminado, admitindo infinitas solu¢des. Para

tornar o sistema determinado, deve ser aplicada uma condi¢do complementar que sera discu-

tida no item a seguir.
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3.6 CONDICOES COMPLEMENTARES

No Item 3.5, dois sistemas de equacdes algébricas lineares resultaram das formulacdes
para PEF, Equacdes (3.31) e (3.32), e para PIF, Equacéo (3.51). Uma solucéo unica, para cada
um desses sistemas, so é possivel através da utilizacdo de certas condi¢gdes complementares

que sao apresentadas a segulir.

3.6.1 Condi¢cOes complementares para PEF

Uma forma de resolver o sistema de EAL, Equagdo (3.26), com A, e B, dados respec-

tivamente nas Equacdes (3.27.a-b) e (3.28), consiste em se obter, primeiramente, um conjunto
de solucgbes basicas e, depois, determinar a solucdo geral através da combinacdo linear dessas

solugdes. Seguindo sugestdo apresentada por Lewis (1991), serdo utilizadas, neste trabalho,
quatro solugdes basicas, 7, I'|', I'| e I'j , que compdem a seguinte solugéo geral escrita

em termos adimensionais:
[ =C,I'|+C I|'+C.Ij +Cy I} (3.52)

sendo

C, =¢ ouum valor aser determinado de modo a satisfazer
uma certa condigdo no contorno da pa na
regido proxima ao seu bordo de fuga

O
N
I

valor a ser determinado de modo a satisfazer uma certa (3.53)
condicdo complementar no contorno da pa na
regido proxima ao seu bordo de fuga
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De acordo com a Equacéo (3.52), o sistema de EAL, Equacéo (3.26), se divide em qua-
tro sistemas independentes, ou seja,

M * * - -
Sarf-mef LB 1) (1L & e,
=1 TCk BCk 2 B, Tck B,

M
A =1
=t (3.54)
e
i U Re sen o
Agly =——

el 3 (7G5 sena, (5 Josa | RS e

i=
J=k

Na Equacéo (3.53), o parametro adimensional referente a area da se¢éo transversal das

pas, a,, Equacdo (2.72), € conhecido. Entdo, para cada valor de ¢ e £, o fator de erro circu-

latério, C,., é determinado através da Equacéo (3.52), de modo a satisfazer uma determinada

condicdo complementar. Duas possibilidades podem existir: 1) Prescrevendo a circulacao re-
lativa (em geral, ndo € conhecida a priori) fazendo uso de solucdo exata (quando existir) ou
fixando apropriadamente valores para a circulagéo relativa e selecionando aquele que produz
um resultado satisfatdrio para a distribuicdo de pressdes (ou de velocidades) na regido proxi-
ma ao bordo de fuga; 2) Impondo uma condicao fisica denominada de condicdo de Kutta. Esta

ultima condicéo é apresentada a seguir.

Condicao de Kutta

No caso de perfis com bordos de fuga afilados ou agudos (Figura 3.1.a), o valor da cir-

culacédo absoluta ¢é estabelecido de tal modo que o escoamento resultante ndo possa contornar
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0 bordo de fuga. Como alternativa para essa condi¢do, Wilkinson (1967) sugeriu que as pres-
sOes estaticas nos dois pontos de controle dos painéis mais proximos ao bordo de fuga (um do
lado extradorso e o outro do lado do intradorso) ttm o mesmo valor. Essa condi¢do implica

que, em termos aproximados, as velocidades relativas nesses pontos sao iguais (fazendo pres-

sbes de movimento ( p’; = p; +pgh;) iguais, e desprezando possiveis variagdes de raios nos

pontos de controle ¢, e ¢, ). Em termos adimensionais, tem-se

(3.55)

Lembrando que, para um escoamento suave deixando a regido do bordo de fuga, a con-
vencdo adotada anteriormente estabelece o sinal positivo para a velocidade no ponto de con-
trole j = M (lado do intradorso do perfil) e o sinal negativo para a velocidade no ponto de con-
trole j = 1 (lado do extradorso do perfil).

Na forma adimensional, as velocidades relativas, W, nos planos fisico e transformado,

segundo a Equacéo (3.11), estdo relacionadas por

W.
wj\ :ﬁ, (3.56)
GR R..
]
onde
WileL
o =2 (3.57.a)
R oIy
e
Wi v
wj| =£;£. (3.57.b)
ot uy5 UY5

No procedimento numérico apresentado no Item 3.5, foi admitido um erro uniforme

igual a C, na velocidade relativa tangencial interna ao perfil. Esse erro também deve ser
considerado na velocidade relativa externa, W;, ao perfil, devido a descontinuidade tangenci-

al imposta pela distribuigdo de vortices, portanto,

Wil =71 +C; (3.58.a)

Wy s, =7w +Cr. (3.58.b)
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Substituindo a Equagéo (3.58.a-b) na Equacdo (3.56), com j =1 e j = M, e considerando
a condicdo de Kutta, Equacdo (3.55), resulta

Re, Ry,
I, =-rI, - C, +1]. (3.59)
R, R,

Substituindo a Equacéo (3.52), com j =1 e j = M, na Equagdo (3.59) e fazendo C, =¢,

resulta
R R R
¢ {rl' [ R°M ]+F,\',|]+C” {Fl” [ RCM ]+rh'ﬂ']+cu {F{J( RCM }rrkj]
C,=- 1 = i = 1 . (3.60)
| -Merl +—M 41
RC RC
1 1

Condicao de entrada:

Normalmente, deseja-se obter as caracteristicas aerodindmicas do rotor no chamado
ponto de projeto. Nesse ponto, em principio, ndo se conhece o coeficiente de vazao, ¢, que
esta relacionado a vazdo para entrada sem choque (incidéncia 6tima) na pa. Essa condi¢do
exige que o escoamento na entrada da pa seja suave. Um ponto de estagnacéo se forma pro-
ximo ao bordo de ataque em um local desconhecido, dificultando a imposi¢do de uma condi-
cao de entrada. Para superar tal dificuldade, uma alternativa proposta neste trabalho foi a de
impor, nos pontos de controle dos painéis mais préximos ao bordo de ataque, a seguinte con-

dicdo de entrada:

WM/2+1|GR = _WN/2|GR . (3.61)

Condicao de saida:

Se a regido proxima ao bordo de fuga nédo é afilada e nem aguda, a condi¢do de Kutta,
na Equacédo (3.55), para os dois pontos de controle mais proximos ao bordo de fuga, ndo é
apropriada. Uma alternativa para essa situacdo também foi sugerida por Wilkinson (1967),
que estabeleceu pressdes estaticas iguais nos pontos Ae € Be do contorno da pa (Figura 3.1).
Esses pontos séo escolhidos proximos aos provaveis pontos de separacdo do escoamento nes-

sa regido. Para regides arredondadas préximas ao bordo de fuga (Figura 3.1.b), A e Be sdo



78

estabelecidos nos pontos de tangéncia das curvas. Para regides chanfradas (Figura 3.1.c), 0s
pontos de separacdo sdo bem definidos em A, e em Be na interse¢do das curvas envolvidas.
No procedimento numerico deste trabalho, esses pontos foram estabelecidos nos pontos de

controle ¢, . e ¢, . Imediatamente antes de As e de Bs no sentido do escoamento. j e
Citjp CM - jg p

J; séo, respectivamente, os nimeros de paineis dos lados do extradorso e do intradorso, con-

tados a partir do bordo externo da pa (Figuras 3.1.b-c). A condi¢do de pressdes estaticas i-

guais implica, aproximadamente, em

Wi GR _W1+jp

(3.62)

GR

Utilizando um procedimento semelhante ao adotado na obtencédo da Equacéo (3.60), e

sendo
Wlﬂ-p‘GL =1, +Cr, (3.63.3)
Whiglg, = m-is +Cro (3.63.b)
WM/2|G|_ =1y, +Cr (3.64.a)
e
WM/2+1|G|_ =L +Cr, (3.64.b)
resulta
C, - Gy C+C C+C Gy (3.65)
C4
e
C, :(CII C+Cy Cz)Cs_(Cu Ce +Cy C7)C4 . (3.66)

C, C,—C, C,

Observando-se as equagOes anteriores, o valor de C,- deve ser calculado primeiramente
através da Equagdo (3.66) e, depois, calcula-se ¢ =C, pela Equacéo (3.65).

Os valores das constantes C,, C,,..., C; sdo determinados por
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R R
1 C + I U CM /24 U
Clerlz[RM—mJ"‘FM/zw C, :FMlz( RM/Z 1]+FM/2+1’
™M /2 Cm /2
r RCM /241 r | RCM /241 |
CSZ(FM/2+1) R v+l Cp=lyp R + L 20
oM /2 oM /2
(3.67)
c.=/! RCM*js I C.=r" RCM*J'S I
5 F1+jp R + 1 6_F1+jp R + v
Ctip Ctip
u M U r CM - r
Ctjp %+ jp

3.6.2 Condi¢cdes complementares para PIF

A seguir, sdo apresentadas as condigdes de saida (condicdo de Kutta) e de entrada (con-
dicdo sem choque ou de incidéncia 6tima do escoamento). No caso de PIF deste trabalho, a
densidade de vortices é linear, o que facilita impor essas condicGes, bastando simplesmente
igualar a zero os valores da densidade de voértices nos pontos extremos dos paineis localizados

na entrada (bordo de ataque) e na saida (bordo de fuga) da pa de referéncia.

Condicao de saida: condicdo de Kutta

Do ponto de vista fisico, interessa apenas o0 escoamento com velocidade finita e conti-
nua no bordo de fuga da pa (condicao de Kutta). Uma distribuicdo de vortices sempre produz
uma descontinuidade no campo de velocidades, a ndo ser no caso trivial em que a densidade
de vortices € nula. Portanto, a condicdo de saida apropriada exige que no bordo de fuga da pa,

Figura 3.5,
Iy, =0. (3.68)

Considerando a Equacéo (3.68), a Equacao (3.51) torna-se

M
AT+ (A +By ) I =Bi—(R§-k +Q)tag B, . j=1,2... M. (3.69)

k=2 Ck



80

que representa um sistema de equacdes lineares algébricas MxM. Dada a geometria da grade
radial, através da especificacdo da equacdo que caracteriza a geometria da pa e do nimero de
pas, e considerando ¢ e % como parametros, calculam-se diretamente os coeficientes Aj. e
Bjk, para uma deter minada discretizagdo. Em seguida, calculam-se os valores das incognitas
13, I,..., I'w, resolvendo-se o sistema (3.69). Consequentemente, é possivel determinar as
caracteristicas hidro ou aerodindmicas da grade radial: distribuicdo de velocidades, distribui-
cao de pressoes e trabalho especifico, entre outras.

E importante observar que, apesar dos coeficientes Ak, Brik, Agk € B4k N0 serem univo-
camente determinados para k = j, 0 mesmo ndo ocorre com os coeficientes Aj e Bjx. Este fato

foi demonstrado por Manzanares Filho (1982).

Ponto extremo do painel

Ponto de controle do painel

Figura 3.5 Condigdes de entrada (sem e com choque) e condicdo de saida (Kutta) para
PIF e representacdo da distribuicdo linear de vortice em cada painel

Condicao de entrada: condicdo sem choque

Do ponto de vista da teoria potencial, define-se escoamento com entrada sem choque
(incidéncia 6tima), que é uma condicdo de operacdo da turbomaquina, aquele para o qual a

velocidade € finita e continua no bordo de ataque da pa. Nessa condi¢édo, para o caso de PIF e
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densidade linear de vortices em cada painel, o efeito de entrada sem choque € obtido fazendo-

se no bordo de ataque da pa (Figura 3.5)
I,=0. (3.70)

Considerando a Equacéo (3.70), a Equacao (3.69) torna-se
M

b+ D (Ak+Bya) M =—(RZ +Q)tag B, . j=1,2,.. M, (3.71)
k=2

O valor de ¢ ndo deve ser encarado como parametro, mas sim como incognita do sis-
tema (3.71), juntamente com os valores 73, 73,..., I'y. Quando ¢ = ¢ trata-se de uma situagédo
de entrada com choque ou fora de projeto. Nesta situacéo, o escoamento potencial através de
grades radiais com pas infinitamente finas processa-se com uma velocidade infinita em torno
do bordo de ataque.

A solucéo dos sistemas de EAL dados na Equacéo (3.54) para PEF foi obtida pelo mé-
todo de eliminagdo de Gauss, e a solugéo do sistema de EAL na Equacgéo (3.71) para PIF foi

obtida pelo método de inversao de matriz.

3.7 TRATAMENTO DO ROTOR RADIAL NO MODO
TURBINA

Neste item, sdo apresentadas as modificacdes realizadas nos Itens 3.5.2 e 3.6.2 (PIF no
modo bomba) para o tratamento do rotor radial no modo turbina (PIF).

Conforme a Figura 2.7 do Capitulo 2 (veja também a Figura 3.6) para 0 modo bomba, o
angulo de inclinacdo de um painel k, x, 0 &ngulo do escoamento relativo S e o angulo polar,

Gk, estdo relacionados por
Xie —Ou =712- Pyg (3.72)
e, para o modo turbina (Figura 3.6),

Xar —Ox =71 2+ Byr . (3.73)
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Bomba: yg — Gk = /2 — fus

Turbina: yr — G = /2 + Pur

AT ﬂckB
Ck+1 XkB
Bkt /2
eck
Gek
Csr er
ASk
Sk
w
Cr = Wi c

Figura 3.6 Triangulos de velocidades num ponto de controle e detalhe dos angulos de
inclinagéo do respectivo painel e do escoamento relativo
para rotor radial nos modos bomba e turbina

Os coeficientes Arj, Brjk, Agk € Bgk, conforme as Equacdes (3.42.a-d), ndo sao univo-
camente determinados para k = je N =1, e, sequndo Manzanares Filho, esses coeficientes na

forma adimensional, para 0 modo bomba, tornam-se

1, = N — -6
Ar;; :Z_Tc(izsen,b’Cj +cosﬂcj)+;9{e[|m e J} ’ (3.74.)
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1 = N — g,
Br; =2—7I(J_rEsenﬂcj —cosﬂcj)+Z:il%e[‘lfjj e CJ} , (3.74.b)
(=2
1 = - it
Ao :Z_R(izcosﬁcj _Senﬂcj)+2‘5m|:|/,jj € } , (3.74.c)
(=2
1, =n N [ it
Bojj =2—n(i5008ﬂcj +Senﬂc,-)+2~sm[%- e } , (3.74.d)
(=2

e, para 0 modo turbina,

1 = . — i ]
Ar; :Z—Tc(iasenﬂCj +cosﬂcj)+;9{e[lqj e ’_ , (3.75.3)
Br. — 1 LT L 3 6 ] 375 b
ri _2—75(_§s.enﬂCj —cosﬂcj)+€zz:9f{e i © | (3.75.b)
1 . N, —I_ 6 375
Agjj _?n(—zcosﬂcj +Senﬂcj)+;‘5m_ tii e ) ( . .C)
Boy = (+2 > 3m| 76" 3.75.d
0 —Z—R(_Ecosﬁq—senﬂcj)+;\5m_\]me : (3.75.d)

Enquanto os coeficientes Arjs, Brjk, Agx € Bgk, conforme as Equacbes (3.74.a-d) e
(3.75.a-d), ndo sdo univocamente determinados para k = j e N = 1, 0 mesmo ndo ocorre com
os coeficientes Ay, Bjk e, segundo Manzanares Filho (veja também as Equacoes (3.49.a-b)),

para 0 modo bomba, sdo dados por

B]k = RCJ (ta'gﬂ(';j ngk - Brjk) (3.49.b)
e, para 0 modo turbina,
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(3.76.h)

As componentes da velocidade absoluta induzida na forma adimensional, para os lados

de pressao (p) e de sucgdo (s) das pas, para 0 modo bomba, sdo dados por

M
k=1

M
k=1

M
Csopy =Cso, = ) Adg (T + )

k=1

M
Csgy =Cs + > Adg (I + i)
k=1

e, para 0 modo turbina,

M
k=1

M
k=1

M

k=1

M
Csoy =Cso — > Adg (T + 1)
k=1

(3.77.a)

(3.77.b)

(3.77.0)

(3.77.d)

(3.78.9)

(3.78.h)

(3.78.¢)

(3.78.d)

sendo Csr, e Cso, dados respectivamente pelas Equacdes (3.47.a-b), e Adr, e Ade, dados

por

Adr, =seng; /4

(3.79.9)
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Adg, =cosp; /4. (3.79.b)

As componentes da velocidade relativa na forma adimensional, para os lados de presséo

(p) e de sucgdo (s) das pas, para 0 modo bomba, sdo dadas por

Wrp, = +Csr,_, 3.80.a
P Re, By, P ( )
Wrs, = 5 +Csr,, (3.80.b)
C Bk
k
Wos, = Rc, +&+ Cso, . (3.80.d)
Re,

e, para 0 modo turbina,

Wrp, = —Csr,, (3.80.a)
Ck BV
Wrs, = ————Csr,, (3.80.b)
Re, By,
Woap, =Rc, +R£C°+ Cso, , (3.80.c)
k

Re,



Capitulo 4

GRANDEZAS HIDRODINAMICAS LOCAIS E
GLOBAIS

Neste capitulo sdo apresentadas as grandezas hidrodindmicas locais e globais utilizadas
nas aplicacbes numéricas do Capitulo 5. Uma grandeza importante para a determinacdo do
namero 6timo de pas, que é o numero de Richardson (grandeza local), sera tratada num item
separado. Este capitulo esta dividido em trés itens principais: 4.1) Grandezas hidrodinamicas

locais; 4.2) Grandezas hidrodindmicas globais; 4.3) Namero de Richardson.

4.1 GRANDEZAS HIDRODINAMICAS LOCAIS

Este item esta dividido em: 4.1.1) Grandezas hidrodindmicas locais para PEF e 4.1.2)

Grandezas hidrodinamicas locais para PIF.

4.1.1 Grandezas hidrodinamicas locais para PEF

Conhecida a densidade adimensional de vortices, /7; = ;/j/uye =W, /uye , obtida no pla-

no da grade linear (GL), diversas grandezas locais (nos pontos de controle) podem ser deter-

minadas no plano da grade radial (GR).
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No procedimento numérico do Item 4.6, foi admitido um erro, C,., de valor constante
nas velocidades relativas adimensionais, W;, em cada ponto de controle. Utilizando a equagéo

de transformacéo de velocidades, Equacéo (2.11), resulta para o plano da grade radial

I';+Cp I

€j €j

sendo os sinais negativo e positivo utilizados, respectivamente, para os lados do extradorso (j
=1, 2,..., M/2) e do intradorso da pa (j = M/2+1, M/2+2, ..., M).

Para o calculo da distribuicdo de pressdes, recorre-se a equacdo de Bernoulli para o es-
coamento relativo (escoamento relativo no rotor). Sendo o escoamento absoluto irrotacional e

incompressivel, vale escrever para qualquer ponto do escoamento no rotor que

PP
! 2 2

=p,. (4.2)

Po € denominada presséo total, constante em todos os pontos do escoamento, e p; a

chamada pressao de movimento dada por

p;=p;+pgh;. (4.3)

p;j € a pressdo estatica do ponto considerado e h; é a distancia entre este ponto e um pla-
no horizontal de referéncia, no sentido de baixo para cima.

E conveniente definir uma pressdo adimensional, P;, como

=2t Pe). (4.4)
p T,
Combinando as Equacdes (4.2) e (4.4), resulta
2 2
P, =R -W}. (4.5)

4.1.2 Grandezas hidrodinamicas locais para PIF

De maneira semelhante ao caso de PEF, as diversas grandezas locais do escoamento

podem ser determinadas diretamente no plano da grade radial (GR). Recorda-se que, neste
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caso, a densidade de vortices adimensional em cada painel j é linear, com valores 7 e /5.1 em
cada extremidade.

Com os valores de /; calculados através da solugdo do sistema de equagdes (3.71), as

componentes adimensionais radial, Cfr_ , e circunferencial, Cfg_ , da velocidade absoluta po-
] ]

dem ser determinadas em cada ponto de controle nos lados do extradorso (—) e do intradorso
(+) da pa.
Superpondo-se os efeitos do escoamento ndo-perturbado e do escoamento induzido pela

grade radial, tem-se, de acordo com a Figura 3.8 (cujas grandezas estdo na forma dimensio-

nal), a componente adimensional radial, er? , € a componente circunferencial, Wf_ , da veloci-

dade relativa, que séo dadas por

W = +CF (4.6.9)

i} Q0
Wy =R, +—°+C;9j : (4.6.b)

O mddulo da velocidade relativa resultante é determinado por
W =W+ W ) T2 (47)

O angulo do escoamento relativo, ,Bcj , em cada ponto de controle, j, € dado por

tag 4, = , (4.8)

e 0 angulo do escoamento absoluto, ac, , em cada ponto de controle, j, é dado por

RZ B
cotag o, +cotag 3 = # (4.9)
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4.2 GRANDEZAS HIDRODINAMICAS GLOBAIS

Este item esta dividido em: (4.2.1) Grandezas hidrodindmicas globais para PEF e (4.2.2)

Grandezas hidrodinamicas globais para PIF.

4.2.1 Grandezas hidrodinamicas globais para PEF

O trabalho especifico das pas do rotor ou simplesmente trabalho especifico do rotor,

Y 4, € dado pela equacdo de Euler das turbomaquinas quando se leva em conta o numero fini-

to de pas, ou seja,

Ypé =o (I, Cy, — i Cui) : (4.10)

C

Uj

ecC

., Tepresentam, respectivamente, as componentes circunferenciais da velocidade
absoluta no raio interno, rj, e no raio externo, r., das pas.

A circulagdo absoluta em torno de uma pa, Fcpé , pode ser escrita em termos das gran-

dezas referentes os planos transformado (GL) e fisico (GR), ou seja,

I, =t(c, —cyi)zz—n

Cpa N (re C

ue_ricui)'

(4.11)

A Equacdo (4.11) representa a conservacdo da circulacdo para os planos transformado
(GL) e fisico (GR), como estabelece a equacao de transformacédo de velocidades (2.11).

A circulacdo relativa, pré , representada na Equacdo (4.12), pode ser escrita na forma

discretizada por meio da “regra dos retangulos”, isto &,

M
Ty =D 7i Ay, (4.12)
j=1

u

A circulacdo referente a velocidade de rotacdo do rotor, 7 2 é dada pela Equacdo

(4.13), de modo que a circulagdo absoluta, Equacgéo (4.11), na forma discretizada, conside-

rando o sinal negativo de u,,, pode ser escrita para o plano transformado (GL) como
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M N A
_ _ pa
Foy=Tuy+Tu, _Z y; AS; + — Uyt (4.13)
j=1 e

A forma adimensionalizada da Equacdo (4.13), para o plano da grade radial, é

VAN M 2A .
* _ pa _ pa
e = _JZ; ryasy e (4.14)

sendo 7" =y, / (wr,) e AS; =As; /r,.
O trabalho especifico, Y, pode ser escrito em termos da circulagdo absoluta em torno

de uma p&, combinando as Equacdes (4.10) e (4.11), na seguinte forma:

Y.=—NIT. . (4.15)

W=—. (4.16)

A circulacdo adimensional no plano transformado é dada por F;;é

=Tl () En-

tdo, considerando as Equacdes (4.14) e (4.15), o coeficiente de pressao do rotor para nimero
finito de pés, segundo a Equacéo (4.16), pode ser escrito em termos de grandezas adimensio-

nais referentes aos planos fisico (GR) e transformado (GL), isto é,

N _«
l//pé :;FCpé

o Sy a4 N A @17)
GR = I el Ttre2 ’ '

Para efeito de comparacdo com a teoria unidimensional e também para o célculo do fa-
tor de deficiéncia de poténcia (slip factor), deve-se considerar a equacdo de Euler das turbo-

maquinas na seguinte forma:

Yos, = (I, Cuep - cuip). (4.18)

Y 4. € o trabalho especifico para numero infinito de pas. Nessa situagdo, o escoamento

é perfeitamente guiado através de canais de largura infinitesimal.
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Considerando os triangulos de velocidades e as Equacdes (4.29) e (4.16), pode-se es-

crever o coeficiente de pressao, v, , para numero infinito de pas como

ol o
W%)ZP w07, :%], (4.19)

onde o coeficiente de pré-circulacdo para nimero infinito de pas, £2;°, € definido por

I Cy;
QFr=—" (4.20)

e Ue

O fator de deficiéncia de poténcia, x, é definido por

Pay  pa, Vpa,

Wpa € Vs, SA0 dados pelas Equacdes (4.17) e (4.19). Py, e Py,

sdo as poténcias cor-
respondentes para nimero finito e nimero infinito de pés, respectivamente.
O coeficiente de vazdo para entrada sem choque no caso de numero finito de pas,

¢ = ¢, € diferente daquele para nimero infinito de pas, ¢ =¢,. No calculo de y, segundo a

Equacdo (4.21), o coeficiente de vazdo, ¢, na Equacdo (4.19), sera considerado igual ao seu
valor correspondente ao caso de nimero infinito de pas, ndo sé para a situacdo de vazao de
projeto (entrada sem choque) como para vazGes fora desse ponto.

Considerando os triangulos de velocidades para o raio interno e para o raio externo, ob-

tém-se para o raio interno do rotor

r

2
cotag a; +cotag 3, = (r—'j (E—'J % (4.22.a)

Se 0 escoamento absoluto no raio interno é radial ao eixo do rotor (a; =90°), obtém-se

da Equacéo (4.22.a) que

r 2
w3

be
EJ¢. (4.22.b)
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Para a saida do rotor,

cotag «, +cotag S, = % , (4.23.8)
sendo
1. b 1l (Y
cotag B, = ———P2 | e cotag B +=|1—| - | |. 4.23.b
0=y gﬂ.w{ U] (4.23.0)

Se 0 escoamento absoluto é radial ao eixo do rotor no raio interno, e considerando as
Equac0es (4.17) e (4.22.b), a Equagdo (4.23.b) torna-se

tag f =————. (4.23.c)
7 Cpalgy
4.2.2 Grandezas hidrodinamicas globais para PIF

Na formulacéo efetuada no Item 2.3, o efeito de cada pa da grade radial foi simulado
através da distribuicdo linear de densidade de vértices, y. Entdo, a circulacdo absoluta em uma

pa é determinada por
Se
r,. =j yds. (4.24)
pa Si
Sendo o trabalho especifico dado em (2.112), obtém-se
S,
Ypézzﬁ NI "y ds. (4.25)
s Si

Considerando a Equacédo (4.15), resulta

N ¢ Se
Wy =— rds, (4.26)

T v S

sendo /" =y/wr, e S=s/r,.
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De posse dos valores de 7; (j = 1, 2,..., M+1) obtidos numericamente em cada ponto ex-
tremo dos painéis, aproxima-se a integral na Equacéo (4.26) pela “regra dos trapézios”, con-

forme a Figura 3.5, ou seja,

N

M
- D+ AS;. (4.27)

j=1

l//pé =

Os valores de w,, , £ e u sdo calculados conforme as EquacGes (4.19), (4.20) e
(4.21), respectivamente.
Observa-se que (2", dado na Equagdo (4.20), pode, conceitualmente, diferir de (%, da-

do na Equacdo (3.44), j& que no caso unidimensional (N = ), ao contrario do caso bidimen-
sional, a grade ndo afeta a dire¢cdo do escoamento anterior a sua entrada. Em outras palavras,

o fato de se colocar £ = 0 no sistema de equagdes (3.71) ndo impde que c, tenha de ser
'p

nulo, nem mesmo para entrada sem choque, pois as distribui¢cdes de vortices afetam a direcéo
do escoamento ndo-perturbado. Em contra partida, tem-se «2;° =0 na Equacdo (4.19) se e

somente se ¢, =0.
p

Pelas consideragdes anteriores, 2 e (27 sdo ambos parametros independentes nas situ-
acOes respectivas de numero finito e de nimero infinito de pas. Logo, dada a geometria de
uma pa e o coeficiente de vazao, ¢, a comparacdo entre uma grade com namero finito e outra

com ndmero infinito de pas so pode ser efetuada se um critério que relacione 2 e 7 for

estabelecido. Nas situagdes analisadas neste trabalho admite-se que 2 = Q.

4.3 NUMERO DE RICHARDSON

O objetivo deste item é apresentar um método teorico para a determinacdo do numero
de pas de rotores centrifugos. O método é baseado nas caracteristicas do escoamento e leva
em consideracdo a geometria completa da pa. Inicialmente, alguns comentarios sdo feitos a
respeito da importancia do valor mais apropriado do nimero de pas nas caracteristicas de de-
sempenho de uma turbomaquina. Em seguida, com base na distribuicdo de velocidades relati-

vas na superficie da pa, define-se um parametro adimensional, denominado nimero de Ri-
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chardson, que é um parametro de carregamento. Finalmente, o valor maximo desse parametro
(independentemente do seu valor numérico) é utilizado como critério para se obter o niumero

Otimo de pas de rotores com boas caracteristicas hidro ou aerodinamicas.

4.3.1 Algumas consideracdes sobre o numero de pas

As pas constituem o principal componente hidromecanico do rotor de uma turbomaqui-
na e, em consequéncia, 0 numero de pas, N, torna-se um importante parametro para estabele-
cer o seu desempenho. Dependendo da utilizagdo da turbomaquina, o numero de pas ¢é obtido
em funcdo das suas prdprias caracteristicas e, também, das exigéncias impostas pelo sistema
no qual ela pertence. Por exemplo, em bombas centrifugas o nimero de pas deve ser o maior
possivel a fim de minimizar os efeitos da cavitacdo em vazdes altas, ou seja, a bomba deve
apresentar o menor valor possivel de NPSH,¢q (caracteristica da turbomaquina). Por outro la-
do, o nimero de pas deve ser 0 menor possivel para se conseguir 0 menor valor possivel da
vazdo antes de atingir o seu limite de bombeamento (caracteristica exigida pelo sistema). Si-
tuacdo semelhante € encontrada em outras turboméaquinas hidraulicas como, por exemplo,
turbinas Francis e turbomaquinas que operam gases (ventiladores, sopradores e turbocom-
pressores). O nimero de pas também é decisivo na fase inicial de projeto do rotor radial, visto
que ele estabelece o diametro minimo de entrada, D;, que € limitado pelo bloqueio geométrico
das pas, que é caracterizado pelo seu fator de estrangulamento, fe;.

Em termos de escoamento, um nimero pequeno de pas apresenta superficie de atrito
reduzida e uma ma conducdo do fluido no interior do rotor. Essa situa¢do faz aumentar o car-
regamento da pa (aumenta as diferencas de pressdes em ambos os lados da pa) e, em conse-
quéncia, aumenta também a velocidade média do escoamento relativo, diminuindo o rendi-
mento (eficiéncia) total da turbomaquina. Esse aumento no carregamento pode diminuir a
pressdao no lado de sucgdo da pé a niveis proibitivos, fazendo com que as turboméaquinas que
operam um liquido tenham sua capacidade de aspiracao reduzida, devido ao fenémeno da ca-
vitagdo. Ao contrario, quando o numero de péas é grande, hd uma melhor conduc¢éo do fluido
no interior do rotor, porém, a superficie de atrito € aumentada e o carregamento € diminuido,
resultando novamente numa diminuigdo do rendimento total da turboméquina. Portanto, tor-
na-se necessario uma solucdo de compromisso baseada em critérios hidro ou aerodindmicos
que levem em consideracdo as caracteristicas da turbomaquina e as caracteristicas exigidas

pelo sistema, associados ao melhor rendimento possivel.
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Via de regra, na fase inicial de um projeto novo, o nimero de pas é determinado para o
ponto de rendimento méaximo em funcdo de alguns parametros geométricos. Esses parametros,
invariavelmente, referem-se aos d&ngulos geomeétricos de entrada, /3, e de saida, /3, e seus res-
pectivos diametros, D; e De, como € observado nas férmulas classicas encontradas na literatu-
ra. Dependendo dos coeficientes empiricos adotados em algumas dessas formulas e para uma
mesma situacdo, o nimero de pas pode variar em uma ampla faixa, por exemplo, de 12 a 16
pas, dificultando a escolha do nimero mais apropriado. Pfleiderer (1960) fez a seguinte afir-
macao: “... € impossivel determinar o nimero de pas mais adequado através de métodos ted-
ricos levando em consideracéo todos os parametros (geométricos, de forma e do escoamen-
to”. Inevitavelmente, recorre-se as formulas empiricas para uma primeira estimativa, ou as
turbomaquinas ja construidas. O numero de pas apropriado para se ter o maior rendimento,

pelo menos em principio, deve ser estabelecido por meio de métodos experimentais.

4.3.2 Definicdo do numero de Richardson

Baljé (1978) sugeriu a possibilidade de o nimero de Richardson, Ri, que pode ser defi-
nido de varias maneiras, ser um parametro adequado para avaliar diversas caracteristicas do
escoamento em rotores centrifugos. Um modo de se obter certos nimeros de Richardson con-
siste em se estabelecer as equacfes do movimento relativo para um elemento de fluido em
escoamento no interior de um rotor. Para essa finalidade, considera-se o escoamento relativo
permanente, incompressivel e ndo-viscoso. Também, considera-se a forga gravitacional como
sendo a Unica forca de corpo e, ainda, o rotor estacionario, em relacdo a um referencial inerci-
al, e com velocidade angular constante na dire¢do do seu eixo x3. Com essas hipdteses, ob-
tém-se, Eckert e Schnell (1961), as seguintes equaces intrinsecas do movimento relativo, es-

critas na forma de equilibrio dindmico, para as dire¢des s, n e m (Figura 4.1):

_10P | p2rsena senﬂ—%:O, (4.28.9)
p 0S Dt
* 2
—ia—p—mzrsen/lcosﬂ+2a)wsen/1—w—:0 (4.28.b)
p on R,
e
* 2 2
_la_p_c_m+c_u cosA=0 (4.28.c)
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sendo p* a pressdo de movimento definida na Equacio (4.3).

Separando os termos relacionados a velocidade relativa, w, do termo relacionado ao rai-

0, I, obtém-se da Equacéo (4.28.b)

10p° W (2wa
p on a

—sen/‘t—Rij—a)zrsen;t cos =0, (4.29)

w n

onde a é a distancia na direcdo n (Figura 4.1) entre duas pas consecutivas.

W,
Wr X2 X2
s
Om m u2 On o
~o0sd f A S w’rsenisen g /W
| r
A i / Rn
-~ R~ 2mwseni ;B w’rsen A
m y /
7 10p" B / w*rsencos f
/ __am r / WZ
r P — N
7
@ / Rn i_a p
X p on
w 0 / &l
X3 0 0 Dw 10p X1
Dt s
@ (b)

Figura 4.1 Forcas atuando num elemento de fluido em equilibrio dindmico no interior de um
rotor de bomba centrifuga: (a) secdo meridional e (b) se¢éo transversal

Da Equacao (4.28.a), pode-se estabelecer a equacdo de Bernoulli para o escoamento re-

lativo através do rotor, ou seja,

(4.30)

onde Y, € a energia total especifica, constante em todos os pontos (escoamento absoluto irro-
tacional) do escoamento.
Derivando a Equagdo (4.30) em relacio a n, e sabendo-se que u=ar e

on=-or [ sen A cos S, obtém-se
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1P WM, 2 rsenlcos 3=0. (4.31)
p on on

Comparando as Equacdes (4.29) e (4.31), resulta

W _W_ o mseni, (4.32)
on R

n

que é uma equacdo apropriada para rotores centrifugos com Be < 90°.

Denominando Aw=w, —w, a diferenca de velocidades relativas entre o lado do intra-
dorso, w;, e do lado do extradorso, w,, da pa, obtém-se uma relagdo aproximada para a E-

quacdo (4.32) dada por

A—l’vg{—cha senﬂ—i], (4.33)
W W R

n

sendo W= (w, +w,)/ 2 a velocidade média do escoamento relativo.

A relacdo estabelecida na Equacéo (4.33) foi denominada por Baljé (1978) como sendo
o gradiente de velocidades relativas. Observa-se que os termos dessa relacdo sdo semelhantes
aqueles contidos entre parénteses na Equacgéo (4.29). Um desses termos refere-se ao nimero

de Richardson devido a rotagéo do rotor, Ri, =2w asenA/ w, e, 0 outro, a curvatura da pa
no plano transversal, Ric =a/R,. Baljé (1978) denominou Rig, =Ri, +Ri; como sendo o

numero de Richardson no plano transversal (plano pé a pa) que é, na realidade, o gradiente de
velocidades relativas, Aw/ W . Outros numeros de Richardson também podem ser estabeleci-
dos para o plano meridional (Oliveira, 2001).

Com base na Equacéo (4.33), Baljé (1981) determinou uma expressao para o gradiente
de velocidades relativas em fungéo da relagéo de raios, r/r,, para o caso particular de pas
infinitamente finas, em formato de arco de circulo e de largura constante. Seus resultados séo
apresentados para uma geometria particular de rotor centrifugo, variando somente o &ngulo de
entrada da pé, £ (dois casos analisados), e o angulo de saida da p4, /%, este abrangendo valo-
res menores, iguais e maiores que 90°.

No Capitulo 3, foram apresentados trés métodos de calculo para o escoamento potencial

e incompressivel em rotores radiais sem as simplificacGes estabelecidas por Baljé (1981). Es-
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ses métodos possibilitam uma determinagdo mais precisa das velocidades w, € ws na superfi-
cie da pé e, portanto, do gradiente de velocidades relativas, Aw/ W, Equacgéo (4.33).
Com base nas informac@es de Baljé (1978), define-se, de modo semelhante neste traba-

Iho, o nimero de Richardson local por

Ri, =—1, (4.34)

sendo j =1, 2,..., M/2 referentes ao lado do extradorso da pa e j = M/2+1, M/2+2,..., M ao lado
do intradorso da pé, no caso de PEF, e, no caso de PIF, j=1, 2,..., M.
As velocidades relativas, Wj, sdo consideradas em termos adimensionais. A diferenca de

velocidades relativas, AW, entre os lados intradorso, W, . e do extradorso da pa, W, . ea

velocidade média do escoamento relativo, VVJ- , ambas em cada ponto de controle, j, séo

AW, =W, -W,, (4.35)

W, =—d1 (4.36)

Considerando a equacéo de Bernoulli do escoamento relativo e a presséo adimensional,

P;, definida na Equacdo (4.4), pode-se estabelecer uma forma equivalente do nimero de Ri-

chardson local em termos do carregamento da pa, AP; = ij — st , OU Seja,

Ri, ==—1J. (4.37)

Ao analisar Aw/ W em funcdo de ¢=r/r,, Baljé (1981) faz apenas dois comentarios:
1) Aw/ W ¢é inversamente proporcional ao nimero de pas e 2) fixando certos parametros,
Aw/ W atinge um valor maximo sempre na saida do rotor para S, <90° e, para 3, >90°, 0

valor maximo de Aw/ W esté localizado sempre no interior do canal entre os raios de entrada
e de saida do rotor.
Baljé (1981) também utilizou o gradiente de velocidades relativas para determinar uma

expressao aproximada que fornece o niumero minimo de pas numa situacdo extremamente i-
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dealizada, isto é, pas retas com S, =90° (portanto, 3 =90° ), Woa=2€ AW/ W=2.Emseu

préprio trabalho, Baljé (1981) faz certas criticas de suas expressdes semi-empiricas. De fato, a
distribuicdo de velocidades resultante das suas aproximacdes, principalmente na regido do

bordo de fuga, ndo condiz com a realidade, mesmo em se tratando de escoamento potencial.

4.3.3 Critério do numero de Richardson maximo

Ao analisar a distribuicao de velocidades relativas, W;, em funcgao do raio adimensional,

ch =1,/ r,, para diversas geometrias de rotores centrifugos de bons rendimentos, Oliveira

(2001) constatou, na condigéo de entrada sem choque, o seguinte:

1) As velocidades nos lados do extradorso, ij , e do intradorso, WSj , da pa para um

determinado ndmero de pas, N, compunham sempre curvas suaves com comportamentos se-
melhantes aqueles da Figura 4.2. Essas curvas ndo se cruzavam no intervalo compreendido
entre 0s raios interno, rj, e externo, re, da pa a ndo ser nas regides proximas aos bordos de ata-
que e de fuga no caso de pas de espessura finita (PEF). Essa caracteristica implica em se obter

um unico valor maximo do numero de Richardson, Ri no citado intervalo de raios (Figura

max !
4.3). Esse resultado néo foi obtido por Baljé (1981) para S, <90°, devido as suas expressoes

aproximadas, mas sim para S, >90° onde, neste caso, a solu¢do do escoamento potencial

deixa de ser valida;

2) As velocidades no lado do extradorso da pa, ij , Sempre eram maiores que zero, ou

seja, ndo havia reversdo do escoamento potencial nessa superficie e, portanto, Ri ndo atingia o

valor 2, que é o maximo possivel para a situacdo onde ij =0.

Ao analisar as distribuicGes de nimeros de Richardson, Ri, em funcéo do raio adimensi-
onal, R;, para diversos valores de nimeros de pas, N, de uma mesma geometria, Oliveira

(2001) constatou, na condigéo de entrada sem choque, o seguinte:

*

1) Sempre existia um valor maximo do numero de Richardson, Ri ., , para um determi-

nado nimero de pas, N*, maior que todos os demais valores de Ri_ .. (Figura 4.3);

max

2) O numero de pas, N*, obtido pelo critério do méximo valor do nimero de Richard-

*

son, Ri., , era sempre igual ou aproximadamente igual (conforme constatado por Oliveira,

2001) ao valor de N de rotores centrifugos efetivamente ensaiados em laboratério com o pro-

posito de se obter 0 nimero de pas para 0 maximo rendimento possivel.
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>
nlr, Ie; I, 1 R

Figura 4.2 Distribuicdo de velocidades relativas adimensionais em funcgéo do raio
adimensional para um determinado nimero de pas

Analisando a Equacéo (4.34), observa-se o seguinte:

1) Para uma dada geometria, o valor de Ri_.. € o maior possivel se o carregamento da

pa, AW;, é o maior possivel e, simultaneamente, se o valor da velocidade média do escoamen-

to relativo, VVJ-, € 0 menor possivel. Para se conseguir altos valores de AW;, 0 nimero de pas

deve ser baixo, e, para se conseguir baixos valores de VVJ-, 0 nimero de pas deve ser alto. O

*

maximo valor do nimero de Richardson, Ri,,, age, portanto, como uma solugdo de com-

promisso para se obter o numero de pas para o maior rendimento do rotor: N baixo implica
numa diminuicdo da superficie de atrito viscoso e N alto conduz melhor o fluido no interior
do rotor;

2) Se N — oo implicaem Ri — 0, podendo-se afirmar que, nas condicGes estabelecidas
anteriormente, 0 < Ri< 2.

Outra caracteristica do niumero de Richardson € obtida quando, para uma mesma geo-

metria de rotor, se faz um grafico do nimero de Richardson maximo, RIi em funcdo do

max !

coeficiente de vazéo, ¢, para varios nimeros de pas 6timos, Ng = N*. Os diversos Ri.,, com-

pdem uma curva que tem um valor maximo (Ri, . ) correspondente ao nimero de pas mais

apropriado (6timo), N*, para o rotor, conforme a Figura 4.4.



101

Figura 4.3 Distribuicdo de nimeros de Richardson em fun¢éo do raio adimensional
para trés valores de nimeros de pas

RiméxA

. N*+1 N* N* —1
N* +2 N* —2

0 L

¢

Figura 4.4 Numeros de Richardson maximos em funcdo do coeficiente de vazao
para diversos valores de nimeros de pas

Pelas consideracgdes anteriores, e pelo trabalho de Oliveira (2001), aparentemente, pode-
se concluir que o critério do ndmero de Richardson maximo, Ri,., , para se obter o nimero de

pas 0timo, N¢: = N*, para rotores de bombas radiais possa ser estendido para rotores de turbi-
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nas hidraulicas radiais de baixa rotacdo especifica (turbinas Francis lentas, ou seja, turbinas

para altas quedas e baixas vazdes).



Capitulo 5

RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados numéricos obtidos por meio do método dos painéis
para 0 escoamento potencial e incompressivel em rotores radiais. Os resultados inicialmente
sdo apresentados para pas de espessura finita (PEF) e para pas infinitamente finas (PIF) de
alguns rotores radiais de bombas. Pelo fato de a espessura das pas ser relativamente pequena,
quando comparada com a maior dimenséo do rotor (diametro externo), verifica-se que a for-
mulacdo para PIF é adequada para os propositos do presente trabalho, conforme mostram os
resultados numericos do Item 5.2 (afericdo dos modelos computacionais).

Devido a dificuldade de se obter a geometria completa (incluindo o formato das péas) e
também resultados analiticos, numéricos e experimentais correspondentes de rotores radiais,
principalmente de turbinas hidraulicas, para comparacdo com os resultados numéricos deste
trabalho, este capitulo apresenta somente os resultados numéricos para o rotor da bomba de
Dietzel (1980), Figura 5.1 e Tabela 5.1, e para esse mesmo rotor com modificacdes. Outros
resultados numéricos sdo apresentados no Apéndice D para o rotor de Violato (2004).

A secdo meridional do rotor de Dietzel foi mantida, porém, a sua se¢do normal (trans-
versal) foi modificada. Essas modificagdes foram nos angulos de entrada, 5, e de saida, 3.,
das pas, bem como no nimero de pas, N. No rotor de Dietzel, as pas sdo montadas perpendi-
cularmente a capa e ao disco do rotor, e ndo apresentam tor¢do, ou seja, a largura das pas no

plano meridional é igual a respectiva largura da pa em cada secdo radial do rotor. Além do
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mais, as arestas de entrada e de saida das pas ndo séo curvadas e nem inclinadas, mas sim, sdo
retas e paralelas em relagéo ao eixo do rotor (Figura 5.1). Essas condi¢Ges favorecem a apli-
cacdo das formulagdes apresentadas no Capitulo 2, podendo aplica-las a superficie de corrente
referente a linha média do escoamento no plano meridional.

Este capitulo esta dividido em seis itens principais: 5.1) Comentarios iniciais, 5.2) Afe-
ricdo dos modelos computacionais; 5.3) Resultados numéricos para o rotor de Dietzel original
(modo bomba); 5.4) Resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado (modo bomba);
5.5) Resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado (modo turbina) e 5.6) Compa-
racdo dos resultados. Os resultados numéricos apresentados nos Itens 5.3 até 5.5 séo para M =

150 painéis.

Dy =435

-

il
\
\: ||I

(- LI

Figura 5.1 Rotor centrifugo da bomba de Dietzel (1980) com 7 pés de espessura igual a 6
mm em formato de arco de circulo (ARC) de bordos arredondados na entrada
e bordos chanfrados na saida (Figura retirada de Dietzel, 1980)

5.1 COMENTARIOS INICIAIS

Ao analisar os resultados numéricos obtidos para o rotor de Violato (2004), Tabela 5.2,

que tem uma geometria de secdo meridional semelhante aquela do rotor de Dietzel (1980) e
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ambos tém o mesmo formato de pas em arco de circulo (ARC), foi observado o seguinte: 1) o
nimero de pas 6timo, N, obtido pelo critério do nimero de Richardson maximo, Ri,..., para
0 modo bomba ndo foi 0 mesmo para 0 modo turbina; 2) o angulo de entrada das pas, S, €
relativamente grande para ser um rotor de bomba radial (centrifuga) livre de cavitacdo no
ponto de projeto; 3) o angulo de saida das pas, £.,, € relativamente pequeno para ser um rotor

radial de turbina de alta queda.

Tabela 5.1 Dimensdes do rotor original Tabela 5.2 Dimensdes do rotor de
de Dietzel (1980) Violato (2004)
Grandeza Unidade Dimensao Grandeza Unidade Dimensao

D; mm 200 D; mm 2135
b; mm 35 b; mm 70,1
By ° 13 yét ° 33,50
D, mm 435 D, mm 4195
b, mm 18 b, mm 32,1
By ° 28 L. ° 50,41
€pi mm 6 €pi mm 3
N - 7 N - 8

O rotor de Violato tem a pré-geometria (aresta de entrada das pas paralela ao eixo e com
capa do rotor inclinada) que posteriormente resultou na geometria aperfeicoada de um rotor
de ventilador radial (centrifugo). A geometria definitiva desse rotor, FINEP/EFEI (1981), foi
modificada para aresta de entrada das pas curvadas e com capa do rotor inclinada com curva-
tura na sua entrada (veja a Figura C.1 do Apéndice C). Embora o rotor de Violato seja de um
ventilador, as trés observagdes anteriores serviram de motivacao no sentido de alterar algumas
grandezas geometricas do rotor da bomba de Dietzel para que tal rotor pudesse apresentar bo-
as caracteristicas de desempenho hidrodindmico tanto no modo bomba como no modo turbi-
na. Dessa forma, trés grandezas geométricas foram modificadas: 1) o numero de pas, N; 2) o
angulo de entrada das pas, f,; 3) 0 angulo de saida das pas, £

O numero de pas, N, foi alterado com o intuito de verificar se ha um nimero de Ri-
chardson maximo, Ri,.;., menor que 2 (para ndo haver reversdo do escoamento relativo no la-
do de pressdo das pas no modo bomba), que pudesse estabelecer o nimero de pas 6timo, Ny,
tanto para 0 modo bomba como para o modo turbina, quando sdo modificados os angulos g, e

Pep- O @ngulo de entrada das pas, f,, foi alterado com o intuito principalmente de aumentar
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tal &ngulo, uma vez que as pas de rotores radiais de turbinas hidraulicas geralmente apresen-
tam angulos de entrada das pas maiores que os de bomba, sem prejudicar as suas caracteristi-
cas de cavitagdo. O angulo de saida das pas, /3., foi alterado com o intuito principalmente de
aumentar tal angulo, uma vez que as pas de rotores radiais de turbinas hidraulicas de alta que-

da apresentam angulos de saida das pas maiores que 0s de bomba.

5.2 AFERICAO DOS MODELOS COMPUTACIONAIS

A qualidade da solucdo numérica das equacdes integrais para PEF, Equacdo (4.54), e
para PIF, Equagdo (4.71), pode ser avaliada atraves da comparagdo dos seus resultados com
resultados analiticos. Em principio, ndo existe solucdo analitica que possa abranger, simulta-
neamente, os efeitos de rotacdo, de variacdo de largura e de variacdo de espessura das pas,
que sdo tipicos de rotores radiais e diagonais de turbomaquinas, mesmo para escoamento po-
tencial e incompressivel.

No caso de PEF, a equacdo integral (3.85) € uma equacdo geral para analise do escoa-
mento em perfis isolados ou em grades fixas ou moveis (rotativas) dos tipos axiais, diagonais
ou radiais, com ou sem variacdo de largura das pas. Em situacbes particulares da Equacéo
(3.85), tais como para perfis isolados e para grades lineares, existem algumas solucdes anali-
ticas disponiveis na literatura. Para grades puramente radiais e grades diagonais (com largura
das pés constante), fixas ou mdveis, também existem algumas solugdes analiticas. Destaca-se,
nesses dois casos, o trabalho de Fisher e Lewis (1971) que utilizaram o método de transfor-
macdo conforme na anélise do escoamento de grades compostas de perfis Joukowski de di-
versas geometrias, abrangendo efeitos de espessura e/ou de arqueamento.

Utilizando as soluges numéricas apresentadas no Item 3.5, foram analisados alguns
casos referentes a grades radiais representativas de rotores centrifugos (rotores de bombas),
com o intuito de aferir o modelo computacional proposto. Foram analisadas as influéncias do
namero de painéis, M, do fator de discretizagéo, ¢, do contorno das pas, da corre¢éo ou nao
dos elementos da diagonal da matriz de influéncia e das condi¢Ges de entrada (condi¢do sem
choque, ou seja, condicdo de incidéncia 6tima) e de saida (condicdo de Kutta) do rotor.

Da comparacdo realizada neste trabalho entre os resultados numéricos e analiticos,

constatou-se que, de modo geral, 300 painéis e ¢g,, = 1,02, juntamente com a corre¢do de cur-
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vatura (Equacéo (3.27.b) do Item 3.5.1), sdo suficientes para se obter uma precisdo aceitavel
para 0s propdsitos estabelecidos neste trabalho.

No caso de PIF, uma solucdo analitica foi apresentada por Murata et al. (1978) para
grade radial movel, com pas em formato de espiral logaritmica e de largura variavel. Apesar
de ser considerada exata, essa solucéo é restrita apenas ao caso de uma determinada variagédo
de largura das pas que segue uma expressdo logaritmica (veja a Figura C.1 do Apéndice C).
Essa solucéo, apesar de ndo considerar a espessura das pas, serviu ndo sé para a afericdo do
modelo computacional referente ao caso de PIF, como também para verificar a influéncia da
largura das pas. Serviu também para analisar as diversas grandezas do escoamento, obtidas
através do modelo computacional referente ao caso de PEF, quando, nesse caso, a espessura
das pas se aproxima do valor zero.

As Figuras 5.2 até 5.8 apresentam os resultados para o rotor original de Dietzel (1980),
conforme a Figura 5.1 e Tabela 5.1 e também para o mesmo rotor com pas modificadas, man-
tendo-se a mesma geometria da se¢do meridional e 0s mesmos angulos de entrada e saida das
pas. Os resultados apresentados sdo para a distribuicdo de velocidades relativas nos lados de
pressdo e de succdo das pas no modo bomba, tanto para PEF como PIF. No caso de PEF, fo-
ram realizadas modificacdes nas regides proximas aos bordos de ataque e de fuga, e na distri-
buicdo de espessura das pas, porém, mantendo-se a geometria original da linha média das pas
do rotor de Dietzel que € em formato de arco de circulo (ARC).

As seguintes influéncias foram analisadas:

1) Variagdo do nimero de painéis, M, mantendo-se o fator de discretiza¢ao g,, = 1,02,
conforme a Figura 5.2, para o rotor com pas em formato de duplo arco de circulo (DAC), sem
arredondamento nos bordos, que estd representada na forma esquematica na Figura C.5 do
Apéndice C;

2) Variacéo do numero de painéis, M, mantendo-se o fator de discretizagdo ¢, = 1,02,
Figura 5.3, para o rotor com pas em formato de arco de circulo (ARC) com arredondamento
nos bordos (ARCa), que esta representada na forma esquematica na Figura C.4 (Apéndice C);

3) Variacdo da espessura das pas em formato de arco de circulo (ARC): PIF e PEF com
arredondamento nos bordos (ARCa) e com arredondamento no bordo interno e chanfrada no
bordo externo (ARCc), Figura 5.4, que esta representada na forma esquematica na Figura C.3
(Apéndice C);

4) Variacdo do numero de painéis, M, mantendo-se o fator de discretizagdo ¢, = 1,05,

para o rotor com PIF em formato de arco de circulo (ARC), Figura 5.5.



0.9 | | | | | |
08 I PEF: pa duplo arco de circulo (DAC)
' (sem arredondamento nos bordos)
€ nax =6 mm
0,7 |- —— M=100 0 -
160
200
06 - 300 |
400
05| D; =200 mm 500 |
D, =435 mm 600
e 700
04 I b;=35mm 800 —]
b,=18 mm
03| p=13° 1
B,=28°
02 —
01 ]
0.0 | | | | | | | |
03 04 05 06 07 08 09 10 11 R

C

1,2

108

Figura 5.2 Influéncia do nimero de painéis na distribuicéo de velocidades relativas na su-

W

perficie das pas DAC do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Figura 5.3 Influéncia do nimero de painéis na distribuicdo de velocidades relativas na su-

perficie das pas ARC, com bordos arredondados, do

rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Figura 5.4 Influéncias do nimero de painéis, da espessura das pas e da geometria do bordo

de fuga (arredondado e chanfrado) na distribuicéo de velocidades

relativas do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Figura 5.5 Influéncia do nimero de painéis na distribuicdo de velocidades na superficie
das PIF (ARC) do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Comparando os resultados para PEF e para PIF apresentados na Figura 5.4 (também na
Figura 5.11) para a distribuigéo de pressdes, observa-se que a ndo consideracdo da espessura
das pés afeta mais a distribuicdo de velocidades no lado de suc¢do do que no lado de pressédo
das pas.

As seguintes influéncias no valor do numero de Richardson maximo, Ri,.a, em funcéo
do namero de painéis foram analisadas para o rotor da bomba de Dietzel (1980) com algumas
modificacOes na distribuicdo de espessuras das pas, porém mantendo-se a geometria original
da linha média das pas que é em formato de arco de circulo (ARC):

1) Variagao do fator de discretizagao, g,,, Figura 5.6, para o rotor com pas em formato
de duplo arco de circulo (DAC) sem arredondamento nos bordos;

2) Variacéo do numero de painéis, M, mantendo-se o fator de discretizagdo ¢, = 1,02,
Figura 5.7, com pas em formato de arco de circulo (ARC) com arredondamento nos bordos
(ARCa);

3) Variacdo da espessura das pas em formato de arco de circulo (ARC): PEF com arre-
dondamento nos bordos (ARCa) e com arredondamento no bordo de ataque e chanfrada no
bordo de fuga (ARCc) e PIF, Figura 5.4.

2,0 T T T T T T
Ri . PEF: pa duplo arco de circulo (DAC)
(sem aredondamento nos bordos)
1,8 — € nax =6 mm —
16 | ]
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—0— 4o 1,02
101 D,=435mm
g =™ b; =35 mm
12 b —A— g = 1,005 b, =18 mm -
—v— 5y =1,002 =13
—0— ¢4, =1,0001 B, = 28°
1.0 | | | | | | | |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
M

Figura 5.6 Influéncias do nimero de painéis e do fator de discretizagdo no nimero de Ri-
chardson maximo para as pas DAC do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Figura 5.7 Influéncias do nimero de painéis e do fator de discretizagcdo no nimero de Ri-
chardson maximo para as pas ARC, com bordos arredondados,
do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Figura 5.8 Influéncias do nimero de painéis e do fator de discretizagdo no nimero de Ri-
chardson méaximo para as PIF (ARC) do rotor da bomba de Dietzel (1980)
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Ao se utilizar a solucdo numérica para PEF, existe um limite para se fazer a espessura
das pés tender a zero. Esse limite depende da geometria das pés, do fator de discretizagdo e do
numero de painéis utilizado. A dependéncia do numero de paineis, M, influencia os elementos
da matriz de influéncia do sistema de equagdes algébricas lineares, quando M aumenta muito,
deixando tal matriz mal-condicionada.

As Figuras 5.9 e 5.10 apresentam, respectivamente, as distribui¢des de velocidades rela-
tivas e de pressdes deste trabalho e de Murata ef al. (1978) com capa do rotor em formato lo-
garitmico (Figura C.1 do Apéndice C) para varia¢@es de relacdo de larguras das pas.

A Figura 5.11 apresenta a distribuicdo de velocidades relativas na superficie das pas em
formato logaritmico de espessura variavel no plano fisico (GR), mas de espessura constante
no plano transformado (GL), Figuras C.7 e C.8 (Apéndice C), com bordos arredondados
(LOGar) do rotor centrifugo de Sebestyén et al. (1983).

Por fim, a Figura 5.12 apresenta a distribuicdo de pressdes (numérica e experimental) na
superficie das pas logaritmicas de espessura constante, Figuras C.6 e C.8 (Apéndice C). Ob-
serva-se que 0s resultados numéricos para PIF sdo muito bons fora da regido dos bordos da

pé, quando comparados com os resultados experimentais, validando a formulagéo para PIF.

1,7 [ [ [
w P4 logaritmica LOG
15 — Presente trabalho —
"""" Murata et al. (1978)
B=40% r/r;=06; N, =4
13 _
11 _
09 - _
0,7 - —
05 | | | | |
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1

Figura 5.9 Distribuicdo de velocidades relativas na superficie das pas logaritmicas do rotor
centrifugo de Murata et al. (1978)
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1,0 I I I

0,8 - P4 logaritmica (LOG) —
M=40 Presente trabalho
0,6 - ¢.=105 | | —

s Murata et al. (1978)

04 |- f=40%r1r,=06;N=4 | —

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1

Figura 5.10 Distribuicdo de pressdes na superficie das pas logaritmicas do
rotor centrifugo de Murata et al. (1978)

14 | | | |
W P4 logaritmica (LOGV)
1.2 |- B=42° rilr,=0,4482; e,;/r,=0,0429;N=9 | —
Presente trabalho (W) 241 = -Wy;/2)
1okl — Presente trabalho: ¢ = 0,177 (dado)

A T Sebestyén et al. (1983) n
0,8 - _
0,6 |

PEF: M = 300; g,, = 1,02
PIF: M=40; ¢, =1,05
04| s ~
0,2 |- —
0,0
04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 11

Figura 5.11 Distribuicdo de velocidades na superficie das PEF, de espessura variavel, com
bordos arredondados (LOGar) do rotor centrifugo de Sebestyén er al. (1983)
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Resultados experimentais de Giese e
Helmann, citados por Salomon (1972):
0,8 ({ * Ladode pressdo
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0,6 [~ | PEF: M=300; g,, = 1,02
PIF: M =40; g, =105
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b./b,=1,0
e../r. = 0,032
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0,0 M- Npé =6 -
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02 03 04 05 06 07 08 09 l,ORl,l
C

Figura 5.12 Distribuicdo de pressdes na superficie das PEF, de espessura constante, com
bordos arredondados (LOGar) e sobre as PIF (LOG) do rotor centrifugo de
Helmann e Giese, citados por Salomon (1972)

5.3 RESULTADOS NUMERICOS PARA O ROTOR DE
DIETZEL ORIGINAL (MODO BOMBA)

As Figuras 5.13 até 5.18 apresentam diversas grandezas locais e globais do escoamento
potencial e incompressivel para o rotor de Dietzel original (Figura 5.1 e Tabela 5.1), com ex-
cecdo de algumas figuras onde o nimero de pas N = 7 (rotor original) foi modificado.

A Figura 5.13 apresenta a distribuicdo de velocidades relativas na superficie das pas que
juntamente com a velocidade média do escoamento relativo compdem as grandezas para 0
calculo do numero de Richardson local, Ri, nesse caso para N = 7.

A Figura 5.14 apresenta a distribuicdo de pressdes na superficie das pas. Essa grandeza
é importante para verificar se a menor pressao na superficie do lado do intradorso (lado de
succ¢do) das pas é suficientemente baixa para atingir a pressdo de vapor do liquido bombeado
pelo rotor. Observa-se que Ps = —0,111 para N = 7, isto €, um valor que nao é tdo baixo para

que o rotor possa cavitar no ponto de projeto.
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Figura 5.13 Distribuicao de velocidades relativas na superficie das pas do

rotor de Dietzel original
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Figura 5.14 Distribuicdo de pressdes na superficie das pas do

rotor de Dietzel original
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A Figura 5.15 apresenta a distribuicdo de nimeros de Richardson e indicagcdo de nume-
ros de Richardson maximos para diversos nimeros de pas. Os resultados numéricos apresen-
taram Ri,,;. = 1,708685 para N = 6, Ri,g = 1,715438 para N = 7 € Riyg, = 1,682483 para N =
8. Portanto, o maior Ri,, corresponde a N = 7, que comprova a eficacia do critério do maior
Ri,.. para estabelecer o nimero de pas 6timo também para o rotor (original) da bomba de Di-
etzel.

A Figura 5.16 apresenta o coeficiente de pressdo em funcdo do coeficiente de vazéo e
indicacdo da condicdo de entrada sem choque para diversos nimeros de pas. Observa-se que,
para N = 500, praticamente o coeficiente de pressdo atinge o valor 2 para o coeficiente de va-
zao nulo, que € o valor para a condicdo ideal de nimero infinito de pas de espessura desprezi-
vel correspondente a equacdo de Euler das turboméaquinas. A figura também mostra que, ao
aumentar o numero de pés, o coeficiente de vazao diminui, mesmo se as pas sdo consideradas
de espessura desprezivel, mostrando que o nimero de pas € a sua espessura.

A Figura 5.17 apresenta a distribui¢do do angulo das pas, £, e do angulo do escoamen-
to relativo, .., para N = 7, onde se pode notar a diminuicdo de f,,. ha saida do rotor, caracte-

rizada pelo desvio do escoamento relativo que é responsavel pelo fator de deficiéncia de po-

téncia.
2,4 T T T T T
Ri
22 F PIF: Rotor de Dietzel original —
20 F ]
—-A— Naumenta de 2 até 6

18 |- —e— N=N,=7 -

16 <y Ndiminuide 8até 12 | _|

14 D;=200mm | ]

12 | D,=435mm | |
b;=35mm

10 bo=18mm | 7

08 |- fi=13 -
B, =28

0,6 |- ¢ -

04 —

0,2 | ! —

0.0 | | | | | | |

04 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 Rc 1,2

Figura 5.15 Distribuicdo de nimeros de Richardson e indicacdo de nimeros de Richardson
maximos para diversos numeros de pas do rotor de Dietzel original
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Figura 5.16 Coeficiente de pressdo em funcao do coeficiente de vazéo e indicacdo da condi-
cao de entrada sem choque para diversos nimeros
de pas do rotor de Dietzel original
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Figura 5.17 Distribuicdo do angulo das pas e do angulo do escoamento relativo do
rotor de Dietzel original
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A Figura 5.18 apresenta o coeficiente de pressdo, w, em funcdo do fator de deficiéncia
de poténcia, x4, para diversos numeros de pas. Observa-se que, a0 aumentar o0 nimero de pas,
N, tanto w como x aumentam, como é de se esperar. No limite, quando N—oo, resulta v —2 e

11,

16 [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [

14 - -

12 |-
11
10 |
09 |-
0.8 |-
0,7 |-
0.6 |-
05 |-

D; =200 mm
D,=435mm
b;=35mm
0.4 1 b, =18 mm
0,3 — ﬂi =13°

0.2 1= B, =28°

0.0 | | | | | | | | | | | | |
01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
N

Figura 5.18 Coeficiente de pressao e fator de deficiéncia de poténcia em fungdo do nimero
de pas do rotor de Dietzel original

5.4 RESULTADOS NUMERICOS PARA O ROTOR DE
DIETZEL MODIFICADO (MODO BOMBA)

Este item apresenta os resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado (modo
bomba). Trés modificacdes foram realizadas em relacdo ao rotor original: 1) modificacdo do
angulo de entrada da pa, £,; 2) modificagdo do angulo de saida da pa, £.,; 3) modificagdo do
numero de pés, N. Para cada uma dessas trés grandezas, as outras duas sao modificadas em
certas faixas de valores, dependendo do valor do Ri,. que ndo deve ser maior que 2 para ndo
haver reversao do escoamento relativo no lado de pressao da pa. As faixas para se obter Ri, .

< 2 que foram analisadas sdo: 11°< 3, < 27°, 18°< 3,,< 88° e 2< N< 12.
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Na sequéncia, serdo apresentados alguns resultados mais relevantes para os propdésitos
deste item. Outros resultados complementares estdo no Apéndice D.

A Figura 5.19 apresenta um esquema da secdo normal (transversal) do rotor de Dietzel
modificado, com pas em formato de arco de circulo (ARC), para o angulo de entrada das pas
By = 13° (original) e diversos angulos de saida das pas, /.,. Observa-se a alteracdo na geome-
tria das pas quando $,, ¢ diferente de /3, = 28° (original). Angulos 4., menores que 28° resul-
tam em péas de comprimentos maiores, ao passo que angulos /3., maiores que 28° resultam em
pas de comprimentos menores. Angulos 4., pequenos so tipicos de bombas radiais, enquanto
que angulos 4., altos sdo tipicos de turbinas de altas quedas. Essa situacdo sugere que pode
haver determinados angulos g, e S., apropriados para rotores radiais de bons desempenhos
tanto para 0 modo bomba como para 0 modo turbina, para uma determinada se¢cdo meridional

fixada.

2,0 T T T T T T T 1
R

18 PIF: Rotor de Dietzel para g =13° —
16 =1 p;=200mm ||-= ge=1g° —a— B=58°| ]
14 D,=435mm - o= 28° —e— ,Be:68°

: b;=35mm - fe=138° —o— p=78
12 - b, =18 mm A fe=48° —a— =88] _
1,0

0.8
0,6
0,4

0,2

0,0
-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 0,6 O,8R1,O

Figura 5.19 Esquema de segdo transversal dos rotores de Dietzel original e modificado para
pas com 3, = 13° (original) e diversos angulos 3.,

A Figura 5.20 apresenta os resultados do nimero de Richardson maximo, Ri,., em fun-

¢do do nimero de pés, N, para 3, = 13° (original). Observa-se que, para esse angulo, foi pos-
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sivel obter R, < 2, apenas para £, = 18° e 28° com 2 < N < 12, implicando que hd um Ri, .

(maior Rinay) que vai estabelecer o numero de pas 6timo, N*, para cada £,,. No caso de ., =

18°, resultou N* =6, e no caso de A, = 28°, resultou N* =7 (que é o nimero de pas do rotor de

K3

Dietzel original). Observa-se ainda que, para f3,, = 38° (também para f3,, > 38°), ndo ha Ri

max !
pois, para N = 6, 0 Ri,;. ja € maior que 2, indicando que ha reversdo do escoamento relativo

no lado de presséo das pas no ponto de projeto.

2,4 = | PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo bomba) |

Limite para o nimero de Richardson maximo, Ri, ,

0,8 |- D; =200 mm —

06 —a— B =18° D, =435mm |
' —e— ﬁe:280 b;=35mm

0.4 —a— =38° b, =18 mm 1

02 |- B;=13 —

0.0 A A A N N A N N N M N

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
N

Figura 5.20 Numero de Richardson maximo em funcéo do nimero de pas dos rotores de Di-
etzel original e modificado para pas com 3, = 13° (original)

A Figura 5.21 apresenta um esquema da se¢do normal do rotor de Dietzel modificado,
para o angulo de entrada das pés £, = 23° e diversos angulos de saida das pas, £3,,. Observa-se
a alteracdo na geometria das pas quando S, é diferente de /3, = 13° (original), ou seja, as pas
tém comprimentos menores que aqueles representados na Figura 5.19.

A Figura 5.22 apresenta os resultados do nimero de Richardson maximo, Ri,;., em fun-
¢do do nimero de pés, N, para S, = 23°. Observa-se que, para esse angulo, quando 3., = 78°,

ja ha reversédo do escoamento relativo no lado de pressao da pa para N = 8.
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Figura 5.21 Esquema de se¢do transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
com f3, = 23° e diversos angulos £,
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Figura 5.22 Numero de Richardson maximo em funcdo do nimero de pas do rotor de Dietzel
modificado para pas com £, = 23°
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A Figura 5.23 apresenta um esquema da secdo normal do rotor de Dietzel modificado,
para o angulo de entrada das pas S, = 27° e diversos angulos de saida das pas, /3,,. Observa-se
novamente a alteracdo na geometria das pas quando g, é diferente de /3, = 13° (original) e de
By» = 23° ou seja, as pas tém comprimentos ainda menores que aqueles representados na Figu-
ra5.21.

2,0 [ B
R

18 PIF: Rotor de Dietzel para g =27° |
16 - D;=200mm | |-@ fe=18° —a— B,=58"| 7]
14 D,=435mm ||-e— go =28 —eo— p=68°

' b;=35mm - fe = 38° —o— B =18
12 || be=18mm A fe = 48° —a— =88 |
1,0

0,8
0,6
04

0,2

0,0
-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 0,8R1,0

Figura 5.23 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
com S, = 27° e diversos angulos £,

A Figura 5.24 apresenta os resultados do nimero de Richardson maximo, Ri., em fun-
¢do do nimero de pés, N, para S, = 27°. Observa-se que, para esse angulo, foram obtidos Ri-
max < 2 para todos os valores de 18°< A,,< 88° e todos 0s 2< N< 12 analisados neste trabalho.
Conclui-se que, quando se aumenta o 3, aumenta-se também £, para o rotor radial no modo
bomba. Evidentemente, os valores desses angulos tém certos limites, por exemplo, o angulo
de entrada das pas, £;,, no caso de bomba, ndo deve ser excessivo para se evitar a cavitagdo no
ponto de projeto. A susceptibilidade de um rotor radial de bomba cavitar esté relacionada a
varios fatores, além das propriedades do liquido a ser bombeado numa certa temperatura, en-
tre eles a geometria do rotor (incluindo formato e angulos das pas, S, € f.,) € 0 numero de

pas, como pode ser observado nas Figuras 5.25 e 5.26.
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Figura 5.24 Numero de Richardson maximo em fungdo do nimero de pas do rotor de Dietzel

P
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Figura 5.25 Distribuicdo de pressdes na superficie das pas do rotor de Dietzel modificado

para 3, =21°e f3,, = 48°
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Figura 5.26 Distribuicdo de pressdes na superficie das pas do rotor de Dietzel modificado
para S, =23%e f3,, = 58°

As Figuras 5.25 e 5.26 mostram que, aumentando os angulos g, e £, as pressdes no
lado de succdo das pas é cada vez mais negativa, podendo tornar o rotor mais susceptivel a
cavitagdo. Esse fato é mais crucial quando se aumenta o angulo de entrada das pas, £,. Ob-
serva-se ainda que o nivel de menor pressdo do lado de sucgdo é cada vez menor & medida

que o carregamento hidrodinamico nas pas € maior, isto €, quando 0 numero de pas € menor.

5.5 RESULTADOS NUMERICOS PARA O ROTOR DE
DIETZEL MODIFICADO (MODO TURBINA)

Este item apresenta os resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado (modo
turbina). As modificacdes realizadas foram as mesmas descritas no inicio do Item 5.4. Portan-
to, os resultados apresentados referem-se aos rotores de Dietzel modificados operando no
modo turbina. Na sequéncia, novamente, serdo apresentados alguns resultados mais relevantes

para 0s propdsitos deste item. Outros resultados complementares estdo no Apéndice D.
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A Figura 5.27 apresenta os resultados do numero de Richardson maximo, Ri,., em fun-
¢do do nimero de pés, N, para f3, = 13° (original) no modo turbina. Os resultados sdo apre-
sentados somente para os angulos de entrada do rotor com 3., = 18° e 28°, pelo fato de 0 Riyx
(para 0 modo bomba) ser maior que 2 para os outros valores de £.,, como pdde ser visto na
Figura 5.20. Observa-se que, tanto para o0 modo bomba (rotor original) como para 0 modo
turbina, o nimero 6timo de pés foi N* = 7, para esse rotor especificamente projetado para ope-

rar apenas como bomba.

R T T T T T T T T T T T T
max
2,4 - | PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina) |
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Figura 5.27 Numero de Richardson maximo em funcéo do nimero de pas dos rotores de Di-
etzel original e modificado para pas com £, = 13° (original) no modo turbina

A Figuras 5.28 e 5.29 apresentam os resultados do nimero de Richardson méximo,
Ryix, €M fungdo do nimero de pas, N, para 3, = 23° e S, = 27° no modo turbina. Observa-se
que, para 3, = 23°, ha reversdo do escoamento relativo no lado de pressdo da pa para N = 8
quando £, = 78°, como pdde ser visto na Figura 5.22 para o0 modo bomba. Também, pode ser
observado na Figura 5.28 que o nimero de pas 6timo para /3, = 48° é N =9 (modo turbina) e
N =8 (modo bomba), conforme a Figura 5.22. Nota-se ainda que os valores de Ri,. para 0s
dois modos sdo bem menores que 2. Para S, = 27° (Figura 5.29) foi possivel obter todos os

Rinax pelo fato de ndo haver reversdo do escoamento relativo no modo bomba.
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5.6 COMPARACAO DOS RESULTADOS

Alguns comentarios mais relevantes foram feitos nos Itens 5.3, 5.4 e 5.5, para o rotor de
Dietzel original (bomba), rotor modificado (modo bomba) e rotor modificado (modo turbina),
respectivamente. Os resultados numéricos apresentados nos Itens 5.4 e 5.5 visaram princi-

palmente a obtencéo de rotores que pudessem operar eficientemente nos modos bomba e tur-

*

bina. O critério do maior numero de Richardson maximo, Ri para estabelecer o niumero

max !
Otimo de pas, N*, independentemente do seu valor numérico, mostrou ser eficiente tanto para
bombas como para turbinas operando isoladamente. O desafio, entdo, foi utilizar tal critério
para “otimizar” rotores radiais de turbomaquinas reversiveis (bombas-turbinas) e ndo somente
aplicar esse critério para um rotor radial apenas de bomba ou um rotor radial apenas de turbi-
na. Por isso, foram feitas as modificagdes nos angulos de entrada e saida das pas, 5, € S, €
no numero de pas, N. Vale ressaltar que outras modificagdes na geometria do rotor original
poderiam ser feitas, por exemplo, nas larguras de entrada e saida das pas.

Com o intuito de encontrar um rotor (ou rotores) que pudesse apresentar boas caracte-
risticas nos modos bomba e turbina, diversos casos foram analisados. Para efeito de compara-
cdo algumas grandezas relevantes estéo apresentadas na Tabela 5.3 para 0 modo bomba e na
Tabela 5.4 para 0 modo turbina. Como comentado acima, o critério do maior numero de Ri-

K3

chardson méaximo, Ri . , € independentemente do seu valor numérico, porém, os valores de

max !
Ri,.;. devem ser menores que 2 para ndo haver reversdo do escoamento relativo. Dessa forma,
o0 valor numérico de Ri,, auxilia a escolha do rotor otimizado para operar eficientemente co-
mo bomba e como turbina. Por exemplo, mesmo que o nimero de pas 6timo seja 0 mesmo
para 0s modos bomba e turbina, o valor de Ri,;. pode ser muito alto (proximo de 2) para o
modo bomba, invalidando a escolha de tal rotor.

Da andlise das Tabelas 5.3 e 5.4, um rotor radial com valores préximos de 3, = 23° e
B, = 48° poderia ser um rotor com boas caracteristicas hidrodindmicas nos modos bomba e
turbina, pelos seguintes motivos: 1) o valor do Ri,.;. para 0 modo bomba é bem menor que 2;
2) um angulo préximo de S, = 23° ndo é um angulo tdo grande para apresentar cavitagéo, nos
modos bomba e turbina, no ponto de projeto; 3) um angulo préximo de 3, = 48° é maior que
aquele do rotor original projetado para operar apenas como bomba, e € um valor tipico de ro-
tores radiais de turbinas; 4) o nimero de pas 6timo é praticamente 0 mesmo para ambos 0s

modos de operagdo (8 contra 9).



Tabela 5.3 Resultados numéricos para os rotores de Dietzel original e modificado

(modo bomba)

Pp | P | N &5 % R

11 18 6 0,161007 0,881364 1,468077
11 28 7 0,162685 1,093995 1,916427
13 18 6 0,177629 0,813436 1,311633
13 28 7 0,179586 1,044052 1,715438
15 18 6 0,194597 0,745490 1,177121
15 28 7 0,196903 0,993527 1,548386
15 38 8 0,202546 1,153826 1,925174
17 18 6 0,211906 0,677749 1,059529
17 28 6 0,231932 0,852914 1,407115
17 38 7 0,237533 1,041982 1,75677
19 18 6 0,229557 0,610396 0,955482
19 28 6 0,250279 0,802626 1,282236
19 38 7 0,256473 1,002413 1,616016
19 48 9 0,287186 1,076974 1,895893
21 18 7 0,234502 0,616923 0,863187
21 28 6 0,268991 0,752430 1,170548
21 38 7 0,275884 0,962489 1,490957
21 48 8 0,284035 1,121996 1,760095
21 58 10 0,275196 1,303321 1,973672
23 18 7 0,252980 0,546591 0,784412
23 28 7 0,270501 0,787427 1,070368
23 38 7 0,295789 0,922248 1,377795
23 48 8 0,304497 1,090457 1,639041
23 58 9 0,313418 1,229547 1,847815
23 68 11 0,304377 1,393635 1,999174
25 18 7 0,271913 0,476456 0,712757
25 28 7 0,290064 0,735204 0,979868
25 38 7 0,316217 0,881685 1,274684
25 48 8 0,325581 1,058440 1,528515
25 58 9 0,334999 1,205167 1,733423
25 68 10 0,343891 1,334749 1,88991
25 78 10 0,373944 1,414487 1,999149
27 18 7 0,291325 0,406570 0,647521
27 28 7 0,310142 0,682760 0,896889
27 38 7 0,337203 0,840809 1,179732
27 48 8 0,347333 1,025936 1,426518
27 58 9 0,357340 1,180295 1,627867
27 68 9 0,390389 1,265903 1,783907
27 78 10 0,397846 1,402906 1,900674
27 88 11 0,403729 1,534375 1,97835
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Tabela 5.4 Resultados numéricos para os rotores de Dietzel original e modificado

(modo turbina)

ﬁip :BL’P N ¢r Yr Ronix

11 18 6 0,172600 0,865991 1,348605
11 28 8 0,174360 1,172402 1,585038
13 18 6 0,186329 0,804125 1,236271
13 28 7 0,208870 1,046011 1,430892
15 18 6 0,200318 0,739235 1,134542
15 28 7 0,227100 0,988981 1,304102
15 38 8 0,242160 1,172683 1,568785
17 18 6 0,213860 0,675054 1,046717
17 28 7 0,245276 0,931431 1,194889
17 38 8 0,262610 1,127219 1,438499
19 18 6 0,226959 0,614007 0,970588
19 28 7 0,263501 0,875119 1,098581
19 38 8 0,283299 1,081495 1,326278
19 48 9 0,297892 1,242127 1,551389
21 18 6 0,239581 0,557282 0,904502
21 28 7 0,281691 0,819622 1,012737
21 38 8 0,304488 1,035230 1,22513
21 48 10 0,299867 1,252697 1,440708
21 58 11 0,313014 1,385874 1,633903
23 28 7 0,299754 0,764905 0,935634
23 38 8 0,325700 0,988700 1,135108
23 48 9 0,343558 1,168988 1,340495
23 58 11 0,336468 1,358928 1,523005
23 68 12 0,349153 1,485057 1,670382
25 28 7 0,317670 0,711105 0,865978
25 38 8 0,347047 0,942230 1,054147
25 48 9 0,367140 1,131641 1,250843
25 58 10 0,383282 1,292005 1,425282
25 68 12 0,374209 1,465754 1,568327
25 78 12 0,409431 1,570272 1,675214
27 28 7 0,335436 0,658458 0,80279
27 38 8 0,368771 0,895488 0,978861
27 48 9 0,391299 1,093521 1,167616
27 58 10 0,409047 1,262749 1,33733
27 68 11 0,424039 1,414532 1,477582
27 78 12 0,437453 1,557893 1,584703
27 88 12 0,478987 1,681879 1,656746
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Capitulo 6

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste capitulo, sdo apresentadas as principais conclusdes extraidas deste trabalho. Al-
gumas sugestdes para trabalhos futuros sdo descritas para o calculo do escoamento em rotores
radiais operando tanto no modo bomba como no modo turbina (bombas-tubinas) e também

para o célculo do escoamento em rotores de bombas funcionando como turbinas.

6.1 CONCLUSOES

No Capitulo 1, foram apresentadas duas informacdes importantes extraidas da literatura
que serviram de motivacdo para a realizacdo deste trabalho: 1) o célculo do escoamento po-
tencial é efetivamente valido no sentido de representar certas caracteristicas do escoamento
real em rotores radiais de turboméaquinas geradoras para certas condi¢des. Essas condi¢cdes sao
validas para rotores radiais com angulos de saida das pas menores que 90°, tipicos de bombas
hidraulicas, e para o ponto de projeto (ponto de operacdo correspondente a incidéncia 6tima
ou ponto de vazdo sem choque); 2) O critério de carregamento hidrodindmico, denominado
numero de Richardson, obtido pelo calculo do escoamento potencial, é efetivamente valido
para se determinar o nimero de pas 6timo de rotores radiais de turbomaquinas geradoras de
bons desempenhos. Essas duas informacGes serviram de estimulo no sentido de estendé-las
para o caso de rotores radiais de turbomaquinas motoras (turbinas hidraulicas).
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No Capitulo 2, foram apresentadas trés formulagbes para o calculo do escoamento po-
tencial em rotores radiais de turbomaquinas hidraulicas, sendo uma formulacdo para pas de
espessura finita (PEF) e duas para pas infinitamente finas (PIF). Uma das formulacGes para
PIF (formulacdo cléassica por meio de singularidades) considera cada pa do rotor como um
corpo, implicando que o tempo computacional depende do numero de pas. A outra formula-
cao para PIF, devido a periodicidade do escoamento no rotor, considera apenas uma pa (pa de
referéncia) com influéncia das demais, por meio da funcdo-nucleo da equacéo integral de Fre-
dholm de primeira espécie. Essa formulacdo estd devidamente detalhada no Apéndice B, e é
importante para determinar certas caracteristicas de interesse do escoamento potencial quando
comparadas com a formulacédo classica para PIF, conforme serd comentado no ltem 6.2. A
formulagdo para PEF, também devido a periodicidade do escoamento no rotor, considera ape-
nas uma pa (pa de referéncia) com influéncia das demais, por meio de outra funcdo-nucleo
referente a equacdo integral de Fredholm de segunda espécie. Essa formulacdo também esta
devidamente detalhada no Apéndice A. Para essas duas Ultimas formulacGes, o tempo compu-
tacional independe do numero de pas.

No Capitulo 3, foram apresentadas as solu¢des numéricas, por meio do método dos pai-
néis, correspondentes as equacdes integrais resultantes das formulacdes apresentadas no Capi-
tulo 2. Inicialmente, foram descritas as técnicas de discretizagdo do contorno das PEF e da
linha representativa das PIF. A geragdo da geometria das PEF e das PIF utilizadas neste traba-
Iho esta apresentada no Apéndice C. Nessa técnica de discretizacdo, foi utilizada uma série
(progressdo) geometrica cujo quociente (fator de discretizacdo) controla a distribui¢cdo dos
painéis para um numero fixo de painéis. Com isso, pode-se facilmente concentrar mais painéis
nas regides de maiores gradientes das grandezas a serem determinadas, que sdo as regides
préximas aos bordos de ataque e de fuga das pas.

Para o caso de PEF, o contorno das pas foi discretizado em painéis retos no plano fisico
(plano da grade radial (GR)) e, por meio de uma equacdo de transformacdo, foi mapeado no
plano da grade linear (GL). Nesse plano, foi admitida uma distribui¢do uniforme de densidade
de vortices em cada painel. Para o plano da GL, foi formado um sistema de equagdes algébri-
cas lineares (EAL) resultante dos seis termos da equacdo de Fredholm de segunda espécie na
forma discretizada. Da solucdo desse sistema, ap6s aplicar as condi¢cdes complementares, foi
obtida a densidade de vortices em cada painel no plano da GL.

Para o caso de PIF, a linha representativa das pas foi discretizada também em painéis
retos no plano fisico (plano da grade radial), mas nenhum mapeamento no plano da GL foi

realizado. Uma distribuicdo linear de densidade de vortices foi admitida em cada painel. Essa
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distribuicdo linear facilitou a imposicéo das condi¢bes complementares (condi¢cbes de Kutta e
de vazdo sem choque). Para o plano da GR, foi formado um sistema de EAL resultante da
combinacéo das singularidades (fonte (B) ou sumidouro (T) e vortice no centro da GR e vorti-
ces na linha representativa das pas) referentes a formulacéo classica. Da solugcdo desse siste-
ma, apods aplicar as condi¢cdes complementares, foi obtida a densidade de vortices nas extre-
midades de cada painel no plano da GR. A solugdo numérica referente a formulacéo classica
para o calculo do escoamento potencial em rotores radiais de bombas foi devidamente modifi-
cado com o intuito de realizar tal calculo para rotores radiais de turbinas hidraulicas.

No Capitulo 4, foram apresentadas diversas grandezas locais e globais de interesse. No
caso de PEF, a densidade uniforme de vortices em cada painel, obtida no plano da GL, foi
devidamente transformada para o plano da GR por meio de uma equagédo de transformagéo.
Uma das grandezas locais importantes esta relacionada ao carregamento hidrodinamico das
pas. Essa grandeza, denominada nimero de Richardson, Ri, foi utilizada como critério para se
obter o nimero de pas 6timo para rotores de turbomaquinas radiais geradoras, com base no
namero de Richardson maximo, Rimax. Foi ressaltado que o critério do Rinmax € independente do
seu valor numeérico, ou seja, 0 nimero de pas 6timo é obtido para o maior valor de Ri quando
0 numero de pas ¢ mudado, uma vez que, além do namero de pas o Ri depende também da
geometria do rotor analisado. A Unica ressalva feita se refere ao valor maximo de Ri que deve
ser igual a 2. Valores de Ri maiores que 2 indicam que ha reversdo do escoamento relativo no
lado de pressdo das pas. Tal reversdo, que ja se realiza no ponto de projeto, indica que o rotor
ndo apresentara um bom desempenho hidrodindmico. O critério do nimero de Richardson
maximo, Rinax, foi estendido no sentido de se obter também o nimero de pas étimo para roto-
res de turbomaquinas radiais motoras (turbinas hidraulicas).

No Capitulo 5, foram apresentados diversos resultados numéricos referentes a rotores de
bombas, rotores de bombas operando como rotores de turbinas e rotores de bombas-turbinas.
Outros resultados numéricos de interesse estdo apresentados no Apéndice D. Inicialmente,
com base em diversos resultados numeéricos obtidos para rotores de bombas, foi comentada a
possibilidade de estender o critério do Rimsx para rotores de turbinas hidraulicas. Além disso,
foi mencionada a possibilidade de o0 Rina também poder “otimizar” a geometria de rotores
radiais que operem com bons desempenhos tanto no modo bomba como no modo turbina.

Os resultados numéricos para PEF, quando comparados com aqueles para PIF, mostra-
ram que considerar a espessura das pas € menos importante do que considerar a variagdo de
larguras das pas. Isso se deve ao fato de que a espessura das pas de rotores radiais, tanto de

bombas como de turbinas, é relativamente pequena, quando comparada com a maior dimen-
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sdo do rotor que é o seu diametro externo. Ja a variacdo de larguras das pas aparece sempre
em rotores radiais de turboméaquinas hidraulicas (bombas e turbinas) onde o critério de velo-
cidades meridionais iguais (ou aproximadamente iguais) na entrada e na saida das pas é con-
siderado no projeto hidrodindmico desses rotores. Portanto, nesses casos, a variacao de largu-
ras ndo pode ser desprezada. Por esses motivos, que foram observados na afericdo dos mode-
los computacionais, e também pelos propdsitos do presente trabalho, os demais resultados
numéricos do Capitulo 5 foram obtidos apenas para o caso de PIF.

Devido a dificuldade de se obter na literatura todos os dados geométricos de rotores
radiais, principalmente de rotores de turbinas hidrdulicas, para gerar a geometria e posterior
analise e comparacdo das caracteristicas hidrodindmicas dos rotores, foi analisado apenas o
rotor radial de bomba de Dietzel (1980). Esse rotor foi modificado, no intuito de verificar se
h& um rotor que possa apresentar bom desempenho hidrodindmico tanto para 0 modo bomba
como para 0 modo turbina, utilizando o critério do Rina. O rotor original de Dietzel foi modi-
ficado, mantendo-se a mesma geometria da se¢cdo meridional original e 0 mesmo formato em
arco de circulo das pas. Diversos numeros de pas e angulos de entrada e de saida das péas fo-
ram modificados em relacdo aqueles do rotor original.

Os resultados numéricos para esses rotores modificados mostraram que é possivel obter
um rotor radial hidraulicamente eficiente que pode operar tanto no modo bomba como no
modo turbina utilizando o critério do Rima. Evidentemente, mais analises devem ser feitas
para rotores radiais de turbinas hidraulicas e de rotores radiais de bombas-turbinas, com a

finalidade de comprovar efetivamente a eficacia do critério do Ripax.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Este item apresenta algumas sugestdes para trabalhos futuros, focando principalmente
no calculo do escoamento potencial e na utilizacdo do critério do Rimax em rotores radiais de

turbinas hidraulicas e de bombas operando nos modos bomba e turbina.

a) Influéncia da geometria das pas nas caracteristicas de desempenho
de rotores radiais operando nos modos bomba e turbina

A geometria das pas tem influéncia importante no desempenho hidrodindmico de roto-
res radiais por causa do formato das pas e da distribuicdo de espessura ao longo do seu com-
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primento. Geralmente, as pas de bombas tém espessura constante (a menos da regido préxima
ao bordo de ataque) e sua periferia externa (bordo de fuga) geralmente é chanfrada, ou seja,
tal periferia tem o mesmo diametro externo do rotor. Quando o rotor de bomba opera como
rotor de turbina, a periferia externa das pas passa a ser o bordo de ataque. Entdo, a regido pro-
xima a esse bordo de ataque ndo é apropriada para receber o escoamento oriundo da voluta e
deve ser devidamente modificada. Dessa forma, a formulacédo para PEF apresentada no Capi-
tulo 2 é atil para uma andlise preliminar, por meio do célculo do escoamento potencial. A
modificacdo na geometria poderia ser realizada ndo so na regido proxima ao bordo de fuga,
mas também prdéxima ao bordo de ataque (ambos para bomba). A modificacdo na regido proé-
xima ao bordo de fuga melhoraria as condi¢fes de entrada do escoamento no modo turbina,
ao passo que a modificacdo na regido proxima ao bordo de ataque poderia diminuir ou evitar
os efeitos da cavitacdo. O critério do Rinsx poderia ser utilizado para estabelecer o nimero de
pas 6timo de acordo com as modificacOes realizadas na geometria.

b) Caracteristicas hidrodindmicas de rotores radiais com pas auxiliares
operando nos modos bomba e turbina

A formulagéo classica por meio de singularidades apresentada no Capitulo 2 para PIF
poderia ser facilmente estendida para incorporar um ou mais conjuntos de pas auxiliares (pas
com comprimentos menores que 0s das pas principais) intercalados no conjunto de pas princi-
pais. Um rotor com pas auxiliares melhora diversas caracteristicas hidrodinamicas. Uma des-
sas caracteristicas € 0 aumento da faixa de operacdo (sem problemas de cavitacdo e sem deca-
imento muito grande do rendimento (eficiéncia) global). Isso poderia ser feito para analisar
rotores radiais nos modos bomba e turbina. A posicao circunferencial e 0 comprimento das
pas auxiliares seriam dois parametros importantes para estabelecer o melhor desempenho pos-
sivel do rotor em ambos os modos de operacdo. O desafio seria encontrar um critério (baseado
no célculo do escoamento potencial) para estabelecer, pelo menos em termos aproximados, a
posicao circunferencial e o comprimento das pas auxiliares, antes de se utilizar um procedi-
mento baseado em técnicas de dinamica dos fluidos computacional e de otimizacdo numérica

para definir o melhor valor desses dois pardmetros mencionados.

c) Anélise comparativa das formulacdes para pas infinitamente finas

Uma das formulacdes para PIF (formulacdo classica por meio de singularidades) consi-

dera cada pa do rotor como um corpo, denominada aqui de PIF;. A outra formulacéo, devido a
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periodicidade do escoamento no rotor, considera apenas uma pa (pa de referéncia) com influ-
éncia das demais, através da funcdo-nucleo da equacéo integral de Fredholm de primeira es-
pécie, denominada aqui de PIF,. Quando o nimero de pas € finito, como € sabido, resulta o
chamado fator de deficiéncia de poténcia (slip factor) menor que 1, que implica num angulo
do escoamento relativo menor que o angulo da pa na saida. Ainda para nimero de pas finito, o
angulo do escoamento relativo é maior que o angulo da pa na entrada para a condicéo de inci-
déncia 6tima (vazdo sem choque) e pré-rotacdo nula. Portanto, s6 existe um ponto sobre a pa
onde o angulo do escoamento relativo € igual ao angulo da pa no intervalo r; < r < re, inde-
pendentemente do formato e do nimero de pas (nesse caso, N < ). Porém, quando o nimero
de pas tende a infinito, também € sabido que o escoamento relativo tende a se tornar tangente
a pd em toda a sua extensdo, implicando que o angulo do escoamento relativo tende ao angulo
da pa em qualquer ponto da pa (ri < r <rp).

Na formulacdo PIF;, para um nimero de painéis, M, fixo, quando N — o, 0 angulo do
escoamento relativo tende ao angulo da pa apenas para a entrada e saida da pa. Nas demais
posicdes (ri < r < re) esses angulos ndo tendem a se igualar, mas sdo mais proximos entre si
nas regides mais préximas aos bordos de ataque e de fuga da pa. 1sso se deve a dois fatores: 1)
as pas estdo infinitamente proximas entre si e, em consequéncia, a distancia entre os pontos de
controle de duas pas consecutivas € infinitamente menor que o comprimento dos respectivos
painéis; 2) o fator de discretizacdo (gsy > 1) faz com que painéis menores se concentrem nas
regides mais préximas aos bordos de ataque e de fuga e, em consequéncia, painéis maiores
sejam distribuidos na regido mais central das pas. Essa situacdo poderia ser resolvida de duas
maneiras: 1) ou aumenta-se 0 nimero de painéis (M — o) diminuindo o fator de discretizacdo
(gsg — 1), que e praticamente inviavel ou 2) ou utiliza-se a formulagdo PIF, apresentada no

Apéndice B.

d) Andlise da interacao rotor, estator e voluta de turbomaquinas radiais

Como um passo a mais no sentido de analisar o escoamento potencial em turbomaqui-
nas radiais (com dois componentes (rotor e estator) ou mesmo com trés (rotor, estator e volu-
ta)) e ndo apenas um componente (rotor) isolado como foi feito no presente trabalho, as for-
mulagOes apresentadas no Capitulo 2 poderiam ser estendidas. A solu¢cdo numerica das equa-
¢Oes também poderia ser obtida por meio do método dos painéis.

Uma primeira sugestdo seria o calculo do escoamento potencial para 0s componentes

rotor e estator (difusor, no caso de bombas, ou pré-distribuidor e distribuidor, no caso de tur-



136

binas). Esse calculo poderia ser feito com base em qualquer das trés formulacdes apresentadas
no Capitulo 2. Outra sugestdo seria incorporar a voluta (caixa espiral, no caso de turbinas). No
caso de voluta, necessitaria de outra formulagéo para calcular o escoamento potencial intera-
gindo com o escoamento no rotor. Essa analise seria de grande utilidade, no sentido de se ob-
ter uma pré-geometria “otimizada”, baseada em critérios de carregamento, para posterior oti-
mizacao da geometria dessa turbomaquina por meio de técnicas de dindmica dos fluidos com-

putacional e de otimiza¢&o numérica.



Apéndice A

FORMULACAO INTEGRAL DO ESCOAMENTO
POTENCIAL PARA ROTORES CENTRIFUGOS
COM PAS DE ESPESSURA FINITA

Uma formulacdo integral do escoamento potencial é apresentada para o calculo das
velocidades relativas no contorno das pas de espessura finita de rotores centrifugos. Essas
velocidades relativas correspondem a uma distribuicdo de vortices no contorno das pas.
Inicialmente, esse calculo é obtido no plano transformado, ou seja, o rotor centrifugo (grade
radial movel) que representa o plano fisico € mapeado para o plano transformado (grade
linear mdvel). Em seguida, essas velocidades relativas sdo transformadas para o plano da
grade radial mével por meio de uma equacgdo de transformacdo. A formulagdo apresentada
permite obter as caracteristicas do escoamento potencial para uma geometria qualquer de
rotor centrifugo, incluindo também a variacdo da largura das pas. Por meio da equacdo da
continuidade, essa variacdo de largura é tratada de uma maneira aproximada, obtendo-se,
dessa forma, uma formulacdo integral linear exclusivamente de contorno, evitando-se
procedimentos iterativos.

Este apéndice esta dividido em trés itens principais: A.1) Equa¢des do escoamento para
os planos fisico e transformado, onde sdo apresentadas as equacgdes diferenciais do
escoamento e as equacOes de transformacgéo, tanto da geometria como do escoamento no

rotor; A.2) Determinacdo do campo de velocidades do escoamento potencial para o plano
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transformado, onde é apresentado, por meio do teorema integral de Green, o desenvolvimento
para transformar a equacéo diferencial (equacdo do tipo Poisson) do escoamento absoluto em
equacdo integral (equacdes de Fredholm de primeira e de segunda espécies) do escoamento
relativo no contorno dos perfis (pas); A.3) Equagdes complementares, onde é apresentado o
desenvolvimento, com base na equacdo da continuidade, para tratar as integrais de dominio

onde aparecem na formulacdo apresentada no Item A.2.

A.1 EQUACOES DO ESCOAMENTO PARA OS PLANOS
FISICO E TRANSFORMADO

A.1.1 Equacdes diferenciais do escoamento

As Figuras A.1 e A.2 apresentam 0s esquemas de uma grade radial e de uma grade
linear, ambas dotadas de rotacdo e de largura das pas, b = b(r), variavel, respectivamente, no
plano fisico e no plano transformado. O escoamento absoluto através da grade radial é
considerado irrotacional e incompressivel, ou seja, potencial. As superficies de corrente do
escoamento sdo consideradas axialmente simétricas, de modo que o escoamento sobre essas
superficies possa ser tratado como bidimensional.

A equacdo da continuidade do escoamento absoluto, ¢, para o plano fisico, segundo
Nyiri (1970), é dada por
oc, 1coc ldr 1
e i hae)e = A
e a equacdo da irrotacionalidade do escoamento absoluto é dada por

o 1o 1A, o (A2)

do r d9 rdo

As Equacdes (A.1) e (A.2) podem ser escritas em funcdo das componentes das
velocidades do escoamento relativo, w, e wy. Para uma turboméaquina estacionéria (fixada
numa estrutura sem movimento de translacéo), se o rotor gira com uma velocidade angular, o,

a velocidade absoluta, c, é relacionada a velocidade relativa, w, pela equacao



I

Xo |

@)

Figura A.1 Grade radial movel (plano fisico) com pas de espessura finita e de largura variavel:
(a) secdo meridional e (b) secdo transversal (Oliveira, 2001)

X2

Cr=Wr

‘ \\te

(b)

'X1

6eT
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t(x) o

bi’ bs b(X) L

Figura A.2 Grade linear movel de largura b = b(x) variavel (plano transformado),
Oliveira (2001)
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C=U+W. (A.3)

A velocidade circunferencial, U, é dada por

0=adxTt,, (A4)

sendo T, € o vetor-posicdo de uma particular escoando no interior do rotor, e @ € o vetor

referente a velocidade angular do rotor, conforme a Figura A.1, dirigido segundo o eixo X,

portanto,

u, =0 (A.5)
e

u,=-r(o)o. (A.6)

Considerando as Equacdes (A.3), (A.5) e (A.6), as Equacdes (A.1) e (A.2) tornam-se

ﬁwo' l%'k(li'f‘lﬁjwo-zo (A?)
oo r o0 rdo bdco

e
Oy LMWy 10 5 d0 (A.8)
do r d9 rdo do

A.1.2 Transformacao do escoamento
A superficie do escoamento (S) no plano fisico (Figura A.1) € mapeada para o plano

transformado (Figura A.2). A transformagdo procurada é da forma x = x(o) e y = y(0).

Considerando f (P) como sendo a funcdo de transformacéo, pode-se escrever que

do = f(P)dx (A.9.9)

r(o)do = f(P)dy, (A.9.b)

e sendo
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dx = x(o)do (A.10.3)

dy = y(6)d@. (A.10.b)

Considerando as Equacges (A.9.a-b) e (A.10.a-b), obtém-se

1 _r)

f(P)=——=——=. (A.11)
X(o) y(0)
A igualdade anterior s6 pode ser verificada se y(¢) for constante, portanto,
y=Ké@+k’' (A.12.9)
cdo .,
x:KJ- 99 k. (A.12.b)
o r
A transformacdo anterior conserva os angulos, visto que,
tger = (290 _ . (A13)
do dx

A constante de integracdo k' € igual a zerosey =0 para = 0.

O passo t, na grade linear, obtém-se por acréscimo igual a 2/ N do angulo 6, ou seja,

obtendo-se

21
t=k <L, A.l4
N (A.14)
Ko Nt (A.15)
2n

Conforme a Figura A.2, h é a dimensao da grade linear na direcdo Xx. Posicionando a

grade linear em x = 0 (bordo de ataque) e x = | cosA = h (bordo de fuga) e considerando

a - J' tdo (A.16)
0 r



obtém-se
0=0+kK"
e
h=Ka +k".

Da Equacéo (A.17.a), k" =0, resultando da Equacéo (A.17.b) que

Como h =1 cos/, resulta, da Equacdo (A.18)

t_ﬁlcos}t

Considerando as Equacdes (A.15) e (A.17.a), a Equacéo (A.12.b) torna-se

(N[ do
2n do r(o)’

e, considerando a Equacéo (A.19), a equacdo anterior torna-se

X_IcosﬂJ’" do
a, Jor(o)

Considerando a Equacdo (A.15) e sendo k' = 0, a Equacdo (A.12.a) torna-se

Nt
271

e, considerando a Equacéo (A.19), a equacao anterior torna-se

_lcosA
a

0,

sendo
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(A.17.9)

(A.17.b)

(A.18)

(A.19)

(A.20.3)

(A.20.b)

(A.21.9)

(A21.b)
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a_

JaZ +6?

A transformacdo de velocidades do plano fisico, cg, para o plano transformado, c, é

COSA = (A.22)

dada por
CoL = Car ;I“If : (A.23)
Sendo
dlgy =+/(do)? +(rde)? (A.24.8)
e

dlg, = +/(dx)? +(dy)? . (A.24.b)

Considerando as Equagdes (A.20.a), (A.21.a), (A.24.a) e (A.24.b), a Equacdo (A.23),

que estabelece a transformacao entre os planos fisico e transformado, torna-se

21r
CGL = N_tCGR . (A25)

Considerando a equagdo de transformacdo anterior, as equagdes do escoamento
absoluto para o plano fisico, Equacdes (A.1) e (A.2), sdo escritas para o plano transformado

conforme as Equaces (A.26) e (A.27).

oc
K oy Ldb (A.26)
ox oy b dx
e
oc
9y I (A.27)
ox oy

O escoamento absoluto no plano transformado, conforme a Equacdo (A.27), é
irrotacional, porque foi considerado irrotacional o escoamento absoluto no plano fisico.
Considerando a Equacdo (A.10), as equacOes do escoamento relativo para o plano

fisico, Equagdes (A.7) e (A.8), sdo escritas para o plano transformado na seguinte forma:
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=—Z—w, (A.28)
ox oy b dx
e
OW,
y Oy _ o, dr 2m (A.29)
ox oy dx Nt

Grade linear:
No caso particular de um escoamento puramente axial, b e r sdo constantes. Neste caso,

as Equacdes (A.16), (A.20.b) e (A.21.b) tornam-se, respectivamente,

o

aL :T, (A30)
x=1 cosﬂi, (A.31.a)
oL
e
y=1cosA ﬁ. (A.31.b)
oL

Escolhendo um fator de escala tal que | =+/(c,)*+(ré,)* , isto €, lcos 1= o, resulta
das Equacles (A.31.a) e (A.31.b) que

X=0 (A.32.a)

y=ré@. (A.32.b)

{=20 (A.33)

Considerando as Equacdes (A.25) e (A.33), a velocidade no plano fisico € igual a

velocidade no plano transformado, ou seja,

CoL =Cor- (A.34)
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Como b e r sdo constantes, as Equacgdes (A.28) e (A.29) tornam-se

oW
%_’__y:o
ox oy

(A.35)
oWy _ow, _
ox oy

(A.36)
Grade puramente radial:

No caso de um escoamento puramente radial, b € constante e r é varidvel. Neste caso, a
coordenada natural o € idéntica a r, portanto, resulta da Equacdo (A.16) que

r
a =In=t.
I,

(A.37)
A Equacéo (A.19) torna-se
t= 27! Coi’i (A.38)
N In—=
i

x=Nt " (A.39.3)
2n
InL
x=1lcosA G (A.39.b)
r
In-&
f
Das Equac0es (A.21.a) e (A.21.b), resultam
_Nt,
27

(A.40.a)
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y=I cosﬂi. (A.40.b)
In-&

Considerando as Equacdes (A.25) e (A.38), a velocidade no plano fisico é relacionada a

velocidade no plano transformado pela equagéo

r

In-&
Cof =—— T Cpp . A4l
- leosa R ( )
Como b € constante, as Equacgdes (A.26) e (A.27) tornam-se
oc
L (A.42)
ox oy
e
oc
Py g (A.43)
ox oy

A.2 DETERMINACAO DO CAMPO DE VELOCIDADES
DO ESCOAMENTO POTENCIAL PARA O PLANO
TRANSFORMADO

A.2.1 Obtencéo da equacéo integral por meio da segunda
identidade de Green

O campo de velocidades do escoamento potencial no plano transformado (grade linear
movel) deriva de um potencial de velocidade, @(x,y). Pode ser demonstrado através de um
balango volumétrico num elemento diferencial de fluido escoando na grade linear que, para
um escoamento absoluto incompressivel e irrotacional, obtém-se a equacdo do tipo Poisson

representada na Equacdo (A.44).
V2D(x,y) = B(X) ¢, (%, Y) (A.44)

sendo
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1 db(x)
B(X)=— TR (A.45)

As condigdes de contorno para o potencial de velocidades, conforme a Figura A.2, sdo

Infinito & montante da grade: oo =C, € oo Ciy » (A.46.3)
OX e Y |y o
Infinito a jusante da grade: 2@ =Cy, € 2@ = Cyy » (A.46.b)
OX |y oo 27 N
e
. oD
Contorno do perfil (x): o = Wn|( )= 0. (A.46.c)
n K
(1)

A solucdo da Equagdo (A.44), satisfazendo as condicOes de contorno, é determinada

através do teorema integral de Green, de acordo com a segunda identidade de Green, ou seja,
j (v —vV2) dx'dy’ +4} (u——v—) ds'=0, (A.47)
(D) (©)

sendo u(x’,y’) e v(x,y") duas funcBes cujas primeiras derivadas sdo continuas em um
dominio simplesmente conexo (D) e sobre a sua fronteira (C); &/Jn" significa a derivada

normal interior (por defini¢do, a normal exterior é oposta) e s”é o comprimento da linha ao
longo da fronteira (C).

Seja M o ponto de coordenadas x e y’, e, P um ponto de coordenadas x e y, tal que

MP =d =(x=X)>+(y—y)? . (A.48)

A funcdo In d é harmonica e regular em todo ponto M diferente de P, e pode ser

verificado facilmente que V? (In d) = 0.

a) Ponto P interior ao dominio (D)
Considere (Dg) um dominio genérico definido pelo circulo (Cy) de centro em P e raio R,
Figura A.3. Aplicando o teorema integral de Green, Equacdo (A.47), as funcBes ¢ e In d no

dominio (D-Dg), obtém-se
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” (Ind)V? dx'dy’ =<f> (@2 (nd)—(nd)2%1ds'+
(D-DR) © on on'

5 0D
+(j}(CR)[¢ﬁ(In R)-(InR) 10, (A.49)

A integral de dominio e a primeira integral do lado direito da Equacdo (A.49) sdo
independentes de R, em consequéncia, a segunda integral do lado direito também é
independente de R e é igual ao seu limite quando R— 0. Fazendo, na segunda integral do lado

direito R tdo pequeno de tal modo que @= @ (P) no circulo (Cg), obtém-se

_ [o(pP) oD -
lim {T-(ln R)a—R}an = 2nd(P). (A.50)

Portanto, a Equacdo (A.49) torna-se

_ 2 N a_¢ " i '

27D (P) = j LD) (Ind)V2® dx'dy’ + Cﬁ@) (ind) < ds gS(C)qb S (ind)ds' (A.51)
0
S
/
P (x) n (D-Dr)
d
©) (©) (Ca) ©
R
P
M(x",y") (Dg)

Figura A.3 Representacédo genérica dos dominios (D), (Dr) e (D-Dg)

b) Ponto P exterior ao dominio (D)
O teorema integral de Green, Equacao (A.47), se aplica diretamente, visto que, a fungéo

In d ndo tem mais singularidades em (D). Neste caso, obtém-se
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0=j (Ind)v2® dx'dy'+<j§ (nd) 2%
(D) (©)

cbi’(ln d)ds'. (A.52)
© on

A.2.2 Equacéo integral do escoamento

Devido a periodicidade do escoamento, o plano transformado pode ser dividido em uma
série infinita de dominios (T,) idénticos ao dominio (T), conforme mostra a Figura A.4. Como
0 dominio (T) contétm o ponto P, as Equacdes (A.51) e (A.52) podem ser utilizadas,
dependendo se o ponto P esta interior ou exteriormente ao dominio (T). Para 0s outros
dominios (T,), 0 ponto P ¢ exterior e, nesse caso, utiliza-se a Equacdo (A.52). O somatorio
em u fornece o potencial de velocidade @ no ponto P, ou seja,

Pe(T): 21 d(P)

M=+

53 {H (int,) Vo dx'dy'+§  (n rﬂ)%dm
T C
Pe(M: 0 pn (70 0

_95 D
(Cu)

} , (A.53)

sendo

r, ==X+ (Y= y,)%. (A54)

Derivando a Equacdo (A.53), primeiramente em relacdo a x e depois em relacdo a v,

obtém-se as componentes da velocidade absoluta c«(P) e c,(P), ou seja,

PE(T): 27TCx(P) ,U =400 X—X oD
”( —2 |V dX' dy’ +(J.>( | - o ;ds’+
r Cy r n

Pe(T): 0 H

o [ X=X,
—<j§ @ —( - ] ds} (A.55.2)
(c,) on r,
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Figura A.4 Representacdo de dominios: (a) dominios (T,) limitados pelas curvas fechadas

Pe(T): 2mrc,(P)

Pg(T):

(C,) na grade linear, (b) dominio (T,) limitado pela curva fechada (C,)

e (¢) dominio (T) limitado pela curva fechada (C)

0

Eii|

JVZQDdx’dy’Jr(jS {y_zyﬂ]a_@'ds%
€l r; )on
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-4 @ﬁ,[y_—j’f’}ds'}. (A55.b)
(c,) on r,

Em termos de notagdo complexa, as coordenadas do ponto P dos dominios (T) e (T,)

séo
Z=X+iy (A.56.a)
Z'=x"+iy'. (A.56.b)

As coordenadas do ponto de integracéo sobre o contorno (C,), em termos de notagao

complexa, sdo representadas na Equacdo (A.57).
Gy =&, +im,. (A57)

Fazendo as derivadas do potencial de velocidade, @, em relagcdo a x e a 'y, a velocidade

complexa conjugada, ¢(z), € dada por
Ct(z)=—-i—=c, —ic,. (A.58)

Considerando as Equacdes (A.56), (A.57) e (A.58), as Equacdes (A.55.a) e (A.55.b)

tornam-se

Pe(T): 21t (z)

M=+

:Z{J' VZQdXd¥+ ? ds,+
T l1—17 C nz-
Pe(m: 0 | a0 w T Su

- o2 |1 |l (A59)
(Cy) on Z_g/l

Conforme a Figura A.4, para um sistema de coordenadas retangulares definido pela

tangente, s, e pela normal, n, sobre a fronteira (C,), sendo a normal orientada para o interior

do dominio (T,), pode-se escrever, para uma fungdo complexa diferenciavel, que
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ot 49 (A60)
Sendo ¢}, =g, (s'), e utilizando a regra da cadeia, tem-se

d ’
i! 1 ' :i ar l ' :i 1 2 g!!l ' (A61)
on'z-g, os'\ z-g, (Z_g;,) ds

Aplicando a formula acima e, também, a formula de integracdo por partes a segunda

integral de contorno da Equacéao (A.59), obtém-se
_ i
§ ol Lo los=if @] |y
€, on'lz-g, (Cu) _(Z—g;l) ds

L
=i -2 i 2P s, (A.62)
Z_gﬂ , (C,Ll)as Z_g/_l

sendo L o comprimento da curva fechada (C,).
Como (C,) limita um dominio simplesmente conexo no qual @ ¢é uma funcéo univoca, 0
primeiro termo do lado direito da Equacdo (A.62) é nulo. Dessa forma, a Equacdo (A.59)

torna-se

Pe(T): 2716(2)

,u +00 ’ '
j vep KV, (&Dﬁ @J & 1 (as3)
P (Ty) z-z, Jey\on' s )z1-g,

Na Equacgdo (A.63), observa-se que o somatorio representa o desenvolvimento em série

Peg(T): 0

da funcéo cotangente hiperbdlica, conforme Lavrentiev e Chabat (1977), ou seja,

H=tw
> ; - T cotagh [E(z - zé)} . (A.64)
- tipt ot t

Portanto, a primeira integral da Equacdo (A.63) torna-se

M=+
Z [ vioo axdy’ _ o 2g { 3 ;} dxdy’ (A.65)
() z-17, (To) ﬂz_wz—zo+|,ut
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Considerando a Equacéo (A.64), a equacédo anterior torna-se

z J- v2p XY EI V@ cotagh [E (z— z’)} dx'dy’, (A.66)
(T) z—-z, tdm t

sendo (T) e z' relativos a 2= 0.
A segunda integral da equacdo da Equacdo (A.63) tem um tratamento semelhante,

portanto, sobre o contorno do perfil (i), tem-se

‘[,[ +00 !
Z @ (&é a@] @ _m (adj ad),j cotagh[ (z-¢ )} ds',  (A.67)
on Z-g, m\on" s

sendo (k) e ¢ relativos a 1= 0.

As integrais sobre os trechos A B, e C,D, se anulam, respectivamente, com as integrais
sobre os trechos G,H, e E,F,. Basta, portanto, calcular as integrais sobre os trechos H, A, e
B.C. + F.G, = B,G,, que serdo determinadas considerando as condi¢Ges de contorno
(A.46.a) e (A.46.b), ou seja,

D _2 D__P_ (A.68.2)

—5=55=-Cx» € - iy ?
on' ox os’ oy y

D __P =—C, € @ _® =C,, . (A.68.b)

on - ox ¥ os oy ¥

Dessa forma, pode-se escrever que

H=+0 '
j (ﬂpﬂﬁ@j 0 _rc (A.69.2)
HA)\On 08" ) 1-¢,
e
H=00 !
> (ﬂpnﬁ‘pj 0 e (A.69.b)
— J(®,6,) \on"  Js')z1-g,

Conforme mostra a Figura A.2, a velocidade complexa conjugada pode ser representada

pelas componentes tangencial e normal ao contorno do perfil, ou seja,
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t(c)=(c,—ic,) e =(%—i%) et (A.70)
Sendo
dc=e' ds (A71)
e considerando que
L (A.72)
2
A(z,2) :%cotagh E (z—z’)}, (A.73)

e, ainda, (A.44), (A.66), (A.67), (A.69) e (A.72), a Equacéo (A.63) torna-se

ze(T): t(2)
=C, +

0

7 d @) A D de'
z¢(T): 0

+iﬂ B(x') ¢, (') A(z,2') dx'dy’. (A.74)
21 dd(m
A Equacdo (A.74) é a forma integral da solucdo da equacéo diferencial (A.44).

A.2.3 Relagbes entre as componentes das velocidades a
montante e a jusante da grade

Os valores limites da funcdo-nucleo A(z,z') a montante e a jusante da grade linear séo

lim A(z,2) =¢§. (A.75)

X—>Fo0
Fazendo o limite da Equacao (A.74) quando X — Foo e considerando (A.75), obtém-se

. i 1
limc(z)=¢c,,=C, ¥ — [of () e e B(x') c, (z") dx'dy. A.76
ime(2) =G, =, 7o § o6 ds'7 5 [[ | B &) axdy (A.76)
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Considerando (A.72), a Equacéo (A.76) torna-se

[ 1
C-C.=——¢ C()d¢'-= B(x") c, (z") dx'dy’ . AT7
R I COL E | IN-TCOTN LI (ATT)

Conforme a Figura A.2, a velocidade T(g) pode ser representada pelas componentes

tangencial e normal ao contorno do perfil, ou seja,
C(e)=(c;—ic,)e™”. (A.78)

Considerando (A.71) e (A.78), pode-se escrever que a integral da velocidade ao longo

do contorno do perfil é
C(g)dg = c.ds—i c,ds. A.79
J c@de=¢ cas-if c (AT9)

A integral da componente tangencial da velocidade ao longo do contorno do perfil é a

circulacdo, ou seja,

r= c,ds. (A.80)
(x)

A integral da componente normal da velocidade ao longo do contorno do perfil é

representada por
@ c,ds :cﬁ u,ds+@ w,ds. (A.81)
() K) ()

Devido a condicdo de contorno (A.46.c), a componente normal da velocidade relativa,

Wy, € nula ao longo do contorno do perfil, portanto,

w,ds=0. (A.82)

A integral da componente normal da velocidade de conducdo da grade linear, u,, €

determinada através do teorema de Stokes, ou seja,

@(C) Udg:(.b(c)usds_igﬁ(c)undS:”(T) (§><U)~d,&—ij‘ . V-0 dA=



- j (Vx0)-dA.
M
Visto que, na equacio anterior, V-0 =0, resulta que

Im {gS(C) udg}:o.

Sendo u, =0, resulta

u =—IUy.
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(A.83)

(A.84)

(A.85)

A integral do lado esquerdo de (A.83) também pode ser calculada da seguinte forma:

udg =—-tu., +tu +<J5 uds—@ u,ds.
Cj.)(C> WO Y o "

Resulta, conforme a Equacéo (A.84), que

Im {(j‘)(c) ud g} = —(j)(@un ds=0.

Substituindo (A.82) e (A.87), na Equacdo (A.81), obtém-se

c.ds=0.
<jS(K) "

Substituindo (A.80) e (A.88) na Equacdo (A.79), resulta

= C"S(K)E(g)dg .

Considerando a expressao anterior, a Equacdo (A.77) torna-se
G —C, =y —iCy —Cy +iCyy = —i%—%”m B(X') ¢, (2) dxdy’.

Separando as partes real e imaginaria da Equacéo (A.90), resulta

(A.86)

(A.87)

(A.88)

(A.89)

(A.90)
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1 1A ’ 1 ’
o= =[] BOOY&,(2) iy (A.91)

(A.92)
A.2.4 Equacéo integral da velocidade absoluta no
contorno do perfil

Quando o ponto z tende ao ponto ¢ do contorno do perfil, a aplicacdo da formula de

Plemelj conduz as seguintes equaces integrais (veja a Equacdo (A.74)):

—_t l_ p— 1 P~ ! ! !
CH(e) = T()+C, +5 ¢ TE) A9 de'+
2 2ni J(x)

1 ’ r ’ !
+§”m B(X') ¢, (2) A, 2) dx'dy’, (A.93)

sendo T* e T~ os valores limites obtidos, respectivamente, quando z< (T) e z(T), e
T -t =t(). (A.94)

No caso onde z ¢ (T), conforme a Equagéo (A.74), a velocidade complexa conjugada é

nula em todos os pontos, portanto,
T (¢)=0 (A.95)
e, em consequéncia,

T (s)=C(¢) (A.96)

Substituindo as Equagdes (A.95) e (A.96) na Equacéo (A.93), obtém-se

1 1
=C,— () A, ¢ dg"+— B(x") ¢, (Z') A(s,Z") dx'dy’. A.97
s B AN de [ B () A 2) dxdy . (A9T)

Considerando a Equacdo (A.78), tem-se que,
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Re {?eil} =# (A.98)
e
3m [@eil} = —#. (A.99)

Impondo a condigdo de que o contorno do perfil € uma linha de corrente, ou seja, que

ndo ha escoamento através dele, tem-se

Cy = W, + U (A.100)
(A.101)
Para c, fixado, a solucdo da Equacdo (A.98) ou (A.99) permite obter a distribuicdo de

velocidades do escoamento potencial.

Utilizando a Equacéo (A.73), pode-se escrever que
%cotagh H (z—z’)}:J(z,z')+iK(z,z’), (A.102)

sendo

senh [Ztn (x— x’)}

Iz7y=1 (A.103.2)
2 27 , 2n '
cosh L(x—x )}—cos{t(y— y )}
e
2 '
. sen[tn(y— y )}
K(z,z)=—= : (A.103.b)
2 2TC ' ZTE ’
cosh T(x—x) —COS T(y—y)
Define-se as seguintes funcoes:
A (2,2)=-3(z,7")sen y —K(z,Z") cos y (A.104)
e

Ay (2,2")= J3(z,7") cos y —K(z,Z") sen y . (A.105)
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Também,
@)= 1 [], BOOC(2) 36, 2) ey (A.106)
oy (6) = —%Hm B(x) ¢, (2) K(c,2)) dxdy’. (A.107)

Considerando (A.102), (A.104), (A.105), (A.106) e (A.107), as EquacOes (A.98) e

(A.99) tornam-se, respectivamente,

&) 1

2t Cﬁ(@ 21(5,6") €5(5") 05" = [C +Ca (6)] €OS 1+ €.y +Cgy () | sENG +

l ! ! !
1P ules)ue)ds (A.108)

1 . N
_fgS(K) Ay (6,67 cs(c") ds' =[c, +Cgy(g)] sEN 7 +[cwy + Cg, (g)] cos y +

820 A as (A109)

As equac0es anteriores sdo equac0es integrais do tipo Fredholm. A Equacéo (A.108) é

uma equacdo de Fredholm de segunda espécie e a Equacdo (A.109) é uma equacdo de

Fredholm de primeira espécie. E possivel mostrar que o ndcleo 4, da Equacdo (A.108) é

limitado quando o ponto de integracdo ¢' tende para o ponto ¢. Por outro lado, o ndcleo 4 da

Equacdo (A.109) é singular. Desta forma, a escolha da equacdo de Fredholm de segunda

espécie é preferivel para a determinagdo das incognitas cs(c).

A.2.5 Comportamento das fungdes-nucleo 4 e A

As fungbes-nlcleo, 4, e A, das equagdes integrais (A.108) e (A.109) séo do tipo

f[&n'(EN]/9[£ 7' (£)]. Quando & — ¢ e i’ — 7, obtém-se f/g=0/0. Analisando as

relacGes de derivadas para cada funcdo-ndcleo, resulta:

Funcédo-nucleo A
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‘ CoS y sen [Zn(n —77’)} —sen y senh {Zn(gE - 5’)}
A= tz S t | (A.110)
9 2cosh Ln (5—5’)}—200{55 (77—77')}

Derivando f; e g em relacdo a &', obtém-se

!

_dn 2m 2 oo
I Olgmcos;gcos[t (n 77)}rsen;(cosh[t (& 5)}

- = 5 5 > (A.1112)
g T ' n T '
—2senh| — (& - —-2—-sen|—(n-
e -25Tsen Zpo)
Para
: : dn'
f'>S&en—-n, d—é,—ngz, (A.112)
obtém-se
Iimf—',:g. (A.113)
¢-¢g" 0
n'—>n
Derivando as fungdes f e g’ emrelacdoa &', obtém-se
—cos OI277,cos[2n( -~ ')}+2n dn 2sen{ZR( - ')}
y ) ger 7T P e 1=
- n
9’ 21 2n d?y’ 21 2n( dn’ ? 2n
2<—cosh| —(&-¢&") |- sen| —(n-n') |+— cos| —(n-n'
{t 2o |- tpsen| S [+ 3 G eos) -

ztnsen x senh {Ztn (3 —f')}

o Tom,. 7 d T2n, o 2e(dp ¥ [2x, |
Z{fcosh[:(gg)}dgz sen{tn(n—n)}+tn(dg,j COS[:(UU)}}

(A.114)

Considerando (A.112), tem-se

" 2
IimL:—Lcosszd—n. (A.115)
£-¢9"  4Anm d&?

n'—-n
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Seacurva 7n(&) e conhecida na forma paramétrica, £(s) e 7(s), pode-se escrever que

2 2 2 2

| ded'n _dndie og, 9 gen, 9

n _ds ds ds ds® _ ds ds

2= 2 = 3 ) (A.116)
d& (dgj cos’ y

ds
sendo

d—n:sen;( e d—gzcos;(. (A.117)
ds ds

Substituindo (A.116) em (A.115) e considerando (A.117), obtém-se

f’ t d d
lim—L=——/|cos y —(sen y)—sen y —(cos . A.118
i | o S tsen ) -sen 1 5 05| (119

Sendo C. a curvatura de uma curva regular num ponto dessa curva e sabendo-se que

C, = lim 4% _9% (A.119)
450 As  ds
tem-se
dé dp
ds ds
d’¢ d%
2
C.= ds =CO0S y i(sen x)—seny i(cos x)= d—l (A.120)
ds ds ds

T

Denominando por raio de curvatura, R;, a quantidade inversa do valor absoluto da

curvatura, C, tem-se

(A.121)

Substituindo a Equacdo (A.119) na Equacdo (A.120) e considerando a Equacgéo
(A.121), a Equacéo (A.118) torna-se
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Al = (A.122)

Funcédo-nucleo Ay:

cos y senh [2;1 (&- 5’)} +5sen y sen [Ztn (n- 77')}

PRI (A.123)
1 g 27‘C 27[
2cosh[t(é—f')}—ZCOS[t(U—U')}
Derivando fj; e g em relacdo a &', obtém
¢, Cosycosh [Ztn (5—5’)} — 377, sen y COS{Ztn(ﬂ —77')}
Tu_ - 'fd — . (A124)
g U ’ n n !
=2senh| == (&£-¢&") |-2 —(n-
sen [t (& cf)} dg,sen[t (n 77)}

No limite, para &' —¢& e ' —>n, f, tende para —27z/(t cos y) e g’ tende para zero;

portanto, considerando a relacdo f,; /g’ e a Equacdo (A.123), 4, cresce indefinidamente.

A.2.6 Equacéo integral da velocidade relativa no contorno

do perfil

Conforme a Figura A.2, a velocidade conjugada U =-iu, pode ser representada pelas

componentes tangencial e normal ao contorno do perfil, ou seja,

sendo

—iu, = (u,—iu,)e's, (A.125)
u, =Re(-iue'*)=u,sen y (A.126)
u, =3Im(-iue'*)=u,cosy. (A.127)

Substituindo as Equacdes (A.126) e (A.127) nas Equactes (A.100) e (A.101), resulta
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C, =W, +U,sen y (A.128)

=U,COSy . (A.129)

Substituindo (A.128) e (A.129) na Equacédo (A.108), obtém-se

w(g) 1 : N de’
D A (6 W () 8= [+ o, (6)] cOs 7+ Gy +Ca () sen 7+
u(s)seny 1 : , : , N e’
_VT+¥¢(K)[)L| (c,¢)seny' + 4, (s,¢") cos y ] u,(¢") ds’, (A.130)

ou, considerando (A.104) e (A.105),

WSZ(G) _%CJS(K) 2 (66" Wy (") ds' =[C,, +Cgy (6)] COS 7+ C,., +Cry () | s€N 1 +
_wju%cﬁ(@[\] (¢,¢)cos(y+ ¥)—-K(s,¢") Sen(;(+;(')] uy(g’) ds’. (A.131)

A Equacdo (A.131) € a equacéo integral para a velocidade relativa no contorno do perfil
no plano transformado. As componentes Cgx € Cgy da velocidade induzida pela variagédo da
largura das pas ndo podem ser calculadas diretamente, porque a componente cx(z) esta no
integrando das Equacdes (A.106) e (A.107), portanto, torna-se necessario um procedimento
iterativo.

Nos casos particulares de escoamentos puramente axial ou puramente radial, onde as
linhas de corrente estdo, respectivamente, sobre cilindros coaxiais ou planos paralelos
perpendiculares ao eixo do rotor (nesses casos b = b(x) é constante), a Equacdo (A.130) é
simplificada porque B(x) =—(1/b)db/dx=0.

a) Escoamento Puramente Axial

A velocidade circunferencial (velocidade de condugdo), u,(s), é constante através da
grade linear movel, ou seja, u, =U =@ .

Substituindo as relagdes

(A.132)
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Cy =W, +U, (A.133)

Cgy =0 (A.134)
e

Cgy =0 (A.135)

na Equacéo (A.131), resulta

Ws(g)_1<ﬁ ﬂq (g’gr) Ws(gr) ds':Woox COS/’L/-I-WOOySenZ"'

2 t I

Useny +£
2 t

+

gS(K)[J (5.¢") cos(x + 1)~ K(s,") sen(x + )] ds'. (A.136)

A integral do segundo membro da equagéo anterior pode ser calculada por:

<]5(K)[J (s.6") cos(x + 1)~ K(g,¢") sen(x + x)] ds' =

Cﬁ(K) {*Re {% cotagh [%(g —~ g')}} Re [ei(;m’) ] _

3Im {%cotagh H (¢ —g')}} 3Im [ei(zw')]} ds’ +

me(ﬁm%cowgh H (¢ —g’)} e'4ds' = *Ree;gﬁm cotagh H(g —g’)} dg’. (A.137)
Aplicando o célculo dos residuos, obtém-se

95(@ cotagh E(g —g’)} dg’=it. (A.138)

Portanto, a Equacdo (A.137) torna-se

§y[3c.s)cos(z + )~ K(e.s) sen(z, )] ds' ==L (A139)

Substituindo a Equacdo (A.139) na Equagéo (A.136), resulta
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w(s) 1

> cﬁ(K) 4(6,6") W (¢") ds" =w,, cos y +W,, sen y . (A.140)

A Equacdo (A.140) é a equacdo de Fredholm de segunda espécie para a grade linear de

largura, b, constante.

b) Escoamento Puramente Radial (grade radial fixa)

Substituindo as relacdes

u,(¢)=0, (A.141)
¢s(c) = w,(s) (A.142)
e
db

na Equagéo (A.131), resulta

# —% gﬁ( )/1| (6,6 ¢s(¢) ds"=c,, cos y +c, sen y. (A.144)

A.3 EQUACOES COMPLEMENTARES

Conforme apresentado no Item A.2, a velocidade relativa tangencial sobre o contorno
do perfil é dada pela equacao integral (A.131). A solucdo desta equacdo pode ser obtida

somente por procedimento iterativo, porque a componente da velocidade absoluta c,(z"), em

principio desconhecida, se encontra nos integrandos das Equacgdes (A.106) e (A.107), ou seja,

respectivamente, em cg, () € Cg,(s) , que estdo no lado direito da Equagao (A.131).

A.3.1 Calculo da primeira aproximacao

a) Componentes Cqx € Cuy
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As componentes C.x € C.y S80 determinadas pela equagdo da continuidade e pela

Equacédo (A.92), ou seja,

Cy = cex% (A.145)
i

C, —C :—:1 c, ds, (A.92)

sendo bj e be sdo as larguras na entrada e na saida da pa, conforme mostra a Figura A.2.
Considerando (A.145) e (A.92), obtém-se

CiX + Cey CiX b
o > ) ( be) ( )
e
Ciy +Cey 1
C.,= =C, —— c.ds. A.147
i 2 Voot dw ( )

A integral de linha da velocidade absoluta pode ser representada por

95( )c ds = ()W ds+ u ds. (A.148)

Substituindo a Equacao (A.148) na Equacéo (A.147), resulta

C u ds. (A.149)

1 1
=Cy——¢ W, ds——
T ot % T2t

A segunda integral da Equacdo (A.149) pode ser calculada do seguinte modo: foi

mostrado no Item A.2, através da Equacao (A.83), que

(JS(C) Lng :.”(T) (?xﬁ) . dA (A150)

e, através da Equacédo (A.86), que

@(C) udg =-tu, +tu,, +SB(K)US ds—i o Un ds. (A.151)
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Considerando a equacéo de transformacéo de velocidades (A.25), do espaco real para o

espaco transformado, obtém-se

27 2mn 2
U=u,=—r(ornN=—owr A.152
y Nt( ) T ( )
e, portanto,
qu\zz—“za)rﬂ (A.153)
Nt dx

A integral de &rea da Equacédo (A.150), considerando (A.152) e (A.153), é determinada

do seguinte modo:

=\ dr 2
J‘J'(T) (qu)-dA:Za)H(T)rd—)r(N—T:dxdy:

271
=20[" [N rdrdo=20A,. (A.154)
r]_ 0

Considerando a Figura A.1, obtém-se

T
Ap =y 0 =)= A, (A.155)
onde A, €adreadapae A, €aarea compreendida entre duas pas consecutivas.

Introduzindo a expressao

N A
a,=—-:o-, (A.156)
I,
obtém-se
T T
Ay = er(l—ap) _ﬁr‘z (A.157)

Substituindo (A.152), (A.154) e (A.157) em (A.150) e considerando novamente a

equacao de transformacéo (A.25), obtém-se
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__ 2
<j>(c) Uds=2wA, =u, (1-a)t-u’t. (A.158)

Comparando a Equacao (A.158) com a Equagéo (A.151), resulta

cﬁ(K)un ds=0 (A.159)

o Us ds=-a,Ugt. (A.160)

Portanto, substituindo a Equacéo (A.160) na Equacéo (A.149), tem-se

a,u
:ciy—i w, ds+ = (A.161)

C
” 2t T 2

y

b) Componentes cgy € Cgy
Conforme apresentado no Item A.2, para um ponto de calculo genérico, ¢, sobre a p4, as

componentes cg, () € Cg () sdo dadas pelas Equagdes (A.106) e (A.107), ou seja,

)= 2 BO () I(e.7) dxay (A162)

(€)= ], BV, (2) K (e, ) ddy’, (A 169

onde o superescrito (1) indica o calculo de cg, () € Cg/(s) paraa primeira aproximagao.

Considerando as Equacdes (A.103.a) e (A.103.b), pode-se escrever, para 0 ponto de

calculo ¢, que

1 senh [Ztn (&- x’)}
J(.2") = 5 o o (A.164.3)
cosh {t (&- x’)} —C0s [t (n- y')}

sen| 21|

5 | (A.164.b)
cosh [Ztn = x’)} —cos {tn (- Y')}

, 1
K(g’z):_E
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Como c«(z") é uma funcdo, em principio, desconhecida, pode-se considerar como uma
primeira aproximacdo o valor médio da velocidade meridional do escoamento, obtido por
meio da equacdo da continuidade, sem levar, ainda, em consideragdo a obstrucdo devido a

presenca das pas (espessura das pas), ou seja,

¢ = ZLrb (A.165)
T

No plano transformado (plano da grade linear), a velocidade c,(j), dada pela Equacéo

(A.165) e considerando a equacdo de transformacéo de velocidades, Equacao (A.25), é

¢ = 2n, ¢ = _Q (A.166)
Nt Nt b(X)

Na entrada da grade, tem-se

Q
Cpy =——. A.167
Combinando as Equacdes (A.166) e (A.167), obtém-se
W_. Db
c,’ =cC (A.168)

X ixm'

Considerando (A.168), pode-se explicitar as integrais dadas pelas Equacdes (A.162) e
(A.163), ou seja,

senh [Ztn (&- x')}

!

C %5 ~ D , Y =F(x)+(x)
¢w9=§fksuriﬁwj

i dy
b(x y=f(x) cosh[ztn(f—x’)}—COS{ztn(n—y’)}
(A.169)
e
27
sen| 2% (7|
(€N} _ C4_x X5 , b4 , Y= (x)+(x) |: t ’
CBy (g) ot IX4 B(X ) —b(x') dx Iy’:f(x’) dy

cosh [Ztn = x’)} - COS[Zt7T (- Y')}

(A.170)
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Conforme a Figura A.2, t(x") é definido por

t se X< X,
t(x)=4t(x) se X, <X <X . (A.171)
t se X" 2 X

Resolvendo as integrais

senh [Ztn (&- x')}

R dy’ (A.172)
y'=f(x) 2n , 21 ,
cosh [t(cf— X )}—cos{t(ﬂ— y )}
e
D )
- [ ()#0) t dy’ (A.173)
2 y=t) 27 , 27 , '
cosh T(é—x) —CO0S T(n— y")
e fazendo
H:—%(n— Y, (A.174.9)
do = 2t—ndy’, (A.174.b)
271 ,
6, :—T[n— f(x)] (A.174.c)
e
a=cosh [% (&- x')} , (A.174.d)
obtém-se
t 27 Go+27 dH
|, =—senh| — (& =X . A.175
Yo { t (¢ )M@o a—cosé ( )

A funcdo 1/(a—cos®) é par de periodo 2x e, portanto, a integral |, torna-se
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, =lsenh[ﬁ (- x’)} 7 a (A.176)
0 t

0 a-cosd

Paraa> 1, tem-se

0

(a—l)tg(j
j do = 2 arctg 2 (A.177)

a-cosd a2_1 Ja?-1
e, portanto,
=~ do T

= . A.178
J-O a—-cosfd /a2_1 ( )

Substituindo (A.178) em (A.176) e considerando (A.174.d), obtém-se:

t

I, =—senh {E (&- x’)}
T t \/

(A.179)

T _{ t se  &E>X
coshz{ztn(f—x’)}—l - e e<x

Para a integral 1,, Equagdo (A.173), a fungdo send/(a—cosd) é impar de periodo 2 e,

portanto, I, = 0.
Substituindo os valores de I; e I, nas Equagdes (A.169) e (A.170), e considerando
(A.45), obtém-se

1) ~ | Cix §B(X) 5B(X)
Ca(€) =5 D b(x) X b(X) }

_bic, | 1 |§ |X5 b 1
= { Xi ] c, {b(@ =L be)} (A.180)

¢ () =0. (A.181)

Considerando, agora, a obstrucdo da péa devida a sua espessura, a Equacao (A.180)

torna-se
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W yee L | B 1g
CBx(g)—.xt(é){b(g) 2( e)}- (A.182)

Substituindo as expressdes (A.146), (A.161), (A.181) e (A.182) na equacdo integral

(A.131), resulta, para o calculo da primeira aproximacao a Equacao (A.183).

w24, [ﬂ. () -2% } w, (<) ds’

t B Ly byt By
[@@ 3 E)( (f))}c cos;g{ i +cly}5en;g+

_uy(s) Sen;( 1

> <]5 [3(c.¢) cos(x + ) - K(g.¢) sen(x + 2)]u,(¢) ds’,  (A.183)

onde o superescrito (1), que deveria aparecer na incognita w, para indicar o calculo da

primeira aproximacéo, foi omitido para simplificar a notacao.

Conforme a Figura A.2,

=W, (A.184.2)

Portanto, a equacéo integral (A.183) torna-se

w,(s) 1 N Seny N Ae!
T—;qS(K)[z.(g,g)—T}ws(g)ds

t b 1 a,u,
[@@ E( b—e)(l—(—g))}w cos;({ p2y+wiy+uiy}sen;(+

_uy(g)seny 1

> *{Cﬁm [3(c.¢") cos(x + 7) - K(g.g) sen(x + x)]u, () ds'.  (A.185)



Apéndice B

FORMULACAO INTEGRAL DO ESCOAMENTO
POTENCIAL PARA ROTORES CENTRIFUGOS
COM PAS INFINITAMENTE FINAS

Uma formulacao integral do escoamento potencial, semelhante aquela do Apéndice A, ¢
apresentada para o calculo das velocidades relativas no contorno das pas de espessura
infinitamente fina de rotores centrifugos. Essas velocidades relativas sdo obtidas de uma
distribuicdo de vortices no contorno das pas que constitui a fun¢do-incognita da equacdo de
Fredholm de primeira espécie resultante da formulacdo do problema. Ao contrario da
formulagdo apresentada no Apéndice A, o calculo do escoamento ¢ realizado diretamente no
plano fisico (rotor centrifugo), evitando-se transformagdes intermediarias. A formulagao
apresentada permite obter as caracteristicas do escoamento potencial para uma geometria
qualquer de rotor centrifugo, incluindo também a variagdo da largura das pas, com a Unica
restricdo de as pas serem infinitamente finas. Por meio da equacdo da continuidade, essa
variagdo de largura ¢ tratada de uma maneira aproximada, tal como foi feito no Apéndice A,
obtendo-se uma formulagdo integral linear exclusivamente de contorno, evitando-se
procedimentos iterativos. Inicialmente, essa formulacdo ¢ desenvolvida para rotores
centrifugos convencionais, ou seja, sem pas auxiliares. Ao final do desenvolvimento, a
equacao integral resultante da formulacdo apresentada € escrita para o escoamento em rotores

centrifugos com pas auxiliares.
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Este apéndice esta dividido em trés itens principais: B.1) Equagdo diferencial do
escoamento absoluto para o rotor centrifugo, onde ¢ apresentada a equacao diferencial do
escoamento potencial para rotores com pas de largura varidvel, que ¢ uma equacdo do tipo
Poisson; B.2) Determinacdo do campo de velocidades do escoamento potencial para o rotor
centrifugo convencional, ou seja, rotor sem pdas auxiliares, onde é apresentado, por meio do
teorema integral de Green, o desenvolvimento para transformar a equagdo diferencial
(equacdo do tipo Poisson) do escoamento absoluto em equagao integral (equagdo de Fredholm
de primeira espécie) tendo como incognita a distribuicdo de vortices no contorno dos perfis
(pés); B.3) Equacao integral de Fredholm de primeira espécie para o escoamento em rotores
centrifugos com pas auxiliares, onde, com base na formulagdao do Item B.2, ¢ apresentada a
equacao integral para um ou mais conjuntos de pas auxiliares inserido(s) no conjunto de pas

principais.

B.1 EQUACAO DIFERENCIAL DO ESCOAMENTO
ABSOLUTO PARA O ROTOR CENTRIFUGO

A Figura 2.1 representa um esquema de um rotor centrifugo (grade radial movel)
convencional composto de pas de espessura infinitamente fina e de largura, b = b(r), variavel.
A grade ¢ composta por um numero ¢ formato arbitrarios de pas idénticas e igualmente
espacadas.

O campo de velocidades do escoamento potencial no rotor centrifugo (grade radial
movel) deriva de um potencial de velocidade, @(r,6). Pode ser demonstrado através de um
balango volumétrico num elemento diferencial de fluido escoando no rotor centrifugo que,
para um escoamento absoluto incompressivel e irrotacional, obtém-se a equacdo do tipo

Poisson representada na Equagao (B.1).
V’o(r,0)=B(r)c,(r,0), (B.1)

sendo

__1 dbn)
b(r) dr

B(r)= (B.2)
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Figura B.1 Grade radial mével com pas infinitamente finas e de largura variavel: (a) se¢do meridional e (b) segdo transversal (Oliveira, 2001)
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B.2 DETERMINACAO DO CAMPO DE VELOCIDADES
DO ESCOAMENTO POTENCIAL PARA O ROTOR
CENTRIFUGO CONVENCIONAL

B.2.1 Obtencé&o da equacéo integral por meio da segunda
identidade de Green

O teorema da divergéncia aplicado ao campo vetorial, V , num dominio plano, (D),

limitado por uma curva fechada, (C), é representado por

I} o) V-V dxdy’ = ‘%) A-V ds'. (B.3)

Na Equagdo (B.3), substituindo o vetor V pelo vetor uVv—vVu, resulta a segunda

identidade de Green, ou seja,

ov
on’'

2y 2 [N _ a_u r_
H(D) (UVv=vV-a)dx'dy + gS(C) (u v@n,)ds =0, (B.4)

sendo u(x’,y") e v(x,y’) duas fungdes escalares de posi¢do cujas primeiras derivadas sido

continuas em um dominio simplesmente conexo (D) e sobre a sua fronteira (C); 0/on’
significa a derivada normal interior (por defini¢do, a normal exterior é oposta) e S' € o
comprimento da linha ao longo da fronteira (C).

Seja M um ponto de coordenadas X' e y’, e P um ponto de coordenadas X ¢ Yy, conforme

a Figura A.3 (Apéndice A), de modo que

MP =d =+/(Xx=X)> +(y—y')’ . (B.5)

A fungdo Ind ¢é harménica e regular em todo ponto M diferente de P, e pode ser

verificado facilmente que V*(Ind)=0.

a) Ponto P interior ao dominio (D)
Sendo (Dr) o dominio definido pelo circulo (Cr) de centro P e raio R, conforme a

Figura A.3, ¢ aplicando a Equagao (B.4) as fungdes @e Ind no dominio (D- Dg), obtém-se
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2 [N a _ 8_@ !
H(D_DR)(lnd)V @ dx'dy _cﬁ(c){q) ~(Ind)=(Ind) an,}ds +

0 oD
+ @(CR){qba—R(ln R)—(In R)a—R} ds, . (B.6)

A integral de dominio e a primeira integral do lado direito da Equagdo (A.49) sdo
independentes de R, em consequéncia, a segunda integral do lado direito também ¢
independente de R e ¢ igual ao seu limite quando R— 0. Fazendo, na segunda integral do lado

direito R tdo pequeno de tal modo que @= @ (P) no circulo (Cr), obtém-se

lim {@ —(In R)z—ﬂ 2nR =21 d(P). (B.7)

R—0
Portanto, a Equacao (B.6) torna-se

oo , 0 ,
poy ds (C)cD pov (Ind)ds'. (B.8)

2n®(P) = j j o) (Ind)V’® dx’dy'+g[>(c) (Ind)

b) Ponto P exterior ao dominio (D)

A Equacdo (B.4) se aplica diretamente, visto que, a fun¢do Ind ndo tem mais

singularidades no dominio (D). Neste caso, obtém-se

oD
on’'

o
_ 2 ' ! r_ '
O—H(D)(lnd)v @ dx'dy +<}3(C)(1nd) ds cj)(c)cp—@n,(lnd)ds . (B.9)

B.2.2 Equacéo integral do escoamento

Devido a periodicidade do escoamento (Figura B.1), c.(r,0+2x/N =c.(r,0) e
Co(r,0+2m/N=Cy(r,0), o plano (Xi, X2) pode ser dividido em N Dominios (T,), onde
(=1,2,..,N, idénticos ao dominio (T;). Como o dominio (T,) contém o ponto P, as
Equagdes (B.8) e (B.9) podem ser utilizadas, dependendo se o ponto P estd interior ou
exteriormente ao dominio (T)).

Para os outros dominios (T, ), com ¢ #1, o ponto P € exterior, neste caso, a Equagao

(B.9) ¢ utilizada. O somatério em ¢ fornece o potencial de velocidade no ponto P, ou seja,
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PeT: 272@(P)| X ) oD
_ Inr,) V2@ dx'dy’ Inr,) <L ds
PeT: 0 } /Z::, ”m)(nrg) dx'dy +<'[>(C[)(nr€) Py ds’ +

0 '
e, = 4)ds}, (B.10.a-b)

sendo

re=\/(><—><2)2+(y—y2)2- (B.11)

As componentes da velocidade absoluta, no sistema de coordenadas cartesianas,

C,(X,¥)=3D(X,y)[Ox e ¢ (X,y)=ID(X,Y)/Fy, obtém-se derivando a Equagdo (B.10),

primeiramente em relacao a X e depois em relagdo a Y, ou seja,

PeT: 2zc,/(P) X; , X=X, 00
} {”(ﬂ 2 ~ O Vi dxdy’ +<j> —)——ds'+

PeT: r, o on
-§ o2 0 X= XZ)ds (B.12.a-b)
©) on” r?
e
PeT: 2zc (P)] & Y=Y oo y—y, 0@
——)V-odx'dy'+ =—L)y—ds
P } 2l V49, 5
-§ L y/)d (B.12.c-d)
€ on' s
Em termos de notagdo complexa, as coordenadas do ponto P dos dominios (T;) e (T,)
sa0
Z=X+1y no dominio (T)) (B.13.a)
e
Z, =X, +1iy, no dominio (T,). (B.13.b)

As coordenadas do ponto de integracdo sobre o contorno, em termos de notagdo

complexa, sao

¢, =& +inm, no contorno (C,). (B.14)
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Com as derivadas do potencial de velocidade, @, a velocidade absoluta complexa

conjugada ¢

c(z)_a—@—lé—@_c —icC, (B.15)

OX oy

Considerando as Equagoes (B.13), (B.14) e (B.15), as Equacdes (B.12.a-b) e (B.12.c-d)

tornam-se
PeT: 2nC (P) i “ V2o dx’dy’ 95 o0 ds'
PeT,: =l bl 2 z-1, €oon' z- g[
—gﬁ L )d (B.16.a-b)
€ on'z-

Conforme mostra a Figura A.3 (Apéndice A), para um sistema de coordenadas

cartesianas definido pela tangente e pela normal a fronteira (C,), sendo a normal voltada para

o interior do dominio (T,), pode-se escrever, para uma fun¢do complexa diferenciavel, que

oC ) _loC ) __.oC ) (B.17)
os i on on '

Sendo ¢; =¢;(s"), e aplicando a regra da cadeia, tem-se

o, 1 1 .1 d
(=il - .
on' z—g, 0s' z—-g¢, (z c))? ds’

(B.18)

Aplicando a férmula anterior e, também, a formula de integracao por partes a segunda

integral de contorno da Equagdo (B.16), obtém-se

6, 02 Jowmig, o] Lt
©) o' z—g € | (z-¢))* ds’

L
:i{ i i -1 a_q?[ ! ,}ds’, (B.19)
Z-6; Jo_g € os'|z-g,

sendo L o comprimento da curva fechada referente ao contorno (C,).
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Como o contorno (C,) limita um dominio simplesmente conexo, no qual @ ¢ uma

funcdo univoca, o primeiro termo do lado direito de (B.19) se anula, entdo, a Equacao (B.16)

torna-se

PeT,: 2nC(P N !
eT, T ( ) ” dxdy gS (arpﬁa(pj ds . (B.20.a-b)
PeT: (Te) z (€0 0s' )z1-g,

Os valores de V’@ =B(X,y") e [0®/on' —ié®/Fs'] independem de ¢, quando se

calcula em pontos circunferenciais periodicos (periodo 27/ N) em cada dominio, ou seja,

22 — er ei(é—l)Zﬂ:/N (le)

g g! eI(V 1)27[/N (B.22)

sendo /=1,2,...., N.

Com isso, as Equagdes (B.20.a-b) tornam-se

PeT: 2TEC(P) 1
dx'dy’
PeT: } zﬂ(m H(z—z’} I

/

N
B (CU( )2(2 . ] (B.23.a-b)

Sendo
cxzé—dj e cy:a—@, (B.24)
OX oy
e
oD oD
cC,=— e C.=—, B.25
" on G (B.25)

e observando na Figura A.3 (Apéndice A) que C, =—C, € C, =C,, pode-se escrever

0D 0D\ 1 L
(an,ﬂ@sjz( ,j=<-cr+1c9>;[

I\ 276y

! J . (B.26)
Z—¢y



Adotando a convengdo T, =T e C, =C, as Equacdes (B.23) tornam-se

PeT: 2nc(P)|
PeT: 0 }_Hm Z(

1=l

] dx'dy’ +

N
— —C, +1C

Sy

Pode ser demonstrado, através de decomposi¢do em N fragdes parciais, que

K(z,2) = Z_ Z,N

2, M-z
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(B.27.a-b)

(B.28)

(B.29)

Considerando as Equagoes (B.1), (B.25), (B.27.a-b), (B.27) e (B.28), define-se

F(z,2)=V*® i(z ! J:B(z')cr(z')K(z,z')
(=1 -

/

0P , . 0P N1 o) . ,
6.5 as,);(z_gé]—ecr+1cg>K(z,g>.

Substituindo as Equag¢des (B.30) e (B.31) nas Equagoes (B.27.a-b), resulta

PeT,: 2rc(P)

PgT,: 0 }:”(T)F(Z’Z)dXdy +<]5(C)G(z,g)ds.

B.2.3 Desenvolvimento da integral de contorno

(B.30)

(B.31)

(B.32.a-b)

Considerando a integral de contorno nas Equacdes (3.32.a-b), pode-se abrir o seu

! ’
Lo :cj';(c) G(2,£")dS" = I g + e+ lep + Tpg + lap + T + L + Tiga -

caminho de integracdo de acordo com a Equacao (B.33), conforme ilustra a Figura B.2.

(B.33)
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X2

X1

Figura B.2 Notagdes para a grade radial movel com pas de espessura infinitamente fina

As integrais sobre os trechos BC e DE se anulam, respectivamente, com as integrais

sobre os trechos HA e FG, ou seja,

IBC_

“lyp e lpp=—ly. (B.34)

A integral sobre a linha representativa da pa ¢ dada por

.. = G(z,c')ds'. B.35
EF CJS(K) (z,6") ( )

Portanto, a integral de contorno, nas Equagdes (B.32.a-b), torna-se

le) = C.[)(C)G(Zag')ds' =

B ! ! D ’ ! ’ ’ H ! ! (B.36)
IAG(z,g )ds +IC G(z,g")ds +4>(K)G(z,g)ds +IG G(z,5")ds".
Conforme a Figura B.2,
g'=r, e’ (B.37)

ds'=e7dc¢’, (B.38)
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obtendo-se
d¢'=ir,e'?de’. (B.39)

Também, da Figura B.2, tem-se

7 -0 _T (B.40)
2

Das Equacdes (B.37), (B.38) e (B.39), ou da prépria Figura B.2, obtém-se

ds'=r,do’ (B.41)

0'=6,+2n/N, (no ponto A da Figura 3.3) (B.42)

0'=0,. (no ponto B da Figura 3.3) (B.43)

A primeira integral do segundo membro da Equagdo (B.36), no limite com r; =0,

torna-se

/

. B , , . Go+27/N , ,
lx = lim [ G(z,¢")ds' =—lim roj G(z,¢')do' . (B.44)
rH—0vA -0 Y&

Considerando a substituicao de variavel representada na Equagao (B.45),

Jy =a+be’, (B.45)
com

A =0, para 0'=6, e Ay =2m, para 8'=6,+2n/ N, (B.46)
obtém-se

Ay =(O"-6,)N, (B.47)
€, portanto,

ao = e (B.48)

N
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Sendo
) 1(204,)
c=re? =re N (B.49.2)
e
N
IN(246y)
cMN=rNe NV (B.49.b)
obtém-se
'N
dig=—i% . (B.50)
Considerando as Equagdes (B.29), (B.48) e (B.50), a Equacgdo (B.44) torna-se
s = lim [~ G(z.¢)ds'=—lim [ 77" G(z,¢)d0'=—lim [ " G(z.¢") d4
o = Jim [ G(z,¢") ds'=—lim [ (2,640 == lim [ * G(2,6) d2,
. T . NN dg™
=—lim-% —Cc — _
050 N (]Sgro( ¢ —1Cy) NN (-1) =
N1 \
=ilimr, —iC))—————dg"". B.51
lrolg%) Oé{ro (© lcg)g'N(g'N —ZN) ds B3
Pode ser demonstrado que
N
z -1 1
= + . B.52
g!N(g/N_ZN) gIN g/N _ZN ( )
Considerando (B.52), a Equagao (B.51) torna-se
N1 \
l,p, =1limr, c, —ic,)—— d¢’
AB 1r01£130 095%( r 1 H)ng(ng —2%y s
Y C,—iCy . N C, —iCy | N
_Zggiiglh;Wt;de é%priyv—dg ] (B.53)

Aplicando a formula integral de Cauchy, s3o obtidos os resultados apresentados nas

Equagdes (B.54) e (B.55).

c, —icC
r——2-dg™ =0 B.54
qs§r0 Og'N—ZN ] ( )



e
C, —iCy | N ) .
cﬁ% I rg,N d¢'™ =2mir(c, —icy).
Portanto, a Equagao (B.44) torna-se
|, = lim jBG(z,g') ds'= 2 lim 1 (c, —ic,).
rh—0 A Z 1p—0 r
Aplicando o mesmo desenvolvimento anterior para as integrais lcp € lgn, tem-se
. D , , H , . Opn+2n/N , ,
lep +lgn = G(z.g)ds'+ [ Gzg)ds'=] " G(z.g)ds
sendo

A, =(0"=0,)N,

e fazendo o limite com r, — o, obtém-se

N-1

lep + i = _riiinwjozn r, (=, +icg)g,§—_sz/1w
sendo

z=re’, com r#ow,
tem-se

, N-1
. 2n —C, +1C r i(N=
lep + gy =— lim J.o (2C *+1Cy) (—] e N4

Too —>0

N
. r .
e1Nt9 _[ j e1N19
roo

N-1
r
ParaN > 1 com r, — o, tem-se [—] —0.

Portanto, a Equagdo (B.62) torna-se

186

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)

(B.59)

(B.60)

(B.61)

(B.62.2)
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lep +lgy =0, paraN>1. (B.62.b)

Para N = 1, e considerando novamente a varidvel @', tem-se

lep + 1oy = — lim j;:””(—c, —ic,)e?d. (B.63)

I —>©0

Como nao ha singularidades no infinito, ou seja, quando r, — o, obtém-se

lim ¢, = lim ¢, =0, (B.64)
I —>0 o —>0

resultando
lep + gy =0, para N = 1. (B.65)

Portanto, considerando as Equacdes (B.62.b) e (B.65), a (B.57) torna-se
D H
lep + gy = jc G(z,¢") ds,'+jG G(z,¢")ds'=0. (B.66)

A Equacao (B.33), com as Equagdes (B.56) e (B.66), torna-se

, ,_2TC . . ' '
ey =, BN ds =" limr(c, —ic)) +§, | G(z.¢) s (B.67)

B.2.4 Desenvolvimento da integral de superficie

Considerando a integral de superficie nas Equagdes (3.32.a-b), ou seja,
I, = J[l,, F@.2)axay =[] Bz)e.(z) K(z.z) dxay', (B.68)

observa-se que o seu integrando contém a componente radial da velocidade absoluta c,(z)

que ¢ uma fung¢do, em principio, desconhecida. Neste caso, a solu¢do da Equacao (B.32) pode
ser obtida somente por processo iterativo.

Para uma primeira aproximagao, pode-se considerar o valor médio de c,(z') através da

equacdo da continuidade do escoamento, ou seja,
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cr(z');cm(z’):%b(r,). (B.69)
Considerando que o
r})mo rc.(r)= 2n§(l’o) (B.70)
e, em consequéncia,
27%1% I, C (1) = b(?ro)’ (B.71)
obtém-se, como aproximacao, que
" db(r) ¢ (2)= r' db(r’) Q
b(r’) dr’ b(ry dr' 2=nr'b(r’)
e e ) ®72)
Substituindo (B.72) em (B.68), ¢ considerando a Equagdo (B.28), obtém-se
™= ﬂm F(z.2) dxdy’= ”(T)[_ b(lr’) d?j(rr") (@) zIEI iNz 1 } ey
- .”(T)[_ b(lr’) dkc)i(rr' ) ¢, () T - ,1 } r'drde’
2L {b % )}I:((:,;HMN ( » iNZ do ]d (B.73)
Desenvolvendo isoladamente a integral
frn " % do’, (B.74)

com

A=(0 - f(r')N (B.75)
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€
Z'=r'e?, (B.76)
tem-se
'N
dA=—i d(ZN ). (B.77)
Z’
obtendo-se
farye2mN N zN ! Y A , Nt N
Jiwy g 0] g aA =1 g 4
ZN—l N
=i —d(i'"). B.78
g 4™ (B.78)

Em termos de fracdes parciais, conforme feito na Equagdo (B.52), obtém-se

z z z z

i " ' i diz’™ d(z'N
e R [ )} (B.79)

Aplicando a féormula integral de Cauchy, a expressdo entre colchetes na Equagado (B.79)

¢ igual a 0, para |Z'| < |Z , € igual a2mi, para Z’| > |Z| Dessa forma, a Equacdo (B.78) torna-

se
J-f(r')+2rc/N N zN! P 27 (r' >r) (B.80)
_—c =— vpara(r> :
£(r) N —zN ;0 P
e
faryzwN N zN7 , /
[ a0, e <) w

Substituindo as Equagdes (B.80) e (B.81) na Equagao (B.73), resulta

) v Q@ A 1 2m) . Q[ 1T
=]l Faoay =22 dr’[b(r’)}( Z jdr z [b(r’)}

Iy —0

Q Q __Q My,

zb(r) zb(r) zb(r) z -0 * " (B.82)
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B.2.5 Equacéo integral da velocidade absoluta no contorno da pa

Substituindo as Equagdes (B.67) e (B.82) na Equagdo (B.32.a), tem-se

c()=—2 2T 2% > " ds’
2nc(z)—zb(r) : %1ir})rocr+ - lim 1c9)+<_|5(K)G(z,g)ds. (B.83)
Portanto,

_ Q 27 . N At
2nT(2) = ——1limr.c,+ G(z ds B.84
"E@)= - limne t 6. (B.84)

Definindo-se a pré-rotacao anti-horéria, /7y, como

I,= lim0 211, Cy, (B.85)

rO
a Equacdo (B.84) torna-se

Q/b(r)—i]“0 1 , ,
—_— G(z, ds B.86
- anS(K) (2, (B.86)

C(z2)=

A Equagao (B.86) ¢ linear e com singularidades de perturbagdo apenas no contorno (x)
de cada pa. A diferenga entre essa formulag@o ¢ aquela para o caso de largura da pa, b = b(r),
constante estd no termo fonte, cuja intensidade passa a variar com a largura radial da pa,
segundo Q/b(r).

No caso de pés infinitamente finas, a integral de contorno (x) da pa pode ser reduzida a
uma integral de linha estendendo-se do bordo de ataque, S;i, ao bordo de fuga, S., Figura B.2,

como demonstrado no proximo item.

B.2.6 Equacéo integral da velocidade absoluta no contorno da pa
no caso de pas infinitamente finas

Analisando a integral da Equacao (B.86), ou seja,

lw =G, Gl.cN s, (B.87)
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que representa o efeito das pas do rotor, pode-se obter uma expressao para essa integral para

pas de espessura infinitamente fina de formato arbitrario, entdo, conforme a Figura B.1.

N-1

’ ! : ’ N
|(K) :(ﬁ(K)G(g,g)dS :@(K)(Cnr +1CSr)d5 g'\lij

N-1 N-1
e e NG e (% e i NS e
_Le [cf +ick ]gN SN ds'+ [, [ e +ich ]gN e ds’ . (B.88)

No caso de pas infinitamente finas, observa-se que
g =g® =g (B.89)

e, ainda,

N-1 N-1
(a4 o) N¢ (o) a0 Ng :
_Le [cn, +ict ] O ds' = Li [cn' +ic ]gN ST ds’, (B.90)

onde o sinal (+) indica o lado de succdo e o sinal (—) o lado de pressao da pa.

Com isso, a Equacao (B.88) torna-se

! S ’ ! S ’ ! S n(+ AN i !
o =§,,6(z.6)ds'= [ *G(2.6)d5'+] 'G(2.6)d5 = | "[G(2.¢)" ~G(z.¢)1ds

== LS [(ch> +c\)+i(el) + cgﬂ)]% ds’ (B.91)
Considera-se as defini¢des
oy’ +cy) =a(s), (B.92)
representando uma distribuicao de fontes, e
e’ +ci” =", (B.93)

representando uma distribuicao de vortices.

Como

(B.94)
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visto que W, =0, pela condi¢do de tangéncia, e ainda
ut =y (B.95)
devido a continuidade da velocidade de condugao do rotor num dado ponto sobre a pa, tem-se
g=c)—c) =u? —u? =0. (B.96)

Portanto, a Equagao (B.91) pode ser escrita por

' N-1
oo = I(K)G(g,g’) ds'=iN [ ; % ds’ (B.97)

¢ ng

e, em consequéncia, a Equacao (B.86) torna-se

N Q/b(r)—-irl, +L

C(z
@) 27 Z 27

[ 7$IK(g)ds. (B.98)
Portanto, para pas infinitamente finas, a integral de contorno em (B.87) pode ser
reduzida a uma integral de linha estendendo-se do bordo de ataque (S;) ao bordo de fuga (S¢) e
representando o efeito da distribuicao de vortices de densidade, 1(¢”), sobre a linha da pa.
Seja ¢ um ponto de calculo genérico sobre a pa. A velocidade média na linha da pa,
C(s), ¢ calculada fazendo z = ¢ na Equacdo (B.98) e interpretando a integral no sentido do

valor principal de Cauchy, ou seja,

Q/b(r)-ir, +LI * () K(c,&)ds' . (B.99)

C(g)=
©) 2ng 2 si

Na Equagao (B.99), T(¢) representa a média entre as velocidades absolutas complexas

conjugadas nos lados de sucgdo, T (¢), e de pressdo, T (¢), ou seja,

c(9)+c(6) (B.100)

C(o)= 5

Por sua vez, €©(c) e T(), podem ser determinadas considerando a

descontinuidade tangencial imposta pela distribui¢do de densidades de vortices, y(g).
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Conforme a Figura B.3, pode-se efetuar a mudanca de coordenadas (X, y) para (S, n),

sendo S e n, respectivamente, a tangente e a normal a pa. Assim,

(C,+ic,) =(c, +ic,)e WA, (B.101)
y
C\W Cr
e P
[ /.
N B s
% wl2-3
g |

r o \ g X

o
>

u=aowr

Figura B.3 Condigao de tangéncia do escoamento relativo

A velocidade complexa conjugada no sistema de coordenadas (s, n) ¢ dada por

(c, +ic,) =T(g)e > A (B.102)
ou, ainda,
C(5)—ic,(¢)=iC(5)e' . (B.103)

Considerando a descontinuidade na velocidade tangencial, +y2, tipica de qualquer

distribuicdo de vortices, tem-se, para os lados de succ¢do (+) e de pressao (—), que

E(Jr) (g) _ C(g) n %e—i (6+1/2-5) (B104)
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€
tO()=C(5) —%e_i 7). (B.105)
Das Equagdes (B.104) e (B.105), juntamente com a Equacao (B.103), obtém-se
¢t (¢)=ReliT(g)e' "M+ @ : (B.106)
() =efiv(e)e - L) (B.107)
€
ci(6)=c{(¢) = Im[it(s)e e (5). (B.108)

B.2.7 Equacéo integral de Fredholm de primeira espécie para o
escoamento em rotores centrifugos convencionais

Para o caso de pas infinitamente finas, a velocidade relativa complexa conjugada ¢

W(g)=C(s)-U(s), (B.109)
Sendo
W(g) =W, (¢)—iW,(¢), (B.110)

pode-se escrever, de maneira semelhante a Equagdo (B.103), que
W, (¢)—iw, (g) =iw(g)e' 7. (B.111)

Assim, as componentes normais e tangenciais da velocidade relativa nos lados de

succdo da pa (+) e de pressdo (—) tornam-se

W () =w"(¢) =-3m{[i(C(¢)-T(s)]e' Py, (B.112)
wi(e)=Re{[iC(c)-T(5)e' "} + %g) (B.113)
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w0 (6) = Re {[iT(c) ~ T(g)e ) —@ . (B.114)

Aplicando a condi¢do de tangéncia

w7 (o) =w" =0, (B.115)
tem-se que
3Im{i[c(s)-T(5)]e "} =0. (B.116)

Assim, conforme a Equacao (B.116), obtém-se

SIm{ic(c)e' P -Im{iu(g)e' P =0. (B.117)
Substituindo a Equacao (B.100) na Equacao (B.117), e sendo

U=cwre ™9, (B.118)

resulta

Sm{i M el (0-5) _ij % A(SHK (¢, ¢ el (9—ﬂ)dsr} +
2ng 21 s

~3m(-wre#)=0. (B.119)

Finalmente, com

=re¢ .
¢ i6 B.120
e

e '# =cos f—isen B, (B.121)
obtém-se

Q FO 1 S5 ' 1 '
————cosf+ sen f+wrsen f+— s") Q2(¢',c)ds' =0, B.122
Trron A o senf prs-], 1) 2s9) (B.122)

sendo

Q2¢',6) =3m[K(s,g") e "], (B.123)
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A Equagdo (B.122) ¢ uma equacao integral de Fredholm de primeira espécie para a
fungdo incdgnita y (s"). Os termos dessa equacdo representam, fisicamente, componentes de
velocidades normais a pa: os dois primeiros, devido a uma fonte € a um vortice na origem
(eixo do rotor), o terceiro, o efeito normal referente a velocidade de condugao do rotor, e o

quarto, o efeito normal absoluto das distribuicdes de vortices sobre as pas.

B.3 EQUAQAO INTEGRAL DE FREDHOLM DE PRIMEIRA
ESPECIE PARA O ESCOAMENTO EM ROTORES
CENTRIFUGOS COM PAS AUXILIARES

Com base na formulacdo apresentada anteriormente para rotores centrifugos
convencionais, pode-se obter facilmente as equagdes para o escoamento em rotores
centrifugos com pas auxiliares, Figura B.4. No caso de rotores centrifugos convencionais, as
pas sdo simuladas por uma distribuicdo de densidades de vortice na linha representativa de
cada pa. Esse efeito ¢ representado pela integral de linha da Equagao (B.122). No caso de
rotores centrifugos com pas auxiliares, deve-se acrescentar na Equacao (B.122) um numero de
integrais de linha idéntico ao niimero de conjuntos de pas auxiliares. No presente trabalho, foi
considerado apenas um conjunto de pas auxiliares de espessura infinitamente fina e de largura
variavel intercalado no conjunto de pas principais. Dessa forma, para esse unico conjunto de
pas auxiliares, acrescenta-se na Equagdo (B.122), uma integral de linha referente ao conjunto

de pas auxiliares, conforme a Equagdo (B.124).

Q FO 1 SeP ’ ’ '
——cosf+ sen f+wrsen f+— s Q(c',¢c)ds' +
2nrb) P o s p 2nLip 7(5) 25

(B.124)

1 sea
+— s") 2(¢',¢)ds' =0,
L )96

sendo 2(¢',¢) dado na Equagdo (B.123).

Sip € Sep €, Sia © Sea representam as coordenadas naturais nas linhas representativas de
cada pa principal e de cada pa auxiliar, respectivamente, para os bordos de ataque e de fuga
(pontos i e e, respectivamente, na Figura B.4). Havendo mais conjuntos de pas auxiliares,

outras integrais de linha sdo acrescentadas de acordo com a quantidade desses conjuntos.
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O restante do desenvolvimento para o caso de rotores centrifugos com pas auxiliares ¢
idéntico ao apresentado anteriormente, uma vez que se trabalha apenas com a velocidade
complexa conjugada do escoamento absoluto dada pela Equacgdo (B.124). Portanto, segundo a
condi¢do de contorno, utiliza-se a mesma Equacdo (B.116) que resultard em uma equacao de

Fredholm de primeira espécie semelhante a Equagao (B.122).

yli

Figura B.4 Se¢ao normal de um rotor centrifugo com um unico conjunto de pas auxiliares



Apéndice C

GEOMETRIA DE ROTORES RADIAIS

Algumas se¢des meridionais e transversais (normais), que caracterizam a geometria de
rotores radiais tipicos, sdo apresentadas neste apéndice. Os rotores radiais analisados neste
trabalho se referem a faixa de baixos valores de rotacéo especifica, 30 < nga < 200, portanto, a
largura das pas, b = b(r), ou é constante ou apresenta pouca variagdo ao logo do seu
comprimento. Conforme descrito nos Apéndices A e B, as pas ou tém espessura finita ou sdo
consideradas infinitamente finas.

Este apéndice esta dividido em dois itens principais: C.1) SecGes meridionais de rotores
radiais, onde sdo apresentadas algumas secGes tipicas, tanto de bombas como de turbinas;
C.2) Sec¢des normais (transversais) de rotores radiais, onde sdo apresentados alguns formatos

tipicos de pas utilizados em bombas e turbinas.

C.1 SECOES MERIDIONAIS DE ROTORES RADIAIS

Os rotores radiais analisados neste trabalho tém pas montadas perpendicularmente ao
disco (cubo) e a capa (cinta) do rotor. Isto implica que ndo sé as arestas interna e externa séo

perpendiculares ao disco e a capa mas também toda a pa, pelo fato de elas ndo apresentarem
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torcdo ao longo do seu comprimento. Dessa forma, a se¢cdo meridional, no que se refere ao
canal do escoamento, é caracterizada pela largura das pas, ou seja, a distancia entre o disco e

a capa é a propria a largura da pa, b = b(r), ao longo do seu comprimento, conforme ilustra a
Figura C.1.

Disco

(Cubo) Aresta externa paralela

Capa logaritmica de
Murata et al. (1978)

b(r) b,

— €

Capa [L-kIn(r/r)’F
(Cinta)
_1-b. /b

~In(r/n)

; Avresta interna paralela
e

Aresta interna curvada

r Aresta interna curvada

S Avrestas interna e externas paralelas
————— Capa do rotor em formato reto
——-—— Capa do rotor em formato circular
77777 Capa do rotor em formato logaritmico
————— Outras alternativas de arestas e capa

—

0 X1

Figura C.1 Esquema de se¢Ges meridionais de rotores radiais de largura das pas, b = b(r),
varidvel com aresta externa paralela ao eixo e
alguns formatos de arestas internas

Em geral, para rotores puramente radiais (valores muito baixos de rotacdo especifica,
Nga, Proximos de 30), onde a largura das pas € constante, o disco é plano e perpendicular ao
eixo do rotor, em consequéncia, a capa também é perpendicular ao eixo do rotor. Outra

caracteristica desse tipo de rotor é que a aresta externa da pa é paralela ao eixo do rotor, ao
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passo que, a aresta interna da pa ou é paralela ou € inclinada ao rotor (Figura C.1). Essa
geometria de secdo meridional € tipica tanto de turboméaquinas radiais geradoras (bombas,
ventiladores, sopradores e turbocompressores) como também de turbomaquinas radiais
motoras (turbinas).

Para rotores aproximadamente radiais (valores de nga proximos de 200), o disco
apresenta uma parte plana e perpendicular muito préxima a periferia externa do rotor, e uma
parte curvada no restante do disco. Para esses rotores, a capa ou é inclinada em relacdo ao
eixo do rotor ou é curvada, como mostra a Figura C.1. Geralmente, esses rotores tém a aresta
externa da pa paralela ao eixo do rotor, e a aresta interna da pa ou € inclinada ou é curvada
(Figura C.1).

C.2 SECOES NORMAIS DE ROTORES RADIAIS

Este item trata de dois tipos de se¢Ges normais (transversais) de rotores radiais, no que
se refere a espessura das pas: C.2.1) Sec¢Ges normais de rotores radiais com pas de espessura
finita (PEF) e C.2.2) Se¢des normais de rotores radiais com pés infinitamente finas (PIF). Sdo
apresentadas as principais expressdes para gerar a geometria completa de duas pés tipicas
empregadas em rotores radiais, ou seja, pas em formato de arco de circulo (ARC) e em
formato de espiral logaritmica (LOG), ambas para PEF e PIF. Para efeito de comparacéo,
também sdo apresentadas as principais expressGes para gerar a geometria de pas em duplo
arco de circulo (DAC), sem arredondamentos nas regides dos bordos de ataque e de fuga.

Nao serdo listadas as expressdes para os diversos angulos e comprimentos que estdo
indicados nas figuras, visto que os mesmos podem ser obtidos facilmente através de relagfes
trigonométricas e geométricas. Desenhos esquematicos de cada pa sdo mostrados, destacando-
se um sistema local de coordenadas retangulares [x ",y '], cujo eixo x, posicionado na corda do
perfil (pd), esta inclinado em rela¢do ao eixo x; de um &ngulo de montagem, du, que facilita a
transformacéo das coordenadas do perfil (pa) isolado para aquelas do perfil em grade, no caso
de PEF.

As expressdes que seguem referem-se a linha média da pa no plano normal (Figura
C.2), desde o ponto i (na aresta interna) até o ponto e (na aresta externa), e a linha média da

pa compreendida entre os pontos i e e no plano meridional (Figura C.1).
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C.2.1 Secdes normais (transversais) de rotores radiais com pas de
espessura finita (PEF)

A Figura C.2 apresenta um esquema parcial de uma secdo normal tipica de rotores
radiais de bombas com regido proxima ao bordo interno da pa arredondada e regido proxima
ao bordo externo da pa é chanfrada, acompanhando a periferia externa do rotor. No que segue,
além dos formatos de pas na sua linha média, sdo apresentados também regides proximas ao
bordos externos arredondadas que sao tipicas no caso de turbinas. As regides proximas ao
bordo interno e ao bordo externo serdo denominadas simplesmente de bordo interno (bordo de
ataque no caso de bomba e bordo de fuga no caso de turbina) e bordo externo (bordo de fuga

no caso de bomba e bordo de ataque no caso de turbina).

X2
\\ b
0 TN \
m h X
~ \ |
/
an \\ \ea le
Rn g //
\
S N //
== — \ \ ///
1\ ﬂi///
De /// D| | ///
// /// 5 p
yd & / /
_ _Z _/ _ _ y — // g
/ 0! I X1

Figura C.2 Secdo transversal de rotor radial com pas de espessura finita (PEF) com regido
proxima ao bordo interno arredondada e regido proxima ao bordo externo chanfrada

1) P4 de espessura constante, em formato de arco de circulo, com bordo de
ataque arredondado e bordo de fuga chanfrado (ARCc)

A Figura C.3 (com espessura aumentada) ilustra as principais grandezas da pa.

R = DeZ_Di2
™ 4(D,cos B, -D;cos £)

(C.1)
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sendo Ry, o raio de curvatura da linha média da pa, e

cos 3, —B‘cos B,
0 =21tg = , (C.2)
sen g, + Eisen B

e

sendo &, o angulo do setor referente a corda da pa (Figura C.2).
oy =nl2+6,-p, (C.3)
sendo Ay 0 angulo de montagem das pas;

L, =R, (6 +n/2-6,)+0.e,12+1, 7, (C4.a)

Li=R(+m/2-05,)+6 e, 12+1,y¢, (C.4b)

sendo L, e Ls os comprimentos da pa nos lados de presséo e de suc¢éo, respectivamente.

2) Pa de espessura constante, em formato de arco de circulo, com bordos
interno e externo arredondados e (ARCa)

A Figura C.4 (com espessura aumentada) ilustra as principais grandezas da pa. Rm, &y €

ow sdo dados em (C.1), (C.2) e (C.3), respectivamente.

L, =R, 6, +6 ¢

i ~pa

(C.5.b)

sdo, respectivamente, os comprimentos da pa nos lados de presséo e de sucgao.

3) Pa em formato de duplo arco de circulo sem arredondamentos nos bordos
interno e externo (DAC)

A Figura C.5 (com espessura aumentada) ilustra as principais grandezas da pa. Rm, éh

e ov sdo dados em (C.1), (C.2) e (C.3), respectivamente.
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Figura C.3 Esquema de uma pa em formato de arco de circulo, de espessura constante, com
bordo interno arredondado e bordo externo chanfrado (ARCc)
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Figura C.4 Esquema de uma pa em formato de arco de circulo, de espessura constante, com
bordos interno e externo arredondados (ARCa)
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H., =R,[1-cos (6,/2)] (C.6)

|_p - Rp gp (C.7.9)
e

L, =R, 6, (C.7.b)

4) P4 de espessura constante, em formato de espiral logaritmica (apenas na
linha média), com bordos interno e externo arredondados (LOGc)

A Figura C.6 (com espessura aumentada) ilustra as principais grandezas da pa. Deve-
se ressaltar que o formato em espiral logaritmica refere-se apenas a linha média, ou seja, 0s
lados de pressdo e de succdo da pa ndo tém o formato de uma espiral logaritmica. Como se

sabe, 0 angulo da pa, £ (na linha média), é constante ao longo da pa.
r=r,e"”? (nalinha média da pa), (C.8)
Ly, =(r,—5)/senf, (C.9)

onde L, € o comprimento da linha média da pa.

5) P4 de espessura variavel, em formato de espiral logaritmica (na linha média
e nos lados de pressao e de succdo), com bordos interno e externo
arredondados (LOGv)

A Figura C.7 (com espessura aumentada) ilustra as principais grandezas da pa. Deve-
se ressaltar que tal pa é genuinamente em formato de espiral logaritmica. Ao mapear
(transformar) o plano fisico (plano da grade radial) para o plano transformado (plano da grade
linear), conforme o Apéndice A, resulta uma pa com espessura constante (a menos nas regides
dos bordos interno e externo) no plano transformado, como ilustram as Figuras C.8 e C.9. A

dependéncia de r com #é a mesma representada na Equacéo (C.8).

Lo =0ip€pai 2+ Ogp€ps, [ 2+(1y, —T, )/senp (C.10.a)
e EP Ip
e
Ly = Ois €pa,; [ 2+ Oes €pa, 1 24 (1, — 1o )/ SEN B (C.10.b)
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0,

Figura C.5 Esquema de uma pa em formato de duplo arco de circulo sem arredondamentos

nos bordos interno e externo

(DAC)
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Figura C.6 Esquema de uma pa de espessura constante, em formato de espiral logaritmica
(na sua linha média), com bordos interno e externo arredondados (LOGc)
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Figura C.7 Esquema de uma pa de espessura variavel, em formato de espiral logaritmica
(na linha média e nos lados de pressédo e de suc¢éo), com
bordos interno e externo arredondados (LOGv)
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X2 A

1,0

0,8
—— Pa logaritmica LOGv

------ Pa logaritmica LOGc

0,6

0,4

0,2

0,0 :
0,0 0,2 0,41 0,6 0,8 1,0 X

Figura C.8 Esquema, no plano da grade radial, de pas logaritmicas de espessuras variavel
(LOGV) e constante (LOGc) com largura, b, constante.

B —— Palogaritmica - LOGv
12 (espessura variavel)

- Pa logaritmica - LOGc
10 (espessura constante)

08 -
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-02 00 02 04 06 08 10 12

>

Figura C.9 Transformacdo das pas LOGv e LOGc, representadas na Figura C.8 (plano da
grade radial), no plano da grade linear
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C.2.1 Secdes normais (transversais) de rotores radiais com pas

infinitamente finas (PIF)

No caso de péas infinitamente finas (PIF), a linha média das pas (de i até e),

naturalmente, € a linha representativa das PIF. Portanto, as expressdes que representam tal

linha sdo as mesmas listadas no Item C.2.1.

As Figuras C.10 e C.11 ilustram as péas infinitamente finas em formato de arco de circulo

(ARC) e em formato de espiral logaritmica (LOG), respectivamente.

X2

Om

Be

B

1 X1

Figura C.10 Esquema de uma pé infinitamente fina em formato de arco de circulo (PIF)

X2

ﬁe e

B=pr)=p=p

B

i X1

Figura C.11 Esquema de uma pa infinitamente fina em formato de espiral logaritmica (LOG)



Apéndice D

RESULTADOS NUMERICOS COMPLEMENTARES

Este apéndice apresenta os resultados numéricos complementares para o rotor de
Dietzel modificado referentes aqueles do Item 5.4 para o0 modo bomba e do Item 5.5 para o

modo turbina.

D.1 RESULTADOS NUMERICOS PARA O ROTOR DE
DIETZEL MODIFICADO (MODO BOMBA)

Este item apresenta os resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado
referentes aqueles do Item 5.4 para 0 modo bomba. As modificacbes se referem aquelas
comentadas no Item 5.4, ou seja: 1) modificacdo do angulo de entrada da pa, fp; 2)
modificacdo do &ngulo de saida da pa, fep; 3) modificacdo do nimero de pas, N. Para cada
uma dessas trés grandezas, as outras duas sdo modificadas em certas faixas de valores,
dependendo do valor do Rims que ndo deve ser maior que 2 para nao haver reversdo do
escoamento relativo no lado de pressdo da pa. As faixas para se obter Rima < 2 que foram
analisadas sdo: 11°< i, < 27°, 18°< S, < 88° e 2< N < 12. Os resultados que seguem sdo para

a secdo transversal do rotor de Dietzel modificado e para o nimero de Richardson maximo.
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Figura D.1 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas

Figura D.2 Numero de Richardson méaximo em funcéo do nimero de pas do rotor de
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Figura D.3 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
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Figura D.4 Numero de Richardson méaximo em func¢éo do nimero de pas do rotor de

PIF: Rotor de Dietzel para g =15°
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Figura D.5 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas

Figura D.6 Numero de Richardson maximo em funcdo do nimero de péas do rotor de

PIF: Rotor de Dietzel para g =17°
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Figura D.7 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
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Figura D.9 Esquema de secdo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
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Figura D.10 Numero de Richardson maximo em fun¢do do nimero de pas do rotor de

Dietzel modificado para pas com g, = 21°



Figura D.11 Esquema de secéo transversal do rotor de Dietzel modificado para pas
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Figura D.12 Numero de Richardson maximo em fun¢do do nimero de pas do rotor de
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D.2 RESULTADOS NUMERICOS PARA O ROTOR DE
DIETZEL MODIFICADO (MODO TURBINA)

Este item apresenta os resultados numéricos para o rotor de Dietzel modificado (modo
turbina). As modificacBes realizadas foram as mesmas descritas no inicio do Item 5.4 e no
Item D.1. As secOes meridionais do rotor de Dietzel modificado sdo as mesmas representadas
nas figuras do Item D.1. Portanto, na sequéncia, sao apresentados os resultados do nimero de
Richardson maximo em funcdo do nimero de pas do rotor de Dietzel modificado para pas

com diversos angulos de entrada das pas, Sp.

R T T T T T T T T T T T T
max
2,4 = | PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina) | —
2,2 |- -
Limite para o numero de Richardson maximo, Ri.
20 b —/—————————————— - — — — — —
18 |- -
16 |- P S SY -
Lar A\A\A\A |
12 |- -
10 | -
08 - D; =200 mm -
06 L —a— f3,=18 D, = 435 mm |
' _._ﬁezzgf’ bj =35 mm

0,4 [ = ﬁe - 380 be =18 mm ]
02 fi=11° -
0.0 AN S [ I S [ A S I —

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
N

Figura D.13 Numero de Richardson maximo em funcdo do numero de pas do rotor de
Dietzel modificado para pas com f, = 11° no modo turbina
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Figura D.14 Numero de Richardson maximo em fungdo do nimero de pas do rotor de
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Figura D.15 Numero de Richardson maximo em funcdo do numero de pas do rotor de

PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina)
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Figura D.16 Numero de Richardson maximo em funcdo do numero de pas do rotor de
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Figura D.17 Numero de Richardson maximo em fungdo do nimero de pas do rotor de

2,6
"4
2.2
2,0
18
16
14
1.2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

— | PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina) } —

Limite para o nimero de Richardson maximo, Ri,

—a— f,=18°
— -e— 3, =28°
| - 3 =38°
v = 48°

T

——o_

A—A\A\A Dj =200 mm
D, =435 mm
b; =35mm
be =18 mm
fi=19°

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15

N

Dietzel modificado para pas com £, = 19° no modo turbina

PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina) | —

Limite para o numero de Richardson maximo, Ri_

0 1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15

N

D;j =200 mm
De =435 mm
b; =35 mm
b, =18 mm
B =21°

—— B,=18

-o— f3,=28°
- 3 =38°
-v- f,=48
- f3,=58

Dietzel modificado para pas com £, = 21° no modo turbina

220



221

R 2T T T T T T T T T T T T T 1
max
2,4 || PIF: Rotor de Dietzel modificado (modo turbina) } —
22 - T ) _ e i -1 | Dj=200mm
2.0 |- LImie para 0 imero de Richardson méximo. Rivs, __| | p, = a35 mm
b; =35mm
18 [ 1| be=18mm
16 - /W 1| A=25
1.4 |- :;://./‘H_/—Q—H_‘H _
— 0
1,2 | v/v/v———v—v\H B —.—ﬂe—28
- 3 =38°
1,0 | ./I——.———I\.\.\. | ,
v f,=48
08 | ey 1| - p=5
0,6 |- - | - B3=68
04} Jd| = p=78
—_ 0]
02| S
0.0 A N A N I NN I AN N NN NN N N

01 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
N

Figura D.18 Numero de Richardson maximo em funcdo do numero de pas do rotor de
Dietzel modificado para pas com £, = 25° no modo turbina
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