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Resumo

Esta dissertacao trata de uma bifurcacao local para aplicacoes suaves no plano, depen-
dendo de um parametro real, chamada bifurcacao de Neimark-Sacker de codimensao 1,
que, em certo sentido, guarda muitas semelhancas com a bifurcacao de Hopf para equa-
coes diferenciais ordindrias. Em ambas as bifurcacoes, a mudanca na estabilidade de um
ponto fixo ou ponto de equilibrio, junto com uma condi¢ao de transversalidade associada
com certos autovalores da matriz Jacobiana calculada no ponto, além de uma ou mais
condicoes de nao degenerescéncia, permite o surgimento ou desaparecimento de uma curva
fechada invariante pela dindmica no retrato de fase quando o parametro é variado. Este
tema foi escolhido devido a sua importancia no estudo de sistemas dinamicos discretos e
aplicacoes em diversas areas da ciéncia e, neste sentido, o Teorema da Bifurcagio de
Neimark-Sacker de codimensao 1 é enunciado e demonstrado no caso planar e empregado
no estudo de dois modelos bhiol6gicos conhecidos na literatura, a saber, a equacao logistica

com atraso e a equacao predador-presa discreta.

Palavras—chave: Bifurcacao de Neimark-Sacker de codimensao 1, Curva fechada invari-

ante, Equagao logistica com atraso, Equacao predador-presa discreta.
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Abstract

This dissertation deals with a local bifurcation for planar smooth mappings, depending
on a real parameter, called Neimark-Sacker bifurcation of codimension 1, which, in a
certain sense, shares many similarities with the Hopf bifurcation for ordinary differential
equations. In both bifurcations, the change in stability of a fixed point or equilibrium
point, together with a transversality condition associated with certain eigenvalues of the
Jacobian matrix evaluated at the point, along with one or more nondegeneracy conditions,
allows the appearance or disappearance of an invariant closed curve by the dynamics in the
phase portrait when the parameter is varied. This topic was chosen due to its importance
in the study of discrete dynamical systems and applications in many scientific areas. In
this sense, the Theorem of Neimark-Sacker Bifurcation of codimension 1 is stated and
proved in the planar case, and applied to the study of two well-known biological models,

namely, the delayed logistic equation and the discrete predator-prey equation.

Keywords: Neimark-Sacker Bifurcation of codimension 1, Invariant closed curve, De-

layed logistic equation, Discrete predator-prey equation.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo sao apresentados o assunto da dissertacao, uma revisao da literatura e a

estrutura da dissertagao.

1.1 Curvas Fechadas Invariantes e Bifurcacoes de Apli-
cacoes no Plano: Contexto Histoérico

Em 1885, o matematico Henri Poincaré definiu o ntimero de rotacao para homeomorfis-
mos do circulo preservando orientacao tendo em vista aplicacoes no estudo de Orbitas
de planetas. Tal conceito é um invariante dindmico e, de modo nao rigoroso, fornece a
velocidade angular média com que um ponto do circulo roda sob a acao de um homeomor-
fismo. Além disto, quando é um numero racional, o nimero de rotacao tem relacdo com
a existéncia de pontos periddicos da dinamica do homeomorfismo. Um estudo detalhado

sobre o nimero de rotagdo pode ser encontrado em [3] e [4].

O fato é que, em geral, a existéncia de uma curva fechada invariante isolada, sobre-
tudo atratora, no retrato de fase de uma aplicacdao continua no plano permite o calculo
do nimero de rotacao e, consequentemente, o entendimento de certos aspectos da di-
namica dada pelas iteradas da aplicagao. Por curva fechada invariante entende-se um
conjunto, invariante pela dinamica da aplicacao, homeomorfo ao circulo. Quando a apli-

cacao depende de um ou mais parametros a continuacao desta curva pode convergir para



um conjunto atrator, levando a dinamicas ainda mais interessantes, ji que pontos neste

conjunto podem rodar com nameros de rotacao diferentes [2].

No caso de equacoes diferenciais ordinarias em R?, se existe uma curva fechada inva-
riante pela aplicagao de Poincaré na secao transversal, entao existe um toro invariante
bidimensional no retrato de fase da equacgao diferencial cuja estabilidade é a mesma da
curva fechada invariante [5] e o nimero de rotacao determina se as orbitas sdo densas ou

periodicas no toro.

A existéncia, nimero e a estabilidade de curvas fechadas invariantes pela dinamica de
uma aplicacao podem ser obtidas através de alguns resultados conhecidos, dentre eles, o
Teorema de Moser [12] e o Teorema da Bifurcacdo de Neimark-Sacker [8]. No Teorema
de Moser ha certas restricoes, visto que a aplicagao no plano necessariamente precisa ser
analitica real preservando area. Além disto, em geral, é necessario realizar uma mudanca
de variaveis, algumas vezes para a colocar na forma normal de Birkhoff, o que nem sempre
é facil de realizar. O Teorema da Bifurcacao de Neimark-Sacker é mais geral, tratando de

aplicacoes suaves no R™, m > 2.

A origem do Teorema da Bifurcacao de Neimark-Sacker tem relacao direta com o
matematico soviético A.A. Andronov que estudou o surgimento ou desparecimento de
ciclos limites no retrato de fase de equagoes diferenciais ordinarias no plano quando um
par de autovalores complexos conjugados da matriz Jacobiana calculada em um ponto de
equilibrio cruza o eixo imaginario com derivada nao nula. A versao moderna e mais geral
deste resultado, com todas as condicoes de genericidade, é conhecida como bifurcagao
de Poincaré-Andronov-Hopf. Os resultados de A.A. Andronov, junto com o calculo dos

valores focais (ou coeficientes de Lyapunov), podem ser encontrados em [1].

Tendo por base o trabalho de A.A. Andronov, o também matematico soviético J.
Neimark (ou J. Naimark) conjecturou que uma curva fechada invariante também poderia
bifurcar de um ponto fixo de uma aplicacao no plano, desde que uma condicao semelhante
sobre os autovalores fosse satisfeita. Seus resultados foram registrados em [11] no ano de
1959. O trabalho de J. Neimark era incompleto e coube ao matemético norte-americano

R. Sacker, de maneira independente, completar os detalhes. No contexto de equacoes



diferenciais ordinarias e existéncia de toros invariantes, R. Sacker percebeu que certas
condicoes de ressonancia deveriam ser evitadas a fim de que uma aplicacao no plano
pudesse ser colocada em uma forma normal. Seu resultado foi incluido em sua tese de

doutorado, sob a orientacdo de J.K. Moser, e publicado em 1965. Veja [15] e [16].

A bifurcagdo de Neimark-Sacker é também conhecida como bifurcagdo de Hopf para
difeomorfismos por causa do artigo de D. Ruelle e F. Takens [14] e do livro de J.E.
Marsden e M. McCracken [10]. Embora haja semelhancas nas condigoes de genericidade e
no surgimento ou desaparecimento de uma curva fechada no retrato de fase, contudo, ha
uma diferenca. Nas condicoes de ocorréncia de uma bifurcacao de Hopf de codimensao 1,
a dinamica de uma equacao diferencial ordinaria no plano é topologicamente equivalente
a forma normal truncada (sem os termos de ordem superior) da bifurcagdo de Hopf. No
caso da bifurcacao de Neimark-Sacker de codimensao 1, os termos de ordem superior nao
podem ser desprezados, visto que, embora nao alterem a bifurcacao da curva fechada

invariante, interferem na dinamica restrita a esta curva.

Conforme [16], a bifurcagdo de Neimark-Sacker ficou amplamente conhecida devido ao
livro de Y.A. Kuznetsov [8], mas, segundo o proprio Y.A. Kuznetsov, seu tratamento
moderno, com as condicoes de transversalidade e nao degenerescéncia, como aparece
neste mesmo livro, ¢ devido a G. looss [6]. A prova do Teorema da Bifurcagdo de
Neimark-Sacker de codimensao 1 no plano pode ser encontrada em ambos os livros e sao

semelhantes. A prova apresentada em [8] segue aquela de [10].

Tendo em conta a importancia do resultado de J. Neimark e R. Sacker na teoria de
sistemas dinamicos e nas aplicacoes em diversas areas da ciéncia, como fisica, biologia,

engenharia e economia, este sera o assunto desta dissertacao.

1.2 Objetivos da Dissertacao

A objetivo principal é enunciar e demonstrar o Teorema da Bifurcag3o de
Neimark-Sacker de codimensdo 1 no plano conforme [8]. O objetivo secundario ¢ a

aplicagao do teorema em dois modelos biologicos simples e conhecidos na literatura: a



equacao logistica com atraso e a equacao predador-presa discreta.

Exceto por algumas modificagoes nas notagoes, a analise da equacgao logistica com
atraso é a mesma feita em [8] e o estudo da equagio predador-presa discreta segue [7].
Para ambos os modelos, o interesse estd apenas na existéncia e estabilidade de curvas
fechadas invariantes. Assim sendo, certos pontos fixos nao sao analisados. Além disto,

fica a cargo do leitor as interpretagoes biologicas dos resultados.

Este estudo nao trata:
1. Das ressonancias 1:1, 1:2, 1:3 e 1:4 de aplicagoes suaves no plano;

2. Da bifurcacao de Neimark-Sacker de codimensao 2 no plano, também conhecida como

Bifurcagao de Chenciner;

3. Do Teorema da Bifurcagdo de Neimark-Sacker de codimensao 1 (ou codimensao 2)

em R™, m > 3.

O leitor interessado nestes casos pode consultar [8] e [9]. Os casos 1 e 2 surgem quando
certas condigoes de nao degenerescéncia nao sao satisfeitas. Uma ideia sobre a ocorréncia

destes dois primeiros casos ¢ fornecida no final do Capitulo 2.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao esta dividida em seis capitulos. No Capitulo 1, que é a introducao a esta
dissertacao, ha uma contextualizacao historica do problema a ser estudado, a apresentacao
de algumas referéncias bibliogréficas e do assunto principal a ser abordado na dissertacao e
a estrutura da dissertacao. No Capitulo 2, sao introduzidos alguns conceitos e resultados
sobre aplicacoes no plano, tteis também para fixar as notacoes, e enunciado o Teorema
da Bifurcacgdo de Neimark-Sacker genérica de codimensao 1 no plano. A aplicacao do
teorema aos modelos bioldgicos é feita no Capitulo 3. Em seguida, os Capitulos 4 e 5
tratam da prova do teorema. Finalmente, em Conclusoes sao fornecidas as consideracoes

finais.



Capitulo 2

O Teorema da Bifurcacao de

Neimark-Sacker de Codimensao 1

O objetivo principal aqui é apresentar o enunciado do Teorema da Bifurcagido de Nei-
mark-Sacker de codimensao 1 no plano. Antes, sao apresentadas algumas definicoes e
resultados estritamente necessarios para a completude do texto e que também servem para
fixar grande parte das notacoes utilizadas ao longo da dissertacao, embora nem sempre

tenha sido possivel atribuir notacoes distintas a objetos mateméticos distintos.

2.1 Algumas Definicoes

Parte do texto desta se¢do foi adaptada de [3| e [4]. Um sistema dindmico discreto é
um par (X, f), com X um conjunto denominado espago de estados e f: X — X uma

aplicacdo denominada de dinmica.

Estamos interessados no caso em que f é continua em X, com X munido com uma

métrica d : X x X — R satisfazendo as seguintes exigéncias para cada x,y, z € X:
a. d(z,y) > 0ed(x,y) =0 se, e somente se, x = y;

c. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).



Nestas condigbes, (X, d) é chamado espago métrico. Ele serd um espago métrico
completo se toda sequéncia de Cauchy em X for convergente. Em outras palavras, se
(xn), n € N = {1,2,...}, ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, ou seja, dado ¢ € R,
e > 0, existe N € N tal que d(z,,z,) < € para m,n > N, entdo existe zg € X tal
que lim,, . d(x,,z9) = 0. Mais detalhes, bem como o conceito de limite, podem ser
encontrados em [13].

A evolucao da dinamica no tempo discreto n € N é obtida pelas iteradas da aplicacao
f. Dados um ponto z € X en € N, a n-ésima iterada de f & f"(z) obtida por
composicoes, a saber,

f'(@)=fofo---of(x).

n vezes

Para k =0, fY ¢ a aplicacao identidade tal que f°(x) = z.
A partir das iteradas definimos a 6rbita positiva de x € X por f como sendo o

conjunto
OF(z) ={f"(z) : ne NU{0}} = {z, f(2), f*(2),..., ["(2),...}.

E mais facil pensar nas mudancas de variaveis em f, quando necessarias, a partir da

equacao de recorréncia
Yn+1 = f(yn>7 n €N, (2'1)

que pode ser reescrita em notagdo simplificada como y = f(y), com § = Y11 € Yy = Yy,

n € N. Segue que, dado um ponto inicial yy € X, a 6rbita positiva a partir (2.1) é
OF(yo) = {wo. y1 = f(Wo), vo = F(1) = F2(W0), - - Yn = F(Yn-1) = " (W0),---} -

Um ponto 79 € X é um ponto periédico de periodo | € N se f!(zy) = xo, mas
f™(xo) #axosel <n<l—1. Sel =1, entdo f(zg) = zp e 19 € X é chamado ponto
fixo da aplicacao f.

Sob certas hipoteses, uma aplicagao f tem um tnico ponto fixo. Um destes resultados
é conhecido como Teorema da Contragio ou Teorema do Ponto Fixo de Banach. O
enunciado e a prova deste teorema podem ser encontrados em [13]. O enunciado esta

também em [8].



Teorema 2.1.1. Se (X, d) é um espagco métrico completo e f : X — X é uma contragio

em X, ou seja, existe € € (0,1) tal que

d(f(z), f(y)) < ed(z,y), Va,yeX,

entdo existe um, e somente um, ro € X tal que f(xg) = xo. Além disto,

lim d(f"(x),z0) =0, V&€ X.

n—oo
Um conjunto A C X ¢é invariante pela aplicacdo f, se f(A) C A. Se zy € X ¢é
um ponto periddico de periodo | € N da aplicagao f, entdao A = OT(xg) é um conjunto
invariante por f. Conjuntos invariantes associados com pontos fixos e curvas fechadas sao

objetos de interesse neste trabalho.

Para finalizar esta secao, introduzimos a nocao de conjugacgao. Dois sistemas dinamicos
discretos, (X, f) e (Y, g), sdo topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo

h: X — Y, chamado conjugagdo topolégica, tal que
h(f(@)) = g(h(x), V€ X,

Resulta que h leva orbitas positivas de (X, f) em oOrbitas positivas de (Y, g) e pontos

periodicos em pontos periddicos, desde que o periodo seja o mesmo, ja que

h(f"(z)) = g"(h(z)), Vre X eVneN.

2.2 Aplicacoes Suaves em R?

Embora X possa ser um subconjunto proprio do R?, neste trabalho trataremos do caso
em que X = R? com a métrica d dada por d(z,y) = ||z — y||, para todo (z,y) € R? x R?

sendo || - || norma em R?. Admitiremos também que

i R* — R?, (w1, 220) = (fi(1, 22), fo(z1,72)),

¢ uma aplicacdo suave, ou seja, de classe C* em R% Por um abuso de notacao e lin-

guagem, em lugar de (R?, f), algumas vezes, a aplica¢ao suave no plano f sera chamada



sistema dindmico discreto no plano ou bidimensional. Utilizaremos também a se-

guinte notacao para a aplicacao f,
(w1, 22) > f(21,72),

e também para outras funcoes com as devidas adaptacoes.

Em relacao a estabilidade, um ponto fixo z¢ da aplicacao f é:

E1l. Estavel, se dado € € R, ¢ > 0, existir 6 € R, § > 0, tal que se d(z,xy) < J, entdo
d(f*(z),z0) < €, para todo k € N;

E2. Atrator, se existir §g € R, dp > 0, tal que se d(z,zq) < Jp, entdo

lim d(f"(z),zo) = 0;

n—oo
E3. Assintoticamente estavel, se for estivel e atrator;

E4. Instavel, se nao for estavel.

Resulta que a estabilidade de um ponto fixo xy = (2%, 29) da aplicagdo f pode ser

analisada através da parte linear ou matriz Jacobiana da f, que é a matriz dada por

0 0
—fl(ifl,fEQ) —f1($1,$2)
03:1 8(E2
Df(x17'r2) = 8 a 9

8_x1f2<x1’x2) a—bﬁ(thz)

para cada (ry,15) € R%. Assim, xy ¢ ponto fixo hiperbélico da f, se cada um dos
autovalores p1 e ps da matriz A = D f(zg) tem moédulo diferente de 1. Além disto, um

ponto fixo hiperbélico zq é:

EH1. Assintoticamente estavel, se cada um dos autovalores de A possui moédulo menor

que 1;

EH2. Instavel, se pelo menos um dos autovalores de A possui moédulo maior do que 1.



Quando a matriz A tem pelo menos um autovalor com moédulo igual a 1 dizemos que x

é ponto fixo ndo hiperbdlico.

Uma curva fechada invariante 7 pela dindmica da aplicacao f é um conjunto in-
variante homeomorfo ao S'. O circulo S' é definido como sendo S' = R/~ = R/Z, com
a relacao de equivaléncia em R definida da seguinte forma: se z,w € R, entao z ~ w se,
e somente se, z —w € Z. Os elementos de S! sdo as classes de equivaléncia da forma

[2] = {2z +1:1€Z}. E comum identificar também S' com o intervalo [0, 1).

Se existe uma vizinhanca U C R? de 7 tal que 7 ¢ a tnica curva fechada invariante
pela aplicacao f em U, entao dizemos que v é isolada. Nestas condicoes, v é curva

fechada invariante:

EC1. Estavel, se dado ¢ € R, ¢ > 0, existir uma vizinhanca V' C U de v tal que se

x € V, entao dist(f"(z),7v) < € para todo n € N, sendo

dist(z,w) = inf{d(z,w) : (z,w) € OF(x) x v};

EC2. Assintoticamente estavel, se for estavel e

lim dist(f"(x),v) =0,

n—oo

para todo x € V;

EC3. Instavel, se nao for estavel.

Suponha que, de agora em diante, a aplicacao suave f depende de um parametro real

a, ou seja,
[ R* xR — R27 f(l“l,xz;a) = (fl(l’lyl’z,@)af2($17$2704))- (2-2)

A aplica¢ao f em (2.2) é chamada também de familia a um parémetro « de aplicagdes.
Para cada « fixado, valem todas as defini¢oes e resultados anteriores. Neste sentido, as

notacoes também serao preservadas.

Se para algum o = «g, f possui um ponto fixo hiperbolico z,,, isto é, f(za,, @) =

Tay € A = Df(xa,,00) possui autovalores com modulos diferentes de 1, entdo, como
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consequéncia do Teorema da Func¢do Implicita, existem um intervalo aberto J C R
contendo ap, uma vizinhanga V' C R? de z,, e uma tnica funcao diferenciavel ¢ : J — V|
com ¢(ap) = Ta,, tais que z, = ¢(a) é ponto fixo hiperbolico da aplicacdo f para todo
« € J. De fato, definindo a aplicagdo g por g(x, ) = f(x,a)—x para todo (z,a) € R*xR,
segue que g(Tay, o) = f(Tag, @) — Tay = 0 e det (Dg(xa,, ap)) = det (D f(z4,, ) — I) #
0, pois 1 nao é autovalor de Df (x,,, ), sendo I a matriz identidade 2 x 2.

As bifurcagoes, locais ou globais, tém relacao com o conceito de estabilidade estrutural.
De maneira simples, as bifurcagoes locais de pontos fixos podem ocorrer quando para
algum o = «p, chamado valor de bifurcagdo ou valor critico, f possui um ponto
fixo nao hiperbolico x,,. Mais precisamente, diremos que f apresenta uma bifurcag&o
local em ay, se existir oy € (ag— K, ap+ k), com £ € R, k > 0, suficientemente pequeno,

tal que as aplicacoes fy e f1 definidas por

fol@) = f(z,00),  file) = f(z,0n), Vo €R

nao sao topologicamente conjugadas no sentido da definicao dada no final da Seg&o 2.1.

A codimensao de uma bifurcacao local envolve desdobramentos versais, mas, de modo
nao rigoroso, aqui é o nimero de parametros necessarios que devem ser variados a fim de
que a bifurcagao local ocorra. Veja [17] e as referéncias 14 contidas para mais detalhes

sobre estabilidade estrutural, bifurcacoes e codimensao.

2.3 Enunciado do Teorema da Bifurcacao de Neimark-
Sacker de Codimensao 1

O enunciado do Teorema da Bifurcagdo de Neimark-Sacker de codimensao 1 apresen-
tado nesta secdo foi extraido de [8].

Suponha que para a = ap, a aplicacao f possui um ponto fixo nao hiperbdlico z,, tal

que A = Df(4,, ) possui autovalores e e e~ Sejam p, q € C? vetores satisfazendo

Aq = eiQOQa ATp = eiwopa <p> Q> = 1’
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com AT denotando a transposta da matriz real A, 2 x 2, e (-,-) o produto interno usual
em C? definido da seguinte forma para u = (uy, uz) e v = (v1, v9) em C?:

2

(u,v) = E U;V; = U V1 + UgVs,
i=1

com a barra denotando o complexo conjugado.

Resulta que {q,q} ¢ base de C? e, dado x € R?, existe z € C tal que
T = Tq, + 29+ Zq.

Uma vez que (p,q) = 0 (veja [8] ou o Lema 4.2.2), empregando (2.1) na mudanga de

varidveis de x para z, construimos a funcao H, em uma vizinhanca W C R? de z,,, como
H(z,Z) = (p, f(Tay + 2¢ + Zq, a0)) — (P Tay) - (2.3)
A partir da funcao H definimos os nimeros complexos

g0 = 5 H(2,2)

g1 = H<273)

=0 (2.4)
_ 9 _
go2 = H (Zaz)

93 _
go1 = m}](z,z)

z=0
De posse destes niimeros complexos, o Teorema da Bifurcagdo de Neimark-Sacker

genérica de codimensao 1 ¢ apresentado a seguir.

Teorema 2.3.1 (Bifurcacdo de Neimark-Sacker). Suponha que para | — ap| suficiente-
mente pequeno, a aplicacio suave f : R? x R — R? possui um ponto fixo x, tal que a
matriz D f(zq, ) possui autovalores p1 = p(a) e py = fi(a), sendo p(a) = r(a)e@),

comr(ag) =1 e (o) =0, 0< by < 7. Sejam p,q € C* vetores satisfazendo
ifo

Ag=e"q, Alp=e"p,  (pq)=1,

sendo A = D f(%q,, o). Suponha ainda que as sequintes condig¢des sao satisfeitas:
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H1. (o) = dir(oz) # 0 (transversalidade);
«

a=ag

H2. e*% £ 1, para k =1,2,3,4 (ndo degenerescéncia);

H3. L, = Re(e ®¢;) # 0 (ndo degenerescéncia), com

_ googui (1 — 2e™) |g11/* |go2|? 921
= 2(e2ifo — ifo) + [ — o ifo + 2(c200 — ¢ i) + 5 (2.5)

Entao, existem mudancas de coordenadas e pardmetros que transformam f em N : R? x

R — R2?, com

N(x1,22,8) = (1+ B)B(B)(x1, 22) + (27 + 23) B(B)C(8) (w1, x2) + O([| (1, z2) |"),

sendo
cosO(B) —send(5) c(B) —d(B)
B(p) = , CB) = :
send(B) cosO(p) d(B) ()
com 0(0) = 6y, ¢ e d fungoes suaves, com c(0) = Ly, e O(||(x1,22)||*) denotando os

termos de ordem superior na expansio em série de Taylor em torno de (x1,x2) = (0,0).
Além disto, variando o, com | — ap| suficientemente pequeno, existe uma vizinhanga do
ponto fivo x,, na qual bifurca uma Unica curvae fechada invariante a partir de xo, cuja

estabilidade ¢ dada pelo sinal de L.

Os ntimeros complexos go0, 911, Jo2 € go1 podem ser calculados, de maneira equivalente,

através da matriz A e das funcoes multilineares simétricas B e C, dadas por

A= D ftat+bmi00)| = Df (g, o).

851 £1=0
82
B(.Cl?,y) = f('ra +£1$+§2y7a0) ;
06108, ’ (£1,62)=(0,0) (2.6)
93
Cx,y,2) = smm7f (Tap + &2 + &2y + 32, ) ,
06106203 (£1,62,63)=(0,0,0)

com x = (21,%2), Y = (y1>?/2) e z=(21,2).
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Na realidade, A, B e C' aparecem na expansao em série de Taylor da f, em torno de
T = Tq,, até os termos de ordem 3 e para o = «y, dada por
1 1
flz,a0) = oy + A(x — 24,) + EB(x — Ty, T — Tay) + 50(:17 — Tpy T — Loy & — Tag)+
O([l(z — @a,|*),

com a funcao O denotando os termos de ordem superior na expansao em série de Taylor

da f, em torno de z = z,,, como no Teorema 2.3.1.

Decorre de (2.6) que as componentes de B e C' sao calculadas, respectivamente, por

2
52
Bz(x,y) = Z —fz (xao + 1, Oéo) LYk, (27)
Jk=1 877ja77k n=0
(z,y, Toy + 1, TiYp2l, 2.8
Y, 2 ;:1 amamé’m ( o T 1 0) o JYKZ1 ( )

para i = 1,2, sendo n = (11, 12).
Como consequéncia da multilinearidade e da simetria das funcoes B e C, a funcao H

como em (2.3) assume a forma

H(z2,%) = (p, Alzq + 7)) + —

51 (P B(2a + 24, 2q + 7)) +

1 . _ - _
51 (P C(20 + 70, 20 + 24, 24 + 7)) + (p, O([]2q + zq||*))
1
o 61902 + — ol <pa ZQB(Q) q) + QZEB(qv Cj) +523(@ q)) +
1

31 (P 2°Cla.9,4) + 32°2C(q,4,7) + 322°C(4,7,9) + 2°C(.7,)) +
(p. O(|[zq +zg||*)) -
Assim, de (2.4) e do resultado anterior,
920 = (p, B(q,9)) ,
gu = (p. B(¢,9))
902 = (p, B(4,7)),

g21 = <p7C<Q7Q76)> :

Algumas consideragoes podem ser feitas em relagao ao enunciado do Teorema 2.3.1:
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T1. E possivel trocar aplicacio suave por aplicacio de classe C*, k > 3;

T2. Bifurcagoes de codimensao 2 ocorrem quando uma condi¢ao de nao degenerescéncia
nao é satisfeita. Este é o caso das ressonancias percebidas por R. Sacker que ocorrem
quando uma das condicoes em H2 é violada e que sao detectadas a partir dos
autovalores da matriz Jacobiana A calculada no ponto fixo e no parametro critico,

mas devem satisfazer também outras condic¢oes:

T21. A ressondncia 1:1 ocorre se a matriz A possui autovalores 115 = 1. E, em

certo sentido, o andlogo discreto da bifurcacao de Bogdanov-Takens;

T22. A ressonéncia 1:2 ocorre se a matriz A possui autovalores py o = —1;
T23. A ressonédncia 1:3 ocorre se a matriz A possui autovalores pi; o = e*ito

00 = 27T/3,

, com

T24. A ressonancia 1:4 ocorre se a matriz A possui autovalores ji; » = ¥ com

90:7T/2.

Uma aplicagao suave no plano que apresenta uma das ressonancias anteriores possui
uma dindmica rica com certos aspectos ainda pouco compreendidos como ocorre,
sobretudo, na ressonancia 1:4. Tal como na bifurcacao de Neimark-Sacker, podem
surgir ou desaparecer curvas fechadas invariantes no retrato de fase da aplicagdo em
decorréncia destas ressonancias. Vale a pena ressaltar que se uma aplicacao suave
apresenta uma ressonancia 1:7, 2 < j < 4, entao ha um ponto peridédico de periodo

j em seu retrato de fase;

T3. Uma bifurcacao de Chenciner, anéloga a bifurcacao de Bautin para equacgoes diferen-
ciais ordindrias, ocorre quando todas as condicOes sao satisfeitas, exceto a condigao
de nao degenerescéncia H3, isto ¢, L; = 0. Neste caso, ¢ necessario calcular outro
coeficiente Lo que deve ser nao nulo. Estes coeficientes sao chamados coeficientes

de Lyapunov como na bifurcac¢io de Hopf [9];

T4. Em R™, m > 3, além dos autovalores p; e us do enunciado, a matriz A nao deve

possuir nenhum outro autovalor com moédulo igual a 1. Além disto, a dinamica da
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aplicacao f restrita a variedade central bidimensional e sua continuacao é topologi-
camente conjugada a dinamica da forma normal N. Neste contexto, uma variagao
do enunciado, com uma maneira equivalente de célculo da condicao H3, pode ser

dada seguindo as referéncias [8] e [9]. Neste caso, L; = Re(cy) # 0, com
c1 = e (p,C0(q,4,9) +2B(g, hu) + B(, hao)) ,
hiy = (I — A)~'B(q,7), (2.10)
hao = (™I — A)™" B(q,q).
Em (8] esta outra expressao para L; é obtida através do Método da Projecio e em
[9] empregando uma equagao homologica. Vale ressaltar que o sinal de L; também

fornece a estabilidade do ponto fixo z,,, sendo assintoticamente estavel se L; < 0 e

instavel se L; > 0. A condicao H2 também pode ser calculada como
«@Q

Df (20, ) Q@) = p(a)Q(ar),  Df (za,0)" Pla) = i) P(a), (P(a),Q(ar)) =1,

' (ap) = Re <e—i90 <p, %Df (o, @)

pois r(a) = (p(a)fi(e)'"?,

q= Q) e p= P(ag). Ha ainda uma terceira possibilidade que é

" (ap) = % %det (Df (22, a))

a=aqg

O leitor interessado no calculo do coeficiente de Lyapunov como em T4 pode consultar

|8] no caso planar e [9] em R™, m > 2. No proximo capitulo, o Teorema 2.3.1 serd
aplicado aos dois modelos biolégicos citados na Introducao. Antes, é necessario fazer um

breve comentério sobre a notacao.

2.4 Notacao

Conforme escrito anteriormente, neste capitulo é fixada grande parte das notacoes. Con-
tudo, uma mesma notagao, em casos muito raros, pode ser utilizada para objetos matema-

ticos distintos. Por exemplo, y; é vetor em (2.1), mas é também a primeira componente
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do vetor y = (y1,¥2). E, ainda, p é parametro no Capitulo 3, porém aparece na mudanga
para coordenadas polares no Capitulo 4. Possivelmente, ha outras ocorréncias, mas o

leitor nao tera problemas, ja que o contexto deixaré claro o uso.

Por um abuso de notagao, no Capitulo 3 escrevemos também () no lugar de p(«),
o mesmo valendo para ps(«) e fi(«). No Capitulo 4, a dependéncia do parametro « é

omitida para simplificar a notacao.



Capitulo 3

Aplicacoes em Modelos Biolbgicos

Este capitulo consiste da aplicagao do Teorema 2.3.1 a dois modelos biolégicos. Certos
pontos fixos nao sao analisados, pois o interesse estd apenas na existéncia e estabilidade
de curvas fechadas invariantes. Nao sao apresentadas interpretacoes biologicas de nenhum

resultado.

3.1 Equacao Logistica com Atraso
Considere a seguinte equacao de recorréncia
Unp+1 = /)Un(l - un71>> (31)

chamada equagdo logistica com atraso. Este é um modelo de dinamica populacional,
onde u, modela a densidade de uma populacao no tempo n e o parametro real p é a taxa

de crescimento.

Definindo v,, = u,,_1, podemos reescrever (3.1) como

Up1 = pun(l - Un)v

UTH—I - un;

ou, equivalentemente, como o sistema dinamico discreto bidimensional, dependendo do

17
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parametro real p,

qg: R? x R — R?
(3.2)
(QE,p) — g(a@p) = (91(93,,0),g2(17,p)) = (pxl(l - xQ)axl)'

E facil ver que os tnicos pontos fixos da aplicacio (3.2) sao a origem e

~1 p—1
—(P_P_) o1,
p p

A analise da estabilidade destes dois pontos fixos e da ocorréncia de bifurcacoes locais
neste modelo é bastante simples. Entretanto, a equagao (3.1) e suas generalizagoes apre-
sentam uma dinamica interessante, ndo estudada aqui, conforme [2]. O proximo teorema

trata apenas da estabilidade do ponto fixo z, e da bifurcacao de Neimark-Sacker.

Teorema 3.1.1. Seja py = 2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras em rela¢ao ao

ponto fixo

da equagao logistica com atraso (3.1):
a. Sel < p<py, entao x, é assintoticamente estdvel;
b. Se p = po, entao x,, € nao hiperbdlico e assintoticamente estdvel;

c. Se p > po, entao x, € instdvel e existe uma tnica curva fechada invariante assin-
toticamente estdvel no retrato de fase de (3.1), em wma vizinhanca de x,, para p

suficientemente prozimo de pg.

Demonstracao. A matriz Jacobiana da aplicacdo (3.2) calculada no ponto fixo z, é

dada por
1 1—p
1 0

Dg(ZEp, /0) =

e seu polindomio caracteristico é

P(p) = p* —p+(p—1)
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com autovalores
1 1
ul(p)=§(1+\/5—4p> e u2(p)=§(1—\/5—4p)- (3.3)

Decorre dos resultados de estabilidade de pontos fixos apresentados na Segdo 2.2 que:

a. Sel < p<5/4,entdo 0 < 5—4p < 1. Logo, 1/2 < ui(p) < 1e 0 < pa(p) < 1/2.
Por outro lado, quando p = 5/4, temos u1(p) = p2(p) = 1/2. Para 5/4 < p < po,

os autovalores pu1(p) e pa(p) sdo complexos e 1/4 < p —1 < 1. Portanto, como

\112(p)| = v/p— 1, segue que 1/2 < |p12(p)| < 1;

b. Substituindo p = py em (3.3), obtemos |1 2(p)] = 1. Resta mostrar a estabilidade
de z,, que segue do sinal negativo do primeiro coeficiente de Lyapunov que sera

calculado posteriormente;

c. Se p > po, temos p—1 > 1 e |u12(p)] = v/p—1 > 1. Novamente, resta mostrar a
parte relativa & existéncia, unicidade e estabilidade da curva fechada invariante que

bifurca no retrato de fase de (3.1) para p suficientemente proximo de py.

O que falta provar nos itens b e ¢ depende do Teorema 2.3.1, em particular, do célculo
do primeiro coeficiente de Lyapunov. Para isto, transladando o ponto fixo z, para a
origem e definindo o novo parametro a = p — pg, obtemos o sistema dinamico discreto

bidimensional
fRZxR — R?
(z,0) — f(z,0) = g(v+2,,a+2) -z,
= (filz,a), fa(z, @)

= (r1 —x(a+ 1) — r129(00 + 2), 71),

(3.4)

equivalente a (3.2).

Obviamente, a aplicagdo (3.4) também tem dois pontos fixos, porém estamos interessados
somente no ponto fixo z, = (0, 0) que corresponde ao ponto fixo ndo trivial , da aplicacdo

(3.2).
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A matriz Jacobiana da aplicacdo (3.4) avaliada no ponto fixo x, = (0,0) é dada por

1 —1—«
1 0

Df(xmo‘) =

com autovalores
1
pro(a) = 3 + v -3 —4a.

Como anteriormente, estes autovalores sao complexos conjugados para o > —3/4 e
l12(2)]? = p (@) pa(e) = 1+ .

Assim, definimos
r(a) = |pa(a)] = vV1+a
e o valor critico do parametro o é oy = 0, como esperado.

Agora, verificamos as hipoteses do Teorema 2.3.1. A condicao de transversalidade H1 ¢

satisfeita, visto que
1
r'(ag) = 5 #0.
2
A matriz

A= Df(xa,,an) =

possui autovalores

(1 — \/3) , (3.5)

1
2

1 )
p(ao) = 3 (1 +“/§) e pa(ag) =
que podem ser reescritos na forma polar como

p2(og) = et gy = arctan(\/g) = g

Logo, a condicao H2 também é satisfeita, pois

¢ 27" 9

6o — 1 + Z\/g 6i290 —
2 2

ou seja, e*% £ 1 para k =1,2,3,4.
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Os vetores
1 V3 1 V3
= — _— 1 ] — _—— ]_

sdo autovetores da matriz A associados, respectivamente, com os autovalores p;(ag) e
p2(ao).-

A transposta da matriz A, dada por

o 11
10/

tem os mesmos autovalores (3.5). O autovetor da matriz AT associado com o autovalor

1 (ayp), satisfazendo a condigao de normalizacao (p,q) =1, é

= (5 6-09).

A partir das fun¢oes multilineares simétricas B e C, dadas por
B(z,y) = (=2(z1y2 + 7291),0),,
C(z,y,z) = (0,0),

e dos vetores ¢, q e p, resulta de (2.9) que

2iv/3 2iv/3 2i\/3

, = , =2+ , =0.
3 g11 3 go2 3 g21

oo = —2+

Portanto, de (2.5), L; = —2 e a condi¢ao H3 é verificada. O sinal de L; permite concluir a
estabilidade de z,, no item b. O Teorema 2.3.1 também garante a existéncia e a unicidade
local, bem como a estabilidade, dada pelo sinal de L, da curva fechada invariante que

bifurca quando p > pg, porém proximo de pg. Portanto, o item c esta provado. |

A Figura 3.1 trata do caso descrito no item ¢ do Teorema 3.1.1.
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Figura 3.1: A linha na cor azul representa a curva fechada invariante assintoticamente estavel
no retrato de fase da equagao logistica com atraso (3.1) para p > pp = 2 proximo de pg. O ponto

azul representa o ponto fixo z, = ((p —1)/p,(p —1)/p). O valor do parametro ¢ p = 21/10.

3.2 Equacao Predador-presa Discreta

A equagdo predador-presa discreta é dada pela seguinte equacao de recorréncia

Up4+1 = pun<1 - un) — UpUp,

1
Un4+1 = —UpUp,
g

(3.6)

onde u, modela o nimero de presas, v, modela o nimero de predadores e os parametros

reais p e o sao positivos.

Variando o parametro p e fixando o parametro o, obtemos a seguinte aplicagao asso-

ciada a (3.6),
g:RZx R — R?
(z,p) — g(z,p) = (01(,p), g2(x, p)) (3.7)

1
= <px1(1 — 1) — X1, ;.7311'2) )
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A aplicagao (3.7) tem trés pontos fixos: (0,0), ((p—1)/p,0) e o ponto fixo de interesse
7, = (0,p(1 = 0) — 1),
O proximo resultado trata da ocorréncia de uma bifurcacao de Neimark-Sacker na

equagao predador-presa discreta (3.6).

Teorema 3.2.1. Fizado o > 0, a equagao predador-presa discreta (3.6) apresenta uma

bifurcacao de Neimark-Sacker de codimensao 1, associada com o ponto fixo

w=lopt-0)-1. e (o0g) {221

1
C1-20

para

P = Po
Além disto, o primeiro coeficiente de Lyapunov € megativo e uma unica curva fechada

invariante assintoticamente estdvel bifurca no retrato de fase de (3.6) em uma vizinhanga

de x,, para p suficientemente prozimo de po.

Demonstracao. A matriz Jacobiana da aplicacao (3.7) avaliada no ponto fixo z, é dada

por
1—po —0
Dg@paﬂ) = p(l—0)—1

1
o

e possui polindmio caracteristico

P(p) = p* + (po = 2)p + p(1 — 20)

com autovalores

1
pi2(p) = 5 (2 — po \//)202 +4p(o —1) —|—4> )

Estes autovalores sao complexos conjugados se p?c? +4p(c — 1) +4 <0 e

l12(p))> = i (p)pa(p) = p(1 — 20).

Assim, o valor critico do parametro p é

4
0<o<-. (3.8)
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A desigualdade para o em (3.8) garante que os autovalores p;2(p) sejam complexos e pg
seja positivo.

Procedendo como na se¢ao anterior, isto é, transladando o ponto fixo x, para a origem
e definindo os parametros a = p — py e § = o, obtemos o sistema dinamico discreto

bidimensional
f:R?2x R — R?
(3.9)
(x,a) — f(z,a) = (fi(z, @), fo(z,a)),

com
fulwr, a5, 0) = L= 2Dz2t (L+a(l = 28))y —56«_1 —20)0s = Lt (0 90 = 20)m
(1 —=2B)zy + a+ B — 3ap + 2a3%) x;

B(28—1) '

fQ(Il,xQ,Oé) = Ty —

Novamente, a aplicagdo (3.9) tem trés pontos fixos, porém estamos interessados no ponto

fixo z, = (0,0) que corresponde ao ponto fixo =, anterior.

O determinante da matriz Jacobiana da aplicagdo (3.9) avaliada no ponto fixo z,,

1+2a8% — (a+3)8

b B 1-23 =
f@ar @) = 20 =3aBf+a+p |
A1 —2p)

det (Df(xq,a)) = (@) =1+ a —2a8.

Assim, definimos
r(e) = |m(a)] = V14 ol - 28)
e o valor do parametro critico é ag = 0.

Segue que a matriz

A= Df(xny,q0) = (3.10)
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possui autovalores

2 — 58 +iy/(4—98)3

e e (3.11)

A condicao de transversalidade H1 é satisfeita, visto que

1-28

4
5 #0, 0<f<-=.

9

() =

Escrevendo ji1(ag) = € e analisando as equagdes (u(ap))® = 1, k = 1,2,3,4, com

p1(ap) como em (3.11), temos o seguinte:

H21. ¢ £ 1 e e*% +£ 1, para todo 8 € (0,4/9);
H22. ¢%% =1 quando 3 = 3/7;

H23. ¢*% =1 quando 3 = 2/5.

Portanto, a condigdo de nao degenerescéncia H2 é satisfeita se 8 € (0,4/9)\{2/5,3/7}.

Os vetores

q:

o (BT ) g (LB )

sdo autovetores da matriz A, dada em (3.10), associados com os autovalores i 2(ap) em

(3.11), respectivamente.

O vetor

VB+ivi=95 2(1 - 28)
VB (4-95 iy /(- 95)5) 4-95—iy/E-95)5

¢ autovetor de AT associado com o autovalor ps(ag) em (3.11) e satisfazendo a normali-

zacao (p,q) = 1.
De posse das funcdes multilineares simétricas B e C, dadas por

22191 + (1 = 28)21y2 + (1 — 2B8) 221 T1Y2 + T2t
B(x7y>:<_ 1_2B ’ ﬂ y

Clz,y,2) = (0,0),
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e dos vetores ¢, g e p, segue de (2.9) que

2(38 — 1) (3iv/T =988 + 3B — iv/4— 98 — 78%/?)

g =
’ VB(1 —25) (1~ 95 +i/T—95)7)
2
T 934 3iy4—99)5
s — 2v/B — 6% + 2i/(4 — 9B)Bv/B — 2i/A =98
02 — )
\/B<4—9,8—|—i (4—95)5)
ga1 = 0.

Portanto, a condicao H3 é

1
- 2(1-28)

Como consequéncia, uma Unica curva fechada invariante assintoticamente estavel bifurca

L= <0. (3.12)

do ponto fixo z, = (¢,p(1 — o) — 1) para p > pyp = 1/(1 — 20) proximo de py. |

A Figura 3.2 exibe uma curva fechada invariante no retrato de fase de (3.6) para uma

escolha dos parametros p e o.
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Z2

Figura 3.2: A linha na cor azul representa a curva fechada invariante assintoticamente estével no
retrato de fase da equacdo predador-presa discreta (3.6) que surge quando p > po = 1/(1 — 20)
proximo de pg. O ponto azul representa o ponto fixo z, = (0,p(1 — o) — 1). Os valores dos

parametros sao p = 13/10 e 0 = 1/10.

Os proximos capitulos tratam da demonstracao do Teorema 2.3.1 da mesma maneira

feita em [8].



Capitulo 4

Demonstracao do Teorema da
Bifurcacao de Neimark-Sacker de

Codimensao 1

Este capitulo é dedicado a demonstracao do Teorema 2.3.1 relativa a parte da forma
normal. Na Segdo 4.1, ha um estudo da forma normal truncada da bifurcacao de Neimark-
Sacker, a mesma aplicacao N que aparece no Teorema 2.3.1, que, em certo sentido, fornece
uma ideia do que ocorre no retrato de fase de um sistema dinamico discreto bidimensional
que apresenta uma bifurcacdo de Neimark-Sacker. A demonstracao do Lema 4.1.1, por
ser extensa, é fornecida no proximo capitulo. Na Segdo 4.2, ha, efetivamente, a prova do
Teorema 2.3.1 seguindo [8]. Para simplificar a notagao, omitiremos neste capitulo varias
vezes a dependéncia em rela¢do ao parametro «, escrevendo, por exemplo, f(z) em lugar
de f(z,a) e p1o em lugar de pg 2(ar). O mesmo vale para outras fungdes de «, bem como

para algumas fungoes do parametro 8 que sera introduzido na Seg&o 4.2.

28
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4.1 Forma Normal Truncada da Bifurcacao de

Neimark-Sacker

Sejam
cosf) —senf
B = (4.1)
senf cosf
e
a —b
C = (4.2)
b «a

matrizes reais com 0 = 0(«), a = a(a) e b = b(a) fungoes suaves dependendo de um

parametro real « tais que 0 < 6(0) < 7w e a(0) # 0.
A aplicacao ou, mais precisamente, a familia a um parametro « de aplicacoes
f:R? — R2
(4.3)
r — f(@) = (1+a)Br +||[t|2BCx, = (v1,2),

¢ chamada forma normal truncada da bifurcagdo de Neimark-Sacker. Em coorde-

nadas,
cosf) —send 1
[z, 22) = (14 ) -
senf cosf To
(4.4)
cosf —senf a —b T
(23 + 23) 1
senf cosf b a To

A aplicagao f possui um unico ponto fixo xy = (0,0) e sua anélise local depende da
matriz Jacobiana D f(z) da aplicacdo f. Se x € R e v € R"\{0}, entao
d
Df(x)v = —f(z + tv)
dt t=0

— % [(1+ a)B(xz +tv) + (z + tv, z + tv) BC(z + tv)]

= [(1+ a)B + BC(2M(z) + ||z||I)] v,

t=0

com

R
M(z) = ! 122 , Vo= (11,1,) € R%.
1T Ty
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Logo,
Df(z) = (1+a)B+ BC(2M (z) + ||z||*I), Vz e R (4.5)

A matriz

cosf@ —sent
A=Df(xg)=(1+a)B=(1+«a)
senfl cos@

possui autovalores ji; 5 = (1 + a)e*™, mostrando que a aplicagao f ¢ invertivel em uma
vizinhanga da origem para || suficientemente pequeno.
Quando a = 0, o ponto fixo xy = (0,0) é nado hiperbolico, ja que |u1 2] = 1. A bifurca-

¢ao correspondente pode ser analisada mediante a mudanca para coordenadas complexas

2

z=x1+iTy, Z=m—iTe, |2|*=2Z=0]+1]

e, posteriormente, para coordenadas polares z = pe'?, p=|z| > 0 e ¢ € [0,27).

A mudanca para coordenadas complexas transforma f tal como em (4.3) em

g:C—C
‘ (4.6)
2 g(2) = e’z (1+ a+dlz*) = pz + 22,
com p = pu(a) = (14 a)e?@, c = c¢(a) = e?@d(a) e d = d(a) = a(a) + ib(a) funcdes

complexas dependendo do parametro a.

Se zg € C é qualquer nimero complexo, a dindmica ou sequéncia (z,), é gerada através

de 2,41 = g(2,), paran =0,1,2,..., de acordo com (2.1). Em coordenadas polares,

Pria € = g(ppen)
= puere” (1+ a+ dp?) (4.7)
:pn|1—i—oz—l—d(oz)pﬂei[”“””‘z’(p”)], n=20,1,2,...,

sendo ¢ = ¢(p) o argumento da fungao p — 1 + a + dp®. Logo,

Pn+1 = R(pn); Pn+1 = Q(pn; (pn)a n = 07 17 2a sy

com
R(p) = p |1 +a+d(a)p’

Qp, o) =0+ ¢+ d(p).

Y
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A expansao em série de Taylor da fungao

pr— p|l+a+d)p

Y

em torno de p = 0 e até os termos de grau 2 fornece

) 2a(a) 5, Jd(@)? )\
‘1+a+d(a)p‘:(1+a)(1+1iip +(‘1:_L’)2,0)

(4.9)
=1+a+a(a)p’+0 (p'),

com a notac¢ao O(z™) representando uma fun¢do suave com expansao em série Taylor em
torno de x = z; iniciando nos termos de grau m € {1,2,...} no minimo.

Segue das partes real e imaginaria de (4.7) que

Pri1sen o1 = (1 4+ a)ppsen (04 ¢,) + [asen (0 + ¢,) + beos (0 + )] p2,

Prg1 €08 Pni1 = (1 + a)pncos (0 + @) + [acos (6 4+ ¢,) —bsen (0 + 0,)] p2, n=0,1,2,....

Assim, a funcdo @ em (4.8) satisfaz

(1+ a)sen (0 + ) + [asen (0 + ) + beos (0 + )] p
(1+ a)cos (0 + @) + [acos (0 + ) — bsen (0 + ©)] p?

s

tg (Q(p, ) = (4.10)

Expandindo ambos os membros de (4.10) em torno de p = 0 e até os termos de grau

1 resulta que ¢ dada em (4.8) satisfaz ¢(p) = O(p?). Portanto,

R(p) = p[1 +a+a(a)p’] + p*Ra(p),

Qp.p) =+ 0(a) + p*Qalp),

(4.11)

com R, e @, fungoes suaves de (p, a).

Agora, o retrato de fase de (4.3) em uma vizinhanga de o = 0 pode ser analisado

facilmente em coordenadas polares através de (4.11), isto ¢, mediante a aplicacdo
(p,9) > (R(p), Q(p,9)) = (p [L + a+ala)p®] + p*Ralp), ¢ + 0() + p*Qulp)) -

As bifurcagoes no retrato de fase de (4.3) ou (4.4) quando « passa por zero podem
ser facilmente analisadas usando a tltima forma em coordenadas (p, ), uma vez que a

aplicagao para p é independente de . A primeira aplicagdo R em (4.11) define um sistema
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dinamico unidimensional que tem o ponto fixo p = 0 para todo a. Se a < 0 o ponto é
assintoticamente estavel. Se a > 0 o ponto torna-se instavel. Se a = 0 a estabilidade do
ponto fixo é determinada pelo sinal do coeficiente a(0). Suponha que a(0) < 0. Entao, a
origem é (ndo linearmente) assintoticamente estavel. Além disso, a aplicacdo R em (4.11)

tem um ponto fixo assintoticamente estavel adicional

quando a > 0. A aplicagdo @) em (4.11) descreve uma rotacao por um angulo dependendo
de p e a e é aproximadamente igual a 0(«). Assim, pela superposicao das aplica¢des
definidas por (4.11), ou seja, uma dinamica radial e uma angular, obtemos o diagrama de

bifurcagao para o sistema dindmico bidimensional original (4.4), conforme Figura 4.1.

X2 €2 €2

X1

a <0 a=20 a>0

Figura 4.1: Bifurcacao Neimark-Sacker supercritica.

Resumindo, o sistema dindmico discreto bidimensional (4.3) sempre tem um ponto
fixo na origem. Este ponto é assintoticamente estavel para o < 0 e instavel para o > 0.
As orbitas do sistema perto da origem parecem as Orbitas perto de um foco atrator de

uma equagao diferencial ordinéria no plano para a < 0 e como 6rbitas perto de um foco
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repulsor para a > 0. No valor do parametro critico @« = 0, o ponto é nao linearmente
assintoticamente estavel. O “nao linearmente” significa que a estabilidade nao pode ser
decidida apenas pela parte linear da aplicacao. O ponto fixo é circundado para o > 0 por
uma curva fechada invariante isolada que é tnica, assintoticamente estével e, na realidade,
¢ um circulo de raio py(«). Todas as drbitas comecando na regido nao limitada ou na
regiao limitada pela curva fechada invariante, exceto a origem, tendem para a curva nas

iteradas de (4.11). Aqui temos a ocorréncia de uma bifurca¢ao Neimark-Sacker.

Esta bifurcacdo também pode ser representada no espago (z1, s, ). A familia de

curvas fechadas invariantes, parametrizadas por «, forma uma superficie paraboloide.

O caso a(0) > 0 pode ser analisado da mesma forma. O sistema dindmico bidimen-
sional apresenta uma bifurcagdo de Neimark-Sacker em o = 0. Ao contrario do caso
anterior, existe uma curva fechada invariante instavel que desaparece quando « cruza o
zero de valores negativos para positivos, conforme Figura 4.2.

)

a <0 a=0 a>0

Figura 4.2: Bifurcagdo Neimark-Sacker subcritica.

Observagao 4.1.1. Os casos a(0) > 0 e a(0) < 0 sao frequentemente chamados de bifur-

cagoes Neitmark-Sacker supercriticas e subcriticas, respectivamente. O tipo de bifurcacao
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€ determinado pela estabilidade do ponto fizo no valor do pardimetro de bifurcacao.

Observacao 4.1.2. A estrutura das drbitas de (4.11) no circulo invariante depende de
se a razao entre o dngulo de rotacio A = 0(a) + p?Qa(p) € 2w € racional ou irracional
no circulo. Se for racional, todas as orbitas da curva sao periddicas. Mais precisamente,
se

Ap _p

2 q
com inteiros p e ¢, todos os pontos da curva sao periodicos de periodo q da iterada g
da aplicagao. Se a razao for irracional, nao hd orbitas periddicas e todas as drbitas sao

densas no circulo.

Adicionaremos, agora, termos de ordem superior ao sistema (4.4). Neste sentido,

counsidere o sistema

cosf —senf T
F(z1,29) = (1 + «) +
sen 6 cos 6 T
(4.12)
) 5 [ cos®  —send a —b T 4
(21 + 23) + O([[(1, 22)[1*)-
sen 6 cos b a Ta

Aqui, os termos de O(||(z1, x2)||*) podem depender suavemente de a. Infelizmente, nao
se pode dizer que o sistema dinamico bidimensional (4.12) é localmente topologicamente
conjugado ao sistema (4.4). Nesse caso, os termos de ordem superior afetam o comporta-
mento da bifurcagdo do sistema. Se escrevermos (4.12) na forma polar, a aplicagdo para
p dependera de . O sistema pode ser representado de forma semelhante a (4.11), mas
com fungoes 27 periddicas R e ). No entanto, os retratos de fase dos sistemas (4.4) e
(4.12) tém algumas caracteristicas importantes em comum. Em outras palavras, vale o

seguinte lema.

Lema 4.1.1. Os termos O(||(z1, x2)||*) nao afetam a bifurcagao da curva fechada invari-
ante em (4.12), ou seja, uma tnica curva fechada invariante bifurca localmente a partir

da origem na mesma diregio e com a mesma estabilidade do sistema (4.4).
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A prova do lema é bastante extensa e serd fornecida, posteriormente, no Capitulo 5.
Entretanto, a ideia geométrica por tras da prova é simples. Esperamos que a aplicacao

(4.12) tenha uma curva fechada invariante perto do circulo invariante da aplicacao (4.4).

Fixe « e considere o circulo

SOZ{(MO):/JZ - }

ala)

que esté localizado perto do circulo invariante da aplica¢ao “ndo perturbada” (4.4) sem os
termos de ordem superior O(||z||*). Pode-se mostrar que as iteradas F"Sy, n = 1,2,.. .,

onde F é a aplicagao definida por (4.12), convergem para a curva fechada invariante

Seo ={(p,) 1 p=V(p)},

que nao é um circulo, mas esta proxima do circulo Sy. Aqui, ¥ é uma funcao periddica

na variavel ¢ descrevendo S, em coordenadas polares.

Para estabelecer a convergéncia, introduzimos uma nova variavel “radial” v em uma
faixa em torno de Sy e mostramos que a aplicacao F' define uma contracao F em um
espaco de fungoes periodicas de periodo 2w, u = u(yp).

Decorre do Teorema da Contragdo, o qual é o Teorema 2.1.1 enunciado no Capitulo
2, a existéncia de um ponto fixo u(>®) de F, isto &, F(u(>®) = u(>®). A funcio periodica
u(>®) = u(®) () representa a curva fechada invariante S, que procuramos para « fixado.
A unicidade e a estabilidade de S, na faixa decorrem, essencialmente, do Teorema da
Contragdo. Pode-se verificar que fora da faixa nao existem conjuntos invariantes nao

triviais de (4.12).

4.2 Bifurcacao Genérica de Neimark-Sacker

Provaremos nesta secao que qualquer sistema dinamico discreto bidimensional que apre-

senta uma bifurcacao de Neimark-Sacker pode ser transformado na forma (4.12).
Supomos em toda esta se¢ao que a aplicacao f dependendo do parametro real o possui
um ponto fixo x = 0 para a = 0, ou seja, f(0,0) = 0. Se este ndo for o caso, basta efetuar

uma translacao na variavel x e outra na variavel a. Decorre disto o seguinte resultado.
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Lema 4.2.1. Se a aplicacdo suave

f:R?xR — R? (4.13)
(x,a) — f(z,a), = (1,22) '

tem em o = 0 o ponto fixo v = 0 cuja matriz Jacobiana possut autovalores complexos
+ifo

p12(0) = e, 0 < Oy < m, entdo o sistema dindmico discreto bidimensional tem um

unico ponto fizo xo(a) em alguma vizinhanca da origem para todo |a| suficientemente

PEqUENO.
Demonstragao. Por hipotese, temos que f(0,0) = 0. Considere a fungao suave

g:R2xR —s R? 1
(z,a) — g(z,a) = f(x, ) — x. '

Entao:

i. ¢(0,0) = f(0,0) — 0 = 0;

ii. Dg(x,a) = Df(x,a)— 1, o que implica que Dg(0,0) = D f(0,0) — I.

Como a matriz Jacobiana D f(0,0) da aplicacao f possui forma canodnica real de Jordan

cosbtly —sendby

senfy cosby

segue que = 1 ndo é autovalor de Df(0,0), resultando de ii que det(Dg(0,0)) # 0 ou,

equivalentemente, que Dg(0,0) é invertivel.

Decorre, entao, do Teorema da Fungdo Implicita, que existem vizinhancas J C R de

a =0,V CR?de z =0 e uma tnica funcio de classe C,

x:J —V
(4.15)
a — zo(a),

tais que:

I 20(0) = 0;
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II. g(zo(a), ) = f(xo(a), ) — zo(a) = 0, ou seja, f(xo(a),a) = xo(a), Va € J.

Transladando o ponto fixo zo(«), como no Lema 4.2.1, para a origem, temos, sem perda
de generalidade, que x = 0 é ponto fixo do sistema dinamico discreto bidimensional para
|a| suficientemente pequeno. Logo, definimos a aplicac¢ao

FiR2xR — R?
(4.16)

~

(CC,O./) — f(:L‘,a) = f(l‘ + xo((l/),CY) - xO(CO'

Portanto,

f(O,oz) = f(0 4 zo(a),a) — xo(ax) = f(zo(), ) — xo(r) =0, Va € J.
Denotando novamente j?por f, da expansao em série de Taylor da f, em torno de

x = 0, temos

f(z,a) = f(0,a) + Df(0,a)x + G(x, )
= A(a)z + G(z, ),

(4.17)

onde G é uma funcao vetorial suave cujas componentes tém expansoes em série de Taylor,
em torno de x = 0, comecando com os termos quadraticos e G(0,a) = 0 para todo ||
suficientemente pequeno. Além disso, A(a) = Df(0,a) é a matriz Jacobiana que tem

autovalores

fi12() = r(a)e @,
Logo, para o = 0, temos que
p2(0) = r(0)e=#O = e,
onde r(0) =1 e ¢(0) = 6. Note que

r(a) =7(0) + (¥ (0)a +r"(0)a? + - -+)
=7(0) + B(a)

=1+ (o),
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com 3 = f(«) uma fungao suave satisfazendo (0) = 0, pois 1 = r(0) = 1+ 5(0). Os trés
pontos denotam os termos de ordem superior.

Agora, suponha que '(0) # 0, que é equivalente a 7'(0) # 0. Pelo Teorema da
Conservagdo do Sinal, existe JC J, com 0 € J tal que f'(a) # 0 para todo a €
J. Logo, [ é uma func¢ao injetora em J. Portanto, pelo Teorema da Fung¢do Inversa,

podemos usar 8 como novo parametro e reescrever os autovalores da matriz Jacobiana

como i1 (8) = pu(B), ja(8) = i(B), sendo

com a funcdo suave 0 = 6(/3) satisfazendo 0(0) = 6. As demais funcdes também sao

reescritas em termos do parametro (.

Lema 4.2.2. Pela introducao de uma varidvel compleza e um novo pardmetro, o sistema
dindmico discreto bidimensional (4.17) pode ser transformado, para todo |a| suficiente-

mente pequeno, na sequinte forma

z— u(B)z +g(z, 2, B), (4.18)

onde BER, z€ C, u(B) = (1+ B)e?B) e g é uma funcio suave a valores complexos de
z, Z e B cuja expansao em série de Taylor em torno de (z,z) = (0,0) contém os termos
quadrdticos e os termos de ordem superior
_ 1 _
g(Z,Z,ﬁ) = Z mgkl(ﬂ)zkzla
k4122

comk,l=0,1,2,....

Demonstragdo. Seja q(3) € C? autovetor da matriz A(S3) correspondente ao autovalor

u(B), isto é,

e seja p(f) € C? autovetor da matriz transposta AT () correspondente ao autovalor fi(3),

ou seja,
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E sempre possivel normalizar p(/3) com respeito a ¢(3),

com (-, -) denotando o produto escalar em C? definido no inicio da Seg&o 2.3.

Uma vez que

R?* = {(z,y) € C*: y =0},

e {¢(B),q(B)} ¢ base de C?, qualquer vetor x = (2,0) € C? pode ser representado de

maneira tnica, para todo || suficientemente pequeno, como

z = zq(P) +7Zq4(P), (4.19)

para algum nimero complexo z dado por
2 = (p(B), ). (4:20)

Note que (4.20) esta bem definido, pois de (4.19) segue que

(p(B), z) =(p(B), zq(B) +Zq(B))
= (p(8), 2q(B)) + (p(8),zq(B))
= 2(p(8),4(8)) +=Z(p(B),7(B))-

Logo,

implicando que
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Resulta que
#(5))
11— o\ 7& 07
( ()
pois, para |(| suficientemente pequeno, temos u(3) # 1, ja que 0(0) =0y e 0 < by < 7 .

Portanto,

{p(B),q(8)) = 0.

A variavel complexa z satisfaz

Z=pu(B)z + (p(B), G(zq(B) +Zq(B), B))-

De fato, de (4.20) temos que

Logo, de (4.17) temos

O proximo lema garante que os termos quadraticos da funcao g em (4.18) podem ser
eliminados através de uma mudanca de coordenadas complexa. Utilizaremos a notacao

simplificada para uma equacao de recorréncia, conforme a Seg&o 2.1.
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Lema 4.2.3. A aplicacio

920

— —+
z Uz 5

920, —i—gnzz—i—%z +0(|2*), (4.21)

onde 1 = p(B) = (1 + B)e®® e g = g:(B), pode ser transformada pela mudanga de
coordenadas complexa

ho h
z=w+ 70“} + hyww + ;%2, (4.22)

para |G| suficientemente pequeno, na aplica¢io sem termos quadrdticos
w — pw + O(|w]?),
desde que €% #£ 1 e % £ 1, sendo 0y = 6(0).

Demonstragao. Tanto a mudanca de coordenadas complexa (4.22), quanto a mudanca
de coordenadas complexa inversa, dada por

h ho
w-z—%zQ—hnzz— 22 22+ 0(|zP)

dependem suavemente de e sao proximas da identidade em uma vizinhanca de z = 0.
Trabalharemos com a equagao de recorréncia,

z»—>2—,uz+g%z +gnzz+g?z + O(|2]*), (4.23)

e as mudancas de coordenadas complexas,

- h h
Zr—w=7z— %z — h1172 — %22 + O(|7]%) (4.24)
e
hao h
w— z=w+ Tw + hjyww + 52_2 (4.25)

Substituindo (4.23) em (4.24), obtemos

- 1 _ 1 _ _

W= puz + 5 (920 — ,u2h20) 2+ (gu - |u|2h11) 2Z + 5 (gog - ,u2h02) 22+ 0(|z)*). (4.26)
Agora, substituindo (4.25) em (4.26), encontramos a equagao de recorréncia

_ 1 _
W W = pw + 5(920 + (= ) hao)w?* + (g1 + (p — |p|?)h1r) ww+

1
5(902 + (1 — %) ho2)w* + O(Jwl?).

(4.27)
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Escolhendo
hao = Qg$, hiy = $, hog = ﬂgi,

1= p uf? — [* = p
eliminamos todos os termos quadraticos em (4.27). Estas escolhas sdo possiveis desde que
os denominadores sejam nao nulos para || suficientemente pequeno. Na realidade, este
¢ 0 caso, pois

#2(0) = p(0) = ™ (™ —1) #0,

12(0)] = u(0) = 1 — ™ #0,

72(0) — p(0) = e~ 2% (1 — ¥™) # 0,

devido as restricoes em 6. |

Obviamente, a mudanca de coordenadas complexa presente no lema anterior, além
de anular os coeficientes dos termos quadraticos de (4.21), modifica também os termos
de ordem superior. Em particular, os coeficientes dos termos ciibicos sao alterados. No

proximo lema, os coeficientes dos termos ctbicos de (4.28) podem ser vistos neste sentido.

Lema 4.2.4. A aplicacio

2_
2z + %zg + _92122’ : + %zzz + %23 + O(|z|4), (4.28)

onde 1 = p(B) = (1 + B)e®® e g = g:;(B), pode ser transformada pela mudanga de

coordenadas complexa

hso s hoyw?*w  his hos 5

para |B| suficientemente pequeno, na aplicagao com apenas um termo cibico,
w — pw + cw’w + O(|w]*),
desde que €% #£ 1 e ¢4 £ 1, sendo 0y = 0(0).

Demonstracao. Procedemos como na prova do Lema 4.2.3. Novamente, a mudanca de
coordenadas complexa inversa é dada por

h h h h
R 2 2 - BB L 0(2)Y),

=" 2 2 6
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em uma vizinhanca de z = 0.

H& uma equacao de recorréncia,

2_
s Ty B0 PR T T8 L O], (4.29)
6 2 2 6
e as mudancas de coordenadas,
~ ~  ~ hsgog hor= hi2 =2 hp= ~
Tes @ = N Dmpz M2z N6 O(|Z1M) (4.30)
6 2 2 6
e
h how*w  h h
Wi 2 = w4 R P N2 e D08, (4.31)

6 2 2 6
A substituigao de (4.29) em (4.30), leva a

N 1 1 1 B _
W = pz+ (980 = 12hso) 2% + 5 (921 = o) 2°Z + 5 (912 = i p1|*ha2) 222+

1 (4.32)
g (903 = °ho3) 22 + O([2]").
A seguinte equagao de recorréncia é obtida substituindo (4.31) em (4.32),
_ 1 1 _
Wi @ = o+ < (gso + (1 = 1) hso) w? + o (gar + (10— plpl*) o) w0+
1 1 (4.33)
B (912 + (1 — Al pl?) ha2) w? + 6 (903 + (1t — ) ho3) @ + O(Jw|*).
Escolhendo
hao = 930 Ch 912 g = _390_3 7

12 — — ) 0
3 — p alp? — p i’ — p
eliminamos todos os termos cibicos em (4.33), exceto o coeficiente do termo w?w, que

deve ser tratado separadamente. As escolhas para hsg, hio € hg3 sao possiveis, uma vez

que das hipoteses sobre 6,

p(0) = €0 (e % — 1) £,
RONEAO) — p(0) = e *0(1 — %) £0,

(0) — €—3i60(1 o e4i00) 7& 0.

=
w
—~
(=]
~—
|

=
<
=
I
=

Pode-se também tentar eliminar o termo w?w definindo formalmente

g21

hoy = ————.
AU
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Isto é possivel para 5 # 0 com moddulo suficientemente pequeno, mas o denominador se

anula quando 8 = 0, pois

p(0)(|u(0)]* = 1) = e (| * = 1) =0,

para todo 6.

Para obter uma transformacao que dependa suavemente de 3, escolhemos hy; = 0, que

resulta em ¢; = g9 /2. [

2

O termo cubico w*w é denominado termo ressonante. A prova do préximo resultado

¢ imediata a partir dos lemas e construcoes anteriores.

Lema 4.2.5 (Forma Normal da Bifurcagao de Neimark-Sacker). A aplicagcao

2
9202 4 gz 98252 IR0 TN 2 T2 a2 ) I8 1 O|2ft), (4.34)

—
: “Z+2 2 6 9 2 6

onde p = pu(B) = (1 + B)e®® e gi; = gi;(B), satisfazendo e¥% # 1 para k = 1,2,3,4,

sendo 0y = 0(0), pode ser transformada pela mudanca de coordenadas complexa, que

depende suavemente do pardmetro [3,

h h h h ho:
e=wt Pl hwl + ST+ %uﬁ 5w+ %mﬂ

para |B| suficientemente pequeno, na aplicagao com apenas o termo cibico ressonante
w — pw + cw?w + O(|w]*),
onde ¢; = c1(p).

Resumindo, as mudancas de coordenadas complexas definidas nos Lemas 4.2.3 e 4.2.4
fornecem a mudanca de coordenadas necessaria para a forma normal. Primeiro, os termos
quadraticos sao eliminados. Isto, obviamente, altera os coeficientes dos termos ciibicos. O
coeficiente do termo w?w serd, digamos, go1/2, em vez de go1/2. Em seguida, eliminamos

todos os termos cubicos, exceto o termo ressonante, que permanece com coeficiente go; /2.

Assim, tudo o que precisamos calcular para obter o coeficiente de ¢; é o novo coeficiente

G21/2 do termo w?*w apos a mudanca de coordenadas complexa dada no Lema 4.2.3.
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Os célculos no Lema 4.2.3 resultam na seguinte expressao para ¢; = ¢1(5) = ¢21/2,

w—3+2 2 2
L= 92091;(# il 1) |911|_ |9202| . g2 (4.35)
2w —p)(p—-1)  1-m 2 -gn) 2
Para a = 0,
0 0)(1—2 0)? 0)? 0
e (0) = 920( )9115 )( o) 4 |911(_)| |9022( )_| X g1 ( )’ (4.36)
2(pg — o) L=To  2(p5 — To) 2
com [y = €%,
Os resultados obtidos anteriormente podem ser resumidos no seguinte teorema.
Teorema 4.2.1. Suponha que o sistema dindmico discreto bidimensional
r— f(r,a), r€R?’ a€cR, (4.37)

com f suave, possui, para todo |o| suficientemente pequeno, o ponto fizo x = 0 com matriz

Jacobiana tendo autovalores complexos
pa(e) = r(a)et @),
onde r(0) =1 e ¢(0) = 6. Suponha também que as sequintes condigdes sio satisfeitas:
H1. »/(0) #0;
H2. e*% £ 1 para k = 1,2,3, 4.

Entao, eristem mudancas de coordenadas suaves e invertiveis e mudancas de parimetros

que transformam (4.37) em

) L s cosO() —senf(B) | [

Yo sen6(3) cos6(p) Y2

cost(®) ~sent(5) \ (a(®) -b(5) | (w) (39
sen () cos(5) b(B) a(p) Y2

O(ll(y1, =) [I"),

com 0y = 0(0) e a(0) = Re(e ¢, (0)), onde ¢,(0) é dado em (4.36).

(3 +v3)
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Demonstracao. Decorre das hipoteses e dos Lemas 4.2.3 e 4.2.4 que o sistema dinamico
discreto bidimensional

(x,a) — f(z,a)
pode ser reescrito como a forma
w i p(B)w + e (B)wlw]® + O (|w]*) ,
com pu(8) = (1+ B)e®).
Por sua vez, esta forma pode ser reescrita como
wr— P (14 8 +d(B)|w*) w+ O (jw]*), (4.39)

com d(B) = a(B) + ib(3), sendo a(f) e b(5) fungdes suaves a valores reais.

Resulta que o sistema dinamico discreto bidimensional (4.38) ¢ obtido substituindo w =
y1 + iyo em (4.39), separando as partes real e imaginéria e reescrevendo o resultado na

forma vetorial.
Por tltimo, de (4.39),
a(B) = Red(B) = Re (e ¢ (B))

e, portanto, a(0) = Re (e7%¢;(0)). |

Podemos, agora, enunciar o seguinte resultado geral.

Teorema 4.2.2 (Bifurcagdo Genérica de Neimark-Sacker). Para qualquer sistema dind-

mico discreto bidimensional genérico a um parametro,

(2, 0) — f(z, ),
tendo em o = 0 o ponto firto x = 0 com matriz Jacobiana tendo autovalores complexos
— it

12 , existe uma vizinhanca de x = 0 na qual bifurca uma unica curva fechada

invariante de x = 0 quando o passa por zero.

Demonstracao. O Teorema 4.2.1 permite reescrever
(z,0) — f(z, ),

como (4.39). O resultado, entao, segue do Lema 4.1.1. |
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Observacao 4.2.1. As condicoes de genericidade assumidas sao a condi¢cdo de trans-
versalidade H1, a condicao de nao degenerescéncia H2, dadas no Teorema 4.2.1, e a

condicao de nao degenerescéncia adicional dada também no Teorema 4.2.1:
H3. a(0) # 0.

Vale ressaltar que as condicoes €% #£ 1 para k = 1,2,3,4 ndo sdo meramente técnicas.
Se elas nao forem satisfeitas, a curva fechada invariante pode nao ezistir ou pode haver

vdrias curvas fechadas invariantes bifurcando a partir do ponto fizo.

O coeficiente a(0), que permite o surgimento ou desaparecimento de uma tnica curva
fechada invariante no retrato de fase de um sistema dinamico discreto bidimensional
genérico exibindo a bifurcacao de Neimark Sacker de codimensao 1, pode ser calculado
também como

6—1’90921 (1 _ Qe’ieo)e—QiGo 1 5 1 5
a(0) = Re ( 2_> — Re ( 2(1 — eito) 920911) - 5’911‘ - Z’go2| : (4.40)




Capitulo 5

Conclusao da Demonstracao do
Teorema da Bifurcacao de

Neimark-Sacker de Codimensao 1

Este capitulo consiste apenas da prova do Lema 4.1.1.

5.1 Demonstracao do Lema 4.1.1

Reescrevendo (4.12) em coordenadas complexas, provamos o seguinte lema que é analogo

ao Lema 4.1.1.
Lema 5.1.1. A aplicacio
z— 7 =¥y (1+a+d(a)z]’) +g(z, 7, ), (5.1)

onde d(a) = a(a) +ib(a), com a(a), b(a) e O(a) fungdes suaves a valores reais, a(0) < 0,
0<00) <7meg=O0(z") é€ unma fungio complera suave dependendo de z, z e «,
tem uma curva fechada invariante assintoticamente estdvel no retrato de fase para a > 0

suficientemente pequeno.

Demonstracao.

48
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PASsO 1 (REDIMENSIONAMENTO E DESLOCAMENTO). Primeiramente, introduzimos

novas variaveis (s, ¢) através de
z = xe"(1+s), (5.2)

onde s,p e R, 1+5>0, p €0,27] e

Note que, como a(0) < 0, para a > 0 suficientemente pequeno, a(«) preserva o sinal de
a(0) e, portanto, xy é um nimero real positivo. Observe também que

«

Z=xeP(1+3) e |2]*= _@H + |2 (5.3)
Logo, substituindo (5.2) e (5.3) em (5.1) temos
xe?(143) = ¥ @xe(1 + 5) {1 + a+d(a) (—ﬁ\l + s]2>} +9(2,Z,a).
Dai
(1 +3) = et (] 4 5) {1 +a+ (a(a) +ib(a)) (—ﬁ\l + slz)} + @
= el t0@l(1 4 ) {1 +a—all+s]* - ia%]l + s|21 + 9(z,%,0) a).

Visto que 1 4+ s > 0, entao

€?(1435) = 01 +5) [14+a—a(l +5)> - iabia)) (1+ 5)2} + 92,2 0)
L alo X

. i b
= et @1 4 5) |1 + o — a(l + 25 + 5?) —ia () (1+ 3)2} +

ala) (5.4)
9(2,%, a)
X B _
— 6¢[‘P+9(a)](1 + S) 1— Q(QS + 82) _ WZ(((O;; (1 + 8)2:| + g(z, 2704).

Agora, como g(z,%,a) = O(]z|*), podemos escrever

— 1 -
9(z,Z,a) = Z mgkl(a)zkzl

k>4
_ 1 ()2t + Ly ()37 + L (a)22Z2+

4!940 3!931 2!2!922

1 1

ggm(a)z?” + Igm(oz)?L o
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com z dado (5.2). Logo,

e, consequentemente,

9(z,%, @)

= X*G(s,,a) = a*?h(s, p,a),
X

onde h é uma func¢do suave a valores complexos de (s, p, a'/?).

Portanto, podemos reescrever (5.4) na seguinte forma
e?(1473) = N1 4 5) [1 — a(2s + s*) +iav(a)(1 + 5)*] + a®?h(s, 0, @), (5.5)
onde

b(a)
a(a)

via) = —

Assim, a aplicagao (5.1) nas coordenadas (s, @) se escreve como

5= (1-2a)s —a(3s*+ s%) + a*?p(s, p, a), (5:6)
P = ¢ +0(c) + av(a)(1 + 5)* + ¥ (s, ¢, 0), '

onde p e ¢ sdo fungdes suaves a valores reais de (s, ¢, @'/?). De fato, basta substituir (5.6)

em €*?(1 + 3), obtendo

€P(143) = ciletoe)tav(a)(1+5)+aq(s,p.0)] [1+(1-2a)s —a(3s® + %) + o 2p(s, ¢, a)]

= eileto(@] gilov(@)(14s) o™ 2a(sp0)] [14 (1 —2a)s — a(3s” + %) + a®*?p(s, p,a)] ,
observar que
ei[oa/(a)(1+s)2+a3/2q(s,<p,a)] =14+ Z(CYV(OJ)(l + 8)2 + 043/2(](5, @, Oé)) 4.

e agrupar os primeiros termos de maneira conveniente.
Agora, seja

s =ag (5.7)

e note que
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Substituindo (5.7) e (5.8) em (5.6), temos

Vag = (1 - 20)y/at — a(3(vat)? + (va&)?) + a*?p(v/ag, ¢, a),
? = ¢ +0(a) + av(a)(l + Vag)* + a??q(Vag, ¢, a).
Logo,
£ (1-20)vaé  aB(/af)* + (vad)’)  a*p(vag ¢, a)
Va Va Va

= (1 -20)¢ - a(gag;;ﬁé) + ap(vag, ¢, a)
— (1-2a)¢ = = (38 ja\/ag ) + ap(vag, ¢, a)

= (1 —2a)¢ — a**(3¢2 + Va&®) + ap(vag, ¢, @)

P = +0(a) + av(a)(1 + Va&)’ + a*?q(Vag, p, @)
= o+ 0(a) + av(a)(1 + 2Vat + (Vag)?) + o*q(Vag, ¢, )

(@) + av(e) + av(e)(2vag + (Va)’e?) + o*q(Vat, ¢, a)
= 0+ 0(a) + av(a) + av(e)(Va(26 + Vag?)) + o*q(Vag, ¢, a)
= ¢+ [0(a) + av(a)] + o*2v(a)(26 + Vag®) + o*Pg(Vag, ¢, ).

=p+0(a

Portanto

{ € = (1—20)€ — a¥2(3€2 + 02€%) + apM (€, 0, ), 59

? = ¢+ [0(a) + av(@)] + o®Pv(a)(28 + a'/26%) + a*2qW(g, ¢, a),

onde

P& @, ) = p(a'PE v, ),
qdV (& p,a) = q(a'?¢, 0, ),

sdo funcdes suaves com respeito a (&, p, a'/?).

Seja w(a) = O(a) + av(a) e note que pM) pode ser reescrita como

PP (& ) =rO(p,a) + ar (€ ¢, q). (5.10)
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Substituindo (5.10) na primeira expressao de (5.9), temos

§

(1 —2a)¢ — o/? (352 + al/zfg) + « (T(O)(cp, a) + al/Qr(l)(f, ©, a))
(1-2a)¢ — ®? (3¢ + a'*&%) + arV(p,a) + **rM (&, ¢, ) (5.11)

(1 —2a)¢ + ar®(p, @) + a®? (= (362 + /2¢*) + V(& ¢, @) .

Assim, (5.9) pode ser representada por

€ = (1—2a)¢ +ar®(p,a) +a®2r@ (¢, o, q),

(5.12)
¢ = ¢ +w(a)+a®?¢P(E ¢, ),

com

r@(E o, a) = — (362 + a'2%) + (¢, ¢, ),

q? (& p,a) = v(a) (26 + a2) + ¢V (&, ¢, ).

As funcoes 7@ e ¢® tem a mesma suavidade que pM e ¢,
Finalmente, para eliminar o termo ar(®)(p, o) da primeira expressao em (5.12), realizamos
a mudanca de coordenadas,

1
E=u+ 57“(0)(30, a), (5.13)

de modo que

€= (1-20)¢+ ar®(p,a) + oa®*P (£, ¢, a)

1 1
= (1-2a) (u + 57“(0)(90, a)) + ar(p, a) + a®2r® (u + ET(O)(% a), ¢, Oé)
1 1
=u+ 57"(0)(%0, a) — 2au — ar®(p, a) + ar®(p, ) + a**r® (u + 57’(0)(% @), ¢, 04>

1 1
=(1—-2a)u+ ET(O)(QO, a) + o3/ (u + 57‘(0)(% @), ¢, 04) :
Logo, como
1
E=t+5p )
temos que

~ 1 1 1
u+ 57“(0)(@, a) = (1—2a)u+ Er(o)(go, a) + /@ (u + 57"(0)(@, a), e, a) :
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ou seja,

- 1

u=(1-2a)u+a**® (u + 57“(0)(@, a), @, a> : (5.14)
Portanto, temos a aplicacao F' definida por

= (1—2a)u+a*?H,(u,yp),
¢ = ¢ +w(a) +a*?Ky(u, 9),

onde w(«) é suave e

1
Ho(u, ) =@ (u - 57“(0)(90, a), ¢, a) ,

1
Ko(u, ) = q? (u + 57“(0)(90, a), o, a) :

sao funcoes suaves de (u, ©, 041/2) e periodicas de periodo 27 na variavel .

Note que a faixa {(u,¢) : |u| < 1,¢ € [0,27]} corresponde a faixa de largura O(«) em

em (5.1), que tem raio O (al/Q) na coordenada original z. Com isso, é conveniente intro-

torno do circulo

duzir o nimero

0H,
ou

0K,
ou

0H,
dp

0K,
D

A= sup {|Ho¢],]Ka|,

Jul<1,p€[0,27]

} . (5.16)

Assim definido, A depende de «, mas permanece limitado quando o — 0.

) ) )

PASSO 2 (DEFINIGAO DOS ESPAGOS DAS FUNGOES). Denotemos por X o conjunto das

funcoes

u: R — R
p — u(p),
que sao continuas e periodicas de periodo 27. Com a métrica

d(U,7 U) = ||U - UHa

induzida pela norma

[ull = sup [|u(p)],
p€0,27]

temos que (X, d) é um espa¢o métrico completo.

Seja U C X o conjunto das funcoes satisfazendo as duas propriedades a seguir:
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i. |u(y)| <1, para todo ¢ € R;

ii. |u(p1) —u(pa)] < |1 — pa|, para todo ¢q, ps € R.

A primeira propriedade diz que u(p) é absolutamente limitada por 1, enquanto a se-
gunda propriedade diz que u(p) é Lipschitz com constante Lipschitz igual a 1. Lembre-
mos que toda funcao Lipschitz é continua.

Restringindo a métrica d definida em X a U, resulta que o par (U, d) é um espago métrico.
Se (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em (U, d), entao, como U C X, (u,) é uma sequéncia

de Cauchy em (X, d) e pelo fato de (X, d) ser completo, existe u € X tal que

lim d(uy,,u) =0.

n—oo
Assim, u(y) ¢ uma func¢do continua e limitada em ¢ € [0,27]. Além disto, para todo

@ € [0,27], temos que:

i. |u(e)] = lim |u,(p)] < lim 1 =1, para todo ¢ € R;

n—oo n—o0

il [u(pr) —u(pa)] = lim fun(1) = un(p2)| < 1 |@1 = @of = |1 — o, para todo i,
vy € R.

Portanto, o par (U, d) é também espaco métrico completo.
Lembremos que a aplicacao
F: U —U
u(p) — u(p) = (Fu)(p),

no espaco métrico (U, d) é uma contracao se existe 0 < € < 1 tal que
d(.F('LLl),.F('LLQ)) < €d<U1,U2>,

para todo uy,us € U. Logo, pelo Teorema da Contragio ou Teorema 2.1.1, a aplicacao F

tem um tnico ponto fixo u(>®) € U, ou seja,
F (u(oo)) = (>,

Além disso, para todo u € U temos que a sequéncia (F™(u)) converge para o tnico ponto
fixo de F, isto é,
lim d (F"(u), u>)) =0,

n—oo
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conforme Figura 5.1.

UO(SO)
u1 ()
us(p)
'
u(>) ()

Figura 5.1: Curvas fechadas acumuladas.

PAssO 3 (CONSTRUGAO DA APLICAGAO F). Consideremos a aplica¢ao F induzida por
F em U. TIsso significa que se u representa uma curva fechada, entdo u = F(u) representa
sua imagem sob a aplicacao F' definida por (5.15).

Suponha que uma fun¢do u = u(y) de U é dada. Para construir a aplicacdo F, temos que
especificar um procedimento para cada ¢ dado que nos permita encontrar a correspondente
u(p) = (Fu)(p). Observe, no entanto, que F' é quase uma rotagao pelo angulo w(a) em
©. Assim, um ponto (u(g), ) na curva resultante é a imagem de um ponto (u(®), ) na

curva original com uma coordenada de angulo diferente @, conforme Figura 5.2.
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Figura 5.2: Defini¢ao da aplicagao F.

Para mostrar que @ é unicamente definido, temos que provar que a equacao
p=¢+w(a) + a2 Kq(u(?),?) (5.17)

tem uma tUnica solucdo @ = P(¢), para qualquer v € U dado. Este é o caso, pois o
membro direito de (5.17) é uma fungio estritamente crescente de @. De fato, se ps > ¢,

entdo, de acordo com (5.15),

Bo— P1=p2 — o1+ & [Kq (u(2) , 02) — Ko (u (1), 01)]

Z P2 —p1— o [Ko (u(p2), 92) — Ko (u (1), ¢1)] -

Levando em conta que K, é uma funcao suave, com (5.16) e ii, obtemos

| Ko (u(02), p2) = Ko (u (1) 01)] < M (p2) = u(@1)] + 02 — ¢il]
< 2X |2 — ¢

Esta ultima estimativa também pode ser reescrita como

= [Ka (u(#2) ,02) = Ko (u (1), 01)] 2 =2X (2 — #1) ,
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o que implica que
Po— 012> (1 =200 (02 — 1) .
Assim, o membro direito de (5.17) é uma fung¢ao estritamente crescente, desde que o > 0
seja pequeno o suficiente, e sua solugao ¢ esteja definida com precisao.
Das estimativas anteriores, segue-se também que p(¢), isto é, a func¢do inversa a fungio

dada por (5.17), é Lipschitz continua, pois

~ ~ —1
B (01) — D (@2)] < (1—2Xa*?) " |1 — o] . (5.18)

Agora, podemos definir a aplicagdo u = F(u) por
u(p) = (1 = 20)u(@) + a** K, (u(@), D), (5.19)

onde @ é a solucao de (5.17). A mera definigao, claro, nao é suficiente e temos que verificar
que F(u) € U, se u € U, ou seja, verificar i e ii para u = F(u).

A condigao i para u decorre da estimativa

1 —20)|u(P)| + & |Ho(u(P), §)|

u(e)] < (
<1—2a+ M2,

onde usamos i para u e a definicdo (5.16) de . Assim, |u] < 1 se « for suficientemente

pequeno e positivo. A condigao ii para u é obtida pela sequéncia de estimativas

[ (p1) —u(p2)] < (1 —20) |u(Pr) —u (@) +
o |Hy (w(@1), @1) — Ha (u($2) , 52)
< (1= 20) [u(P1) —u(@2)[+
QPN [ (1) =T (2)] + [Pr — o]
< (1=2a+2Xa®?) |51 — 3ol
onde a desigualdade final vale devido & continuidade Lipschitz de u. Inserindo a estimativa

(5.18), obtemos
- ~ -1
U (1) —U(p2) < (1—2a+ 2)\a3/2) (1- 2/\a3/2) lp1 — @2l .

Assim, ii também vale para u para todo « positivo suficientemente pequeno. Portanto, a

aplicacdo u = F(u) esta bem definida.
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PASsO 4 (VERIFICAGAO DA PROPRIEDADE DE CONTRAGAO). Agora, suponha que duas

fungoes uy, us € U sejam dadas. O que precisamos obter ¢ a estimativa de [|u; — us|| em

termos de ||u; — usgl|. Pela defini¢ao (5.19) de uw = F(u),

[ur(p) — ()| < (1 —2a) [us (P1) — ug (P2)| +
a?/? | Ho (u1 ($1), #1) — Ha (u2 ($2) , 92)|

(5.20)
< (1= 20) [ur (1) — w2 (P2)| +
PN Juy (1) = us ($2)] + 151 — Pal],
onde @7 e Po sdo as solugodes unicas de
o =01+ w(a)+ oK, (u1 (?1), 1) (5.21)
e
o =02+ w(a) + oK, (uz (22) , §2) (5.22)

respectivamente. As estimativas (5.20) ainda nao resolveram o problema, pois temos
que usar apenas ||u; — ug|| no membro direito. Primeiro, expresse |u; (p1) — ug (p2) | em

termos de ||uy — usl| € |P1 — Pa|

[ur (#1) — u2 (P2)] = |ur (P1) — u2 (1) + w2 (¥1) — uz (P2)]
< fur (1) — g (@1)] + [uz (P1) — ug (P2)] (5.23)

< Jur — uzl| + [@1 — @2l

A ultima desigualdade foi obtida usando a definicao da norma e a continuidade Lips-
chitz de uy. Para completar as estimativas, precisamos expressar |p; — Po| em termos de

||lur — ugl|. Subtraindo (5.22) de (5.21) e tomando o valor absoluto, obtemos

81 — Pa| < a*? | Ky (w1 (B1), P1) — Ko (u2 (32) , 52)]

< oA [Jur (B1) — w2 (B2)| + |51 = el

Inserindo (5.23) nesta desigualdade e reunindo todos os termos envolvendo |p; — @o] &

esquerda, resulta em

11— @) < (1—20%2X) " a2\ [Juy — ] . (5.24)
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Usando as estimativas (5.23) e (5.24), podemos completar (5.20) da seguinte forma
[u1 () — u2()l| < €lur — uall,
onde
_ 3/2 3/24\ "1 3/2 3/2 3/2y) !
e=(1-2a) [14—04 A(1=2a°2)) }—i—oz /\[1+2a A(1—2a%2)) }

Como

e:l—2a+0(a3/2)

a aplicagao F é uma contracao em U para « > 0 suficientemente pequeno. Portanto, tem

um tnico ponto fixo estavel u(® € U.

PASSO 5 (ESTABILIDADE DA CURVA INVARIANTE). Agora tome um ponto (ug, ¢o) dentro
da faixa {(u,¢) : Ju| < 1,9 € [0,27]}. Se o ponto pertence & curva dada por u(>), ele
permanece nesta curva sob iteradas da F', jA que a aplicacao F aplica essa curva em si
mesma. Se 0 ponto nao pertencer a curva invariante, tome alguma curva fechada (nao
invariante) passando por ela denotada por u(® € U. Tal curva sempre existe. Tomando
as iteradas deste ponto pela aplicagdo F' definida por (5.15), obtemos uma sequéncia de
pontos (Uy, ).

E claro que cada ponto dessa sequéncia pertence a correspondente iterada da curva u(®
sob a aplicacao F. Acabamos de mostrar que as iteradas da curva convergem para a curva
invariante dada por u(>). Portanto, a sequéncia de pontos também deve convergir para
a curva. Isso prova a estabilidade da curva fechada invariante como conjunto invariante

da aplicacao, completando a demonstracao.



Conclusoes

Dependendo do niimero de parametros e da complexidade da aplicacao no plano analisada,
pode ser um tanto quanto complicado testar as hipoteses do Teorema da Bifurcagdo de
Neimark-Sacker de codimensao 1. Isto porque o ponto fixo e o valor de bifurcacao podem
nem ser conhecidos, exceto do ponto de vista numérico. Na realidade, todas as condic¢oes

enunciadas no Teorema 2.3.1 podem ser calculadas numericamente.

Mesmo nos casos em que o ponto fixo e o valor de bifurcagao sao conhecidos, pode nao
ser facil testar as condigoes H2 e H3 do Teorema 2.3.1. O calculo do primeiro coeficiente
de Lyapunov pode ser ainda mais complicado, ja que o esforco computacional pode ser
grande ou a expressao obtida de dificil anédlise. Em certas situacoes, calcular tal coeficiente
empregando a expressao (2.5) é mais facil do que utilizando a expressdo correspondente

em (2.10), embora a tltima seja mais geral, valendo inclusive em R™, m > 2.

Vale destacar que, na analise do modelo predador-presa discreto (3.6), o autor em [7|
nao fornece uma expressao final para o primeiro coeficiente de Lyapunov. Além disto,
o Teorema 3.1 deste mesmo artigo sugere a possibilidade de troca de sinal no primeiro
coeficiente de Lyapunov, o que implicaria na existéncia de uma bifurcacao degenerada,
possivelmente, de Chenciner. Contudo, isto estd em contradigdo com a expressao (3.12)

obtida no final da Seg&o 3.2.

Como ultimo comentario, ha também uma diferenca nas condi¢oes de ressonancia, pois
em [7] nao ha restricdes nos parametros a fim de evitar ressonéncias, o que nao ocorre

aqui, conforme pode ser visto em H22 e H23 na Segdo 3.2.
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