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Resumo

Este trabalho investiga escoamentos bidimensionais com número de Reynolds subcrítico ao re-
dor de um cilindro circular com superfície rugosa e mantida aquecida a uma temperatura cons-
tante; as análises ainda incluem mecanismos de transferência de calor por convecção mista. A
técnica numérica utilizada discretiza o campo de vorticidades e o calor utilizando partículas, o
que caracteriza uma descrição puramente lagrangiana.O trabalho contribui com a literatura ci-
entífica de duas maneiras: i) implementação de um algoritmo acelerador para incorporar mode-
lagem de turbulência do tipo LES para o campo de temperaturas, e ii) proposição de um modelo
de rugosidade superficial para a camada limite térmica. Esta segunda contribuição é viabilizada
pela modelagem de turbulência do tipo LES, permitindo que os efeitos rugosos interfiram no
comportamento dos coeficientes de pressão, arrasto e sustentação, no ângulo de separação da
camada limite e na transferência de calor para o meio fluido adotando-se diferentes alturas de
rugosidade superficial média. Estes parâmetros são de grande interesse em projetos de enge-
nharia envolvendo diversos aparatos sujeitos a escoamentos nos quais há troca de calor com o
meio fluido. As simulações foram realizadas para número de Reynolds Re = 100.000, número
de Prandtl Pr = 0,71, e alturas de rugosidade superficial média de ε/D = 0,001 e 0,007. Os resul-
tados mostraram que a transferência de calor por convecção mista impacta nos carregamentos
fluidodinâmicos de modo complexo aumentando o coeficiente de arrasto e a transferência de
calor via comportamento do número de Nusselt. Para este último adimensional, o valor obtido
para a simulação no caso de parede hidraulicamente lisa apresentou uma maior diferença em re-
lação ao valor experimental, mostrando a necessidade de se realizar um balanço de energia mais
detalhado na camada limite térmica. Ao se incluírem efeitos rugosos, entretanto, observou-se
o aumento no valor do número de Nusselt na mesma proporção dos resultados experimentais,
indicando que o novo modelo de rugosidade bidimensional é sensível e fornece resultados fi-
sicamente consistentes. Os três tipos característicos de interações entre partículas consomem
um elevado tempo computacional, o que também exigiu o uso de processamento paralelo no
ambiente OpenMP- Fortran.

Palavras-chaves: Método de Partículas de Temperatura. Método dos Painéis. Carregamentos
fluidodinâmicos. Forças de Flutuabilidade. Modelagem de turbulência tipo LES. Modelo de
rugosidade superficial.



Abstract

This work investigates two-dimensional flows with subcritical Reynolds number around a circu-
lar cylinder with rough surface and kept heated at a constant temperature; the analyses include
mechanisms of mixed convection heat transfer. The numerical approach discretizes the vorticity
field and the heat by using particles, which characterizes a purely lagrangian description.The
work contributes to the scientific literature in two ways: i) implementation of an accelerator
algorithm to incorporate LES-type turbulence modeling for the temperature field, and ii) propo-
sition of a surface roughness model for the thermal boundary layer. The second contribution
is made possible through LES-type turbulence modeling, allowing that roughness effects for
different average surface roughness heights interfere on behavior of pressure, drag and lift co-
efficients, of the boundary layer separation angle, and heat transfer from body surface to fluid
domain. Those parameters are of great interest for engineering design involving various devices
subject to external flows, where there is heat exchange with the fluid domain. Simulations were
performed for a Reynolds number of Re = 100,000, Prandtl number of Pr = 0.71, and average
surface roughness heights of ε/D = 0.001 and 0.007. The results showed that mixed convec-
tion heat transfer impacts the fluid dynamic loads in a complex manner, increasing the drag
coefficient and heat transfer via Nusselt number behavior. For the latter dimensionless number,
the value obtained for the simulation in the smoothed cylinder case showed some discrepancy
with the expected experimental date, indicating the need for a more detailed energy balance on
the thermal boundary layer. However, by implementing roughness effects, an increase in the
Nusselt number was observed in proportion to the experimental results, indicating that the new
two-dimensional roughness model is sensitive and provides physically consistent results. The
three characteristic kinds of particles interaction consume a high computational time, which
also required the use of parallel processing in OpenMP-Fortran.

Keywords: Temperature particles method. Panels method. Fluid dynamic loads. Buoyancy
forces. Type LES model. Surface roughness model.
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1

1 Introdução

1.1 Motivações

O avanço do desenvolvimento de hardwares computacionais nos últimos anos permitiu
que os estudos numéricos de diversos problemas da hidrodinâmica não linear pudessem ser re-
alizados, o que favoreceu o florescer de diversas novas metodologias para a solução de diversos
problemas de Engenharia. Estes estudos diferem da teoria potencial, na qual os efeitos visco-
sos são desprezados e, portanto, são capazes de descrever com maior fidelidade os campos do
escoamento.

A solução dos problemas de forma numérica é feita pela Dinâmica dos Fluidos Com-
putacional, mais conhecida pela sua sigla em inglês, Computational Fluid Dynamics (CFD).
Existe uma miríade de métodos de resolução, separados em três categorias principais: métodos
eulerianos, métodos lagrangianos e métodos híbridos, cada qual com suas vantagens e desvanta-
gens. Os métodos eulerianos realizam uma discretização do domínio fluido em malhas, as quais
possuem nós nos quais são calculadas as propriedades de interesse. Já nos métodos lagrangia-
nos, onde se insere o método usado neste trabalho, distretizam-se propriedades de interesse do
escoamento em partículas discretas, que são individualmente acompanhadas ao longo da simu-
lação. Os métodos híbridos consistem em técnicas que mesclam ambas as abordagens já citadas.
O uso de tais técnicas permite que escoamentos ao redor de estruturas de engenharia sejam mo-
delados e estudados computacionalmente, o que reduz efetivamente os custos preliminares de
projetos, ao diminuir o número de protótipos que devem de fato ser construídos.

A comunidade científica vem dedicando esforços para melhor compreender os fenôme-
nos da hidrodinâmica não-linear em várias aplicações de interesse, tais como: aerodinâmica de
corpos rombudos e esbeltos com ou sem transferência de calor; interação fluido-estrutura no
contexto de interferência entre fronteiras sólidas; escoamentos multifásicos, como os encontra-
dos na indústria do petróleo; turbomáquinas com movimento relativo entre fronteiras sólidas;
equipamentos para esportistas de alto desempenho; dentre outros.

Dentre as estruturas de engenharia estudadas, os cilindros circulares são os represen-
tantes elementares de corpos rombudos na mecânica dos fluidos, sendo comuns em aplicações
tais quais risers da indústria de petróleo, fios de redes de transmissão e tubos de trocadores de
calor, como pode ser visto na Figura 1.1. Corpos rombudos, quando expostos a um escoamento
incidente, apresentam parte de sua superfície imersa com descolamento da camada limite [7].

Posto isso, o escoamento em torno de cilindros é um problema clássico da mecânica
dos fluidos, e os fenômenos observados para esta geometria também são encontrados em cor-
pos rombudos de seções diferentes. Este fato permite que o estudo de uma geometria simples em
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(a) (b) (c)

Figura 1.1 – Situações onde há escoamento ao redor de cilindros na engenharia: (a) Risers de pe-
tróleo. (b) Linhas de Transmissão. (c) Trocador de calor tipo casco e tubos. Fontes:(a)
JPT, site. Disponível em: https://jpt.spe.org/simplified-dynamic-models-control-riser-
slugging-offshore-oil-production , (b) Innover Haut, site. Disponível em: https://innover-
haut.com.br/setor-eletrico-no-brasil-transmissao-de-energia/, (c) Incase, site. Disponível
em: https://www.incase.com.br/trocador-calor-casco-tubo-aco-inox, acesso em 23 Dez.
2023.

diferentes condições contribua para um entendimento mais detalhado da física regente do pro-
blema e que se desenvolvam novas metodologias para o campo. Neste escoamento, a depender
do número de Reynolds, ocorrerá o desprendimento de estruturas vorticosas contrarrotativas,
como pode ser visto na Figura 1.2, chamado também de esteira de von Kármán.

Figura 1.2 – Formação da esteira de vórtices de von Kármán atrás de um cilindro(esteira laminar) para
Re = 105. A visualização é feita por emissão de bolhas de hidrogênio. Fonte: [8]

Além do campo de vorticidades, o campo de temperaturas está presente em diversos
problemas de Engenharia, como trocadores de calor, aquecedores e sistemas de condiciona-
mento de ar. Nesses casos, o mecanismo de troca é similar: uma tubulação com temperatura
diferente do ar ambiente é exposta a um escoamento incidente com diferença de temperatura,
resultando em transferência de calor.

O entendimento dos efeitos de transferência de calor podem ser usados, por exemplo,
para gerar energia através de vibrações induzidas por vórtices, como feito por Barati [9], desta-
cando os efeitos de diferentes números de Richardson para extrair energia do escoamento.

A fim de compreender melhor tais fenômenos da hidrodinâmica não linear, o Labora-
tório de Modelagem e Algoritmos de Métodos Lagrangianos (LMAML) desenvolve há mais
de duas décadas um método puramente lagrangiano para a solução de escoamentos, implemen-
tando diferentes técnicas numéricas para modelar os fenômenos do escoamento de forma mais
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precisa. Dentre estas técnicas, citam-se o Método de Painéis [10], a Lei de Biot-Savart para o
cálculo do campo de velocidades (interação vórtice-vórtice), convecção da vorticidade (difusão
e advecção, mas sem modelar a deformação dos tubos de vorticidade), modelagem de turbulên-
cia do tipo Large Eddy Simulation (LES) e de efeitos de rugosidade superficial, carregamentos
distribuídos e integrados, e transporte de massa.

Esta dissertação de mestrado utiliza várias rotinas que foram desenvolvidas pelo LMAML,
como a tese de doutorado de Alcântara Pereira [11], que implementou modelagem de turbulên-
cia no Método de Vórtices Discretos (MVD) bidimensional. A tese de doutorado de Bimbato
[12] formulou o modelo de rugosidade no escoamento ao redor de um cilindro circular com
efeito solo. A dissertação de mestrado de Andrade [13] contribuiu com um algoritmo acelera-
dor do cálculo da viscosidade turbulenta utilizando uma estrutura de caixas. A dissertação de
mestrado de Roselli [14] apresentou a implementação do Método de Partículas de Temperatura
(MPT) para o cálculo da transferência de calor mista no MVD.

Um dos grandes desafios das simulações numéricas modernas é o elevado tempo de si-
mulação, que pode chegar a dezenas de dias de simulação. Com o desenvolvimento de hardwa-

res e softwares, o tempo de máquina pode ser reduzido. Um dos métodos que vêm sendo uti-
lizado nos trabalhos do LMAML é o processamento paralelo com OpenMP. Esta ferramenta
permite que se utilize todos os processadores lógicos de um computador para realizar os cál-
culos, ao invés de utilizar apenas um, como na programação serial. Neste trabalho, que serão
estudadas duas nuvens,– uma de vórtices discretos e uma de partículas de temperatura– o tempo
de processamento é naturalmente elevado, e a inclusão de efeitos de rugosidade superficial, mo-
delagem de turbulência e convecção mista o tornaria inviável sem o uso de ferramentas de
processamento paralelo.

Em simulações numéricas, um dos pontos de interesse é o fechamento da turbulência,
existindo diversos modelos. Quando é feita a modelagem de turbulência, utilizam-se modelos
Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations (RANS) ou Large Eddy Simulation (LES), a de-
pender do nível de refinamento desejado. A modelagem de turbulência do tipo LES é a utilizada
neste trabalho devido à sua compatibilidade com métodos lagrangianos, nos quais a velocidade
deve ser calculada a cada instante, simplificando a implementação desta modelagem ao código
computacional. A modelagem de turbulência do tipo LES também permite a implementação
do modelo de rugosidade conforme proposto por Bimbato [12]. Caso fosse viável a realização
de simulações Direct Numerical Simulation (DNS) considerando todos os efeitos de interesse,
não seria necessário modelagem de turbulência, já que este método resolve todas as escalas do
escoamento. O aspecto negativo das simulações DNS, ainda hoje, é seu elevado custo compu-
tacional.

Neste contexto, esta dissertação de mestrado se propõe a investigar o escoamento bi-
dimensional ao redor de um cilindro circular único e estacionário, combinando efeitos de ru-
gosidade superficial à transferência de calor. O cálculo é acelerado ao se utilizar diretivas de
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processamento paralelo e o método de solução escolhido é o MPT. A necessidade deste estudo
se amplifica ao observar que as estruturas ao longo do tempo se desgastam, o que eleva sua ru-
gosidade superficial. Além disso, estas estruturas podem apresentar o fenômeno de lock-in, que
pode as levar a falha por fadiga. A existência de um gradiente de temperatura entre o cilindro e
o meio fluido implicará na alteração do mecanismo de emissão de vórtices. Estes efeitos com-
binados de rugosidade superficial e transferência de calor apresentam uma lacuna na literatura
internacional, o que justifica a condução deste estudo.

Outro ponto de interesse que pode ser estudado com a consideração de um gradiente
de temperatura entre o corpo rombudo e o fluido e efeitos de rugosidade superficial é a inves-
tigação dos mecanismos de supressão. Particularmente, estes dois efeitos estão englobados nos
mecanismos de controle ativo de desprendimento de esteiras [15]. Um melhor entendimento
do fenômeno de controle e supressão permite a que estruturas possam ser utilizadas de modo
que trabalhem distantes de sua zona de lock-in, efetivamente reduzindo chances de acidentes e
desastres, como rompimento de cabos de alta tensão e fratura de dutos de petróleo que operam
sobre o efeito de correntes marítimas.

1.2 Objetivos da Dissertação de Mestrado

1.2.1 Objetivo Geral

Investigar a influência conjunta de efeitos de rugosidade superficial e transferência de
calor por convecção mista ao redor de um cilindro circular nas cargas fluidodinâmicas e número
de Nusselt.

1.2.2 Objetivos Específicos

A fim de atingir o objetivo geral, propõe-se os seguintes objetivos específicos:

1. Dar continuidade e aprimorar o modelo de rugosidade superficial desenvolvido por Bim-
bato [12] também para a camada-limite térmica.

2. Dar continuidade e aprimorar o modelo de transferência de calor por convecção mista
desenvolvido por Moraes et al. [16], a fim de implementar modelagem de turbulência
para o campo de temperaturas.

3. Desenvolver um modelo de geração de partículas de temperatura na superfície de um
corpo rombudo (cilindro) em painéis que discretizam a superfície; este modelo também
está associado com a implementação de modelagem de turbulência na equação da energia.

4. Analisar o comportamento fluidodinâmico do escoamento e dos carregamentos fluidodi-
nâmicos distribuídos e integrados; e verificar o comportamento do número de Nusselt ao
se alterar a altura de rugosidade superficial na superfície do cilindro.
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5. Analisar o comportamento do ponto de desprendimento da camada-limite hidrodinâmica
ao se alterar a altura de rugosidade superficial na superfície do cilindro.

1.3 Metodologia

O método de solução deste trabalho é o MPT aliado ao MVD. O MVD é utilizado de
forma puramente lagrangiana, discretizando o campo de vorticidades do domínio fluido em uma
nuvem de vórtices discretos, enquanto o MPT discretiza o campo das temperaturas ao se realizar
uma abordagem lagrangiana da Lei de Fourier. Devido à natureza do método, cada partícula –
vórtice discreto ou partícula de temperatura – tem sua trajetória acompanhada individualmente
ao longo da simulação.

A convecção das nuvens é feita em duas etapas: advecção e difusão. Nisto se encontra
uma das características que definem o MVD e o MPT, que é estudar o escoamento apenas
nas regiões de interesse, isto é, onde há a presença de vorticidade e calor. Além disso, o MPT
dispensa esforços de refinamento de malha e imposições rígidas de condições de contorno nas
fronteiras do domínio fluido, sendo estas automaticamente satisfeitas pela sua formulação. Este
método também se adequa bem a fronteiras sólidas em movimento.

A etapa de advecção é a mais onerosa do método, na qual se utiliza a Lei de Biot-Savart
para o cálculo da velocidade induzida sobre cada vórtice (e partícula de temperatura) existente.
O número de operações numéricas para N vórtices discretos é da ordem O(N2), duplicado para
o caso estudado que envolve, também, partículas de temperatura.

Uma das desvantagens do MPT, entretanto consiste em seu elevado custo computacio-
nal, devido à necessidade de acompanhar uma quantidade crescente de vórtices discretos e/ou
partículas de temperatura ao longo da simulação. Existem técnicas para reduzir esta desvanta-
gem, como o uso de processamento paralelo com OpenMP (implementado neste trabalho), uso
do Método de Expansão em Multipólos e Coalescência de partículas próximas (não implemen-
tados nesta dissertação).

O processamento paralelo ainda se faz necessário ao se considerar os efeitos de flutua-
bilidade (empuxo) que as partículas de temperatura exercem sobre cada vórtice discreto, à sua
esquerda e direita. Este cálculo, conforme o número de partículas discretizadas aumenta, se
torna ainda mais oneroso. O estudo de efeitos de flutuabilidade aplicado às estruturas vorticosas
contrarrotativas originárias de um cilindro de superfície rugosa aquecida é uma das contribui-
ções deste trabalho, desde que envolve modelagem de turbulência para a equação da energia.

Além da advecção, é necessário modelar os efeitos da dissipação de energia pela ação
da viscosidade. Neste trabalho é usado um método probabilístico, o Método de Avanço Randô-
mico [17]. Uma das contribuições desta dissertação está na implementação deste algoritmo apli-
cado a partículas de temperatura com modelagem de turbulência do tipo LES. Este trabalho, a
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princípio, utilizaria um método determinístico, o Método do Crescimento do Raio do Núcleo
Modificado (MCRNM) [18, 19, 20, 21]. Porém, após a implementação, inclusive com efeitos
de turbulência para as partículas de temperatura, o tempo computacional se mostrou inviável
devido ao número de partições, de tal modo que o código não era capaz de ir além do incre-
mento de tempo 200, marginalmente ultrapassando o transiente numérico da simulação. Por
causa disto, optou-se pelo método menos preciso, porém mais barato, do Avanço Randômico.

O corpo é representado com o uso do Método de Painéis [10], que é uma ferramenta
da teoria potencial que inscreve painéis no contorno do corpo e gera em cada um singularida-
des (que podem ser do tipo dipólo, fontes ou vórtices). Cada painel possui um ponto central
chamado ponto de controle ou ponto pivotal para imposição das condições de contorno do pro-
blema. Neste trabalho utilizam-se painéis planos com distribuição de fontes com densidade uni-
forme para representar a superfície do cilindro e garantir a condição de contorno de Neumann,
assegurando a condição de impenetrabilidade e a conservação da massa.

Adicionalmente, a condição de escorregamento nulo e conservação da circulação glo-
bal são garantidas pela geração de vórtices discretos em pontos de desprendimento, cada um
posicionado acima de seu correspondente ponto de controle [22], de modo a garantir que a ve-
locidade tangencial induzida em cada painel seja igual (neste caso, no qual o corpo rombudo é
estacionário).

A condição de contorno de temperatura constante na superfície do cilindro é obtida com
o auxílio da Lei de Fourier, modificada para ser aplicada ao MPT, na qual se geram partículas
de temperatura em cada ponto de desprendimento a cada instante a fim de simular uma difusão
primária de calor. Esta condição de contorno pode ser assumida para representar um corpo com
elevada condutibilidade térmica. Outra alternativa seria modelar um fluxo de calor constante.
A maior contribuição deste trabalho é implementar modelagem de turbulência do tipo LES e
efeitos de rugosidade bidimensionais às partículas de temperatura via equação da energia e lei
de Fourier modificada. Detalhes deste método são apresentados no Capítulo 4.

O cálculo das cargas fluidodinâmicas utiliza o modelo integral apresentado em [23],
que resolve as cargas distribuídas (a pressão estática) e as cargas integradas (arrasto de forma
e coeficiente de sustentação). Esta metodologia é de interesse por considerar todos os vórtices
discretos do escoamento.

Por fim, a realização das simulações considerando modelagem de turbulência, rugosi-
dade e transferência de calor só se torna viável com o uso de programação paralela e, neste caso,
com OpenMP. Este modelo de programação é do tipo Data Parallel Programming, que consiste
em separar os dados entre diversos threads que se comunicam com a memória compartilhada
global. Desta forma, o conjunto de cálculos a serem feitos é dividido em parcelas que serão
realizadas individualmente por cada thread e, ao fim, eles retornam estes valores à memória
global, o que resulta em um ganho apreciável no tempo de processamento.
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1.4 Estrutura do trabalho

Este trabalho é composto de seis capítulos e dois apêndices.

O Capítulo 2 faz uma revisão da literatura dos principais trabalhos relacionados ao MVD
e MPT, em seguida, aprofunda no problema estudado nesta dissertação, com os trabalhos rele-
vantes para a compreensão do escoamento em torno de corpos rombudos com transferência de
calor e efeitos de rugosidade superficial.

Em seguida, o Capítulo 3 trata da modelagem do problema do escoamento bidimensi-
onal, incompressível e transiente de um fluido newtoniano ao redor do cilindro aquecido com
efeitos de rugosidade superficial. Também são apresentadas as hipóteses assumidas, as equações
governantes e a adimensionalização do problema e as condições de contorno. Mostra-se, tam-
bém, os fundamentos da modelagem de turbulência aplicada tanto para o campo de vorticida-
des quanto para o campo de temperaturas e a modelagem dos efeitos de rugosidade superficial.
Também é abordada a Lei de Biot-Savart e o cálculo das pressões.

No Capítulo 4 se apresenta os métodos de solução usado neste trabalho, o MPT para
resolver os campos de vorticidades e temperaturas. Também se aborda o cálculo das cargas
fluidodinâmicas devido ao desprendimento de estruturas vorticosas contrarrotativas do cilindro
e a modelagem de turbulência do tipo LES e rugosidade para ambos os campos citados.

O Capítulo 5 apresenta os resultados obtidos das simulações numéricas e as discussões
de cada caso.

O Capítulo 6 sintetiza as principais conclusões deste trabalho e apresenta as sugestões
para investigações futuras.

No Apêncice A é mostrado o vórtice discreto de Lamb como solução das equações de
Navier-Stokes com o uso da análise dimensional.

O Apêndice B apresenta a partícula de temperatura como solução da Equação da Energia
por meio da análise dimensional.

O Apêndice C descreve as rotinas usadas no código computacional desenvolvido e o
algoritmo implementado.
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2 Revisão Bibliográfica

2.1 Introdução

Neste capítulo será apresentada uma revisão bibliográfica atualizada do Método de Par-
tículas de Temperatura e dos avanços das simulações numéricas com transferência de calor e
modelagem de rugosidade superficial, a fim de mostrar o atual estado da arte nesta área.

2.2 Escoamento ao Redor de um Cilindro Circular

Cilindros são corpos rombudos, isto é, geometrias que, quando expostas a um escoa-
mento incidente, apresentam descolamento da camada limite em uma porção apreciável de sua
superfície. O estudo metódico deste fenômeno remete a Strouhal, no século XIX, quando propôs
uma correlação para a frequência de vibração fs de um fio de diâmetro D exposto a um escoa-
mento incidente com velocidade U . Estas três grandezas seriam posteriormente correlacionadas
em um número adimensional, o Número de Strouhal (St), definido como

St =
fsD
U

. (2.1)

O número de Strouhal é de interesse para a Engenharia, pois a frequência de despren-
dimento (de vórtices) deve ser controlada em diversas aplicações, pois uma vez que ela se
aproxime da frequência natural de vibração de uma estrutura, há o risco de que a mesma en-
tre em ressonância. O controle de desprendimento de vórtices é tratado com mais detalhes na
Seção 2.4.

Além do número de Strouhal, outro adimensional de interesse para o entendimento do
escoamento viscoso ao redor de um cilindro circular é o número de Reynolds, definido como

Re =
UD
ν

(2.2)

onde ν é a difusividade da quantidade de movimento (ou viscosidade cinemática) do fluido em
escoamento.

O número de Reynolds mede a contraposição entre os efeitos inerciais e viscosos em um
escoamento. Dessa forma, conforme ele aumenta, as forças inerciais tornam-se mais significa-
tivas do que as viscosas, o que eventualmente leva o escoamento para a transição à turbulência.

Para números de Reynolds muito baixos (Re < 1), o escoamento é chamado de creeping

flow, caracterizado por linhas de corrente simétricas e dois pontos de estagnação, como pode
ser visto na Fig. 2.1. O termo científico correto para o que se popularizou chamar de vórti-
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ces deve ser estruturas vorticosas; já vórtices discretos são pontos computacionais que quando
sobrepostos constroem os vórtices.

Figura 2.1 – Escoamento para Re < 1, regime de creeping flow. Fonte: Reproduzido de [1].

O aumento das forças inerciais leva à separação da camada limite. Assim, quando tem-
se 5 < Re < 40, formam-se vórtices estacionários, chamados de vórtices de Föpll, atrás do
cilindro, vistos na Fig. 2.2. Neste intervalo, o aumento do número de Reynolds também implica
no alongamento da estrutura vorticosa formada, até chegar o momento no qual as camadas
cisalhantes apresentam instabilidades, resultando na oscilação dos vórtices, com números de
Reynolds entre 40 e 70, como mostrado na Fig. 2.3.

Figura 2.2 – Escoamento para 5 < Re < 40, formando vórtices estacionários. Fonte: Reproduzido de [1].

Figura 2.3 – Escoamento para 40 < Re < 70, destacando a oscilação dos vórtices, na iminência do des-
prendimento. Fonte: Reproduzido de [1].
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O alongamento dos vórtices também é acompanhado pelo aumento do ângulo de sepa-
ração da camada limite. Esse estreitamento da estrutura vorticosa reduz o coeficiente de arrasto,
CD, e uma vez que a estrutura começa a oscilar, o mecanismo de Gerrard passa a ter efeito e
o fenômeno de desprendimento ocorre, no qual estruturas vorticosas contrarrotativas são des-
prendidas, formando a esteira viscosa a jusante, também conhecida como esteira de von Kár-
mán [24]. Este fenômeno ocorre a partir do momento no qual as estruturas se enrolam dentro
de si mesmas, entre 70 < Re < 200, visto na Fig. 2.4.

Figura 2.4 – Escoamento para 70 < Re < 200. Neste regime inicia-se o mecanismo oscilatório de des-
prendimento de vórtices, porém a esteira ainda é laminar. Fonte: Reproduzido de [1].

Apesar do mecanismo de desprendimento estar em completo funcionamento nesta úl-
tima faixa mostrada do número de Reynolds, é importante destacar que a esteira formada ainda
é laminar, isto é, as tridimensionalidades associadas à turbulência ainda não são manifestadas.
Neste instante, é de interesse abordar o mecanismo de desprendimento de vórtices de um cilin-
dro, o mecanismo de Gerrard [25].

Um vórtice inicialmente ganha circulação de sua camada cisalhante correspondente.
Conforme ele é alimentado por circulação, sua intensidade aumenta, o que cria uma zona de
baixa pressão onde este vórtice se encontra, que eventualmente atrai o vórtice formado pela
camada oposta. Quando o vórtice oposto é atraído, ele corta a alimentação de circulação do
vórtice inicial, o que destrói a vorticidade ali contida e desprende o vórtice na esteira viscosa.
Após o desprendimento, o vórtice que cortou a circulação é abastecido, ganhando quantidade
de movimento e, eventualmente, atraindo outro vórtice nascente oposto. Este mecanismo ocorre
de forma periódica, dando sentido à definição do número de Strouhal.

Tipicamente, este mecanismo é representado em cinco pontos de interesse, denomina-
dos pontos A–E, que representam bem a natureza alternada do fenômeno de desprendimento.

O ponto A é caracterizado por uma zona de baixa pressão localizada na parte superior
do cilindro circular. Esta zona caracteriza um vórtice horário sendo desprendido do topo do
cilindro, com intensa circulação, caracterizada pela baixa pressão e coeficiente de sustentação,
CL, máximo. Este ponto é mostrado na Fig. 2.5.
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Figura 2.5 – Ponto A: desprendimento de um vórtice horário do topo do cilindro. Campo de velocidades
(esquerda) e vórtices discretos (direita). Fonte: O autor.

Conforme o vórtice horário é alimentado de circulação, ele atrai o vórtice anti-horário
formado na parte inferior e passa a ser incorporado pela esteira viscosa. Este ponto, chamado
de ponto B, é mostrado na Fig. 2.6 e é caracterizado por uma distribuição de pressão aproxima-
damente uniforme na região de separação, resultando em um coeficiente de sustentação nulo.
Observa-se como o vórtice anti-horário corta a circulação ao ser atraído pelo horário. Neste
instante ocorre intensa destruição de vorticidade. O vórtice anti-horário, então, passa a receber
circulação.

Figura 2.6 – Ponto B: o vórtice horário passa a ser incorporado na esteira viscosa. Campo de velocidades
(esquerda) e vórtices discretos (direita). Fonte: O autor.

O vórtice anti-horário, então, é alimentado de circulação pela camada cisalhante infe-
rior, e ele eventualmente é desprendido, no chamado ponto C, apresentado na Fig. 2.7. Este
ponto é análogo ao ponto A, mas por ser o desprendimento de um vórtice na parte inferior do
cilindro, trata-se do ponto de mínimo coeficiente de sustentação, caracterizado por um coefici-
ente de pressão baixo nesta seção da estrutura.
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Figura 2.7 – Ponto C: desprendimento de um vórtice anti-horário da parte inferior do cilindro. Campo de
velocidades (esquerda) e vórtices discretos (direita). Fonte: O autor.

Conforme a estrutura vorticosa anti-horária ganha circulação, ela atrai a estrutura ho-
rária, interrompendo a alimentação da estrutura anti-horária e causando seu desprendimento,
do mesmo modo que ocorre do ponto A para B. Assim, o vórtice anti-horário é incorporado
na esteira e o horário passa a ser alimentado por mais circulação. Este instante é denominado
ponto D (Fig. 2.8), no qual o coeficiente de sustentação é nulo.

Figura 2.8 – Ponto D: o vórtice anti-horário passa a ser incorporado pela esteira. Campo de velocidades
(esquerda) e vórtices discretos (direita). Fonte: O autor.

Completando o ciclo, a estrutura horária formada no topo do cilindro se desprende,
sendo o ponto E análogo ao ponto A, visto na Fig. 2.9.

A distribuição instantânea do coeficiente de pressão para cada um dos pontos é vista
na Fig. 2.10. Destaca-se a similaridade entre os pontos A e E e a distribuição de pressão sem
favorecimento a qualquer um dos lados nos pontos B e D, caracterizando nesses últimos o
coeficiente de sustentação nulo.
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Figura 2.9 – Ponto E: desprendimento de um vórtice horário da parte superior do cilindro. Campo de
velocidades (esquerda) e vórtices discretos (direita). Fonte: O autor.

Figura 2.10 – Coeficiente de pressão versus posição angular ao longo do cilindro para os pontos A–E.
Fonte: O autor.

O mecanismo de desprendimento prevalece conforme o número de Reynolds aumenta,
com importantes alterações para o número de Strouhal e coeficiente de arrasto. Conforme ob-
servado por Roshko [26], há uma descontinuidade no número de Strouhal em torno de Re = 64,
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apresentada na Fig. 2.11. Este fenômeno mostra que existem, mesmo no regime laminar, tridi-
mensionalidades no escoamento, devido à transição do modo de geração oblíquos e paralelos.
Isto acontece no resultado experimental por causa das condições de contorno usadas no expe-
rimento: ao se utilizar end plates, placas planas inclinadas nas bordas do cilindro, o modo de
desprendimento pode ser controlado e a descontinuidade mostrada desaparece.

Figura 2.11 – Variação do número de Strouhal para números de Reynolds baixos. Fonte: Reproduzido
de [2].

Ainda na Fig. 2.11 se observa uma segunda descontinuidade, desta vez em torno de Re=

170. Neste valor, as tridimensionalidades já se manifestam completamente na esteira laminar,
alterando o mecanismo de emissão devido ao aparecimento de tubos de vorticidade alinhados
ao escoamento, conforme proposto por Williamson [2].

Para um cilindro único e estacionário, algumas vezes referido como cilindro isolado,
considera-se, tipicamente, três regimes do escoamento: subcrítico, crítico e pós-crítico.

O regime subcrítico ocorre para números de Reynolds entre 350 e 2 ∼ 5× 105. Neste
regime, a camada-limite hidrodinâmica sofre transição para a turbulência e a separação ocorre
em torno de 80◦ contados a partir do ponto de estagnação frontal (ângulo também mostrado
no canto superior esquerdo da Fig. 2.10). Neste regime, a camada limite ao se separar ainda é
laminar, ocorrendo a transição para a turbulência na esteira.

Aumentando-se o número de Reynolds, o escoamento transiciona para o regime crítico,
com 2× 105 < Re < 7× 105. Neste regime, a camada limite ainda é laminar antes de separar,
mas o ponto de transição é próximo do de separação. Uma característica importante deste re-
gime é a formação da estrutura chamada por Roshko [27] de bolha de separação-recolamento,
uma zona de recirculação que ocorre entre a separação da camada-limite (entre 80 e 100◦) e
seu recolamento na parede do cilindro (entre 120 e 140◦), onde há um descolamento turbulento
da camada-limite. O aumento do número de Reynolds leva o ponto de transição a montante,
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o que eventualmente leva ao desaparecimento da bolha. Este fenômeno é altamente sensível
a perturbações externas e fatores como rugosidade superficial, e dificilmente é capturado em
simulações de CFD.

2.3 O Método de Partículas de Temperatura

Desde sua concepção em 1822, as equações de Navier-Stokes estão aptas a simular
escoamentos. Porém, devido à inexistência de computadores, a Dinâmica dos Fluidos Compu-
tacional demorou para se tornar um ramo do conhecimento apropriadamente estudada.

O Método de Vórtices Discretos, que oferece a base para o Método de Partículas de
Temperatura, possui suas raízes nos trabalhos de Rosenhead em 1934 [28], no qual propôs o
método para estudar uma folha de vórtices potenciais submetida a um escoamento incidente.
Desde então, o método foi esquecido por décadas, até receber a formulação moderna proposta
por Chorin, em 1973 [22].

A proposta de Chorin consistia em discretizar o campo de vorticidades em elementos
computacionais e utilizou o Método do Avanço Randômico [17] para simular a difusão, utili-
zando um algoritmo de separação, que teve sua convergência provada posteriormente em [29].
A vantagem que este método apresentou em relação aos métodos eulerianos (Elementos Fini-
tos, Volumes Finitos e Diferenças Finitas, por exemplo) foi dispensar a etapa de criação de uma
malha computacional e seu refinamento, além de ser apropriado para escoamentos que apre-
sentam elevados números de Reynolds. A característica marcante do MVD é a discretização do
campo de vorticidades ao invés de todo o domínio fluido de interesse, o que permite estudar
o escoamento apenas em regiões de interesse nas quais efetivamente vorticidade se encontra
presente.

Smith e Stansby [30] foram os pioneiros no estudo do MPT ao resolver simultanea-
mente a difusão e advecção de partículas de temperatura e vórtices discretos, ao observarem a
similaridade entre as equações da energia e quantidade de movimento.

Ao se discretizar a vorticidade, surge então a necessidade de resolver as equações di-
ferenciais responsáveis pela advecção e difusão dos vórtices discretos e partículas de tempera-
tura. Existem diversos esquemas de advecção para elementos computacionais, como o Método
de Euler, que é o esquema de primeira ordem mais simples, vindo da solução direta da equa-
ção para incrementos pequenos de tempo ∆t. A precisão deste método está associada a estes
incrementos, mas apresenta uma vantagem que é a simplicidade de programação e baixo custo
computacional, a tornando uma solução atrativa para diversas implementações, como a deste
trabalho.

O Método de Runge-Kutta [31, 32] é uma solução numérica em que a ordem depende
do número de vezes que o campo de velocidade é calculado no mesmo instante, sendo as ver-
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sões de ordem dois (RK2), três (RK3) e quatro (RK4) as mais usuais nos trabalhos numéricos.
Este método calcula pequenos avanços advectivos que são corrigidos para se obter a posição
final para o incremento de tempo procurado. O Método de Runge-Kutta de Ordem 1 (RK1)
é matematicamente idêntico o Método de Euler, podendo ser considerado uma generalização
deste esquema de solução. Outro esquema de advecção utilizado nas simulações numéricas é
o de Adams-Bashforth(AB) que, diferentemente dos métodos de Runge-Kutta, calcula a cada
instante o campo de velocidades apenas uma vez, mas requer que as velocidades anteriores
das partículas sejam armazenadas, proporcional à ordem do método. Tipicamente, o método de
Adams-Bashforth é preferido ao de Runge-Kutta, uma vez que o cálculo do campo de veloci-
dades é uma das etapas mais onerosas do MPT. Barba [33], entretanto, mostrou que o método
RK4 é preferível ao AB3, pois a elevada precisão de RK4 permite que se utilize incrementos de
tempo maiores, o que torna esta alternativa atrativa para os métodos de vórtices e partículas de
temperatura.

Conforme mencionado, a etapa do cálculo do campo de velocidades se encontra como
uma das mais onerosas do MPT, posto que sua ordem O(N2) característica do problema de
N-body, requer elevado esforço computacional. Isto é resultado do método pelo qual as veloci-
dades são calculadas: a Lei de Biot-Savart, que permite calcular a velocidade induzida em um
ponto do domínio fluido a partir da distribuição de vorticidade. A solução direta para o MPT
requer, para um vórtice discreto (ou partícula de temperatura), o cálculo da indução de todos os
demais vórtices discretos presentes no domínio.

Devido aos elevados custos computacionais desta etapa, é necessário o uso de métodos
que acelerem os cálculos. O uso de processamento paralelo, isto é, utilizar todos os núcleos lógi-
cos (threads) de um processador ou GPU para realizar operações simultâneas, permite acelerar
expressivamente os cálculos. Los Reis [34] foi o primeiro a contribuir no LMAML utilizando
processamento paralelo com OpenMP para acelerar expressivamente os cálculos da interação
vórtice-vórtice.

Quanto aos esquemas de difusão, além do Avanço Randômico [22, 17], existem outros
métodos, como o Método do Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice [35], que posterior-
mente foi corrigido por Rossi [18, 19, 20, 21], o Método da Mudança de Intensidade da partí-
cula, baseado nas ideias de Degond e Mas-Gallic [36, 37], o Método de Redistribuição [38], o
Método de Fishelov [39] e o Método da Velocidade da Difusão [40].

O Método de Avanço Randômico [22, 17] baseia-se no movimento browniano a fim
de simular a difusão como um espalhamento de partículas. Este método é amplamente usado
para escoamentos ligeiramente viscosos devido a sua programação simples, ser puramente la-
grangiano e por apresentar resultados aceitáveis. Seu problema, entretanto, é sua baixa taxa de
convergência, requerendo uma quantidade elevada de partículas para obter resultados precisos.
Além disso, não é recomendado para números de Reynolds inferiores a 100 [33].

O Método do Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice foi proposto por Leonard [35],
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mas Greengard [41] mostrou que o método não convergia quando o problema estudado não era
puramente radial. O método então caiu em esquecimento, até Nakajima e Kida [42] mostrarem
que o uso de um esquema de adaptação espacial permitiria o uso do método para escoamen-
tos quaisquer. O interesse retornou ao ocidente quando Rossi [18] propôs um esquema que
corrigia a convergência ao realizar a partição do vórtice discreto em quatro vórtices filhos, o
chamado Método do Crescimento do Raio do Núcleo Modificado. Este método apresenta boa
convergência se comparado ao Método de Avanço Randômico, mas é severamente onerado
pelo crescimento exponencial do número de partículas, inviabilizando seu uso para aplicações
de Engenharia a menos que um método de coalescência ou de rezoning [33] sejam utilizados.

Já o Método da Mudança de Intensidade da Partícula [36, 37] apresenta a caracterís-
tica de distribuir a intensidade das partículas para suas vizinhas utilizando operadores integrais.
Este método, apesar de ser puramente lagrangiano em sua formulação, requer a redistribuição
frequente dos vórtices discretos e que eles estejam bem ordenados, o que motivou o desenvol-
vimento de técnicas de remeshing posteriormente.

Posteriormente, o Método de Redistribuição de Vórtices surgiu como uma alternativa
ao Método da Mudança de Intensidade da Partícula que dispensava a necessidade de frequentes
distribuições espaciais. O princípio de ambos é similar no que tange a distribuição de circula-
ção entre partículas vizinhas, mas o Método de Redistribuição não utiliza operadores integrais,
valendo-se de "frações de redistribuição"para, localmente, determinar a troca de intensidade
entre as partículas.

O Método de Fishelov [39] consiste em aplicar uma convolução ao campo de vortici-
dades e a resolver as derivadas do laplaciano de modo explícito. Este método, entretanto, se
mostrou sensível às distorções do campo e não recebeu muito interesse de pesquisa posterior.

A proposta de Ogami [40], o Método da Velocidade de Difusão, consiste em um princí-
pio análogo à repulsão que ocorre quando partículas elétricas de mesmo sinais recebem influên-
cia mútua, e sua formulação é análoga à Primeira Lei de Fick, mas o método depende altamente
de uma sobreposição elevada dos vórtices discretos para retratar de modo correto a difusão.

Quanto às aplicações do MPT em problemas físicos, Kamemoto e Miyasaka [43], uti-
lizaram este método, gerando elementos discretos de calor em uma camada ao redor de um
cilindro circular para simular a transferência de calor forçada. Os resultados para o Número de
Nusselt mostraram-se próximos dos valores experimentais.

Alcântara Pereira e Hirata [44] usaram o MPT para simular o escoamento ao redor de
um cilindro circular, simulando apenas a convecção forçada. Este trabalho estudou o número de
Nusselt ao longo da superfície do cilindro e as cargas atuantes. Os autores destacaram também
a discrepância inerente que surge ao utilizar um método bidimensional para simular fenômenos
inerentemente tridimensionais, posto que o número de Reynolds da simulação realizada, Re =
10000, não se encontra no regime laminar de desprendimento. Ainda assim, foi possível obter
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resultados próximos dos experimentais, tornando o método atrativo para simulações numéricas.

A implementação de um modelo de convecção natural para o estudo bidimensional
de transferência de calor foi proposto por Ogami [45], no qual apresentou dois esquemas de
geração de vorticidade a partir das partículas de temperatura. O primeiro modelo é uma extensão
bidimensional do trabalho de Ghoniem e Sherman [46], no qual consiste, a cada incremento
de tempo, na modificação da intensidade dos vórtices discretos devido à temperatura em sua
esquerda e direita. O segundo método proposto para o cálculo das forças de empuxo consiste
em, a cada incremento de tempo, gerar-se dois vórtices discretos de intensidades opostas a
partir de cada partícula de temperatura. O primeiro método, como destacado pelo autor, é o
mais apropriado quando as partículas de temperatura estão no interior do domínio composto
pelos vórtices discretos.

A partir deste modelo, Roselli [14] utilizou o Método de Partículas de Temperatura com
a proposta de Ogami para calcular os efeitos da convecção natural, modificando a intensidade
dos vórtices discretos a cada instante. Este trabalho ainda considerou o impacto da convecção
natural nos coeficientes de pressão, arrasto e sustentação. A simulação foi feita com a discreti-
zação do cilindro em 100 painéis de fontes de densidade constante devido aos elevados custos
computacionais da simulação.

Collins e Bernard [47] simularam a convecção natural para filamentos de vórtices usando
um método tridimensional. O problema foi abordado utilizando uma geometria elíptica simples
e atingiu um número final de partículas elevado (da ordem de meio bilhão), apresentando a
estrutura inicial para a utilização do método para problemas de Engenharia.

Uma das dificuldades que se observa no atual estado da arte consiste nos resultados ex-
perimentais a respeito de problemas com transferência de calor e rugosidade superficial. Motegi
et al. [48], ao estudar a convecção mista oposta em uma parede, observaram que as correlações
empíricas e os resultados experimentais não podem ser comparados uns aos outros, dado que
parâmetros adimensionais recebem definições variadas em cada estudo. Ao considerar a rugo-
sidade superficial, que pode apresentar diferentes formas geométricas médias, a comparação
entre valores, mesmo que possuam a mesma rugosidade média, não é possível.

2.4 Supressão de Desprendimento de Vórtices

Um dos interesses da Engenharia consiste em encontrar métodos de controlar a supres-
são de vórtices em corpos submetidos a um escoamento incidente. A transição para a turbu-
lência é um aspecto importante neste momento, uma vez que tanto turbulência no escoamento
incidente quanto a rugosidade superficial influenciam na frequência de desprendimento de es-
truturas vorticosas de corpos rombudos [49].

Rashidi et al. [15] apresentaram três grupos de técnicas para controle de desprendi-
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mento: (a) Métodos passivos, (b) ativos e (c) ativos de laço fechado. Os métodos passivos não
utilizam energia externa para controlar o desprendimento, valendo-se de modificações na ge-
ometria, como mudança da rugosidade superficial do corpo, uso de end plates, porosidade da
parede ou outras modificações geométricas independentes de energia. Já os métodos ativos usam
fontes externas, tal como aquecimento da superfície, geração de campos elétricos ou magnéti-
cos ou rotação do corpo. Por fim, os métodos de controle de laço fechado consistem no uso
de um sistema de controle com loop fechado, no qual um sensor utiliza um feedback a fim de
alterar a grandeza controlada (tal qual um campo magnético ou escoamento secundário) para
atingir a supressão do desprendimento de esteira.

O LMAML vem trabalhando nos últimos anos em desenvolver um código computacio-
nal que permita simular, dentre outros, problemas de supressão de desprendimento por métodos
ativos e passivos.

Bimbato et al. [6] utilizaram com sucesso um modelo de rugosidade superficial para
obter as cargas fluidodinâmicas, como coeficientes de arrasto, sustentação e de pressão e o
número de Strouhal para o escoamento, analisando um número de Reynolds 1×105.

Oliveira et al. [3] utilizaram o MVD para estudar a supressão de vórtices de um cilindro
circular ligeiramente rugoso próximo a uma parede móvel lisa, obtendo inclusive a completa
supressão do desprendimento em um arranjo, alcançando um número de Strouhal nulo, como
pode ser observado pela ausência de pares de estruturas vorticosas contrarrotativas na Fig. 2.12,
no caso (d). Este trabalho mostra como o Método de Vórtices Discretos é sensível a diferentes
alturas de rugosidade superficial.

Estes trabalhos permitiram um entendimento apurado do fenômeno de desprendimento
aliado ao controle por meio de rugosidade superficial, porém as simulações realizadas foram
isotérmicas.

Koo e Kleinstreuer [50] estudaram a influência dos efeitos combinados de transferência
de calor e rugosidade superficial no escoamento de micro-conduítes, medindo a perturbação
que asperezas superficiais geravam na transferência de calor global. Uma de suas conclusões
foi que, nesta situação, os efeitos rugosos são menos significativos na transferência de calor do
que na troca de momento linear.

O efeito do aquecimento de uma superfície foi estudado por Chatterjee [51], onde foi
observada a influência do número de Richardson na supressão ou mudança do regime de es-
coamento em cilindros de seções circulares e quadradas, mostrando o potencial desta técnica
de controle, uma vez que o empuxo pode tanto estabilizar quanto degenerar o regime de escoa-
mento. Um exemplo é a supressão dos vórtices estacionários formados em Re = 40. A mudança
d do número de Richardson, Ri, de 0,1 para 0,3 proporcionou a completa supressão. Este traba-
lho, entretanto, abordou apenas números de Reynolds baixos, entre 10 e 150.

Al-Rubaiy [52] em sua Tese investigou a influência da rugosidade superficial e da tur-
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Figura 2.12 – Supressão de desprendimento por meio do controle da rugosidade superfície do corpo.
Fonte: Extraído de Oliveira et al. [3].

bulência do escoamento incidente na transferência de calor de modo experimental, captando a
variação do número de Nusselt para diferentes condições de contorno. Estes resultados combi-
nados permitem que o fenômeno físico seja entendido de modo mais complexo e fornece base
empírica para a aferição de softwares.

O estudo da supressão também foi realizado por Salimipour [4], no qual foi investigado
para Re = 200 e Pr = 0,71 a supressão do desprendimento de vórtices em um cilindro circu-
lar submetido a um escoamento ascendente, e foi encontrado um número de Grashof crítico
de 1,2× 104 no qual valores superiores continuaram a suprimir o desprendimento, mas com
gasto adicional de energia. Este trabalho ainda observou que o aumento do número de Grashof
variava fracamente o número de Nusselt superficial médio, chamando a atenção para o ganho
econômico ao se adotar um valor ótimo de Gr que minimiza o gasto energético para se obter o
menor coeficiente de arrasto possível. A supressão obtida é mostrada na Fig. 2.13.

Nestes tipos de escoamento, o aumento da temperatura da parede atua reduzindo o ta-
manho da esteira, o que consequentemente reduz o coeficiente de pressão. Este fenômeno é
observado tanto para cilindros isolados quanto para cilindros alinhados in tandem, conforme
observado por Islam et al. [53].
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Figura 2.13 – Supressão de desprendimento por meio do controle da temperatura na superfície do corpo.
Fonte: Extraído de [4].

Desta forma, observa-se a escassez de trabalhos que tratem simultaneamente dos efeitos
combinados de rugosidade superficial e transferência de calor, uma vez que a maioria dos traba-
lhos tende a focar em um ou em outro. Este presente trabalho, finalmente, contribuirá com um
modelo bidimensional de rugosidade superficial que atua na camada limite térmica, e também
utiliza a modelagem de turbulência do tipo LES para calcular a difusividade térmica turbulenta
em cada partícula de temperatura, sendo esta a responsável por viabilizar o novo modelo de
rugosidade superficial proposto.

Finalizando este capítulo, durante esta pesquisa de Mestrado, o autor contribuiu publi-
cando um artigo [54] no qual estudou o efeito da rugosidade superficial na trajetória de esteiras
de aeronaves durante operações de decolagem e pouso. Também foram publicados trabalhos
utilizando o MCRNM em simulações menos onerosas para partículas de temperatura e vórtices
discretos [55], e modos de acelerar as simulações utilizando o MCRNM [56]. Estes trabalhos
com o MCRNM, porém, mostraram elevados custos computacionais e as cargas não se aproxi-
maram precisamente dos valores experimentais devido à dificuldade de utilizar um parâmetro
de refinamento suficiente elevado, que está relacionado à precisão do método e sua convergência
para as equações de Navier-Stokes. Devido a isso, nesta dissertação foi optado pelo Método de
Avanço Randômico. Todos estes trabalhos serviram como base de aferição e decisões referentes
aos tipos de simulações utilizadas nesta Dissertação de Mestrado e a compreender melhor as
possibilidades futuras de investigações do LMAML.
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3 Formulação Geral do Problema

Neste capítulo será apresentada a formulação do problema abordado. Define-se a geo-
metria e as hipóteses assumidas, as equações governantes e as condições de contorno. A seguir,
são mostrados princípios da modelagem de turbulência utilizada tanto para a vorticidade quanto
para o calor e a adimensionalização do problema.

3.1 Geometria e Apresentação do Problema

O problema estudado nesta Dissertação é o escoamento bidimensional, incompressível
e em regime não permanente de um fluido Newtoniano ao redor de um corpo rombudo de
parede hidraulicamente rugosa e que troca calor com o meio fluido; o corpo escolhido é um
cilindro de seção circular e sua superfície é mantida numa temperatura constante maior do
que a temperatura do meio fluido, apresentado na Figura 3.1. Define-se a origem do sistema
cartesiano xOy no ponto de estagnação de ataque.

U  ,T∞    ∞

OO

D

e, Tw

S1S1

S∞

W
Fluido: a, n, r

x1

x2

Figura 3.1 – Geometria do domínio e corpo estudados. Fonte: o Autor

As nomenclaturas mostradas na Figura 3.1 são as seguintes:

U∞ Velocidade do escoamento incidente.

D Diâmetro externo do cilindro.

ε Altura média de rugosidade superficial do cilindro.

Tw Temperatura da superfície do corpo.

T∞ Temperatura do fluido distante do corpo.



Capítulo 3. Formulação Geral do Problema 23

ρ Massa específica do fluido.

ν Coeficiente de difusividade de quantidade de movimento.

α Coeficiente de difusividade térmica do fluido.

S1 Contorno que delimita a superfície do cilindro.

S∞ Contorno que delimita a fronteira fluida a grandes distâncias do cilindro.

Ω Domínio fluido, Ω = S1 ∪S∞.

3.2 Hipóteses Assumidas

A fim de tornar possível a solução de um problema físico em tempo hábil e com su-
ficiente acurácia, é necessário assumir hipóteses que reduzam a complexidade do problema
e ainda permitiam que características importantes do escoamento possam ser capturadas. A
seguir, apresenta-se as que foram utilizadas para modelar este trabalho do escoamento com
camada limite descolada ao redor de um cilindro de superfície hidraulicamente rugosa.

(a) Hipóteses relativas à geometria

H1: Domínio fluido infinito e bidimensional.

H2: Escoamento incidente sem ângulo de incidência; no caso de um corpo de forma esbelta, o
aumento no ângulo de ataque interfere no comportamento fluidodinâmico do corpo

(b) Hipóteses relativas às propriedades dos fluidos

H3: Fluido newtoniano com propriedades termodinâmicas constantes

H4: As propriedades termodinâmicas dos fluidos, ρ ,ν e α não variam com a temperatura,
exceto a massa específica nos termos de empuxo. Assim, ela pode ser escrita como uma
série de Taylor como segue:

ρ = ρ
∣∣
T=T∞

+ ∂ρ

∂T

∣∣∣
T=T∞

(T −T∞)+
∂ 2ρ

∂T 2

∣∣∣
T=T∞

(T−T∞)
2

2! + ∂ 3ρ

∂T 3

∣∣∣
T=T∞

(T−T∞)
3

3! + . . . (3.1)

(c) Hipóteses relativas ao escoamento

H5: Escoamento incompressível, isto é, os efeitos de compressibilidade podem ser desprezados
(Ma < 0,3). Assim, não há variação de ρ com a pressão, podendo ser escrita como ρ∞

= ρ
∣∣
T=T∞

. Desprezando os termos de ordem superior à primeira, tem-se:

ρ −ρ∞ ≈ ∂ρ

∂T

∣∣∣∣
T=T∞

(T −T∞) (3.2)
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O coeficiente de expansão térmica, β , é dado por:

β =− 1
ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

(3.3)

Substituindo a Equação 3.3 em 3.2, vem:

ρ −ρ∞ ≈− (ρβ )
∣∣∣
T=T ∞

(T −T∞) =−ρ∞β∞(T −T∞) (3.4)

H6: A força de empuxo por unidade de volume, (ρ −ρ∞)g, é a única responsável pelo movi-
mento na convecção natural. Em todos os termos da equação do movimento, salvo o de
empuxo, sua variação é desprezível (Aproximação de Boussinesq).

H7: Despreza-se a taxa de dissipação de energia devido as tensões viscosas. Logo, a função
de dissipação viscosa Φ é desconsiderada; em outras palavras, a temperatura do fluido
somente poderia ser aumentada na presença de elevados gradientes de temperatura, por
exemplo, durante a reentrada de um ônibus espacial na atmosfera, onde sua velocidade
chega a 20.000 km/h e a temperatura no escudo refratário atinge 5.000 K.

3.3 Equações Governantes

Todo fluido em movimento é regido por princípios físicos de conservação. Nesta seção
serão apresentados três princípios: o Princípio de Conservação da Massa (PCM), o Princípio de
Conservação da Quantidade de Movimento Linear (PCQML) e o Princípio de Conservação da
Energia (PCE). Numa primeira apresentação ainda não se considera filtragem destas equações
para incluir modelagem de turbulência; em seguida, na seção 3.5 a modelagem de turbulência é
incluída nas análises.

3.3.1 Princípio da Conservação da Massa

A equação da continuidade, Equação 3.5a, rege o PCM em sua forma mais genérica.
Este princípio, quando aplicado a escoamentos incompressíveis (hipótese H5), assume a forma
simplificada mostrada na Equação 3.5b.

∂ρ

∂ t
+

∂

∂xi
(ρui) = 0 (3.5a)

∂ui

∂xi
= 0 (3.5b)

onde ρ é a massa específica do fluido e ui é o campo de velocidades no referencial inercial.

Neste problema, as duas equações são válidas quando não há presença de termos fontes
de massa no interior do escoamento.
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3.3.2 Princípio da Conservação da Quantidade de Movimento Linear

O PCQML é expresso pelas Equações de Navier-Stokes (N-S) e representa o balanço
de forças em um volume de controle, de acordo com a Segunda Lei de Newton, indicado na
Equação 3.6.

ρ

(
∂ui

∂ t
+u j

∂

∂x j
ui

)
=−ρgê2 −

∂

∂xi
p+µ

∂

∂xi

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
(3.6)

onde gi é o campo de acelerações da gravidade, que atua como termo fonte de quantidade de
movimento, p é o campo de pressões e µ é a viscosidade dinâmica do fluido. Nesta equação
ainda não foi utilizada a aproximação de Boussinesq e o vetor aceleração da gravidade, gi.
Porém, ao considerar a aproximação de Boussinesq (H6), o campo de massas específicas pode
variar no termo de empuxo, o que resulta em:

ρ

(
∂ui

∂ t
+u j

∂

∂x j
ui

)
=−ρ

∗gi −
∂

∂xi
p+µ

∂

∂xi

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
(3.7)

onde ρ∗ se refere à massa específica do fluido que pode variar onde há gradiente de temperatura,
causando a força de empuxo.

Da hipótese H5, Equação 3.4, conclui-se que ρ∗−ρ = −ρβ (T −T∞). Substituindo na
Equação 3.7 e dividindo termo a termo por ρ , obtém-se a versão final do PCQML:

∂ui

∂ t
+u j

∂

∂x j
ui =− ∂

∂xi

(
p
ρ
+gixi

)
+ν

∂

∂xi

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
+giβ (T −T∞) (3.8)

sendo ν= µ/ρ a viscosidade cinemática do fluido.

3.3.3 Princípio de Conservação da Energia

O PCE é apresentado em sua forma diferencial:

ρ∞cp∞

(
∂T
∂ t

+ui
∂T
∂xi

)
= K

∂ 2T
∂xi∂x j

+Φ (3.9)

Dividindo ambos os lados da Equação 3.9 por (ρ∞cp∞
), sendo α= K/(ρ∞cp∞

), e consi-
derando a hipótese H7, chegamos à forma que será usada nesta dissertação:

∂T
∂ t

+ui
∂T
∂xi

= α
∂ 2T

∂xi∂x j
(3.10)

3.4 Condições de Contorno

Nesta seção são apresentadas as condições de contorno adotadas para resolver o pro-
blema. As regiões de interesse são a superfície do cilindro circular e as regiões distantes do
domínio fluido. Esquematicamente, as regiões de interesse são mostradas na Figura 3.2.
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U  ,T∞    ∞
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Figura 3.2 – Decomposição das velocidades de uma partícula em contato com a superfície do cilindro
em suas componentes normais e tangenciais. Fonte: o Autor

De acordo com a Figura 3.2, observa-se que o vetor velocidade ui é decomposto em duas
componentes: uma na direção normal à superfície do corpo, uin , e uma na direção tangencial,
uit .

Assim, considerado ainda o método de solução (neste caso, o método numérico apresen-
tado no Capítulo 4), impõe-se as condições de contorno necessárias para a solução das equações
governantes:

1. Condição de Escorregamento Nulo

A condição de escorregamento nulo é garantida ao se verificar que o fluido tenha a mesma
velocidade da parede no contorno do corpo.

uit = 0 em S1 (3.11)

2. Condição de Impermeabilidade

A condição de impermeabilidade garante que não há escoamento na direção normal do
contorno do corpo.

uin = 0 em S1 (3.12)

3. Condição de escoamento não perturbado

A grandes distâncias da superfície do corpo, o módulo da velocidade tenderá à do escoa-
mento incidente, expresso pela Equação

∥ui∥2 →U∞ em S∞ (3.13)
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4. Condição de temperatura para superfície do corpo

A superfície do cilindro se encontra a uma temperatura constante Tw > T∞.

5. Condição de temperatura distante da superfície do corpo

A grandes distâncias da superfície do corpo, a temperatura do escoamento tenderá à tem-
peratura não perturbada.

|T | → T∞ em S∞ (3.14)

3.5 Modelagem de Turbulência

A turbulência está presente na maioria dos problemas de Engenharia, especialmente em
escoamentos de fluidos. Assim, o entendimento dos mecanismos físicos que descrevem este
conceito é necessário para que se possa descrever os escoamentos.

Osborne Reynolds [57] foi o cientista responsável pelas investigações iniciais da tran-
sição para a turbulência. Suas observações apontaram que a amplificação das perturbações no
escoamento causavam sua transição até a turbulência.

Neste fenômeno, uma das principais características é a multiplicidade de escalas, fator
que dificulta uma abordagem analítica da turbulência, dada a ocorrência de interações não linea-
res entre as diferentes escalas do escoamento. As grandes escalas, menores frequências, são res-
ponsáveis por transportar a maior parte da energia e estão ligadas à geometria do escoamento.
Já as pequenas estruturas apresentam maiores frequências e são controladas pelas escalas de
Kolmogorov, que são as menores escalas de um escoamento, identificadas por não mais ocor-
rer dissipação de energia pela ação dos efeitos viscosos. As menores escalas apresentam maior
vorticidade que as grandes escalas. Em geral, seria necessário entender o comportamento dos
vórtices de todas as escalas (as frequências são diferentes) e ainda encontrar uma equação para
descrever todos os fenômenos. Portanto, a questão chave é resolver o escoamento quando ele
se torna turbulento devido ao aumento do número de Reynolds, que desorganiza o escoamento.
O fenômeno da turbulência vem sendo estudado há mais de oitenta anos e não há uma solução
fácil e geral para resolver escoamentos turbulentos.

Dada a elevada dificuldade de se resolver todas as interações turbulentas, feita pela Si-
mulação Numérica Direta (SND), torna-se necessário desenvolver modelos que permitam a
análise de escoamentos com os efeitos da turbulência, que deve ser observado com o aumento
do número de Reynolds, como a modelagem de turbulência do tipo LES.

A SND resolve todas as escalas de tempo e espaço. O transiente de alta frequência exis-
tente no escoamento turbulento é resolvido muito rápido. No entanto, SND possui alto custo
computacional para problemas de Engenharia; são necessários computadores que permitam
utilizar malhas pequenas, incrementos de tempo pequenos e sistemas lineares (equações ma-
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triciais) muito grandes. Quando houver computadores com esta capacidade, não haverá mais
necessidade de modelos de turbulência.

Na Simulação de Grandes Escalas (SGE), utilizada nesta dissertação, há todo um espec-
tro de frequência dos vórtices e de escalas de comprimento. Portanto, SGE, resolve diretamente
as grandes escalas, no estilo SND, e modela as pequenas escalas, após o processo de filtragem
das equações diferenciais governantes. Num certo limite, abaixo de uma determinada escala de
comprimento, utiliza-se um modelo de turbulência

3.5.1 Filtragem das Equações Governantes

A Simulação de Grande Escalas é o método escolhido para separar as escalas do es-
coamento. As maiores escalas concentram a maior parte dos fenômenos de interesse [58], e
sua solução pode ser feita com um número considerável de vórtices discretos e partículas de
temperatura. As micro escalas, entretanto, devem ser modeladas matematicamente.

Na metodologia LES, a fim de filtrar as equações governantes, separa-se o escoamento
em duas escalas: as grande escalas ( f̄ (xi, t)) das pequenas escalas ( f ′(xi, t)), de modo que:

f (xi, t) = f̄ (xi, t)+ f ′(xi, t) (3.15)

Filtra-se as grandezas de modo que a parte filtrada (grandes escalas) é dada por:

f̄ (xi, t) =
∫
∀

f (xi − yi, t)Ḡ(yi)dyi (3.16)

Na integral de convolução 3.16, a função Ḡ(yi) é um filtro passa-baixa, relacionado à
frequência de corte escolhida para separar as grandes e pequenas escalas. A função da modela-
gem das pequenas escalas será, efetivamente, correlacionar as interações entre escalas de acordo
com a frequência de corte selecionada. O espectro desta distribuição é visto na Figura 3.3.

E(f)

ff c

Energia associada à parte filtrada da 
velocidade, ou seja, às grandes 
estruturas

Energia associada as escalas sub-
malha, ou à parte flutuante

Figura 3.3 – Espectro da energia cinética turbulenta, visto para as grandes escalas (de tamanho acima
do comprimento característico do filtro) e para as pequenas escalas (de tamanho abaixo do
comprimento do filtro). Fonte: Adaptado de [59]
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Filtrando-se as Equações 3.5b, 3.8 e 3.10, obtém-se:

∂ ūi

∂xi
= 0 (3.17)

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j
(uiu j) =− ∂

∂xi

(
p̄

p∞

+gixi

)
+giβ∞(T̄ −T∞)+ν∞

∂ 2

∂x j∂x j
ūi (3.18)

∂ T̄
∂ t

+
∂

∂x j
(u jT ) = α∞

∂ 2

∂x j∂x j
T̄ (3.19)

Observa-se que surgem termos não lineares após a filtragem (uiu j e u jT ). Torna-se
necessário utilizar a equação da composição, similar ao modo utilizado na metodologia RANS:

u1 = ū1 +u′1 (3.20)

Utilizando-se a Equação 3.20, obtém-se:

uiu j = ūiū j + ūiu′j +u′iū j +u′iu
′
j (3.21)

u jT = ū jT̄ + ū jT ′+u′jT̄ +u′jT ′ (3.22)

Neste ponto define-se os tensores e fluxos turbulentos:

• Tensor de Leonard:
Li j = ūiū j − ūiū j (3.23)

• Fluxo turbulento de Leonard:
Lθ j = ū jT̄ − ū jT̄ (3.24)

• Tensor cruzado:
Ci j = ūiu′j +u′iū j (3.25)

• Fluxo turbulento cruzado:
Cθ j = ū jT ′+u′jT̄ (3.26)

• Tensor de Reynolds sub-malha:
τi j =−u′iu

′
j (3.27)

• Fluxo turbulento sub-malha:
τθ j =−u′jT ′ (3.28)



Capítulo 3. Formulação Geral do Problema 30

Assim, é possível escrever as Equações 3.21 e 3.22 como:

uiu j = ūiū j +Li j +Ci j + τi j (3.29)

u jT = ū jT̄ +Lθ j +Cθ j + τθ j (3.30)

O tensor e fluxo de Leonard estão relacionados às grandes escalas, enquanto o tensor e
fluxo cruzado realizam a interação entre as grandes e pequenas escalas. O tensor e fluxo sub-
malha compreendem as pequenas escalas do escoamento.

Conforme Silveira Neto et al. [60], para esquemas convectivos de até terceira ordem, os
tensores de Leonard e cruzado (bem como seus correspondentes fluxos) podem ser desprezados,
quando comparados aos efeitos do tensor sub-malha. Posto que neste trabalho será usado um
avanço de Euler de primeira ordem, pode-se fazer esta simplificação e as Equações 3.17, 3.18 e
3.19

∂ ūi

∂xi
= 0 (3.31)

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j

(
ūiū j

)
=− ∂

∂xi

(
p̄

ρ∞

+gixi

)
+

+
∂

∂x j

[
ν∞

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)]
+

+
∂

∂x j

(
−u′iu

′
j

)
+giβ∞(T̄ −T∞)

(3.32)

∂ T̄
∂ t

+
∂

∂x j

(
ū jT̄
)
=

∂

∂x j

(
α∞

∂ T̄
∂x j

)
+

∂

∂x j

(
u′jT ′

)
(3.33)

A fim de solucionar o sistema composto pelas Equações 3.31-3.33, é necessário modelar
o tensor de Reynolds sub-malha, u′iu

′
j, e o fluxo turbulento de energia cinética térmica, u′jT ′.

Este procedimento irá recuperar as frequências mais altas que foram perdidas ao se utilizar a
filtragem. Assim, o escoamento terá os efeitos das pequenas escalas interagindo com as grandes
escalas, com o transporte turbulento de momento linear e calor, posto que as pequenas escalas
não podem ser simuladas por vórtices discretos e partículas de temperatura.

3.5.2 Modelagem de Turbulência

Os modelos de turbulência podem ser divididos em dois grupos principais: os modelos
algébricos e os que utilizam a Hipótese de Boussinesq (e calculam a viscosidade turbulenta,
νT ). Este trabalho utiliza a última, obtendo a viscosidade turbulenta.

A fim de resolver o problema do fechamento da turbulência, os modelos mais utilizados
são os sub-malha que calculam a viscosidade turbulenta. Esses modelos baseiam-se na hipótese
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de difusão do gradiente, na qual assume-se que a parte anisotrópica do tensor de Reynolds
sub-malha, τi j, seja proporcional ao tensor taxa de deformação do campo filtrado, Si j, isto é:

τi j −
1
3

δi jτkk =−2νT

(
S̄i j −

1
3

δi jS̄kk

)
(3.34)

onde δi j é o delta de Kronecker e o tensor taxa de deformação do campo filtrado é dado por:

S̄i j =
1
2

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)
(3.35)

Pode-se representar a energia cinética turbulenta das pequenas escalas, τkk/(2ρ) por κ ′,
o que permite reescrever o lado esquerdo da Equação 3.34 como:

τi j −
1
3

δi jτkk = τi j −
2
3

δi jρκ
′ (3.36)

Substituindo a Equação 3.36 em 3.34 e considerando as Equações 3.35 e 3.32, obtém-se:

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j

(
ūiū j

)
=− ∂

∂xi

(
p̄

ρ∞

+gixi

)
+ν∞

(
∂ 2ūi

∂x j∂x j

)
+

+
∂

∂x j

[
−2

3
δi jρκ

′+νT

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi
− 1

3
δi j

∂ ūk

∂xk

)]
+

+giβ∞(T̄ −T∞)

(3.37)

Porém, pela equação da continuidade (Equação 3.31), tem-se que

∂ ūk

∂xk
= 0 (3.38)

Definindo-se uma pressão modificada como:

P := p̄+
2
3

ρκ
′ (3.39)

e substituindo-se 3.39 em 3.37, obtém-se:

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j

(
ūiū j

)
=− ∂

∂xi

(
P̄

ρ∞

+gixi

)
+ν∞

(
∂ 2ū j

∂x j∂xi

)
+

+
∂

∂x j

[
νT

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)]
+

+giβ∞(T̄ −T∞)

(3.40)

Partindo-se da equação da continuidade, pode-se escrever que:

ν∞

∂

∂xi

(
∂ ū j

∂x j

)
= ν∞

∂ 2ū j

∂xi∂x j
= 0 (3.41)
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Somando-se a Equação 3.41 ao segundo termo do lado direito da Equação 3.40, usando
o teorema de Schwarz para derivadas parciais, vem:

ν∞

∂ 2ūi

∂x j∂x j
= ν∞

∂ 2ūi

∂x j∂x j
+ν∞

∂ 2ū j

∂x j∂xi

=
∂

∂x j

(
ν∞

∂ ūi

∂x j

)
+

∂

∂x j

(
ν∞

∂ ū j

∂xi

)
=

∂

∂x j

[
ν∞

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)] (3.42)

Esta manipulação permite usar a Equação 3.42 em 3.40, obtendo-se:

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j

(
ūiū j

)
=− ∂

∂xi

(
P̄

ρ∞

+gixi

)
+

+
∂

∂x j

[
(ν∞ +νT )

(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)]
+

+giβ∞(T̄ −T∞)

(3.43)

A fim de modelar a turbulência para o campo de temperaturas, o método é análogo.
Partindo-se da Equação 3.33, pode-se modelar o segundo termo do lado direito como segue:

∂

∂x j

(
¯u′jT ′
)
=

∂

∂x j

(
αT

∂ T̄
∂x j

)
(3.44)

onde αT é a difusividade térmica turbulenta.

Utilizando a Equação 3.44 em 3.33, obtém-se a equação da energia considerando-se as
trocas turbulentas:

∂ T̄
∂ t

+
∂

∂x j

(
ū jT̄
)
=

∂

∂x j

[
(α +αT )

∂ T̄
∂x j

]
(3.45)

Neste ponto, surge o problema do fechamento da turbulência, que requer um modelo de
solução para se obter νT e αT .O conhecido modelo de Smagorinsky [61] é um dos mais usados
nas simulações CFD, no qual a viscosidade turbulenta é calculada como:

νT = (CS△)2
√

2S̄i jS̄i j (3.46)

sendo CS uma constante determinada por Lily [62], CS = 0,18. △=
√

∆x∆y é um comprimento
característico da malha, sendo ∆x e ∆y as largura e alturas desta malha.

Uma vez que neste trabalho é usada uma abordagem puramente lagrangiana, o modelo
de Smagorinsky não será utilizado, optando-se pela abordagem de Chollet e Lesieur [63], no
qual a viscosidade turbulenta é definida a partir do espectro da energia cinética turbulenta lo-
cal, E(Kc, t). Este modelo apresenta a vantagem que, em um método puramente lagrangiano a
velocidade é calculada a cada instante para cada partícula, tornando a implementação de turbu-
lência do tipo LES simples, dispensando cálculos de derivadas. O Espectro da energia cinética
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turbulenta local é calculado como segue:

νT (Kc, t) =
2
3

C−3/2
K

√
E(Kc, t)

Kc
(3.47)

onde CK = 1,4 é a constante de Kolmogorov e Kc o número de onda de corte simulado.

O cálculo do espectro de energia cinética turbulenta local foi apresentado por Métais e
Lesieur [64] com o uso do modelo de uma Função Estrutura de Velocidades de Ordem Dois
(FEVO2):

F̄2(x′i,△, t) = ∥ūi(x′i, t)− ū(x′i + ri, t)∥2
∥ri∥=△ (3.48)

A interpretação da Eq. 3.48, que foi um refinamento do trabalho de Lesieur, consiste
em considerar as flutuações de velocidade em torno de um ponto x′i do domínio que se pre-
tende calcular νT . Neste ponto, gera-se uma esfera de raio ∥r∥=△ e considera-se a influência
dos pontos sobre a superfície desta esfera (um refinamento em relação à proposição inicial de
considerar todos os pontos no interior da esfera). A viscosidade turbulenta é, então, calculada
como:

νT (x′i,△, t) = 0,105C−3/2
K △

√
F̄2(x′i,△, t) (3.49)

A implementação numérica do modelo de turbulência é descrita na Seção 4.8 e serve de
base para a modelagem dos efeitos de rugosidade superficial, apresentados na Seção 4.9.

O cálculo da difusividade térmica turbulenta parte do número de Prandtl turbulento:

PrT =
νT

αT
(3.50)

Este número, que varia entre 0,7–0,95 [59] permite calcular a difusividade térmica tur-
bulenta imediatamente a partir da viscosidade turbulenta local como segue:

αT =
νT

PrT
(3.51)

Finalizando esta seção é importante comentar que os vórtices de diferentes escalas pos-
suem diferentes efeitos sobre o escoamento. Portanto, resolver as equações de Navier-Stokes
é um questão de escalas e, em geral, a solução numérica encontrada é física e atende bem os
propósitos da Engenharia. Do ponto de vista da Engenharia, a flutuação pode ser entendida
como um aglomerado de partículas saltando de uma região de alta energia para uma região de
baixa energia. Este efeito é interpretado como uma micro advecção; em outras palavras, além da
difusão molecular, transfere-se energia por micro advecção. O cálculo dos coeficientes de vis-
cosidade turbulenta e de difusividade térmica turbulenta são importantes para considerar este
efeito na modelagem matemática dos escoamentos turbulentos.
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3.6 Adimensionalização do Problema

A fim de se ganhar generalidade, será feita a adimensionalização das equações gover-
nantes. Para isso, parte-se de grandezas que serão as referências: uma escala de comprimento,
D, uma escala de velocidade, U∞ e uma escala de tempo, D/U∞. Assim, obtém-se as seguintes
grandezas adimensionalizadas:

• Campo de posições: x∗i =
xi
D

• Campo de velocidades: u∗i =
ui

U∞

• Tempo: t∗ = tU∞

D

• Campo de pressões: p∗ = p
ρU2

∞

• Campo de vorticidades: ω∗= ωD
U∞

• Coeficiente de pressão: Cp =
p−p∞

1
2 ρU2

∞

• Coeficiente de arrasto: CD = FA
1
2 ρU2

∞A

• Coeficiente de sustentação: CL = FS
1
2 ρU2

∞A

• Número de Reynolds: Re = U∞D
ν

• Número de Strouhal: St = f D
U∞

• Número de Nusselt: Nu = hD
k

• Número de Prandtl: Pr = ν

α

• Número de Prandtl turbulento: PrT = νT
αT

• Número de Grashof: Gr = gβ (TW−T∞)D3

ν2

• Número de Richardson: Ri = Gr
Re2 =

gβCp(TW−T∞)D
ν

• Gradiente de temperatura adimensionalizado: θ = T−T∞

TW−T∞
, 0 ≤ θ ≤ 1.

É de interesse definir os números adimensionais de interesse baseados em sua interpre-
tação física, como mostrado na Tab. 3.1. Outro ponto importante a se destacar é a diferença
entre os números de Grashof e Richardson. O primeiro mede a contraposição de forças de flu-
tuabilidade e inerciais, já o segundo, apesar de realizar uma contraposição similar, é utilizado
para estimar o tipo de ocnvecção predominante no problema. Um número de Richardson pe-
queno (em geral, menor que 0,1) mostra dominância elevada da convecção forçada, enquanto
um valor elevado (em geral, maior que 10) mostra a dominância da convecção natural. Valores
intermediários são casos de convecção mista.
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Tabela 3.1 – Interpretação física dos parâmetros de interesse da simulação. Fonte: O autor.

Parâmetro Definição Interpretação

Número de Reynolds Re = U∞D
ν

Forças inerciais / Forças viscosas

Número de Nusselt Nu = hD
k Convecção térmica / Condução térmica

Número de Prandtl Pr = ν

α
Difusividade da quantidade de movimento
/ Difusividade térmica

Número de Strouhal St = f D
U∞

Frequência adimensional de desprendi-
mento de vórtices

Coeficiente de pressão Cp =
p−p∞

1
2 ρU2

∞

Pressão estática / Pressão dinâmica

Coeficiente de arrasto Cd = FA
1
2 ρU2

∞A
Força de arrasto / Força dinâmica

Coeficiente de sustentação Cl =
FS

1
2 ρU2

∞A
Força de sustentação / Força dinâmica

Número de Grashof Gr = gβ (TW−T∞)D3

ν2 Forças de flutuabilidade (empuxo) / Forças
inerciais

Número de Richardson Ri = Gr
Re2 Forças de flutuabilidade (empuxo) / Forças

cisalhantes

Retirando-se as dimensões das equações governantes e omitindo o asterisco (∗) por
conveniência, obtém-se:

∂ ūi

∂xi
= 0 (3.52)

∂ ūi

∂ t
+

∂

∂x j

(
ūiū j

)
=− ∂

∂xi

(
P̄

ρ∞

+gx2

)
+

+
1

Re
∂

∂x j

[(
1+

νT

ν

)(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)]
+

+
Gr
Re2

(
T̄ −T∞

TW −T∞

)
ê2

(3.53)

∂ T̄
∂ t

+
∂

∂x j

(
ū jT̄
)
=

1
RePr

∂

∂x j

[(
1+

αT

α

)
∂ T̄
∂x j

]
(3.54)

3.7 A Equação do Transporte da Vorticidade

A Equação do Transporte da Vorticidade (ETV) é uma equação que permite o estudo do
campo de vorticidades ao invés do campo de velocidades, e é uma das equações governantes do
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MVD. Sejam as Eqs. de N-S:

∂ ūi

∂ t
=+ū j

∂ ūi

∂x j
=− ∂

∂xi

(
¯̄P
ρ
+gx2

)
+

+
1

Re
∂

∂x j

[(
1+

νT

ν

)(
∂ ūi

∂x j
+

∂ ū j

∂xi

)]
+

+Riθ̄ ê2

(3.55)

Aplicando o rotacional à Eq. 3.55, a equação assume a seguinte forma, deixando a barra
de lado por conveniência de escrita:

∂ωi

∂ t
+ êi

∂

∂xi
×
(

u j
∂uk

∂x j
êk

)
= 0+

1
Re

(
1+

νT

ν

)
∂ 2ωi

∂x jx j
+ êi

∂

∂xi
× (Riθ ê2) (3.56)

onde o termo de pressão é anulado, uma vez que o rotacional de um gradiente de campo escalar
é nulo. O último termo, de empuxo, é resolvido manualmente. Desta forma, deve-se resolver
o segundo termo do primeiro membro. Para isso, é vantajoso utilizar a seguinte identidade do
cálculo, usada sem demonstração:

u j
∂uk

∂x j
=

∂

∂xi

(u ju j

2

)
−uiêi ×

(
∂

∂x j
ê j ×ukêk

)
(3.57)

Operando o segundo membro da Eq. 3.56 com a identidade da Eq. 3.57, vem:

êi
∂

∂xi
×
(

u j
∂uk

∂x j
êk

)
= êi

∂

∂xi
× ∂

∂x j

(ukuk

2

)
− êi

∂

∂xi
×
[

u jê j ×
(

∂

∂xk
êk ×ul êl

)]
(3.58)

Observe que a primeira parcela do segundo membro é nula, pois também se trata do
rotacional de um gradiente de campo escalar, e que o termo entre parênteses da segunda parcela
do lado direito é o rotacional do campo de velocidades. Assim:

êi
∂

∂xi
×
(

u j
∂uk

∂x j
êk

)
= êi

∂

∂xi
×
[
ωmêm ×u jê j

]
(3.59)

Operando os produtos escalares com a notação indicial, chega-se a:

êi
∂

∂xi
×
(

u j
∂uk

∂x j
êk

)
=

∂

∂xi
(ωmu jεm jnεinpêp) (3.60)

Valendo-se da propriedade cíclica do operador ε , pode-se escrever:

εnm jεnpi = δmpδ ji −δmiδp j (3.61)

Portanto:

êi
∂

∂xi
×
(

u j
∂uk

∂x j
êk

)
=

∂

∂xi
(ωmu jêp)δmpδ ji −

∂

∂xi
(ωmu jêp)δmiδp j

=
∂

∂xi
(ωmuiêm)−

∂

∂xi
(ωiu jê j)

(3.62)
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Usando a Eq. 3.62 em Eq. 3.56, Resulta em:

Dωi

Dt
=

∂ωi

∂ t
+

∂u jωi

∂x j
=

∂ω jui

∂x j
+

1
Re

(
1+

νT

ν

)
∂ 2ωi

∂x jx j
+Ri

∂θ

∂x1
(3.63)

onde cada termo é interpretado da seguinte forma:

• ∂ωi
∂ t : Variação da vorticidade em um ponto fixo do domínio;

• ∂u jωi
∂xi

: Efeito convectivo do escoamento, isto é, a vorticidade sendo transportada pela ve-
locidade;

• ∂ω jui
∂x j

: Termo fonte devido à deformação dos tubos de vorticidade. Este termo desaparece
ao se estudar um problema bidimensional;

• 1
Re

(
1+ νT

ν

)
∂ 2ωi
∂x jx j

: Parcela responsável pela dissipação da energia por meio da viscosidade
e trocas turbulentas;

• Ri ∂θ

∂x1
: Incremento de quantidade de movimento devido à existência de gradiente de tem-

peratura, isto é, convecção mista.

Ao desconsiderar a parcela responsável pela deformação dos tubos de vorticidade, os
resultados das cargas fluidodinâmicas serão mais conservadores. Considerando ainda que a vor-
ticidade apresenta apenas uma componente não-nula em duas dimensões (i.e., pode ser tratada
como escalar), pode-se escrever a ETV em sua forma final, que será usada neste trabalho, já
filtrada:

Dω̄

Dt
=

∂ω̄

∂ t
+

∂ ū jω̄

∂x j
=

1
Re

(
1+

νT

ν

)
∂ 2ω̄i

∂x jx j
+Ri

∂ θ̄

∂x1
(3.64)

Outro fator importante de ser notado é que na parcela de convecção, efeitos térmicos são
vistos na direção ê2 e causados por gradientes que ocorrem na direção x1. Isso será importante
na etapa de formulação matemática do problema quando se calcula numericamente os efeitos
da convecção natural.

Destaca-se, ainda, que a Eq. 3.64 é uma equação cinemática e escalar (ao invés de veto-
rial e dinâmica, como as Equações de N-S). Isto ocorre porque os termos de massa, associado à
pressão estática, são perdidos ao se aplicar o operador rotacional às Equações de Navier-Stokes.
Naturalmente, para se obter as cargas, será necessário recuperar esta contribuição na solução nu-
mérica. Isto é feito com a formulação de Shintani e Akamatsu [23], mostrada em detalhes na
Seção 3.9.

Nota-se a semelhança da Eq. 3.64 com a Eq. 3.54, a qual permitirá o desenvolvimento
do MPT no Capítulo 4 no que se refere a advecção e difusão do campo de temperaturas, e o que
permitirá também a implementação similar dos modelos de turbulência e rugosidade superficial.
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3.8 A Lei de Biot-Savart

O cálculo do campo de velocidades em um ponto a partir de uma distribuição conhe-
cida de vorticidades é feita por meio de uma formulação integral conhecida como a Lei de
Biot-Savart. Isto é possível por causa da relação existente entre os campos de vorticidades e
velocidades:

ωi =
∂uk

∂x j
ε jki (3.65)

A partir disso, a fim de modelar matematicamente o problema, assume-se que o campo
de velocidade pode ser escrito como o rotacional de um campo B qualquer [10]:

ui =
∂Bk

∂x j
ε jki (3.66)

Desta forma, a fim de eliminar termos quando substitui-se a Eq. 3.66 em Eq. 3.65, é
escolhido um campo B de tal sorte que:

∂Bi

∂xi
= 0 (3.67)

Assim, substituindo Eq. 3.66 em Eq. 3.65 e utilizando o campo B escolhido na Eq. 3.67,
tem-se:

ωi =
∂

∂x j

(
∂Bm

∂xl
εlmk

)
ε jki (3.68)

Utilizando-se as propriedades da notação indicial, pode-se alternar os índices de modo
cíclico e o produto de operadores ε pode ser escrito como:

εklmεki j = δliδm j −δl jδmi (3.69)

Utilizando Eq. 3.69 em Eq. 3.68, além da comutatividade vem:

ωi =
∂

∂x j

∂Bm

∂xl
δliδm j −

∂

∂x j

∂Bm

∂xl
δl jδmi =

∂

∂xi

∂B j

∂x j
− ∂

∂x j

∂Bi

∂x j
(3.70)

Mas é sabido da Eq. 3.67 que a primeira parcela do último lado direito será nula, pois o
divergente do campo B é zero. Assim, chega-se a uma equação de Poisson para o vetor Bi:

ωi =−∂ 2Bi

∂x2
j

(3.71)

Como o problema estudado é bidimensional, pode-se resolver a equação de Poisson
usando-se uma função de Green. Para o caso mais genérico tridimensional, tem-se:

G(xi,x′i) =
1

4π∥xi − x′i∥
(3.72)
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sendo xi o ponto do espaço onde se pretende calcular a solução e x′i o ponto que induzirá ve-
locidade (isto é, o elemento de volume contendo vorticidade). Assim, a solução de Bi pode ser
escrita como:

Bi =
1

4π

∫∫∫
–V

ωk

∥xi − x′i∥
d –V (3.73)

O campo de velocidades é obtido ao se aplicar o rotacional à Eq. 3.73:

ui =
1

4π

∫∫∫
–V

∂

∂xm

ωk

∥xi − x′i∥
εmkld –V (3.74)

A solução algébrica da Eq. 3.74 resulta na Lei de Biot-Savart.

ui =
1

4π

∫∫∫
–V

ω j(xl − x′k)ε jki

∥xl − x′k∥3 d –V, (3.75)

Para o caso bidimensional, com a mudança da função de Green, a solução obtida é:

ui =
1

2π

∫∫∫
–V

ω j(xl − x′k)ε jki

∥xl − x′k∥2 d –V (3.76)

3.9 Formulação do Cálculo do Campo de Pressões

A ação do campo de vorticidades sobre a superfície de uma parede gera tensões cisa-
lhantes. Essas tensões (distribuídas) podem ser integradas ao longo do contorno a fim de se
obter as chamadas cargas fluidodinâmicas (integradas). É possível, ainda, que sejam decompos-
tas na mesma direção do escoamento incidente ou na direção perpendicular, sendo chamadas,
respectivamente, de forças de arrasto e de sustentação.

O cálculo das cargas fluidodinâmicas, tal qual a Lei de Biot-Savart (Eq. 3.76), é feito
com uma quadratura. Desta forma, sua precisão também será dependente da convergência da
solução numérica. Neste trabalho, utiliza-se a formulação de Shintani e Akamatsu [23], na qual
considera-se os efeitos de toda a nuvem de vórtices discretos para a solução. É importante
ressaltar que esta formulação vale para o chamado arrasto de forma, que em corpos rombudos é
responsável por cerca de 98% do arrasto total. O arrasto restante é devido ao arrasto viscoso, que
não é considerado neste trabalho. A dedução apresentada nesta seção foi adaptada do trabalho
de Ricci [67].

Este método parte da aplicação do operador divergente às Equações de Navier-Stokes,
resultando em uma equação de Poisson que é resolvida de modo similar à Eq. 3.76, utilizando
uma função de Green. Este cálculo só pode ser feito sendo conhecido o campo de velocidades,
como será visto ao decorrer da dedução.

Inicialmente, é necessário recorrer à identidade do cálculo vetorial:

ui
∂u j

∂xi
=

1
2

∂ (uiui)

∂x j
−uiω jεi jk (3.77)
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Aplicada à equação de Navier-Stokes (aqui aplicada em sua forma sem considerar os
efeitos térmicos, já que a nuvem de vórtices discretos que gera as tensões cisalhantes), vem:

∂ui

∂ t
−uiω jεi jk =− ∂

∂xi

(
p+

uiui

2

)
+

1
Re

∂ 2ui

∂x j∂x j
(3.78)

Seja Y := p + uiui
2 o campo escalar de trabalhos específicos. Usando esta notação, a

Eq. 3.78 se torna:
∂ui

∂ t
−uiω jεi jk =− ∂

∂xi
Y +

1
Re

∂ 2ui

∂x j∂x j
(3.79)

Aplica-se o operador divergente à Eq. 3.79, resultando em:

∂

∂xi

∂ui

∂ t
− ∂

∂xk
uiω jεi jk =− ∂ 2

∂xi∂xi
Y +

1
Re

∂

∂xi

∂ 2ui

∂x j∂x j
(3.80)

Porém, considerada a incompressibilidade do escoamento (∂ui/∂xi = 0), a primeira
parcela do lado esquerdo e a segunda parcela do lado direito da Eq. 3.80 são zeradas, resultando
em:

∂ 2

∂xi∂xi
Y =

∂

∂xk
uiω jεi jk (3.81)

Considerando a nomenclatura da Fig. 3.1, sabe-se que em S∞, p = p∞ e ∥ui∥= 1, resul-
tando em Y = Y∞, todas essas grandezas constantes.

Seja Ỹ := Y −Y∞. Como Y∞ é constante, seu laplaciano será nulo, logo:

∂ 2

∂xi∂xi
Y =

∂ 2

∂xi∂xi
Ỹ (3.82)

Substituindo Eq. 3.82 em Eq. 3.81, vem:

∂ 2

∂xi∂xi
Ỹ =

∂

∂xk
uiω jεi jk (3.83)

Observa-se que a Eq. 3.83 é uma Equação de Poisson para a pressão. Sua solução pode
ser obtida com o uso de uma função de Green para duas dimensões, a saber:

G(x′i) =− 1
2π

lnr (3.84)

sendo r =
√

(x− x′)2 +(y− y′)2 a distância entre o ponto x′i e os restantes do domínio e x′i =

(x′ê1 + y′ê2) o ponto que se deseja obter a solução para a equação de Poisson.

Inicialmente para se obter a solução, multiplica-se a Eq. 3.83 por G(x′i):∫∫
Ω

∂ 2

∂x2
i
Ỹ G(x′l)dΩ =

∫∫
Ω

∂

∂xk
uiω jεi jkG(x′i)dΩ (3.85)
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O primeiro termo do lado esquerdo da Eq. 3.85 pode ser manipulado algebricamente
sem perdas:∫∫

Ω

(
∂ 2

∂x2
i
Ỹ
)

G(x′i)dΩ =
∫∫

Ω

Ỹ
∂ 2

∂x2
i

G(x′i)dΩ+
∫∫

Ω

[
G(x′i)

∂ 2

∂x2
i
Ỹ − Ỹ

∂ 2

∂x2
i

G(x′i)
]

(3.86)

Porém, o laplaciano da função de Green, visto na primeira integral do lado direito da
Eq. 3.86, é a função impulso. Sua solução dependerá de onde o ponto x′i pertence no domínio,
como segue:

∫∫
Ω

Ỹ
∂ 2

∂x2
j
G(x′i)dΩ =


0, x′i /∈ Ω∪S1 ∪S∞

−Ỹ (x′i), x′i ∈ Ω

−1
2Ỹ (x′i), x′i ∈ S1 ∪S∞

(3.87)

Uma interpretação intuitiva seria que fora do domínio, sem fluido, a função Ỹ não apre-
senta valor. Dentro do domínio, um volume diferencial estaria repleto de fluido, resultando em
seu valor normal. Já em um contorno, o vetor normal apenas funcionaria para a metade em con-
tato com o fluido, pois o interior da parede seria análogo a um ponto fora do domínio, gerando
o fator 1

2 .

Uma vez que as regiões sem presença de fluido não são de interesse, tem-se a solução
desta integral tal qual segue:

∫∫
Ω

Ỹ
∂ 2

∂x2
j
G(x′i)dΩ =−ξỸ (x′i), ξ =

1, x′i ∈ Ω

1
2 , x′i ∈ S1 ∪S∞

(3.88)

onde ξ é um switch que toma o valor unitário no domínio fluido e 1
2 nos contornos.

Neste momento, é necessário resolver a segunda integral do lado direito da Eq. 3.86.
Para isso, aplica-se a segunda Identidade de Green:∫∫

Ω

[
G(x′i)

∂ 2

∂x2
i
Ỹ − Ỹ

∂ 2

∂x2
i

G(x′i)
]
=−

∮
S1∪S∞

[
G(x′i)

∂

∂ni
Ỹ − Ỹ

∂

∂ni
G(x′i)

]
dS (3.89)

onde ni representa a direção normal apontando "para dentro" do domínio fluido de cada ponto
das superfícies, o que justifica o uso do sinal negativo, contrário à convenção típica do teorema.
Assim, a Eq. 3.86 pode ser reescrita como:∫∫

Ω

(
∂ 2

∂x2
i
Ỹ
)

G(x′i)dΩ =−ξỸ (x′i)+
∮

S1∪S∞

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS−

∮
S1∪S∞

G(x′i)
∂

∂ni
Ỹ (x′i)dS

(3.90)

O primeiro termo da Eq. 3.85 já foi resolvido, tornando necessário resolver o segundo.
Para isso, usando-se as propriedades da divergência, obtém-se:∫∫

Ω

G(x′i)
(

∂

∂xk
uiω jεi jk

)
dΩ =

∫∫
Ω

∂

∂xk

[
G(x′i)uiω jεi jk

]
dΩ−

∫∫
Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.91)
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Aplicando o teorema da divergência à primeira integral do lado direito e a transformando
em uma integral de contorno, vem:∫∫

Ω

G(x′i)
(

∂

∂xk
uiω jεi jk

)
dΩ =−

∮
S1∪S∞

G(x′i)uiω jεi jnêndS−
∫∫

Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.92)

Usando-se a Eq. 3.90 e Eq. 3.92 na Eq. 3.85, vem:

−ξỸ (x′i)+
∮

S1∪S∞

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS =−

∮
S1∪S∞

G(x′i)
(

uiω jεi jn −
∂

∂xn
Ỹ
)

êndS+

−
∫∫

Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.93)

Considerando a Eq. 3.79, pode-se escrever:

uiω jεi jn −
∂

∂xn
Ỹ =

∂ui

∂ t
− 1

Re
∂ 2

∂x2
i

u j (3.94)

Usando-se Eq. 3.94 em Eq. 3.93:

−ξỸ (x′i)+
∮

S1∪S∞

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS =−

∮
S1∪S∞

G(x′i)
(

∂ui

∂ t
− 1

Re
∂ 2

∂x2
i

u j

)
êndS+

−
∫∫

Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.95)

Porém, em S1, devido à condição de escorregamento nulo, a velocidade em contato com
a parede é constante (e nula, no caso estudado), enquanto em S∞ ela é igual à unidade . Desta
forma, a derivada temporal é anulada na integral. Assim, obtém-se:

ξỸ (x′i)−
∮

S1∪S∞

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS =− 1

Re

∮
S1∪S∞

G(x′i)
∂ 2

∂x2
i

u jêndS+

+
∫∫

Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.96)

Pela hipótese assumida de escoamento incompressível, pode-se utilizar a seguinte iden-
tidade vetorial:

∂

∂xi
ω jεi jk =

∂

∂xi

∂

∂x j
u j −

∂ 2

∂x2
i

u j →
∂ 2

∂x2
i

uk =− ∂

∂xi
ω jεi jk (3.97)

Usando este resultado em Eq. 3.96, vem:

ξỸ (x′i)−
∮

S1∪S∞

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS =

1
Re

∮
S1∪S∞

G(x′i)
∂

∂xi
ω jεi jnêndS+

+
∫∫

Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ

(3.98)

A primeira integral da Eq. 3.96 trata dos dois contornos: S1 e S∞. A integral correspon-
dente a S∞ é nula, uma vez que Ỹ∞ = Y∞ −Y∞ = 0.
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A segunda integral pode ser reescrita utilizando as propriedades do cálculo vetorial:∮
S1∪S∞

G(x′i)
∂

∂xi
ω jεi jnêndS =

∮
S1∪S∞

∂

∂xi

[
G(x′i)ω jεi jn

]
êndS−

∮
S1∪S∞

[
∂

∂xi
G(x′i)

]
ω jεi jnêndS

(3.99)

O teorema de Gauss pode ser aplicado à primeira integral do lado direito da Eq. 3.99,
resultando em um divergente de um rotacional de um campo vetorial, a saber, ∇⃗• [⃗∇×G(⃗x′)ω⃗].
Como sabido, esta operação resulta em zero , restando apenas a segunda integral.

A segunda integral do lado direito da Eq. 3.99 permite desconsiderar a parcela referente
às grandes distâncias, S∞, pois, devido à dissipação viscosa, ωi → 0. Desta forma:∮

S1∪S∞

G(x′i)
∂

∂xi
ω jεi jnêndS =−

∮
S1

[
∂

∂xi
G(x′i)

]
ω jεi jnêndS (3.100)

Usando as considerações dos parágrafos anteriores, pode-se reescrever a Eq. 3.98 como:

ξỸ (x′i)−
∮

S1

Ỹ (x′i)
∂

∂ni
G(x′i)dS =+

∫∫
Ω

[
∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jkdΩ+

− 1
Re

∮
S1

[
∂

∂xi
G(x′i)

]
ω jεi jnêndS

(3.101)

Neste instante, a Eq. 3.101 está na forma final para os interesses deste trabalho. A seguir,
os vetores são resolvidos a fim de obter a equação com suas coordenadas cartesianas, que são
facilmente programáveis.

Sendo G(x′i) a função de Green definida em Eq. 3.84, seu gradiente projetado na direção
normal, visto na primeira integral da Eq. 3.101, vale:

∂G(x′i)
∂ni

=− 1
2π

nx(x− x′)+ny(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 (3.102)

Resolve-se então o termo da primeira integral do lado direito, projetando-se o rotacional
do campo de velocidades e vorticidades na direção do gradiente de G(x′i):[

∂

∂xk
G(x′i)

]
uiω jεi jk =− ω

2π

v(x− x′)−u(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 (3.103)

A projeção do rotacional na direção normal da segunda integral do lado direito resulta
em: [

∂

∂xi
G(x′i)

]
ω jεi jnên =

ω

2π

ny(x− x′)−nx(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 (3.104)

Desta forma, tem-se a equação que permite determinar a pressão em um dado ponto x′i:

ξỸ (x′i)+
∮

S1

1
2π

nx(x− x′)+ny(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 Ỹ dS =−

∫∫
Ω

ω

2π

v(x− x′)−u(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 dΩ+

− 1
Re

∮
S1

ω

2π

ny(x− x′)−nx(y− y′)
(x− x′)2 +(y− y′)2 dS

(3.105)
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A interpretação física dos termos da Eq. 3.105 é feita analisando cada termo integral. A
integral de linha do lado esquerdo se refere à contribuição da parede do cilindro para a pressão
estática. A integral de superfície do lado direito mostra a contribuição da vorticidade no domínio
Ω, enquanto a integral de linha do lado direito refere-se à vorticidade sendo gerada ou destruída
sobre a superfície do cilindro.
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4 Modelo Numérico: O Método de Partí-
culas de Temperatura

4.1 Introdução

Neste capítulo é discutida e apresentada a formulação do método numérico utilizado
neste trabalho, o Método de Partículas de Temperatura (MPT). O MPT é uma vertente do MVD,
pois além da necessidade de discretização do campo de vorticidades em vórtices discretos, o ca-
lor deve ser discretizado em partículas de temperatura. A característica puramente lagrangiana
do MPT exige que todas as partículas existentes no domínio fluido em cada instante de tempo
sejam “rotuladas” e individualmente acompanhadas ao longo de uma simulação numérica tí-
pica. Há a necessidade de modelagem numérica das camadas limites hidrodinâmica e térmica,
além das esteiras de vórtices e de calor. Desta maneira, as duas nuvens de partículas, isto é,
os vórtices discretos e as partículas de temperatura constroem os campos instantâneos de vor-
ticidade e de calor, respectivamente. A construção instantânea dos campos de vorticidades e
de calor é necessária para resolver o modelo fluidodinâmico desta dissertação de mestrado. O
modelo fluidodinâmico é o elo entre o escoamento e a força de excitação originária do campo
de pressões instantâneo, o qual possui comportamento cíclico implicando nos carregamentos
fluidodinâmicos integrados periódicos. Em outras palavras, a presença constante do mecanismo
de formação de vórtices a partir da superfície do corpo e a consequente formação da esteira de
Von Kármán provocam manifestações de carregamentos fluidodinâmicos distribuídos e integra-
dos atuantes sobre a superfície do corpo; e estes carregamentos fluidodinâmicos são calculados
através do modelo fluidodinâmico. O MPT também inclui modelagem do turbulência do tipo
LES para as equações do transporte da vorticidade e da energia; no caso da segunda equação, há
uma contribuição importante deste trabalho para a sua implementação numérica. A modelagem
de turbulência viabiliza o modelo de rugosidade superficial, que se mostra sensível, mesmo em
simulações numéricas bidimensionais, capturando efeitos físicos importantes. A interferência
da esteira de calor sobre a dinâmica da esteira de vórtices é simulada utilizando o modelo de
forças de flutuabilidade (forças de empuxo) via aproximação de Boussinesq. A consideração de
todos estes efeitos simultaneamente permite uma investigação detalhada de fenômenos físicos
de interesse para a Engenharia.
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4.2 Geração de Vorticidade

4.2.1 Mecanismo Físico

Os mecanismos que explicam viscosidade (isto é, coesão entre moléculas e saltos de
pacotes de moléculas) são responsáveis pela condição de escorregamento-nulo quando o fluido
entra em contato com uma fronteira sólida. Desta maneira, o perfil de velocidades de um es-
coamento incidente (uniforme) é modificado pela difusividade de quantidade de movimento
(interpretação física para o coeficiente de viscosidade cinemática) e perderá energia quando em
contato com uma parede. Sejam as Equações de Navier-Stokes representadas abaixo em sua
versão lagrangiana:

Dui

Dt
=− ∂ p

∂xi
+

1
Re

∂

∂x j
ωkε jki (4.1)

Supondo que o escoamento incida sobre uma placa longa e plana em um escoamento bi-
dimensional. Ao analisar um comprimento diferencial próximo à superfície da placa, assumido
o ponto de ordenadas x2 = 0 fixo, no qual a condição de aderência se faz verificada, pode-se
escrever a Eq. 4.1 de forma simplificada:

∂ p
∂x1

=− 1
Re

∂ω

∂x2
(4.2)

A Eq. 4.2 apresenta o princípio de geração e destruição de vorticidade a partir da pa-
rede, de acordo com o gradiente de pressão existente, uma vez que em x2 = 0 não há fluxo de
vorticidade para ou proveniente do interior da parede. Se o gradiente for desfavorável, isto é,
∂ p
∂x1

> 0, a vorticidade é destruída, ao passo que se o gradiente de pressão for favorável, ∂ p
∂x1

< 0,
gera-se vorticidade.

Desta forma, o trabalho numérico consiste em representar este processo contínuo de
modo discretizado, tal qual esquematizado na Fig. 4.1. Isto deve ser feito respeitando a condição
de escorregamento nulo, Eq. 3.11, e é satisfeito pela geração, a cada instante de tempo, de
vórtices discretos sobre a superfície. Esta geração é feita de modo que a indução de velocidade
tangencial total sobre cada ponto de controle dos painéis seja nula.

Este trabalho utiliza o modelo do vórtice discreto de Lamb para a representação da nu-
vem de vórtices discretos. Este modelo de vórtice discreto apresenta a vantagem de ser uma
solução da equação diferencial da difusão puramente radial da vorticidade apresentando, por-
tanto, uma distribuição contínua e suave para a vorticidade. O Apêndice A demonstra a dedução
das equações para a distribuição radial de vorticidade e para a distribuição radial da velocidade
tangencial induzida pelo modelo do vórtice discreto de Lamb.

4.2.2 Modelagem Numérica do Campo de Vorticidades

No Método de Partículas de Temperatura, o campo das vorticidades ω é trocado por um
campo discreto ωh composto por vórtices discretos localizados em pontos x′i do domínio fluido
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𝑏

Δ𝑆

DG

Processo contínuo          Processo discreto

eps s = eps

Figura 4.1 – Esquema de geração de vorticidade a partir de uma superfície: processos contínuos e dis-
cretos. Fonte: O Autor

que estão sobrepostos. Matematicamente, pode-se escrever [33]:

ω(x′i, t)≈ ω
h(x′i, t) =

N

∑
j=1

∆Γ j(t)ς(x′− x j(t)) (4.3)

onde N é o número total de vórtices discretos no domínio fluido a cada instante, ∆Γ j é a in-
tensidade do j-ésimo vórtice discreto e ς é uma distribuição característica da vorticidade. Neste
trabalho, como é usado o vórtice discreto de Lamb, esta distribuição apresenta a seguinte forma:

ς(x′i, t) =
1

λπσ2
j

exp

(
−
∥x′− x j∥

λσ2
j

)
(4.4)

onde λ é uma função que representa a largura de corte, selecionada como 1 neste trabalho
e σ é o raio do núcleo do vórtice discreto, relacionado à resolução da simulação: um raio
menor consegue captar mais efeitos, mas requer uma nuvem mais populosa para representar
a fenomenologia de modo apropriado. O valor do raio do núcleo do vórtice é, a princípio,
escolhido para a simulação.

O modelo do vórtice de Lamb permite calcular o efeito de cada vórtice discreto existente
no escoamento. Neste instante, então, é necessário um esquema de geração destes vórtices ao
longo da marcha temporal da simulação.

Tal qual Chorin [22], a geração será feita com o propósito de anular as velocidades
tangenciais em cada ponto de controle da superfície sólida, esquematicamente mostrada na
Fig. 4.2. Para isso, são consideradas três influências, a saber (a) A nuvem de vórtices discretos
(existentes e nascentes), (b) o escoamento incidente e (c) a contribuição do corpo. A contri-
buição da nuvem é bem conhecida do modelo de vórtice de Lamb (elaborado em detalhes no
Apêndice A), sendo feito um somatório da influência de cada vórtice discreto em cada ponto de
controle. Esta operação requer O(N) cálculos.

O item (b) apresenta uma contribuição imediata: cada ponto de controle recebe a velo-
cidade do escoamento incidente.
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Pontos de desprendimento
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Figura 4.2 – Esquema do corpo com os pontos de interesse. Fonte: O Autor

O item (c) é modelado pelo Método de Painéis, apresentado na Seção 4.4 adiante.

Assim, a velocidade tangencial total atuante em cada painel é calculada em cada um dos
mb pontos de controle e é armazenada em uma matriz coluna {RHSV}mb×1, chamado vetor lado
direito dos vórtices. O objetivo é calcular o a matriz coluna das intensidades de cada vórtice
discreto, {Γ}mb×1, tendo em consideração a contribuição unitária de cada um nos pontos de
controle, representada pela matriz de influência [COUPV]mb×mb. Deve-se, portanto, resolver a
seguinte equação matricial:

[COUPV]{Γ}= {RHSV} (4.5)

Ou então, expandindo, para facilitar o entendimento:

Kv
11 Kv

12 Kv
13 . . . Kv

1mb

Kv
21 Kv

22 Kv
23 . . . Kv

2mb

Kv
31 Kv

32 Kv
33 . . . Kv

3mb
...

...
... . . . ...

Kv
mb1 Kv

mb2 Kv
mb3 . . . Kv

mbmb





∆Γ1

∆Γ2

∆Γ3
...

∆Γmb


=



RHSV1

RHSV2

RHSV3
...

RHSVmb


(4.6)

sendo Kv
i j o elemento da matriz de influência que representa a indução de velocidade tangencial

do j-ésimo vórtice nascente no i-ésimo painel se ele apresentasse intensidade unitária. ∆Γ j
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é a intensidade do j-ésimo vórtice discreto nascente, a ser calculada, e RHSVi a velocidade
tangencial total induzida no painel i pela nuvem de vórtices, escoamento incidente e painéis.

A velocidade que um vórtice discreto localizado em um ponto k (de coordenadas xkê1+

ykê2) induz em um ponto qualquer, neste caso, no ponto de controle do painel m (de coordenadas
xmê1 + ymê2), é:

umk =
Γk

2π

ym − yk

(xm − xk)2 +(ym − yk)2

{
1− exp

[
(xm − xk)

2 +(ym − yk)
2

σk

]}
(4.7)

vmk =−Γk

2π

xm − xk

(xm − xk)2 +(ym − yk)2

{
1− exp

[
(xm − xk)

2 +(ym − yk)
2

σk

]}
(4.8)

A esta velocidade é ainda acrescentada a contribuição de cada painel sobre os demais
painéis. O equacionamento é mostrado na Seção 4.4. Assim, o lado direito é calculado por:

RHSVm =−U∞ cos(βm)−V∞sen(βm)+
N

∑
k=1

[−umk cos(βm)− vmksen(β∞)] (4.9)

onde βm é o ângulo que o painel m forma com o eixo x1.

4.3 Geração de Calor

4.3.1 Mecanismo Físico

A existência de gradientes de temperatura anima a transferência de calor entre dois
meios. Seja a equação da energia em sua forma mais simples, antes da adimensionalização
e a princípio sem modelagem de turbulência. Supondo apenas a existência de gradiente de
temperatura, desconsiderando advecção, têm-se:

∂T
∂ t

= α
∂ 2T
∂xi

(4.10)

Se considerarmos o fluxo apenas a partir de uma placa plana aquecida situada em x2 = 0,
o único gradiente representativo será na direção x2, isto é, se trata de um problema unidimensi-
onal. A equação da energia se torna, então:

∂T
∂ t

= α
∂ 2T
∂x2

2
(4.11)

A solução desta equação é análoga à da equação da difusão da vorticidade, o que per-
mitirá uma forma similar para a distribuição de temperaturas em uma partícula.

Já o fluxo de calor sobre a parede pode ser escrito pela Lei de Fourier:

q(y, t) =−k
∂T
∂x2

(4.12)
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onde k é a condutibilidade térmica do material. O sinal negativo mostra a tendência de fluxo de
calor. Se a parede, com temperatura TW está a uma temperatura superior à do fluido, T∞, ∂T

∂x2
< 0,

o que indica um fluxo positivo na direção x2. Uma vez mais, é necessária a troca do processo
contínuo de transferência de calor por um processo discreto, como ilustrado na Fig. 4.3

𝑏

Δ𝑆

DQ

Processo contínuo          Processo discreto

s = epseps

Figura 4.3 – Esquema de geração de temperatura a partir de uma superfície: processos contínuos e dis-
cretos. Fonte: O Autor

4.3.2 Modelagem Numérica do Campo de Temperaturas

Analogamente ao campo de vorticidades, o campo de temperaturas real é modelado por
uma coleção de partículas de temperatura distribuídas, como segue:

T (x′i, t)≈ T h(x′i, t) =
N

∑
j=1

∆Q j(t)ϑ(x′− x j(t)) (4.13)

onde ∆Q j é a intensidade da partícula de temperatura indutora e ϑ é a distribuição de tempera-
tura, também chamada de kernel. O kernel utilizado nesta Dissertação de Mestrado é Gaussiano
e a dedução da indução radial de temperatura de uma partícula de temperatura é feita no Apên-
dice B.

ϑ(x′i, t) =
1

λπσ2
Tj

exp

(
−
∥x′− x j∥

λσ2
Tj

)
(4.14)

com a diferença que para a temperatura, σTj =
√

4α∆t.

A análise dimensional mostra que a grandeza análoga da intensidade de vórtice (Γ j)
para o campo de temperaturas é Q j, de dimensão [L2θ 1], ou [m2K] no Sistema Internacional. O
objetivo é obter uma expressão para Q j.

Partindo-se da Eq. 4.12, dividindo-se membro a membro por ρcp, ficamos com:

q
ρcp

=− k
ρcp

∂T
∂x2

(4.15)

Sendo k
ρcp

= α e chamando o termo do lado esquerdo de q∗, vem:

q∗ =−α
∂T
∂x2

(4.16)
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A Eq. 4.16 neste instante tem dimensões [L1T−1θ 1]. A fim de usar a analogia da inten-
sidade da partícula de temperatura, deve-se multiplicar membro a membro por uma grandeza
de unidade tempo e outra de comprimento. Como a geração ocorre a cada instante de tempo ∆t,
esta é a escolha natural para esta dimensão. Sendo as partículas geradas em painéis de compri-
mento ∆s, por onde o fluxo de calor ocorre, este é o segundo valor escolhido. Assim, tem-se:

∆Q j = q∗∆s∆t =−α
∂T
∂x2

∆s∆t (4.17)

A partícula será desprendida a uma distância ε de cada painel, sendo então este o valor
na direção x2 que é calculado o gradiente ∆x2. A diferença de temperatura é ∆T = Tj −Tw, onde
Tj é a temperatura do ponto de desprendimento j.

Por fim, chega-se à versão final para a geração de partículas de temperatura a partir de
um painel a cada instante de tempo. A Eq. 4.18 é chamada de Lei de Fourier Modificada:

∆Q j = α
Tw −Tj

ε
∆s∆t. (4.18)

Adimensionalizada, a Eq. 4.18 toma a seguinte forma (na qual os termos adimensionais
são escritos sem asterisco por simplicidade):

∆Q j =
1

RePr
Tw −Tj

Tw −T∞

∆s∆t
ε

. (4.19)

4.3.3 Cálculo do Número de Nusselt

A fim de calcular o número de Nusselt na superfície do cilindro, é necessário calculá-lo
para cada painel. O número de Nusselt é definido como:

Nu =
hD
K

(4.20)

sendo h o coeficiente de transferência de calor por convecção e K a condutividade térmica do
fluido. O coeficiente de transferÊncia de calor por convecção pode ainda ser escrito como:

h =
q̇

TW −T∞

(4.21)

E a Lei de Fourier permite escrever:

q̇ =−K
dT
dn

(4.22)

sendo n a direção normal ao fluxo de calor. Desta forma:

Nu =

q̇
TW−T∞

D

K
=

−K dT
dn

D
TW−T∞

K
(4.23)

Simplificando o termo K e adimensionalizando a Eq. 4.23, se obtém:

Nui =
dTi

dn∗
1

Tw −T∞

(4.24)
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Para um painel, o diferencial dTi é aproximado pela diferença (Ti −T∞) (o aquecimento
local em relação À temperatura do fluido não aquecido) e o diferencial dn∗ é aproximado por
ε∗i , a distância do centro da partícula de temperatura nascente ao ponto de controle do respectivo
painel. Portanto, tem-se:

Nui =
Ti −T∞

TW −T∞

1
ε∗i

(4.25)

4.4 O Método de Painéis

Neste trabalho, a representação do corpo é feita por meio do Método de Painéis [10],
que discretiza a superfície real de um corpo utilizando um conjunto de painéis planos ou curvos.
Neste trabalho são utilizados painéis planos de comprimentos iguais, formando um polígono
inscrito ao contorno real da circunferência, sendo que todos seus vértices pertencem a ela. Este
método permite que as condições de contorno sejam garantidas em pontos selecionados de cada
painel (e não em toda a superfície). Porém, a adoção de um número adequado de painéis para
discretizar o corpo permite a garantia destas condições e uma resposta dinâmica do corpo ao
escoamento incidente com erros numéricos aceitáveis.

Os painéis planos contém singularidades que podem ser do tipo fonte ou vórtice. Neste
trabalho serão utilizadas distribuições de fontes de densidade uniforme (vide Fig. 4.4) para
discretizar o contorno do cilindro com um polígono inscrito à geometria real. Esta escolha
permite verificar a condição de contorno de Neumann da impenetrabilidade no ponto médio de
cada painel (chamado neste texto de ponto de controle ou ponto pivotal).

s(x) = constante
x1

x2

xa xb

Figura 4.4 – Fonte de densidade uniforme no sistema de coordenas global. Fonte: Adaptado de [10]

A velocidade induzida por uma fonte em um ponto P(x,y) é calculada em um sistema de
coordenadas locais Ox1Lx2L, como esquematizado pela Fig. 4.5. O cálculo é então feito como:

uL =
σ

2π

∫ xb

xa

(x− x0)

(x− x0)2 +(y− y0)2 dx0 (4.26)

vL =
σ

2π

∫ xb

xa

(y− y0)

(x− x0)2 +(y− y0)2 dx0 (4.27)
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s(x) = constante

x1x1L

x2L

x2

P uL

vL

xa xb

x0

rb

ra

qa qb

Figura 4.5 – Indução de velocidades de uma fonte de densidade uniforme sobre um ponto P genérico no
sistema de coordenadas local. Fonte: Elaborado pelo autor.

A solução das integrais das Eqs. 4.26 e 4.27 fornece:

uL =
σ

2π
ln
(

ra

rb

)
=

σ

4π
ln
(

r2
a

r2
b

)
(4.28)

vL =
σ

2π
(θb −θa) (4.29)

sendo:
θk = arctan

(
y

x− xk

)
, k = a,b (4.30)

rk =
√

(x− xk)2 + y2, k = a,b (4.31)

As fontes , porém, são singulares em y = 0. Este desafio é contornado ao se aplicar um
processo limite em y → 0±. Como visto na equação Eq. 4.29, quando y → 0±, (θb−θa)→±π .
Desta forma, pode-se definir a autoindução como:

v(x0,0±) :=±σ

2
(4.32)

Uma vez calculadas as velocidades, é necessário retorná-las ao referencial global antes
de prosseguir com os cálculos.

Como o propósito de gerar fontes é anular a velocidade normal em cada ponto de con-
trole, deve-se resolver um sistema linear para se determinar as intensidades das fontes em cada
painel. Este sistema é representado escrito como [COUPS]{σ} = {RHSS}, ou então, na forma
matricial: 

0,5 Ks
12 Ks

13 . . . Ks
1mb

Ks
21 0,5 Ks

23 . . . Ks
2mb

Ks
31 Ks

32 0,5 . . . Ks
3mb

...
...

... . . . ...
Ks

mb1 Ks
mb2 Ks

mb3 . . . 0,5





σ1

σ2

σ3
...

σmb


=



RHSS1

RHSS2

RHSS3
...

RHSSmb


(4.33)

onde Ks
i j é o termo da indução da j-ésima fonte no i-ésimo painel, caso a intensidade fosse

unitária, formando a matriz de influência [COUPS]. A matriz {RHSS} é a matriz do lado direito
que armazena a influência do escoamento incidente e da nuvem de vórtices em cada painel, que
será mostrado a seguir.
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Sempre que vórtices discretos são gerados, é necessário recalcular a distribuição de fon-
tes do corpo, uma vez que a antiga não é mais capaz de garantir a condição de impenetrabilidade.
Sendo assim, o lado direito da Eq.4.33 muda a cada instante. A indução de velocidades de um
vórtice discreto k (de coordenadas xkê1+ykê2) no m-ésimo painel(de coordenadas xmê1+ymê2)
é a conhecida, já apresentada nas Eqs. 4.7 e 4.8. Esta velocidade induzida em cada painel é ainda
somada da contribuição de cada painel sobre os demais, de acordo com as Eqs. 4.28 e 4.29.

No instante inicial, quando não há nuvem de vórtices discretos, o lado direito é calculado
como:

RHSSm =U∞sen(βm)−V∞ cos(βm) (4.34)

Assim que ocorre a primeira geração, ele é calculado instantaneamente como:

RHSSm =U∞sen(βm)−V∞ cos(βm)+
N

∑
k=1

[umksen(βm)− vmk cos(βm)] (4.35)

4.5 A Influência da Nuvem de Vórtices Discretos

Como visto, a geração instantânea de vórtices discretos é necessária para anular a com-
ponente tangencial da velocidade induzida sobre o ponto de controle de cada painel a cada
instante de tempo. Estes vórtices discretos são, então, advectados pela velocidade induzida pelo
corpo, escoamento incidente e pela própria nuvem de vórtices. Esta última contribuição é a
solução numérica da lei de Biot-Savart, e seu cálculo é implementado como apresentado nas
Eqs. 4.7 e 4.8. Assim, a interação vórtice-vórtice, que calcula a velocidade em um vórtice dis-
creto j a partir da contribuição de cada vórtice k da nuvem, é calculada, para as direções x1 e x2,
como:

u j =
N

∑
k=1

u jk (4.36)

v j =
N

∑
k=1

v jk (4.37)

Como existem N vórtices discretos no domínio fluido e para cada um deles é necessário
calcular a contribuição de cada um dos demais N−1 vórtices discretos, fica claro que esta etapa
tem um custo computacional de O(N2) e é um dos gargalos do MPT referente a tempo com-
putacional. A nuvem de partículas de temperatura também advecta de acordo com a velocidade
induzida pela nuvem de vórtices discretos. Desta forma, como são gerdas N partículas de cada
tipo por instante de tempo, a indução vórtice-temperatura é igualmente onerosa computacional-
mente. A redução do tempo computacional pode ser alcançada de diversos modos. Porém, neste
trabalho, é usado o processamento paralelo por meio do OpenMP.
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4.6 Solução da Advecção e Difusão

A solução das Equações de Navier-Stokes é resolvida com a proposta de Chorin [22],
o algoritmo da separação da parte viscosa da ETV (viscous-splitting algorithm, em inglês).
Este esquema permite que a Eq. 3.64 seja resolvida, desde que sejam considerados pequenos
incrementos de tempo. O princípio é resolver separadamente a advecção e a difusão. Para a
vorticidade, expressas pelas Eqs. 4.38 e 4.39

Dω̄

Dt
= 0 (4.38)

∂ω̄

∂ t
=

1
Re

(
1+

νT

ν

)
∂ 2ω̄

∂x2
i

(4.39)

Devido às similaridades entre a ETV e a Equação da Energia, pode-se usar o mesmo al-
goritmo para resolver, separadamente, os deslocamentos advectivos(Eq. 4.40) e difusivos(Eq. 4.41)
da nuvem de partículas de temperatura.

Dθ̄

Dt
= 0 (4.40)

∂ θ̄

∂ t
=

1
RePr

(
1+

αT

α

)
∂ 2θ̄

∂x2
i

(4.41)

O efeito de convecção natural é considerado ao se resolver a Eq. 4.42, baseado no
mesmo princípio do algoritmo de Chorin.

∂ω̄

∂ t
=

Gr
Re2

∂ θ̄

∂x1
ê2 (4.42)

4.6.1 Esquema Advecção

A solução das Eqs. 4.38 e 4.40 apresenta a mesma forma, dada a similaridade. Existem
diversos esquemas que permitem resolvê-las com diferentes erros. Neste trabalho é usado o
esquema mais simples de solução, o método de Euler. Seja uma partícula j com posição r j(t) e
velocidade u j(t). A nova posição é calculada como [65]:

r j(t +∆t) = r j(t)+u j(t)∆t (4.43)

onde ∆t é o incremento de tempo da simulação. O termo u j(t)∆t será definido como o desloca-
mento advectivo da j-ésima partícula:

radvec j(t) = xadvec j(t)ê1 + yadvec j(t)ê2 (4.44)

Como se pode observar na Eq, 4.43, o esquema é indiferente se a advecção é de um
vórtice discreto ou partícula de temperatura. Assim, o mesmo esquema é utilizado para ambas
as nuvens uma vez que se tenha a velocidade de cada partícula pela lei de Biot-Savart e demais
contribuições.
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4.6.2 Esquema de Difusão

A solução das equações de difusão, Eqs. 4.39 e 4.41, é feita considerando a viscosidade
molecular (decaimento viscoso) e viscosidade turbulenta. Existem diversos algoritmos para si-
mular tais efeitos, tal qual o Método de Avanço Randômico, o da Mudança da Intensidade da
Partícula, o Método de Fishelov, Crescimento do Raio do Núcleo do Vórtice, o Método da
Redistribuição, e o Método da Velocidade da Difusão [33].

Neste trabalho houve a necessidade de optar pelo Método de Avanço Randômico [22,
66] devido a sua simplicidade de implementação, precisão razoável e por não onerar excessi-
vamente o tempo final de simulação numérica típica. Ao longo do desenvolvimento desta dis-
sertação foram feitas tentativas de implementar o Método do Crescimento do Raio do Núcleo
Modificado [18], mas o crescimento exponencial da população de partículas tornou a simulação
inviável de ser executada. Mesmo assim foi possível realizar simulações utilizando o Método
do Crescimento do Raio do Núcleo Modificado para o problema da dissipação de vórtices de
ponta de asa nas imediações de uma superfície plana em diferentes configurações [56, 55, 54].

Nesta abordagem estatística da difusão, em analogia ao movimento browniano, cada
vórtice discreto se desloca uma distância radial ∆rv

k e sofre um deslocamento angular ∆Θv
k dados

por:

∆rv
k =

√
4∆t
Re

(1+ReνT ) ln
(

1
P

)
(4.45)

∆Θ
v
k = 2Qπ (4.46)

onde P,Q ∈ [0,1] são números randômicos.

Analogamente, para as partículas de temperatura, o método é adaptado:

∆rT
k =

√
4∆t

RePr
(1+RePrαT ) ln

(
1
P

)
(4.47)

∆Θ
T
k = 2Qπ (4.48)

Após o cálculo destes valores, a posição da partícula recebe um incremento nas direções
x1 e x2 como segue:

xk(t +∆t)ê1 = [xk(t)+ xadveck(t)+∆rk cos(∆Θk)]ê1 (4.49)

yk(t +∆t)ê2 = [yk(t)+ yadveck(t)+∆rksen(∆Θk)]ê2 (4.50)

para vórtices discretos ou partículas de temperatura.

A implementação numérica dos cálculos de νT e αT são feitos na Seção 4.8.



Capítulo 4. Modelo Numérico: O Método de Partículas de Temperatura 57

4.6.3 Cálculo dos efeitos de Convecção Natural

Diferente do esquema de Chorin [22], as equações modeladas neste trabalho apresen-
tam um termo de convecção natural. Fundamentado no mesmo princípio da separação da parte
viscosa da ETV, a equação responsável por este fenômeno é:

∂ω

∂ t
= Ri

∂θ

∂x1
ê2 (4.51)

A Eq. 4.42 pode ser entendida como um efeito gerador de vorticidade a partir dos gra-
dientes de temperatura. Deve-se, ainda, enfatizar que este gradiente ocorre exclusivamente na
direção x1. O modelo de solução é feito conforme proposto por Ogami [45]. O primeiro modelo
propõe realizar um incremento na intensidade de vórtice discreto devido ao gradiente de tem-
peratura na direção x1, enquanto o segundo propõe a geração de dois vórtices discretos a partir
de cada partícula de temperatura. Nesta dissertação é utilizado o primeiro modelo, no qual o
incremento é dado por:

∆Γi = Ri
∂θ

∂x1
∆t∆Ai (4.52)

onde ∆Ai = πσ2
i é assumida como a área do i-ésimo vórtice discreto.

A derivada presente na Eq. 4.52 é resolvida por diferenças centradas para o i-ésimo
vórtice discreto:

∂θ

∂x1

∣∣∣∣
i
=

θi+1 −θi−1

2∆x1
− ∆x2

3!
∂ 3θ

∂x3
1

∣∣∣∣
i
− ∆x4

5!
∂ 5θ

∂x5 + . . . (4.53)

Truncando a Eq. 4.53 no primeiro termo, resulta em:

∂θ

∂x1

∣∣∣∣
i
=

θi+1 −θi−1

2∆x1
(4.54)

onde ∆x1 = σi, θi±1 são as temperaturas à direita(+) e esquerda(-) do centro do vórtice discreto
i, distanciadas de 2σi. A versão final implementada da Eq. 4.52 é:

∆Γi = Ri
πσi

2
∆t(θi+1 −θi−1) (4.55)

4.7 Cálculo dos Carregamentos Fluidodinâmicos Atuantes sobre

a Superfície do Corpo

A dedução das equações que realizam o cálculo das pressões já foi apresentado na Se-
ção 3.9. Neste momento será mostrada a implementação numérica dessas equações, como visto
em [67]. A Eq. 3.105 assume a seguinte forma:

ξỸi +
1

2π

mb

∑
j=1, j ̸=i

nx j(x j − xi)+ny j(y j − yi)

(x j − xii)2 +(y j − yi)2 Ỹj∆S j =
1

2π

N

∑
j=1

v j(x j − xi)−u j(y j − yi)

(x j − xi)2 +(y j − yi)2 ∆Γ jκ j+

+
1

Re
1

2π

mb

∑
j=1, j ̸=i

ny j(x j − xi)+nx j(y j − yi)

(x j − xi)2 +(y j − yi)2 ∆S jγ j

(4.56)
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sendo mb o número de painéis, ∆S j o comprimento de cada painel plano, N o número de vórtices
discretos de Lamb presentes no domínio no instante do cálculo, γ j é a densidade de vórtices
nascentes distribuída sobre o j-ésimo painel, calculada como:

γ j =
∆Γ j

∆S j
(4.57)

e κ j é um fator de amortecimento para os vórtices discretos de Lamb, responsável por evitar
comportamento singular caso estejam muito próximos ao ponto de controle i (análogo à auto-
indução do vórtice potencial), calculado como:

κ j = 1− exp

(
−

r ji

σ2
j

)
(4.58)

A Eq. 4.56 pode ser escrita em notação matricial, mantendo a mesma estrutura dos termos dos
lados esquerdo e direito:

0,5 K p
12 K p

13 . . . K p
1mb

K p
21 0,5 K p

23 . . . K p
2mb

K p
31 K p

32 0,5 . . . K p
3mb

...
...

... . . . ...
K p

mb1 K p
mb2 K p

mb3 . . . 0,5





Ỹ1

Ỹ2

Ỹ3
...

Ỹmb


=



RHSP1

RHSP2

RHSP3
...

RHSPmb


(4.59)

que recebe a seguinte nomenclatura:

[COUPP]{Ỹ}= {RHSP} (4.60)

Destaca-se que a autoindução de cada painel vale 0,5, de acordo com a definição de ξ

na Eq. 3.88.

A solução da Eq. 4.59 é obtida numericamente pelo método da Eliminação de Gauss
com Pivoteamento. Assim, descobre-se o valor dos Ỹ , permitindo o cálculo do coeficiente de
pressão, Cp:

Cpi = 2Ỹ +1 (4.61)

Os coeficientes de arrasto e sustentação são obtidos a cada instante a partir da Eq. 4.61
do seguinte modo:

Cdi =
mb

∑
j=1

[Cp jsen(β j)∆S j] (4.62)

Cli =
mb

∑
j=1

[−Cp j cos(β j)∆S j] (4.63)
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4.8 Modelo de Turbulência

As seções anteriores mostraram a implementação do MPT sem modelagem de turbu-
lência e sem modelo de rugosidade superficial. Nas seções 4.8 e 4.9 são apresentadas as ideias
principais para a inclusão destes dois efeitos importantes no MPT. A modelagem de turbulên-
cia bidimensional adotada neste trabalho consiste em uma adaptação da FEVO2 de Métais e
Lesieur [64] para um escoamento bidimensional, apresentada por Alcântara Pereira [11].

Esta adaptação consiste em (i) calcular as flutuações turbulentas em torno de uma coroa
circular de raio interno rinti = 0,1σi e externo rexti = (sm)(σi), sendo σi o raio do núcleo do
vórtice discreto de Lamb no qual será calculada a viscosidade turbulenta e sm um parâmetro
aferido estatisticamente. O esquema é mostrado na Fig. 4.6, na qual, a partir do vórtice discreto
i (de borda espessa), delimita-se a coroa circular. A necessidade de se comparar com uma coroa
ao invés de um círculo surge da analogia com a formulação original, na qual não são feitas
comparações em zonas muito próximas ao ponto de interesse. A adaptação (ii) consiste em
calcular as flutuações considerando os vórtices discretos localizados no interior desta coroa ao
invés de pontos físicos do domínio, tornando o modelo puramente lagrangiano.

rint

rext

si

Figura 4.6 – Adaptação do modelo de turbulência ao MPT. Fonte: O Autor

O cálculo numérico da viscosidade turbulenta é feito por:

νTi = 0,105C−3/2
K σi

√
F̄2i (4.64)

onde a FEVO2 para o i-ésimo vórtice é calculada como:

F̄2i =
1
N

N

∑
j=1

[
∥ui −u j∥2

(
σi

r ji

)2/3
]

(4.65)

sendo N o número total de vórtices discretos na coroa circular e r ji a distância entre os vórti-

ces i e j, sendo j pertencente à área delimitada pela coroa. O termo
(

σi
r ji

)2/3
é necessário ao se

considerar a distribuição desigual dos vórtices discretos no interior da coroa, que não é o que
ocorre quando estão todos equidistantes (a uma distância igual ao raio da esfera) na concep-
ção tridimensional[11]. Após obtido o valor da viscosidade turbulenta, este valor é levado em



Capítulo 4. Modelo Numérico: O Método de Partículas de Temperatura 60

conta na etapa do cálculo de difusão, detalhado na Subseção 4.6.2, pois este processo é um dos
responsáveis pela dissipação de energia.

O cálculo da viscosidade turbulenta é feito a cada instante e para cada vórtice discreto
da nuvem. Isto, a princípio, gera um problema de tamanho O(N2), tal qual a interação vórtice-
vórtice e cálculo da força de empuxo. Andrade [13] propôs um mecanismo acelerador para o
cálculo desta etapa que utiliza uma estrutura de zonas na forma de caixas retangulares, como
ilustrado na Fig. 4.7. Dado que a turbulência é um fenômeno local, esta estrutura permite com-
parar o vórtice discreto de interesse apenas com os que estão na mesma caixa ou caixas vizinhas,
o que reduz expressivamente o tempo de cálculo desta etapa. Por exemplo, na Fig. 4.7, a caixa
(2,3) irá comparar distâncias apenas entre os vórtices contidos nela e os pertencentes às caixas
em cinza.

(1,1)

(1,1) (1,2)

(2,2)(2,1)

(2,1)

(3,1)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4)

(3,4)

(2,4)

(1,4)(1,3)(1,2)(1,1)

(2,2) (2,3)

(3,3)(2,2)

Nível 0 Nível 1 Nível 2

Figura 4.7 – Estrutura de caixas para a aceleração do cálculo da viscosidade turbulenta. Fonte: Adaptado
pelo autor de [13].

Uma das contribuições desta dissertação é modelar a viscosidade térmica turbulenta
para as partículas de temperatura. Neste ponto, com a apresentação da implementação para os
vórtices discretos feita, a adaptação do modelo para a difusividade térmica turbulenta é análoga.

Entretanto, duas modificações devem ser feitas, isto é, (i) No cálculo da FEVO2, a
flutuação de velocidades em torno de cada partícula de temperatura deve ser feita considerando
os vórtices discretos dentro das coroas. Isto é necessário, uma vez que o cálculo de αT parte do
valor de νT , do conceito do número de Prandtl turbulento. (ii) O cálculo da difusividade térmica
turbulenta é feito considerando o número de Prandtl turbulento. Assim, as equações se tornam,
para a i-ésima partícula de temperatura:

αTi =
1

PrT
0,105C−3/2

K σi

√
F̄2i (4.66)

onde a FEVO2 para a i-ésima partícula de temperatura é calculada como:

F̄2i(x
′
i, t) =

1
N

N

∑
j=1

[
∥ui(x′i, t)−u j(x′i +bi, t)∥2

(
σi

r ji

)2/3
]

(4.67)

A diferença computacional que surge neste instante é a necessidade de se ter o controle
das velocidades tanto das partículas de temperatura quanto dos vórtices discretos. Deve-se notar
que o contador da Eq. 4.67 ainda considera os N vórtices discretos contidos na coroa de raio
interno rinti = 0,1σi e raio externo rexti = (sm)(σi) e as velocidades do j-ésimo vórtice para
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cada partícula de temperatura i. Uma vez que as simulações do MPT são naturalmente mais
custosas do que o mesmo problema simulado apenas com vórtices discretos, o cálculo direto
da turbulência para as partículas de temperatura não é de interesse, por ser de tamanho O(N2).
Para isto, nesta dissertação também foi adaptada a estrutura de caixas [13] para a nuvem de
temperatura.

O uso da mesma estrutura de caixas para vórtices e partículas de temperatura não é pos-
sível do modo que foram concebidas, uma vez que o cálculo da difusividade térmica turbulenta
requer informações de ambas as nuvens simuladas. A fim de resolver esta barreira, criou-se uma
nova estrutura de caixas que contém apenas partículas de temperatura, de modo que cada caixa
(i, j)T de temperatura esteja nas mesmas coordenadas que a caixa correspondente de vórtices,
(i, j)V . Um dos problemas que surgem ao usar este método é o aumento da exigência de memó-
ria da máquina, que é contornado pelo uso de alocação dinâmica de memória para as caixas e
seus contadores.

4.9 Modelo de Rugosidade Superficial

Nesta seção será apresentado o modelo de rugosidade superficial implementado no có-
digo numérico para as nuvens de vórtices discretos e partículas de temperatura. A modelagem
deste efeito permite que sejam notadas variações do número de Strouhal e coeficiente de ar-
rasto [12].

4.9.1 Modelagem para a Nuvem de Vórtices Discretos

O modelo de rugosidade superficial utilizado nesta Dissertação de Mestrado foi im-
plementado por Bimbato[12] para o MVD e é viabilizado pelo uso da simulação LES de tur-
bulência. Este esquema parte da ideia de que uma parede hidraulicamente rugosa favorece o
desenvolvimento da turbulência local, permitindo que a Eq. 3.48 seja utilizada.

Uma característica deste modelo é que a superfície discretizada do corpo não precisa
apresentar protuberâncias geométricas que constituem a rugosidade superficial.

Em cada painel, quando ocorre a geração de vorticidade, utiliza-se a FEVO2 para cal-
cular a influência de NR pontos rugosos posicionados em uma semi-circunferência de raio
b = 2ε −σi, indicados na Fig. 4.2. Este cálculo é inserido na simulação por meio do aumento
do raio do núcleo do vórtice discreto nascente, como mostrado na Fig.4.8.

s0,G s1,G s1,G+DG

Figura 4.8 – Incremento do raio do núcleo do vórtice discreto nascente por efeito rugoso.Fonte: Adap-
tado de Moraes [68].
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A adaptação do cálculo da viscosidade turbulenta para a modelagem dos efeitos de
rugosidade superficial é feita como segue:

F̄2ri(x
′
i, t) =

1
NR

NR

∑
j=1

[
∥ui(x′i, t)−u j(x′i +bi, t)∥2(1+ ε)

]
(4.68)

onde x′i é o ponto onde será calculada a viscosidade turbulenta (isto é, o ponto de desprendi-
mento i), considerando as velocidades induzidas em cada um dos NR pontos rugosos (pelas
contribuições do escoamento incidente, nuvem de vórtices discretos e painéis), ε é a altura mé-
dia de rugosidade superficial e NR = 21 é a quantidade de pontos rugosos dispostos sobre cada
semicircunferência, a uma distância b do ponto de desprendimento correspondente. O valor de
foi usado por Bimbato [12] a fim de obter um valor médio para a flutuação de velocidades
no ponto de desprendimento. O termo (1+ ε) representa um incremento de energia cinética
do escoamento devido à injeção de quantidade de movimento devida à rugosidade superficial.
Destaca-se, ainda, o desaparecimento do termo de correção mostrado nas Eqs. 4.65 e 4.67, posto
que os pontos rugosos apresentam distribuição fixa e uniforme ao longo do semi-círculo que os
dispõe. A viscosidade turbulenta é então calculada como:

νTri(x
′
i, t) = 0,105C−3/2

K σ0i

√
F̄2ri(x

′
i, t) (4.69)

sendo σ0i o raio do núcleo nascente caso não houvesse modelagem de efeitos de rugosidade
superifical (chamado de modo breve de raio do núcleo "liso"), de modo que este vórtice nascente
tangencia o painel correspondende no ponto de controle.

Munidos da viscosidade turbulenta local, o incremento no raio do núcleo do vórtice
discreto nascente é feito de acordo com a Eq. 4.70:

σri(t) = 1,41421

√
∆t
Re

(1+νTriRe) (4.70)

onde o valor 1,41421 foi obtido por meio de aferições de coeficientes de arrasto e sustentação
feitas em [6].

Uma vez gerada a nova distribuição de vórtices discretos com os novos raios do núcleo,
deve-se resolver a Eq. 4.6 para se obter o valor das intensidades ∆Γi que satisfazem a condição
de escorregamento nulo. A matriz [COUPV], entretanto, deve ser alterada, posto que o ponto de
desprendimento de cada vórtice discreto foi alterado ao receber o incremento do raio do núcleo
devido aos efeitos rugosos, dado que o vórtice nascente deve tangenciar o painel. Desta forma,
a intensidade dos vórtices discretos de Lamb rugosos, ∆Γri , sofre seguinte variação:

∆Γri = ∆Γlisoi +δΓri (4.71)

no qual o acréscimo δΓri interfere com os efeitos inerciais dentro da camada limite, alterando a
transferência de quantidade de movimento e reduzindo o valor do coeficiente de arrasto [12].
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4.9.2 Modelagem para a Nuvem de Partículas de Temperatura

Nesta subseção apresenta-se a modelagem dos efeitos de rugosidade superficial para a
geração de partículas de temperatura. Esta modelagem é uma extensão do modelo original de
Bimbato [12], apenas para a geração de vórtices discretos de Lamb, tendo em mente o mesmo
princípio de que uma parede hidraulicamente rugosa atuará injetando quantidade de movimento
no interior da camada limite térmica.

Sabe-se da transferência de calor que a turbulência atua aumentando a taxa de mistura
e difusão. Isto permite entender que uma partícula de temperatura irá trocar calor mais rapi-
damente com o meio quando presente em uma zona de elevada atividade turbulenta, como a
camada limite formada em uma parede hidraulicamente rugosa. Assim, é natural que esta mo-
delagem será feita pelo incremento da intensidade destas partículas de modo similar à Eq. 4.71:

∆Qri = ∆Qlisoi +δQri (4.72)

onde, analogamente, δQri é o incremento de intensidade da partícula de temperatura devido
aos efeitos de rugosidade superficial, Qlisoi é a intensidade da partícula vinda da lei de Fourier
modificada (Eq. 4.18) e ∆Qri será a nova intensidade.

De modo similar ao que é feito com vórtices discretos, são gerados NR = 21 pontos
rugosos ao longo de uma semicircunferência de raio b = 2ε −σTi centrada nos pontos de des-
prendimento das partículas de temperatura, como mostrado na Fig. 4.2. A função estrutura de
velocidades é dada por:

F̄2ri(x
′
i, t) =

1
NR

NR

∑
j=1

[
∥ui(x′i, t)−u j(x′i +bi, t)∥2(1+ ε)

]
(4.73)

Observa-se que a Eq. 4.73 é idêntica à Eq. 4.68, porém, neste caso, o ponto x′i se refere
ao ponto de desprendimento da partícula de temperatura (lisa), que pode ser distinto do mesmo
ponto para vórtices discretos, uma vez que os raios dos núcleos iniciais não são necessariamente
os mesmos. Para esta Dissertação de Mestrado, entretanto, os raios do núcleo foram assumidos
como os mesmos. De modo similar à Eq. 4.69, a difusividade térmica local é calculada como:

αTri(x
′
i, t) =

1
PrT

0,105C−3/2
K σ0i

√
F̄2ri(x

′
i, t) (4.74)

Desta forma, os efeitos de rugosidade superficial podem ser modelados pelo incremento
do raio do núcleo da partícula de temperatura é proposto da seguinte forma, em analogia à
Eq. 4.70:

σ
T
ri
= 1,41421

√
∆t

RePr
(1+αTriRePr) (4.75)

onde σT
ri

é o novo raio do núcleo da partícula de temperatura. Assim, a nova intensidade é obtida
após resolver a seguinte equação:

∆Q j =
(1+αTr jRePr)

RePr
Tw −Tj

Tw −T∞

∆s j∆t
σT

ri

. (4.76)
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Observa-se, nitidamente, que a Eq. 4.76 considera um aumento de intensidade da par-
tícula de temperatura pela ação dos efeitos rugosos, acelerando as trocas turbulentas e, conse-
quentemente, a difusão térmica.

4.10 Implementação Computacional

Nesta seção é apresentada a sequência do algoritmo desenvolvido para a implemen-
tação do código computacional adaptado para esta Dissertação de Mestrado. Outros detalhes
encontram-se no Apêndice C.

1. Discretização da superfície do cilindro em painéis planos e cálculo das grandezas de
interesse (pontos extremos, de desprendimento e de controle, comprimento dos painéis e
seus ângulos);

2. Cálculo dos NR pontos rugosos em cada painel plano;

3. Cálculo das matrizes de influência de fontes, vórtices discretos e pressão, assumindo ini-
cialmente superfície hidraulicamente lisa ([COUPS],[COUPV] e [COUPP], respectivamente);

4. Cálculo do vetor lado direito fontes, {RHSS};

5. Cálculo da densidade das fontes geradas para representar o corpo;

6. Cálculo do vetor lado direito vórtices, {RHSV};

7. Cálculo da intensidade dos vórtices discretos de Lamb nascentes (sem efeito de rugosi-
dade superficial);

8. Processo iterativo (10 iterações) para garantir a condição de aderência;

9. Cálculo da velocidade total induzida sobre os pontos de desprendimento e NR pontos
rugosos;

10. Cálculo da viscosidade turbulenta local em cada ponto de desprendimento;

11. Cálculo do incremento do raio do núcleo do vórtice discreto devido aos efeitos de rugo-
sidade superficial;

12. Cálculo da convergência da condição de aderência (para parede hidraulicamente rugosa);

13. Cálculo da intensidade dos vórtices discretos de Lamb, considerando efeitos de rugosi-
dade superficial;

14. Cálculo da velocidade total de cada vórtice, induzida pelo escoamento incidente, fontes e
nuvem de vórtices;
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15. Cálculo do vetor lado direito pressão,{RHSP};

16. Cálculo do trabalho específico, Ỹ , por eliminação de Gauss e das cargas fluidodinâmicas
integradas;

17. Cálculo das cargas fluidodinâmicas atuantes;

18. Geração das partículas de temperatura pela Lei de Fourier modificada;

19. Cálculo do incremento do raio do núcleo da partícula de temperatura devido aos efeitos
de rugosidade superficial;

20. Cálculo da intensidade da partícula de temperatura nascente, considerando os efeitos de
rugosidade superficial;

21. Cálculo da velocidade total de cada partícula de temperatura devido ao escoamento inci-
dente, fontes de densidade uniforme e nuvem de vórtices discretos;

22. Cálculo da viscosidade turbulenta associada a cada vórtice discreto de Lamb e partícula
de temperatura;

23. Advecção da nuvem de vórtices discretos de Lamb e da nuvem de partículas de tempera-
tura;

24. Difusão da nuvem de vórtices discretos de Lamb e da nuvem de partículas de temperatura,
considerando as viscosidades e difusividades turbulentas;

25. Reflexão dos vórtices discretos e partículas de temperatura que, porventura, se deslocaram
para o interior do corpo;

26. Cálculo dos efeitos de empuxo causados pelas partículas de temperatura sobre os vórtices
discretos de Lamb;

27. Geração dos arquivos de saída com as grandezas de interesse;

28. Cálculo da temperatura dos pontos de desprendimento devido à nuvem de partículas de
temperatura;

29. Cálculo da velocidade total induzida sobre cada ponto de controle devido ao escoamento
incidente, nuvem de vórtices discretos de Lamb e painéis de fontes de densidade uni-
forme;

30. Cálculo do vetor lado direito vórtices, {RHSV} e cálculo da intensidade dos vórtices dis-
cretos de Lamb (lisos) que serão gerados no instante seguinte;

31. Caso o incremento de tempo não seja o último, avanço temporal de ∆t;

32. Caso seja o último instante, cálculo das cargas fluidodinâmicas médias atuantes no corpo.
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5 Resultados e Discussões

Este capítulo apresenta os resultados numéricos mais importantes obtidos durante o de-
senvolvimento da dissertação de mestrado. O capítulo inicialmente apresenta uma validação do
Método dos Painéis, a fim de mostrar a sensibilidade do método e a possibilidade de aplica-
ção para problemas de dinâmica dos fluidos. Em seguida, apresentam-se os resultados numé-
ricos envolvendo principalmente combinação entre efeitos rugosos e transferência de calor por
convecção mista; são incluídas discussões sobre valores numéricos, sensibilidade numérica e
interpretações dos carregamentos fluidodinâmicos atuantes.

5.1 Validação da Metodologia

É interessante, antes de partir para a apresentação dos resultados numéricos mais impor-
tantes deste trabalho, demonstrar como algumas etapas cruciais do método numérico respondem
individualmente. A Fig. 5.1 apresenta a trajetória de um vórtice discreto de Lamb isolado com
intensidade ∆Γ1 = 0,01 posicionado no ponto (−1,0;−0,1) e submetido a um escoamento in-
cidente uniforme de magnitude unitária e incremento de tempo ∆t = 0,05. O movimento advec-
tivo se dá da esquerda para a direita, e a cada instante a posição do vórtice discreto é calculada
considerando a influência do escoamento incidente e do corpo, esta última feita pelo Método
de Painéis com distribuição uniforme de fontes. O avanço advectivo é calculado por meio do
esquema de primeira ordem de Euler.

-1,2 -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
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Posições do vórtice discreto

Figura 5.1 – Trajetória de uma partícula apenas com a influência do Método de Painéis. mb = 300,Γ1 =
0,01,σ1 = 0,001 Fonte: o Autor
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Observa-se que a trajetória do vórtice discreto é coerente com a prevista pelo escoa-
mento potencial, que é utilizada para formular o Método dos Painéis. É possível observar que
nas vizinhanças da posição x∗1 = 0 a velocidade é mais alta do que nas demais posições, de-
vido ao estreitamento das linhas de corrente nesta região causado pela influência do corpo. A
consideração de efeitos viscosos é feita em uma etapa subsequente de geração de vórtices dis-
cretos na superfície do corpo a cada instante de tempo, não feita neste caso didático que visa
mostrar como a representação do corpo exclusivamente por painéis responderia a um escoa-
mento. A partir desta simulação, torna-se claro que o Método dos Painéis, uma ferramenta da
teoria potencial, pode ser incorporada ao Método de Partículas de Temperatura para representar
a contribuição do corpo no cálculo do campo de velocidades induzido sobre a nuvem de partí-
culas de temperatura. A grande vantagem do Método dos Painéis é que qualquer superfície de
forma conhecida pode ser utilizada e discretizada em painéis; a desvantagem é que as condições
de contorno são verificadas apenas sobre o ponto de controle de cada painel.

É de interesse também selecionar um número apropriado de painéis a fim de obter uma
representação fiel da resposta do modelo numérico em relação aos valores teóricos. Um cilin-
dro de seção circular pode ser representado pela teoria potencial com o auxílio do Princípio da
Superposição Linear ao se utilizar a sobreposição de um escoamento uniforme, de uma fonte
pontual e de um sumidouro pontual, estes dois últimos próximos de modo infinitesimal a ori-
gem [10]. Assim, consegue-se predizer pela teoria potencial as componentes u1 e u2 do vetor
velocidade teórica (solução exata) induzidas sobre qualquer ponto do domínio fluido pela su-
perposição de um escoamento uniforme e de um cilindro de seção circular, isto é:

W (Z) =
d

dZ
F(Z) = u1 − iu2 =

d
dZ

(
U
(

Z +
r2

0
Z

))
(5.1)

onde F(Z) e W (Z) representam a função potencial complexo e a velocidade complexa conju-
gada, respectivamente; r0 corresponde ao raio do cilindro circular; U corresponde à velocidade
do escoamento incidente com ângulo de ataque igual a zero e i =

√
−1. Estes resultados são

apresentados nas Figs. 5.2 e 5.3, onde θ representa o ângulo medido a partir do bordo de ataque
do cilindro circular.

Observa-se que quanto maior o número de painéis, menor o erro entre o modelo e o
valor teórico para as velocidades na superfície do cilindro. Para mb = 300 o erro relativo mé-
dio é de cerca de 0,5%, mostrando que esta discretização já é suficiente para a representação
do corpo, veja as Tabs. 5.1 e 5.2. Um refinamento adicional reduziria os erros, no entanto não
seria necessário pela rápida convergência do Método dos Painéis. No caso de uma simulação
numérica com formação das camadas limites hidrodinâmica e térmica tornar-se-ia necessário
um grande número de avanços no tempo para os desenvolvimentos das esteiras de vórtices e
de calor, o que fica impedido pela infraestrutura computacional disponível. A representação
numérica mais precisa do corpo pelo Método dos Painéis é parte importante de uma simulação
numérica típica usando o MPT. Com esta representação resolvida, podem ser geradas partículas
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Figura 5.2 – Comparação entre a velocidade u1 calculada pela teoria potencial (solução exata) e pelo
Método de Painéis (solução numérica) para um cilindro circular com superfície discretizada
em diferentes números de painéis mb. Fonte: O Autor.
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Figura 5.3 – Comparação entre a velocidade u2 calculada pela teoria potencial (solução exata) e pelo
Método de Painéis (solução numérica) para um cilindro circular com superfície discretizada
em diferentes números de painéis mb. Fonte: O Autor.

Tabela 5.1 – Erro relativo entre a velocidade u1 calculada pela teoria potencial (solução exata)
e pelo Método dos Painéis (solução numérica) da discretização do corpo em mb
painéis. Ângulo medido em relação ao bordo de ataque. Fonte: O autor.

θ mb = 50 mb = 100 mb = 300
0◦ 5,67% 2,98% 1,02%

45◦ 0,06% 0,03% 0,01%
90◦ 1,03% 0,54% 0,19%

135◦ 0,06% 0,03% 0,01%
180◦ 5,67% 2,98% 1,02%

(vórtices discretos de Lamb e partículas de temperatura, nesta dissertação) que são acompanha-
das individualmente. O movimento destas partículas é simulado em duas etapas: uma parcela
corresponde ao mecanismo da advecção da vorticidade e do calor, e a outra parcela corresponde
ao mecanismo de difusão da vorticidade e do calor.
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Tabela 5.2 – Erro relativo entre a velocidade u2 calculada pela teoria potencial (solução exata)
e pelo Método dos Painéis (solução numérica) da discretização do corpo em mb
painéis. Ângulo medido em relação ao bordo de ataque. Fonte: O autor.

θ mb = 50 mb = 100 mb = 300
0◦ 2,52% 1,32% 0,45%

45◦ 2,51% 1,32% 0,45%
90◦ 2,51% 1,32% 0,45%

135◦ 2,51% 1,32% 0,45%
180◦ 2,52% 1,32% 0,45%

A advecção é resolvida neste trabalho pelo esquema de avanço de Euler, um método de
primeira ordem de fácil implementação e precisão aceitável. Sua validação para o método é feita
por um problema simples no qual são colocados dois vórtices discretos de Lamb a uma distância
adimensional 2,0 um do outro e submetidos ao movimento de advecção exclusivamente devido
à influência de um sobre o outro, até que o vórtice superior tenha uma posição na qual x1 < 0.
Observe que se fossem utilizadas duas partículas de temperatura, então elas deveriam estar
sobrepostas aos dois vórtices discretos para serem advectadas por eles, uma vez que partículas
de temperatura não induzem velocidade sobre o domínio fluido, mas sim induzem temperatura
(veja no Apêndice B). Este problema possui uma solução exata (idealizada) para a trajetória
dos dois vórtices discretos, que é representada por uma circunferência de raio unitário. Ambos
os vórtices discretos apresentam intensidade ∆Γ = +1,0, isto é, o sentido de giro da trajetória
será horário. O incremento de tempo é o mesmo das simulações deste trabalho, ∆t = 0,05. A
trajetória dos dois vórtices discretos está mostrada na Fig. 5.4.
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Figura 5.4 – Trajetória de dois vórtices discretos de intensidade unitária submetidos exclusivamente a
indução um do outro. Fonte: o Autor
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Considere que um vórtice discreto esteja inicialmente posicionado sobre um ponto A e
outro sobre um ponto B. Assim, determina-se o ponto onde o vórtice discreto A (e o vórtice
discreto B) cruza o eixo vertical pela primeira vez. Neste análise considera-se que r1 e r2 defi-
nem os raios das circunferências onde cada vórtice discreto localiza-se imediatamente antes e
imediatamente depois de ultrapassar o eixo vertical. E o raio onde cada vórtice discreto cruza
o eixo vertical pela primeira vez é calculado como a semissoma de r1 e r2. Com a finalidade
de analisar a precisão do algoritmo utilizado para simular o mecanismo da advecção dos dois
vórtices discretos considera-se a definição de seguinte função erro:

E =

√
∑

Z
j=1(∆Pj)2

Z
(5.2)

onde Z é o número total de vórtices discretos presentes no escoamento e ∆Pj é a distância
entre a posição ocupada pelo vórtice discreto após sofrer o movimento advectivo (no instante
considerado) e a posição teoricamente correta para localização do mesmo vórtice discreto.

Em seguida, define-se o erro relativo através da seguinte equação:

Er =
E
b

(5.3)

onde b representa um comprimento característico.

O erro encontrado para a posição final de cada vórtice discreto em relação à circunfe-
rência de raio unitário foi de 0,62%, e a simulação precisou de 795 incrementos de tempo até
os dois vórtices discretos atingirem a posição final. Assim, conclui-se que o esquema de avanço
de Euler, apesar de sua simplicidade e baixa ordem, já se mostra suficiente para este trabalho,
que utiliza modelagem de turbulência do tipo LES viabilizando o modelo de rugosidade su-
perficial para injetar quantidade de movimento nas camadas limites hidrodinâmica e térmica
formadas ao redor da superfície do cilindro circular. A fim de obter-se resultados mais precisos
ao longo da marcha temporal, é de interesse implementar métodos de ordem superior, como
os de Adams-Bashforth de ordem dois ou três, ou os de Runge-Kutta também de ordem dois
ou três, este com o benefício de permitir simular incrementos de tempo maiores com menos
esforço computacional.

Como já mencionado, esta dissertação utiliza o Método de Partículas de Temperatura,
então, além da nuvem de vórtices discretos, é gerada uma nuvem composta por partículas de
temperatura que recebem indução de velocidade dos vórtices discretos. Logo, caso esses ele-
mentos fossem colocados na mesma posição inicial dos vórtices discretos de Lamb, suas traje-
tórias seriam a mesma circunferência.

A fim de validar o esquema de difusão, o Método de Avanço Randômico, utiliza-se
um problema de difusão radial, no qual, no instante inicial, o problema é inicializado com
Z = 6000 vórtices discretos de Lamb sobrepostos na origem de um sistema cartesiano. Estes
vórtices discretos são difundidos pelo Método de Avanço Randômico em 20 incrementos de
tempo de ∆t = 0,05 cada.
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A solução da distribuição de vorticidade de um vórtice discreto de intensidade ∆Γ é
conhecida (veja o Apêndice A):

ω(r, t) =
∆Γ

πσ2 exp
(
− r2

σ2

)
(5.4)

Escolhe-se inicialmente o valor do raio para o qual será estudada a difusão radial. Neste
caso, adotou-se r = 6,0. Em seguida, divide-se este círculo em N = 20 coroas radiais que serão
utilizadas para calcular a distribuição de vorticidade em cada valor Root Mean Square (RMS)
destas coroas. A distribuição numérica é feita assumindo vórtices de intensidade 1/Z. Desta
forma a vorticidade em cada coroa é calculada de acordo com a quantidade n de vórtices dis-
cretos em cada coroa como segue:

ωr−(r+∆r) =
n

Zπ[(r+∆r)2 − r2]
(5.5)

A Figura 5.5 mostra a distribuição de vorticidade no instante final da simulação. utili-
zando este método.
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Figura 5.5 – Comparação entre a distribuição exata e numérica da vorticidade de vórtices discretos sub-
metidos ao Método de Avanço Randômico em t = 1,0. Fonte: O Autor.

A média dos erros relativos em cada ponto de cálculo nas coroas circulares, descartando
os dois valores finais (cuja diferença absoluta é de cerca de 3× 10−5, efetivamente nula, mas
com variação significativa quando é considerada única precisão) é de 7,3%, que é aceitável para
um método de difusão puramente probabilístico e de implementação simples. Estes cálculos
foram feitos apenas para o último instante de tempo, representado na Fig. 5.5. As posições
instantâneas de cada vórtice discreto são mostradas nas Figs. 5.6 (a)–(c).

Fica claro pela Fig. 5.6 que o Método de Avanço Randômico captura a difusão da vor-
ticidade, e a Fig. 5.5 mostra que qualitativamente, o método é convergente. Caso fossem anali-
sadas partículas de temperatura ao invés de vórtices discretos, o comportamento seria o mesmo
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(a) t = 0,05 (b) t = 0,5 (c) t = 1,0

Figura 5.6 – Posições instantâneas dos vórtices discretos submetidos à difusão em instantes selecionados.
Fonte: O Autor.

dado que as equações de difusão são as mesmas, variando apenas o coeficiente de difusividade,
isto é: difusividade da quantidade de movimento, ν , para a vorticidade (e vórtices discretos) e
difusividade térmica, α , para a temperatura (e partículas de temperatura).

5.2 Valores de Entrada Adotados

As simulações do código requerem valores de entrada que são fornecidos no arquivo
INPUT.DAT. A descrição completa das rotinas e a sequência de chamada são mostradas no
Apêndice C. Para os casos rodados,variou-se a altura de rugosidade superficial, ε/D e manteve-
se constantes os números de Reynolds e Richardson.

A Tabela 5.3 apresenta os valores de entrada que permaneceram constantes ao longo das
simulações. O arquivo INPUT.DAT lê dados adicionais, como opções para considerar modela-
gem de turbulência, rugosidade, e adimensionais de interesse (Re, Ri, Pr, ε/D), cujos valores
são apresentados nas curvas ou figuras relativas ao caso.

Tabela 5.3 – Valores adimensionais de entrada constantes ao longo das simulações. Fonte: O
autor.

Descrição Valor
Diâmetro do cilindro (D) 1,0
Número de painéis para descrever o corpo (mb) 300
Escoamento incidente (U∞) 1,0ê1
Número de Reynolds (Re) 100.000
Número de Prandtl (Pr) 0,71
Número de Prandtl turbulento (PrT ) 0,95
Raio do núcleo inicial dos vórtices discretos (σ0) 0,001
Raio do núcleo inicial das partículas de temperatura (σ0t) 0,001
Incremento de tempo (∆t) 0,05
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Tabela 5.4 – Valores experimentais de CD e St para o escoamento ao redor de um cilindro iso-
lado por Blevins [5].

CD St
Blevins (1984) 1,2±10% 0,19±10%

A escolha do número de Richardson não foi arbitrária. Considerando o escoamento do
ar (β= 0,00343◦C−1), escoamento incidente de 1 m/s e b = 0,5 m (diâmetro), vem:

Ri =
gβ (TW −T∞)b

U2 =
(9,81)(0,00343)(0,50)(TW −T∞)

12 = 0,01682(TW −T∞) (5.6)

Nesta Dissertação de Mestrado utilizou-se uma diferença de temperatura de ∆T = 10◦C,
com T∞ = 283 K e TW = 293 K, resultando no número de Richardson escolhido para as simula-
ções. Dada a diferença de temperatura constante na parede e número de Reynolds constante, as
variações captadas foram devidas aos efeitos de rugosidade superficial.

5.3 Resultados Obtidos

A fim de verificar a sensibilidade do modelo de rugosidade superficial proposto, torna-se
necessário usar utilizar benchmarks. Os casos iniciais são comparados com valores experimen-
tais e, posteriormente, verifica-se o impacto das demais modelagens (especialmente, convecção
natural, turbulência e rugosidade superficial, combinadas).

O resultado experimental utilizado para comparação é o de Blevins [5]. Este autor apre-
sentou valores para os coeficientes de arrasto e para o número de Strouhal, com±10% de incer-
teza, como mostrado na Tab. 5.4.

Os casos executados são apresentados na Tab. 5.5 para as diferentes alturas de rugosi-
dade e considerando ou não convecção natural.

Tabela 5.5 – Valores de interesse obtidos nas simulações. Fonte: O autor.

Caso ε/D Ri CD CL St Nu θsep
I 0,0 0,0 1,23 -0,027 0,200 – 80◦

II 0,0 0,168 1,21 -0,05 0,199 109,1 81,0◦

III 0,001 0,168 1,245 0,164 0,200 141,5 82,5◦

IV 0,007 0,168 1,255 0,03 0,224 172,8 86,5◦

Neste instante, a proposta inicial é verificar a influência do número de Richardson na
simulação. Assim, mostra-se na Fig. 5.7 dois casos realizado que consideram um cilindro liso,
com modelagem de turbulência sem rugosidade superficial (casos I e II), considerando um gra-
diente de temperatura ∆T = TW − T∞ = 10◦ (T∞ é assumido como constante, valendo 283 K
em todas as simulações com efeitos térmicos neste trabalho). O coeficiente de pressão médio
ao longo da simulação do caso II para cada ponto do cilindro discretizado é apresentado na
Fig. 5.8.
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Figura 5.7 – Cargas fluidodinâmicas para os dois casos: (a)sem convecção natural, caso I e (b) com con-
vecção natural, caso II. Fonte: O Autor.
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Figura 5.8 – Coeficiente de pressão médio para os casos I e II: mb = 300,σ0 = σT = 0,001, ∆t = 0,05,
Re = 100000, Pr = 0,71,Ri = 0,168 (caso II) e Ri = 0 (caso I), ∆T = 10 K Fonte: o Autor

Para o caso II, o coeficiente de arrasto médio obtido foi CD = 1,21 com coeficiente de
sustentação médio CL = −0,05. As médias foram calculadas a partir do tempo adimensional
t = 20,0, após o transiente numérico passar. O número de Strouhal obtido após o uso de uma
Fast Fourier Transform, Transformada Rápida de Fourier (FFT) aplicada à curva de sustentação,
obtendo-se St = 0,199. Estes resultados estão bem próximos dos valores experimentais obtidos
por Blevins [5] para um cilindro circular que não troca calor. Este comportamento se deve
provavelmente ao baixo número de Richardson adotado e à perpendicularidade entre o vetor
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aceleração da gravidade e o vetor velocidade do escoamento incidente.

Já no caso I, considerando Ri = 0 apresentou coeficiente de arrasto de 1,23 e sustentação
-0,027. A comparação entre as duas simulações mostrou que ao se considerar a convecção
natural, o arrasto foi ligeiramente reduzido. Pode-se entender que neste número de Reynolds
o efeito da convecção natural contribuiu como fonte de quantidade de movimento adicional,
modificando a estrutura vorticosa formada na esteira de von Kármán, como se pode entender ao
comparar com o caso no qual ocorre apenas a convecção forçada (Ri = 0).

Da Fig. 5.8 utilizou-se um método gráfico para estimar-se o ponto de separação da ca-
mada limite. Em essência, estima-se o ponto de inflexão por meio da média entre o ângulo com
CP mínimo e do ângulo do coeficiente de pressão de base. Por este método, obtém-se um ângulo
de separação θ ≈ 81◦, mostrando boa concordância aos resultados de Milne-Thompson [69]
(θ ≈ 82◦) e Son & Hanratty [70] (θ ≈ 78◦).

Uma verificação adicional do coeficiente de pressão é feita analisando-se os pontos A–E
no cilindro, mostrada na Fig. 5.9 que podem ser identificados na Fig. 5.7 (b).

Figura 5.9 – Coeficiente de pressão instantâneo nos pontos A–E. Caso 1: mb = 300,σ0 = σT = 0,001,
∆t = 0,05, Re = 100000, Pr = 0,71,Ri = 0,168, ∆T = 10 K Fonte: o Autor

O Ponto A (correspondente ao tempo adimensional t = 17,6 na Fig. 5.7) apresenta uma
zona de baixa pressão entre 68° e 180° a partir do bordo de ataque do cilindro, caracterizando
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o desprendimento de uma estrutura vorticosa horária no cilindro, iniciando o mecanismo de
Gerrard [25]. Neste instante, devido à baixa pressão, o coeficiente de sustentação é máximo
devido a esta distribuição de pressão.

Analogamente, o ponto B (correspondente ao tempo adimensional t = 19,05 na Fig. 5.7)
apresenta uma distribuição de pressão relativamente uniforme, caracterizando o ponto de inver-
são da sustentação de positiva para negativa, quando a estrutura horária está sendo incorporada
na esteira. O ponto C (correspondente ao tempo adimensional t = 20,2 na Fig. 5.7) apresenta
entre 180 e 270° uma região de baixa pressão, mostrando o desprendimento de um vórtice anti-
horário, munido de alta quantidade de movimento e resultando em baixas pressões na região,
causando coeficiente de sustentação mínimo, também atrelado a um incremento do coeficiente
de arrasto,que oscila duas vezes para cada oscilação da sustentação, uma vez que o coeficiente
de arrasto está relacionado ao desprendimento de uma estrutura vorticosa, enquanto o coefi-
ciente de sustentação está relacionado ao desprendimento de um par de estruturas vorticosas
contrarrotativas.

O ponto D (correspondente ao tempo adimensional t = 21,5 na Fig. 5.7) é análogo
ao ponto B, e é possível identificar a distribuição aproximadamente uniforme de pressão en-
tre a parte superior e inferior do cilindro, caracterizando a inversão do sinal do coeficiente de
sustentação de negativo para positivo, quando uma estrutura vorticosa anti-horária está sendo
incorporada na esteira. O ponto E (correspondente ao tempo adimensional t = 22,4 na Fig. 5.7)
é análogo ao ponto A, representando o desprendimento de uma estrutura vorticosa horária no
cilindro, dando seguência ao mecanismo alternado de desprendimento.

A partir deste caso, observa-se uma boa efetividade do MPT para a simulação do escoa-
mento ao redor de um cilindro circular em relação aos carregamentos fluidodinâmicos atuantes,
número de Strouhal e ângulo de separação da camada limite hidrodinâmica. Os resultados ex-
perimentais também são muito importantes para a validação do MPT.

Nesta dissertação, porém, o objeto de estudo é o efeito da rugosidade superficial na
camada limite térmica e seus impactos na mecânica de desprendimento de vórtices. Os casos
considerados foram os já mostrados na Tab. 5.5.

Pela Tab. 5.5, pode-se observar que o efeito previsto por Al-Rubay [52] são bem captu-
rados: o número de Nusselt aumentou em 29,7% do caso II para III, quando a única modifica-
ção nos parâmetros da simulação foi a altura de rugosidade superficial. Do caso II para o IV, o
aumento foi de 58,4%, mostrando a proporcionalidade do número de Nusselt à altura de rugo-
sidade superficial média. A sensibilidade capturada para o número de Nusselt médio superficial
é o resultado mais importante desta dissertação de mestrado. O comportamento físico esperado
é que o número de Nusselt aumente com o aumento do número de Reynolds refletindo maior
transferência de calor do corpo para o meio fluido. Desta maneira, tal comportamento foi captu-
rado com a variação da altura média de rugosidade superficial de ε/D = 0,0 para ε/D = 0,007,
incluindo-se um valor intermediário de ε/D = 0,001. Conclui-se que o aumento do valor da al-
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tura média de rugosidade com a manutenção do número de Reynolds fixo no regime subcrítico
de Re = 100,000 demonstra a boa sensibilidade do código computacional desenvolvido para
projetos conservadores de Engenharia, que trabalham com fatores de segurança, mesmo para o
caso bidimensional.

Esta captura, vale ressaltar, só foi possível devido ao modelo de rugosidade superficial
estendido nesta dissertação de mestrado para a camada limite térmica. Bimbato [12] original-
mente propôs um modelo de rugosidade superficial para a camada limite hidrodinâmica, viabi-
lizado pela modelagem de turbulência do tipo LES. A modelagem de turbulência do tipo LES
foi adaptada por Alcântara Pereira [11] do espaço tridimensional para o espaço bidimensional
via cálculo da função estrutura de velocidade de segunda ordem para o campo de velocidades
filtrado. Neste trabalho, além do modelo de Bimbato, contribuiu-se com uma modelagem de
turbulência do tipo LES via FEVO2 para a nuvem de partículas de temperatura, acelerada tanto
pela contribuição de Andrade [13] com uma estrutura aceleradora quanto por uma adaptação
desta para a nuvem de partículas de temperatura realizadas neste trabalho. Ao utilizar estas
ferramentas desenvolvidas pelo LMAML, foi possível levá-las a diante e propor um modelo
funcional de rugosidade superficial para a camada limite térmica.

Há de se destacar, entretanto, que os valores obtidos nas simulações apresentam diver-
gência apreciável do número de Nusselt previstos por aproximações semi-empíricas. A equação
de Churchill–Bernstein, Eq. 5.7, é uma das equações que permitem estimar o número de Nusselt
para um cilindro submetido a um escoamento incidente.

Para Re = 1,0×105 e Pr = 0,71, a Eq. 5.7 fornece Nu = 215,4. Conforme a Tab. 5.5,
observa-se a existência de erros no número de Nusselt médio superficial entre as simulações e
a previsão na literatura. Em contrapartida, a ordem de grandeza é a mesma, e a resposta aos
efeitos de rugosidade superficial é consistente em uma análise qualitativa, isto é, o aumento da
rugosidade superficial, que é análogo ao aumento do número de Reynolds para o cilindro, está
relacionado a um maior número de Nusselt.

Nu = 0,3+
0,62Re1/2Pr1/3

[1+(0,4/Pr)2/3]1/4

[
1+
(

Re
282000

)5/8
]4/5

, RePr > 0,2 (5.7)

Na presente simulação, o número de Nusselt é calculado conforme a Eq. 4.25.

Isto é, o número de Nusselt é interpretado como um gradiente de temperatura adimen-
sional medido entre o ponto de desprendimento das partículas de temperatura e o ponto de
controle de cada painel, localizado em seu ponto médio na superfície discretizada do corpo. O
valor apresentado na Tabela 5.5 para o número de Nusselt é obtido a partir de um cálculo médio
ao longo de toda a simulação numérica, passado o transiente numérico. Este valor é o número de
Nusselt médio superficial, que pode ser usado para comparar valores pela Eq. 5.7. A evolução
temporal para o caso I é mostrada na Fig. 5.10. Observa-se que o número de Nusselt se estabi-
liza em torno do instante de tempo 10, mas a curva apresenta ruído devido à intensa variação
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local de temperaturas, que é altamente dependente da disposição das partículas de temperatura
em relação aos pontos de desprendimento. É importante destacar, neste instante, a importância
da distribuição espacial e do recobrimento para alcançar boa precisão no Método de Partículas
de Temperatura.
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Figura 5.10 – Número de Nusselt superficial médio para o Caso II: mb = 300,σ0 = σT = 0,001, ∆t =
0,05, Re = 100000, Pr = 0,71,Ri = 0,168, ∆T = 10 K Fonte: o Autor

A comparação entre o modelo hidraulicamente liso do caso I ao caso de parede hidrau-
licamente rugosa de maior intensidade, caso IV, permite observar que o modelo de rugosidade
superficial afeta rapidamente a dinâmica da troca de calor, com o transiente numérico efetiva-
mente finalizado em um tempo adimensional 10, como pode ser observado na Fig. 5.11. Este
caso foi interrompido antes do instante de tempo final devido à problemas de stack overflow

na máquina. Isto destaca a necessidade de se realizar otimizações na alocação dinâmica de me-
mória e otimizações de código, tal qual reduzir a demanda de memória da estrutura de caixas,
tanto a de vórtices quanto a de temperatura, e desalocar a memória de vetores ociosos a fim de
reservá-la para tarefas mais custosas na simulação. A infraestrutura atual do LMAML consiste
em máquinas com Intel Core i7 2.8 GHz, 8MB cache (i7-860), 8GB RAM DDR3 1333 MHz,
estas incapazes de realizar uma simulação do código computacional gerado devido aos altos
custos de alocação de memória. Por isso, os casos foram exclusivamente executados em uma
máquina mais recente, com configurações Intel© Core™ i9-13900KF @5,8 GHz, 32 threads,
36 MB cache, 128 GB RAM DDR5. Esta máquina consegue executar o o código e, quando não
há stack overflow, uma simulação típica com efeitos de rugosidade e convecção natural demora
cerca de 432 h. Destaca-se que na ausência de processamento paralelo, o tempo de máquina
requerido seria inviável.

O erro observado no número de Nusselt médio pode ser entendido como um erro de
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Figura 5.11 – Número de Nusselt superficial médio para o Caso IV: mb = 300,σ0 = σT = 0,001, ∆t =
0,05, Re = 100000, Pr = 0,71,Ri = 0,168, ∆T = 10 K e ε/D = 0,007. Fonte: o Autor

aferição, pois o MPT é sensível a diversos parâmetros: o incremento de tempo da simulação,
número total de avanços da simulação numérica e o raio do núcleo de cada tipo de partícula.
Quanto mais avanços no tempo, melhor será a sobreposição entre as partículas, o que imedi-
atamente irá refletir num melhor refinamento da discretização dos campos de vorticidades e
de temperaturas. Adiciona-se a necessidade de melhoria no balanço térmico de geração das
partículas de temperatura via Lei de Fourier modificada. Estas grandezas não são ligadas expli-
citamente, mas todas afetam a sobreposição lagrangiana de partículas, responsável pela precisão
da simulação.

A fim de compreender a variação do número de Nusselt na superfície, elaborou-se um
código computacional para calcular a média do número de Nusselt em cada painel (medido entre
o ponto de controle e o ponto de desprendimento, conforme a Eq. ??) ao longo da simulação,
após o transiente numérico, para o caso IV. Este resultado é apresentado na Fig. 5.12, na qual
foi utilizado um filtro para reduzir os ruídos da curva e foram descartados pontos com número
de Nusselt nulo devido à baixa população de partículas de temperatura local.

Comparado aos resultados de Al-Rubaiy para um cilindro liso [52], apresentados na
Fig. 5.13, observa-se que o comportamento qualitativo do número de Nusselt obtido é consis-
tente com o valor físico previsto. O valor quantitativo, considerando que o caso IV apresenta
efeitos de rugosidade superficial, ainda está subestimado nesta simulação computacional, e uma
das necessidades será a realização de um balanço térmico em cada painel para assegurar uma
geração de partículas de temperatura com intensidades que representem de modo mais fidedigno
a transferência de calor local. Entretanto, é possível observar que, próximo ao ponto de separa-
ção da camada-limite, há um mínimo local consistente com os valroes experimentais [52, 74]
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Figura 5.12 – Número de Nusselt superficial para o Caso IV: mb = 300,σ0 = σT = 0,001, ∆t = 0,05,
Re = 100000, Pr = 0,71,Ri = 0,168, ∆T = 10 K e ε/D = 0,007. Fonte: o Autor

e um máximo próximo aos 30◦. Após a separação, com o efeito do mecanismo alternado de
desprendimento, no qual a região é alimentada por quantidade de movimento das estruturas
vorticosas contrarrotativas, observa-se uma recuperação do número de Nusselt, entre 90 e 120◦,
e posteriormente outra queda entre 120 e 150◦ devido à zona de desprendimento, seguido de um
aumento até o ponto de estagnação traseiro, entre 150e180◦, caracterizado por um número de
Nusselt elevado. A fim de reduzir os erros para o cálculo do Número de Nusselt, deve-se imple-
mentar uma adaptação no código que permita a aferição independente dos raios do núcleo das
partículas de temperatura e dos vórtices discretos de Lamb. Anteriormente esta deficiência não
foi observada devido aos cálculos focarem apenas nos efeitos da convecção nos coeficientes de
arrasto, sustentação e número de Strouhal. Inicialmente, este trabalho utilizaria o MCRNM, po-
rém, devido aos custos computacionais altamente elevados deste esquema de difusão, levando
a uma quantidade de partículas que cresce exponencialmente, a realização de uma simulação
completa tornou-se inviável, tornando necessário o uso do Método de Avanço Randômico.

A respeito do ângulo de separação, a comparação inicial parte de resultados para um
cilindro único sem transferência de calor, caso investigado numericamente por Bimbato, Al-
cântara Pereira e Hirata [6] e experimentalmente por Achenbach e Heinecke [71]. Os resultados
obtidos são apresentados na Tab. 5.6.

Comparados aos resultados desta dissertação, verifica-se que o caso liso (ε/D = 0,0)
concorda com os resultados de Achenbach e Bimbato. Para a altura de rugosidade relativa
ε/D = 0,001, este trabalho encontrou θsep = 82,5◦, enquanto Bimbato encontrou θsep = 84,0◦.
Observa-se a redução do ângulo de separação no presente trabalho. Isto pode ser explicado pelo
uso do modelo de convecção natural. Dado que o vetor aceleração da gravidade é gi = −gê2,
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Figura 5.13 – Número de Nusselt médio para a superfície de um cilindro circular de parede hidraulica-
mente lisa. Fonte: reproduzido de Al-Rubaiy [52].

Tabela 5.6 – Ângulos de separação da camada-limite na parte superior do cilindro. Fonte: Adap-
tada de [6].

ε/D Achenbach & Heinecke [71] Bimbato, Alcântara Pereira e Hirata [6]
Liso 77◦ 81,0◦

0,10% – 84◦

0,20% – 84◦

0,45% 102◦ 93,0◦

0,70% – 89,4◦

0,90% 99◦ –

os efeitos de flutuabilidade tendem a levar o escoamento na direção positiva do versor ê2 ("para
cima"), um efeito adverso ao aumento do ângulo de separação causado apenas devido aos efei-
tos de rugosidade superficial. Já para a altura de rugosidade ε/D= 0,007, o ângulo de separação
encontrado neste trabalho foi θsep = 86,5◦, comparado a θsep = 89,4◦ de Bimbato. O aumento
do ângulo de separação com a altura de rugosidade superficial média é capturado e observa-se
que o ângulo com efeitos de flutuabilidade é menor do que o caso sem efeitos de forças de em-
puxo. Uma vez mais, esta diferença pode ser atribuída à ação dos efeitos de convecção natural
que tornam-se um efeito adverso ao aumento do ângulo de separação a justante do cilindro. Em
um escoamento ascendente, estes efeitos seriam favoráveis ao aumento do ângulo de separação.
Esta configuração de escoamento não foi investigada nesta dissertação.

A ação dos efeitos de convecção natural também explicam o ligeiro aumento do coefi-
ciente de arrasto na configuração investigada. As estruturas vorticosas se aproximando mais do
corpo e reduzindo o aumento do ângulo de separação (que reduz o coeficiente de arrasto devido
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ao estreitamento da esteira viscosa) causaram um pequeno aumento no coeficiente de arrasto
como foi captado neste trabalho.

A posição final dos vórtices discretos na esteira para a simulação do caso Ri = 0,168 e
ε/D = 0,007 é apresentada na Fig. 5.14. Nesta figura é possível observar a formação da esteira
clássica de von Kármán desenvolvida na simulação e o resultado do mecanismo alternado de
desprendimento de estruturas vorticosas contrarrotativas. As estruturas formadas inicialmente
mostram-se deformadas mais a frente do cilindro devido ao transiente numérico que foram
sumbetidas e também a ausência de efeitos tridimensionais, enquanto as estruturas próximas
do corpo estão mais organizadas. A ideia para a interpretação do número de Strouhal pode
ser observada ao verificar a distância centro a centro entre duas estruturas vorticosas rotativas
formadas após o transiente numérico, e observa-se ainda a ligação entre as estruturas contrarro-
tativas através de folhas de vorticidade.

O padrão das estruturas vorticosas iniciais, além delas terem sido formadas em um ins-
tante no qual a simulação não estava em regime de desprendimento estável, o que se deve
também à solução numérica da difusão pelo método de Avanço Randômico. Por ser apropriado
para pequenos avanços de tempo e um grande número de partículas, a marcha temporal sofre
eventualmente com a distorção lagrangiana, posto que não foi feita a implementação de um
algoritmo de remeshing ou rezoning [33].

Figura 5.14 – Esteira de vórtices discretos de Lamb no instante t = 40,1. Fonte: o Autor

Destaca-se o elevado custo computacional das simulações, sendo necessários 14 dias
corridos para simular 802 incrementos de tempo. Após este valor houve stack overflow na me-
mória, cancelando a simulação. Este tempo ocorre devido à existência de três interações O(N2),
a saber: a interação vórtice-vórtice (a Lei de Biot-Savart), a interação vórtice-temperatura (vór-
tices induzem velocidades nas partículas de temperatura) e temperatura-vórtice (modelo de con-
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vecção natural), tornando clara a necessidade de se utilizar diferentes técnicas aceleradoras nos
códigos do LMAML.

A fim de comparação, a Fig. 5.15 mostra a distribuição das partículas de temperatura no
instante t = 40,1 da simulação. Neste caso, verifica-se que as partículas de temperatura acom-
panham de modo próximo os vórtices discretos de Lamb correspondentes. A diferença se faz
mais visível nos instantes finais da simulação, quando o Método de Avanço Randômico passa a
espalhar mais o campo de temperaturas, além dos moderados efeitos de força de flutuabilidade
induzidos na esteira de vórtices pela esteira de calor.

Figura 5.15 – Esteira de partículas de temperatura no instante t = 40,1. Fonte: o Autor

Portanto, uma das conclusões que se obtém é o baixo impacto da transferência de calor
no regime de desprendimento considerado. Isto é explicado pelo baixo número de Richard-
son, tornando a convecção natural fraca, se aproximando de uma convecção mista. Casos com
número de Richardson mais altos não foram realizados devido a problemas de alocação de
memória que estão sob investigação.
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6 Conclusões e Sugestões para Trabalhos
Futuros

6.1 Principais Conclusões

Nesta Dissertação de Mestrado foi estudado o escoamento ao redor de um corpo rom-
budo de parede hidraulicamente rugosa que troca calor com o meio fluido utilizando-se o Mé-
todo de Partículas de Temperatura. A modelagem de rugosidade superficial só foi possível por
meio da modelagem de turbulência do tipo LES utilizada.

As simulações numéricas foram realizadas para um número de Reynolds de 1,0×105,
em regime subcrítico, e para um número de Prandtl de 0,71, valor típico para o ar. As aferi-
ções foram realizadas com número de Richardson de 0,168. Estes valores captam uma fraca
influência dos efeitos de convecção natural, porém são necessários por causa da estrutura com-
putacional presente, dado que números elevados necessitariam de mais incrementos de tempo
adimensionais para ultrapassar o regime transiente das simulações relativo ao desenvolvimento
da camada limite térmica.

A primeira contribuição importante deste trabalho foi implementar a modelagem de tur-
bulência do tipo LES na equação da energia através da relação entre o coeficiente de viscosidade
cinemática turbulenta, o coeficiente de difusividade térmica turbulenta e o número de Prandtl
turbulento (Eq. 3.50). Como segunda contribuição importante foi implementado um modelo de
rugosidade superficial para a camada limite térmica, um fenômeno ainda pouco estudado na
literatura tanto especializada em métodos lagrangianos quanto em estudos experimentais ou em
modelos de malha. O modelo mostrou-se altamente sensível a variações de rugosidade superfi-
cial, captadas pelo número de Nusselt superficial médio calculado ao longo da simulação.

Para o número de Reynolds estudado, o número de Nusselt superficial médio calcu-
lado do caso de altura de rugosidade mais elevada (ε/D = 0,007) foi cerca de 70% maior que
o correspondente caso com parede hidraulicamente lisa. Al-Rubaiy [52] encontrou a mesma
tendência em seu estudo, mostrando que o modelo proposto responde apropriadamente a estas
mudanças na superfície do corpo.

O modelo de rugosidade superficial para a camada limite térmica proposto também
mostrou baixo impacto no coeficiente de arrasto do cilindro circular. Isto está de acordo com
as medições de Koo e Kleinstreuer [50], que observaram que os efeitos rugosos apresentam
impactos maiores na camada limite hidrodinâmica do que térmica, dado que apesar do ganho
da transferência de calor obtida, a variação do coeficiente de arrasto captada se deve principal-
mente aos efeitos de rugosidade superficial, não sendo captado um efeito de supressão. Isto é
explicado, também, pelo tipo de escoamento, que é perpendicular ao vetor aceleração da gravi-
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dade, arranjo que reduz a influência da convecção natural.

A sensibilidade do código computacional desenvolvido foi capturada com o aumento do
valor da rugosidade superficial média mantendo-se o numero de Reynolds constante. Este resul-
tado reflete a física esperada para o problema, isto é, com o aumento do número de Reynolds,
via aumento do valor da rugosidade superficial, o número de Nusselt aumenta e a transferência
de calor do corpo para o meio fluido também aumenta.

Um dos obstáculos encontrados foi a intensa demanda de memória do código gerado,
fator que por vezes levou a erros de stack overflow nas simulações. Devido ao fato de não terem
sido observadas correlações entre os instantes da simulação no qual o código apresentava erros,
conjectura-se que este problema foi causado pelo Método de Avanço randômico em conjunto
à estrutura de caixas. Devido à natureza da simulação e com a necessidade de se montar dois
conjuntos de caixas, todas usando a mesma quantidade de memória ao invés de uma alocação
individual, surgem caixas que podem estar vazias e consumindo a mesma memória que as cai-
xas mais populosas. O Método de Avanço randômico pode, eventualmente, levar a caixas que
estejam mais densamente povoadas, o que aumenta o requerimento global de memória, podendo
acarretar erros.

Este obstáculo na alocação de memórias requer ajustes a fim de otimizar o algoritmo
computacional. Horizontes a serem explorados envolvem o uso de alocação dinâmica de me-
mória para a maioria, ou mesmo totalidade, dos vetores e matrizes criados. Desta forma, o
código só usará memória para operações relevantes à etapa do processo iterativo na qual se en-
contra. Outra possibilidade é adaptar a estrutura aceleradora de caixas para reduzir a quantidade
de memória atribuída a caixas ociosas.

Apesar das limitações encontradas pelo aparato computacional, este trabalho apresentou
um novo modelo de rugosidade superficial para a camada limite térmica de modo puramente
lagrangiano, sendo capaz de cumprir os objetivos propostos e abrindo uma nova vertente a ser
explorada pelo grupo de pesquisa do LMAML.

6.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

O uso da computação de ultra-alta performance é um dos caminhos mais promissores
para a Dinâmica dos Fluidos Computacional, e os métodos puramente lagrangianos, como o
Método de Partículas de Temperatura, são beneficiados fortemente por essa implementação,
dado o elevado número de operações matemáticas a cada iteração. Além disso, como cada
partícula é acompanhada individualmente, a implementação do método é feita de modo mais
simples do que a contraparte em euleriana, uma vez que na última cada nó da malha depende das
grandezas em pontos vizinhos, sendo um dos desafios existentes para a aceleração dos códigos
computacionais comerciais existentes.
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Uma linha adicional de desenvolvimento seria a implementação do Método de Multi-
polos Rápidos [72] para o campo de temperaturas. Isto permitiria a redução da complexidade
computacional de O(N2) para O(N1,3) [73]. Considerando que a maior parcela de tempo de
uma simulação numérica típica é devida a interações O(N2), como interação vórtice-vórtice,
vórtice-partícula de temperatura e partícula de temperatura-vórtice (forças de empuxo), a im-
plementação efetiva deste método é necessária para se obter um método numérico capaz de
simular geometrias complexas e maiores tempos de simulação com menores incrementos de
tempo. Aliado ao processamento paralelo. o Método de Multipolos Rápidos oferece speedups

expressivos para as simulações numéricas.

O cálculo do coeficiente de arrasto de atrito também é uma implementação importante
para o MPT, pois os efeitos de rugosidade superficial aumentam o arrasto viscoso, conforme
previsto por Achenbach [74], tornando necessário um modo de quantificar esta parcela do coe-
ficiente de arrasto.

Uma possibilidade para o futuro é usar processamento paralelo com placas de vídeo
(GPUs), ao traduzir o código para a linguagem CUDA C, por exemplo. Em testes preliminares
para a interação vórtice-vórtice, a etapa mais onerosa da simulação (junto das outras operações
de complexidade de O(N2)), implementou-se a linguagem CUDA C para alcançar speed-ups

da ordem de 20 vezes em relação ao código com OpenMP. Comparado ao processamento em
série, o ganho chega a ser da ordem de 100 vezes mais rápido. Neste caso, foi utilizado um
processador Intel© Core™ i5-12450H @2,50 GHz, 12 threads, e placa de vídeo NVIDIA
GeForce RTX 3050 (versão laptop) com 4GB de VRAM dedicada.

Pelos dados obtidos nesta dissertação, verifica-se a necessidade da aferição do raio do
núcleo das partículas de temperatura para diferentes números de Reynolds a fim de se obter
valores melhores quantitativamente para o número de Nusselt superficial médio. Outra vertente
que merece ser estudada é o impacto do número de Nusselt para diferentes números de Richard-
son, Reynolds e Prandtl, uma vez que as dificuldades de tempo de processamento e relativas a
memória excedida sejam ultrapassadas. Além disso, é necessário que um balanço térmico seja
feito em cada painel a fim de assegurar a conservação da energia em cada painel a fim de me-
lhorar os resultados quantitativos do número de Nusselt.

Por fim, durante o desenvolvimento desta Dissertação de Mestrado houve a possibili-
dade de aplicar o conjunto de técnicas numéricas para o problema da dissipação de vórtices de
ponta de asa nas imediações de uma superfície plana, o que também ajudou a validar o presente
código computacional [54, 55, 75]. Adicionalmente, este trabalho permite investigações futuras
para a aferição do Método de Partículas de Temperatura desenvolvido pelo LMAML, sendo esta
uma sugestão de Tese de Doutorado.
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APÊNDICE A – O Vórtice Discreto de
Lamb

Seja um vórtice pontual num domínio Ω de intensidade Γ e distribuição radial de vorti-
cidade ω(r, t), com as seguintes dimensões1:

[Γ] = [L2T−1]

[ω] = [T−1]

A intensidade do vórtice pontual é dada por:

Γ =
∫

Ω

ωdA =
∫

∞

0
ω2πrdr (A.1)

A Equação do Transporte da Vorticidade em coordenadas cilíndricas é escrita como:

∂ω

∂ t
+ur

∂ω

∂ r
+

uθ

r
∂ω

∂θ
+w

∂ω

∂w
= ν

[
1
r

∂

∂ r

(
r∂ω

∂ r

)
+

1
r2

∂ 2ω

∂θ 2 +
∂ 2ω

∂ z2

]
(A.2)

Uma vez que o problema apresenta simetria radial e para um problema puramente difu-
sivo, i.e., ur = 0 e ∂θ = 0, vem:

∂ω

∂ t
=

ν

r

(
r∂ω

∂ r

)
(A.3)

Neste momento, utiliza=se a análise dimensional a fim de obter a expressão da veloci-
dade tangencial induzida pelo vórtice pontual.

Inicialmente, se estabelece a relação funcional para as grandezas:

F
(

ω

Γ
,r, t,ν

)
= 0 (A.4)

sendo n = 4 grandezas dimensionais.

Neste momento obtém-se a ordem da matriz dimensional, visto na Tab. A.1.

O determinante não nulo com mais grandezas é obtido, por exemplo, da coluna dos r e
t, linhas L e T .

Desta forma, tem-se r = 2 e, portanto, n− r = 4−2 = 2Π a serem determinados.

Então usamos o método expedito para a obtenção, selecionando como segue:
1 Este material foi adaptado das notas de aula da disciplina MMF11: Dinâmica da Vorticidade, oferecida pelo

PPG-EM da UNIFEI, ministrada pelo professor Dr. Luiz Antonio Alcântara Pereira no primeiro semestre de
2024.
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Tabela A.1 – Matriz dimensional do problema.
ω

Γ
r t ν

M 0 0 0 0
L -2 1 0 2
T 0 0 1 -1
θ 0 0 0 0

• Comprimento ou velocidade representativa do escoamento adotado: tempo represen-
tativo: t = T → T = t

• Propriedade dos fluidos: Propriedade dos fluidos: ν = L2T−1 → L = (νt)1/2

Π1 :
ω

Γ
= L−2 =

[
(νt)1/2

]−2
= (νt)−1 −→ Π1 =

ω

Γ
νt (A.5)

Π2 : r = L = (νt)1/2 −→ Π2 =
r√
νt

(A.6)

Estabelecendo agora a relação adimensional ϑ(Π1,Π2) = 0:

ϑ

(
ω

Γ
νt,

r√
νt

)
= 0 (A.7)

Seja η = r√
νt , pode-se escrever a Eq. A.7 como:

ω =
Γ

νt
f (η) (A.8)

A fim de resolver a Eq. A.3 com a informação da Eq. A.8, deve-se calcular as derivadas
que são obtidas facilmente com o uso da regra do produto e da cadeia do cálculo:

∂η

∂ r
=

1√
νt

(A.9)

∂η

∂ t
=−1

2
rν(νt)−3/2 =−1

2
r√
νt

1
t
=−η

2t
(A.10)

∂ω

∂ t
=− Γν

(νt)2 f (η)+
∂ f
∂η

∂η

∂ t
Γ

νt

=− Γ

νt2 f (η)+
∂ f
∂η

(
−η

2t

)
Γ

νt

=− Γ

νt2

[
f (η)+

1
2

η
∂ f
∂η

] (A.11)

∂ω

∂ r
=

Γ

νt
∂ f
∂n

∂η

∂ r
=

Γ

νt
∂ f
∂η

1√
νt

=
Γ

νt
√

νt
∂ f
∂η

(A.12)

∂

∂ r

(
r

∂ω

∂ r

)
=

∂ω

∂ r
+ r

∂ 2ω

∂ r2 =
Γ

νt
√

νt
∂ f
∂η

+
rΓ

νt
√

νt
∂ 2 f
∂η2

∂η

∂ r
=

Γ

νt
√

νt

(
∂ f
∂η

+η
∂ 2 f
∂η2

)
(A.13)
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Usando essas derivadas na Eq. A.3, vem:(
− f − 1

2
η

∂ f
∂η

)
Γ

νt2 =

(
1
η

∂ f
∂η

− ∂ 2 f
∂η2

)
Γ

νt2 (A.14)

Rearranjando os termos da E. A.14, ficamos com a seguinte equação diferencial parcial:

2η
∂ 2 f
∂η2 +2

∂ f
∂η

+η
2 ∂ f

∂η
+2 f η = 0 (A.15)

Por simplicidade de notação, as derivadas parciais de η serão escritas sem a notação de
Leibniz:

2η f ′′+2 f ′+η
2 f ′+2 f η = 0 (A.16)

Mas a regra do produto permite escrever (derivando em relação a η):

2(η f ′)′ = 2η f ′′+2 f ′ (A.17)

(η2 f )′ = η
2 f ′+2 f η (A.18)

Observando que estas duas derivadas aparecem na Eq. A.16, pode-se reescrevê-la:

2(η f ′)′+(η2 f )′ = 0 (A.19)

Integrando a Eq. A.19 em relação a η , vem:

2η f ′+η
2 f = A (A.20)

Onde A = 0, pois f ′(0) = 0.

Dividindo membro a membro por η , e usando o método de separação, vem:

2 f ′+η f = 0 −→ 2
d f
dη

+η f = 0 −→ d f
f
=−η

2
dη (A.21)

Integrando:

ln f =−η2

4
+C (A.22)

Sendo C uma constante, vale dizer que C = lnB, B,C ∈ R∗. Assim:

ln f − lnB = ln
(

f
B

)
=−η2

4
(A.23)

Portanto:

f (η) = Bexp
(
−η2

4

)
(A.24)

Da Eq. A.8 e substituindo o valor de f (η):
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ω(r, t) =
ΓB
νt

exp

[
−1

4

(
r√
νt

)2
]
=

ΓB
νt

exp
(
− r2

4νt

)
(A.25)

uma vez que ν > 0 e t > 0.

Considerando a Eq. A.1, pode-se escolher B = 1
4π

, resultando em:

ω(r, t) =
Γ

4πνt
exp
(
− r2

4νt

)
(A.26)

Caso se queira usar o conceito de raio de penetração da vorticidade, σ =
√

4νt, a
Eq. A.26 assume a seguinte forma:

ω(r, t) =
Γ

πσ2 exp
(
− r2

σ2

)
(A.27)

A definição de vorticidade (ω⃗ = ∇⃗×V⃗ ) permite calcular a velocidade tangencial indu-
zida por um vórtice discreto de Lamb:

ω =
1
r

∂

∂ r
(ruθ )−→ uθ =

1
r

∫ r

0
ωrdr (A.28)

Substituindo a Eq. A.27 em Eq. A.28, vem:

uθ =
1
r

∫ r

0

Γr
πσ2 exp

(
− r2

σ2

)
dr (A.29)

Por substituição, seja u = −r2/σ2 → du = −2rdr/σ2 → rdr = −σ2

2 du. Retornando à
integral, agora em u e alterando os limites de integração apropriadamente:

uθ =
Γ

πσ2r

∫ − r2

σ2

0
−σ2

2
exp(u)du

=
−Γ

2πr

∫ − r2

σ2

0
exp(u)du

=
−Γ

2πr
exp(u)|−

r2
2

0

uθ =
Γ

2πr

[
1− exp

(
− r2

σ2

)]
(A.30)

É de interesse comparar a indução de velocidade do vórtice de Lamb quando comparado
a um vórtice potencial, como é mostrado na Fig. A.1.

Adicionalmente, a vorticidade tem sua distribuição normal de acordo com a Fig. A.2.
Aqui, vale ressaltar que abordagens numéricas apresentam diferentes parâmetros de recobri-
mento, que representa a razão entre distância mínima média entre os vórtices que compõem a
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Figura A.1 – Velocidade tangencial induzida por um vórtice discreto de Lamb.

nuvem e o raio do núcleo do vórtice. Nisso, surge um parâmetro chamado de função de corte.
Chamando-a de λ , a Eq. A.27 é reescrita como:

ω(r, t) =
Γ

λπσ2 exp
(
− r2

λσ2

)
(A.31)

Este parâmetro λ é uma largura de corte, escolhida como 1,2 ou 4 pelos autores. Um
valor mais alto requer um recobrimento maior a fim de preservar a convergência do método.
Nesta abordagem bidimensional, escolhe-se λ = 1.

0 0,4 0,8 1,2 1,6 2
r [ - ]

0

0,1

0,2

0,3

0,4

w
z [

 - 
]

l = 1
l = 2

Figura A.2 – Distribuição de vorticidade de um vórtice discreto de Lamb para diferentes funções corte.
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APÊNDICE B – A Partícula de
Temperatura

Seja uma partícula de temperatura pontual em um domínio bidimensional Ω e intensi-
dade Q. A distribuição radial da temperatura é T (r, t). Q e T possuem as seguintes dimensões1:

[Q] = [L2θ ].

[T ] = [θ ].

Define-se a intensidade da partícula de temperatura como:

Q :=
∫

∞

0
T 2πrdr (B.1)

A Equação da Energia pode ser escrita em coordenadas cilíndricas como:

∂T
∂ t

+Ur
∂T
∂ r

+
Uθ

r
∂T
∂θ

+W
∂T
∂ z

= α

[
1
r

∂

∂ r

(
r∂T
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2T
∂θ 2 +

∂ 2T
∂ z2

]
+
�
�
��7

0
q̇

ρcp
(B.2)

Considerando a simetria do problema e levando em conta apenas efeitos difusivos na
Eq. B.2, isto é,

(
Ur = 0, ∂

∂θ
= 0
)

, tem-se:

∂T
∂ t

=
α

r
∂

∂ r

(
r∂T
∂ r

)
(B.3)

A seguir, utiliza-se argumentos de Análise Dimensional para se obter a expressão da
temperatura induzida por uma partícula de temperatura. Inicialmente, se estabelece a relação
funcional:

F
(

T
Q
,r, t,α

)
= 0 (B.4)

sendo n = 4 grandezas.

Em seguida, a ordem (r) da matriz dimensional é obtida. Veja a Tab. B.1.

O determinante não nulo com mais grandezas é obtido, por exemplo, pela coluna dos r
e t, linhas L e T. Logo, tem-se r = 2 e, portanto, n− r = 4− 2 = 2Π’s a serem determinados.
Estes adimensionais são obtidos por meio de um método expedito.
1 Este material foi adaptado das notas de aula da disciplina MMF11: Dinâmica da Vorticidade, oferecida pelo

PPG-EM da UNIFEI, ministrada pelo professor Dr. Luiz Antonio Alcântara Pereira no primeiro semestre de
2024.
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Tabela B.1 – Matriz dimensional do problema da partícula de temperatura.
T
Q r t α

M 0 0 0 0
L -2 1 0 2
T 0 0 1 -1
θ 0 0 0 0

• Comprimento ou velocidade representativa do escoamento adotado: tempo represen-
tativo: t = T → T = t

• Propriedade dos fluidos: Propriedade dos fluidos: α = L2T−1 → L = (αt)1/2

Π1 :
T
Q

= L−2 =
[
(αt)1/2

]−2
= (αt)−1 −→ Π1 =

T
Q

αt (B.5)

Π2 : r = L = (αt)1/2 −→ Π2 =
r√
αt

(B.6)

Estabelecendo a relação adimensional: ϑ(Π1,Π2) = 0

ϑ

(
T
Q

αt,
r√
αt

)
= 0 (B.7)

Seja η = r√
αt , a relação adimensional definida pela Eq. B.7 pode ser escrita como:

T =
Q
αt

f (η) (B.8)

As derivadas da Eq. B.8 tomam a seguinte forma:

∂η

∂ r
=

1√
αt

(B.9)

∂η

∂ t
=−η

2t
(B.10)

∂T
∂ t

=− Q
αt2

[
f (η)+

1
2

η
∂ f
∂η

]
(B.11)

∂T
∂ r

=
Q

αt
√

αt
∂ f
∂η

(B.12)

∂

∂ r

(
r

∂T
∂ r

)
=

Q
αt

√
αt

(
∂ f
∂η

+η
∂ 2 f
∂η2

)
(B.13)

α

r
∂

∂ r

(
r

∂T
∂ r

)
=

Q
ηαt2

(
∂ f
∂η

+η
∂ 2 f
∂η2

)
(B.14)

Utilizando as derivadas na Eq.B.3, vem:(
− f − 1

2
η

∂ f
∂η

)
Q

αt2 =

(
1
η

∂ f
∂η

+
∂ 2 f
∂η2

)
Q

αt2 (B.15)
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Simplificando o termo Q
αt2 em ambos os lados e organizando, vem:

2η
∂ 2 f
∂η2 +2

∂ f
∂η

+η
2 ∂ f

∂η
+2 f η = 0 (B.16)

Alternativamente, abrindo mão da notação de Leibniz de derivadas:

2η f ′′+2 f ′+η
2 f ′+2 f η = 0 (B.17)

Porém, na diferenciação em relação a η , pode-se escrever a Eq. B.17 de forma alterna-
tiva:

2(η f ′)′+(η2 f )′ = 0 (B.18)

Integrando a Eq. B.18 em relação a η , tem-se:

2η f ′+η
2 f = A (B.19)

onde A = 0, uma vez que f ′(0) = 0.

Dividindo membro a membro por η , e usando o método de separação, vem:

2 f ′+η f = 0 −→ 2
d f
dη

+η f = 0 −→ d f
f
=−η

2
dη (B.20)

Integrando:

ln f =−η2

4
+C (B.21)

Sendo C uma constante, vale dizer que C = lnB, B,C ∈ R∗. Assim:

ln f − lnB = ln
(

f
B

)
=−η2

4
(B.22)

Portanto:

f (η) = Bexp
(
−η2

4

)
(B.23)

Da Eq. B.8, substitui-se o valor de f (η)

T (r, t) =
QB
αt

exp

[
−1

4

(
r√
αt

)2
]
=

QB
αt

exp
(
− r2

4αt

)
(B.24)

Escolhendo-se B = 1
4π

, tem-se, em termos de variáveis dimensionais, a distribuição
gaussiana de temperatura de uma partícula de temperatura de intensidade Q:

T (r, t) =
Q

4παt
exp
(
− r2

4νt

)
(B.25)

É possível fazer uma analogia com o conceito de raio de penetração do calor a partir
de uma superfície sólida aquecida trocando calor com o meio fluido durante um incremento de
tempo, define-se o raio do núcleo da partícula como σT =

√
4αt, o que permite se escrever a

Eq. B.26 como:

T (r, t) =
Q

4παt
exp
(
− r2

σ2
T

)
(B.26)
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APÊNDICE C – Algoritmo do Código
Computacional

C.1 Introdução

Este apêndice tratará da estrutura computacional do algoritmo implementado para si-
mular o escoamento ao redor de um corpo rombudo com parede hidraulicamente rugosa e que
troca calor com o fluido. Inicialmente serão descritas as subrotinas que compõem o código e,
em seguida, a ordem de chamada. Antes disso, é necessário descrever parâmetros do programa
que são utilizados para alocar memória aos vetores.

• bm: Número máximo de corpos que podem ser simulados;

• pm: Relacionado ao número máximo de painéis. Deve ser sempre superior porque as
matrizes receberão uma linha adicional para considerar condições de contorno;

• zm: Relacionado ao número máximo de partículas (vórtices discretos e partículas de tem-
peratura) que o programa terá no último instante da simulação;

• am: Relacionado ao número de incrementos de tempo da simulação;

• pmr: Número máximo de pontos rugosos dispostos sobre todos os semi-círculos dispos-
tos sobre o corpo discretizado.

C.2 Descrição das Rotinas

• Input.for: Rotina responsável por ler os dados de entrada de INPUT.DAT, inicializar as
variáveis do programa e abrir os arquivos de saída;

• Discret.for: Gera o vetor que armazena os pontos extremos,ep(pm,2,bm), de cada
painel que compõe o corpo;

• Datapr.for: Determina a região retangular ao redor do corpo que será usada para a
etapa de reflexão. Também define, para cada painel, seus pontos de início e fim (vetores
pt1(pm,2,bm) e pt2(pm,2,bm)), sua inclinação com o eixo x1, fi(pm,bm), pontos de
controle, co(pm,2,bm), e de desprendimento, pshed(pm,2,bm);

• Geometry.for: Preenche o arquivo DISCRET.DAT contendo os pontos de desprendi-
mento, controle, de início e fim dos painéis, o comprimento de cada painel e seu ângulo;
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• Dataprr.for: Preenche o arquivo DISCRETR.DAT com os NR pontos rugosos, prough(pmr,2,bm),
de cada painel;

• Coups.for: Gera a matriz de influência de fontes, [COUPS], calculando a velocidade in-
duzida em cada ponto de controle devido às fontes que discretizam o corpo;

• Coupv.for: Gera a matriz de influência de vórtices, [COUPV], calculando a velocidade
induzida pelos vórtices nascentes em pshed nos pontos de controle co;

• Modcoup.for: Acrescenta uma linha adicional à matriz coup correspondente a fim de
acrescentar a equação responsável pela conservação da circulação (para COUPV) ou comn-
servação da massa (para COUPS);

• Couppr.for: Gera a matriz de influência de pressão, [COUPP], calculando a velocidade
induzida por cada painel nos mb pontos de controle;

• Rhss.for: Calcula o vetor lado direito-fontes, considerando em cada ponto de controle a
velocidade normal induzida pelo escoamento incidente e nuvem de vórtices discretos;

• Gausspiv.for: Resolve sistemas lineares da forma [COUP]{X} = {RHS} por eliminação
de Gauss;

• Verifmass.for: Verifica a conservação da massa, isto é, a soma das intensidades de cada
fonte pelo tamanho do respectivo painel, e preenche este valor e informações do último
painel no arquivo CTRLS.DAT;

• Compusvs.for: Calcula a velocidade induzida em cada ponto de controle pela indução
das fontes de densidade uniforme distribuídas nos painéis;

• rhsv.for: Calcula o vetor lado direito-vórtices, considerando para cada ponto de con-
trole a velocidade tangencial induzida pelo escoamento incidente e nuvem de vórtices
discretos;

• Modrhs.for: Adiciona uma linha adicional ao vetor lado direito correspondente a fim de
adicionar a condição de conservação de circulação ou da massa ao sistema linear;

• Mini_quad.for: Multiplica a matriz de influência e o vetor coluna lado direito pela
transposta da matriz de influência, aplicando o Método de Mínimos Quadrados;

• Verifcirculat.for: Soma a intensidade de todos os vórtices discretos nascentes e es-
creve este valor no arquivo CTRLV.DAT;

• Generat.for: Gera os mb vórtices discretos nascentes nos pontos de desprendimento de
cada painel;
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• Compumvm.for: Calcula a velocidade total induzida em cada ponto de controle devido à
nuvem de vórtices discretos de Lamb (z vórtices discretos);

• Compumvmextra.for: Calcula a velocidade total induzida em cada ponto de controle
devido à nuvem de vórtices discretos existentes antes da geração no início do incremente
de tempo do processo iterativo (z−mb vórtices discretos);

• Generatextra.for: Corrige a intensidade dos vórtices discretos de Lamb nascentes den-
tro do processo iterativo para verificar a condição de escorregamento nulo;

• Compubvbr.for: Calcula as velocidades induzidas nos pontos de desprendimento e nos
pontos rugosos devido ao escoamento incidente e aos painéis que discretizam o corpo;

• Compuvvvr.for: Calcula a velocidade induzida nos pontos de desprendimentos e nos
pontos rugosos devido à nuvem de vórtices discretos de Lamb com o uso da Lei de Biot-
Savart;

• Roughness.for: Esta rotina calcula a viscosidade turbulenta nos pontos de desprendi-
mento chamando a sub-rotina Turbviscr.for. Em seguida, atualiza o raio do núcleo do
vórtice discreto e seu ponto de desprendimento devido aos efeitos de rugosidade superfi-
cial, como mostrado na Seção 4.9;

• Turbviscr.for: Calcula a viscosidade turbulenta nos pontos turbulentos utilizando a
FEVO2 considerando a influência dos NR pontos rugosos dispostos sobre semi-círculos
em torno de cada painel (vide Fig. 4.2);

• Coupvr.for: Matriz de influência auxiliar que calcula o efeito dos vórtices discretos
nascentes em cada ponto de controle, considerando o raio do núcleo modificado pelos
efeitos de rugosidade superficial;

• Generatr.for: Gera os mb novos vórtices discretos nos pontos de desprendimento ru-
gosos, pshedr, atualizando os raios do núcleo e intensidade gerados para uma parede
hidraulicamente lisa, de acordo com a Eq. 4.70;

• Printrough.for: Abre os arquivos VELROUGHXXXX.DAT e ROUGHXXXX.DAT. No pri-
meiro, preenche as velocidades de cada ponto de desprendimento e em cada ponto ru-
goso. O segundo arquivo escreve os pontos de desprendimento rugosos, a viscosidade
turbulenta em cada um deles, o raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb rugoso nas-
cente e a intensidade deste vórtice;

• Velfield.for: Abre o arquivo ADERENCIAXXXX.DAT, calcula e preenche em cada ar-
quivo as velocidades normais e tangenciais em cada ponto de controle;

• Compubvb.for: Calcula as componentes da velocidade de advecção de cada vórtice dis-
creto de Lamb devido à contribuição dos painéis de fontes e do escoamento incidente;
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• Compuavvav.for: Realiza a interação vórtice-vórtice. A lei de Biot-Savart é utilizada,
conforme explicado na Seção 4.5;

• Rhsp.for: Cria o vetor coluna do lado direito-pressão, conforme a Eq. 4.56;

• Pressure.for: Resolve o sistema linear da Eq. 4.59, obtendo os valores do trabalho es-
pecífico, Ỹ , e calcula os coeficientes de arrasto e sustentação, de acordo com as Eqs. 4.62
e 4.63. Em seguida, preenche o arquivo FORC.DAT com o instante da simulação, coefici-
entes de arrasto e sustentação. Este arquivo é utilizado para construir as curvas de arrasto
e sustentação;

• Generationt.for: Gera as partículas de temperatura nascentes a cada instante e suas
intensidades de acordo com a Lei de Fourier Modificada, Eq. 4.19;

• Tempco.for: Verifica a temperatura induzida em cada ponto de controle a fim de assegu-
rar a condição de temperatura constante na parede;

• Roughness_t.for: Utiliza a FEVO2 para calcular a difusividade térmica turbulenta local
e realizar um incremento na intensidade de cada partícula de temperatura. Também realiza
o incremento do raio do núcleo da partícula e ajusta seu ponto de desprendimento;

• Generattempr.for: Atribui os valores de posição e intensidade às partículas de tem-
peraturas que foram geradas para uma parede hidraulicamente lisa a fim de considerar a
altura média de rugosidade superficial do cilindro;

• Compubvbt.for: Calcula a contribuição do corpo e escoamento incidente para se obter a
velocidade de cada partícula de temperatura;

• Compuatvat.for: Calcula a interação vórtice-temperatura, na qual os vórtices discretos
induzem velocidade nas partículas de temperatura;

• Domain.for: Calcula os valores mínimos e máximos das posições em x1 e x2 que pos-
suem vórtices discretos ou partículas de temperatura a fim de gerar a estrutura de caixas
da aceleração da turbulência;

• Boundary.for: Aloca memória para as variáveis box e boxt, que farão o agrupamento
local das partículas da nuvem e das camadas-limites. Ambas as caixas possuem as mes-
mas dimensões, mas a primeira somente comporta vórtices discretos, enquanto a segunda
considera apenas partículas de temperatura;

• Box_structure.for: Verifica a qual caixa pertence cada vórtice discreto e partícula de
temperatura;

• Turbulence.for: Calcula a viscosidade turbulenta e difusividade térmica turbulenta em
cada vórtice discreto de Lamb e partícula de temperatura, respectivamente. Os cálculos
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consideram uma coroa em torno de cada partícula e verifica apenas os vórtices discretos
na própria caixa e nas oito adjacentes. Tanto para vórtices discretos quanto para partícu-
las de temperatura é utilizada a nuvem de vórtices para o cálculo de νT e αT , devido à
necessidade de se obter a flutuação de velocidades local.

• Advec.for: Realiza a advecção dos vórtices discretos de Lamb e das partículas de tem-
peratura pelo Método de Euler;

• Diffus.for: Realiza a difusão de cada partícula por meio do Método de Avanço Randô-
mico;

• Radreflection.for: Reflete as partículas que podem ter migrado para o interior do
cilindro durante a advecção ou difusão para que retornem ao domínio fluido;

• Natconvec.for: Caso Ri ̸= 0, realiza a convecção natural dos vórtices discretos devido
às partículas de temperatura. Isto é feito considerando o gradiente de temperatura à es-
querda e direita de cada vórtice discreto de Lamb;

• Print.for: Abre e preenche os arquivos de esteira WKXXXX.DAT,WTXXXX.DAT, que pos-
suem as informações de posição, intensidade e raio do núcleo de cada vórtice discreto e
partícula de temperatura naquele instante da simulação. Também abre e preenche os ar-
quivos CP1XXXX.DAT que armazenam o coeficiente de pressão em cada instante de tempo
para cada ângulo, sendo 0◦ o bordo de ataque;

• Tempshed.for: Calcula a temperatura induzida pela nuvem nos pontos de desprendi-
mento das partículas de temperatura hidraulicamente lisa;

• Nusselt.for: Calcula o número de Nusselt médio ao longo da superfície do cilindro em
cada instante de tempo;

• Average.for: Gera os arquivos de saída de coeficiente de pressão médio e fecha os
arquivos abertos na subrotina Input.for;

• Turbmesh.for: Preenche as posições e as viscosidades turbulentas e difusividades tér-
micas turbulentas de cada vórtice discreto e partícula de temperatura no instante final de
tempo da simulação.

C.3 Algoritmo Computacional
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Datapr.for

Geometry.for

Dataprr.for

Coups.for

Coupv.for

Modcoup.for
coups

coupv

Couppr.for

Rhss.for

Gausspiv.for coups,rhss

Verifmass.for

Compusvs.for

Rhsv.for

Modrhs.for rhsv

Mini_quad.for rhsv,coupv

Gausspiv.for rhsvmq,coupvmq

Verifcirculat.for

Generat.for Para step=1,stop

INPUT.DAT

Compumvm.for

Rhss.for

Modrhs.for rhss

Mini_quad.for rhss,coups

Gausspiv.for rhssmq,coupsmq

Verifmass.for

Para j=1,10Compusvs.for

Compumvmextra.for

Rhsv.for

Modrhs.for rhsv

Mini_quad.for rhsv,coupv

Gausspiv.for rhsvmq,coupvmq

... ...

Processo iterativo

Aderência

Figura C.1 – Fluxograma do código parte 1/3. Fonte: O Autor.
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...

... ...

Figura C.2 – Fluxograma do código parte 2/3. Fonte: O Autor.
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Domain.for
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Diffus.for
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Radreflection.for
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... ...
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Box_structure.for
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convert.for

Figura C.3 – Fluxograma do código parte 3/3. Fonte: O Autor.
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