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Resumo

VAZ, J. C. (2015), Analise Dinamica de Estruturas com Parametros Intervalares, Itajuba, p.
155, Tese (Doutorado em Projeto e Fabricacdo), Instituto de Engenharia Mecanica,

Universidade Federal de Itajuba.

O presente trabalho busca avaliar o resultado de problemas de vibragdo mecanica na
presenca de parametros de valores intervalares, tais como, massa, comprimento, modulo de
elasticidade, momento de inércia. Um método possibilistico e eficaz computacionalmente é
proposto a fim de se obter a faixa de intervalo da frequéncia natural de sistemas com
parametros intervalares. O problema de autovalor intervalar é formulado pelo Método dos
Elementos Finitos (MEF) cujas matrizes, de rigidez e de massa, sdo submetidas a perturbacao
pela Teoria da Perturbacdo de Matrizes. Em cada fase da analise, a existéncia de incertezas na
formulacdo das matrizes é considerada como perturbacdo num sistema pseudo-deterministico
capaz de fornecer resultados tecnicamente confiaveis e eficientes. Resultados numéricos sdo
apresentados usando o programa computacional desenvolvido pela autora em MATLAB®.
Este programa trabalha com estruturas dindmicas sujeitas a incertezas intervalares. Os
resultados numéricos séo validados com a literatura e com o Método de Monte Carlo. Testes

experimentais foram realizados a fim de validar experimentalmente os resultados teoricos.

Palavras-chave
Parametros Intervalares, Frequéncia Natural, Teoria da Perturbacdo de Matrizes,

Método dos Elementos Finitos, Método de Monte Carlo.



Abstract

VAZ, J. D. C. (2015), Dynamic Analysis of Structures with Interval Parameters, Itajubd,
p. 155, Dr. Thesis — Mechanical Engineering Institute, Federal University of Itajuba.

This study aims to evaluate the result of mechanical vibration problems in presence of
an interval of values for parameters such as mass, length, modulus of elasticity, moment of
inertia. A possibilistic and computationally efficient method is proposed to obtain the limits
of natural frequency of systems with interval parameters. The interval eigenvalue problem is
formulated by the Finite Element Method (FEM) which (stiffness and mass) matrices are
submitted to disturbance by Perturbation Theory of Matrices. At each stage of the analysis,
the existence of uncertainty in matrix formulation is considered as the presence of disorder in
a pseudo-deterministic system capable of providing technically reliable and efficient results.
Numerical results are presented using a tool developed by the author in MATLAB ®. This
program works with dynamic structures with interval uncertainty. The numerical results are
compared with the literature and with a Monte Carlo simulation. Experimental tests were

conducted to validate the results of the proposed method.

Keywords
Interval Parameters, Natural Frequencies, Matrix Perturbation Theory, Finite Element
Method, Monte Carlo Method.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O comportamento de estruturas com parametros intervalares (ou incertos) t€m sido
investigado por diversos autores devido a sua importancia nos campos da engenharia
mecanica estrutural. A presenca de parametros intervalares nos projetos mecanicos pode ser
atribuida as imperfei¢cdes fisicas, imprecisdes do modelo matemético e a complexidade do
sistema. Na prética, busca-se trabalhar com projetos tecnicamente confidveis, com elevado
grau de seguranca e reduzido custo financeiro. Tendo em vista as necessidades do mundo na
atualidade, a avalia¢do das incertezas nos projetos vem se tornando uma etapa que exige cada
vez mais aten¢do e cuidados especiais durante a sua elaboragdo. A fim de se garantir um bom
desempenho ao longo da vida util do sistema, devem-se levar em consideracdo as incertezas

presentes nos parametros estruturais.

Na prética observa-se que os projetos de engenharia mecanica estrutural sofrem a
influencia de incertezas nos parametros em graus variados. Este trabalho estd preocupado com
problemas de vibragdo mecanica estrutural quando sujeita a incertezas em seus parametros
fisicos, o que produz matrizes de rigidez e de massa de valores variados dentro de um

intervalo. Neste caso, o problema de autovalor é transformado em um problema de

autovalores intervalares.

No campo da engenharia, incerteza ¢é uma palavra importante que deve
sempre ser levada em conta. A andlise de incerteza torna-se mais evidente quando o objetivo

dos projetos de engenharia for a segurancga estrutural, que é a base para a concep¢do ou



avaliacdo de qualquer projeto de engenharia. Na pritica os materiais de construcdo nao
apresentam propriedades homogéneas e podem apresentar variacao das propriedades ao longo
da vida, € o que ocorre com o duraluminio, liga de aluminio usada em estruturas aeronduticas.
Com o passar do tempo ocorrem mudangas nas propriedades mecanicas do material devido a
perda do tratamento térmico, conhecido como témpera, ao qual a liga € submetida. Essa perda
ocorre por conta do envelhecimento do material, ocasionado pela temperatura do ambiente.
Esse processo de perda do tratamento térmico do duraluminio produz variagdo nas

propriedades mecanicas e consequentemente suas grandezas tornam-se varidveis, (Figura 1-

a).

Além das incertezas presentes no material usado na fabricacdo das estruturas
aeronduticas, pode-se citar também, as incertezas associadas a rigidez dos mancais que
compde as linhas de eixos de mdaquinas rotativas. Neste caso, tem-se que as frequéncias
naturais das linhas de eixos ficam susceptiveis a incertezas em suas grandezas, em particular a
rigidez dos mancais de apoio. Essa rigidez € um dos parametros mais importantes no cdlculo
das frequéncias naturais, podendo haver diferencas significativas nos resultados mesmo na
presenca de pequenas variagOes nos valores da rigidez. A rigidez dos mancais € o resultado
combinado da flexibilidade da pelicula lubrificante, da flexibilidade da carcaca do mancal e
da base de fixacdo da carcaga do mancal. Todas essas flexibilidades sdo de dificil
determinacdo, tendo em vista a complexidade dos fendmenos envolvidos e da geometria das
estruturas. Desta forma, o célculo de velocidades criticas de operagdo de linhas de eixo deve
ser executado, tendo-se em mente a incerteza associada a determinacdo da rigidez dos
mancais e, para finalidades de projeto, seria adequado avaliar o intervalo de possibilidades de
frequéncias naturais em funcdo das incertezas na determinacdo da rigidez dos mancais,

(Figura 1- b).

Outra fonte de incerteza em parametros mecanicos estruturais é o processo de corrosao
dos materiais de fabricagdo, pois provoca a deterioracdo dos materiais como perda uniforme

de massa e consequentemente diminui¢do da secdo transversal, (Figura 1- c).

As incertezas estdo presentes também no processo de medi¢do das grandezas fisicas. A
exatiddo e a precisdo de uma grandeza medida estardo sempre limitadas tanto pela
sofisticacdo do equipamento utilizado como pela habilidade do sujeito que realiza a medida

(Figura 1- d).
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Figura 1 — Exemplos de causas de incertezas.

Vale ressaltar a importincia de se garantir a seguranca estrutural nos projetos de
engenharia. Uma falha estrutural pode trazer graves problemas para a sociedade, como lesdes
humanas, problemas ambientais ou até problemas econdmicos. Por esses motivos diversos
estudos tém sido realizados para reduzir os riscos de falhas e garantir maior seguranga aos
projetos. A Figura 2 — a, mostra a foto da ponte I-35W localizada nos Estados Unidos, onde o
calculo correto do projeto poderia ter evitado a quebra da ponte. A Figura2- b, apresenta a
foto de um prédio localizado em Bélem — PA, apés o desabamento. O desabamento ocorreu
em janeiro de 2016 e segundo a pericia feita no local uma das possiveis causas do acidente

aponta erro no célculo estrutural.



a) Ponte [-35W apds desabamento

b) Prédio desaba em Bélem — PA: erro de

calculo estrutural

Figura 2 — Falhas estruturais.

Os parametros fisicos utilizados para descrever as estruturas sao muitas vezes imprecisos
devido as incertezas fisicas e geométricas, ou imprecisdes na modelagem do sistema. Estes
parametros sdo, geralmente, identificados como varidveis aleatérias sendo introduzido numa
abordagem estocdstica, ou seja, varidveis aleatérias que dependem do tempo. Na literatura,
diferentes métodos sdo apresentados a fim de solucionar problemas com varidveis aleatorias.
Como exemplo, podem-se citar as técnicas probabilisticas. Entretanto, os métodos
probabilisticos tratam de varidveis aleatdrias (estocdsticas) cuja densidade de probabilidade
deve ser conhecida. Muitas vezes, tém-se apenas informacdes empiricas acerca do problema,
sem o conhecimento sobre a densidade de probabilidade, dificultando a avaliacdo por tais

métodos.

Com base em informacdes empiricas ou informagdes coletadas por meio de uma
investigacdo do problema mecanico, garante-se mais sucesso na avaliacdo do problema
quando os parametros sao representados por uma faixa de valores, sem a necessidade de
seguir uma determinada funcdo de distribui¢do de probabilidade (Pereira, 2002). Neste caso,
busca-se trabalhar com os métodos sob o ponto de vista da aritmética intervalar. Desta
maneira, a incerteza € envolvida pelo tamanho do intervalo e ndo ha necessidade de nenhuma
distribuicao de probabilidade para representd-la, simplificando assim o trabalho de operagdes

e analises.




Este trabalho aborda os problemas mecéanicos com parametros intervalares. Um método,
de solugdo rapida e eficiente, é apresentado para tratar de problemas dindmicos intervalares. O
método € validado com os resultados da literatura e com os resultados experimentais. A fim
de obter uma faixa de valores que encontrasse os parametros com intervalos estreitos e
confidveis, utilizaram-se técnicas de probabilidade e estatistica apenas para caracterizar a
incerteza das varidveis e obter os limites do intervalo. Vale ressaltar que ndo ha necessidade
de tal operacdo na pratica, pois, com base numa pesquisa de campo € possivel obter dados (ou
melhor, os limites das grandezas fisicas) a partir de fontes diretas (pessoas) que conhecem,
vivenciam ou tem conhecimento sobre o tema. Em suma, com uma pesquisa empirica €

possivel obter o intervalo das varidveis e aplicar a metodologia abordada aqui.

As incertezas nas varidveis de um sistema e em suas relagdes podem, de forma geral,

serem atribuidas a fontes cognitivas e ndo-cognitivas:

As fontes ndo-cognitivas incluem parametros do sistema que sdo tratados como
varidveis aleatérias com distribui¢do de probabilidade ou dados estatisticos conhecidos.
Nestes casos a resposta do sistema pode ser determinada através da teoria da probabilidade e

de processos aleatdrios.

v'As fontes cognitivas incluem incertezas decorrentes de informagdes imprecisas ou
vagas, sujeitas a julgamentos ou subjetividade de opinides. Os axiomas da
probabilidade estatistica sd@o limitados para tratar este tipo de incerteza, propiciando
por exemplo a aplicagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) cujas matrizes sdo

tratadas com base nas propriedades da matematica intervalar.

Portanto, de acordo com o tipo de incerteza existente em um sistema de engenharia,
diferentes abordagens sdo utilizadas em sua andlise. Assim, duas abordagens sdo tratadas e

discutidas neste trabalho:

v'A abordagem probabilistica, trata de incertezas numéricas ndo-cognitivas, na qual as
propriedades sdo tratadas como varidveis aleatdrias. Neste caso € aplicado o MEF

utilizando a simula¢do de Monte Carlo;

v' A abordagem possibilistica, trata de incertezas numéricas cognitivas, neste trabalho serd

representada por um modelo baseado no MEF com aplicac@o da aritmética intervalar,



a fim de que o MEF trabalhe com numeros intervalares. Neste caso, as matrizes, de
rigidez e de massa, sdo submetidas a matrizes de perturbacdo com o objetivo de obter

os limites, inferior e superior, da resposta do sistema.

A técnica de simulacdo de Monte Carlo baseia-se na geracdo de um numero finito de
amostras de um processo. Sao gerados vetores de varidveis aleatdrias a partir de uma fungao
de densidade de probabilidade e, a partir deles, realizam-se as simula¢des do problema. Ao
final do processo, gera-se um resumo estatistico em que sdo avaliadas as médias e as
variancias das respostas das simulacdes. Esta técnica possui como vantagens o fato de ser
simples e absolutamente geral e como desvantagem o numero exagerado de simulacdes
exigido para se obter um resultado com precisdo aceitdvel, o que pode tornar o método

invidvel para problemas de grande porte.

A aritmética intervalar, em principio, € considerada a ferramenta mais simples para tratar
uma incerteza numérica cognitiva, bastando fornecer um intervalo numérico que contém o
valor exato e seguir em frente com as andlises, ou seja, ndo sdo necessdrias informacodes
estatisticas e nem fungdes de pertinéncia das varidveis. As propriedades de subcancelamento e
de subdistributividade da aritmética intervalar fazem com que cuidados especiais sejam
tomados, principalmente na solucdo de sistemas de equagdes nos quais os métodos
convencionais nao funcionam. Uma diferenca notdvel em aritmética intervalar € observada na
propriedade distributiva x(y + z) = xy + xz que, em geral, ndo vale para nimeros intervalares,
onde apenas garante-se que: x(y £z)Sxy £xz, parax,y, z € Re (x £y)z Sxz +yz, para x, y,
7z € R. Além dos cuidados citados, deve-se ficar atento ao cdlculo de expressdes na qual a
varidvel aparece mais de uma vez. Estas expressdes podem gerar resultados errados com

superestimacao.

As formulagdes do MEF formam a matriz de rigidez global do sistema por meio de um
procedimento conhecido como assembly, na qual a rigidez dos elementos finitos, que
compartilham um mesmo grau de liberdade, é somada. O MEF foi implementado para
trabalhar com ndmeros intervalares onde a matriz de rigidez global e a matriz de massa global

sdo obtidas usando os principios da Aritmética Intervalar.

O presente trabalho busca avaliar a solu¢do dos problemas de vibracdo mecanica na

presenca de parametros de valores intervalares, tais como, massa, comprimento, médulo de



elasticidade, momento de inércia. O resultado tedrico € avaliado por meio do MEF associado
a teoria da perturbacdo de matrizes aplicada a problemas dindmicos com parametros
intervalares (Mehdi, 2005). O método utilizado pelos autores trabalha com problemas de
autovalor intervalar num sistema pseudo deterministico capaz de fornecer resultados
tecnicamente confidveis de maneira rdpida e eficiente. Neste caso, o intervalo das frequéncias
naturais, de um problema dinadmico, é obtido por meio de um problema de autovalor com
matrizes (de rigidez e/ou de massa) centrais sujeitas a matrizes (de rigidez e/ou de massa) de
perturbacdo radial. A fim de se obter resultados fisicos corretos, sdo impostas restrigoes
matematicas as matrizes de perturbacao, tais como: a matriz de massa de perturbacdo radial
deve ser obtida através de uma combinacao linear de matrizes positivas definidas, ja a matriz
de rigidez de perturbagdo radial € obtida por uma combinacdo de matrizes positivas

semidefinidas.

1.1 REVISAO DA LITERATURA

7z

Uma questdo importante enfrentada na prética da engenharia é como lidar com as
grandezas de valores incertos. As incertezas estdo presentes nas grandezas dos sistemas
mecanicos, porém na maioria dos casos trabalha-se com valores médios a partir de grandezas
intervalares. H4 casos, como os projetos de veiculos automotores, veiculos espaciais,
estruturas civis, entre outros, em que se necessita trabalhar com as incertezas, a fim de evitar

que uma aproximagao grosseira de um intervalo venha prejudicar a precisao dos resultados.

De acordo com Oberkampf et al. (1999) a incerteza é definida como uma deficiéncia que
pode ou ndo ocorrer durante o processo de modelagem de estruturas, devido a falta de
conhecimento do engenheiro acerca do projeto. Elas surgem devido as incompatibilidades e
imprecisdes nos parametros fisicos e geométricos, tais como carga, médulo de elasticidade,
coeficiente de Poisson, comprimento, entre outros. Existem diferentes técnicas para lidar com
incertezas e aleatoriedade (Altus et al., 2005;. Ayyub e Gupta, 1997 ; Biondini et al., 2004;.
Hurtado, 2002; Klir, 1995; Maglaras et al., 1997;. Muhanna e Mullen, 2001; Zimmermann,
2000).



Uma maneira simples de representar e executar operagdes com dados inexatos € utilizar a
aritmética intervalar, também chamada de analise intervalar. Neste contexto, uma incerteza
pode ser representada por um intervalo de ndmeros reais, que contém o valor desconhecido
exato do nimero em questdo. Desta maneira, a incerteza € envolvida pelos limites do
intervalo e ndo ha necessidade de nenhuma distribuicao de probabilidade para representa-la,
simplificando assim o trabalho de operacdes e andlises. A primeira abordagem da aritmética
intervalar comecou com Burkill (1924). Em seguida, um novo estudo sobre o assunto foi
realizado por Young (1931). Anos mais tarde, Sunaga (1958) concretizou o uso da aritmética
intervalar. Mas foi com os estudos da dissertacio de doutorado de Moore (1962) que a
aritmética intervalar ganhou uma atencdo especial, na qual o autor apresenta um
desenvolvimento moderno da técnica com uma gama de op¢des de utilizagdo na pratica.
Desde entdo, varios artigos e livros tém abordado este assunto. Congressos, encontros,
softwares e grupos de discuss@do vém contribuindo para o aumento do interesse e da

importancia deste tema.

A Técnica da Perturbacdo é essecialmente usada para avaliar a incerteza da resposta
estrutural. Matos (2007) utiliza a técnica na engenharia civil para avaliar a resposta de
sistemas estruturais com parametros intervalares, por meio dos valores médios e seus devios
padrao. A metodologia fornece resultados precisos para problemas lineares e varidveis
aleatérias com distribuicdo de probabilidade normal ou quasi-normal (Eibl e Schmidt-

Hurtienne, 1995.

Diversas formulagdes tém sido propostas para avaliar eficientemente a incerteza das
varidveis de entrada em diferentes dreas da engenharia, tais como, engenharia civil, mecanica
e aeroespacial (DeLaurentis e Marvris, 2000 ; Du e Sudjianto, 2004;. Haftka et al., 2006;
Huang e Xiaoping, 2006; Rao e Sawyer, 1995; Zou e Mahadevan, 2006). Uma das
metodologias alternativas que tem sido aplicada é a Técnica de Redes Neurais (Ayyub e

Gupta, 1997; Hurtado, 2002; Papadrakakis e Lagaros, 2002).

Muhanna e Mullen (1999, 2001) desenvolveram uma nova formulagdo do Método dos
Elementos Finitos Intervalar (MEFI) baseada na técnica Element-by-Element (EBE) para o
estudo de incertezas em mecanica estrutural. O método permite o tratamento de incertezas

tanto no carregamento quanto na matriz de rigidez dos elementos. Esta formulacdo evita as



principais fontes de superestimacao e gera uma envoltdria de solucdes com intervalos bastante

estreitos.

Matsumoto e Iwaya (2000) apresentaram duas metodologias para obter as respostas de
uma trelica com incertezas na geometria da estrutura. Na primeira metodologia, o problema ¢
formulado pelo MEF adaptado a matemaética intervalar, introduzido por Moore (1962). Na
segunda metodologia, o MEF € formulado como um problema de otimizac¢do, que demonstrou
ser mais eficiente, pois se obteve as respostas que mais se aproximaram da solu¢@o verdadeira

obtida por simula¢cdao de Monte Carlo.

Conforme mencionado na introducdo, o Método de Monte Carlo é uma metodologia
bastante conhecida, de facil implementacdo e muito utilizado para validar novas técnicas de
tratamento de incerteza em sistemas mecanicos, porém o seu elevado custo computacional o
torna invidvel na pratica (Mahadevan e Raghothamachar, 2000; Olsson et al., 2003; Ra-

Rohani e Singh, 2004; Schueller, 2001).

A andlise de incertezas na exploracdo de petréleo € uma area de interesse das companhias
com o objetivo de reduzir o risco exploratério com a consequente otimizacdo dos recursos
financeiros. Tendo em vista este cendrio, Pereira (2002) apresentou um estudo com o uso da
aritmética intervalar e da aritmética fuzzy como uma alternativa para avaliar a incerteza em
métodos numéricos para modelagem de bacias. Zadeh (1965) introduziu a teoria dos
conjuntos fuzzy com o objetivo de definir classes de objetos com graduacdes continuas de
pertinéncia, ou associacdo, compreendidas no intervalo [0,1]. Desta forma, € possivel modelar
sistemas complexos que seriam dificeis na teoria dos conjuntos convencionais. Em &lgebra
booleana, a no¢do de valores verdadeiros e falsos estd limitada a 1 (um) ou O (zero). Em
16gica fuzzy, é possivel tratar valores “mais ou menos” verdadeiros ou falsos, definidos por

nimeros reais que variam no intervalo [0,1].

Parametros incertos podem causar mudangas significativas nas frequéncias naturais de
sistemas mecanicos. Tendo em vista a ampla aplicabilidade do assunto na pratica, cientistas e
engenheiros vém estudando problemas de autovalor formado por matrizes intervalares, cujos
elementos sdo limitados dentro de uma regido de possiveis valores. Rohn (1987) estudou
problemas de autovalor intervalar padrdo de uma matriz intervalar simétrica e férmulas

derivadas para autovalores intervalares. Hallot e Bartlett (1987) descobriram que o espectro
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de autovalores de familia de matrizes intervalares depende do espectro de seus limites
definidos. Hudak (1984) investigou maneiras de relacionar a descoberta de Hallot e Bartlett

com os autovalores de uma matriz constante sob certas condigdes.

Com base nas propriedades de invaridncia das entradas do vetor caracteristico, Deif
(1991) apresenta um método para resolver problema de autovalor intervalar padrdo. Qiu et al.
(1993) estenderam o método de Deif para o problema de autovalor intervalar generalizado.
Porém, a falta de um critério eficiente para julgar as propriedades de invariancia dos
autovalores, de acordo com as operacOes intervalares, apresentam algumas restricdes ao
método de Deif que prejudicam a sua aplicabilidade. Com o intuito de superar essa limitagao
do método de Deif (1991), Qiu et al. (1995) desenvolveram um método para calcular
autovalor intervalar assumindo semi-definicdo positiva de erro no par de matrizes
intervalares. Para pequenos erros nas matrizes, Qiu et al. (1996) apresentaram um método de

perturbacao intervalar para problemas de autovalor intervalar.

Problemas de autovalor intervalar também foram estudados por Qiu et al. (2005). Os
autores interessados em problemas de vibracdo estrutural com grandezas intervalares
aplicaram o teorema Parameter Solution Vertex Theorem (PSVT) na solucdo de
autoproblemas intervalares. Qiu et al. (2005) trabalharam com decomposi¢do positiva de

matrizes de rigidez e de massa.

Adhikari et al. (2009) apresentam dois estudos experimentais que podem ser utilizados
para testar e validar diferentes métodos de quantificacio de incerteza estocdstica em
diferentes faixas de frequéncias. Os testes foram rigorosamente controlados e as incertezas
podem ser consideradas conhecidas para fins praticos, permitindo que os estudos na drea de
quantificacdo paramétrica de incerteza em modelos numéricos sejam comparados e validados
com os resultados obtidos experimentalmente pelos autores. O experimento descrito por
Adhikari et al. (2009) utiliza uma viga biengastada com 12 massas colocadas aleatoriamente
ao longo do comprimento da viga. As massas aleatérias correspondem a cerca de 1,6 % da
massa total da viga, o que simula erros aleatérios na matriz de massa. Cem (100) sistemas
dindmicos nominalmente idénticos foram criados e testados individualmente no laboratério de

Bristol - Laboratory for Advanced Dynamic Engineering.



11

Mehdi (2005) em sua tese de doutorado desenvolveu uma nova metodologia de facil
aplicacdo e de elevado desempenho computacional para a andlise da resposta dinamica de um
sistema sujeito a parametros intervalares. O método ndo exige um processo de solucao
combinatéria (de elevado custo computacional) para o cdlculo dos limites da resposta
dinamica e sugere que este possa ser estabelecido como uma ferramenta padrdo na
investigacao de problemas gerais de vibracdo estrutural na presenga de grandezas intervalares.
O problema de autovalor intervalar, formulado por meio do MEF, utiliza o conceito de
comportamento monotdnico de autovalores cuja matriz de rigidez (simétrica) fica sujeita a
matriz de perturbacdo (positiva semidefinida), o que leva a um processo computacionalmente
eficiente para determinar os limites das frequéncias naturais de um sistema mecanico
estrutural. Em seguida, usando os procedimentos para a perturbagdo de subespacos invariantes
de matrizes, obtém-se os limites do desvio direcional (inclinacdo) de cada modo de vibragdo.
Nesta tese, buscou-se desenvolver uma metodologia capaz de solucionar problemas na
presenca de incertezas tanto na matriz global de rigidez quanto na matriz global de massa, ja
que na pratica, as incertezas presentes em problemas de autovalor aparecem em ambas

matrizes globais.

1.2 CONTRIBUICAO DO TRABALHO

Apesar da importancia do tema abordado aqui, este assunto ainda é pouco explorado,
principalmente no Brasil. Com isso, busca-se contribuir com o desenvolvimento de uma
metodologia e um programa computacional para avaliar a resposta de um sistema dinamico
sujeito a incertezas intervalares. Baseado na teoria de perturbacdo de subespacgos invariantes
de matrizes, Mehdi (2005), obtém-se os limites intervalares de cada frequéncia natural. Medhi
(2005) apresenta uma metodologia para a solu¢do de problemas sob a influéncia de incertezas,
apenas, na matriz de rigidez global. Vendo a necessidade de uma metodologia que
apresentasse uma solucdo para problemas praticos de engenharia, na qual ambas matrizes, de
rigidez de massa, apresentassem incertezas, desenvolveu-se nesta tese uma metodologia capaz
de solucionar problemas com incertezas tanto em parametros que compde a matriz de rigidez
quanto em parametros que compde a matriz de massa global. As matrizes globais de rigidez e

de massa, que compdem o problema de autovalor sdo perturbadas por matrizes positivas
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semidefinidas. A metodologia abordada nesse estudo evita um problema, inerente as

operacdes com nimeros intervalares, conhecido como superestimacao de resultados.

Para isto, primeiramente, busca-se colocar o0s coeficientes intervalares como
multiplicadores da matriz intervalar. A partir dai, a substituicio das matrizes intervalares
pelas matrizes de valores médios e pelas matrizes radiais converte o problema, antes nao

deterministico, em um problema pseudo-deterministico.

Baseado na metodologia de Mehdi (2005) foi desenvolvido pela autora um programa
computacional, em MATLAB®, formulado pelo MEF e adaptado a matemdtica intervalar
capaz de fornecer a resposta de problemas dindmicos sob a influéncia de incertezas

intervalares.

1.3 CONTEUDO DO TRABALHO

No capitulo 1, faz-se uma revisdo dos trabalhos publicados na drea de tratamento de
incertezas de estruturas com parametros intervalares e das ferramentas disponiveis na
literatura para a andlise estrutural estatica e dinamica capaz de fornecer os limites do intervalo

da resposta de sistema estrutural.

No capitulo 2, sdo apresentados dois métodos para anélise de sistemas dindmicos com
parametros incertos, a saber: Método de Monte Carlo (Fishman, 1996; Liu, 2001), usado para
calibrar e validar novas técnicas de tratamento de incertezas, e a Teoria da Perturbacdo de
Matrizes aplicada a problemas de autovalores intervalares (Mehdi, 2005), que avalia a média
aritmética e os limites inferior e superior dos parametros intervalares. Um co6digo
computacional de elementos finitos adaptado a matemdtica intervalar, por meio da Teoria da
Perturbacdo de Matrizes, foi desenvolvido e implementado em MATLAB® para tratar de

sistemas dindmicos sujeitos a parametros intervalares.

No capitulo 3, discute-se sobre o procedimento de avaliacdo das incertezas presentes
nas medicOes diretas e indiretas realizadas para o célculo dos limites do intervalo das

grandezas de uma viga.
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No capitulo 4, validam-se os resultados obtidos pela autora com a literatura e com dados
experimentais. A resposta dinamica de vigas e trelicas (com parametros intervalares)
formuladas pela Teoria da Perturbacdo de Matrizes é comparada com a resposta obtida por
meio do Parameter Solution Vertex Theorem (Qiu et al. (2005)) e com a resposta obtida
simulacdo de Monte Carlo. Os resultados numéricos sao comparados, também, com os

resultados experimentais coletados a partir de uma viga em balangco em vibragao livre.

No capitulo 5, apresentam-se problemas que representam alguns dos sistemas
encontrados na pratica. Sao discutidos e analisados os autovalores e as frequéncias naturais de

sistemas dinamicos.

As conclusdes da tese sao apresentadas no capitulo 6, com comentarios sobre alguns dos

resultados numéricos e experimentais, além de sugestdes para trabalhos futuros.

ANEXO A: formulacdo das matrizes de rigidez e de massa de elementos de barra e de

viga.

ANEXO B: no anexo B apresenta-se o teorema desenvolvido por Qiu et al. (2005) -

Parameter Solution Vertex theorem, que € baseado na teoria de otimizacao.

ANEXO C: informagdes de catdlogo — paquimetro — fabricante: Mitutoyo; balanca de
precisao — fabricante: Marte; certificado de calibracdo — acelerdmetro piezoelétrico —

fabricante: PCB.
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Capitulo 2

METODOS NUMERICOS

Neste capitulo s@o apresentados dois métodos para andlise de sistemas mecanicos
com parametros incertos, a saber: Método de Monte Carlo (Fishman, 1996; Liu, 2001),
usado para calibrar e validar novas técnicas de tratamento de incertezas, € a Teoria da
Perturbacdo de Matrizes aplicada a problemas de autovalores intervalares (Mehdi,
2005), que avalia a média aritmética e os limites inferior e superior dos parametros
intervalares. Baseado na metodologia de Mehdi foi desenvolvido pela autora um
programa computacional, em MATLAB®, formulado pelo Método dos Elementos
Finitos adaptado a matematica intervalar. Neste estudo, o sistema dinamico pode estar
sujeito tanto a matriz de rigidez intervalar, quanto a matriz de massa intervalar,
diferentemente de Mehdi (2005), que apresentou a metodologia somente para matrizes

de rigidez intervalar.
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2.1 METODO DE MONTE CARLO

A técnica de simulagdo direta de Monte Carlo (Fishman, 1996; Liu, 2001) baseia-
se na gera¢do de um ndmero finito de amostras de um processo. Sao gerados vetores de
varidveis aleatérias a partir de funcdes de densidade de probabilidade estipuladas. A
partir deles, realiza-se um grande numero de simulagdes onde sdo calculadas as
respectivas respostas do processo. Ao final, faz-se um resumo estatistico, onde sdo
avaliadas as freqii€ncias, médias e variancias das respostas. A principal vantagem deste
método probabilistico € a sua aplicabilidade geral, e devido a esta caracteristica, tem
sido utilizado para calibrar diversas novas técnicas de tratamento de incertezas. J4 a
desvantagem € o nimero grande de simulacdes exigido para se obter um resultado com

precisdo aceitdvel, o que pode tornar o método invidvel para problemas de grande porte.

Geradores de nimeros aleatérios ou randomicos constituem o cerne do Método
de Monte Carlo. Os computadores nao conseguem gerar nimeros aleatorios no estrito
sentido de sua definicdo, ja que estes sdo, teoricamente, imprevisiveis e irreproduziveis,
o que deixa de ser verdade se existirem algoritmos para gerd-los. Na verdade, existem
geradores de nimeros pseudo-aleatérios, que sao previsiveis e reproduziveis, mas que
podem gerar séries com uma aparéncia aleatéria (aparentemente, sem padrdo),

caracteristica suficiente para realizar simula¢des como as de Monte Carlo.

Os ndmeros aleatérios sdo gerados no intervalo [0,1] e devem respeitar duas

propriedades basicas:

» uniformidade — todos os nimeros gerados devem ter a mesma probabilidade de

ocorrer;

» independéncia — o valor corrente de um nimero aleatério ndo tem relagdo com o

ndmero anterior.

Os diversos compiladores ja possuem geradores de nimeros pseudo-aleatorios,

como a funcdo Rnd do Visual Basic, ou a fun¢do Rand do FORTRAN. A fungdo RAND
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do Matlab retorna uma matriz quadrada, que contém os nimeros pseudo-aleatérios,

obtida a partir de uma distribuicao uniforme padrao no intervalo [0,1].

Muitos processos fisicos, para serem simulados, necessitam da geracdo de
valores representativos de varidveis que obedecem a uma determinada distribui¢ao
estatistica. Isto € feito através da geracdo de nimeros aleatdrios, sendo esta uma etapa
chave na Simulacdo de Monte Carlo, e particularmente na Simulacido Direta de Monte

Carlo.
A distribui¢do continua de uma varidvel aleatéria x pode ser descrita por uma
funcdo de distribui¢do normalizada f{x), tal que a probabilidade de um valor da varidvel

estar entre x e x + dx € dada por f{x)dx. Se o valor x estd num intervalo [a, c], entdo a

probabilidade total é dada por:
jjf(x)dx:l (2.1)
Define-se a funcao de distribui¢do acumulada como sendo:
F(x)= ij(x) dx (2.2)

Com estas definicodes, torna-se possivel gerar um nimero aleatério R e fazé-lo

igual 2 F(x). O valor representativo para x serd obtido a partir de:
F(x)=R (2.3)

Considerando um exemplo trivial, no qual a varidvel x € uniformemente

distribuida no intervalo [a,c], a distribuicdo f(x) serd constante e igual a:

1

c—a

fx)= (2.4)
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Substituindo a Equacdo (2.4) na Equagdo (2.2) obtém-se a Equacdo (2.5),

conforme Figura (2.1).

X 1 _
Fx)=[——dx =2=% 2.5)
‘c—a c—a
Distribuicao uniforme
f(x) F(x)
T At 1.0
: LJ
F=""%=R ' e/l =
¢—a ' o,
1 e RANDOMICOD
I —
1] L 0
’ a C a X =
Figura 2.1 — Fun¢ao densidade de probabilidade acumulada
Fonte: adaptado de Pereira (2002).
Com base nas Equacdes (2.5) e (2.3) obtém-se a Equagao (2.6).
x=a+(c—a)R (2.6)

A Equacio (2.6) relaciona o nimero aleatério gerado com o valor do parametro

em andlise, para cada R gerado obtém-se um x; .

2.2 TEORIA DA PERTURBACAO DE MATRIZES

Mehdi (2005) desenvolveu uma metodologia capaz de avaliar sistemas estruturais
sujeitos a grandezas fisicas intervalares como dimensdes de geometria, material ou
moédulo de elasticidade. Um programa de elementos finitos foi desenvolvido para
aplicar a metodologia e obter os limites da resposta dindmica de estruturas com

parametros intervalares.
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Em cada etapa da andlise, a existéncia da variagdo € considerada como a
presenca de perturbacdo no sistema. Inicialmente, um problema de autovalor intervalar
linear € analisado com base no conceito de comportamento monotdnicamente crescente
de autovalor para matriz simétrica, sujeita a perturbacdo definida nao negativa. Isso
conduz a um procedimento eficiente computacionalmente para determinar os intervalos

das frequéncias naturais e dos modos de vibracao presentes nos sistemas mecanicos.

A fim de expressar os problemas intervalares em func¢do da perturbagao,

introduz-se uma perturbacdo intervalar, £ =[-1,1], e o intervalo geral é representado

pela soma do valor médio e o valor radial. A transformagcdo de uma problema de
autovalor intervalar em uma perturbagdo intervalar é facilmente realizada com nocoes
basicas sobre matematica intervalar (ou aritmética intervalar) que serd apresentado a

seguir.

2.2.1 Aritmética intervalar

A maior parte dos problemas cientificos envolve incerteza em parametros ou
dados inexatos. Uma maneira de representar e executar operacdes com dados de entrada
inexatos € utilizar a aritmética intervalar, também chamada de andalise intervalar. Neste
contexto, uma incerteza em um dado real pode ser representada por um intervalo de

numeros reais, que contém o valor desconhecido exato do nimero em questao.

A primeira abordagem de aritmética intervalar comecou com Burkill (1924).
Young (1931) realizou um novo estudo a respeito do assunto e mais tarde Sunaga
(1958) concretizou o uso da aritmética intervalar. O desenvolvimento moderno da
aritmética intervalar, com um enfoque global, comecou com a tese de doutorado de
Moore (1962). Desde entdo, vérios artigos e livros tém abordado este assunto.
Congressos, encontros, softwares e grupos de discussdo vém contribuindo para o

aumento do interesse e da importancia deste tema.

Na andlise intervalar, um subconjunto de nimeros reais R da forma X (ver

Equacdo (2.7)) é chamado de intervalo real fechado ou simplesmente de intervalo. O
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simbolo (~) representa uma quantidade intervalar. Os limites do intervalo sao
representado por: [, limite inferior do intervalo (lower bound) e, u, limite superior do

intervalo (upper bound). O conjunto de todos os intervalos reais fechados é dado por

IR)

X =[x x"1={x: x' <x<x", X, x" eR) 2.7

Ponto médio de um intervalo.

X +x
X = 2.8
) (2.8)
Valor radial: representa a incerteza (ou 0 maximo erro) de um intervalo.
~ xu _ xl
XRzg[ 5 J e=[-1L1] (2.9)

Um nimero intervalar também pode ser representado pelo ponto médio e pelo
raio, ao invés do limite superior e inferior. Esta representacdo ¢ chamada formulacdo

centrada e € assim escrita:
X=X +x* (2.10)

Expressoes similares de intervalos, ponto médio e raio, podem ser definidos para

vetores € matrizes intervalares:
2.2.1.1 — Operacoes basicas

Somente algumas regras algébricas vdlidas para os nimeros reais permanecem
validas para ndmeros intervalares; algumas regras sao respeitadas de forma “fraca”, ou
seja, a igualdade das regras ndo € verdadeira, valendo apenas as inclusdes. H4 duas

regras bésicas em aritmética intervalar:
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1. Duas expressdes aritméticas equivalentes em aritmética real sdo equivalentes
em aritmética intervalar, se e somente se as varidveis da expressdo aparecem apenas

uma vez de cada lado da igualdade.

2. Se f'(x), g(x) sdo duas expressdes aritméticas equivalentes em aritmética real,
entdo a inclusdo f (x)€ g(x) é verdadeira, se e somente se todas as varidveis da

expressdo aparecem apenas uma vez em f{x) .

A segunda regra quer dizer que o lado esquerdo, f (x), da equacdo leva ao
intervalo correto e o lado direito, g(x), contém este intervalo. Esta propriedade implica

em formas “fracas” de varias regras aritméticas familiares em aritmética real.

As operacoes basicas da aritmética intervalar sdo definidas a seguir para os

seguintes nimeros intervalares: X =[x';x"], Y =[y";y"].

Adicao

X+Y=[x"+y x"+y"] (2.11(a))
Subtragao:

X-Y=[x—-y" x" =y (2.11.(b))
Multiplicagao:

X XY= [min{xlyl,xly”,x”yl,x”y”},max{xlyl,xly”,x”yl,x“y”}} (2.11.(c))

Divisdo:

"<1| <
| —

:[xlx]x{yiil}:{xlx—l} . (0e[y':y]) (2.11.(d))
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Observe que a subtragdo e a divisdo de numeros intervalares nao sdo as
operacdes inversas da adicdo e multiplicagdo, como acontece em operacdoes com

nameros reais.

2.2.1.2 - Propriedades

2.2.1.2.1 - Propriedades comuns entre numeros reais e intervalares

A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades comuns entre nimeros reais e

ndmeros intervalares.

Comutativa:

XxY=YxX (2.12)
X+Y=Y+X (2.12)
Associativa:

XX(YXZ):()?XY)XZ . Z=[7":7"] (2.12)
X+(Y+Z)=(X+7)tZ (2.12)
Elemento neutro

X+0=0+X=X (2.14)



22

2.2.1.2.2 - Propriedades nao comuns entre numeros reais e intervalares

Neste item serdo apresentadas as propriedades dos niimeros intervalares que os

diferem dos ndmeros reais.

¢ Propriedade da inclusao:

Uma importante propriedade dos nimeros intervalares € a inclusdo isotonica
(Neumaier, 1990). Esta propriedade diz que o resultado do cédlculo de expressoes
intervalares ird sempre incluir o resultado adequado, isto é, obtém-se no maximo uma
superestimacao do resultado intervalar apropriado. Matematicamente, a propriedade da

inclusdo pode ser escrita como:

XcY &UcV = XopU c YopV, para ope {+—x=+} ¢ X,Y,UeVe R
(2.14)

Para todo conjunto de nimeros reais s, define-se hull do conjunto como 0 menor

intervalo que engloba todos os nimeros deste conjunto.
hull s =[inf s5; sup s] (2.15)

na qual:

inf = Infimum, € o maior limite inferior do conjunto s; é definido como uma

quantidade m, de modo que nenhum membro do conjunto seja menor do que m.

sup = Supremum, ¢ o menor limite superior de um conjunto s, é definido como

uma quantidade m, de modo que nenhum membro do conjunto exceda m.

¢ Propriedade subdistributiva:



23

Uma diferenca notdavel entre os nimeros reais e os intervalares é observada na
propriedade distributiva xX(y£z)=xXytxxz que, em geral, ndo vale para nimeros

intervalares, onde apenas garante-se que:

Xx(fii)g XxY+XxZ ,para x',x",y' .,y e 7',z € R (2.16)
Exemplo da propriedade subdistributiva, seja X =[-1;1], ¥ =[0:1], Z=[-1;0]:
fX) =X %Y +2) = [=L1(0;11+[-1;0]) =[~1;1] (2.17)

g(X)=XxY + X xZ=[-L1][0;1]+[-1;1][-1;0] = [-2; 2] (2.18)

De onde se conclui que: [-1;1] < [-2;2]

f1X) ! ' ' ' '
-2 -1 0 1 2

[ —g(x) ——Fix) |
s, 1 0 1 2

Figura 2 — Representacao grafica de g(x) e f{x).

A falta da propriedade distributiva é uma fonte frequente de superestimacio e

deve-se tomar cuidado em operacoes de sistemas de equacdes intervalares. ;

¢ Propriedade do subcancelamento:

Esta propriedade causa varios problemas na solucido de sistemas de equagdes
intervalares. Esta propriedade diz que a igualdade entre certas expressdoes ndo &
satisfeita, podendo apenas afirmar que uma expressdo estd inclusa na outra. As

principais relagdes de subcancelamento serdo descritas a seguir.



Exemplo:

Seja X =[1;2],

Subtragio: X —X #0, 0e (X —X)

[1;2]-[1;2] = [1;2]+[-1;-2] = [-1;1] = O0e (X —X)

><ll| <N

Divisao: £~ #1, le
X

(521 1,0 1{1}
[1;2] 2 X

2.2.1.2 — Cuidados com a aritmeética intervalar
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(2.19)

(2.20)

2.21)

Além dos cuidados com as propriedades de subcancelamento e subdistributiva

da aritmética intervalar, deve-se ficar atento ao cdlculo de expressdes em que aparece

uma mesma varidvel mais de uma vez. Estas expressoes podem gerar resultados errados

com superestimagdo sendo as principais limitacdes na aplicacdo da aritmética intervalar.

Por isso, tem-se a necessidade de desenvolver algoritmos a fim de calcular o intervalo

da solucdo de um problema com parametros intervalares sem que problemas como o da

superestimacao prejudique os resultados.

Por exemplo, considerando a fun¢do a seguir:

f(x):L1 para x#0

I+—

X

Na aritmética convencional, a Equacdo (2.22) é equivalente

simplificada dada em Equacgdo (2.23).

(2.22)

a formula
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g(x)= ﬁ (2.23)

que requer apenas uma divisdo ao invés de duas para f (x), mas contém a varidvel x duas
vezes. Assim, fazendo x = [2,3] e usando aritmética intervalar para as duas expressoes,

tem-se: ;

1 1 1 23

f(23p == [1 1}:[4 3}:{5’1}
I+ —;— i
32 32

(2.24)
[2:3]  _[23]

823D = ([2:3]+1) [34] [2;3]{%%} :B;l}

Na Equacdo (2.24) observa-se a propriedade da inclusdo f(x) < g(x). Em g(x)
a varidvel x aparece duas vezes e, neste caso, g(x) gera como resultado um intervalo
maior que em f{x), confirmando uma superestima¢do inadequada, maior que o

necessario na expressao onde ocorre repeticao de varidvel.

. . 4 oo = , —W—g(x) —#—f(x)
0,00 0,25 0,50 0,75 1.00 1,25

L]

Figura 2.2 — Representagdo gréfica das funcdes g(x) e f(x).

A Figura (2.2) apresenta graficamente os resultados das duas expressoes,
observe que g([2;3]) #f ([2;3]) e que a expressdo simplificada de g(x), onde a varidvel x

se repete, superestima de forma significante o valor de f (x).

Para evitar os problemas citados, deve-se realizar um trabalho prévio antes de
chegar na solugdo do sistema de equagdes intervalar. Este trabalho consiste no
entendimento total do problema que estd sendo proposto e de uma anélise criteriosa de

todas as operagdes intervalares que estdo sendo realizadas. O entendimento do problema
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orienta o caminho mais adequado para trabalhar com as operagdes intervalares, por
exemplo, a escolha do método numérico. A andlise criteriosa das operacdes intervalares
¢ realizada para verificar a repeticdo de varidveis em expressdes aritméticas e se o

resultado das expressdes realmente representam o intervalo das solugdes.

Na metodologia abordada neste estudo, com base nas operagdes matematicas e
nas propriedades intervalares citadas, € possivel que um problema de autovalor
intervalar ndo deterministico seja reformulado e convertido em um problema pseudo-
deterministico sujeito a uma matriz de perturbacdo. Nesta formulagcdo, busca-se
primeiramente colocar os coeficientes intervalares como um multiplicador da matriz,
facilitando as manipulacdes matemdticas com nudmeros intervalares. A partir dai, a
substituicdo das matrizes intervalares por matrizes de valores médios e por matrizes
radiais converte o problema, antes ndo deterministico, em um problema pseudo-

deterministico.

Sendo assim, na préxima secdo, descreve-se sobre a teoria da matriz de

perturbacdo aplicada a problemas dindmicos de autovalores com parametros incertos.

2.2.2 Teoria da perturbacao de matrizes aplicada a problemas
de autovalores com parametros intervalares

O problema linear cldssico de autovalor para uma matriz simétrica

([A]=[A]") de ordem p é dado por:
[Al{x} = A{x} (2.25)
no qual A sdo os autovalores e x sdo os autovetores associados.

Pré-multiplicando a Equagdo (2.25) por {x} , obtém-se:

{x} 1A1{x}={x} A{x} (2.26)
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Rearranjando a Equacdo (2.26), tem-se:
I} 1a{x}=2{x} {x} (2.27)

na qual, a norma Euclidiana de um vetor {x}podera ser escrita de acordo com Equagio

(2.28).

[ = yx} {x) (2.28)

A Equacdo (2.27) pode ser transformada em uma razdo conhecida como

quociente de Rayleigh, conforme Equacao (2.29).

= M (2.29)

AU

O quociente de Rayleigh serve para caracterizar o0 maior ou o menor autovalor

de uma matriz simétrica.

A matriz simétrica é obtida por meio da fatoracdo espectral, conforme Equacao

(2.30) e a mudanga de varidveis da Equagao (2.29) € obtida através da Equacdo (2.31).
[a]=[¢] [P][¢] (2.30)

{vr=[0] {x} 2.31)

A substitui¢do das Equacoes (2.30) e (2.31) na Equacdo (2.29) obtém-se:

oL [el [pllolts _{+ [o] [P[el{x} _{»}' [PHx}
oY alel'lel) el {(xel (' {n

(2.32)
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A Equacdo (2.32) é o quociente de Rayleigh transformado em uma base
principal com uma matriz ortogonal [Q], matriz de autovetores. A matriz [D]

representa a matriz diagonal dos autovalores.

Fazendo as multiplica¢des matriciais, vem:

)Y [DH{y}_ Ay +A4y; +.-4,y,

R(x)= (2.33)
{» {»} WY+,
/%(yf +iz y§+---jzyij
R(x)= - > 4 (2.34)
/1[, (j yf +f17 y22 +...y[2,j
R(x)= z z <4, (2.35)

)’12 + y§ +...y[2,

Entdo, o quociente de Rayleigh, para uma matriz simétrica, € limitado entre o

menor, 4, e o maior autovalor, /1p
A <R(x)< ﬂp (2.36)

O primeiro autovalor A, pode ser obtido por meio de uma minimizagdo irrestrita

do quociente de Rayleigh, R(x), Equacdo (2.37).

e (o (o

{x}¢0 {x}¢0

min R(x) = min {MJ =1 (2.37)

A Equacio (2.37) pode ser usada para determinar a primeira frequéncia natural o

primeiro autovalor do sistema. Para isso, selecionamos um vetor de teste {x} para

representar o primeiro modo de vibragio {x,} e o substitufmos no quociente de
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Rayleigh. Como o quociente é estaciondrio, podemos obter com boa exatiddao o primeiro

autovalor, ainda que o desvio entre o vetor de teste {x} e o verdadeiro modo de
vibragdo {x,} seja grande. Obviamente, que o valor da frequéncia natural serd mais

preciso se o vetor de teste {x} escolhido for préximo ao modo natural verdadeiro {x,} .

A fim de obter os autovalores intermedidrios, restri¢des adicionais devem ser

impostas no problema de minimizacao. O segundo autovalor pode ser determinado pela

imposi¢do de uma restri¢do dnica, por exemplo, o vetor {x} deve ser perpendicular a

um vetor arbitrrio {s}. Assim como o0 modo de vibragdo {x}, o vetor de teste {s} deve

ser escolhido, arbitrariamente, a fim de impor restricdes ao quociente de Rayleigh para

que os demais autovalores sejam obtidos. A imposicdo de perpendicularidade garante

que o produto interno dos vetores seja nulo ({x}T {s}= 0) . Com esta restrigdo, tem-se

um problema de minimizagao restrita, cujo limite superior € o segundo menor autovalor

A, . Assim, adicionando {s} no problema, obtém-se:
min R(x) = 1, (s) < 4, (2.38)
x"'s=0

A Equagdo (2.38) pode ser provada considerando o vetor {x} como uma
combinacdo linear, diferente de zero, do primeiro e do segundo autovetores

normalizados.
{x}:al{xl}+a2{x2} (2.39)

na qual, {x} é ortogonal a {s}, o que impde uma condi¢do Gnica em e «,. Para

qualquer combinacio linear dos dois primeiros autovetores, tem-se:

R(x) = (@ {n}+a (oD [Al@i{nj+ai{n) Ao’ +4a)’
(@ {x}+a,{x, D (& {x}+o{x} o’ +a;

<A (2.40)



30

Portanto, conforme Equacdo (2.40), A, é obtido com a minimiza¢do de R(x),
com {x}#{0} e sujeito a restri¢do dnica ({x}T {s}= 0) , na qual o vetor arbitrério {s},

adotado, deve ser capaz de maximizar os minimos de R(x) para obter o segundo menor

autovalor, A4,, conforme Equagdo (2.41).
A, = max [min R(x)] (2.41)
Sujeito a restrigdo {x}' {s}={0}
Generalizando a Equacdo (2.41), obtém-se os demais autovalores aplicando as

restricdes  adicionais  {x} {s.}=0, {x}#{0} a R(x), na qual i=1,..k-1,

sendo kK =>2.

A, = max [min R(x)J (2.42)

(Sujeito as restrigdes ({x}T {s;}= 0), i=l..,k=1, k>2)

O principio que rege as Equacdes (2.41) e (2.42) € o teorema Max-Min (Teschl,

2009) de autovalores para matrizes simétricas.

2.2.2.1 Matriz de perturbacao simétrica, positiva semidefinida

Para uma matriz simétrica [A] ficard sujeita a uma matriz de perturbagdo

simétrica, positiva e semidefinida [E ] que goza da seguinte propriedade.

(' [EHx}20) (243)
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Comparando o quociente de Rayleigh da matriz simétrica[A] com o quociente

da matriz simétrica perturbada [[A]+[E]] , tem-se:

(o [ATHETN Y ' (A1)
e W

(2.44)

O primeiro autovalor da matriz perturbada pode ser obtido por meio da

minimizacao irrestrita da Equacgao (2.44) conforme Equagao (2.45).

gl W )T

{x}={0} {x}#{0}

min ({X}T [[A]Jr[E]]{x}J > min (—{X}T [A]{X}J (2.45)

Portanto,
A ([Al+[E]) 2 4 ([A]) (2.46)

Os demais autovalores de matrizes perturbadas sao dados por:

max| min min

[{x}r[[AHE]]{x}J . ({x}T[A]{x}]

iyl {x} {x} o =0 | {x} {x} (2.47)
=0 o)

Logo,

A ([A1+[ED)= 2 ([4]) 248

Portanto, os autovalores de uma matriz simétrica sujeita a uma perturbacao
positiva semidefinida aumentam monotonicamente a partir dos autovalores da matriz
exata. Similarmente, os autovalores de uma matriz simétrica sujeitos a uma perturbagao
negativa e semidefinida decrescem monotonicamente, a partir dos autovalores da matriz

exata.
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7 ([A]-[E) <4 (4] 2.49)

Este conceito € conhecido como um “comportamento monotonico” dos
autovalores de matrizes simétricas sujeitas a matrizes de perturbacdo simétrica positiva

(ou negativa) e semidefinida (Bellman, 1960).

2.2.3 Representacao intervalar das matrizes de rigidez global e
massa global

Os problemas dinamicos discutidos neste trabalho sdo resolvidos pelo Método

dos Elementos Finitos. A matriz de rigidez global [K ] e a matriz de massa global

[M ]sﬁo obtidas por meio das matrizes de rigidez dos elementos discretizados em

elementos finitos, conforme desenvolvido no Anexo A.

A andlise de problemas dindmicos em vibragdo livre consiste, basicamente, em

resolver a equacgao diferencial dada a seguir, Equacgao (2.50).

[M{zO}+[K {0} ={0} . {z0}={z}. {2} ={2}{z0} (2.50)
sendo,

{z(2)}: vetor de deslocamento, m
{z'(t)} : vetor de velocidade, m/s

{'z'(t)} : vetor de aceleragao, m/s?

I: ~iT :([li’ui])[Ki]e (2.61)

[Mi ]e = ([li’ui])[Mi ]e (2.62)
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nd € . P . . e , .
na qual [Kl.] ¢ a matriz de rigidez intervalar do i" elemento; [M 11 ¢ a matriz de
massa intervalar do i elemento; /, € o limite inferior € u, o limite superior do nimero
. , . g . e . . . e
intervalar [[,u], que pré-multiplica as matrizes deterministicas de rigidez [Ki] e de

massa [M,]" do elemento.

Trabalhando com o intervalo [/,u] como um multiplicador das matrizes dos

elementos € possivel realizar as manipulacdes matematicas necessdrias sem alterar as
caracteristicas fisicas dos elementos, como frequéncia natural, modos de vibragdo e as
propriedades de positividade e simetria das matrizes, de rigidez e de massa. Esta forma
paramétrica deve ser utilizada para preservar fortemente os limites do intervalo e evitar
a superestimacao do intervalo da resposta do sistema intervalar. A incerteza na rigidez
de cada elemento € assumida como sendo independente. Para uma substrutura com uma
incerteza global intervalar, as Equacdo (2.61) e (2.62) s@o usadas para montar a matriz

de rigidez desta subestrutura.

2.2.3.1 Matriz de rigidez intervalar

A matriz de rigidez global [K ] da estrutura pode ser vista como uma soma

linear das matrizes de rigidez local, [K,]°, de cada elemento, que compde uma malha

discretizada por elementos finitos.
P
[K]=> (LKLY (2.63)
i=1

na qual, [L] é a matriz de conectividade do elemento e [K;]* é a matriz de rigidez do

elemento.

As entradas na matriz de conectividade dependem da posicdo de um elemento
em particular dentro da malha de elementos finitos. Em geral, a matriz de conectividade
[L] ¢ formada por elementos iguais a 0 ou /. Estas matrizes sdo essenciais e
desempenham um papel importante no desenvolvimento numérico do sistema, ja que

através da multiplicac@o entre matrizes faz a montagem da matriz global (Bathe, 1976).

A seguir € apresentado um exemplo de montagem da matriz global usando as matrizes
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[L]e [L,]. Adota-se como exemplo um elemento de viga discretizado em dois

elementos de comprimentos iguais a L, conforme Figura 2.8.

iy
VI vz Vs
1 2
! Y T L] | I
> @ L g @ L B, (3) x
com Li-Lz=L

Figura 2.8 — Elemento de viga com dois elementos de comprimentos iguais a L

v 6 v, 6 v, 6 v 6
12 6L -12 6L 12 6L -12 6L
. EI|6L 4L’ -6L 2o . EI|6L 4L’ —6L 2D
[Kl] =3 [Kz] =3
L|-12 -6L 12 -6L L|-12 -6L 12 -6L
6L 2I' —6L 4L | , 6L 20" —6L 4L |
(2.64)
1 0 0 O] [0 0 0 O]
0100 0 00O
[m_0010 [L]_looo
100 01 o1 0 0
00 0O 001 0
000 0], 0 0 0 1],

(2.65)

2

[K]6><6 = Z[Li]6><4[Ki]i><4[Li ]gx4 = [Ll][Kl]e[Ll]T +[L2][K2]6[L2]T (266)

i=
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Vo8 v, 0, v, 6,

12 6L -12 6L 1

\%

6L, 4L —6L 217 !

[K]—EI -12 —-6L (12+12) (-6L+6L) _i» 6L gl
" C|eL 2 (-6L+6L) (4I+4L') —6L 2 93 (2.67)

~12 —6L 12 -6L| _°

y

2 —6L 2 3

= 6L 2L 0L 4L _6><6§3

2.2.3.1.1 Matriz de rigidez global intervalar

Conforme mencionado, uma matriz de rigidez global deterministica pode ser
vista como uma soma linear das matrizes de rigidez intervalar (ndo deterministico) de
cada elemento, de uma estrutura discretizada por elementos finitos. A montagem da
matriz global intervalar na presenga de parametros intervalares € realizada de tal modo

que as caracteristicas fisicas dos elementos e as propriedades matematicas das matrizes

sdo preservadas.

Do mesmo modo que se obtém a Equacdo (2.63) para [K ], obtém-se também, a

Equagdo (2.68) para| K | com parimetros intervalares.
K= iZ::[LI.][K.]e [L] (2.68)
[K]=2leHwunixrHe] .69
[£]=2 (LK 4] 2.70)

[K]= Z([li,ui])[l?i:le 2.71)
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na qual [K’T ¢ a matriz de rigidez deterministica do elemento posicionada na

coordenada global.com dimensao igual a da matriz global.

2.2.3.2 Matriz de massa intervalar

Assim como descrito para a matriz de rigidez global, a matriz de massa global
deterministica da estrutura pode ser vista como uma soma linear das matrizes de massa

global de cada elemento que compde uma malha de elementos finitos.

[M]=D LM FILY (2.72)
i=1

e . .
na qual [M I.] representa a matriz de massa do elemento no sistema de coordenada

global.

A matriz de massa global intervalar é dada por:

(¥ ]= (LM (LT @.73)

i=1

[ ]= 1) )Y 274

i=1

[V ]=3 ()L M ] [L] e

i=1

[M]:i[z,,u N[ M, | (2.76)

i=1
" T e z . . ’ . . .
na qual [M i:l ¢ a matriz de massa deterministica do elemento posicionada na

coordenada global com dimensao igual a da matriz global.
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2.2.3.2.1 Obtencao da matriz de massa de um elemento de
barra inclinado de corpos em vibracao

Segundo Hutton (2004) o elemento de barra inclinado sob vibragdo mecanica
deve ser tratado de maneira diferente a trabalhada em corpos estiticos. Quando a
estrutura estd em vibragao a matriz de massa do elemento deve ser desenvolvida a partir
de elementos com deslocamentos nodais nas dire¢des axial e transversal, conforme

Figura (2.9).

De acordo com Kassimali (2011) no método dos elementos finitos, as relacdes
envolvidas na obtengcdo das matrizes de rigidez e de massa do elemento sdo baseadas
assumindo variagcdes de deslocamento nos elementos. Tal variacdo de deslocamento €
referida como funcdo de deslocamento ou fungdo de interpolagdo. Uma funcdo de
deslocamento descreve a variacdo da componente do deslocamento ao longo do eixo

centroidal do elemento.

Considere um elemento de barra de uma trelica plana submetido aos

deslocamentos u,,u,,u, eu,, conforme Figura (2.9). O elemento analisado se desloca
nas dire¢des X e y, e neste caso, € necessario definir duas fungdes de deslocamento u_ e
u, , conforme mostrado na Figura (2.9). Sendo que os deslocamentos em x ¢ y do né b
sdo u, e u,, respectivamente, € os deslocamentos no né e sao u, e u,. As funcoes de
deslocamentos u, e u, sdo as coordenadas que localizam o deslocamento do centroide

G do elemento.
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— Displaced -
| position e

-
=
S ‘
—
=
\;—
-
\
=1
=
-
=
(3]
-
=
F=y

i)
(= ol
A

-

= - X
| | |'r€-\:.
x i, | 7 »
x Initial

position

EA4 = constant

Figura 2.9 — Deslocamento do elemento no sistema de coordenadas locais (fonte: Matrix

Analysis of Structures, Kassimali, 2011)

As funcdes de deslocamentos podem ser dadas na forma de polinémios,

conforme Equacdo (2.77).

u(x)=Yax, , a#0 (2.77)

/ Displacement function #,

Figura 2.10 — Deslocamento do elemento na direcdo x (fonte: Matrix Analysis of

Structures, Kassimali, 2011)

A fungdo u_, ver Figura (2.10), para o elemento de uma trelica plana € dada na

forma de um polindmio linear.

u(x)=a,+ax (2.78)
na qual g, e a, sdo constantes determinadas pela aplicagdo de duas condigdes de

contorno:
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Em x=0 > i =u (2.79)

Em x=L > i, =u, (2.80)

Tem-se entdo que:

a, =u, (2.81)
w=u+al — aq=2""1 (2.82)
Substituindo as Equagdes (2.81) e (2.82) na (2.78), obtém-se:
_ u,—u
U, =u, +(%jx (2.83)
ou
_ X X
u,= (l—zj u, + (Zj u, (2.84)
.1'.
I@I
_ ¢ T
®) g
=22 3 “4
H}.
i :
(b) ‘ ¢ (e) *
2 X L

Displacement function u,

Figura 2.11 — Deslocamento do elemento na direcdo y (fonte: Matrix Analysis of

Structures, Kassimali, 2011)

A fung@o de deslocamento u , para o deslocamento na direcdo y, ver Figura

7z

(2.11), pode ser determinada de maneira similar, isto €, por meio de um polindmio

linear, conforme Equacao (2.85).

i, = (1—%) u, +(%) u, (2.85)
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» Funcoes de interpolacao
As funcdes de deslocamento (ou func¢des de interpolagdo) apresentadas na
Figura (2.12), desenvolvida nas Equacdes (2.83) e (2.84) podem ser expressos
alternativamente por (2.86) e (2.87), respectivamente.
u,=Hu + H,u, (2.86)
u,=Hyu,+H,u, (2.87)

naqual H =H, :1—% e H,=H, :% , conforme indicado na Figura (2.12)

Na forma matricial fica:

u, ()
u _(x,t) H(x) 0 H,(x) O0]|u(t
_( _[Hi() 5(x) 2 (1) (2.88)
u,(x,1) 0 H,(x) 0 H,(x)]||uy()
u, (1)
De maneira simplificada:
— T
{u(x,n}=[HX)] {u®)} (2.89)
H, H, H,H,
10 1.0
x .
0 L 0 L
(a) Shape Functions H; (u; = 1. up = u3 = ug = 0) (b) Shape Functions Hy (u3 = 1. uy = 1y = 1, = 0)
and H, (; =1 uy =1y = 1y, = 0) and Hy (uy=1l.uy = uy =u3=0)

Figura 2.12 — Fung¢des de interpolacdo do elemento de uma trelica plana (fonte: Matrix

Analysis of Structures, Kassimali, 2011).
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> Energia Cinética

De acordo com a energia cinética do elemento, a matriz massa de um elemento

inclinado de uma trelica plana pode ser dada por:

au()c,t)}2 i

1 ¢L
T0=_]; m(x)[ =

= % jOLm(x){a(t)}T [H][H )] {i)}dx

(2.90)
_ % [ o {a)} {i)}dx
— iy [M] (i}
na qual
[M] = [ m@[H] [H)]dx 2.91)
G
o (=3 (-) o (F) o
[M] = pA[ dx (2.92)
o [i-3) 0 (3
L L

Ap6s multiplicar as matrizes [H (x)] e [H (x)]T e integrar a matriz resultante de

0 a L obtém-se a matriz dada pela Equacgao (2.93).

201 0
. 020 1
[M]:P_AL (2.93)
6 1 020
010 2

na qual p € a nassa especifica, A € a drea da secdo transversal e L é o comprimento do

elemento de barra. Neste caso, L possui valor fixo, vdlido somente em casos onde o

elemento de barra ndo mude de direc¢ao.
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A Figura (2.13) apresenta as fungdes de interpolacdo de um elemento de barra

inclinado usado na transformacao do sistema de coordenadas local no sistema global.

@

- Displaced -
-~ Wi p— : /’
- position //
Displaced ,// *

position _.**

Figura 2.13 — Fungdes de interpolacdo do elemento de uma trelica plana (fonte: Matrix

Analysis of Structures, Kassimali, 2011).

Os elementos de barra inclinados possuem comprimentos diferentes dos
elementos na vertical ou horizontal e, neste caso, devem-se fazer algumas consideracoes
de maneira que os comprimentos dos elementos fiquem em funcdo de suas coordenadas

nodais X,,Y,, X, eY,, conforme Figura (2.14). Portanto, o comprimento do elemento

de barra da Equacdo (2.93) ap6s a reformulagdo é dado na Equacdo (2.94).

¥
2
£
Displaced PR
position i

Le']

Initial position
X

Figura 2.14— Deslocamentos v,,v,,v, e v, de um elemento de barra inclinado (adaptado

de Matrix Analysis of Structures, Kassimali, 2011).



L=(%,-¥,) +(X,-X,) (2.94)

Y, -,
B:arct(X“ 2 j com (X;—X,)#0 (2.95)

3 1

Para X, - X, =0e Y, >Y, , entdo:

6=90"

Para X, - X, =0¢ Y, <Y, , entdo:

6 =-90°

Agora, a matriz [M ]g ¢ dada por Equacio (2.96).

2010
o 10 2 0 1
] =225
6 |1 0 2 0
01 0 2
2010
4 pA 2 2 0 2 O 1
M| =—/(Y,-Y,) +(X,—-X
M =22 -n) e (-X )| o
01 0 2
(2.96)
De acordo a Figura (2.13) obtém-se as expressdes da Equagao (2.97).
F, =Q,cos8—Q,send
F, =Q,sen8+Q, cos@
=0 2 (2.97)

F, =Q,cos@—-Q,sent
F, =Q,senf+Q, cos@

Na forma matricial:

43
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F cos@ —senf 0O 0 o,
F, _ senf cos@ 0 0 0, (2.98)
F, 0 0 cos@ —send || 0O,
F, 0 0 send cos@ ||0,
ou
{Fi=[1]{0} (2.99)

na qual [T]€é a matriz de transformaco.

A matriz de massa de um elemento de barra inclinado no sistema global de

coordenadas é dado por:
(M| =[1] [M 8'}[T] (2.100)

sendo [M ]e/ a matriz de massa de um elemento dada na Equacdo (2.96).

2cos’ 0+ 2sen’0 0 cos’ 0+ sen’0 0
[M:r _ pAL’ 0 2cos’ 0+ 2sen’d 0 cos” 0+ sen’0
6 cos’ 0+ sen’0 0 2cos’ 0+ 2sen’0 0
0 cos” 0+ sen’0 0 2cos’ 0+ 2sen’0
ou
2cos’ 0+2sen’d 0 cos’ 0+ sen’0 0
_ . pA 2 2 0 2cos’ 0+2sen’d 0 cos’ 0+ sen’0
M| =—\(Y,-Y) +(X,— X
[M] 6 \/( i Th) + (X - X)) cos’ 0+ sen’0 0 2c0s’ 0+ 2sen’0 0
0 cos’ 0+ sen’0 0 2cos’ 0+ 2sen’0

(2.101)
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2.2.3.3 Problema de autovalor intervalar para estruturas

dinamicas

2.2.3.3.1 Problema de autovalor

Em estruturas dindmicas, a equacdo de equilibrio para a vibragdo livre de um
sistema com multiplos graus de liberdade é definida como um conjunto de equacdes
diferenciais lineares ordindrias de segunda ordem com coeficientes constantes,

conforme Equacdo (2.102).
[M{zO}+[K {0} ={0} (2.102)
Condigdes iniciais:

{20} ={z}

(2.103)

{20} =12}

Assumindo um movimento harménico para o deslocamento temporal {z(r)},

substituindo a Equacdo (2.104) na (2.77) seguida de manipulagdes algébricas

pertinentes, obtém-se:

{z} ={x} ™ (2.104)
[K]{x} -} [M]{x} ={0} (2.105)
[K]{x} = @} [M]{x} (2.106)
Para 0= 1,

[K1{x}=A[M]{x} (2.107)
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(IK1-A[M]){x}={0} (2.108)
Pré-multiplicando a Equagdo (2.108) por [M ]_1
] (1K1-2M ) =[M] o} 2109

([T 1K 1-A[1]){x} ={0} (2.110)

Em sistemas dindmicos, o problema de autovalor generalizado é dado pela

Equacdo (2.110). As frequéncias naturais sdo representadas por @, e os modos de

vibragdo sdo dados pelo vetor {x}.

Seja [A} uma matriz real intervalar e [A]=[K][M ]_1 um membro da matriz

intervalar ([A]e [A}) ou em termos das componentes (a; € dij ), entdo, o problema de

autovalor intervalar é dado por:

([a]-2[1]){x}={0}. ([A]e[A]) 2.111)

2.2.3.3.2 Solucao do problema de autovalor

A solucdo de um problema de autovalores intervalares € definida como um

conjunto abrangente de valores reais A, tal que, para qualquer membro da matriz
intervalar, a solu¢do € um membro do conjunto de soluc¢do. Portanto, a solu¢do para o

problema de autovalores intervalares pode ser expresso matematicamente como:

{Ae A=[2. 2 ]1v[A]e[ A]: ([A]-A[1]){x}={o}} (2.112)
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2.2.3.3.3 Problema de autovalor submetido a matriz de

perturbacao

O problema de autovalor intervalar generalizado para estruturas dinamicas pode
ser obtido fazendo a substitui¢io das matrizes de rigidez e massa global intervalar
(Equagdes (2.71) e (2.76)) no problema de autovalor generalizado, Equacdo (2.106),

obtém-se entio:

K [{5) =@, M ]{%) (2.113)

[Zp‘, [Lu1)[ i]ej{%}=(aﬁ,,z)[Zp’,([li,ui])[ﬂijej{x} (2.114)

i=1 i=1
na qual {x} representa os modos de vibragdo intervalar e @,, a frequéncia natural

intervalar.

O problema de autovalor intervalar, Equacao (2.114), pode ser transformado em
um problema pseudo-deterministico, sujeito a uma matriz de perturbacdo, através da
introdu¢do da matriz de rigidez e massa central e da matriz de rigidez e massa de

perturbacao radial, como apresentado nas Equacdes (2.115) e (2.116).

(2.115)
c7_ 2 U, +ll — e
(] =3[ x|l
na qual [M ¢ ] e [K C] representam as matrizes de valores médios.
[]-Se(“SHET . el
i=1
(2.116)

1]

na qual [I% R] e [1\;[ K ] representam as matrizes radiais.

> @45t

i=1
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Deve-se notar que a teoria da perturbacdo estuda o comportamento de um
sistema sujeito a pequenas alteracdes em torno das suas varidveis de projeto original.
Neste caso, para expressar os problemas intervalares usando a teoria da perturbagdo,

adiciona-se & =[-1,1] as matrizes radiais, que representa pequenas alteracoes sofridas

pelos parametros de projeto. Conforme mostrado na Equagdo (2.10), assim como os
nimeros intervalares, as matrizes intervalares podem ser apresentadas em funcdo da
soma das matrizes de valores médios com as matrizes radiais, conforme Equacdes

(2.117) a (2.128).

Para a matriz de rigidez intervalar tem-se que:

[K]=[Kk“]+[K"] (2.117)

[k]:[KC]+i(€i)(ui2_liJ[fi}e (2.118)

[1%]:[KC]+i[—1,1](”f2_lfJ[Ei]“ (2.119)

(K] =[k]+ {‘ i(uz_lj[_] i(”’;l’)[ﬁ]e} (2.120)

(]| [T (S5 RT ) - [T+ (845 xT ]| @

[K']=k“]- ( (ui;lij[fi]ej (2.122)

(k" ]=[k]+ (Zp:(“’;lfj[l?i]e] (2.123)



[K-[[]: [x°]] e

na qual [K ’] ¢ a matriz formada pelos valores de limite inferior e [K “] ¢ a matriz

formada pelos valores de limite superior dos niimeros intervalares.
Seguindo a mesma linha de raciocinio da matriz de rigidez intervalar, a matriz

de massa intervalar pode também ser representada pela soma da matriz de perturbacdo

radial com a matriz de valores médios.

[M]:[MC]+[MR] (2.125)

[M]:[MC]JFZP‘,(%)(M";Z’)W;T (2.126)

[M]{[Mc]— (i(”z_lj[z\ﬂj [M€]+ (i(”z_ljwjﬂ (2.127)

)= [ [} 212

na qual [M ’] ¢ a matriz formada por valores de limite inferior e [M ”} ¢ a matriz

formada por valores de limite superior dos numeros intervalares.

Substituindo as Equagdes (2.117) e (2.125) na Equacao (2.113) obtém-se:
(K 1+K 1) {5} =@, (1M 1+ (M "1){} (2.129)

Assim, conforme Equacdo (2.129), a determinac@o dos limites das frequéncias

naturais e dos modos de vibracio na presenca de incertezas € interpretada,

matematicamente, como um problema de autovalor centrado nas matrizes

([K°1e[MC]) e sujeito a perturbagdes radiais representados pelas matrizes
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([I? Rl e [M ®]. Esta perturbacio é obtida pelo somatério linear das matrizes
deterministicas do elemento ([E d e (M ;1) multiplicada por um coeficiente intervalar

E .

1

2.2.3.3.4 Frequéncia natural intervalar

A fim de se obter resultados fisicos corretos € necessario que sejam impostas
restricoes ao problema de autovalor intervalar. Estas restricdes estdo presentes,
intrinsecamente, no problema de autopar intervalar. Elas resultam em matrizes de

perturbacio radial ([K*] e [M*]), que sdo combinacdes lineares de matrizes simétricas

positivas dimensionadas por nimeros reais intervalares. Essa caracteristica da matriz de
perturbacao radial deve ser considerada no desenvolvimento de qualquer problema de

autovalor intervalar para limitar as frequéncias naturais.

’1(<[K”M]>) - % (2.130)

ARV )| S o
A(([K].[])= OV [T (1 [ T (2.132)

G [l ) (M ]

Trabalhando com o conceito de caracterizacio de minimos e mdximos de
autovalores compostos por matrizes simétricas, Equacdes (2.37) e (2.42), pode-se obter
os autovalores de um sistema dinamico intervalar, conforme demonstrado nas Equacoes

(2.133) e (2.135)
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Para o primeiro autovalor:

(7 L {x} [[KT+1K ] [{x} 2.133
A(([&][])= {}#O}{{x} Tm]+[n" ]]{X}J >

e Lo I LIIC ROAESIC) 2134
/1‘(<[ }[ ]>) {}¢{o}[[{x}[ l}{X},{X}T[MM}{X}}] (2.134)

Para os proximos autovalores:

A (&) [o1])) - | i [ SHLSEISIC }

o ol (" [ [ M€ ]+ [ 2% ] [{} (2.135)
{}¢{0}
— [ K Y Y[R
/l"(<[K]’[M]>)_maX {}m{n; 0{[{)6} [ l]{x},{x}T[M"]{x}J (2.136)

Substituindo e expandindo os termos do lado direito das Equacdes (2.133) e

(2.135), tem-se:

iR S Er S @ e Er g
(=} [[ } Kz ﬂ{x} ‘z(u ;lj{x} T {X}+Z(€)( ; j{X}T[Mi]e{X}
(2.137)

Uma vez que [K°] ¢é uma matriz simétrica positiva semidefinida

({x}T [K“1{x}>0), entdo, [K ] estard sujeita a uma matriz de perturbagdio simétrica
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positiva semidefinida [15 R] , ({x}T [I% K ]{x} > O) . J4 a matriz [M ], simétrica positiva
definida, ({x} [MC1{x}>0), estard sujeita a uma perturbacio também simétrica

positiva definida [M R} ({ } [ }{x} > 0)

De acordo com as propriedades da matemadtica intervalar , Equacdo (2.14), os

limites dos autovalores sdo obtidos por:

max [/Tik <[I€],[M ]ﬂ = max {% J (2.138)

oY) e

2 Koy BUTAREE ) BRI AR
+

A i(“zlj{x} RSy E= BHTATE .

=
—
R
—_—
—
=
L
<
2
L
N —
L
Il
M= |z
A/
=
N
~

Y e {x}+ﬁ(”"_l"j{x}T [M, ] {x}

al 2

Portanto, os limites (superior e inferior) das frequéncias naturais de um
problema de autovalor intervalar ndo deterministico podem ser obtidas por meio de um
problema de autovalor pseudo-deterministico, facilitando a solu¢do do problema quando

na presenca de parametros incertos, conforme Equacdes (2.142) e (2.143).
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M-

(LK (b= (@)Y ()01 () 2.142)

i=1

(10, UK T {oc = (e, 02 (4)M 1 {x} (2.143)

i=1

De acordo com as Equacdes (2.142) e (2.143), conclui-se que os limites
superiores exato das frequéncias naturais de um problema dindmico, na presenca de
incertezas, sdo obtidos trabalhando-se com os valores superiores dos elementos que
formam a matriz de rigidez juntamente com os valores inferiores dos elementos que
compdem as matrizes massa. Seguindo a mesma linha de raciocinio, os limites
inferiores das frequéncias sao obtidos por meio de um problema de autovalor formado

por matrizes de rigidez de valores minimos e matrizes de massa de valores maximos.
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Capitulo 3

PROCEDIMENTO DE CALCULO DE INCERTEZA
DE MEDICOES DIRETAS E INDIRETAS DAS
GRANDEZAS FISICAS DE UMA VIGA DE ACO

Neste capitulo serdo apresentadas nocdes basicas sobre a avaliacdo das incertezas
de medi¢ao das grandezas fisicas de uma viga de aco. Com base no intervalo da incerteza
das grandezas calculadas, obtém-se o intervalo da incerteza das frequéncias naturais

inerentes a viga em estudo, quando em vibracao livre.

Conforme mencionado, o objetivo deste trabalho € apresentar uma metodologia
numérica eficaz, com baixo custo computacional, capaz de gerar resultados intervalares a
partir de grandezas de entrada também intervalares. Portanto, € necessario que se obtenha
o intervalo de valores possiveis de serem atribuidas as grandezas fisicas da viga de aco.
Neste estudo, compara-se o intervalo de valores que pode ser atribuido as frequéncias
naturais experimentais com o intervalo das frequéncias naturais calculadas
numericamente. O Guide to the expression of the Uncertainty in Mesureament (GUM,
2008) apresenta critérios e regras para expressar € combinar diferentes componentes de
incertezas de medicdo. Todo o procedimento de cdlculo para se estimar as incertezas €

baseado no GUM (2008), o que nos permitiu estimar as incertezas presentes nas seguintes
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grandezas da viga: comprimento total, comprimento util, largura, altura, volume, &rea,
massa especifica, médulo de elasticidade, momento de inércia de drea e também permitiu
avaliar as incertezas presentes nos dados coletados pelos acelerdmetros. A andlise
probabilistica ¢ uma forma de caracterizar a incerteza tanto nos dados coletados pelos

sensores, como nos parametros do modelo numérico.

3.1 INCERTEZA DE MEDICAO

A presenca de incertezas nos projetos pode ser atribuida as imperfei¢des fisicas,
imprecisdes do modelo matematico e a complexidade do sistema e essas incertezas

devem ser quantificadas nas etapas de elaborac@o dos projetos de engenharia.

Segundo GUM (2008) o conceito de incerteza como um atributo quantificavel é
relativamente novo na histéria da medi¢do, embora o erro e andlise do erro tenham uma
longa participagio da pratica da ciéncia da medi¢io ou metrologia. E atualmente
reconhecido que, quando todos os componentes conhecidos ou suspeitos do erro tenham
sido avaliados e as corre¢des apropriadas tenham sido aplicadas, hd ainda uma incerteza
remanescente acerca da corre¢io do resultado apresentado, isto €, uma divida acerca de

quado bem o resultado da medic¢do representa o valor da quantidade sendo medida.

Na prética, existem muitas fontes possiveis de incerteza em uma medigao, tais

como as listadas a seguir, (GUM, 2008):

a) definicao incompleta do mensurando;

b) realiza¢ao imperfeita da defini¢do do mensurando;

¢) amostragem nao representativa - a amostra medida pode ndo representar o mensurando
definido;

d) conhecimento inadequado dos efeitos das condi¢des ambientais sobre a medi¢do ou
medicao imperfeita das condi¢des ambientais;

e) erro de tendéncia pessoal na leitura de instrumentos analégicos;

f) resolugdo finita do instrumento ou limiar de mobilidade;

g) valores inexatos dos padrdes de medicdo e materiais de referéncia;
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h) valores inexatos de constantes e de outros parametros obtidos de fontes externas e
usados no algoritmo de redu¢do de dados;

1) aproximacdes e suposi¢cdes incorporadas ao método e procedimento de medicao;

j) variagdes nas observacdes repetidas do mensurando sob condi¢des aparentemente

1dénticas.

A origem da incerteza de medi¢do pode ser atribuida a existéncia de erros
sistematicos e aleatdrios. Os erros sistematicos geralmente sdo de causas identificaveis e
possiveis de serem corrigidos, portanto, em principio, pode-se eliminar a influéncia
desses efeitos nas fontes de incertezas. Os erros aleatdrios sdo o resultado de influéncias
externas e internas, ndo controladas, que provocam o surgimento de erros nao repetitivos.

Os efeitos aleatérios podem ser quantificados por andlise estatistica.

A medicdo direta é aquela cuja indicacdo resulta naturalmente da aplicacdo do
sistema de medic¢ao sobre o mensurando. H4 apenas uma grandeza de entrada envolvida.
Exemplos de medi¢cdes diretas efetuadas neste trabalho: medicdo de comprimento,
largura, altura e massa. J4 a medi¢ao indireta envolve a determinagdo do valor associado
ao mensurando a partir da combinagdo de duas ou mais grandezas por meio de expressoes
matematicas. Exemplo de medi¢Oes indiretas realizadas neste trabalho: medicdo de

volume, drea, massa especifica, médulo de elasticidade e momento de inércia de area.

Na medicdo direta, os efeitos aleatérios de cada uma das fontes de incertezas
(comprimento, largura, altura, massa da viga e massa do acelerdmetro) foram estimados
baseados em parametros estatisticos e ndo estatisticos. O efeito aleatério € estimado por
meio da incerteza padrdo de cada fonte de incerteza, indicado pela faixa de dispersdao em
torno do valor central equivalente a um desvio padrao. A avaliagdo da incerteza padrdao
pode ser classificada em tipo A e tipo B. Ambos sdo baseados em distribuicdes de
probabilidade (normal, retangular, entre outras.). A avaliac¢do tipo A é realizada por uma
andlise estatistica de uma série de observacdes ou medidas, sob as mesmas condi¢des de
operacao . Neste estudo, para uma avaliagdo do tipo A, efetuou-se 20 medicdes diretas
das seguintes grandezas: comprimento, largura, altura e massa. J4 a avaliacdo do tipo B é
realizada por procedimentos ndo estatisticos, a partir de um julgamento cientifico baseado
em informacdes relevantes sobre os instrumentos usados durante o ensaio e sobre o

processo de medi¢do. Neste trabalho foram utilizados os seguintes equipamentos de
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medicdo: paquimetro, balanca, miniacelerdmetro e analisador de sinais. Para efetuar uma

avaliacdo do tipo B, coletaram-se informacdes de catdlogos e certificados de calibracdo.

Segundo GUM (2008) uma completa avaliagdo da incerteza de medi¢ao pressupde
a estimativa da incerteza padrdo, da incerteza padrio combinada e da incerteza
expandida. A incerteza padrao u(x;) de um dado efeito aleatério corresponde a estimativa
equivalente a um desvio padrdo da acdo deste efeito sobre a indicagdo. A incerteza
combinada u.(x;) de um processo de medi¢do € estimada considerando a acdo simultanea
de todas as fontes de incerteza e ainda corresponde a um desvio padrdo da distribui¢ao
resultante. A incerteza expandida U(x;) associada a um processo de medicao € estimada a
partir da incerteza combinada multiplicada por um fator de abrangéncia (k) apropriado e,
isto, reflete a faixa de dividas presente na medic@o para nivel de confianca de 95%. Na
engenharia ¢ comum trabalhar com niveis de confianca de 95% e para isso € necessario

que u. seja multiplicado por k.

Nos proximos topicos serdo apresentadas alguns procedimentos de avaliacdo de
incertezas de medicdo em medi¢des diretas efetuadas no célculo das grandezas:
comprimento, largura, altura e massa e, em medig¢des indiretas realizadas no célculo do
modulo de elasticidade, do momento de inércia de drea, da massa especifica e da drea da
secdo transversal da viga. Serdo discutidos também, algumas da distribuicdes de

probabilidades mais usuais, tais como, normal, uniforme, trapezoidal e triangular.

3.1.1 Incerteza padrao

A medicao de uma grandeza envolve um conjunto de operacdes para estimar o seu
valor verdadeiro. Esta grandeza pode ser medida diretamente (como o comprimento, a
altura, a massa, o tempo) ou indiretamente (como o volume, a velocidade, a massa
especifica etc.). Conforme mencionado, em uma medi¢do indireta supdem-se uma relacdo
matemadtica que permita determinar o valor de uma grandeza desconhecida a partir dos

valores de N outras grandezas conhecidas ( X, X,,..., X, ), denominadas grandezas de

entrada, através de uma relacdo funcional f, como mostra a Equacgdo (3.1).
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Y=1(X,, Xy X) (3.1)

As grandezas de entrada, por sua vez, podem também ser consideradas
mensurandos que dependem de outras grandezas. Seus valores e respectivas incertezas
podem ser obtidos a partir de uma unica observagdo ou de repetidas observagdes, de
dados fornecidos pelos fabricantes dos instrumentos, da experiéncia do observador, da
literatura, de medi¢des realizadas anteriormente, de padrdes de calibracdo, de materiais
de referéncia ou de certificados de calibragdo. Assim, a incerteza associada ao resultado
da medi¢do deve levar em consideracdo as incertezas individuais que afetam o processo
de medi¢do. A func¢do f deve ser interpretada como aquela funcdo que contém todas as
grandezas, incluindo todas as corre¢des e fatores de corre¢des que possam contribuir com

um componente significativo da incerteza para o resultado de medi¢do (Santos, 2011).

Os componentes da incerteza podem ser analisados por diferentes modos de
avaliacdo como a do tipo A e do tipo B. Os dois tipos de avaliacdo sao baseados em
distribuicdes de probabilidade e os componentes de incerteza resultantes de qualquer tipo

sdo quantificados por variancias ou desvios padrao.
Avaliacido do tipo A: € realizada estatisticamente a partir de medicoes repetidas
de uma dada grandeza, assumindo uma distribuicdo normal de probabilidade ou outra

qualquer.

Distribuicdo Normal ou Gaussiana: existem muitas fun¢des de distribuicdo de

probabilidade, porém a distribui¢do normal representa um bom modelo para uma série de
dados experimentais em diversas dreas do conhecimento humano, conforme mostra a

curva da Figura (3.1).

)

-3¢ 2c -lo 0 +1lo +2c +3c *

— 68%
95,5%

99,7%

Figura 3.1 — Curva de distribui¢ao gaussiana.
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A curva de distribui¢do normal tem o aspecto de um sino, sendo simétrica em

relagdo a média aritmética (4 ). Pode-se afirmar com um nivel de confianca de 68,27%
que a média estd no intervalo gt o . Este nivel aumenta para 95,45% no intervalo

U120 epara99,74% no intervalo y+3c0 .

A média aritmética é uma medida de tendéncia central de um conjunto de dados
isolados ou amostral. Sabe-se que a média aritmética, Equacdo (3.2), é a melhor
estimativa disponivel do valor esperado de uma grandeza X que varia aleatoriamente e
para a qual n observagdes independentes foram obtidas sob as mesmas condi¢des de

medicao.
F=y = (3.2)

na qual x¢é a média aritmética, x,,x,,...,X

n

sdo as observacgdes efetuadas, e n € o

nimero de observagdes repetidas.

A variabilidade dos valores das n observacodes realizadas da grandeza X ocorre
devido aos efeitos aleatérios, gerando um alargamento da curva de distribuicdo de

probabilidade e aumentando a imprecisdo do método analitico. Assim, a variincia

experimental, sz(xi) , das observacgdes € dada por:
2 _ L C Y
57 (x,) = > (x,-%) (3.3a)
n—143

A raiz quadrada da variancia experimental s’(x,) é o desvio padrdo experimental
dado por s(x;).

A incerteza padrao u(x;), de sua estimativa x,, equivalente a varincia da média
s*(X,) . A raiz quadrada da variancia da média é chamada de desvio padrdo experimental

da média dada por s(X;,) .

u(x)=s(x)="> ;xf) = n(nl—l) i(xi — %) (3.3b)
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Avaliacdo do tipo B: nesta avaliacdo a incerteza € obtida a partir de um
julgamento cientifico baseado em todas as informagdes relevantes disponiveis sobre o
instrumento e o processo de medi¢do, tais como, a experiéncia do profissional ou o
conhecimento geral sobre os materiais e os instrumentos, além das especificagdes do

manual do fabricante.

Se a estimativa x; é tomada de um manual do fabricante ou outra fonte técnica a

sua incerteza, cotada deste manual, é estabelecida como um multiplo de um desvio

padrdo, ou seja, a incerteza padrdo u(x;) € simplesmente o valor cotado dividido pelo

multiplicador e a variancia estimada uz(xi) ¢ a raiz deste quociente (GUM, 2008). Sendo

assim, se um mensurando possui uma incerteza (cotada do manual) ao nivel de confianca

de 68,26%, entdo a incerteza padrio € igual ao desvio padrdo, u(x,)=0.

Se a incerteza declarada de x, € um parametro ao qual estd associado um dado

nivel de confianca de 90, 95 ou 99%, o célculo da incerteza padrio s6 serd efetuado se a
distribuicdo de probabilidade caracterizada pela estimativa do mensurando e sua incerteza
for conhecida. Neste caso, a incerteza padrio ¢é a incerteza citada dividida pelo fator de
abrangéncia apropriado para a distribuicao adotada. Tal fator € encontrado nas tabelas de
distribuicao de probabilidades (Draper e Smitth, 1996). Se ndo for especificado o tipo de

distribuicao pode-se assumir uma distribui¢do normal.

Quando o intervalo é bem definido, mas a distribuicdo de erros nao € bem
conhecida, deve-se admitir uma distribuicao diferente da normal, tal como a retangular,
trapezoidal ou triangular (GUM, 2008). A seguir sdo apresentadas as distribui¢cdes de

probabilidades mais utilizadas nas avaliagcdes do tipo B.

Distribui¢do retangular: é utilizada quando ndo ha nenhum conhecimento sobre

os possiveis valores do mensurando dentro do intervalo.

Em alguns caso € possivel estimar apenas os limites, superior e inferior, para X, e
estabelecer que a probabilidade para que o valor de X, pertenca ao intervalo [ a;, a,] €

100% e a probabilidade para que o valor X, esteja fora desse intervalo € zero. Se nio
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houver conhecimento especifico de possiveis valores de X, dentro do intervalo, pode-se
assumir que X, esteja em qualquer outro ponto dele. Neste caso, assume-se uma

distribuicdo uniforme ou retangular, Figura (3.2), e consequentemente o seu grau de

liberdade € infinito (Link, 1997).

fix) a

o
[ o]

] S —

i s

Figura 3.2 — Curva de distribui¢ao uniforme (adaptado de GUM, 2008 ).

Neste caso, x; (estimativa ou valor esperado de X,) € o ponto médio do intervalo

e pode ser expressado pela Equacao (3.4)

X = (a,+a,) (3.4)
2
A variancia associada é dada por:
(a,—a,)’
u(x) =-——>=— 3.5
(x,) n (3.5)

Se a diferenca entre os limites, a,— a,, for designada por 2a, tem-se que a

Equacao (3.5) torna-se:

2

() :% (3.6a)

E a incerteza padrdo correspondente € dada por:
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u(x,) = % (3.6b)

Dentre as varidveis deste tipo de distribuicdo estdo a linearidade, a resolugdo e a

sensibilidade dos instrumentos de medicdo, encontrados em manuais do fabricante.

Distribuicdo Triangular: em muitos casos, ¢ mais realista esperar que valores

perto dos limites sejam menos provaveis do que os que estejam perto do ponto médio. E,
entdo, razodvel substituir a distribuicdo retangular simétrica, por uma distribui¢ao
trapezoidal simétrica, tendo lados inclinados iguais (um trapezoide isésceles), uma base

de largura a, —a;, =2a e um topo de largura 2a , com 0< <1 (GUM, 2008).

Na medida em que f —1 esta distribuigdo trapezoidal se aproxima da
distribuicdo retangular, vista anteriormente, enquanto que, para =0, torna-se uma

distribuicao triangular.

Neste caso, a variancia associada € dada por:

2 2
Distribuicéo trapezoidal :  u*(x,) = %4_’6)
(3.7a)
2
Distribuigdotriangular com =0: u’(x,)= %
E a incerteza padrao correspondente € dada por:
Ja+p
Distribuigdo trapezoidal :  u(x;) = Lﬁ)
Je6
(3.7b)

Distribuigdotriangular com f=0: u(x;) = 4

NG

Numa distribui¢ao de probabilidade triangular a probabilidade de que um valor de

X, esteja dentro do intervalo [ a;, a,] € igual a 1, para todos os pontos, e a probabilidade
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de que X, esteja fora deste intervalo € essencialmente zero. A Figura (3.3) mostra a curva

da fun¢do densidade de probabilidade triangular.

fix)

£
1/a /!
|
|
|
1
|
[}
I
1

ai u as x

Figura 3.3 — Curva de distribuicao triangular (adaptado GUM, 2008).

Em suma, devem ser coletadas informacdes que permitam estimar a incerteza
associada a cada fonte de erro. Recomenda-se apresentar o valor associado aos limites de
variacdo da fonte de incertezas em sua unidade natural e identificar o tipo de distribui¢ao
de probabilidade envolvida (normal, retangular, triangular ou outra). Em fun¢do do tipo
de distribuicdo serd definido o divisor utilizado para converter o valor conhecido na
incerteza padrdo. Para distribuicdes normais este valor geralmente € unitrio no caso da
avaliacdo de incerteza tipo A, ou coincide com o fator de abrangéncia utilizado na fonte
de informag¢do quando a avaliacdo tipo B € considerada. Conforme apresentado na

descricdo acima, os divisores das distribui¢des de probabilidade retangular e triangular

séoﬁex/g.

3.1.2 Incerteza padrao combinada

A incerteza padrao combinada pode ser calculada a partir das incertezas padrdes
individuais, para cada uma das varidveis que interferem no processo de medi¢do, através
de uma lei conhecida como “Lei de Propagacdo de Incertezas”. A incerteza, assim

determinada, € definida como incerteza padrdo combinada e € designada por u_ . Neste
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caso, a incerteza padrdo combinada, u_(y), € dada pela raiz quadrada positiva, conforme

mostra Equacao (3.8).

u (y)= Z % u (x)+2Nz Z af af u(x)r(x,,x) (3.8)

i ll/l+1

na qual y € a estimativa da varidvel resposta Y, x, € a estimativa da varidvel X,,
uz(xi)é variancia associada a x;, para todo i variando de 1 a N, N € o nimero de
varidveis que afetam a resposta Y, uz(xj)é a incerteza associada a fonte de erro
representada pela estimativa x; e r(x,x;) € o coeficiente de correlagdo entre as

estimativas x; e x;.

A Lei de Propagacdo de Incerteza, porém, somente pode ser aplicada quando o
modelo matemadtico que relaciona a varidvel de resposta da medi¢ao com as varidveis que
afetam o seu comportamento for conhecido. A Equacgdo (3.8), referenciada como a Lei de
Propagacdo de Incerteza, é baseada numa aproximagdo da série de Taylor de primeira

ordem de Y = f(x,, x,,..., x) . As derivadas parciais em funcdo de cada varidvel x, com

i=1,..,N que aparecem na Equacdao (3.8) sdo denominadas coeficientes de

sensibilidade. A grandeza desses coeficientes descreve a contribui¢do de cada fonte de
incerteza no valor final da incerteza de medi¢ao. Por sua vez, o segundo termo da referida

equagdo expressa a correlagdo existente entre duas fontes de incertezas x,,x; com i # j.

O coeficiente r, ver Equacdo (3.9), fornece uma medida do grau de correlacio

entre as variaveis x,e x;.

M=

(-x,'k - 2)2 (Xjk - 2,’ )2
- 3.9)

Z(xlk -X;) Z(xjk x )

na qual M representa o nimero de valores atribuidos as varidveis x;e x;, e X, € X;

r(xi,xj) =

<|¥

representam, respectivamente, as médias aritmética dos M valores atribuidos a x, e x ;-



65

O coeficiente de correlacdo varia de -1 a 1. Quando esse valor se aproxima dos
extremos significa que as varidveis x, e x; sdo altamente correlacionadas. Por outro lado,

se o coeficiente € zero significa que ndo ha correlacdo entre as varidveis, assim o segundo

termo da Equacdo (3.8) desaparece conforme a Equacao (3.10)
N af 2
uf(y):Z(—j u’(x,) (3.10)
=T\ Ox,

Portanto, se as estimativas x; ¢ x; sdo independentes entre si, o coeficiente de

correlagdo € igual a zero diminuindo-se, assim, o nimero de cdlculos necessdrios para

determinar a incerteza padrao combinada.

3.1.3 Incerteza padrao expandida

A incerteza padrdo combinada calculada através da Lei de Propagacdo de
Incertezas apresenta uma probabilidade de abrangéncia de 68,27% sendo muito pequena
para a maioria das aplicacdes em engenharia. Assim sendo, o Comité Internacional de
Pesos e Medidas propde descrever a incerteza de medicdo através de intervalos que
representam os valores esperados para os erros de medicdo, com uma probabilidade
maior, geralmente de 95,45%. Esta incerteza recebe o nome incerteza expandida (U ) e

pode ser estimada pela Equagao (3.11)
U=ku, (3.11)
na qual u_€ a incerteza padrdo combinada e k >0 € o fator de abrangéncia.

O fator de abrangéncia k deve levar em conta, além do nivel de confianca
desejado, o nimero de graus de liberdade efetivos associados ao caso para o intervalo

y—U a y+U . Geralmente, k assume valores entre 2 e 3, mas, para aplicacdes especiais

k pode assumir valores fora dessa faixa
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O grau de liberdade efetivo v, ¢ obtido através da formula de Welch-

Satterthwaite, conforme mostra a Equacgao (3.12).

(3.12)

na qual v,é o grau de liberdade associado a cada fonte de incerteza (ou varidvel de

entrada); u, € a incerteza combinada; u, e a incerteza padronizada associada a i-ésima

fonte de incerteza e N € o numero total de fontes de incertezas analisadas.

Com a Equacdo (3.12) € possivel calcular o nimero de graus de liberdade efetivo,

permitindo que seja obtido o valor de “k” para nivel de confianca de 95% através da

Tabela (3.1).

Tabela 3.1 — Grau de liberdade efetivo e o correspondente fator de abrangéncia.

Vo 1 2 3 4 5 6 7 8 10 |12 |14 |16

ks 13,97 | 4,53 | 3,31 | 2,87 | 2,65 | 2,52 | 2,43 | 2,37 | 2,28 | 2,23 | 2,20 | 2,17
v, |18 |20 25 |30 |35 [40 (45 |50 |60 |80 |100 | o
kos | 2,15 2,13 | 2,11 | 2,09 | 2,07 | 2,06 | 2,06 | 2,05 | 2,04 | 2,03 | 2,02 | 2,00

Para valores fraciondrios de v, , interpolac@o linear pode ser usada se v, > 3.

Alternativamente o valor de ks corresponde ao valor de v, imediatamente inferior na

tabela pode ser adotado.

Procedimento de avaliagcdo da incerteza de medi¢ao para um caso geral:

1. Determinar o modelo matemético que relaciona a grandeza de entrada com a

saida, y= f(x,,%,,....x,);
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2. Identificar todas as correc¢des a serem feitas ao resultado de medigdo;

3. Listar componentes sistematicos da incerteza associada a correcdes e tratar efeitos
sistemadticos ndo corrigidos com parcelas de incerteza;

4. Atribuir valores de incertezas e distribuicdo de probabilidades com base em
conhecimentos experimentais praticos ou tedricos;

5. Calcular a Incerteza Padronizada, u, , para cada componente de incerteza;
6. Calcular a Incerteza Combinada, u_(y);

7. Calcular a Incerteza Expandida, U .

3.2 INCERTEZA DE MEDICAO PARA O CALCULO DAS
FREQUENCIAS NATURAIS TEORICAS

3.2.1 Incerteza em medicao direta

Uma régua graduada de aco inox de secdo transversal retangular e uniforme
representa uma viga engastada-livre (Figura (3.4)) colocada em vibragdo livre na dire¢ao
do eixo x, a fim de analisar a influéncia dos varidveis (intervalares) de entrada na resposta

do sistema. Mais detalhes da viga de aco encontram-se no Capitulo 4, item 4.2.1
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!'

miniaceleréometro

a) Ensaio da viga engastada

b) Secdo transversal retangular da viga ensaiada

Figura 3.4 — Viga engastada-livre em vibracao livre.

Ap6s 20 medicoes diretas da aceleragdo na dire¢cdo x da viga, calculou-se a

incerteza padrao de cada uma das seguintes grandezas geométricas: base (b ) e altura (/)

da secdo transversal, comprimento total ( L, ), comprimento util (L, ), massa da viga (m,)

e massa do acelerdmetro (m, ).
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Incertezas dos instrumentos de medi¢do: paquimetro (fabricante: Mitutoyo; 150

mm; resolucdo 0,02 mm); paquimetro (fabricante: Mitutoyo; 300mm; resolucao 0,05

mm); balanca (fabricante: Marte; resolugao ,5.107* g ), ver Anexo B.

Tabela 3.2 — Valores obtidos apds 20 medidas diretas de cada grandeza ( x; ).

b (mm) | A (mm) | L, (mm) | L (mm) m, (g) m, (g)
26,20 0,98 250,50 305,80 54,6182 0,4341
26,20 0,90 250,30 305,85 54,6185 0,4342
26,16 0,96 250,55 305,85 54,6193 0,4341
26,12 1,00 250,00 305,50 54,6199 0,4342
26,10 0,90 250,30 306,10 54,6196 0,4341
25,98 0,94 250,60 305,85 54,6195 0,4341
26,00 0,94 250,50 306,10 54,6194 0,4342
26,00 0,94 250,20 306,20 54,6194 0,4341
25,98 0,90 250,25 306,00 54,6197 0,4341
25,98 0,98 250,50 306,10 54,6198 0,4341
26,00 0,94 250,40 306,10 54,6197 0,4342
26,00 0,96 250,45 306,10 54,6196 0,4341
26,22 0,96 250,50 306,10 54,6194 0,4342
26,24 1,00 250,55 305,85 54,6196 0,4342
26,20 1,00 250,50 305,85 54,6191 0,4342
26,10 0,96 250,30 305,85 54,6190 0,4342
26,00 0,94 250,55 306,20 54,6191 0,4341
25,96 0,96 250,30 305,80 54,6192 0,4342
25,98 0,96 250,55 305,85 54,6192 0,4342
25,96 0,96 250,50 305,80 54,6191 0,4341

X 26,07 0,95 250,42 305,94 54,6191 0,4341
sz(xl.) 0,1015 | 0,0305 0,1540 0,17791 | 4,19617%x10™* | 5,130x10°
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» Comprimento total (L)

Fontes de incerteza:

Incerteza Tipo A (uy,,, ): 20 medigdes aleatorias
Incerteza Tipo B (uy,,):+ 0,08 mm (exatiddo do paquimetro (300 mm) obtido do

catdlogo do fabricante), ver Anexo B.
Estimativas dos efeitos aleatorios:

a) Incerteza padrao Tipo A: avaliada estatisticamente a partir de 20 medicdes repetidas do
comprimento total. A distribuicdo de probabilidade que rege a Incerteza Tipo A € a

normal, logo, a incerteza padrdo Tipo A € obtida dividindo u(x;) por um valor unitério.

Média aritmética:

X=E (3.13)

x, = valores apresentados na quarta coluna da Tabela (3.1)

x =305,94 mm

Desvio padrdo experimental da varidvel x; :
2 1 N —\2
() =——2 (= %) (3.14)
n—=1,5

Desvio padrao da média ou (incerteza padrdo):

u(x)=s(x,) = > ;x") _ 30 (3.15)

N
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uey = 217791
i \/%

Uypon =u(x,) =0,03978 mm

=0,03978 mm

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza

padrao € obtida dividindo metade da exatidao do instrumento por NE] ).

Exatidao do paquimetro (300 mm) = 0,08 mm

Incerteza do paquimetro devido a exatidao = /

Inst

_exatiddo _ 0,08

inst = 0’ 04 mm (316)
‘ 2 2
T Il,, 0,04
TipoB \/5 \/g (3 . 17)
Upipo = 0,023 mm
¢) Incerteza padrao combinada
uc = \’ MYZ"ipoA + u;ipoB
u, = \/0, 03978 +0,023° (3.18)

u,, =0,046 mm
d) Incerteza padrao expandida

U, =kosq, Uy,

Numero de graus de liberdade efetivo é célculado por meio da equacdo de Welch-

Satterwaite:

)
= (3.19)

u' (y)
2

l
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Para incerteza Tipo A: v, =n—1

Para incerteza Tipo B: v, = o0

oo 0,046*
“0,03978* N 0,023*
19 o

=33,97 (3.20)

De posse de v,, e com as informagdes da Tabela (3.1), obtém-se:

koss, = 2,07 (3.21)

Portanto:

U,, =2,07 x 0,046

(3.22)
U,, =0,095 mm

»> Comprimento util (L,)

Fontes de incerteza:

Incerteza Tipo A (uy,,,, ): 20 medigdes aleatorias
Incerteza Tipo B (Ugp05): £ 0,08 mm (exatidao do paquimetro (300 mm) obtido do

catdlogo do fabricante)
Estimativas dos efeitos aleatdrios:
a) Incerteza padrao Tipo A:

Média aritmética:

n =20 medicdes

x, = valores apresentados na terceira coluna da Tabela (3.2)

x =250,42 mm



73

u(x) = s(x;) _ 0,1540
Yodn o V20

Uy = u(x,) =0,03443 mm

=0,03443 mm (3.23)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza

padrao € obtida dividindo metade da exatiddao do instrumento por NE] ).

Exatidao do paquimetro (300 mm) = 0,08 mm

_exatiddo 0,08

I = = 0,04 mm (3.24)
2 2
— Illm‘ — O’ 04
uTipoB - \/g - \/§ (325)
Upios = 0,023 mm

¢) Incerteza padrdao combinada

_ [ 2
U = \[Ugipos T Usipon

1, =1/0,03443> +0,023 (3.26)
u,, =0,042 mm

d) Incerteza padrao expandida

ULu = k‘)S% ucLu

b= 0,042*
b0,03443 N 0,023*
19 oo

=39,94 (3.27)

De posse de v,, e com as informacdes da Tabela (3.1), obtém-se:

kosy, = 2,06 (3.28)

Portanto:
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U, =2,06x% 0,042

(3.29)
U,, =0,086 mm

» Largura da secao transversal (b )
Fontes de incerteza:

Incerteza Tipo A (uy,,, ): 20 medi¢des aleatorias

Incerteza Tipo B (uy,,;): 0,03 mm (exatiddo do paquimetro (150 mm) obtido do

catdlogo do fabricante).
Estimativas dos efeitos aleatorios:
a) Incerteza padrao Tipo A:

Média aritmética:
n =20 medi¢des
x, = valores apresentados na primeira coluna da Tabela (3.2)

x =26,07 mm

u(x) = s(x;) _ 0,1015
Todn o W20

Upipon = u(x;) =0,02269 mm

=0,02269 mm (3.30)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza
padrdo € obtida dividindo metade da exatidao do instrumento por NE) ).

Exatidao do paquimetro (300 mm) = 0,03 mm

_exatiddo 0,03
inst — 2 -

=0,015 mm (3.31)



I, 0,015
Uripop = \/5 _T
=0,00866 mm

Uipon

¢) Incerteza padrao combinada

_ [ 2
U = \[Ugipos T Usipon

1, =+/0,02269 +0,0087°
u, =0,024 mm

d) Incerteza padrao expandida

U, = kosq, Uy,

0,024*
V,= 2 2
0,02269 N 0,0087
19 oo

= 24,94

De posse de v, e com as informagdes da Tabela (3.1), obtém-se:

kyss, = 2,11

Portanto:

U,=2,11x 0,024
U, =0,051 mm

» Altura da secio transversal (/)

Fontes de incerteza:

Incerteza Tipo A (uy,,, ): 20 medi¢des aleatorias

75

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



76

Incerteza Tipo B (uy,,;): 0,03 mm (exatiddo do paquimetro (150 mm) obtido do

catdlogo do fabricante).
Estimativas dos efeitos aleatorios:
a) Incerteza padrao Tipo A:

Média aritmética:
n =20 medicdes
x, = valores apresentados na segunda coluna da Tabela (3.2)

x =0,9540 mm

u(x) = s(x;) _ 0,0305
Todn o W20

Uyyon = u(x,) =0,006821 mm

=0,006821 mm (3.37)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza

padrao € obtida dividindo metade da exatiddao do instrumento por NE] ).

Exatidao do paquimetro (300 mm) = 0,03 mm

_exatiddo 0,03

inst 2 :0,015 mm (338)
o _I, _00I5

RN G (3.39)
Uzipop = 0,00866 mm

¢) Incerteza padrao combinada

uc = \’ u72"ipoA + u%ipoB
u, = Jo, 006821°+0,0087" (3.40)

u, =0,011 mm
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d) Incerteza padrao expandida

U, = Kkosg, Uy,
4
v, = O’?ll Z =1,29x10° (3.41)
0,006821 N 0,0087
19 oo

De posse de v, e com as informagdes da Tabela (3.1), obtém-se:

koo, = 2,014 (3.42)

Portanto:

U, =2,014%0,011

(3.43)
U, =0,022 mm

» Massa da viga

Fontes de incerteza:

Incerteza padrao Tipo A (uy,,,,): 20 medigdes aleatorias
Incerteza padrdo Tipo B (ug,,): £ 0,30 mg (miligrama) obtido do certificado de

calibracdo da balanca — Fabricante: Marte Balangas e Aparelhos de Precisao Ltda, ver

Anexo B.
Estimativas dos efeitos aleatorios:
a) Incerteza padrao Tipo A:

Média aritmética:

n =20 medicdes

x, = valores apresentados na quinta coluna da Tabela (3.2)
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X=54,6193 g

_s(x) _4,19617.107

B T

uTipoA = u(xi) = 9,38293X10_S g

=9,38293x107°g (3.44)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza
padrdio é obtida dividindo I, . por +/3).

Incerteza do instrumento obtida do certificado de calibracdo (Balanca — Marte) =

+ 0,30 mg

L, = 0’23 =0,15 mg (3.45)
y ot 1,5x10™

TipoB \/5 \/g (346)
s = 8,66X107 g

¢) Incerteza padrao combinada

Y R
U, =\ UTipoa T Uripon

1, =+/(9.38293x10)> +(8,66x107)’ (3.47)
ucmv = 1’3X10_4 g

d) Incerteza padrao expandida

U =k, u

my 95% ~“cmy

, o (1,3x107H*
"™ (9,38293%107%)* N (8,66x107°)*
19 o

=65,16 (3.48)

De posse de v, e com as informagdes da Tabela (3.1), obtém-se:
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kosq, =2,04 (3.49)
Portanto:

U,, =2,04x(1,3x10™)
(3.50)
U, =2,6x10"g

> Massa do acelerometro
Fontes de incerteza:

Incerteza padrao Tipo A (uy,, ): 20 medi¢des aleatorias

Incerteza padrao Tipo B (uy,;): * 0,30 mg (obtido do certificado de calibragdo da

balanca — Fabricante: Marte Balancas e Aparelhos de Precisdo Ltda).
Estimativas dos efeitos aleatdrios:
a) Incerteza padrao Tipo A:

Média aritmética:
n =20 medicdes
x, = valores apresentados na quinta coluna da Tabela (3.2)

x=04342 ¢

_s(x) 5130107
i V20

uTipoA = M(Xi) = 17147(1)X10_5g

u(x;) =1,147(1) x 107 g 3.51)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribuicdo retangular, logo a incerteza
padrdio é obtida dividindo I, por +/3).

Incerteza do instrumento obtida do certificado de calibracdo (Balangca — Marte) =

+ 0,30 mg



I = 0’23 =0,15 mg

1, L15x10™

u. = =
TipoB \/5 \/g

=8,66x107 g

uTi ipoB

¢) Incerteza padrdao combinada

_ [ 2
U = | Uripor T Uripop

u,,, =~/(1,147x107)* +(8,66x107 )’
U, =8,7x107 g

d) Incerteza padrao expandida

Uma = k95% ucma
-5\4
v o= G7I0)  _g4x10+
(1,147x10™) +(8,66><10 )
19 0

De posse de v, e com as informagdes da Tabela (3.1), obtém-se:

kqsq, = 2,00

Portanto:

U, =2,00x(8,7x10™")
U, =17x10"g
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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3.2.2 Incerteza em medicao indireta

A medi¢do indireta envolve a determinacdo do valor associado ao mensurando a
partir da combinacdo de duas ou mais grandezas (de entrada) por meio de expressdes
matematicas. Quando essas grandezas de entrada se comportam de forma desvinculada,
do ponto de vista estatistico, estas varidveis (grandezas) sao ditas independentes ou nao
correlacionadas, e seu coeficiente de correlacdo (ver Equagdo (3.9)) é zero. Assume-se
aqui que as grandezas combinadas ndo possuem dependéncia estatistica j4 que foram
obtidas com diferentes instrumentos de medi¢do e ndo foram medidas sob as condicdes

de operacio.

Grandezas medidas indiretamente: modulo de elasticidade ( E), momento de inércia

de area (1), area da se¢do transversal ( A ) e massa especifica ( p).

> Modulo de elasticidade

Por medi¢do indireta, determinou-se o mddulo de elasticidade (E) através do ensaio

dinamico. Partindo da expressao usada no cdlculo da frequéncia natural, tem-se:

o=~ : w, = 1-s (3.58)
m

(xf,) = (3.59)
m,

na qual a rigidez da viga é dada por k =3EI /L , sendo L, o comprimento util da viga e
I =bh*/12, 0 momento de inércia de drea; a massa efetiva total que age na extremidade
de uma viga engastada-livre € dada por m, =(m,+m, ), sendo,m,, a massa do
acelerdmetro, m, .= (33/140)m, a massa equivalente da viga, m , a massa davigae @,,

a frequéncia natural amortecida. Portanto, rearranjando a Equacdo (3.59) se obtém a

expressao matematica, Equacdo (3.60), para o célculo do médulo de elasticidade.
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A partir da Equagao (3.60) calculou-se a incerteza padrao expandida do mdédulo de

elasticidade da viga de aco inox.

E{@(m +£m"j(l+(ﬁj Hg (3.60)
31 140 2

na qual a razdo A/2x representa o fator de amortecimento (&), o decremento
logaritmico, dado por A=[7x(f,— f)1/f,, sendo f, =11,00 Hz a primeira frequéncia
natural e, f,=10,76 Hz e f,=11,26 Hz, as frequéncias correspondentes a largura de

banda associados aos pontos de meia poténcia.

a) Incerteza padrao:

Grandezas de entrada: largura da se¢do transversal (b); altura da secdo transversal
(h); massa do acelerdmetro (m, ); massa da viga (m, ); comprimento util (L, ).

Grandeza de saida: Mddulo de Elasticidade (E).

Expressao matematica que correlacionam as grandezas: Equacgao (3.60)

Incerteza padrio:
largura da se¢do transversal: u
altura da segdo transversal: u,
massa do acelerometro: u,,,
massa da viga: u,,,

comprimento util: u,,

frequéncias naturais, f,, f, e f,: incerteza padrdo é desprezivel

b) Incerteza padrao combinada: grandezas estatisticamente independentes.

A Equacgdo (3.61) € usada para estimar a incerteza padrdao combinada de grandezas
estatisticamente independentes, neste caso, as grandezas foram medidas em condi¢des

diferentes de trabalho, por diferentes instrumentos de medigdo.
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I
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(3.61)

(3.62)

[

27

0,1427
27

0,1427

2
] ] 0,25042°

2
j J 0,25042°
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j ] 0,25042°

33

2 2 2
OE _33|(27f,) 1+(Aj 5
om, 140| ( bk’ 2z
12
2
E 33 (2711) 1+(0’1427
dm, 140] _( (2,607x107)(9,5%10™")’ 2z
I 12
a—E=3,165><1012
mv
27f,) ’
oF =3 (27/,) (ma+£mvj 1 (Aj L
oL, | 5fbh’ 140 2z
L2
oE _, (2711)° (
oL 3((2,607x102)(9,5><104)3j
12

oE

u

o
b
o
oh

2
ucb )

— =2,142x10"
oL

u, =621 GPa

2
uchj = ((-5,644x10'")(1,1x107))" =3,854x10"°

2
—umj = ((3,165x107)(1,3x107))” =1,693x10""

4,341x107* +——5,4619%x107
140

((-6,857x102)(2,4x107))” =2,708x10"

2
—ucma] =((1,343><10‘3)(8,7><10—8))2 =1,365x10"

2
—uLJ = ((2,142x10")(4,2x10%)) =8,093x10"

I

27

84

2
Mj J 0,25042°

(3.63)
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¢) Incerteza padrao expandida:

Numero de graus de liberdade efetivo:

u, C
Ve = 4 4 - 4 4 4
o) \on") \om, ") {om ") \or,
Vb Vh m, m l/L”
(3.64)

sendo que o grau de liberdade individual das grandezas apds 20 medicdes ¢&

=V, =v, =20-1=19.

ml

V,=V,=V

(6.21x10°)’

((-6,857x10)2,4x107))" ((=5,644x10")(1,1x10™))" ((1,343x10")8,7x10))"  ((3,165x10*)(1,3x107))" ((2,142x10%)(4,2x10°))'
+ + + +
19 19 19 19 19

=19,02

Vi =

De acordo com a Tabela (3.1) para v, =19,01 temos k,,, = 2,14.

Up = kysq, Ut
Up=2,14x(6,21x10°)

U, =13,29 GPa (3.65)
» Momento de inércia (/)

3
I _w
12 (3.66)

a) Incerteza padrao

Incerteza padrio das grandezas de entrada:

Incerteza padrio de b= u,, =2,4x107

Incerteza padrio de h= u,, =1,1x107
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b)Incerteza padrao combinada: grandezas estatisticamente independentes.

A Equacido (3.67) é usada para estimar a incerteza padrdo combinada de grandezas
estatisticamente independentes como € o caso do momento de inércia de drea, na qual
tanto a base quanto a altura, da secdo transversal da viga, foram medidas por um mesmo
instrumento (paquimetro — 300mm) nas mesmas condi¢des de trabalho. Neste caso, a
incerteza combinada para grandezas estatisticamente dependente é calculada através da

Equacao (3.67).

2
N
u3<y>=2(aij u’(x,) (3.67)
i\ X,
cl ab cb ah ch
3
ﬂzh—:7,14x10‘“
ob 12
ol b’

—=3——=5,388x10"
oh 12

ity = (7145107 ) (2:45107) ) +((5.88x10°) (11x107)

u, = 6,64x10™" m* (3.68)

¢) Incerteza padrao expandida:

Numero de graus de liberdade efetivo:

4

Her (3.69)

ob ¢ oh
+

Vy Vi

4

vV, =
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(6.64x107™)'

"0 aseio )] _((s00°) 0]

(20-1) (20-1)

v, =21,1
Substituindo as varidveis calculadas em se¢des anteriores sobre medi¢des diretas na

Equagdo (3.19), obtém-se v, =21,1 e o corresponde k,y, = 2,1256 (ver Tabela (3.1)).

U, = kosg, Uy
U, =2,1256 x (6,64x10™"*)

U, =1,41x10" m* (3.70)
> Areada secdo transversal (A)

A=Dbh (3.71)
a) Incerteza padrao

Incerteza padrio das grandezas de entrada:

Incerteza padraode b= u,,

Incerteza padraode h= u,

b) Incerteza padrao combinada: grandezas estatisticamente independentes.

oA Y (oA Y
uCA:\/(gucbj +(£”m} (3.72)

a—A=h=9,5x104‘
ob

a—A:b =2,607x107>
oh
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et :\/((9’5><10_4)(2»4><10‘5))2 +((2.607x10?)(1,1x107))]

u, = 2,88x107 m’ (3.73)

¢) Incerteza padrao expandida:

Numero de graus de liberdade efetivo:

4
u

VA:% (374)
Uy | Uy,
— oy
RCONED
ab cb N ah ch
Vb Vh
(2.88x107)’
V. =
U ((9.5x10%)(2,4x10%)) ((2.607x102)(11x107))
(20-1) (20-1)
v,=19,3

Substituindo as varidveis calculadas em secOes anteriores sobre medicdes diretas na

Equacdo (3.74), obtém-se v, =19,3 e o corresponde ky,, = 2,14 (ver Tabela (3.1)).

U, =kos, s
U,=2,14x2,88.10"

U,=6,16x10" m’ (3.75)

» Massa especifica (o)

p=—t (3.76)
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a) Incerteza padrao

Incerteza padrdo das grandezas de entrada:

Incerteza padrio de m,= u,,
Incerteza padrao de L = u,
Incerteza padraode b= u,,

Incerteza padrao de h= u,

b) Incerteza padrao combinada: grandezas estatisticamente independentes.

2 2 2 2
d &) %) %)
ucﬂ = \/{ a’/s ucmv j + ( aZ ucL, j + ( ag uc'bj + ( aZ uc'h) (377)

91 a0
om, b.h.L
M) 36x10°
o, bh.L

P M 7x10°
b b.hl,

9P Mg 60x10°
oh bi.L

1

u,, =((1,32x10°)(5,462x102)) +((2,36x10°)(3,059x10™))” +((2,77x10°) (2, 4x107))" +((7,60x10°) (1,1x10~))’
( )+ )+ )+ )

u,, =1020x10' X& (3.78)
m

¢) Incerteza padrao expandida:

Numero de graus de liberdade efetivo:
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(3.79)
Vv, = 37,97

Substituindo as varidveis calculadas em secOes anteriores sobre medicdes diretas na

Equacdo (3.19), obtém-se v, =37,97 e o corresponde kg, = 2,064 .

U, =kys, u

p cp

U, =2,064x(1,020x10")

U, =2,105x10" % (3.80)

3.3 INCERTEZA DE MEDICAO PARA O CALCULO DAS
FREQUENCIAS NATURAIS EXPERIMENTAIS

» Frequéncias naturais experimentais
Fontes de incerteza:

Incerteza padréo Tipo A (u,,,): 20 medigdes aleatdrias
Incerteza padrao Tipo B (u,,,,, ) obtida do certificado de calibra¢do do miniacelerbmetro

— modelo: 352C22; serial 94793; Fabricante: PCB Piezoeletronics. Ver Anexo B.

Incerteza padrdo expandida no intervalo (10 - 99) Hz: = 1,5 % .

Incerteza padrao expandida no intervalo (100 - 1999) Hz: £ 1,0 % .



Tabela 3.3 — Trés primeiras freqii€ncias naturais coletadas durante os ensaios.

Ensaio | f, Hz) | f,(Hz) | f;(Hz)
1 11,0 70,5 195,0
2 11,0 70,5 195,0
3 11,0 70,5 195,5
4 11,0 70,5 195,5
5 11,0 70,5 195,5
6 11,0 70,5 195,5
7 11,0 70,5 195,5
8 11,0 70,5 195,0
9 11,0 70,5 195,5
10 11,0 70,5 195,5
11 11,0 70,5 195,5
12 11,0 70,5 195,5
13 11,0 70,5 195,5
14 11,0 70,5 195,5
15 11,0 70,5 195,5
16 11,0 70,5 195,5
17 11,0 70,5 195,5
18 11,0 70,5 195,5
19 11,0 70,5 195,5

20 11,0 70,5 195,5

naqual f,, i=1,2,3, representam as frequéncias naturais.

a) Incerteza padrao Tipo A:

n =20 medic¢des.

x, = valores apresentados na Tabela (3.3)

Média aritmética : primeira frequéncia natural @ :

x=11,0 Hz
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Upipon =U(x;) =0 Hz (3.81)

Média aritmética : segunda frequéncia natural @,:

x=70,5 Hz

Upipon =U(x;) =0 Hz (3.82)

Média aritmética : terceira frequéncia natural @ :

x =195,425 Hz

Uppon =u(x)= 0,18317 Hz (3.83)

b) Incerteza padrao Tipo B (assume-se aqui distribui¢ao retangular, logo a incerteza

padrdo € obtida dividindo 7, , por J3).

bl) Incerteza combinada do instrumento: Primeira Freqiiéncia Natural
* (0,015x11)Hz = £0,165 Hz

1, =219 _¢ 0825 1y
T

I, 0,0825
y oA _

TipoB — \/g - \/g (384)

Uy = 0,0476 Hz

Incerteza padrao combinada:

_ [ 2
u.= uTipoA + uTipaB

;, =/(0)* +(0,0476)° (3.85)
u,, =0,0476 Hz

Incerteza padrao expandida
Ufl = Kysg, U
Para v, =co tem-se: ko5, =2,00

U,, =2,00x (0,0476)
| (3.86)
U,, =0,09526 Hz
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b3)
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Incerteza combinada do instrumento: Segunda Freqiiéncia Natural

+ (0,010x70,5) Hz = £0,705 Hz

,_0.705

inst

=0,3525Hz

I,, 0,3525

— " Inst

TipoB — \/g - \/g (387)

Uy = 0,2035 Hz

u

Incerteza padrao combinada

_ [ 2
u.= uTipoA + uTipaB

1, = (0)* +(0,2035)° (3.88)
., =0,2035 Hz

Incerteza padrao expandida

Uf2 = Kosg, Uy
Para v, =co tem-se: kg5, =2,00

U,,=2,00x (0,2035)

(3.89)
U,,=0,4070 Hz

Incerteza combinada do instrumento: Terceira Freqiiéncia Natural

+ (0,010x195,42) Hz = +1,9542Hz
©0,19542

inst

=0,97710 Hz

1,, 097710

— " Inst

TipoB — \/g - \/5 (390)

Uy = 0,56413 Hz

u

Incerteza padrao combinada

_ [ 2
u.= uTipoA + uTipaB

U =+/(0,18317)% +(0,56413)° (3.91)
., =0,56563 Hz

Incerteza padrao expandida



Uf3 = Kosg, Uz
Para v, =0 tem-se: ko5, = 2,00

U,,=2,00x (0,56563)
U,,=1,1313 Hz

94

(3.92)
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Capitulo 4

VALIDACAO

Este capitulo tem como objetivo validar os resultados numéricos, obtidos pela autora, com a
literatura e experimentalmente. A resposta dinamica de vigas e trelicas (com parametros
intervalares) formuladas pela Teoria da Perturbagcdo de Matrizes é comparada com a resposta obtida
por meio do Parameter Solution Vertex Theorem (Qiu et al., 2005) e validada, também, através da
simulacdo de Monte Carlo, concluindo a validacdo teérica do método apresentado neste trabalho.
Baseado em um dos métodos numéricos mais utilizados em andlise estrutural, um algoritmo de
elementos finitos foi desenvolvido e aprimorado a fim de trabalhar com a Teoria da Perturbagdo de
Matrizes aplicada a problemas de autovalores intervalares. E apresentada uma validacdo
experimental, na qual o intervalo dos parametros intervalares de uma viga em balanco de ago (que
segue uma distribui¢do uniforme de probabilidade) é obtido por meio de métodos probabilisticos.
As solugdes destes problemas, com os mesmos parametros de entrada dos autores da literatura, sdo

apresentadas a seguir em forma de tabelas e gréaficos.
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4.1 VALIDACAO TEORICA

Os resultados tedricos (frequéncias naturais) de vigas e trelicas gerados no MATLAB®, via
Teoria de Perturbacdao de Matrizes aplicado a problemas dindmicos intervalares, sdo comparados
aos resultados da literatura obtidos via Parameter Solution Vertex, conforme apresentado no Anexo
B, e aos resultados obtidos por simulacdo de Monte Carlo. O MATLAB € um software poderoso
para a solu¢do de métodos numéricos na engenharia, possui inimeros recursos e funcdes com o
objetivo de facilitar a vida do engenheiro, fornecendo recursos praticos para a solucdo dos
problemas na mecanica estrutural. A func¢do Eig (A,B) do MATLAB, usada para cdlculos de
autovalores e autovetores, € aplicada pela autora na solucdo de sistemas lineares. A fungdo Eig
(A,B) para matrizes simétricas positivas definidas calcula os autovalores usando a decomposicado de
Cholesky da matriz B. Se A e B nao sao simétricas, entdo, a funcdo calcula os autovalores por meio

do algoritmo QZ ou QR, na qual QZ € uma matriz ortogonal e QR uma matriz triangular superior.

4.1.1 Viga escalonada: modulo de elasticidade intervalar

Inicia-se o capitulo com a validacdo dos autovalores intervalares de uma viga escalonada em
trés segmentos, conforme apresentado em Qiu et al (2005), ver Figura (4.1). No primeiro caso, cada
um dos segmentos da viga apresenta-se com o moddulo de elasticidade intervalar e os demais
parametros como, drea da sec@o transversal, momento de inércia de drea, massa especifica e os

comprimentos de cada segmento sdo apresentados com valores fixos. Neste caso, os parametros

intervalares sdo dados dentro dos seguintes intervalos: E, =[199,7, 200,3] GPa,

E, =[199,8, 200,2] GPa e E, =[199,9, 200,1] GPa.

Ep AL Ey. 4y I Es. Az I |

L ' L L !

Figura 4.1 — Viga escalonada em trés segmentos.

As grandezas fisicas adotadas para a viga da Figura (4.1) s@o:
Massa especifica: p, =7.800 kg/m3 , 1=1,2,3
Comprimento de cada segmento: L, =0,4 m

Area da secdo transversal: A =1,44x107 m*, A, =1,0x107 m>, A, =0,64x10" m’
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Momento de inércia de drea: 1, =0,2x107* m*, I,=0,1x10"" m*, I,=0,05x10"" m*

A Tabela (4.1) apresenta os autovalores da viga da Figura (4.1) obtidos pela autora em
comparagdo com os resultados obtidos por Qiu et al. (2005) e por simulacdo de Monte Carlo. Os
valores obtidos pela autora concordam com os obtidos por Qiu et al. (2005) com uma precisao de
até seis casas decimais. Observa-se também boa concordancia dos resultados da autora em

comparagdo com os valores obtidos apds 10 mil simula¢des de Monte Carlo.

Tabela 4.1 — Autovalores da viga da Figura (4.1) com médulo de elasticidade intervalar.

AUTORA Método de Qiu et al. (2005)
Parameter Vertex Solution

Algorithm

Método de Monte Carlo

Teoria da Perturbacio de |
Matrizes

Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior
4 3,645921x10°  3,655699x10° 3.645921x10°  3.655699%10° 3,646009x10°  3,655650x10°
4 7,327840%10°  7,343228x10° 7,327840%10°  7,343228x10° 7,328810%x10°  7,343021x10°
A4 4,817373x107  4,826370x10’ 4,817373x107  4,826370x10’ 4,818002x107  4,825716x10’
Ay 2,577919%x10%  2,583228x10® 2,577919%x10°  2,583228x10° 2,578083%x10°  2,582989x10°
As 8,910574x10®  8,928784x10° 8,910574x10%  8,928784x10° 8,911294x10%  8,927422x10°
As 2,738051x10°  2,741501x10° 2,738051x10°  2,741501%10° 2,738226x10°  2,741339x10°

A Tabela (4.2) apresenta as diferencas relativas dos trés primeiros autovalores (apresentados

na Tabela (4.1)) obtidos pelo método da autora em relagdo ao método de Monte Carlo.

Tabela 4.2 — Diferenca relativa da Teoria da Perturbagcdo de Matrizes em relagdo ao Método de

Monte Carlo dos trés primeiros autovalores da Tabela (4.1).

/lMonte Carlo _ /lAutora

DIFERENCA RELATIVA r, = :

ﬂélllante Carlo

x100 (%) ; ¢=1.2.3

(da Teoria da Perturbacio de Matrizes em relacio ao Método de

Monte Carlo)
Inferior Superior
o 0,0024 -0,0013
i 0,0132 -0,00282
o 0,0131 20,0136

Conforme mencionado no Capitulo 2, a técnica de simulagdo de Monte Carlo baseia-se na

geracdo de um ndmero finito de amostras a partir de fungdes de densidade de probabilidade. De
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acordo com a literatura, apesar do elevado custo computacional inerente a técnica de Monte Carlo,
diversos autores t€ém usado a técnica para validar novos métodos de tratamento de incertezas. Neste
estudo, adotou-se a func¢do de densidade de probabilidade para uma distribuicio uniforme.
Realizou-se 10 mil simula¢des permitindo-se obter as curvas, conforme Figura (4.2). Os limites
inferior e superior de cada um dos autovalores (adicionado ao eixo das ordenadas) estdo indicados

na Figura (4.2).

x 10 Simulagéo de Monte Carlo

[ 1 1
X: 3384
Y: 3.656e+005

X: 6825
Y: 3.646e+005

. . . . . . . T i |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
nimero de simulagdes

10° Simulagéo de Monte Carlo

X
7.344

[ ] 1
X: 3828
Y:7.343e+006

7.342

7.34 ‘}
7.338 i

7.336 ‘

Ay

7.33

\
7.334

7.332

X: 9880
Y: 7.328e+006
7.328 [

7.326

| | | | | | | | | )
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
numero de simulagées

10" Simulagéo de Monte Carlo

X
4.827

4.826 L]

X:2907

4.825 M Y: 4.826e+007

4.824 WH
4.823 ‘H
“
I

4.82 u‘

4.821

o 4822
|

4.819

X: 482

4.818 Y: 4.818e+007
]

. . . . . . . . . )
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
nimero de simulagdes

4.817

Figura 4.2 — Curvas dos trés primeiros autovalores obtidos ap6s 10 mil simula¢des de Monte Carlo.



4.1.2 Viga escalonada: secao transversal e momento de inércia

intervalares

No segundo caso, os autovalores da Figura (4.1) serdo avaliados tendo como parametros

intervalares a drea da se¢do transversal e o momento de inércia, cujos valores sdo os seguintes:

A =[1,426x107; 1,454x107 |m’

Area da secfio transversal: A, [0, 99%107*; 1,01x10~° } m’
A

. =[0,634x107; 0,646x107 | m’

4.1)

1

[0,1998><10"4; 0,2002><10*‘] m*

Momento de inércia de drea: I,= [O, 0999x107*; 0,1001x10™* } m*

I,=[0,04995x10™; 0,05005x10™* | m*

4.2)

As demais grandezas sdo adotadas com valores fixos como o moédulo de elasticidade

(E; =200 GPa, i=1,2,3), a massa especifica e os comprimentos dos segmentos da viga. Os

ultimos pardmetros citados possuem valores iguais aos do primeiro caso.

De acordo com a Tabela (4.3), os autovalores encontrados pela autora sdo os mesmos
obtidos por Qiu et al. (2005). E estes valores concordam com boa precisdo com os obtidos por

simulagcdao de Monte Carlo.

Tabela 4.3 — Autovalores da viga da Figura (4.1) com érea da secao transversal e momento de

inércia intervalares.

AUTORA Método de Qiu et al. (2005)
Teoria da Perturbacao de Parameter Vertex Solution Método de Monte Carlo
Matrizes Algorithm
Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior
A 3,612794x10°  3,689557x10° 3,612794x10°  3,689557x10° 3,616628%x10°  3,686738x10°
A 7,257447x10°  7,415161x10° 7,257447x10°  7,415161x10° 7,290289x10°  7,422973x10°
A 4,770923x107  4,873816x10’ 4,770923x107  4,873816x10’ 4,809789x107  4,895430x10’
A4 2,553292x10°  2,608389x10° 2,553292x10°  2,608389x10° 2,575256x10°  2,619870x10°
As 8,824674x10°  9,016557x10° 8,824674x10°  9,016557x10° 8,887011x10%  9,046509x10°
As 2,711208x10°  2,768894x10° 2,711208x10°  2,768894x10° 2,717279x10°  2,768069 x10°
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A Tabela (4.4) apresenta a diferenca relativa dos trés primeiros autovalores (apresentados na

Tabela (4.3)) obtidos pelo método da autora em relacdo ao método de Monte Carlo.

Tabela 4.4 — Diferenca relativa da Teoria da Perturbagcdo de Matrizes em relagdo ao Método de

Monte Carlo dos trés primeiros autovalores da Tabela (4.3).

/IMome Carlo _ /lAurom

DIFERENCA RELATIVA r, = ! x100 (%) 5 ¢=12,3

ﬁéllonte Carlo

(da Teoria da Perturbacao de Matrizes em relacio ao Método de

Monte Carlo)
Inferior Superior
i 0,1060 -0,0765
T2 0,4505 0,1052
23 0,8081 0,4415

4.1.3 Trelica com oito elementos de barra

O terceiro caso em estudo € uma trelica com 8 (oito) elementos de barras e um total de 8
(oito) graus de liberdade, ver Figura (4.3). As areas das se¢des transversais dos elementos de barra
de nimeros 1,2,3,4 e 6 sdo adotados com intervalos que variam com a mudanga gradativa de um

fator de incerteza ( f), conforme o seguinte intervalo:

Al =[ A = BA A+ BA° ] (4.3)

na qual o valor médio da drea da se¢fo transversal para i =1,2,3,4,6 é A° = 2,0x10™ m? e o fator

de incerteza varia dentro do intervalo 0< f<2%.

A érea da sego transversal dos demais elementos de barra é: A, = A, = A, =1,0x10™* m*. O

modulo de elasticidade adotado € 200 GPa e massa especifica é de 7 800 kg/m3 .
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Figura 4.3 — Trelica com oito elementos de barra.

A Figura (4.4) mostra o acréscimo (no limite superior) e o decréscimo (no limite inferior)
dos autovalores a medida que o fator de incerteza assume valores crescentes dentro do intervalo

0< B <2%. Os gréficos apresentados na primeira coluna da Figura (4.4) sdo obtidos pelo Método

da Perturbacdo de Matrizes (Autora) e por Parameter Solution Vertex Theorem (Qiu et al., 2005) e
os graficos da segunda coluna sdo obtidos por simulagdo de Monte Carlo. A primeira coluna mostra
que os autovalores encontrados pela autora sdo iguais aos encontrados por Qiu et al (2005) e por
isso elas se sobrepdem. Como ji era esperado, o intervalo dos autovalores aumentam

monotonicamente com o aumento de £ no intervalo de 0 a 2%.

Os limites inferior e superior obtidos apds 10 mil simula¢des de Monte Carlo apresentam
concordancia com os apresentados na primeira coluna da Figura (4.4). A grande vantagem do
método da autora em comparagdo com o de Monte Carlo, além da praticidade de aplicacdo na
pratica, é a velocidade com que os resultados sdo gerados. Rapidez de simulacdo. Os resultados
apresentados pela autora foram obtidos apds dois segundos de simulagdo, enquanto que os
resultados calculados por Monte Carlo foram obtidos apds cinco minutos de simulagdo (trabalhando

em um computador com processador Intel (R) Core i3 - 1,40 GHz).
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Autora e Método de Qiu et al.(2005)

Simulacdo de Monte Carlo

x 10° Autovalores

6.71 4

6.651 B

6.6 4

& 655 B

6.51 B

6.4l 3

6.35 L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

B %

x 10 Autovalores

8.6 . I . . . . . . .

x 10" Autovalores
2.54 T T T

2.52| 4

2,51 B

2.48- B

Ay

2.44(- 1

2.42- B

24 I I I I 1 I I I I
0

B%

<

7.65
0

6.75

6.7)
6.65}
6.6/
6.55f
65"
6.45}
6.41

6.35
0

X

x 10° Autovalores obtidos por simulagé&o de Monte Carlo
T T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
B %

x 10° Autovalores obtidos por simulagéo de Monte Carlo
T T T T T T

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
B %

10° Autovalores obtidos por simulagédo de Monte Carlo

8.6
0

2.54

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
B %

x 10" Autovalores obtidos por simulag&o de Monte Carlo

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
B %

Figura 4.4 — Comparando os limites dos autovalores dentro do intervalo 0< £ <2% de incerteza

obtidos pela autora e Qiu et al. (2005) com os autovalores obtidos por meio de Monte Carlo, usando

a matriz de massa apresentada na Equacdo (A.21).



103

4.1.4 Trelica com trés elementos de barra

O estudo seguinte se refere a uma trelica com trés elementos de barras inclinadas e trés graus
de liberdade, conforme mostrado em Mehdi (2005), ver Figura (4.5). A fim de reduzir o custo
computacional da andlise do sistema, Mehdi (2005) trabalhou com matrizes de massa concentrada,
que € obtida aproximando-se o elemento da trelica a um sistema do tipo massa-mola. A formulacao
da matriz de massa usada por Mehdi (2005) reduz o custo computacional, porém, como
consequéncia, tem-se a reducao nos valores das frequéncias naturais quando comparadas a resposta

de um sistema com matriz de massa consistente.

O problema apresentado por Mehdi (2005) possui incertezas nos médulos de elasticidade e

os valores intervalares adotados para cada uma das barras sao:

E =[0,9; L1]xE, E, =[0,7; 1,3]xE, E,=[0,8;1,2]XE (4.4)

Figura 4.5 — Trelica com trés elementos de barras e médulo de elasticidade intervalar.

De acordo com o Teorema de Buckingham, os quatro pardmetros seguintes podem ser

reduzidos a um unico parametro adimensional (Q): frequéncia natural, f (1/s), comprimento da
barra, L (m), médulo de elasticidade, E (Pa) e massa especifica, p (kg/m3). A relagdo entre esses

parametros de forma a torna-los adimensionais € dado pela seguinte expressao:

=1L
Elp

4.5)
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A validacdo da solucdo do problema da Figura (4.5) com a literatura (Mehdi, (2005)) é

apresentado na Tabela (4.5). A tabela seguinte apresenta as trés primeiras frequéncias naturais

adimensionais, minimas e maximas ().

Tabela 4.5 — Frequéncias naturais adimensionais da trelica da Figura (4.5) com médulo de

elasticidade intervalar.

Mehdi (2005) \ Método de Monte Carlo
Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior
Q 0,5661 0,6964 0,5661 0,6964 0,5338 0,7271
Q, 0,8910 1,0936 0,8910 1,0936 0,8368 1,1399
Q, 1,2188 1,4897 1,2188 1,4897 1,1361 1,5475

A Tabela (4.6) apresenta a diferenca relativa das trés primeiras frequéncias naturais

adimensionais (apresentadas na Tabela (4.5)) obtidas pelo método da autora em relagdo ao método

de Monte Carlo.

Tabela 4.6 — Diferenca relativa das trés primeiras frequéncias naturais adimensionais apresentadas

na Tabela (4.5).
QMante Carlo _ Autora
DIFERENCA RELATIVA 1, = 4 1 x100 (%) ; ¢=1273

Q ;Vlonte Carlo

Inferior Superior
o1 -6,0510 4,2223
Tao -6,4771 4,0618
o3 -7,2793 3,7351

4.2 VALIDACAO EXPERIMENTAL

O objetivo aqui € comparar os resultados numéricos (na presenca de incertezas padrdo do
Tipo A e do Tipo B) com os resultados experimentais obtidos no Laboratério de Vibragdes

Mecanicas da UNIFEI, durante a andlise dindmica de uma viga de aco.

Em Matos (2007) os parametros aleatérios, que seguem uma distribui¢do normal de

probabilidade (com aproximadamente 95% de confiabilidade), sd@o convertidos em parametros
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intervalares assumindo uma distribuicdo uniforme de 100% de confiabilidade ao intervalo da

distribuicao normal do mesmo parametro, ver Figura (4.6).

O intervalo dos pardmetros da viga ensaiada foi obtido por meio de métodos probabilisticos
num processo de avaliagdo das incertezas de medi¢do do ensaio. Neste caso, o limite inferior e o
limite superior do intervalo de cada pardmetro seguem uma distribuicao uniforme de 100% de nivel
de confiancga. Os limites inferiores e o superior dos parametros sdo obtidos subtraindo e adicionando

o desvio padrio (0) de cada varidvel aleatéria (X) de seus valores médios (x ). Neste caso, 0s
parametros intervalares s3o limitados da seguinte maneira: X:[)_C—J,f+5], conforme

exemplificado na Figura (4.6).

Meétodo probabilistico (pardmetros aleatérios)
com 95% de confianca.

£ ) A

/

Método possibilistico (parametros intervalares)
com 100% de confiang¢a.

r

=|

Figura 4.6 - Comparacio dos parametros intervalares e parametros aleatorios.

Conforme apresentado no Capitulo 2, os resultados numéricos foram obtidos a partir da
teoria da perturbacdo de matrizes aplicados a um problema de autovalor intervalar. A quantificacao
da incerteza tedrica requer o cdlculo de incertezas padrdo e incertezas expandidas de alguns dos

parametros utilizados nas Equagdes (2.142) e (2.143) do Capitulo 2, reapresentadas a seguir.

14

(li )[Ez]e {x} = (a)iun )Z (”i )[Mz]e {x} (4.6)

i=1

n

(KT (= @203 ()00 {x} @.7)

i=1
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Nas Equagdes (4.8) e (4.9) é apresentado um exemplo das matrizes intervalares para o

primeiro (1°) elemento de uma viga.

(12 6L, -12 6L 0 ... 0]
6L, 4L> -6L, 2L° 0 ... 0
-12 —-6L, 12 -6L 0 ... 0
~ "e — l, E l, I
& ] =(ll,u1)[1<1r=[(l ul), 1 Eul) ] 6L, 217 6L 4L7 0 .. 0 (4-8)
I:(l’ul)l’l] O O O 0 0
0 0 0 0 0 0
(156 221, 54 -13L,0 ... 0]
22L, 4L 13, -3L70 ... 0
54 13, 156 -22L 0 ... 0
- e _ Lou)A | (L,u)L !
& =(ll,u1)[M1]e:p[(lu1)4;([)(1u1) ] -3, 317 220, 417 0 ... 0| (49)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

na qual os limites, inferior e superior, (ll., ui), das incertezas de grandezas como: momento de

inércia de drea, I, drea da secdo transversal, A, e mddulo de elasticidade, E, foram obtidos
calculando a incerteza expandida desses parametros. Calculou-se também a incerteza padrao, apds
20 medic¢des de cada uma das seguintes grandezas geométricas: base (b) e altura () da secdo
transversal, comprimento total (L,) e comprimento ttil (L, ), que descarta o trecho usado no

engastamento da viga. Por medicao indireta, determinou-se o médulo de elasticidade (E) através de

um ensaio dinamico, como mostrado no Capitulo 3.

4.2.1 Descricao do ensaio

Uma régua graduada de aco de se¢do transversal retangular e uniforme representa uma viga

em balango em vibracao livre, conforme Figura (4.7).
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miniacelerometro

b) Detalhe do analisador de sinais

Figura 4.7 -. Régua graduada de aco de secdo transversal retangular em vibracdo livre.

A viga em balanco é colocada em oscilacdo mediante a aplicagdo de um impulso com o
intuito de obter as frequéncias fundamentais em Hz. O sinal captado pelo miniacelerometro
(Modelo: 352C22 SN 94793; Serial: 94793; Sensibilidade: 9,45 mV/g; Massa: 0,5g, fixado a
estrutura vibrante, é transmitido ao analisador de sinais (Modelo: SR780; Network Signal Analyzer;
SRS - Stanford Research Systems). O analisador recebe os sinais enviados pelo acelorometro para
processamento. Um analisador comumente usado € denominado analisador de Transformada
Rdpida de Fourier (FFT). Este tipo de analisador recebe sinais analégicos de tensdo do
acelerdmetro (representados por deslocamento, velocidade, aceleracdo, deformagao ou forca) para
determinar as frequéncias naturais e obtencdo dos gréaficos: resposta no tempo e resposta de

frequéncia.
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As grandezas fisicas, da viga de aco em estudo, segue uma distribuicio normal de

probabilidade com nivel de confianca de 95% e sdo apresentadas na Tabela (4.7).

Tabela 4.7 — Grandezas fisica e geométrica da viga de ago ensaiada.

Grandezas | Valor médio | Incerteza padrdo expandida (95% de confianca)
m, (g) 0,43420 +0,00017
m, (g) 54,61932 +0,00026

L (mm) 250,415 0,086
L (mm) 305,942 +0,093
b (mm) 26,069 +0,051
h (mm) 0,954 0,022

p (kg/m’) | 7.010,90 + 167,60

E (GPa) 176,51 +12,33
I (m*) 1,89x10™" +0,13x107"
A(m®) | 2,490x107 + 0,058%x10°7°

A Tabela (4.8) apresenta as grandezas fisicas intervalares, com uma distribui¢do uniforme de

Tabela 4.8 — Parametros intervalares da viga de aco ensaiada.

confianca de 100%, correspondentes as grandezas da Tabela (4.7).

Grandezas | Limite inferior | Limite superior
m, (g) 0,43397 0,43432
m, (g) 54,61905 54,61957

L, (mm) 250,330 250,500

L, (mm) 305,847 306,038
b (mm) 26,018 26,120
h (mm) 0,932 0,976

p (kg/m’) 6843,31 7178,50

E (GPa) 164,18 188,84
I (m*) 1,76x107" 2,02x107"
A (m?) 2,425%107 2,549x107°
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A comparagdo dos resultados numéricos com os experimentais é apresentada na Tabela
(4.9). Os resultados experimentais foram obtidos conforme descrito no capitulo 3, item 3.3.
Calculou-se a incerteza expandida das trés primeiras frequéncias naturais, influenciadas pelas
incertezas do tipo A (incertezas aleatorias) e do tipo B (incerteza do instrumento de medicao).
Observa-se concordancia entre os resultados, ja que alguns dos pontos, presentes nos intervalos, sao
coincidentes. Segundo Matos (2007), quando pelo um dos valores do intervalo numérico coincidir
com um valor do intervalo experimental, pode-se afirmar que a estrutura encontra-se em bom
estado fisico. Em contrapartida, quando os valores ndo concordam, € possivel que haja danos na

estrutura ou o modelo numérico ndo € adequado ao sistema em estudo.

Tabela 4.9 — Comparagao entre os resultados numérico e experimentais.
RESULTADOS
NUMERICOS

EXPERIMENTAIS

Frequéncia natural (Hz)

Limite inferior | Limite superior | Limite inferior | Limite superior
T 11,069 12,214 10,905 11,095
73 69,372 76,544 70,09 70,91
7 194,285 214,373 194,29 196,55

A Tabela (4.10) apresenta a diferenca relativa das trés primeiras frequéncias naturais obtidas

pelo método numérico em relacdo as frequéncias obtidas experimentalmente.

Tabela 4.10 — Diferenca relativa do resultado numérico em relagdo ao resultado experimental

fNumerico _ fExperimenml
( i x100(%) ;

f Numerico
q

DIFERENCA RELATIVA r, = g=1273

(do resultado numérico em relaciao ao resultado experimental)

Inferior Superior
Tr1 1,482 9,162
Tya -1,035 7,360
U 2,573%1073 8,314
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Capitulo 5

RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se estruturas dindmicas comuns na pritica com o
objetivo de simular casos ainda ndo encontrados nas referéncias bibliograficas do assunto
abordado. Serdo discutidos e analisados os autovalores e as frequéncias naturais de

sistemas dinamicos, com resultados numéricos gerados pela autora.

5.1 Viga

z

O objetivo aqui € avaliar o tempo de execucdo do programa desenvolvido em
Matlab em funcdo do aumento do nimero de elementos uma viga escalonada engastada,

conforme Figura (5.1).

Para este estudo, adotou-se parametros adimensionais € unitarios, tais como: massa
especifica, comprimento do elemento, drea da secdo transversal e momento de inércia de

area. Para o moddulo de elasticidade, optou-se por um valor intervalar e adimensional,

E =[0,99;1,01], i=123,.,n.
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EI.A1.IIJL1 EE‘A}I?J‘[Q* .E En An. Iy, Ln

Figura 5.1 — Viga escalonada em n segmentos.

Devido a inclinacao da curva apresentada na Figura (5.2) observa-se que o tempo
de execucdo do algoritmo desenvolvido nesta tese, aumenta seguindo uma fung¢do

logaritmica, com o aumento do niimero de elementos e do GDL da viga.

4
25+ // i
/
gy/
2 //
L Y 4
/
D
g 1.5- g
£
2
1k 4
o
0.5 B
0
%
%
0 <> — Q**T”’/ 1 I |
50 100 150 200 250 300

No. Elementos

Figura 5.2 — Curva de inclinac¢io do tempo de execugdo do algoritmo em funcdo do

aumento do ndmero de elementos da viga da Figura (5.1).

5.2 Trelicas

Uma trelica € uma estrutura reticulada composta por elementos unidos nas suas
extremidades, de modo a formar uma estrutura rigida. As trelicas s@o formadas pelo
cruzamento de elementos retos (de madeira, aco, aluminio, etc) cujas extremidades s@o
ligadas em pontos conhecidos como nos. As trelicas sdo dimensionadas de modo que as

Unicas forcas atuantes nos elementos sejam de tragdo ou compressdo. As trelicas podem
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ser planas ou tridimensionais. Pontes, suportes para telhados, guindastes e outras
estruturas similares sdo exemplos comuns de treli¢as, conforme Figura (5.3).

Treligcas Planas: o elemento basico de uma trelica plana € o tridngulo. Trés barras
unidas por pinos em suas extremidades constitui uma estrutura rigida. Em especial, as
trelicas planas se situam em um unico plano e geralmente sdo usadas para sustentar

telhados e pontes.

Trelicas tridimensionais: a idealiza¢cdo de uma trelica tridimensional consiste em
barras rigidas, conectadas por rétulas em suas extremidades. A unidade bdsica estdvel é

composta por seis barras conectadas em suas extremidades de modo a forma arestas de

um tetraedro.

a) Suportes para telhados b) Guindaste

Figura 5.3 — Exemplos de trelicas.

5.2.1 Trelica com trés elementos de barras

Uma treliga, Figura (5.4), formada por 3 elementos de barras e 2 graus de liberdade
efetivos € apresentada com imprecisdo em seus modulos de elasticidades. As
frequéncias naturais adimensionais sdo dadas pela Equacgdo (5.1) e os limites do intervalo

das frequéncias sao obtidos pelas Equacdes (5.3) e (5.4)
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_oL
Q = /JW (5.1)

2, ﬂi, L, E2

p; ;‘1, I., E3

Figura 5.4 — Trelica com trés elementos de barras.

Conforme ja mencionado, o problema de autovalor generalizado para sistemas

dinamicos é dado por:
([&]-[Mm]){x} ={0} (5.2)

na qual A= a)j , A representa os autovalores, @,, as frequéncias naturais, {x}, 0s modos

de vibragdo, [ K] a matriz de rigidez global e [M | a matriz de massa global.

O problema de autovalor pseudo-deterministico formulado para a treli¢a da Figura

(5.4), na presenca de incertezas no moédulo de elasticidade, somente, em dois dos
elementos de barras, como El = [Ef;El”] =([0,85; I,1])E (primeiro elemento de barra)
e E2 = [Eé;E;‘] =([0,75;1,4])E (segundo elemento) ja o terceiro elemento ndo possui

incertezas, E, =[EL; EY 1= ([1; 1DE .
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L EE V3E! —\3E!  -Ej 10 0]l(x)] [0
i VE'-BE'  3E'+3E'  \BE' |—(@ HpAL|0 1 0|[{x, =10
_E! J3E! AE'+E! 0 0 1]f(x) [0

(5.3)
P E/+E,  \3E-\3E} -E, 10 0]|[x) [0
0 BE -BE.  3E'+3E.  \BE. |-(w,)pAL|0 1 0||{x, =10
—E! VE.  4E'+E! 00 1]/[x] [0

(5.4)

A Tabela (5.1) apresenta as frequéncias naturais adimensionais para a trelica da
Figura (5.4) em uma situacdo com parametros intervalares e uma outra, em que todos os
parametros sdo deterministicos. Lembrando que as frequéncias naturais foram
adimensionalisadas por meio da Equagdo (5.1), neste caso, devem-se adotar valores

unitarios para os parametros L=A=p=E=1.

Tabela 5.1 — Frequéncias naturais adimensionais de uma trelica simples composta por trés

elementos de barras para mddulo de elasticidade intervalar e médulo deterministico.

Médulo intervalar Moédulo deterministico
E =[E/;E!]1=([0,85; L1)E E =0,975E
E, =[Ey;E{]1=([0,75; L,4)E E, =1,075E
E,=[E;E1=(1;1DE E,=E
Limite Inferior Limite Superior
Q 0,7723 0,9578 0,8752
Q 1,3429 1,6830 1,5195

5.2.2 Trelica com 10 elementos de barras
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Com uma trelica de dez elementos de barras, dois graus de liberdade por n6 e um
total de nove GDL’s efetivos, deseja-se avaliar o grau de superestimagdo com o aumento
o aumento gradativo do intervalo dos parametros de drea. A estrutura em andlise é

apresentada na Figura (5.5).

Figura 5.5 — Trelica com 10 elementos de barras.

Os autovalores apresentados sdo adimensionais. As grandezas intervalares sdo
dadas na forma de nimeros fraciondrios, como € o caso da drea da secdo transversal dos
elementos 1,2,3,4 e 6, tnicas grandezas intervalares, cujos intervalos variam com a

mudanga gradativa de um fator de incerteza ( £), conforme Equacdo (5.5.)

L

Al =[ A= BA A+ BA | (5.5)

na qual o valor médio da édrea da sec¢do transversal para i =1,2,3,4,6 é A" =1,0 e o fator

de incerteza varia dentro do intervalo 0< £ <3%.

Por se tratar de uma andlise adimensional, os demais parametros adotados sdo
unitdrios, tais como, modulo de elasticidade, massa especifica, comprimento, momento

de inércia.

A avaliacdo do grau de superestimacgdo € feito comparando os resultados obtidos
pelo método da autora (Método da Perturbagdao de Matrizes) com os resultados obtidos
pelo Método de Monte Carlo. Observa-se nas Figuras ((5.6a), (5.6b) e (5.6¢)) que os
autovalores resultantes crescem a medida que aumenta o intervalo do parametro de
entrada do problema. O intervalo resultante dos autovalores obtidos por Monte Carlo sao
mais estreitos do que os obtidos pela autora, indicando uma superestimacdo aceitdvel,

quando ocorre um aumento da grandeza intervalar.



116

0.0415 T T T T 0.0394
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Figura (5.6a) — Autovalores obtidos pela

autora. Figura (5.6b) - Autovalores obtidos por

Monte Carlo.

0.0415

0.041+ i

0.0405 J
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0
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Figura (5.6¢) — Comparando os autovalores apresentados na Fig. (5.6a) com os da Fig.

(5.6b).

Figura 5.6 — Autovalores resultantes de uma trelica, com parametros de entrada

intervalares, variando em fung¢io de um fator de incerteza no intervalo0 < £ <3%.

A Figura (5.7) mostra o comportamento da superestimacao dos resultados com o
aumento do intervalo dos autovalores, a medida que o fator de incerteza da drea assume
valores crescentes dentro do intervalo 0< £ <3%. Observe nas Figuras (5.7a) e (5.7b)
que o aumento da superestimacdo dos resultados segue uma funcao linear a medida que
aumenta o intervalo das grandezas de entrada da trelica. A Figura (5.7a) mostra

desenvolvimento da superestimagdo trabalhando com os limites inferiores das grandezas
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intervalares e a Figura (5.7b) mostra o comportamento da funcdo linear na presenca dos

limites superiores.

0.015 0.015
g g
g 4
£ 5
= ootr ] =, oot} 1
§
£ 2
; =
g: 0.005 1 mg 0.005 B
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 1.5 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3
Beta % Beta %
Figura (5.7a) — Superestimagdo obtida Figura (5.7b) — Superestimagao
trabalhando com os limites inferiores das trabalhando com os limites superiores das
grandezas intervalares. grandezas intervalares.

Figura 5.7 — Avaliando o comportamento da superestimacdo dos resultados com o

aumento do intervalo dos autovalores.

No gréfico da Figura (5.7), o eixo da vertical indicado, r; , € a diferenca relativa

dos autovalores obtidos pela autora com os obtidos por Monte Carlo, conforme Equagdo

(5.6).

autora

= e ~ A (5.6)

i,s i,8
Z'MC

na qual A" representam os autovalores gerados pela Teoria da Perturbagdo de Matrizes

e A sdo os autovalores gerados por Monte Carlo.
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Exemplo: Os gréficos apresentados nas Figuras (5.6) e (5.7) foram obtidos a

partir dos autovalores intervalares da primeira frequéncia natural. O exemplo dado na

Tabela (5.2) € obtido a partir dos autovalores gerados para f=1%

Tabela 5.2 — Diferenga relativa dos autovalores para um intervalo em [ =1% para a

Figura (5.5).

Limite inferior

Limite superior

Autovalores de

_ i K
ﬂlautora - ':ﬂ’laurom ’ ﬂlautora ]

obtidos pela autora
usando a Teoria da

Perturbacao de Matrizes

i
ﬂ’ lautora

=0,03837

ﬂ,s

lautora

=0,03908

Autovalores de
Ae = I:ﬂ'liMC 3 ﬂ'f}wc]
obtidos pelo Método de
Monte Carlo

Al = 0,03857

A5\ =0,03886

ﬂ‘lMC — ﬂ‘lautora

1
Aimc

r=5,185%x107

r =17,463x107

5.2.3 Trelica com vinte elementos de barras

O segundo caso em estudo envolve uma trelica formada por 20 elementos de

barras, 10 n6s e 17 graus de liberdade efetivos, ver Figura (5.8). Cada um dos elementos

de barra possui grandezas fisicas e geométricas tais como, massa especifica, area da se¢ao

transversal, comprimento de barra e médulo de elasticidade. Os elementos apresentados

na horizontal e na vertical possuem comprimentos iguais, como os elementos de

nameros: 2, 3,4,7, 8,9, 12, 13, 14, 17, 18 e 20.
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Neste topico, tem-se o interesse em apresentar as frequéncias naturais
adimensionais de uma treli¢a, por isso ndo cabe aqui adotar valores das grandezas citadas,
apresentam-se, somente, os intervalos fracionais das grandezas intervalares. Para as

demais grandezas, devem-se adotar valores unitarios L=A=p=E =1.

Figura 5.8 — Trelica com vinte elementos de barras.

Na tabela (5.3) apresentam-se as frequéncias naturais adimensionais da trelica da
Figura (5.8) considerando duas situagdes diferentes. Na primeira situa¢do, adotam-se
incertezas para os modulos de elasticidades e os moédulos intervalares adotados sao:
El. :[Ei’;El.“] =([0,95 ; 1,1]))E nos seguintes elementos de barras, i=1, 2, 7,12, 14,15.
Na segunda situacdo, trabalha-se com a trelica sem parametros intervalares, neste caso
todos os parametros sdo deterministicos e o valor adotado para as barras

i=12,7,12,14 el5 sao E, =1,025E . Para os demais elementos sdo adotados valores

unitarios, assim como considerado para a trelica da Figura (5.8).
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Tabela 5.3 — Intervalo das frequéncias naturais adimensionais de uma trelica

simples formada por vinte elementos de barras para mddulo de elasticidade intervalar e

modulo deterministico.

MODULO INTERVALAR

E =[E/E'1=((0,95; 1,IDE

para i=1,2, 7,12, 14,15

Limite Inferior

Limite Superior

MODULO
DETERMINISTICO

E, =1,025E

para i=1,2, 7,12, 14,15

LR P ©

N ]

0,089294096416283

0,190522742717331
0,304779378690098
0,586813928615123
0,614781014581671
0,864044999138466
0,983916702250502
1,016705183476271
1,076825163527033

1,201611495824762

1,243547006095110
1,306897451183824
1,396403441668350
1,457024873750229

1,470516990347710
1,693041208123021
2,017667566100262

0,092911617188943

0,200660661479653
0,313520088341272
0,604928832388361
0,636345075436610
0,874298089397304
1,003088393175482
1,026911670162670
1,080481458562693

1,230857996915977
1,266923115964340
1,342594550568073
1,438844021477956
1,478820604627931

1,482181692790799
1,733324422044810
2,059802193324962

0,091179317224561

0,195722703294325
0,309365182581101
0,596246044799551
0,626020512338296
0,869447484342737
0,994455099348437
1,021371310736960
1,078778274392623

1,217916264335618

1,254015880515910
1,325280798330094
1,420445383378869
1,466219682109757

1,476098228582219
1,712302682624909
2,038205602594668
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5.3 portico

Pérticos s@o estruturas compostas por elementos lineares (normalmente vigas e
colunas), conectados em suas extremidades de forma a ndo permitir rotagdes relativas
(conexdes rigidas). Pdrticos sdo capazes de resistir esfor¢os normais, cortantes e,
principalmente, esfor¢os de flexao. Nas edifica¢des, normalmente sdo utilizados em um

padrao com repeticdes, resultando em estruturas hiperestaticas.

O caso em estudo nesta secao refere-se a um portico com 14 elementos, 15 nés e 39
graus de liberdade efetivos, ver Figura (5.9). Os elementos do pértico de nimeros 1, 2, 6,
12 e 13 sao adotados com incertezas na drea da secdo transversal e no momento de

inércia, os demais parametros sdo considerados com valores fixos, como a massa

especifica p=7800 kg/m’ e o mdédulo de elasticidade E =200 GPa. Todos os

elementos possuem comprimentos iguais a 0,2 m.

» 1°e 12° elemento de viga:

Momento de inércia: I =[I';1"]1=[0,0999%x107*; 0,1001x107*] m*

Area da secdo transversal: A =[A'; A"]1=[0,99%x107; 1,01x107%] m?

» 2°e 13° elemento de viga:

Momento de inércia: I =[1';1"]1=[0,1998x107*; 0,2002x107*] m*

Area da secdo transversal: A =[A'; A"]=[1,426x1072; 1,454x1072] m?

» 6°elemento de viga:

Momento de inércia: 1 =[I';1"]=[0,04995x107*; 0,05005x107*] m*

Area da secdo transversal: A =[A'; A"]1=[0,634x107; 0,646x1072] m?

» Para os demais elementos: 3,4, 5,7, 8,9, 10, 11 e 14, adotaram-se os seguintes

parametros de valores fixos:
Momento de inércia: 1 =0,1x10"* m*

Area da secdo transversal: A=1x107 m?
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Massa especifica: p = 7800 kg/m’
Modulo de elasticidade: E =200 GPa.

s’

1.0m

1.0m

o
oI
AN

Figura 5.9 — Pértico com 14 elementos de viga e 39 graus de liberdades.

Assim como feito nos casos anteriores, serdo mostradas frequéncias naturais para
o pértico da Figura (5.9) em uma situa¢do na qual alguns dos pardmetros sdo intervalares
e, em outra situacdo, na qual todos os parametros sdo de valores fixos. Os valores fixos
foram obtidos por meio da média entre os limites dos pardmetros intervalares. Portanto os

parametros deterministicos adotados sao:

> Parao 1°¢ 0 12° elemento de viga: 1 =0,01x10™"* m* e A= 1x107 m’
> Parao2°e o 13°elemento de viga: 1=0,2x10" m*e A=1,44x107 m?
> Para o 6° elemento de viga: 1 =0,05x10™ m* e A=0,64x10"7 m’

» Paraos demais: 3,4, 5,7,8,9, 10, 11 e 14, os parAmetros adotados foram:

1=0,1x10" m*, A=1x107 m* , p=7800 kg/m’ e E =200 GPa

Na Tabela (5.3) sdo apresentados os autovalores para o portico com parametros

intervalares e parametros deterministicos.
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Tabela 5.4 — Intervalo dos autovalores do pértico da Figura (5.9).

Limite Inferior

Limite Superior

5,9953668744x10°
3,47510348019x10°
6,52479786731x10°
1,162146631440x107

4,544173616292x107
6,634489763163%107
8,950821154738x10’
1,3206006855737x10°
2,1353188654430%10°

2,5192569919679x10°
2,8968728951151x10°

3,7498304982751x10°
4,6042133013289x10°
5,4960180414309x10°
7,3108465622893x10°
9,0738638440035x10°

1,10147237064439x10°
1,23722073989728x10°

1,68705672505858x10°
1,87999570173437x10°

2,35821044409556%10°
3,03381937642706x10°

3,22251612516316x10°
3,73926431274539%10°

4,20211104046095x10°

4,25630059483613x10°

5,10086811426856x10°
6,20177347213656x10°
6,44404396987963x10°
6,90506093550566x10°
7,61520284922480%10°
9,14530811665328%10°

2,21716325969128x10"
1,539181431226008x10'°

2,272488653930983x10"
2,858065763586156x10"

3,307753932142422x10'"°
3,933228048294351x10"
4,317287636191113x10'°

6,0137826935x10°
3,49523222982x10°
6,57035253351x10°
1,168281940056x10’

4,593217098825%10’
6,709407442299x10’
9,024151720400x10’
1,3369356349779x10°
2,1572270914742x10°

2,5455604858173x10°
2,9405708216015x10°

3,7800804912494x10°
4,6676538425856x10°
5,5613219566965x10°
7,3754708830533x10°
9,1569639401521x10°

1,11347748038401x10°
1,25036373970076x10°

1,70602654046057 %10’
1,89623047878967x10’

2,37873493434071x10’
3,06819802648441x10°

3,25944452451049%10°
3,78778111550643x10°

4,26150597423892x10°

4,31618058211313x10°

5,16897664243100x10°
6,27957979811479%10°
6,48339725184557%10°
6,95302049322776x10°
7,68565194468737x10°
9,24847772302015%10°

1,228471235319194 x10"°
1,549099926167509%10"°

2,283519484706917x10"°
2,885843311641310x10"

3,334788706501518x10"
3,962897443669482x10"
4,357233362051358x10"

6,0045662936x10°
3,48516314426x10°
6,54747348169x10°
1,165209542076x10’

4,568792111650%107
6,671856354174x107
8,987416519663x10’
1,3287551774718x10°
2,1462483089827x10°

2,5323516386897x10°
2,9185910395755x10°

3,7649137250068x10°
4,6358258831914x10°
5,5284712013936x10°
7,3430992111134x10°
9,1153435731282x10°

1,10747965961050%10°
1,24375236103370x10°

1,69652838096522x10°
1,88810767697514x10°

2,36845753616958x10°
3,05113972085246x10°

3,24084007576566x10°
3,76352193430481x10°

4,23234786357071x10°

4,28556983839114x10°

5,13451129791767x10°
6,24016395522510%x10°
6,46369702802998x10°
6,92855810435880%10°
7,65020858679939x10°
9,19629484656660x10°

1,225078277149106x10"°
1,544108304049372x10"°

2,278003262758140%10"
2,871878764551931x10"°

3,321242424301232x10"°
3,947978458384904x10"
4,336822160393520x10"
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Capitulo 6

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou uma metodologia para a avaliagdo da influencia dos
parametros intervalares na resposta dindmica de um sistema, utilizando o método dos
elementos finitos. Desenvolveu-se um programa computacional, aplicando a
metodologia apresentada, capaz de gerar resultados confidveis em um curto periodo de

tempo e com grande possibilidade de aplicac@o na pratica.

Diversos trabalhos cientificos apresentam os autovalores calculados com matrizes
de massa desenvolvidas a partir de elementos com deslocamentos unidirecionais.
Porém, segundo Hutton (2004), somente as estruturas estdticas podem ser estudadas
com tais matrizes de massa. Logo, ji4 que o nosso estudo é dedicado a estruturas
dindmicas, calcularam-se os autovalores (frequéncias naturais) a partir de matrizes de
massa desenvolvidas para elementos com deslocamentos nas direcOes axial e
transversal, conforme Equagdo (2.101) apresentada no Capitulo 2. O estudo dos
autovalores a partir das matrizes globais corretas é de extrema importancia para a

obtencdo de bons resultados.

A validacdo tedrica foi efetivada comparando a Teoria da Perturbacdo de

Matrizes com o Parameter Solution Vertex Theorem (Qiu et al.,2005) e com os
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resultados obtidos por meio das simula¢des de Monte Carlo. A diferenca relativa dos
resultados tedricos em relagdo aos resultados de Monte Carlo variam de 0,0013% a
7,2%, comprovando que a metodologia desenvolvido ndo apresentou problemas de

superestimacao dos resultados.

No capitulo 5, avaliou-se o tempo de execucdo do programa desenvolvido em
Matlab, em func¢do do aumento do nimero de elementos de uma viga. Observou-se que
a inclinacdo da curva da Figura (5.2) mostra um crescimento do tempo de execu¢do
seguindo uma fun¢do logaritmica, com o aumento do nimero de elementos e dos

GDL’s da viga.

Também no capitulo 5, avaliou-se o grau de superestimacdo comparando os
resultados obtidos pelo método da autora (Método da Perturbacdo de Matrizes) com o0s
resultados obtidos pelo Método de Monte Carlo. As Figuras ((5.6a), (5.6b) e (5.6¢))
mostram que os autovalores resultantes crescem a medida que aumenta o intervalo do
parametro de entrada do problema. O intervalo resultante dos autovalores obtidos por
Monte Carlo sdo mais estreitos do que os obtidos pela autora, indicando uma
superestimacao aceitdvel, quando ocorre um aumento da grandeza intervalar. A Figura
(5.7) mostra que o aumento da superestimacao dos resultados segue uma fungao linear
com o aumento do intervalo dos autovalores, a medida que cresce o fator de incerteza,

das grandezas de entrada da treliga, dentro do intervalo 0< £<3%.

Neste trabalho encontram-se também resultados (autovalores e frequéncias
naturais) com aplicagdes diretas na pritica da engenharia mecénica estrutural (como
trelicas e porticos), a fim de fazer a nossa contribui¢do a literatura com abordagem aos

parametros intervalares.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

v' Para trabalhos futuros sugere-se que seja adaptado o programa computacional
desenvolvido pela autora a sistemas dindmicos sujeitos a forcas externas

intervalares.
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Outra proposta de trabalho é desenvolver metodologias para sistemas sob

vibra¢do amortecida intervalar.

Sugere-se também, que sejam realizados ensaios experimentais com outras

condic¢des de contorno com o intuito de validar os modelos tedricos.

Por fim, sugere-se que sejam desenvolvidos trabalhos com parametros incertos

ocasionados por imprecisdes na modelagem do sistema.

Investigar aplicacOes em materiais compositos.

Investigar quantifica¢do de incerteza utilizando matemaética intervalar.

Analisar estruturas dinamicas considerando os efeitos do cisalhamento.

Por fim, sugere-se que sejam desenvolvidos trabalhos com parametros incertos

ocasionados por imprecisdes na modelagem do sistema.
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ANEXO A

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS:
FORMULACAO DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E DE
MASSA DE ELEMENTOS DE BARRA E DE VIGA

Os problemas dindmicos discutidos neste trabalho sdo resolvidos pelo Método dos
Elementos Finitos. A base do MEF consiste em dividir o dominio do problema em
subdominios (Bathe, 1976). Os subdominios sdo chamados de elementos finitos e sdo
conectados aos elementos vizinhos por pontos denominados “pontos nodais” ou simplesmente
“nés”, Figura (A.1). Chama-se de malha o dominio do problema discretizado por elementos
finitos. Uma malha pode ser formada por vérias maneiras diferentes, dependendo do tipo e

quantidade de elementos utilizados.

lominio ou, simplesmente, elemento.

Figura A.1 — Malha formada por subdominios (ou elementos finitos).

O método dos elementos finitos pode ser dividido em seis passos bdsicos (Oliveira,

2006).
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1. Discretizar a regido. Localizar e numerar os pontos nodais e especificar suas

coordenadas.

2. Especificar a equagdo para a aproximacgdo das varidveis fisicas. Esta equacdo € escrita
em termos das varidveis fisicas do elemento. Dependendo do grau das funcdes de

interpolacao, define-se o nimero de graus de liberdade do elemento.

3. Desenvolver o sistema de equacdes. Usando o método de Galerkin avalia-se a integral
dos residuos ponderados. Na formulacdo da energia potencial, a energia do sistema é
escrita em funcdo dos deslocamentos nodais e depois € minimizado com relagdo a

esses deslocamentos (Segerlind, 1976).

4. Fazer o acoplamento das equagdes a nivel global. Inclui, neste passo, a entrada das

condic¢des de contorno.
5. Resolver o sistema de equagdes.
6. Calcular as quantidades de interesse relacionadas aos elementos.

Neste trabalho, o sistema de equacgdes desenvolvido ¢ um problema de autovalor

generalizado para estruturas dindmicas, ([K]—A[M]){x}={0}, na qual a matriz de rigidez

global [K ]e a matriz de massa [M ] sao obtidas por meio das matrizes dos elementos

discretizados. Quando a equacao diferencial dos elementos € conhecida, aplica-se o método
dos residuos ponderados, via formulagdao de Galerkin, para deduzir a matriz de rigidez dos
elementos. No entanto, caso a equacdo diferencial do elemento seja desconhecida, aplica-se o
Principio da Energia Potencial Minima (Oliveira, 2006). As formulacdes dos métodos dos
elementos finitos geram as matrizes globais do sistema por um processo conhecido por
assembly (ou soma dos elementos superpostos) onde as contribuicdes das rigidezes dos
elementos finitos, que compartilham um mesmo grau de liberdade, sdo somadas. O
desenvolvimento das matrizes de rigidez e de massa de um elemento barra e de viga é

apresentado nos tépicos a seguir.
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A.1 ELEMENTO DE BARRA

A.1.1 Elemento de barra unidimensional

A equacdo do movimento de um elemento de barra sob carga axial, Equacdo (A.2), é

obtida aplicando a segunda Lei de Newton no diagrama de corpo livro mostrado na Figura

P -—7////%———* P +&dx

gz

Figura A.2 — Diagrama de corpo livre de um elemento de barra unidimensional (fonte: Finit

Element Method using Matlab, 1996).

OP(x,1)
X

pA()dx < (tf N (P(x, 0+

dxj - P(x,1) (A.2)

na qual u(x,t) é o deslocamento axial ao longo do eixo x da barra, ¢ € o eixo temporal, p € a

massa especifica, P(x,t)é a carga axial e A(x) € a drea da secdo transversal da barra.

Da lei de Hooke, tem-se:

P(x.1) = E(x)A(x) a”(;x’t ) (A3)
1A
, .. du(x,t) . . o
na qual £ é o modulo de elasticidade e ¢ a deformacdo especifica longitudinal do
Ix

elemento unidimensional.

Substituindo A.3 em A.2, tem-se:

’u(x,t) 0 ( ou(x t)j
A(x)dx —=—| A(x)E(x - A4
PA(x) o . ()()ax (A.4)
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Considerando a drea da secdo transversal e o médulo de elasticidade constantes ao

longo do comprimento da barra, tem-se:

azu(x 1) azu(x 1)

PA(x) = A(X)E(x)

(A.S)

Aplicando o Método de Galerkin dos residuos ponderados obtém-se a Equacao (A.6)
Substituindo a Equacao (A.4) e a Equagdo (A.3) na Equacdo (A.2), obtém-se:

[ w(x)[pA( )2 ”(x YD A()E(x )a ulx, ”jdx -0 (A6)
Discretizando a barra, tem-se:
u(x,t) =u(x,t)=[H]{d} (A7)

com:

[H]= { A L} (funcdes de interpolagio)

L
{d}= { } (deslocamento dos nés 1 e 2, ver Figura (A.3))

= |

node 1 node 2

|« |
| i

Figura A.3 — Pontos nodais de um elemento de barra unidimensional (fonte: Finit Element

Method using Matlab, 1996).

Tomando a Equagdo (A.6), vem:

9’ u(x 1) azu(x f)

PAW)|. w(x) dx=AE) | w(x)

dx =0 (A.8)



138

Resolvendo a segunda integral, da Equacao (A.8), por partes, vem:

4B D, e = Ao B0 [ P02 g0y 2D
(A.9)

Aplicando a condi¢do do contorno natural.

A(x)E(x )a”(x D p(x1)=0 (A.10)

na equacao (A.9) e substituindo o resultado na Equacao (A.8), vem:

PAW)], w(x) o ”g(x D) v+ A(x)E(x 1N a”(x D av;(x)d —w(0)P(x)|- (A.11)

Derivando a Equacdo (A.7) em relacdo as coordenadas cartesianase também em

relagc@o ao tempo, obtém-se:

com,

au(x,t) au(x t)
ox

aw(x)

[H [td}=[B]{d} (A.12)

[H]{d} [B]{d}

au(x,t) au(x 1)
at - [ ]{ }

ou’(x,t) _ d%u(x,t) _ [H]{d}

or o
11
[B]= {_Z Z} (A.13)

Aplicando a Equacdo (A.12) na (A.11), vem:

9’ u(x 1)

pA(x)J- w(x) dx = A(x)j [H] [H){d) ax (A.14)
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Lou (x 1) ow(x)
ox

A(x)E(x )j dx A(x)E(x)j [B]' [B){d} dx (A.15)

w(x)P(x,t) =[H]P(x,1) (A.16)

A Equacgado (A.17) é chamada de matriz de massa do elemento e Equagdo (A.18) é a

matriz de rigidez do elemento.

(M )= PA(x)f [H] [H]dx —p’zLL ﬂ (A.17)

el Lo T _AE I -1
[K*]=E@AW)], [B] [B]dx= . [_1 J (A.18)

A.1.1.1 Elemento de barra inclinado com deslocamentos nodais na
direcao do eixo x.

O vetor de deslocamento de um elemento de barra bidimensional, conforme Figura

(A.4), é dada por:

{d}={u, v u, v} (A.19)
Yy
AE Ye
pd
| E— s
l |

L
| 1
Figura A.4 — Pontos nodais de um elemento de barra bidimensional (fonte: Finit Element

Method using Matlab, 1996).

A matriz de rigidez de uma elemento de barra bidimensional é:
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1 0 -1 0
0 0 0 O
[K@]:£ (A.20)
L|l-1 0 1 0
0 0 0 O

A relacdo entre o sistema de coordenadas local e o sistema global de um elemento de
barra inclinado, Figura (A.5), chamada de transformagdo de coordenadas, é apresentada na

Equacdo (A.21).

u, c s 0 Of|u
v, -s ¢ 0 O}|v
= _ (A.21)
U, 0 0 ¢ s|lu,
v, 0 0 —s c||v,
na qual c=cosf e s =senp.
Reescrevendo a Equagdo (A.21), obtém-se:
{ac}=[T{a*} (A22)

Figura A.5 — Elemento de barra bidimensional inclinado (fonte: Finit Element Method using

Matlab, 1996).

Matriz de rigidez do elemento no sistema global de coordenadas é obtido por meio da

energia de deformacdo, conforme expressado na Equacao (A.23).
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U :%{de}T [k ]{a} (A23)

Substituindo a Equacgdo (A.22) na Equagdo (A.23) obtém-se:

v =L@y iy [k Y (a24)
U :%{JE}T [k )a} (A.25)
Na qual,

[k |=[r] [k][T] (A.26)

Substituindo as Equacgdes (A.20) e (A.21) na Equacdo (A.26) chega-se a matriz de

rigidez do elemento inclinado, conforme expressada na Equacao (A.27).

c cs —c¢° —cs

— AE| cs 52 —cs  —s*

K |=— (A.27)
[ ] I |=c* —-cs (2 cs

O vetor dos graus de liberdades nodais € dado por:
{d)={m v u v} (A.28)

A matriz de massa de um elemento inclinado €é obtida usando a expressdo da energia
cinética, assim como aplicada na matriz de rigidez do elemento. Dessa forma, segue a

Equacdo (A.29).

[me]=[r] [m*][T] (A.29)
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Deve-se deixar claro que a Equagdo (A.30) € a matriz de massa de um elemento de

barra inclinado desenvolvida para corpos estdticos, diferente da matriz de massa de um
elemento de barra inclinado desenvolvido para corpos em vibrag¢ao, conforme demonstrado no

Capitulo 2, Se¢ao 2.2.3.2.1.

(A.30)

A.2 ELEMENTO DE VIGA

De acordo com o modelo de viga de Euler-Bernoulli, considera-se as seguintes

hipdteses:

. D . . ~ ~ L
¢ O comprimento da viga € muito maior que as dimensdes da se¢do transversal, — =10,
e

sendo L o comprimento da viga e e, a dimensao da se¢do transversal, como largura ou
diametro.

® A viga é constituida de um material homegeneo, elastico linear;

¢ Planos perpendiculares a linha neutra, permanecem planos e perpendiculares apos a
deformacao;

e (s efeitos de cisalhamento e da inercia de rotacao sao desprezados.

A equacdo de viga de Euler-Bernoulli para a flexdo de viga é dada por:

o*v(x,t) 0°

PA(x) o +—(E(x)1(x)M

ox* ox*

J =q(x,1) (A.30)
na qual v(x,t)¢é o deslocamento transversal da viga, p € a massa especifica, EI é a rigidez da
viga, g(x,t)¢é a carga aplicada, ¢ e x sdo as coordenadas cartesianas, no tempo € no espago,

respectivamente.
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Na formulacdo do método dos elementos finitos, aplicou-se um dos métodos dos

residuos ponderados, método de Galerkin, na equacao da viga, Equacgdo (A.30), obtendo-se:

jL(pAa AC I {Ela v(f’t)j—q(x,t)]w(x,t)dx:O (A31)
0 ot ox ox

na qual L é o comprimento da viga e w(x) € uma func¢do de teste.

A formulacao fraca da Equacdo (A.31) € obtida a partir da sua integracao por partes.

L 3%(x,1) L 3%(x,t) *w(x) L ow(x) "
| A= S wx)dv+ [ EI Do [t ywdx+| V (x w0 - M (x,1) vl =0
(A.32)

Sendo, V(x,t), o esforco cortante:

V(x,t)zEI(a3‘7(x’t% 3) (A.33)
ox

E, M (x,t), o momento fletor:

M(x,t):EI(aZV(x”% 2) (A.34)
ox

Considere o elemento de viga apresentado na Figura (A.5). O elemento de viga possui
dois nés e cada né possui dois graus de liberdade, sendo que um dos graus de liberdade
refere-se a inclinagao do né e o outro, refere-se a deflexao. Sendo que a inclinacao é dada pela

derivada primeira da deflexdo em termos de x, € =dv/dx. Devido as quatro varidveis nodais

presentes no elemento de viga da Figura (A.5), assume-se uma funcao cuibica para v(x).
2 3
v(x)=c,tex+c,x” +cyx

(A.35)

Considerando o modelo de viga de Euler-Bernoulli, a inclinacio é dada por:
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O(x) =c, +2c,x+3c,x° (A.36)
i
‘U. ‘ v'.EX
&1
(e
s
=0 I=L

Figura A.6 — Elemento de viga na horizontal (fonte: Finit Element Method using Matlab,
1996).

Avaliagao da deflexdo e da inclinagao dos nos:

Em x=0,
v(0)=c,=v,
00)=c, =6,

(A.37)
Em x=L,

w(L)=c,+c,L+c,l’ +c,’ =v,

O(L) =c, +2c,L+3c,’ =6,

Ap6s algumas manipulagdes matemdticas chega-se a:

v(x)=H,(x)v, + H,(x)6, + H,(x)v, + H,(x)6,

Na qual,

(A.38)
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As fungdes mostradas na Equacdo (A.28) sdo chamadas de func¢des de interpolacdo

Hermitiana, a Figura (A.6) apresenta a forma grafica das funcdes.

H
1—3'“’\ &
Hwa
0o T 1 E;

Figura A.7 — Funcdes de interpolacao Hermitiana (fonte: Finit Element Method using Matlab,
1996).

A aplicacao das fungdes de interpolagao Hermitiana e do método de Galerkin no

segundo termo da Equacgdo (A.32) resulta em:

(K ]=] [B] EI[B]dx (A.39)

Na qual,

[5]=" [fl] (A.40)
dx

E o correspondente vetor de graus de liberdade nodal é dado por:

e T
{a}={v, 6 v, 6} (A41)
Para esta formulagado, a matriz de rigidez de um elemento de viga é:

12 6L -12 6L
(k- EI| 6L 4L —6L 20U (A42)
S| -12 -6L 12 —6L '

6L 2I7 —-6L A4I?
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Para uma anélise dinamica de vigas, a forca inercial necessita ser incluida. Neste caso,
a deflexdo transversal ¢ uma funcdo de x e ¢, do espaco e do tempo, respectivamente. A

deflexao € dada por:
v(x,t)=H (x)v,(t)+ H,(x)6,(t)+ H,(x)v,(t)+ H,(x)6,(1) (A.43)

A Equacgdo (A.43) indica que as funcdes de interpola¢do sdo usadas para interpolar a
deflexdao no dominio do tempo. Fazendo as substitui¢des pertinentes no primeiro termo da

Equacao (A.32) obtém-se:

[ pA[H] [H]ax{a"] (A44)
na qual,

[H]={H, H, H, H)} (A.45)

Neste caso, a matriz de massa consistente do elemento de viga é dada por:

[7]=[ pAlH] [H]dx
(A.46)
156 220 54 -13L
We}: pAL| 22L 4L 13L 3L
420 54 13L 156 -22L
—-13L 3 -22L 4L

A matriz de rigidez do elemento de poérticos inclui os efeitos de forca axial, da forca
cisalhante e do momento fletor. Para obter a matriz de rigidez basta somar a matriz de rigidez
do elemento de barra inclinado com a matriz de rigidez do elemento de viga inclinado.
Somando-se os efeitos da inércia provocada pelos esforcos transversais, momentos fletores e
forcas axiais, a matriz de massa fotal do elemento de pértico pode ser obtida através da soma
da matriz de massa do elemento de barra inclinado pela matriz de massa do elemento de viga

inclinado (Oliveira, 2007).

A matriz de transformagao € apresentada na Equacao (A.47).



K1 =
L

_ PAL

M. e
(M1 420

0

0
0
0

Matriz de rigidez do elemento de

[Acos2 0+ %sen%’} [
I?
1

[Asen20 + %cos2 o
17

simétrica

0

0
0
0

a2
2

[ cos@® senf 0

—sen@ cos@ 0

1

0
0
0

0

0

0
cosé

sen@
0

Jsené’cos 6

|

0

0

0
—sen@

cos@

- O O O O O
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(A.47)

viga inclinado (elemento de um portico plano):

—ﬂsené’ - Ac0520+%sen29
L L

i 7

i

ﬂcos o —[A —%J sen@cos @

4] ﬂsem9

L

1

[Acos2 g+ %senzaJ
17
1

—{A —%J sen@cos @ —ﬂsenﬂ
1 .
1 1
- Asen2€+%coszﬁ ﬂcosﬂ
L L
—ﬂcos 6 21
L

i

(A —EJ sen@cos 6 ﬂsena
2 L

7

[Asen2¢9 +£cos2 9] —ﬂcos o

Matriz de massa total do elemento de viga inclinado (elemento de um poértico plano):

[439sen20 +35¢052 6)

simétrica

—16senfcos 8 —22L;senf  (54sen’6+70cos> 6)
4(35sen’0+39cos> @) —22I,;cos8 16senfcos @
417 ~13L;sené
4(39sen’6 +35cos> 0)

2
Li i
4]
(A.48)
16sen@cos @ 13L;send ]
(70sen*@ +54cos>6)  —13L,;cos O
13L,; cos @ 317
—16senfcos @ 221;send
4(35sen’6+39cos> ) —22L;cos
412

(A.49)
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ANEXO B

PARAMETER SOLUTION VERTEX THEOREM

No anexo B apresenta-se o teorema desenvolvido por Qiu et al. (2005) -
Parameter Solution Vertex theorem, que é baseado na teoria de otimizacao.

Para se entender o teorema de Qiu et al (2005) e obter a solu¢do de um problema
de autovalor, € necessdrio conhecer as técnicas utilizadas para se obter a solucao de um
sistema linear, como a Regra de Cramer. Neste caso, se a matriz de coeficientes do
sistema linear € ndo singular, entdo o sistema linear tem solucdo unica, dada por

Equacgao (B.1).

[A}{x}={b} ou Ya,x =b. i=1.2....p (B.1)

J=1

{x}=[A]" {5}

Sendo que a inversa da matriz dos coeficientes € dada por:

[A]" :madj([fx]) (B.2)
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Sendo adj([A]) a matriz adjunta de [A] e det([A]), o determinante de [A]. A

matriz adjunta adj([A]) € igual a transposta da matriz dos cofatores [C ], portanto,

adj([A])=[c] .

Se [C] é a matriz dos cofatores de [A] que é formada por elementos a, , entdo,

cada elemento ¢; da matriz dos cofatores € obtida por:

CU_ — (_1)i+j

[4] (B.3)

sendo que ‘[A]‘ € o determinante de [A] menos a linha i e a coluna j de [A] .

Exemplo para se obter o primeiro elemento da matriz dos cofatores [C ]

ld+—a——aH> eliminar 1°linha
) .1-114 a- a
Cu =(-1) - i
a_:’. a;‘ Qy
v
eliminar 1° coluna (B.4)

Logo, c,, fica assim:

Para se obter os demais elementos da matriz dos cofatores, deve-se realizar o

mesmo procedimento da Equagdo (B.4).

X Gy Chi b,

o1 C Cp Cpo | | b B.5)
det([A])| : Sk '

xp _Clp CZP o Cpp i bp
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Assim, a entrada na i-ésima linha de {x}é:

- be, +byc, +---+b,c, B6)

’ det([A])

na qual b;, by b>..., b, sdo entradas de {b} Os cofatores nessa expressao vém da i-

ésima coluna de [A] e, portanto, permanecem inalterados se trocarmos a i-ésima coluna
de [A] por {b} (pois a i-ésima coluna é suprimida quando calculamos os cofatores).
Como essa troca fornece a matriz [A(i)] , 0 numerador da Equagao (B.6) pode ser

interpretado como a expansdo em cofatores ao longo da j-esima coluna de[ ] Assim,

A Equacao (B.6) é equivalente a:

4

N det( ZI: (B.7)

ou,
det(| A?
el -
det([4])

na qual,

det (I:A(i) ]) zbjc,, — Z( 1)l‘(l)alll ahz 'b"ij .. 'api], (B9)
e

det([A]) - Zp:bjcji = Z(_l)t(i)alilaliz el Ay (B.10)

Jj=1 i

na qual #(i) € o nimero de inversdes na permutacdo das colunas da matriz que se deseja

obter o determinante.
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Se as matrizes de um sistema linear sdo intervalares, t€m-se que:

[a']<[a]<[a"] e {p'}={p}<{p'] (B.11)

a, a4, a,, a,; ayp a,, a,; ap
1 1 1 u u
a a a a a a a a
21 22 2p I 21 22 2 21 22
[4]- L [a= vl [a]=
) ] ) u u
apl aP2 aPP a pl a p2 a pp a pl a p2

ou,

[ale[A]=[[a']:[2a"]] (B.12)

E o vetor {b} estd contido em um intervalo de vetores de limites inferior {b’ } €

superior {b”} , conforme Equacao (B.13).

CEURAS S B A B B A e

ou

{pye (b} =[{v'}:{p"}] (B.13)

Logo, a solugdo intervalar pode ser escrita como:

{x'} <{x}<{x"} (B.14)
na qual {x}¢ a solugdo exata da solugdo do sistema linear da Equagdo (B.1) e o vetores

dos limites do intervalo, inferior e superior, sdo representados, respectivamente, por

{¥} e {x}.
{x}e (& =[{x}.{x'}] (B.15)

Logo, cada elemento do vetor intervalar é dado por:
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€% =[x ] (B.16)

Um sistema linear formado por matrizes intervalares pode ser representado por

um problema de valores extremos, conforme Equacao (B.17).

(4]
xiem_[ii%gﬁ%}iﬁ}] W 1=14,...,p (B17)

Os valores extremos (maximo e minimo) da Equacdo (B.17), de um vetor

intervalar, pode ser obtido por meio de um problema de otimizacdo global, conforme

Equagdes (B.18) e (B.19).

(¥} = pin {[A] {pY}. i=12..p (B.18)
€
{x[’}:[A]e[maX {aI'{p}}. i=12..p (B.19)

na qual [A] ¢ uma matriz positiva definida.

De acordo com a Regra de Cramer, as Equacdes (B.18) e (B.19) podem ser

expressas por:

det(| A?
{x}_ mm %, i=1,2,..,p (B.20)

u det([A“')]) '
{x }_[A]efﬁ,a[’;f]e[;;] il (0] i=12,....p (B.21)
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ANEXO C

O anexo C apresenta as caracteristicas do paquimetro, da balanca de precisao e
do acelerometro piezoelétrico utilizados na obten¢do das incertezas de medi¢do dos

dados experimentais, conforme Capitulo 3.

ANEXO C.1 — PAQUIMETRO

Informacdes de catilogo: PAQUIMETRO UNIVERSAL

v" Fabricante: Mitutoyo

v Processo antidesgaste.

v' Fabricados em aco temperado de alta resisténcia, com guias revestidas com
camada de titanio.

Paquimetro - capacidade: 150mm
Cédigo: 530-312B-10
Graduacao: 0,02 mm
Exatidao: +0,03mm

Paquimetro - capacidade: 300 mm
Codigo: 530-115
Graduagdo: 0,05 mm
Exatiddo: +0,08mm
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ANEXO C.2 — BALANGCA DE PRECISAO

Certificado de calibragao:

Fabricante: Marte Balangas e Aparelhos de Precisdo Ltda
Objeto de calibracao: material - aco inoxidavel

Massa nominal: 200 g

Erro: 0,33 mg

Incerteza adotada: + 0,3mg

ANENENENAN
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ANEXO C.3 — ACELEROMETRO PIEZOELETRICO

Certificado de calibragdo:

AN NN

Modelo: 352C22

Numero de Série: 94793
Descricao: ICP® Accelerometer
Fabricante: PCB

Sensibilidade: 9,45 mV/g



PAQUIMETROS UNIVERSAIS
ANALOGICOS

PAQUIMETRO UNIVERSAL COM REVESTIMENTO DE TITANIO

Revolucionario processo antidesgaste.

» Fabricados em ago temperado de alta resisténcia, com guias
revestidas com camada de titanio, o que assegura:
- Resisténcia ao desgaste 5x maior que os convencionais.
- Movimentagao muito mais suave (menor coeficiente de atrito).
- Grande economia com manutengao e ajustes.

» Deslize do cursor sobre guias ressaltadas, impedindo o
desgaste da gravagao.

s ':I:I dounil &

530-104B-10
g; Codigo Capacidade Graduacao Exatidao ' Titanium
530-104B-10 150mm/6” Ti
+0,05mm
530-114B-10 200mm/8” 0,05mm x 1/128”
530-115* 300mm/12” +0,08mm
530-312B-10 150mm/6” +0.03mm
530-118B-10 200mm/8” 0,02mm x .001” -
530-119* 300mm/12” +0,04mm l
* Importado sem revestimento de titanio - .
T e ey
PAQUIMETRO UNIVERSAL COM FACES DE METAL DURO ==
» Fabricados em ago temperado de alta resisténcia a desgaste. ]
+ Deslize do cursor sobre guias ressaltadas, impedindo o \ " 530-320

desgaste da gravagao.

Cédigo Capacidade Graduacgao Exatidao Metal duro
530-320 150mm
e
530-321 200mm 0,05mm +0,05mm
530-322 300mm +0,08mm

PAQUIMETRO COM RELOGIO COM REVESTIMENTO DE
TITANIO

505-671
» Fabricado em ago temperado de alta resisténcia, com guias -
revestidas com camada de titanio, o que assegura: Titanium
- Resisténcia ao desgaste 5x maior que os convencionais. Ti

- Movimentagao muito mais suave (menor coeficiente de atrito).

- Grande economia com manutencéo e ajustes. L . L
Quadridimensional - 4 formas de acesso a medig&o.

j; Codigo Capacidade Graduagdo Exatidao
Leitura 1 volta [
505-671 150mm 0,02mm 2mm +0.03mm g
505-672 200mm 0,02mm 2mm ’ poe Tt
505-681 150mm 0,01mm Tmm £0,02mm i

505-682 200mm 0,01mm 1mm +0,03mm . .
Exterior Interior Em ressaltos

Em profundidade

TITANIUM Tl - TECNOLOGIA PATENTEADA MITUTOYO

Consiste da aplicagdo de uma camada de “Nitreto de Titanio” nas superficies de deslizamento do
corpo principal. Esta camada confere ao instrumento uma resisténcia ao desgaste 5x maior que os
convencionais, além de uma movimentagao muito mais suave devido ter um menor coeficiente de

Titanium

atrito. =
O instrumento é fabricado em ago inoxidavel e suas guias temperadas originalmente com dureza de I
520HV (50-55HRC). Apos receber a camada de “Nitreto de Titanio” essa dureza aumenta para 2300HV,

conferindo-lhe as caracteristicas acima.

Mitutoyo :




Rede Brasileira de Califragdo
Laboratorio Padrdo Balancas
Acreditado pefo INMETRO

BALANCAS |
CERTIFICADO DE CALIBRACAO N° MA 179_01_09

Pagina: 1/2

Solicitante:
Nome: Pentax Com. de Prod. para Laboratério
Endereco: Rua Albert Scheitzer, 950 - Presidente Prudente / SP
Contratante:
Nome: Marte Balangas e Aparelhos de Precis@o Ltda
Endereco: Rua Dr. Nogueira Martins, 235 - Sdo Paulo / SP
Objeto Calibrado Peso - Padrao 1 peg.;a»i T Classe Declarada F1

200¢g
Fabricante Maﬂ'q o . Data da Calibragéo 2/2/2009
Identificagio do Conj.  Néo Consfa Emissdo do Certificado 9/2/2009
N° de Série 302986 N° do Processo 430252-01/2009

Gerente Técnico Técnico do Laboratorio

‘e

edo Erick Al

A calibragédo foi realizada conforme procedimento interno, pelo método de comparagio direta, com os padrées do laboratério da Padrédo, segundo a classificagio
da OIML, conforme Instrugao Técnica IT 022 do Manual da Qualidade da Padrio Balancas. .

Rastreabilidade

Padroes Utilizados = Equipaménto Utilizado
Conjunto de Pesos Padréo: classe E2, TAG! PA 200g a 1g, certificado n® MA Balanga: Mettler AT 201, PA-BAL 005, certificado n® BA 035_01_09, valido até

051_01_08, valido até 31/01/2011 “ Ll 31/7/2009

Condigbes Ambientais

Condigdes Ambientais Durante a Calibraggo:

Temperatura: 20,8 °C
Umidade Relativa do Ar: 54,7 %
Pressdo Atmosférica: ; 930 hPa

Termohigrometro, TAG n® PA-TH 004, Certificado de Calibragéo n® LV 17306/08 Emitido por Visomes, valido até 31/07/2010
Barometro, TAG n° PA-BAR 003, Certificado de Calibragéio n°® PS-12-021/06 Emitido por Setting, valido até 30/12/2009

Este certificado atende aos requisitos de credenciamento do INMETRO (NBR ISO/IEC 17025:2005), o qual avaliou a competéncia de medigdo do laboratério e
comprovou a sua rastreabilidade a padrées nacionais de medidas, A Padrio Balancas autoriza a reproducio deste certificado desde ane a oédnia da 1o o
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Laboratério Padrdo Balangas
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BALANCAS -
CERIIFICADO DE CALIBRACAO N° MA 179_01_09

Pagina: 2/2
RESULTADOS OBTIDOS
ITEM| MASSA NOMINAL| MARCACAO [ IDENTIFICAGAO Sem Ajuste Com Ajuste MATERIAL  |INCERTEZA
Valor Encontrado Erro Valor Encontrade Erro
1 200g 200 Nao Consta | 200,00033 g 0,33 mg - - Ago Inoxidavel + 0,30 mg

Observacoes:
* O Servigo de Ajuste ndo faz parte do escopo de acreditagdo.

* A incerteza expandida de medigto relatada é declarada como a incerteza padréo da medigdio multipilicada pelo fator de abrangéncia k = 2, que para uma distribuigéo
normal corresponde a uma probabilidade de abrangéncia de aproximadamente 95%. A incerteza padrdo de medigdo foi determinada de acorde com a publicagtio EA-
4/02.

* Este certificado apresenta resultados que se referem, exclusivamente, ao objeto calibrado, nio sendo extensivo a nenhum outro equipamento ou lote. A sua reprodugéio
somente poderd ser feita se integral-e com a autorizagdo formal da Padrde Balangas.

* Os resultados deste certificado referem-se exclusivamente ao instrumento submeftido a calibragdo, nas condigdes especificas, ndo sendo extensivo a quaisquer lotes.

* A Padrdo autoriza a reprodugdo deste certificado, desde que qualquer cépia sempre apresente seu conteudo de forma infegral.

Laboratério de calibragio, acreditado pela Cgcre / Inmetro de acordo com a ABNT NBR ISO/ IEC 17025, sob o nimero 291

Este certificado atende aos requisitos de credenciamento do INKMETRO (NBR ISO/IEC 17025:2005}, o qual avaliou a competéncia de medigio do laboratério e

comprovou a sua rastreabilidade a padrdes nacionals de medidas. A Padrio Balangas autoriza a reprodugdo deste certificado, desde que a cépia do mesmo,
Frrrma Intaoral
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~ Calibration Certificate ~

Per 1ISO 16063-21

Model Number: 352C22

Serial Number: 94793

Description: ICP® Accelerometer Method: Back-to-Back Comparison (AT401-3)

Manufacturer: PCB

Calibration Data

Sensitivity @ 100.0 Hz 945 mV/g Output Bias
(0.963 mV/m/s?) Transverse Sensitivity

Discharge Time Constant 3.2 seconds Resonant Frequency

Sensitivity Plot
Temperature: 71 °F (22 °C) Relative Humidity: 41 %

10000.0
Data Points
Frequency (Hz) Dev, (%) Frequency (Hz) Dev. (%) Frequency (Hz) Dev. (%)
10.0 -0.2 300.0 0.1 7000.0 1.6
15.0 -0.3 500.0 0.2 10000.0 2.8

30.0 -0.2 1000.0 0.2
50.0 -0.2 3000.0 0.5

REF. FREQ. 0.0 5000.0 1.1

Mounting Surface; Tungsten Adapter  Fastener: Cyanoacrylate Adhesive Fixture Orientation: Vertical

Acceleration Level (rms)": 10.0 g (98.1 w/s?)?
"The acceleration level may be limited by shaker displacement at low frequencies. If the listed level cannot be obtained, the calibration system uses the following formula to set the vibration amplitude; Acceleration Level

() =0.010 x (freq)®. 2The gravitational constant used for calculations by the calibration system is; 1 g = 9.80665 m/s?.

Condition of Unit

AsFound: n/a
As Left: New Unit, In Tolerance

Notes

Calibration is NIST Traceable thru Project 822/274086 and PTB Traceable thru Project 1060.

This certificate shall not be reproduced, except in full, without written approval from PCB Piezotronics, Inc.

Calibration is performed in compliance with ISO 9001, ISO 10012-1, ANSI/NCSL Z540-1-1994 and ISO 17025.

See Manufacturer's Specification Sheet for a detailed listing of performance specifications.

Measurement uncertainty (95% confidence level with coverage factor of 2) for frequency ranges tested during calibration
are as follows: 5-9 Hz; +/- 2.0%, 10-99 Hz; +/- 1.5%, 100-1999 Hz; +/- 1.0%, 2-10 kHz; +/- 2.5%.

Susan Lyon Date: 06/12/08

Technician:
BPCB PIEZ0TRONICS

E VIBRATION DIVISION

ACCREDITED Headquarters: 3425 Walden Avenue, Depew, NY 14043
CALIBRATION CERT #1862.02 Calibration Performed at: 10869 Highway 903, Halifax, NC 27839
TEL: 888-684-0013 - FAX:716-685-3886 :  www.pcb.com cald8 - 3296137930.99
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