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“...]0ra, a fé é o firme fundamento das coisas que se esperam e a prova das coisas que

se nao veem./[...]” (Hebreus 11 : 1)



Resumo

O principal objeto de estudo deste trabalho sao os difeomorfismos parcialmente hiperbo-
licos. Serao abordadas propriedades fundamentais desses sistemas, tais como folheagoes,
levantamento e linearizacao. Além disso, discutiremos como um difeomorfismo parcial-
mente hiperbélico no toro T¢ se relaciona com sua linearizacao. Com base na tese de
doutorado de Andy Hammerlindl [10], o resultado principal deste trabalho estabelece
que, sob hipéteses apropriadas, todo difeomorfismo parcialmente hiperboélico no toro T¢,

d > 3, é conjugado via folhas a sua linearizagao.

Palavras—chave: Sistemas dinamicos, difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, lineari-

zacao, folheacoes, conjugacao via folhas.
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Abstract

The main object of study in this work is partially hyperbolic diffeomorphisms. Fun-
damental properties of these systems will be addressed, such as foliations, lifts, and line-
arization. In addition, we discuss how a partially hyperbolic diffeomorphism on the torus
T? relates to its linearization. Based on the doctoral thesis of Andy Hammerlindl [10],
the main result of this work establishes that, under suitable assumptions, every partially
hyperbolic diffeomorphism on the torus T¢, with d > 3, is leaf conjugate to its lineariza-

tion.

Keywords: Dynamical systems, partially hyperbolic diffeomorphism, linearization, foli-

ations, leaf conjugacy.
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Capitulo 1

Introducao

Na década de 70, Franks [9] e Manning [17] provaram que, se f ¢ um difeomorfismo
de Anosov em T? entdo f é topologicamente conjugada a sua linearizacdo. Nesse caso,
se g ¢ a linearizacao de f, existe um homeomorfismo h : T — T tal que ho g = f o h.
Esse resultado estabelece uma correspondéncia topologica entre a dinamica de f e a de
g. No entanto, para difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, em geral, nao é razoével
esperar uma conjugacao topologica com a sua linearizacao. A seguir, apresentamos um
contraexemplo que ilustra essa limitagao.

Contraexemplo: Seja g : R* — R? uma aplicacdo linear dada pela matriz:

210
110
0 01

Dessa forma, g é um difeomorfismo parcialmente hiperbolico (isto sera verificado no
Capitulo 2). Seja Fix(g) o conjunto dos pontos fixos de ¢, g(x,y,2) = (z,y, 2), é facil
verificar que,

Fix(g) = {(0,0,z2) : z € R}.

Seja a € R, positivo, suficientemente pequeno tal que a aplicacao f : R® — R? dada por
flx,y,2) =g(z,y,2) + (0,0, asin (27z)) seja um difeomorfismo parcialmente hiperboélico

(isto também sera verificado no Capitulo 2). Assim, o conjunto dos pontos fixos de f é



dado por:
Fix(f) = {(0,0,2) : sin (27z) = 0} = {(0,0,2) : z € Z}.

Note que, g é a linearizacao de f e, enquanto o conjunto Fix(g) é nao enumerével, o
conjunto Fix(f) é infinito enumeravel. Como uma conjugacao topoldgica preserva pontos
fixos, isto é, leva pontos fixos f em pontos fixos de g, segue que f e g ndao podem ser
topologicamente conjugados. Na realidade, f nao pode ser topologicamente conjugada
a nenhuma aplicacao linear, pois, no caso de aplicagoes lineares, o conjunto dos pontos
fixos ou é finito, ou nao enumeravel.

Além disso, como o recobrimento universal do toro T? é o R?, e qualquer conjugacao no
espago base induz uma conjugag¢ao no recobrimento universal, concluimos que o quociente
de f em T3, embora parcialmente hiperbélico, nao é conjugado a nenhum automorfismo
toral linear. Dessa forma, obtemos um contraexemplo que evidencia tal fenémeno.

Seja f : T? — T? um difeomorfismo parcialmente hiperboélico e g : T¢ — T? sua
linearizacao. Como demonstrado no contraexemplo anterior, a conjugacgao topologica, em
geral, é descartada para difeomorfismos parcialmente hiperboélicos. A presenca de uma
direcao central pode introduzir comportamentos dinamicos que nao ocorrem no sistema
linear.

Diante disso, podemos nos perguntar como estao relacionadas as folheacoes centrais
de f e g. Nesse sentido, Andy Hammerlindl em [10] mostra que, no caso em que d = 3,
existe entre f e g uma conjugacao via folhas centrais (leaf conjugacy). Além disso, sob
hipoteses apropriadas, esse resultado pode ser estendido para dimensoes maiores, ou seja,

para d > 3.

Definigao 1.1. [10] Dizemos que f e g sao conjugadas via folhas (centrais), (center

leaf conjugacy), se existe um homeomorfismo h : T — T¢ tal que:

(1) h leva folhas centrais de f em folhas centrais de g; e

(i) h(g(L)) = f(h(L)) para toda folha central L de g.

Como h € invertivel, a definicao € simétrica em relacao a f e g.



A conjugacao via folhas é uma nogao particularmente 1til no estudo de aplicagoes
parcialmente hiperbélicas isotépicas a automorfismos lineares da forma ¢ : T¢ — T¢, pois,
nesse caso, as folhas centrais da aplicacao de qualquer levantamento de g sao simplesmente
translacoes do subespaco E¢ C R? associado & direcao central do sistema linear. Isso ofe-
rece um modelo rigido e bem compreendido. Assim, quando uma aplicagao f é conjugada
via folhas a tal g, a estrutura das folhas centrais de f herda propriedades geométricas e
dindmicas do modelo linear, permitindo estudar f por meio da geometria simples de g.

A proposta deste trabalho é estudar em detalhes a tese de A. Hammerlindl, de modo
que, ao final, obtenha-se uma dissertacao que possa servir como referéncia em lingua
portuguesa aos interessados neste tema. Em particular, nosso objetivo é demonstrar os

seguintes teoremas.

Teorema 1.2. [10] Todo difeomorfismo parcialmente hiperbélico em T3 € conjugado via

folhas a sua linearizagao.

Teorema 1.3. [10] Seja f : T — T um difeomorfismo parcialmente hiperbélico, tal

que:

(a) A distribui¢ao central € unidimensional; e

(b) as folheagoes estdvel e instdvel no recobrimento universal do toro T sio quase iso-

métricas.
Entao, f € conjugado via folhas a sua linearizagao.

Neste trabalho adotamos a convengao | | para indicar onde podem ser encontradas as
definicoes e resultados, caso o leitor queira saber mais detalhes.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos algumas defini¢oes e resultados preliminares que serao
utilizados ao longo do trabalho, abordando os seguintes topicos: Espacos Métricos, Anélise
Matematica, Topologia, Variedades Diferenciais, Equacoes Diferenciais Ordinarias, Teoria
da Medida e Integracao e Analise Funcional.

No Capitulo 3, introduzimos conceitos fundamentais sobre os difeomorfismos parci-

almente hiperbodlicos, folheacoes, quase isometria e linearizagao.



No Capitulo 4, comparamos os levantamentos de f e g; em particular, analisamos
como as folhas de seus respectivos levantamentos estao relacionadas.

No Capitulo 5, utilizamos as propriedades do capitulo anterior para construir uma
conjugacao via folhas, H, entre os espagos das folhas centrais do levantamento de g e o
espaco das folhas centrais do levantamento de f.

No Capitulo 6, construimos uma secao o, uma subvariedade continua de R? que inter-
cepta cada folha central do levantamento de f exatamente uma vez, com as propriedades
adicionais de que ¢ uniformemente continua e limitada na diregao central de Ej.

No Capitulo 7, utilizamos a conjugagao H e a secao o para construir uma conjugacao
em R

Finalmente, no Capitulo 8, concluimos a construcao da conjugacao via folhas no toro

T,



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos, defini¢coes e resultados de To-
pologia Geral, Analise, Equagoes Diferenciais Ordinarias e Variedades Diferenciaveis que
serao utilizados ao longo desta dissertacao. O objetivo é tornar o texto o mais autocontido
possivel, fornecendo ao leitor os elementos essenciais para a compreensao dos capitulos

seguintes.

2.1 Requisitos de Topologia Geral

Definigao 2.1. [15] Uma métrica em um conjunto X é uma fun¢io d: X x X — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € X um nimero real d(z,y), chamado
a distdncia de x ay, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condig¢oes para quaisquer

2,y,2 € X:

(i) d(z,z) =0;

(i) Sex #y entdo d(z,y) > 0;
(iii) d(z,y) = d(y,z);

(iv) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

O item (iv) é chamado de desigualdade triangular. Um espago métrico é o par

(X,d), onde X é um conjunto e d ¢ uma métrica em X.
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Definigao 2.2. [15] Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma fun¢ao
|-]: X —R

que associa a cada vetor © € X um nimero real ||z||, chamado a morma de x, de modo

que sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer vetores x,y € X e um escalar

A:
() ||z|| =0 < z=0;
(ii) Se [|A- x| = [Alll];
(i) [lz + 2l < [lz + yll + [ly + =[].
O par (X, || - ||) é chamado de espago normado.

Observagao 2.3. Se (X, | -||) € um espago normado, entio a fungdo d: X x X — R
definida por

d(z,y) = |z =y
€ uma distancia em X.

Definicao 2.4. [22] Seja (x,) uma sequéncia em um espago (X,d). Dizemos que:

(a) (z,) € uma sequéncia convergente se existe um ponto p € X com a sequinte

propriedade: para todo € > 0, existe N € N tal que n > N implica que
d(xy,p) <e.

Neste caso, também dizemos que (x,) converge para p, ou que p € o limite de (z,,),
€ escrevemos T, — p, ou
lim z, = p.
n—00
(b) (z,,) € uma sequéncia de Cauchy se para todo € > 0, existe N € N tal que

d(xp, xm) < &

para quaisquer n,m > N.



Observacao 2.5. Em um espagco métrico, qualquer sequéncia convergente € uma Ssequén-

cia de Cauchy.

Definigao 2.6. [22] Dizemos que um espago métrico (X,d) é completo se qualquer

sequéncia de Cauchy em X € convergente.

Definigao 2.7. [20] Um espago topoldgico X € chamado de espag¢o de Hausdorff se,
para cada par xi,Ts de pontos distintos de X, existem vizinhancas Uy e Uy de x1 e xo,

respectivamente, que sao disjuntas.

Definigao 2.8. [20] Seja X wum espaco topoldgico. Uma separagao de X é um par
U, V de subconjuntos abertos, nao vazios e disjuntos de X cuja uniao € X. Dizemos que
0 espaco X € conexo se nao existe uma separacao de X.

Mais precisamente, um espaco X € conexo se, e somente se, 0s unicos subconjuntos

de X que sao simultaneamente abertos e fechados em X sdao o conjunto vazio e o proprio

X.

Definigao 2.9. [22/ Uma cobertura aberta de um conjunto E em um espag¢o métrico
X € uma colegao {Uy}aca de subconjuntos abertos de X tal que
EC |]JU..
acA
Definigao 2.10. [22] Um subconjunto K de um espago métrico X é dito ser compacto
se toda cobertura aberta de K admite uma subcobertura finita.

Mais precisamente, dado qualquer cobertura aberta {Uy}aca de K, existem
a1, Qo, ..., 0, €A

tats que

K CUa UUsy U+ UU,,.

Teorema 2.11. [22] Um conjunto K C R"™ é compacto se, e somente se, € fechado e

limitado.

Teorema 2.12. [20] Todo subespago fechado em um espago compacto é compacto.



Teorema 2.13. [20] Todo subespago compacto em um espag¢o Hausdorff € fechado.

Definigao 2.14. [20] Sejam X eY espagos topoldgicos. Uma funcao f: X — Y € dita
continua se para cada subconjunto aberto V deY, o conjunto f~1(V) é um subconjunto

aberto de X.

Observagao 2.15. Sejam (X, dx) e (Y,dy) espagos métricos. Uma fungao f: X — Y
€ continua em um ponto xo € X se, para todo € > 0, existe & > 0 tal que, para todo

reX,
dx(z,20) < § = dy (f(x), f(xg)) < €.

Dizemos que f € continua em X se ela € continua em todo ponto xo € X.
Teorema 2.16. [20] Seja f: X — Y uma fungdo continua.

(a) Se E C X € conexo, entao f(E) € conezo.

(b) Se E C X ¢é compacto, entao f(E) é compacto.

Teorema 2.17. [20] Seja f: X — Y uma funcao continua bijetora. Se X é compacto

e Y ¢é Hausdorff, entao f € um homeomorfismo.

Teorema 2.18 (Teorema de Borsuk-Ulam). [20] Dada uma fungao continua
f . Sn+1 N RnJrl

existe um ponto x em S™ tal que f(z) = f(—x).

Defini¢ao 2.19. [16/ Dados um espago topolégico X e uma fungao f : X — R", o

suporte de f € o fecho do conjunto
{r e X: f(z)#0}.
Usamos a notagao supp f para indicar o suporte de f. Dado x € X, dizer que

x & supp f

significa que f se anula em todos os pontos de uma vizinhanca de x.



Definigao 2.20. [20] Seja X wum espago topoldgico. Dizemos que X € localmente
compacto no ponto x em X, se existe um subespaco compacto C C X que contém
uma vizinhanca de x. Se X € localmente compacto em todos os seus pontos, dizemos

stmplesmente que X € um espacgo localmente compacto.

Lema 2.21 (Lema de Urysohn). [23] Seja X um espago Hausdorff localmente compacto,

K CcV C X com K compacto e V' aberto. Entdao, existe uma funcao continua
f X — [07 1}7

com suporte compacto, tal que f(z) =1 para todo x € K e supp(f) C V.

2.2 Requisitos de Analise

Definigao 2.22. [22] Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos. Dizemos que uma fung¢ao
f: X — Y € uniformemente continua em X, se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal

que, para quaisquer pontos x,y € X, vale

dx(z,y) <0 = dy(f(z), f(y)) <e.

Definigao 2.23. [15] Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que uma
fungio ¢ : X — Y € Lipschitz se existe uma constante L > 0 (chamada constante de
Lipschitz) tal que

dy (o(z),¢(y)) < L-dx(z,y), Vr,ye X.

Se, além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
C-dx(z,y) <dy(e(2),0(y)) < L-dx(z,y), Yo,yeX,
entao, dizemos que a funcao ¢ é bi-Lipschitz.
Observacao 2.24.
(1) Toda funcgao Lipschitz é uniformemente continua.

(ii) Toda aplicagao linear de R™ em R™ € uniformemente continua.
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(iii) A composicao de fungoes uniformemente continuas é uniformemente continua.

Definigao 2.25. [1] Dizemos que uma transformacao T : X — X em um espago

métrico (X,d) € uma contragao se existe A € (0,1) tal que
d(T(x),T(y)) < X-d(z,y)
para quaisquer x,y € X.

Definigao 2.26. [1] Um ponto x € X € dito um ponto fixo de uma transformagao
T:X — X quando T(x) = z.

Teorema 2.27 (Teorema do ponto fixo). [1/ Se T : X — X é uma contragao em um
espago métrico (X, d), entao T tem somente um ponto fizo. Além disso, para cada x € X

a sequéncia (T"(x)), converge para o tinico ponto fizo de T.

Corolario 2.28. [1] Seja T : X — X wma transformagao em um espa¢o métrico
completo X tal que T™ € uma contrag¢ao para algum m € N, entao T tem somente um

ponto fixo xg € X. Além disso, para cada x € X a sequéncia (T"(x)), converge para x.

Definigao 2.29. [10] Sejam X1, X5,Y) e Xy espacos métricos. Dizemos que f : X1 —
Y] e fo 1 Xo —> Y5 sdo isometricamente equivalentes se existirem isometrias o @ X| —>

Xoep:Y, — Y, tais que fooa = o fi.

A definicao anterior diz que, em relacao & sua estrutura como fungoes em espagos

métricos, fi e fo nao podem ser distinguidas.

Proposicao 2.30. [18/ Sejam X e Y espagos normados. Uma aplicagao linear bijetiva
T: X —Y

€ um isomorfismo se, e somente se, existem constantes positivas a e b tais que

allz]| < T ()| <bllz]l, vz e X.
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Corolario 2.31. Seja T : R* — R? um isomorfismo linear. Entdo, para qualquer
sequéncia v, € R, n=1,2,3,... tal que
|vn]| — o0 quando n — oo,

tem-se que

IT(v,)|| — o0 quando n — oo.

Definigao 2.32. [16] Uma familia C = {Cy}aca de subconjuntos de um espago topoldgico
X chama-se localmente finita quando todo ponto v € X possui uma vizinhanga que
intersecta apenas um numero finito de Cyg.

Mais precisamente, C € localmente finita se, e somente se, para cada x € X existem

uma vizinhanga V' de x e um subconjunto finito {ay, ..., } C A tais que
VNC,# @ = ac{a,..,a,}.
Exemplo 2.33.

(1) A familia C que consiste de todos os intervalos de reta (n,+o00) C R, n=0,1,2, ...

€ localmente finita.
(2) Toda familia finita € localmente finita.

Definigao 2.34. [16]/ Seja M uma variedade de classe C". Uma parti¢do de unidade

de classe C* (k <r) em M € uma familia de funcoes {pa}aca, de classe O, tais que:
(1) Paratodope M ea € A, pu(p) >0;
(2) A familia C = {supp(@a)}aca € localmente finita em M ;

(3) Para todo p € M tem-se que Y wu(p) = 1.
a€A
Observagao 2.35. Seja U = {U,}taca uma cobertura aberta de uma variedade diferen-

cidvel M. Entao, existe uma subcobertura aberta localmente finita V = {Vz}sep tal que,

para todo f € B, existe a(3) € A com Vg C Uy ).

Definigao 2.36. [22] Seja (f,) uma sequéncia de fungées definida em um conjunto E.
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(a) Dizemos que {f,} € pontualmente limitada em E se sequéncia (f,(x)) € limitada
para todo x € E, isto é, se existir uma fun¢ao ¢ de valores finitos definida em E tal
que

fu(@)| <o(z) (xe€eE, n=123,..).

(b) Dizemos que (f,) é uniformemente limitada em E, se existe um nimero M tal
que

|fa(x)] <M (x€E, n=1,23,..).

Definigao 2.37. [22/ Seja F uma familia de fungées complezas, definidas em um con-
gunto E contido em um espago métrico (X,d). Dizemos que F € equicontinua em E se,
para todo € > 0, eziste § > 0 tal que, para quaisquer x,y € E com d(x,y) < 0 e para todo
f € F, tem-se

1f(z) = f(y)l <e

E claro que todo membro de uma familia equicontinua ¢ uniformemente continuo.

Teorema 2.38 (Teorema de Arzela-Ascoli). [22] Seja K um conjunto compacto e con-
sidere uma sequéncia de funcoes continuas f, : K — R, paran =1,2,3,.... . Suponha

que a familia {f,} seja pontualmente limitada e equicontinua em K. Entdo:

(a) A familia {f,} € uniformemente limitada em K.

(b) A familia {f,} possui uma subsequéncia que converge uniformemente em K.

2.3 Requisitos de Equagao Diferencial Ordinaria

Definigao 2.39. /1] Dada uma fungao

f:D—R"

(t, x) — f(t,2),
continua no aberto D C R x R", considere a equacao diferencial ordindria

= f(t, ), (2.1)
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com z' a derivada da fun¢do incognita x = x(t) em relagao ao parametro t, chamado em

geral de tempo.

Definigao 2.40. [1] Seja f : D — R"™ uma fung¢ao continua no aberto D C R x R™.
Dizemos que uma fungao x : (a,b) — R™ (com a > —oc0 e b > +0o0) € uma solugao de

(2.1) se:
(a) = € de classe C;

(b) (t,z(t)) € D para todo t € (a,b);
(c) 2'(t) = f(t,z(t)) para todo t € (a,b).

Definigao 2.41. [1] Seja f : D — R™ uma fung¢ao continua no aberto D C R x R™.

Para cada (ty,z9) € D, o problema de valor inicial (ou problema de Cauchy),

x' = f(t=$)7

QT(tQ) = Tog,

(2.2)

consiste em determinar um intervalo aberto (a,b), com ty € (a,b) e uma solugao
z:(a,b) — R"

de (2.1) tal que z(ty) = xg. Chamamos a xz(ty) = x¢ de condigao inicial do problema

de valor inicial.

Definigao 2.42. [1] Dizemos que uma equagao diferencial ordindria é auténoma, se a

funcao f nao depende explicitamente de t.

Definigao 2.43. [1]/ Chamamos fluxo a qualquer familia de transformagoes
o R" — R",

comteR, tal que:

(a) o = 14, sendo I a identidade em R";

(b) Prrs = Pt 0 @s, para t,s € R.
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Proposicao 2.44. [1] Se f : R" — R™ € uma func¢dao continua em R™ e cada problema

de valor inicial

(2.3)
ZL‘(to) = Xy,

possui solug¢ao unica v = x(t,xy) definida para todo t € R, entao a familia de transfor-
macoes
(VoI Rn — Rn
(t,z) — pi(xo) = x(t, x0)

€ um fluzo.

Definigao 2.45. [1] Dizemos que uma funcio f : D — R™ em um conjunto aberto
D C RxR" é localmente Lipschitz na seqgunda varidvel se para cada compacto K C D

existe um niumero real L > 0 tal que

1f(t2) = ft.y)l < L-flz—yl,
para quaisquer (t,x), (t,y) € K.

Teorema 2.46 (Teorema de Picard-Lindelof). [1] Se f : D — R"™ ¢ uma fungao
continua e localmente Lipschitz em x em um conjunto aberto D C R x R", entao para

cada (to,xo) € D existe uma e somente uma solug¢do do problema de valor inicial

o' = f(t,x),
ZE(t()) = Xy,

definida em algum intervalo aberto contendo tg.

Teorema 2.47. [1] Se f: D — R™ é uma funcgdo de classe C* em um conjunto aberto
D C RxR", entdo para cada (to, xo) € D existe uma e somente uma solugao do problema
de valor inicial

v = f(t,z),

x(to) = Xog,

definida em algum intervalo aberto contendo tg.
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Proposigao 2.48 (Dependéncia C' nas Condigoes Iniciais). [1/ Se f: D — R" € uma
fungdo de classe C' em um conjunto aberto D C R x R", entdo para cada (tg, o) € D a
funcao,

(t,2) — o(t, ©),

sendo ¢ = (-, x9) a solugao do problema de valor inicial

o' = f(t @),
x(to) = o,
¢ de classe C' em uma vizinhanga de (1o, zo).
Teorema 2.49 (Teorema de Peano). [1/ Se f : D — R™ ¢ uma fun¢io continua em

um conjunto aberto D C R x R", entao, para cada (to,z9) € D, existe pelo menos uma

solucao do problema de valor inicial

a' = f(t7 SL’),
ZL‘(t()) = Xy,

em algum intervalo aberto contendo ty.

2.4 Requisitos de Variedades Diferenciaveis

Definigao 2.50. [16] Seja M uma variedade de classe C*. Dizemos que um vetor
tangente a M em x € a derivada de uma curva diferencidvel em x. E o espago tangente
de M em x € o conjunto de todos os vetores tangentes em x e é denotado por T, M. Isto
€

T.M = {v, : v, € a derivada de uma curva diferencidvel em x}
Para x € M fixo, temos que T, M € um espaco vetorial.
Definigao 2.51. [16] Seja M uma variedade de classe C*. O fibrado tangente de M

€ a uniao disjunta dos vetores tangentes em todos os pontos de M e é denotado por T'M.

Ou seja,

TM ={(z,v) :x € M e v é um vetor tangente em x} = U {z} x T, M.
zeM
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Definigao 2.52. [16/ Uma métrica riemanniana numa variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto x € M um produto interno no espago

tangente T, M .

Seja g uma métrica riemanniana em M. Indicamos com (u,v) o produto interno dos

vetores u,v € T, M.

Definigao 2.53. [16/ A norma ou comprimento do vetor tangente u € T,M ¢é definido

por
[lull = v/ (u, u).

Definigao 2.54. [16]/ Uma variedade diferencidvel onde estd definida uma métrica rie-
manniana chama-se uma variedade riemanniana. Em termos mais precisos, trata-se

de um par (M, g) onde g é uma métrica riemanniana na variedade M.

Definigao 2.55. [16] Seja M uma variedade riemanniana. Definimos o comprimento

de um caminho « : [a,b] — M como sendo

b
tlo) = [ (o)) (2.4
Um caminho « : [a,b] — M diz-se seccionalmente de classe C! se a é continuo e

existe uma particdo a =ty < t; < --- < t,, = b tal que

o =

[tirtiv1]
é de classe C'! para todoi = 1,2,...,m—1. Dados dois pontos arbitrarios =,y € M, existe

um caminho « : [0, 1] — M seccionalmente de classe C*, tal que a(0) =z e a(1) = y.

Definigao 2.56. [16]/ A distancia intrinseca d(x,y) entre dois pontos x,y de uma
variedade riemanniana conexa € dada por
d(z,y) = inf {{(a) : « € seccionalmente C' em M ligando x a y} . (2.5)

Proposigao 2.57. [16/ Seja M uma variedade diferencidvel, com uma métrica rieman-
niana de classe C°. A distancia intrinseca definida acima satisfaz os axiomas que definem

um espaco méetrico.

Proposicao 2.58. [16] A topologia de M definida pela distancia intrinseca coincide com
a topologia original de M.



Capitulo 3

Difeomorfismos Parcialmente

Hiperboélicos: Uma Introducao

3.1 Difeomorfismo Parcialmente Hiperbodlicos

Definigao 3.1. [10] Seja M uma variedade Riemanniana. Um difeomorfismo f: M —
M é chamado parcialmente hiperbolico se existem constantes ) < A <y <1 < vy < p,

C > 1 e uma decomposi¢cao D f-invariante de T M tal que, para todo x € M,
T.M = E"(z) ® E°(x) ® E*(x),
e, para todo n > 0, valem as sequintes desigualdades:
o C7lp|lv]l < [[Df"(z)v|| para todo v € E*(x)\{0},
o CTI [l < [Df*(z)v]| < Cyzllv]l para todo v € E¢(x)\{0} e
o | Df™(x)v|| < CA™|v|| para todo v € E*(x)\{0} .
Observagao 3.2.

(i) Esta forma de parcialmente hiperbélico é também chamada de parcialmente hiper-
bolico absoluto, em contraste com outra defini¢cao mais fraca em que as constantes
AV, Y2 € i dependem de x. Neste trabalho, consideramos apenas difeomorfismos

parcialmente hiperbolicos absolutos.

17
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(ii) Embora muitas vezes se assuma que a variedade M é compacta, neste trabalho néo

mmpomos essa condicao.

Definicao 3.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Um difeomorfismo f: M — M
€ chamado de difeomorfismo de Anosov se ele for parcialmente hiperbolico com dis-

tribuicao central trivial. Dessa forma,
TM = E*(z) ® E*(z),
onde E° e E" sao descritos como na Defini¢cao 3.1.

As direcoes E*, B¢ e E® sao chamadas de direcao instavel, central e estavel para f,
respectivamente. E claro que as desigualdades da Definicao 3.1 significam que os vetores
em E" se expandem exponencialmente, os vetores em E° se contraem exponencialmente
e os vetores em F° podem ser contraidos ou expandidos, mas essa agao ¢ dominada pela
forte contracao e expansao de E* e E*.

Em geral, os subespacos E", E° e E® nao sao ortogonais com respeito a métrica
riemanniana da variedade M. No entanto, existe uma métrica, conhecida como métrica
adaptada, com a qual é possivel assumir C' = 1, além de que os subespacos E", E¢ e E*
sejam ortogonais, veja em [21] e [7].

Para difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, encontrar a decomposicao invariante
do fibrado tangente pode ser uma tarefa bastante dificil. Contudo, no caso linear, essa
decomposi¢ao pode ser obtida de forma direta. A seguir, apresentamos alguns exemplos

ilustrativos.

Exemplo 3.4. Seja g : R? — R? uma aplicacao linear dada pela matriz:

210
A=1110
0 01

3-5 3+5
2\/_<1,>\2:1€)\3: +2‘[

E\,, B\, e B\, os autoespacos generalizados correspondentes aos autovalores A1, g e A3

Note que os autovalores de A sao \1 =

> 1. Sejam

respectivamente.
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Como g € linear e o dominio € todo o R3, o fibrado tangente € o trivial, ou seja,
T,R3 = R? para todo x € R®. Além disso, como g possui trés autovalores reais distintos,

temos a sequinte decomposicao:
R® = E), ® E\, ® Ej,,

em que cada subespaco € invariante por A. Pela linearidade de g, temos Dg = A. Dessa

forma, podemos considerar a sequinte decomposi¢ao:

° E; - E/\l;
° Eg == E)\Q;
® Eg = E>\3.
Como A1 < 1, \y = 1 e A3 > 1, vetores em E; sao contraidos, vetores em E; sao

preservados (nem contraidos nem expandidos) e vetores em E} sao expandidos pela agao

de g. Com isso, g € um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico.

Observagao 3.5. Seja f : R3 — R? definida por

f(@,y,2) = g(z,y,2) + (0,0, asin (27z)),
onde g € a aplicacao linear do exemplo anterior. Note que, f € um difeomorfismo, e

2 1 0
Df=111 0
0 0 14 27macos(2mz)

Os autovalores de Df sao

33—V 3 )
A\ = 2\/_ <1, X=1+42macos(2mz) e I3= +2\/_

> 1.

Como cos(27z) € [—1,1], entao
Ay =1+ 2macos(2mz) € [1 — 21, 1 + 27al.
Portanto, escolhendo o > 0 suficientemente pequeno, garantimos que
AL < Ay < As.

Nesse caso, f € um difeomorfismo parcialmente hiperbolico, com a sequinte decomposi¢ao:
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° E; :E)q;
4 E;‘ :E)\z;
® E? = E)\3.

Note que, como a perturba¢ao introduzida por f ocorre apenas na terceira coordenada, e
essa perturbagao depende unicamente da varidvel z, a diregao central E é sempre gerada

pelo vetor (0,0,1).

Chamamos toro de dimensao d o quociente T¢ = R?/Z4, ou seja, o espaco das classes

de equivaléncia da relacao de equivaléncia definida em R? por x ~y <= z —y € Z%.

Exemplo 3.6. Seja A : T3 — T3, um automorfismo linear dado por uma matriz A, que

tem trés autovalores reais, A\, A e A3 tal que
0< |)\1| <l< |>\2| < ‘)\3‘

Sejam E),, E\, e E), os autoespagos generalizados correspondentes aos autovalores A1, \g
e A3, respectivamente. Assim, o difeomorfismo A : T3 — T® € parcialmente hiperbélico

com a sequinte decomposicao do fibrado tangente de T? :
o 5 € o subespaco tangente as projegoes afins no toro de translagoes paralelas a E, .
o [ € o subespaco tangente as projecoes afins no toro de translagoes paralelas a E),.

o [} € o subespaco tangente as projecoes afins no toro de translagoes paralelas a E,.

Observacao 3.7. Sabemos que se T é uma matriz invertivel, entao os autovalores de T—*

sao o0s tnversos dos autovalores de T'. Isso nos permite estabelecer a sequinte relagao,

o % = FEY

A-L
o EIC4 — 2,1,
® E:i - E/SA_I,

onde A € um automorfismo linear do Fxemplo 3.6. Essa propriedade € vdlida, de forma

andloga, para qualquer difeomorfismo parcialmente hiperbolico e sua inversa.
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3.2 Folheacoes

Defini¢ao 3.8. [5/ Seja W wuma particao de uma variedade diferencidvel M em sub-
variedades C' de dimensio k. Para x € M, seja W(z) a subvariedade contendo .
Dizemos que W é uma folheag¢ao continua k-dimensional com folhas C* (ou sim-
plesmente folheagao) se para todo x € M existe uma vizinhanga U e wm homeomorfismo

o:B¥x B" % —s U, onde B CR € um disco aberto, tal que:

(i) Para cada z € B™*, o conjunto p(B* x {2}) € a componente conexa de

W(p(0,2))NU contendo ¢(0, z);
(ii) ©(-, 2) € de classe C* e depende continuamente da topologia em z na topologia C*.
Cada subvariedade W (x) da folheagio é chamada folha de W.

De maneira intuitiva, uma folheacao de dimensao k de uma variedade diferenciével
M™ é uma decomposicao de M em subvariedades de dimensao k chamadas folhas, as
quais se aglomeram localmente como subconjuntos de R™ = R* x R™* com a segunda
coordenada constante.

O exemplo mais elementar de folheagao de dimensao n é a folheagao de
R™ =R" x R™™",
onde as folhas sdo n-planos da forma R"™ x {c}, com ¢ € R™".

Definigao 3.9. [5/ O sub-fibrado E C TM ¢ dito integrdvel se existe uma folheagao W
em M tal que TW = E.

Definicao 3.10. Seja E uma distribuicao continua k-dimensional em uma variedade M.

Dizemos que E é:

(1) Unicamente integrdvel se existe uma folhea¢ao W de M cujas folhas sao k-dimensionais,
tal que toda curva C', o : R — M, que satisfaz 6(t) € E(o(t)) para todo t € R,
estd contida na folha W(co(0)). Em particular, isso implica que T,W (x) = E(x)
para todo x € M.
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(2) Localmente unicamente integrdvel se, para cada ponto x € M, existe uma sub-
variedade suave k-dimensional Wio.(z) C M e uma constante a(x) > 0 tais que,

para toda curva por partes C*, o : [0,1] — M, que satisfaz:

(a) o(0) = z;
(b) a(t) € E(o(t)) para todo t € [0,1];

(c) o comprimento de o é menor que a(x);

entao o estd contida em Wiye(x).

Obviamente, se ' é localmente unicamente integravel, entao E é integravel e a folhe-
acao integravel é tnica.

Agora voltamos ao contexto de parcialmente hiperbolico. Seja f como na Defini¢ao
3.1. Por [13] as distribuicbes E} e E% sdo unicamente integraveis as folheagoes W} e
W7}, respectivamente. Porém, sobre a integrabilidade da distribuigao £ ainda é pouco

compreendida.

Definicao 3.11. Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbolico é dinamica-
mente coerente quando as distribuicoes E* = E°@ E* e B = E°@ E° sao unicamente
integrdveis. Nesse caso, a intersecao das folheagoes W e W é uma folheagao W€ com

TWe = E°, ou seja, E° € integravel.

Observacao 3.12. Em geral, a definicao de dinamicamente coerente requer apenas que
as distribuicoes E“* e E° sejam integraveis, sem exigir unicidade da folhea¢ao associada.
No entanto, neste trabalho adotaremos a defini¢ao mais restrita apresentada na Defini¢ao

3.11, na qual se assume a integrabilidade unica dessas distribuigoes.

Definicao 3.13. A folheagcao W* tangente a E* € chamada folheagao estdvel, a folhe-
acao W" tangente a E* é chamada folheagao instdvel, a folheacao W€ tangente a E°
€ chamada folheag¢ao central, a folheacao W tangente a E* é chamada folheagao

centro instdvel e a folheagcao W< tangente a E°° é chamada folheagao centro estdvel.

Observagao 3.14. Euistem contertos bem gerais em que a distribuicao £} @ EY nao

¢ integrdvel a uma folheagao Wp*.  Por exemplo, os casos onde f tem a propriedade
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de acessibilidade, veja em [12]. No entanto, quando f € linear, a distribuicao Ef® EY ¢
automaticamente integravel, pois existe uma folheagao instavel estdvel, denotada por W*,

tangente a E @ EY.

A Df- invariancia do fibrado tangente £ (0 =wu,c,s,cs,cu) e aunicidade da folheagao

tangente a £ implicam na seguinte proposigao.
Proposicao 3.15. A folheagcao W € f-invariante, isto €,
fW(x)) =W (f(x)), 0 =u,c,s,cs,cu.

Denote d? a distancia intrinseca na folha W7 induzida pela métrica riemanniana.

Temos o seguinte lema.
Lema 3.16. Sejam f, A\, v1,72, 0 € C' > 1 como na Definigao 3.1. Entao:

a) Para todo ponto y € Wi(x) tem-se
(a) pontoy € Wi(x)
d>(f*(x), ["(y)) < CX'd*(2,y).
(b) Para todoy € Wi (x) tem-se
Ciptd" (w,y) < d"(f"(x), ["(y)).
(c) Para todoy € W§(x) tem-se
Ciyyd (w,y) < d°(f"(2), f"(y)) < Cyzde(z,y).
(d) Para todoy € W§*(x) tem-se
Cid™(z,y) < d(f"(2), [*(y)) < Cr3d*(z,y).
(e) Para todoy € Wit(x) tem-se

Ciyyd™ (w,y) < d™(f"(2), ["(y)) < Crzd™(,y).

Demonstracgao.
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(a) Seja B : [a,b] — W}(f(z)) seccionalmente de classe C' em M ligando f(z) a f(y).
Pela Proposigao 3.15, temos

F7 Wi (@) = [T (F (Wi () = Wi(z).

Assim, a = f1o B : [a,b] — Wi (x) & seccionalmente de classe C! ligando = a y e
o/ (t) € E*(a(t)) para todo t. Logo,

S 2.5 2

(7). 1) Lt (e e [ 1010}
1nf{/ |(f o) ( |dt}

/ |IDf(a Hdt} (regra da cadeia)

< inf {/ C)\||0/(t)\|dt} (Definigao 3.1)

— Chinf {/b ||o/(t)||dt}

2 ONP (2, y).
Note que

&(f*(2), 2 () = & (f(f (@), f(f(y) <A (f(2), f(y)) < Nd*(x,y).

Seguindo indutivamente, obtemos

d*(f" (@), ["(y)) S XN'&(2,y) < ON'd(2,y).

Os itens (b)-(e) seguem de forma analoga. O

3.3 Quase Isometria

Definigao 3.17. [10] Seja W° uma folheagdo em Re. Dizemos que W° é quase isomé-
trica se existem a,b > 0, tais que d°(z,y) < a-||x —y||+b para todo x € R? e y € W7 (x).
Aqui d° denota a distancia na folha W°.
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Observagao 3.18. [10] Para um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico, a folheagao
d"(z,y)

Iz =yl
uniformemente para um, quando d,(z,y) — 0 e, assim, é fdcil verificar que, neste

W}L € tangente a uma distribuicao continua E}C que implica que a taza converge
caso, podemos retirar a constante b da definicao de quase isometria, trocando a por uma
constante maior Q, isto €, Wi ¢ quase isométrica se d"(z,y) < Q - ||z — y|| para todo

y € Wi(x). O mesmo € vdlido para W3.

Intuitivamente, a quase isometria impede que as folhas dobrem-se sobre si mesmas,

como mostra a imagem a seguir.

Figura 3.1: Exemplo de comportamento das folhas que é impedido pela quase isometria.

Teorema 3.19. [2/ Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico de uma variedade
Riemanniana compacta M de dimensao m. Suponha que as folheagoes estaveis Wi e
instdveis Wi de [ sejam quase isométricas no recobrimento universal M. Entio, as
distribuicoes B, EF* e EF" sao localmente unicamente integrdveis; em particular, f €

dinamicamente coerente.

Teorema 3.20. [3/ Seja f : T2 — T3 um difeomorfismo parcialmente hiperbélico.
Entao, no recobrimento universal R® as folheacoes estdvel VT/J‘? e instdvel W}‘ de f sao

quase 1Sométricas .
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Corolério 3.21. [3] Todo difeomorfismo parcialmente hiperbolico em T? é dinamicamente

coerente.

Observe que, pelo Teorema 3.20, o Teorema 1.2 pode ser visto como um coroléario do
Teorema 1.3. Por essa razao, no Capitulo 3, trabalharemos com um difeomorfismo que
satisfaca as hipoteses do Teorema 1.3. Além disso, o Teorema 3.19 garante que, sob essas
hipoteses, o difeomorfismo é dinamicamente coerente. Entao, ao longo do Capitulo 3,

trabalharemos com as folheagoes centro estavel, centro instavel e central.

3.4 Linearizacao

Definigao 3.22. [20] Sejam X e X espagos topologicos. Seja p : X — X wma aplicagio
continua sobrejetora. Dizemos que (X,p) € um espaco de recobrimento de X, se para
todo x € X, emiste uma vizinhanga aberta U, de x tal que p~'(U,) pode ser escrito
como wma unido disjunta de conjuntos abertos V,, C X tal que para cada o, a restrigio

p|V : Vo —> U, € um homeomorfismo.

Neste caso, a aplicacdo p : X — X ¢é dita aplicacdo de recobrimento. Se ()N( ,D)
¢ um espaco de recobrimento de X, é usual chamar o espaco topologico X de espago
base. Além disso, quando X é simplesmente conexo, o recobrimento é chamado de

recobrimento universal.

Exemplo 3.23. A identidade I; : X — X € uma aplicag¢ao de recobrimento para qual-

quer espaco topologico X . FEsse recobrimento é chamado de recobrimento trivial.
Exemplo 3.24. A aplicacio p : R — T? = S x 1 x .. x S, definida por

7$d) — (€2m'x1 ’ 627ri:p2 e27rizd)

p(z1, xo, ... N

¢ uma aplicacdo de recobrimento. Ou seja, o R? ¢ o recobrimento universal do toro T?.

A verificacao de que a funcao p do Exemplo 3.24 é de fato uma aplicacao de reco-
brimento segue diretamente dos Teoremas 53.1 e 53.3, juntamente com o Exemplo 4 da

Secao 53 de [20].



27

Uma das caracteristicas fundamentais de espaco de recobrimento é seu comportamento

em relacao ao levantamento de aplicagoes.

Definigao 3.25. [20] Dado um recobrimento p : X — X e uma fungio continua
f:Yy—xX,
um levantamento de f ¢ uma funcio continua f Y — X tal que po f = f.

Em particular, quando ¥ = X, dizemos que f : X — X ¢ o levantamento de

f:X — X sepo f=fop. Desta forma, o diagrama abaixo é comutativo.
X X
X X

Figura 3.2: Levantamento de f.

—

_r

Observacgao 3.26. Sejam f : T? — T? uma transformacgdao continua, p : R — T? q
aplicacdo de recobrimento do Exemplo 3.24 e f: R — R? o levantamento de f. Entdo,

para todo x € R? e todo v € Z2, vale que
flz+v) = f(x) e 2

Isso seque diretamente do fato de que para todo x € R? e z € 7 tem-se que

e27rz(m+v) _ eme . 6271'11)

= e?™* . (cos(27v) + isen(27v)
— 6271'1':8 . (1 + O)

_ 2mix

=e€

Proposicao 3.27. Seja f : T¢ —s T wma transformagcio continua e f: R? — R% o
levantamento de f. Entao, existe uma transformacio T : R4 —s RY, tal que para todo

v e Z% vale que f(z +v) = f(z) +T(v) .
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Demonstracao. Como f é o levantamento de f, vale que para todo v € Z?,
f(x+v) = f(z) e 24 (3.1)
Fixado vy € Z%, definimos a funcio g,, : R? — R? por
Guo(z) = f(z +v0) — f(2).
Como f é continua, segue que Jvo também é continua. Por (3.1), temos que
9w (RY) C Z°.

Como R? ¢ conexo e gy, € continua, a imagem g,, (Rd) ¢ um subconjunto conexo de Z¢.
Sendo Z¢ totalmente desconexo, entdo g,,(R?) é um conjunto unitario. Portanto, para

cada v € Z%, existe um tnico vetor Tv € Z¢, tal que

f(x +v) = f(z) =T,

independente de x € R?.
Mostraremos que T : Z¢ — Z% ¢ uma transformagao linear (com escalares em Z).

De fato, note que:

(i) T(0) = f(z+0) = f(z) = f(x) = f(z) = 0;

(ii) Para todo v,w € Z%, vale que

Il
0
+
=
+
S
|
~
—~
s
+
=
+
P
)
+
=
|
~
—~
&

(iii) Para todo v € Z% tem-se que

T(~v) = fz+ (-v)) = f(2)
= f(z —v) — f(z), fazendoy=x —v
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= fly) - fly+v)

=—(fly+v)— f)
= —T(v).

(iv) Para todo a € Z e v € Z%, temos que

Ta-v)—a - Tw)=T(a-v)+a- (=T(v))
o T(a-v)+a-T(—v)

/

=Tw+v+---+v)+a -T(-v)

a vezes

D T(v) + T() + - + T(v) +a - T(~0)

v~
« vezes

=a-TWw)+a-T(—v)

=a-(T(v) +T(-v))

Portanto, T'(a - v) = a - T'(v).

Os itens (i), (ii), (i17) e (iv) garantem que 7' é uma transformagao linear (com escalares

em Z). O

Observe que os vetores candnicos ej, es,..., eq € Z% e T(Z?) C Z%, logo a matriz
de T : Z¢ — 7% na base canonica é uma matriz com entradas inteiras. 7' induz uma
transformacao linear L : RY — R? cuja matriz com respeito a base canonica é igual
a matriz de T na base canonica de R?. Assim, L(Z%) c Z% e, com isso, L induz uma

aplicacao L : T4 — T?. Chamamos L e L de linearizagao de f e f, respectivamente.

Lema 3.28. Seja f : R? — R? uma fungdo continua e seja g a sua linearizagdo. Entao,

existe uma fungdo continua ¢ : R — R?, Z-periddica tal que f = ¢ + g.
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Demonstracao. De fato, observe que,

f=f+(=g9+9)=(f—-9) +g

Seja ¢ = f—g. Como f e g sao continuas, segue que ¢ é continua. Além disso, para todo

v € Ze x € RY, temos

(3.27)
=" flz) +9(v) —g(z) — g(v)
= f(x) —g(z)
= p(z)
Logo, ¢ é continua e Z-periodica. O

Observacgao 3.29. Podemos aplicar os mesmos argumentos utilizados no Lema 3.28 para
demonstrar que, para cada k € Z, existe uma funcio continua @y : R? — RY, Z4-
periodica, tal que

fk:(pk—f_gk)

onde f* e g denotam as iteracoes de f e g, respectivamente, aplicadas k vezes.



Capitulo 4

Propriedades Geométricas das

Variedades Invariantes

Neste capitulo, consideramos fy : T* — T? um difeomorfismo parcialmente hiperbo-

lico satisfazendo as hipoteses do Teorema 1.3, ou seja,

e a distribuicao central é unidimensional; e

e as folheacoes estavel e instavel no recobrimento universal do toro T¢ sao quase

1sométricas.

Seja f : RY — R? um levantamento de f, para o recobrimento universal p : R? — T4,
isto é, uma aplicacao continua tal que po f = fyop. O fato de fj ser parcialmente hiperbo-
lico é preservado pelo levantamento, de modo que f também ¢é parcialmente hiperbdlico,
veja em [7].

A decomposicio D fy-invariante do fibrado tangente de T¢ é levantada para uma de-

composicao D f-invariante do fibrado tangente de R, ou seja,
TR? = E} @ E} @ Ej.
Com respeito a métrica usual de R?, existem constantes
O<A<m<l<y<pe Cyp>1
tal que, para = € R,

31
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(i) Cpulloll < [IDf™(x)v| para todo v € E*(x)\{0},
(i) Cpimllvll < [Df*(@)vll < Conrgllv]l para todo v € E(x)\{0} e
(iii) | Df"(z)v] < CouX"||v| para todo v € E*(x)\{0} .

Seja g : R — R? a linearizacdo de f. Nosso objetivo é construir uma conjugacio
que leve folhas centrais de f em folhas centrais de g. Para isso, o primeiro passo consiste
em verificar se g é, de fato, um difeomorfismo parcialmente hiperbodlico. Note que, se

Yo <3 < p3 < p, entao

Co 150l < Cpu™ vl < [Df"vl| para todo v € Ef(z)\{0},

I1Df™o]l < Conyzllvll < Conygllvll para todo v € Eg(2)\{0},

de modo que as desigualdades que caracterizam a hiperbolicidade parcial continuam va-
lidas com as novas constantes y3 e pus quanto com as constantes originais v, € u, ou
seja, sem perda de generalidade, o intervalo [y, u] pode ser substituido pelo subintervalo
(v, 3] C [v2,]. Como g é uma aplicacao linear em R? entdo g tem uma quantidade
finita de autovalores. Substituindo o intervalo [z, x| por um subintervalo suficientemente

pequeno tal que:

1. Nenhum dos autovalores de g estd no anel {z € C: v < ||z|| < p} e

2. Nenhum dos autovalores de g estd no anel {z € C: A < ||z|| < 11}

Considerando g como uma aplicacao linear em C?, g tem autovalores Ai, Ao, ..., \; com 0s
autoespacos generalizados EY | ES EY . Seja
A1) Ag? ALt .]
Cu __ C C,e __ C C,s __ C
ES' = P ES. Ef= @ Ef e ES =P ES. (4.1)
p<|Ai Y1<|As[ <72 [Ail<A

Como os autovalores conjugados foram agrupados, os subespacos E;C’“,E;F’C e Ef’s Sao
apenas complexificagoes de subespagos reais Ej, Ef e EJ. Por [4], a aplicacao g é parci-

almente hiperbélica. Além disso, mostraremos neste capitulo que

dim(E}) = dim(E}), dim(E}) = dim(Ey) e dim(E}) = dim(E}).
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Assim, como f, definimos Ef* = Ef & Ej e E° = E; @ Ej. Com respeito a essa

decomposigao, considere as projecoes lineares my, mg, g, ", o e w°.

Exemplo 4.1. Seja x € R?. Pela decomposicio R = Ey ® E; @ Ej, pode-se escrever

r=x"4+ x4+ x°,

onde z° € E7 para cada o = {u,c,s}. Com isso, a projecio linear, mj : RY — Ej ¢

dada por

Exemplo 4.2. Sex = 2" + 2% € Ey ® E°, entdo 73’ (r) = .

Queremos comparar f com ¢, o que se torna uma tarefa dificil caso nao seja possivel
relacionar as distancias associadas a um dos difeomorfismos com aquelas do outro. Por
isso, a nica métrica usada sobre pontos e vetores em R? serd a métrica usual.

Mostraremos agora que, em escalas suficientemente grandes, as agoes f e g sao apro-
ximadamente equivalentes, o que nos permitira relacionar as variedades invariantes de f

com as de g.

Proposigao 4.3. [10] Para cada k € Z,

1% = g"llo = sup || /*(x) — g"(z)|| < o0 .
z€R4

Demonstracao. Como g é a linearizacao de f, entao, pela Observagao 3.29, existe uma

funcdo continua ¢y, : R — RY, Z% -periddica, tal que
fF=d"+oe=o=rf"-4g".

Note que, todo ponto z em R? pode ser escrito como x = z+ vy, onde 2 € Zl ey € [0, 1]d.

Como ¢y, ¢ Z%-periddica, segue que ¢ () = 1 (y). Desse modo,

sup |lor(@)|| = sup |or(y)ll-
rER4 yelo,1]d

Além disso, como [0,1]? é compacto e ¢ é continua, segue que ¢, é limitada nesse

conjunto. Assim, temos

sup || f*(z) — ¢"(@)|| = sup [pr(2)[| = sup [en(y)| < oo
zeR? zeR4 y€el0,1]¢
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Observagao 4.4. Note que:

175 () = fE Wl = 15 (2) = f5(y) + (6" (@) = g"(2)) + (¢"(y) — g" ()]
= [lg"(x) = ¢" () + (f*(x) — ¢"(x)) + (4" (y) — f* (W)

< 6" (@) = " )l + 1 £*(x) = g (@) + 19" () — F* W)

= [lg"(@) = g* W)l + 1/*(2) = g" @)l + [ /*(w) = d* W)l

.J;
oo

< " (@) — "W+ 115 = g%l + 11 = 9" llo
= llg" (@) — g* W)l + 2/l /* — g"lo-

Portanto,

I4) = Pl < 9" @) = g @)l + 21" = ¢l
15 @) = Pl _ 20 = gl w2

1@ Wl S T @ Wl

De forma andloga, temos que

lg*(z) = " W)l < I1F* (@) = fE@)ll + 2117~ = g"lo
1F*() = Pl 2% = "o

e 1_

g (=) = g* )l — Mgk (@) — g* W)l

(4.3)

Corolario 4.5. [10]
(@) [I1*(z) = g"W)ll ~ llg*(z) — g"W)]l quando ||z —y|| — oo .

(b) Mais precisamente, para cada k € Z e ¢ > 1, existe M > 0 tal que x,y € R,

1f*(z) = fE W)l

e =)l > M = < G <©

(c) Mais geralmente, para cada k € Z, ¢ > 1 e a aplica¢io linear ° : R — RY

(o0 € {u,c,s}) existe M > 0 tal que para v,y € R?

I (f*(x) = @)l

||7? (x — )||>M:> < <ec.

[7 (9" (x) = g* ()l

Demonstragao. (a) Por (4.2) e (4.3) temos que

21/ =gl @) = S 2~ 6t

b lg¥(x) — g*(y )|| g% (z) — g*(y)]| g% (x) — g* ()l
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Como ||z — y|| — oo, segue do Corolério 2.31 que ||g*(z) — g*(y)|| — oo. Além

disso, pela Proposicao 4.3, temos que || f* — ¢g¥|lo < co. Assim,

15 = g*[lo
lg*(z) — g* ()l

Com isso, obtemos

— 0 quando ||z —y|| — oo .

1f*(x) = W)l
|g*(z) — g*(v)ll

Pelo Teorema do Confronto, temos

£ (x) = f* ()
g% (x) — g*(y)ll

Portanto, || f*(z) — ¢*(y)|| ~ |l¢"(x) — ¢"(y)|| quando |z — y|| — oo .

1< <1 quando ||z —y|| — o0 .

— 1 quando |z —y|| — oo . (4.4)

(b) Segue de (4.4) que dado € > 0, existe M. > 0 tal que se

1f*(x) = f* )l
Hx—y\|>M=>‘ <o
g% (x) — g*(y)||
Isto é,
k otk
le—gl > M. = 1-e < OOy

lg*(x) — g* ()|
1
Assim, dado ¢ > 1, basta escolher £ = min {c —-1,1— —} > 0, pois:
c
(1) See =c—1, entao

L4 () = fE W)l

g% (x) — g’“(y)H

<l4+e=1+(c—1)=c

1<1—(1—1)<1—(c—1):1 e <

C Cc

(2) See=1—1, entdo

L SR N ) K )] S A | .
. 1 (1 C) 1 <Hgk(:z:)—gk(y)||<1+ 1+(1 C><1+(1 ) )

Em qualquer caso, temos
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(c) Como g : R? — R? é parcialmente hiperbolico, existe uma decomposicao
d __ u c s
R'=E; D E;®E,.
Assim, todo vetor v em R? pode ser escrito como
v ="+ 0"+ 0%

onde v* € Ej, v° € E; e v° € E;. Além disso, temos que v* = 7y (v), v° = 7g(v)

e v*=m,(v). Logo,
v ="+ 0"+ 0" =7y (v) + 75 (v) + 75 (v).

Afirmacgao: 77 (g(v)) = g(n5(v)) (0 =u,c,s),VveR?.

Iremos mostrar o caso o0 = u, 0s outros casos sao analogos.

= my(9(v")) + 75 (g(v°)) + 75 (g(v”))
= g(v")
= g(my(v)).

O resultado decorre da Observacgao 3.29, em conjunto com a afirmacao anterior e

com os argumentos desenvolvidos nos itens (a) e (b).

]

Pelas hipoteses, visto que as folheagoes estaveis e instaveis de f sao quase isométri-
cas, segue do Teorema 3.19 que f é dinamicamente coerente, ou seja, existem folheagoes
tnicas Wi, Wit e Wi* tangentes aos subespagos EY, Ef* e LY, respectivamente. Além
disso, como g ¢ uma aplicagao linear, as folheagoes W' e W, também sao quase iso-
métricas. Aplicando o mesmo argumento, conclui-se que g é dinamicamente coerente, e
portanto, existem folheagoes tunicas W7, W e W* tangentes aos subespagos Ej, E* e

E?, respectivamente.
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As folheagoes Wi, Wi e W} sao tangentes as distribuicoes Ef, Ef e Ef em escala
infinitesimal. Entdo, se # € R? e (y,) uma sequéncia de pontos na folha W7 (x), (y.) €

W7 (x), tal que ||z — yn|| — 0, entdo, como vetores unitarios em R?, a sequéncia

T — Yn
[ = ynl

— EY, o ={u,cs}. (4.5)

Figura 4.1: Comportamentos das folhas em escalas infinitesimais.

O Corolario 4.5 afirma que, em larga escala, as aplicagoes f e g sao praticamente
indistinguiveis. Portanto, nessas escalas, os conjuntos invariantes de f se assemelham aos

de g. Esse fato sera formalizado nos préximos resultados.

Proposigao 4.6. [10] Sey € Wi (x) e ||z —y|| — oo, entdo — E; uniforme-

r=Yy
|z -yl
mente.

Mais precisamente, para todo ¢ > 0, existe M > 0, tal que se x € R?, y € Wi e
|z —y|| > M, entdo

lmg"(z = y)ll < ellmg(z = y)ll.
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Figura 4.2: Comportamento das folhas estaveis em larga escala

Demonstragdo. Pela definigdo dos subespacos Ey, Ef, Es em (4.1), o espectro da restri-

cao g B E; — B esta contido no intervalo (0, ), enquanto o espectro da restrigao

9

pev ¢ B — B estd contido no intervalo (71,72). Denote 07 = g‘ By ¢ E; — E7,

o =A{u,c,s,cs,cu}.

Afirmagao: Existe ko € Z tal que, se v € R k > ko, e ||g"(v)|| < ~F||v]|, entdo
I ()| <& - [mg(@)]l-

De fato, para simplificar os calculos e argumentos, utilizaremos que os subespagos £} Ef

e L} sao ortogonais (isso é possivel com a métrica adaptada). Note que,

(O)* 11"l + (O°)* [l + (0") o[l = llg" (w)ll
<l (hipotese )
= (llo” + v + o)

<Al At el + el
Disso, obtemos

(9 = (@)l > () = D)l + ((6")* = A1) l[v"]]
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Tome

Logo,

(1 ] (%)) o) > (o = 1) o]

= 2l[v*|| > (" = Do

= [[o™] <

[[o°]]

Ig ()l

ok —1
2

= ng' (o)l < =

Como a > 1, entao a¥ — oo quando k — oco. Assim, podemos escolher kq tal que

2
1<€, Vk > k.

ak —
Com isso, concluimos a demonstragao da afirmacao.
Como Cyp, @,y e A sao constantes e A < 1, entao existe k; > ko suficientemente grande,
tal que
20, QN < A (4.6)

Pelo Corolario 4.5 (¢ = 2), existe uma constante M > 0, tal que

L _ 5 =) = fA(y)

|
|z —y|>M = - < <2.
2 g (z) — g* (W)l

Logo,
lz =yl > M = lg"(x) — ¢" ()]l < 2] f*(x) = fEW)I- (4.7)

Sey € Wi(x) e |z -yl > M, entdo
15 () — @)l < d (5 @), P () < Cdide (e, y)
— I @) = )] < CAQllx —
(4.7)

= [|¢" () — ¢"' (y)|| < 2C,L A" Q|lz — y|

(4.6) .
= |lg" (= )| <A lz —y] .

E o resultado segue da Afirmacgao anterior. O
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Corolario 4.7. [10] Se {x,} e {yn} sio sequéncias em R* ey, € Wi(x) para todo n,

entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) dy(zp,yn) — 00;

(b) ll2n = ynll — oo;

() llmg(zn — yn))ll — o0 .

Demonstragdo. (a) = (b): Como W} ¢ quase isométrica, entao

ds(xn, yﬂ)
Q@

Portanto, se d*(z,, y,) — 00, entao ||z, — yn|| — oo .

ds(xmyn) < QHxn - ynH — < Hxn - ynH

(b) = (c): Todo v € R pode ser decomposto da forma
v =0+ v
onde v* € E} e v™ € E". Entao,
Tn = Yn = Ty(Tn — Yn) + 7" (Tn — Yn)-
Pela desigualdade triangular, tem-se
120 = ynll < llmg(@n = yu) | + 175" (@0 — ya) |-
Como ||, — yn|| — o0, entao pela Proposigao 4.6, vale que
75" (2n — yu)|| < ellmy(zn — yn)| ( para todo & > 0).

Substituindo na desigualdade anterior, obtemos

[zn = ynll < (14 )llmg(zn = yn) I

Portanto, se ||z, — y,|| — oo, entdo ||} (z, — yn)|| — oo.

(c) = (a): Decorre diretamente da desigualdade ||7;(z, — yn)|| < d°(2n, yn).
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Assim, como ocorre com a maioria dos resultados apresentados neste capitulo, a pro-
posicao e o corolario anteriores admitem versoes analogas para a direcao instavel, nas
quais os papéis das direcoes estavel e instavel sao invertidos. Essas versoes podem ser
demonstradas aplicando os mesmos argumentos & aplicacao f~!, que troca naturalmente
os papéis de f e f~! (veja a Observagao 3.7).

T -y

lz =yl

Proposigao 4.8. [10] Sey € Wi(x) e ||z — y|| — oo, entdo — By unifor-

memente.

Mais precisamente, para todo € > 0, existe M > 0, tal que se x € R?, y € W}L(x) e

|z —y|| > M, entdo

Img* (& = )l < e llmg(z =yl -

W(z)
E¥(x)

g

Figura 4.3: Comportamento das folhas instaveis em larga escala
Corolério 4.9. [10] Se {zn} e {yn} sdo sequéncias em R ey, € Wi (x) para todo n,
entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) d“(zp,yn) — 00;
(B) llzn = ynll — oo;
() llmg(zn = yn))l| — oo .
Definigao 4.10. Seja X C RY ¢ R > 0, definimos

Br(X)={y € R?: |z — y|| < R para algum z € X}
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Proposigao 4.11. [10] Existe uma constante R. > 0 tal que, para todo x € R?,
(a) W§(x) C Br, (Wyo(@)):

(b) Wet(z) C Bg, (Wgcu(x)), e

(c) Wi(z) C Br,(W(x)).

Demonstracgao.

(a) Sabemos que o afastamento entre a folha W§*(x) e a folha Wi*(x) ¢ medido, essencial-
mente, pela sua variagao ao longo da dire¢ao instéavel. Em outras palavras, o afastamento
entre essas folheagdes ocorre predominantemente na direcao E*. Portanto, para provar o
item (a), basta mostrar que |7y (z — y)|| ¢ uniformemente limitado quando = e y estao na
mesma folha centro estével.

Suponha por contradi¢ao, que existam x e y na mesma folha centro estavel, tais que

|7 (z — y)|| seja ilimitado, ou seja, para todo M > 0, tem-se que
Iy (z = y)l| > M. (4.8)

Como g ¢ parcialmente hiperbolico, existe Cp, > 1, tal que

k

lg" ()| > g—thH, para todo v € E.
p

Fixe um numero 8 € (71, p) e escolha um ntmero inteiro k£ > 0 suficientemente grande,

tal que

W

— > 1.
Cphﬁk ~

nt
Cphﬁk’

CoE R (@) — )l
i e @) — )] CBF

Usando a equagao (4.8) e C' = estamos nas hipoteses do Corolario 4.5, assim

— [|my (f*(x) = fF )l > 7”@‘(9'“(%) — " W)l



43

C k , k
e LACE]
= Blmg(z =)l
o BEM .
Com isso,
Iy (f5(x) = fE )|l > B*M . (4.9)

Afirmacao: Para n € N\ {0}, vale que ||7(f™*(x) — f"*(y))|| > 8™ M.

Mostraremos a afirmacao por inducao. De fato, observe que:
(i) Para n =1, segue de (4.9).

(ii) Suponha que para n = p, tenhamos

Iy (F7 () — [P ()l > B M.

Note que,

[RE(FOHOR () — R = [l () — )]
g (f5 () — FEw))
9 [Pk gk

— 5(p+1)kM'

Como f™(x) — f™(y) contém componente na direcao instavel e a acao de D f na instével

domina para n suficientemente grande. Dessa forma, existe L > 0 tal que
1f™(x) — f™ ()| > L||7Tg(f”k(a:) — f"™(y))| , para n suficientemente grande.
Assim,

1™ (x) = ™ )ll > LMB™.

Em particular, se ||[74(z — y)|| > M, entdo | f*(z) — f"¥(y)|| cresce a uma taxa mais
rapida que 4" quando k — oo, o que é um absurdo, pois x e y estdo na mesma folha

centro estavel de f.
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(b) A demonstragao ¢ anédloga, pois a folha centro instével de f ¢ a centro estavel de f~1.

(c) Observe que,

Wi(x) C (W (x) N Wis(x)).
Com isso, o resultado segue de (a) e (b). O

Infelizmente, a demonstracao da proposicao anterior nao se aplica as folhas estavel e
instavel de f, pois precisamos da condigao § > 1. Esta é uma rara ocasiao em que, de

fato, sabemos mais sobre a folha central do que sobre as folhas instavel e estavel.

Figura 4.4: Representagao do item (c) da Proposigao 4.11

T—y
[z =yl

Corolério 4.12. [10] Se ||z — y[| — o0 ey € W§(x), entao — E; uniforme-
mente.

Mais precisamente, para todo € > 0, existe M > 0, tal que se x € R?, y € Wﬁ(x) 2
|z —y|| > M, entao

I (z = w)ll < ellmg(z = y)|-
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E‘:.

Figura 4.5: Comportamento das folhas centrais em larga escala

Demonstracao. Como y € WJf(:L‘) e, pela Proposicao 4.8, existe R, tal que
Wi(x) C Br,(W;(x)),

temos que, [|m;°(z — y)|| < 2R.. Isto é, na direcio instavel estavel, os pontos da folha
central de f estao a uma distancia uniformemente limitada entre si. Portanto, basta

tomar M suficientemente grande. O

Com os resultados anteriores, podemos analisar as folhas de f em trés diferentes
escalas. No nivel microscopico, elas sao tangentes a distribuicao parcialmente hiperbolica
de f. Em escalas intermediarias, seu comportamento pode ser patoldgico, portanto, pouco
compreendido. Ja no nivel macroscopico, as folhas se assemelham significativamente as
da linearizagao g, o que permite comparagoes mais precisas entre as duas dindmicas, como

mostrar a Figura 4.6
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Ef(x)

Figura 4.6: Comportamento das folhas em niveis microscépico e macroscopico.

Proposigao 4.13. [10] No recobrimento universal, R%, uma folha centro estdvel de f
pode intersectar uma folha instdvel de f no mdximo uma vez. Uma folha centro instdvel

de f pode intersectar uma folha estdvel de f no mdximo uma vez.

Demonstracao. Mostraremos que uma folha centro estédvel de f pode intersectar uma
folha instével de f no méximo uma vez.
Suponha por contradigao, que existe z # y tal que z,y € W NW}'. Observe que, por

um lado, se x,y € W§*, temos que

d*(f*(2), ["(y)) < Cpnrzd®(z,y), ¥ n € Z.

Além disso, como

1f" () = W)l < d®(f"(x), (), ¥V n € Z,

entao

1f"(@) = f* W)l < Cppyad®(x,y), ¥V n € Z. (4.10)

Por outro lado, se z,y € W, temos que

1

oo (@, y) <d*(f"(2), [*(y), Y n € 2.
ph

Como W} é quase isométrica, segue que para todo n € Z, vale que

d*(f"(z), ["(y)) < QUf"(x) = [ W)l
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. éd“(f"(x),f"(y)) < ") = W)l

Disto, obtemos

Cthu"d“(%y) <|[lf"(z) = "W, ¥V neZ (4.11)

Segue das equagoes (4.10) e (4.11) que

1
Cth

Mas isso ¢ um absurdo, pois como 1 < 7 < u, existe n suficientemente grande tal que,

:undu<x> y) < Oph’ygdcs(x’ y) ’

1
Cth

Trocando-se f por f~!, mostra-se de modo analogo que uma folha centro instavel de f

pdu(z,y) > Copyydes(,y) - (4.12)

pode intersectar uma folha estavel de f no maximo um ponto. O

Pela Observagao 3.14, podemos definir uma folheagao instével estével, W', tangente
a E; @ E. No entanto, para f nao faz sentido falar de folheagao instével estével. Em vez
disso, definimos o conjunto chamado pseudofolha -us de f em x como
Wi = U Wi
yeEW (@)
Em outras palavras, a pseudofolha-us de f em x consiste de todos os pontos z € R?

tais que z € W§(y) para algum y € W¢(x).
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Figura 4.7: Representagao de uma pseudofolha-us de f em z. Fonte: [10]

Observacao 4.14.
(a) Se xy e xy estiverem na mesma folha instdvel, entao Wi*(x1) = Wi (xy).

(b) Se xy e xy nao estiverem na mesma folha instdvel, entao W§*(x1) e Wi*(x2) podem

ser iguais, disjuntas ou se intersectam de maneira patoligica.
Proposigao 4.15. [10] W*(x) € um hiperplano topoldgico propriamente mergulhado

Demonstracao. Dividiremos a prova em duas partes.
Parte 1: W§*(z) é homeomorfo a R***, onde dim £} = u e dim £} = s.

Como W}(x) é homeomorfo a R", ou seja, existe um homeomorfismo,
" R" — Wi (x)
E—r 0"(§) = ye.

Analogamente, para cada § € R", temos que Wy (ye) € homeomorfo a R®, isto é, existe

uma familia continua de homeomorfismos,

4,025 :R* — Wfs(yf)
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Seja ¢ : R = R* x R® — Wi*(x) definida por ¢(£,n) = ¢i(n). Assim, ¢ estd bem
definida, pois para cada (§,7) € R* x R®, tem-se que ¢(&§,1) = ¢i(n) € W;(ye), onde
Ye € Wi (z). Portanto, pela defini¢ao de pseudofolha-us, p(£,n) € Wi

Além disso, sabemos que, se y1,y2 € Wi(z) e y1 # y2, entdo Wi(y1) N Wi(y2) = @.
Disto temos que, se W7(y1) N W7(y2) # 9, segue que y; = yp. Agora, usando que " e
gozg sao homeomorfismos e o Teorema da Invaridncia do Dominio, podemos mostrar que
¢ R* x R* — Wi*(z) ¢ um homeomorfismo.

Parte 2: A imersdo W§*(z) < R? & propria, ou seja, se uma sequéncia diverge em Wi (z),
entdo ela também diverge em R%.

De fato, suponha por contradigao que existe uma sequéncia (2,)neny em Wi(z) tal que
2, — oo na pseudofolha, mas (z,)nen ¢ limitada em R?. Mais precisamente, existe

Yn € Wi(x) com z, € Wi (yn), tal que
(1) d“(yn,z) —> 00 ou d°(yp, 2,) —> 00 ; €
(i) ||z — zn] < 0.
Por (i), Corolario 4.7 e Corolario 4.9, obtemos
[gn — || — 00 ou |lyn — 2zn]| — 00 . (4.13)
Pela desigualdade triangular inversa, temos
llz = ynll = lln — zalll < llz— 2l (4.14)

Assim, pelas expressoes (4.13), (4.14) e (ii), obtemos

[yn = @[] —> 00 e [lyn = 2nl| — 00 .

Considere as sequéncias
Yo — T Yn — 2n
e .
lyn =l lyn — 2l

Essas sequéncias tém norma um, portanto pertencem ao compacto S?~1 C R? Logo,

existem subsequéncias (y,) e (z,), que denotamos da mesma forma, tais que

Yp — X Yn — Zn
(§
lyn =l [yn — 2l

(4.15)
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convergem para vetores em S971.
Afirmagao: As subsequéncias de (4.15) convergem para o mesmo limite v € S%1.
De fato, dividindo (4.14) por ||x — y,]|, obtemos

[ =z

A

_ [Yn — 2l
[l = wal

0<'1

Uma vez que ||z — y,|| — oo e ||x — z,|| é limitado, temos

[Yn = 2nll

— —— < 0.
[l = ynll

0<‘1

Pelo teorema do confronto, segue que

lgn = 2ull — 1 quando ||z — y,| — oc.
[ — yn
Além disso,
lyn —ll My =2l llyn =2l e = zall o =gl [y — 2]

Disso, segue a afirmacao.
Pelas Proposigoes 4.8 e 4.6, temos

Yn — T

yn_zn
[yn — 2|

—)UGE; e
g — ||

—)UGE;.

Além disso, pela afirmagao, v € E;' N E;. No entanto, isso ¢ um absurdo, pois v # 0, uma

vez que v € S O

Observacao 4.16. Em geral, W}‘S(x) nao € diferencidvel em todos os seus pontos, mas o
espago tangente de Wi*(x) no ponto v é Ef(x) © Ej(x). Esse fato € intuitivo, mas uma
demonstragao rigorosa € tecnicamente complicada. Uma prova formal pode ser encontrada

em [10].

Proposicao 4.17. [10] Se ||z — z|| — o0 e 2 € W}*(z), entdo

T —z
l = ]|

Acumulam-se uniformemente em Ej & E.
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Figura 4.8

Demonstracao. Sejam x, z € W}Ls(x), ' e Z/ como na Figura 4.8. Veja que:
e r—y=(r-2)+ @ —2)+ (= -2)
o o= = ()~
o o' — 2 = (vy +ryllx —2|;
o 2=z = (=op )2,

onde cada um dos termos 75, 73, r}* ou converge uniformemente para o vetor nulo (conforme

estabelecido nas Proposigoes 4.6 e 4.8), ou sao limitados.

Se
T —z
—,
|z — 2|
entao
T =z o s llz =2 w | anllz =72 s s llz =2
T = (v 1) + (v +ry)T——— + (—vy ) (4.16)
|z — z|| |z — 2| |z — 2] |z — 2|
Como estamos assumindo
T —z
— =,
|z — 2|

segue da expressao (4.16), Proposigoes 4.6 e 4.8 e as propriedades de 75, 5, ri que a
soma das 1* e 3* parcelas de (4.16) acumula-se uniformemente em E?, enquanto que a 2*

parcela de (4.16) acumula-se uniformemente em Ej, segue o resultado. O]
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Proposicao 4.18. [10] Uma folha central de f intersecta uma pseudofolha-us de f em

no mdximo um ponto.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao, que existam zq, 2o € W}“(aj) tais que
2o € W;(Zl>

Como z1, 2o € W§*(z), entdo existem y1,y, € Wi (x) tais que z1 € W7(y1) e 2o € Wi(y2).

Win)  Wie)
W (x) .
/_\‘ n = Y ”' }; (?)
<1

Figura 4.9: Representacao para a demonstragao da Proposicao 4.18.

Assim, y1,y2 € Wi(z) e y1,y2 € W§*(21), 0 que contradiz a Proposicao 4.13. O
Proposigao 4.19. [10] Para cada x € R?, W§(x) € wuma linha propriamente mergulhada.

Demonstragao. Fixado x € R, pela Proposicao 4.15, W}‘S(x) ¢ um hiperplano propria-
mente mergulhado e, portanto, divide o R% em dois semiespacos. Como WJ?(:U) ¢é transver-
sal a B (z) © Ej(r), segue que W(x) intersecta W§*(x) transversalmente no ponto em
x, movendo-se de um semiespaco para outro. Suponha, por contradigao, que Wﬁ(w) nao
seja uma linha. Nesse caso, W}f’(x) seria homeomorfo a um circulo e, portanto, teria que
intersectar W§*(z) uma segunda vez, o que contradiz a Proposi¢do 4.18. Logo, W§(r) é
uma linha.

Agora, suponha que Wf(l‘) nao seja propriamente mergulhada. Entao, existiria um ponto
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y € R? tal que W§(z) se acumularia em y. Assim, W(x) intersecta W*(y) em mais de
um ponto, o que novamente contradiz a Proposicao 4.18. Para ver isso rigorosamente,

sejam U e V as duas componentes de R? '\ Wi(y), e seja
v [—€, ] — RY

um pequeno segmento da curva W (y) centrado em y tal que y(—¢) € U ey(€) € V. Entdo,
como W§(z) se acumula em W§(y), existem segmentos distintos v, da curva W§(z) que
convergem uniformemente para . Portanto, para n suficientemente grande, v, (—¢) € U
e u(€) € V, 0 que implica que -, intersecta Wi*(y) em pelo menos um ponto.

Como existem infinitos v, C W§(x) com essa propriedade, concluimos que a folha W§(z)

intersecta W*(y) em infinitos pontos distintos. ]
Teorema 4.20. [10] dim(E}) = dim(E}) , dim(£§) = dim(E) e dim(£3) = dim(E}).

Demonstracao. Para demonstrar o teorema, precisamos mostrar as seguintes desigualda-

des:
(I) dim(£%) < dim(Ey); (IIT) dim(£%) < dim(Eg); (V) dim(E}) < dim(E});
(II) dim(EY}) > dim(E}); (IV) dim(E$) > dim(ES); (VI) dim(E$) > dim(E}).
Primeiramente, observe que como f e g sao difeomorfismos parcialmente hiperboélicos em
R?, entdo

dim(E}) + dim(E£%) + dim(E£}) = d = dim(E})) + dim(E;) + dim(E}), (4.17)

onde d = dim(R?).
Passo 1: Mostraremos a desigualdade (III).
Seja x € R? e considere a folha central W (x). Pela Proposigao 4.19, W§(z) ¢ uma linha

propriamente mergulhada. Logo, existe uma sequéncia (yn)nen em W(z) tal que
|z — yn|]| — o0 quando n — oo.
Pelo Corolario 4.12, temos que

[l = ynll ’
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Portanto, dim(Ef) > 1 = dim(£Y%).

Passo 2: Mostraremos a desigualdade (I).

Seja u = dim(E}), suponha por absurdo, dim(Ej;) < u. Fixe p € R? e mergulhe uma
esfera (u — 1)- dimensional, S“~!, na folha W} (p) por uma aplicagdo i : S“~" — W (p).
Afirmacao: Pontos antipodais, isto ¢, diametralmente opostos, z, —z € S*~! sao sepa-

rados por uma distancia uniforme, ou seja, existe € > 0 tal que

d"(i(x),i(—z)) >e Vo e St (4.18)
De fato, suponha por contradicao que existam pares antipodais z,,, —x, € S*~! tais que

d*(i(zy),i(—z,)) <€, Yn>0.
Como x,, pertence ao compacto S*~ !, existe uma subsequéncia Ty, €M Su=1 tal que

T, —> x € S
Note que, por um lado, temos
d“(i(zn, ), i(—xn,)) — 0.

Por outro lado,

d*(in, ), i(=2n,)) — duli(z),i(=2)).
Pela unicidade do limite, d“(i(x),i(—z)) = 0, logo i(x) = i(—z), o que contradiz a
injetividade de i. Com isso, a afirmacao estd demonstrada.
Considere a fungao 7y o f" o4 : Su=t —s Ey com n > 0. Como dim(E;‘) < u, segue que
dim(E;) < u— 1. Assim, B é homeomorfo a um subconjunto de R“~!. Pelo Teorema de

Borsuk-Ulam (Teorema 2.18), existe z,, € S*! tal que
o (["(i(wn))) = 75 (f*(i(=2n)))-
Logo,

g (f"(i(2n))) — 75 (f"(i(=20))) = 0 = 7 (f"(i(2n)) — ["(i(=2n))) = 0.
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Portanto, f"(i(x,)) — f"(i(—x,)) € E°. Para facilitar o entendimento, denotaremos

yn = ["(i(xn)) € zn = ["(i(=20))-
Como i(xy,),i(—r,) € W(p) e as folhas de sdo f-invariantes, entao y,, z, € W§(p). Isso

implica que z, € W}‘(yn)‘ Pelo Lema 3.16, temos

) > At -0

. 1
iy d*(Yn, 2n) > =—pu"e.
Con

Como p > 1, entao

d*(Yn, zn) —> 00 quando n — oo.
Pelo Corolario 4.9 e a Proposicao 4.8, segue que

Yn — Zn

— — E.
1Y — 2nll ?

No entanto, isto contradiz o fato de que y, — 2, = f™(i(z,)) — f"(i(—2,)) € E;° para
todo n > 0. Portanto, a desigualdade (III) esta provada.
A demonstragao da desigualdade (V) segue de forma andloga ao Passo 2, tomando f~'.

Passo 3: Pelos itens (I), (III) e (V), temos
d = dimE}L = dimEJCc + dimEj < dimEg + dimEg + dimEj =d.

Se em (I), (III) ou (V) alguma desigualdade fosse estrita (suponha sem perda de genera-

lidade o item (I)) teriamos:

d= dimE}L = dimE]‘i+dimch < dimE;‘—|—dimE§—{—dirnE;S =d.

= d < d absurdo.

Com isso, a demonstragao do teorema esta completa. O

Lema 4.21. [10] Eziste uma constante M. > 0, tal que para todo x € R,
Bg, (Wg(x)) N W () C B, (),

onde R, é a constante da Proposi¢ao 4.11.
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Demonstragdo. Suponha por contradicdo, que existe z,, € R% e
zn € B, (Wi(x,)) N W (),
tal que ||z, — 2,|| — oc. Por um lado, como 2, € W*(z,), pela Proposi¢ao 4.17, temos
Tn — Zn

— B E°.
|20 — 20| g 7

Por outro lado, como 2, € Wy (x,), pelo Corolério 4.12, obtemos

Tp — Zn

— F°
Hxn - Zn” v

o que claramente é uma contradicao. ]
Observacao 4.22.
(1) O Lema 4.21 implica que

Br (Wi(2)) \ Bure(@) € B, (Wi(2) \ Wp*(2).

De fato, sejay € B, (W§(x))\ Bye(x) entio y € Br,(Wi(x)) ey ¢ Bue(x). Logo,
pelo Lema 4.21 y ¢ W§*(x).

(ii) Em esséncia, o Lema 4.21 diz que a pseudofolha W*(x) divide o cilindro Br, (W§(z))

em duas partes, e o faz a uma distancia limitada de x.
(iii) Para M. suficientemente grande, vale que

7 (Br, (Wi(x)) N Wi*(2)) C B, (5(x)). (4.19)

Sabemos pela Proposicao 4.19 que cada folha central de f é homeomorfa a reta real.
Para x e y na mesma folha central, denotaremos [z, y|® o segmento de linha ao longo da

folha central de = até y.
Proposigao 4.23. [10] Sey € Wi(x) e z € [r,y]°, entdo

To(2) € By ([mg(x), mg(y)]),

em que [mg(z), mg(y)] € o segmento de linha em E; =R entre () e mg(y).
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Demonstracao. Dado z € [z,y]¢, pela continuidade de g, existe 0, tal que se

a € (z—10.,2+0.) = my(a) € Bu:([m(w), 75 (y)].

Denote U, = (2 — 0,2 +6.) e V. = By ([ (v), 75 (y)]. Como a cole¢ao

forma uma cobertura para [z,y]|° e este conjunto é compacto, existe uma subcobertura
finita {U.,,U,,,... U, }. Assim, para todo z € [x,y|°, existe i € {1,2,...,n} tal que
m5(2) € V.. Defina M, = max{M}', i =1,2,...,n}. Portanto,

7,(2) € B, ([m5(x), 75 (y)])-
L]

Em outras palavras, a proposi¢ao anterior garante que um segmento da folha central

Wf(x) pode retornar no méximo uma distancia M, na direao Ej, veja na Figura 4.10.

BR‘__ ( " ;(I) )

Figura 4.10: Tlustracao do fato de que a folha central de f pode retornar até, no méaximo,

a distancia M..

Proposigao 4.24. [10] Se z,y € R?, entao os sequintes pares de conjuntos se intersectam

em um unico ponto:
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(a) Wi(z) com Wi(y);
(b) Wit(x) com Wi(y);
(c) Wi(x) com Wi(y) sex € Wit(y);
(d) Wi(x) com Wi(y) se x € Wi(y);
(e) We(x) com a pseudofolha W (y).

Demonstracao.

(a) Vamos mostrar apenas a existéncia, pois a unicidade decorre da Proposi¢ao 4.13. Sabe-
mos, pela decomposigao parcialmente hiperbélica, continuidade das folhas e a propriedade

de quase isometria, existe ¢ > 0 tal que se 7,y € R% e ||z — y|| < ¢, entdo existe
z € Wfs(x) N W}‘(y),

ou seja, a intersegao local é garantida.
Seja,
€

B%(x) = {y c R : dist(y, W (z)) < 5} (4.20)

onde dist(y, W¢*(x)) = inf{|ly — p| : p € W{*(2)}. Note que, se z € B%(x), entao

+€—5
5 =°¢

DO | ™

ly =zl < |ly—pll +lp— 2| <

Assim, z € W§*(2) N Wi (y). Seja B™(x) = f"(B°(f~"(x))) para n > 0.
Afirmagao 1: Se y € B"(z), entdo existe um tnico z € W (x) N Wi (y).
De fato, se y € B"(z), entao f~"(y) € BY(f~"(x)). Portanto, existe

q € Wi (f (@) nWi(f(y))-
Como as folhas sao invariantes sob f, obtemos que
f"(@) € W (z) n Wi (y).

Tome z = f7(q). Assim, z € W§*(x) "W} (y), e z é tinico, pois f é um difeomorfismo.

Logo, para demonstrar o teorema, basta mostrar que, para qualquer y € R, existe n > 0
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tal que y € B"(z).
Afirmacao 2: Para todo T > 0, existe n > 0 tal que
dist(0B"(z), Wi (x)) > T.
De fato, sejan > 0 e y € RY. Como f ¢ um difeomorfismo, entao
0B"(x) = f"(0B°(f"())).

Além disso, como B°(f~"(x)) é fechado e f™ é continua, entao B"(x) é fechado. Com

isso, 0B"(x) C B"(z). Seja y € 0B™(x), pela Afirmagao 1, existe um tnico
2 € WH(() N WE).
Assim,

F7"(y) € 0B°(f"(w)) e f"(2) € W (S () N W (f7" ()
= dist(f 7" (y), W (/" (2))) =

= ") =@ =

€
2

RO NN

onde () ¢ a constante de quase isometria e Cpy, ¢ a constante de parcialmente hiperbdlico.

Pela Proposigao 4.8,

u 1 cs
g (y = 2) 1 > —llmg*(y = 2)]|

1
z —ly — 2|
€
> 1 "
T8
- QCph

Pela Proposigao 4.11, W§*(z) estd contida no cilindro Bg,(Wg*(x)), logo 7y ¢ limitada na

folha W§*(z). Assim, temos

dist(y, Wi*(z)) > Cp" — R
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para alguma constante R > 0. Como y € B" é arbitrario, entao
dist(0B" (x), W§*(x)) > Cpu" — R.
Como p > 1, entao para n — 00,
dist(0B" (x), W§*(x)) — oo.
Portanto, para qualquer 7" > 0, existe n > 0 tal que
dist(0B"(z), Wi (x)) > T.

Das Afirmagoes 1 e 2 segue o item (a).
(b) E analoga ao item (a) tomando a inversa de f.

(c) Observe que, se x € W5 (y), entdo Wi(z) C W(y). Além disso,
Assim,

Wi(z) NWiy) = (Wi (z) N Wit (x)) N W (y)
=W (x) N (Wi (x) N Wi (y))
= Wi (z) N W*(y),

e o resultado segue de (a).
(d) E analoga ao item (c) utilizando o resultado do item (b).

(e) A unicidade foi mostrada na Proposigao 4.18. Mostraremos apenas a existéncia. Seja

z,y € R, entdo:

(i) Por (a) existe um tnico p € W§*(z) N WE(y);
(i) Por (b) existe um tinico ¢ € W§(z) N W (p);
(iii) Como p € W3 (y), entao Wi (p) C Wi*(y).

Logo, ¢ € W§(x) " Wi*(y). O
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Proposigao 4.25. [10] A folheagao W§ € quase isométrica.
Demonstragao. Fixe v € E tal que ||v|| > 3M,, isto é possivel pelo Lema 4.21. Considere
a funcao,
¢: R — R?
z = p(z) € Wi(z) N Wi (x +v).
Pela Proposigao 4.24, esta fungao estéd bem definida. Além disso, ¢ é continua, pois W]‘E(x)

depende continuamente do ponto .

Note que,
Prop4.11

o(2) e Wie) " E" B (We(@)) € Br(Wela +v)).
A tltima continéncia segue do fato das folhas de g serem lineares e v € EY. Assim,
p(z) € Br,(W(x+v)) NWi(x +v).
Agora, pelo Lema 4.21 e o item (iii) da Observagao 4.22, existe M., tal que

To(p(x)) € Bur.(my(x +v)) = |7y (p(x)) — my(z +v)|| < M,
= [|mg(p(z) — (z+v))|| < M.
= [|my((o(z) —2) +v)|| < M.
= |[v]| = [[mg(p(z) — z)|| < M.
= [|mg(p(2) — z)|| > [[v]| — Me.
Como ||v|| > 3M,, entdo

Img(p(x) — )| > 2M.. (4.21)

Seja p : R — R dada por p(z) = d°(p(x),x). Observe que, p é continua e Z%-invariante.
Logo, para conjuntos compactos, p é limitada, digamos por 7.

Afirmagao: Para todo y em Wi(z), tal que ¢(x) € [z,y]° vale que
lmg(z =)l > M.
De fato, suponha por absurdo,

I (x = )| < M.
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Por hipotese, y € W§(z) e p(z) € [x,y]°. Assim, pela Proposicio 4.23, temos

mo(¢(x)) € By, [mg(x), 75 (y)]-
Logo, existe z € [mg(7), 75 (y)] tal que

Img (@) = 2)Il < Me.

Pela desigualdade triangular, obtemos

g (@) — )|l < llmgle(e) — 2l + llmg(z — )|

< M.+ |75 (2 — )|

N

M. + [|mg(y — @)

N

M.+ M,

N

2M..

No entanto, isso contradiz a desigualdade 4.21.

Por extensdo, se y € Wi(z) e d(y,x) > nT), entdo ||7g(r — y)|| > nM, para valores

M.
T

grandes de d°(x,y). Dai, para @) < 77¢, temos

c MC c c
o=yl > Ime = )l > M, > =2 (e, ) > Qa(x.y).
Portanto, a folheagao W§ é quase isométrica. O

Corolario 4.26. [10] Sejam () e (yn) sequéncias em R com (y,) € Wi(x,) para todo

n, entao as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:
(a) d°(zn,yn) — 00;

() [l#n = ynll — oo;

(c) [Img(zn = yn)ll — oo

Demonstra¢ao. A demonstracao é analoga ao Coroléario 4.7 usando que Wf(mn) é quase

1sométrica. []



Capitulo 5

Conjugacao de Folhas

5.1 Espacos de Folhas

Definimos uma relacao de equivaléncia em R? por:
T~y <=y Wi(x).

O espaco das folhas centro estéveis de f, denotado por C'Sy, é o espago quociente definido
por:
CS; =R/ ~,
onde cada classe de equivaléncia [z] corresponde & folha centro estavel W§*(x) que contém
o ponto . De maneira anéloga, definimos C'U; o espago das folhas centro instaveis de f
e Ct o espaco das folhas centrais de f.
Seja dist,, uma métrica em C'Sy dada por

dist, (L1, L2) = sup d"(z, Wi(z) N Ly), (5.1)

€Ly

onde Ly, Ly € C'Sy sao considerados subconjuntos de R?.
Essa distancia esta bem definida, pois, pela Proposicao 4.24, cada folha instavel de f

intersecta cada folha centro estéavel de f em um tnico ponto.

Observacao 5.1.

63
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(a) A Proposicao 4.11 garante que a distdncia (5.1) € finita para quaisquer duas folhas
em CSy.

(b) dist, € uma métrica completa.

De fato, observe que
(i) dist, (L1, L2) =0, pois d"(z, Wi (x) N L2) = 0 para todo x € L.

(ii) Note que
dist, (L1, L2) =0 <= sup d“(z, W, (z) N L) =0

r€L

< d"(z, Wi (z) N Ly) =0, para todo x € L;.

<~ £1:£2

(iii) Como d" € uma métrica, entao para todo x € L1 e z € Lo, temos

d*(z, Wi(x) N Ly) < d"(x, Wi (x) N Lg) +d" (2, Wi (2) N L3).

= sup d"(x, Wj'(x) N L3) < sup d“(z, W(x) N L) + sup d“(z, W, (z) N L3).
x€Ly z€ly 2€L2

- diStu(,Cl, Eg) < diStu(,Cl, ;CQ) + diStu(,Cz, ,Cg)

(iv) Simetria: Seja x € L1 ey € Wi(x) N La, onde o supremo ocorre, isto ¢,
dist, (L1, L) = sup d“(z,y).
zeLq
Além disso,

dist, (Lo, L1) = sup du(y, ).

yELo

Como d* € uma métrica e v,y € Wi (z). Entdo,

d*(z,y) = d"(y, ) = sup d*(z,y) = sup d"(y, x) = dist,, (L1, L2) = dist,(Ls, L1).
r€L yELo

(v) A métrica dist,, € completa.
De fato, seja (L,) C CSy uma sequéncia de Cauchy em CSy, isto €, dado € > 0

eriste N € N tal que se n,m > N, entao

disty (Lo, L) < €.
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Para cada folha L, € CSy fize wum ponto x, € R (L, = W§*(z,)) tal que
disty(Ln, Lin) = d"(0n, Wi(2,) N L)
Como (L,) € uma sequéncia de Cauchy, entdao para n > N, temos:
disty (L, Ln) < €.

Com isso, obtemos

d*(xn, Wi (zn) N L) <e.

Assim, os termos da sequéncia (z,) com (x, € L,) estd a uma distdncia controlada

diregao instdvel mpli la estd contid a ta de R
na dire¢ao instdvel, o que implica que ela estd contida numa regiao compacta de R®.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (z,,) convergente

na diregdo instdvel, digamos x,, — v € R%, isto ¢,
|7 (2, — )| — 0.

Seja L a folha centro estdvel que contém o ponto x, isto €, L = WJ?S(:E) Pela
continuidade das folhas centro estdveis, temos que as folhas L,, = W}:S(:cnk) se

aproximam de L com respeito a métrica dist,, ou seja,
dist, (L, L) — 0.

Com isso, a subsequéncia (L,,) converge para L. Como o sequéncia (L,) € de

Cauchy, entao pela unicidade do limite, temos que L, — L.

Sabemos que qualquer fungao que preserve folheagao induz naturalmente uma aplica-
¢do no espaco quociente. Em particular, faz sentido falar da folha f(£) ou £+ v, v € Z%,

sempre que L pertence ao conjunto C'Sy (ou CUy ou CY).

Proposicao 5.2. Para Li,Ly € CSy en € Z vale que,

L disty (L1, £) < distu(£2(L1), £ (L2).
o
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Demonstragao. De fato, seja x € L1 e y € Wi(z) N Ly tal que
diStu(‘Cla ‘CQ) = du($7 y)
Note que, f"(z) € ["(L1) e f"(y) € f*(WF(z)) N f*(Ls). Pelo Lema 3.16, temos

(), () > Ciphu"d%x,y).

Assim, obtemos

distu(F(L1), F7 (L)) > d*(f*(L1), (L)) > Cimd%az,y) _ Ci,ﬂ disty (L1, Ls).
ph ph

O

A topologia quociente e a topologia induzida pela métrica em C'Sy sao, a principio,
construcoes distintas. Para que a métrica dist, seja de fato util e reflita adequadamente a
estrutura do espaco de folhas, é essencial que ela induza a mesma topologia que a topologia
quociente original. Por isso, antes de utilizar essa métrica, é necessario verificar que ela

de fato induz a topologia quociente em C'S;.
Proposicao 5.3. [10] A métrica dist, induz a topologia quociente em CSy.

Demonstragdo. Fixe uma folha instavel W¥(xo). Entdo, para Ly, Ly € CSy, seja y; a
intersegao de £; com W (z).

Sabemos que a métrica D(Ly,Ls) = dy,(y1,y2) induz a topologia quociente em CSj.
Como por definigao, D(Lq, Ly) < dist, (L4, L2), entdo para mostrar que as duas métricas

sao equivalentes, basta mostrar que para € > 0 existe § > 0 tal que
D(Ll,ﬁz) <0 = diStu(ﬁl,Eg) < €.

Usando as Proposicoes 4.6 e 4.11, podemos mostrar que existem constantes A,b > 0 tais

que para qualquer £y, Ly € C'Sy,
diStu<£1, £2) < AD(ﬁl, £2) +b.

Observe que, para € > 0 podemos escolher n suficientemente grande tal que

€

> b,
o
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Tome,
5— 1 € . b
T TFA G =
onde
T, f™
NTr"| :sup{W:xeRd,veTde e ”07&0}.
v
Entao,

D(Ly, L) < 8 = |Tf"| D(Ls, L2) < <_Mn _ b)
— D). S < (G )
—> AD(f"(L1), f*(£2)) +b < ——p"
— dist,(f"(£1), /(L)) < A"

— diStu(Ll,EQ) < €.

Proposicao 5.4.
(a) O espago Cy é homeomorfo ao produto C'Sy x CUy.

(b) O espago C; € homeomorfo ao produto C'S,xCU,, onde C,,CS, e CU, sdo os espagos

correspondentes as folhas de g.
Demonstracao. De fato, considere a funcao ¢ : €Sy x CUy — C dada por
O(LY, L) = LT N LS.

Pelo Teorema 3.19 e a Definigao 3.11, ¢ é um homeomorfismo. Com isso, provamos o

item (a). O item (b) segue de forma analoga. O
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LCS

E('U
— ECS N ﬁ(‘n

Figura 5.1: A interse¢ao de uma folha centro estavel com uma folha centro estavel.

5.2 Conjugagao de Folhas em CY

Nesta secao, construiremos um homeomorfismo entre os espacos C, e C.
No lema a seguir, continuaremos utilizando a notacao fy e go; no entanto, todas
as propriedades relevantes dessas funcoes serao explicitamente estabelecidas no proprio

enunciado do lema.

Lema 5.5. [10] Sejam fo e go difeomorfismos parcialmente hiperbélicos em T com

levantamentos f e g no recobrimento universal R%. Suponha que:

(i) As folhas Wi, Wi Wt e W, sdo quase isométricas;

(ii) dim Ef =1 = dim E;

(iii) fo, = go., onde fo- e go+ sao as linearizagdes de fy € go respectivamente; e

(iv) Eziste R > 0 tal que para x,y € RY

y € Wi (v) = dist, (W5 (x), Wi*(y)) < R
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y € Wit (x) = dists(W7"(z), Wi"(y)) < R.
Entao, existe uma unica funcao continua H : Cy — Cy tal que:
(a) H(g(L)) = f(H(L))V LeCy; e

(b) H(L+v)=H(L)+v parav € Z e L € C,.

c, —2— C,

C& ——4i—+ C&

Figura 5.2: Representacao do diagrama comutativo entre os espacos centrais C; e Cy por

meio da funcao H

Demonstragao. Como Cy = CSy x CUy e Cy = CS,; x CU,, vamos construir aplicagoes
He :CS, — CSy e H" : CU; — CU; com as propriedades (a) e (b) e, entao, definir
H = H®* x H".
Seja

H* ={h e C'(R? CSy): h(z +v) = h(z) +v, veEL'}.
Note que, H® # &, pois a aplicagao quociente ¢ : RY — C'S; dada por g(z) = W (x)
pertence a H, uma vez que as folhas de C'Sy sao continuas e invariantes por translagao
em Z4.
Defina a métrica D em H® por

D(hy, hy) = sup dist, (h1(x), ha(x)).

x€R4
Afirmacao 1: H® é fechado.

Seja (h,) uma sequéncia em H que converge para h. Note que, como h,, € H, entdo,
(i) h, € C°(R?, CS}) para todo n; e

(ii) hn(z +v) = h,(x) + v para todo n e v € Z%.
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Pela Observagao 5.1, (C'Sy,dist,) é completo, entao (C°(R?, CSy), D) é completo, logo
h € C°(RY, CSy). Além disso, temos

hp € H® = hp(x +v) = hy(z) +v, Vv €Z?

— lim h,(x +v) = lim (h,(2) +v), Vv € Z?
n—oo n—oo

— h(z +v) = h(z) +v, Yv e Z%

Portanto h € H.
Afirmacao 2: (H®, D) é completo.

Seja (h,) uma sequéncia de Cauchy em H, isto é, para todo £ > 0 existe N > 0 tal que
n,m > N => D(hy, hy,) < e.
Dado = € R?, temos
disty (hn (), hm(x)) < D(hy, hy) <€ ¥Yn,m > N.
Assim, h,(z) é uma sequéncia de Cauchy em (C'Sy, dist,) que é completo, entao
hy(z) — h(x) € CS;.

Agora mostraremos que h,, —> h na métrica D. Como para todo ¢ > 0, existe N € N tal

que

nym > N = D(hn, h) <g

— disty (hn(2), hm(2)) < g Yz € R%
Fixe x € R? arbitréario, usando o fato da funcao distancia ser continua, obtemos
lim dist, (hy (), b (2)) < % — dist, (hy(z), im hy(z)) <

m—0o0 m—0o0

— disty (hn(2), h(z)) <

DN ™

DO ™

— disty (h,(2), h(z)) < e.
Como isso é para qualquer z em R? e n > N, obtemos

D(hy,h) <e, Vn>N.
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Logo, h, —> h na métrica D, e pela Afirmacao 1, h € H*.
Considere a funcio F' : H® — H dada por F(h) = f~' o hog. Esta aplicagao esté

bem definida, pois, dado h € H e x € R?, temos que

Como h(g(z)) pertence a CSy, entdo, f~1(h(g(x))) € C'Sy. Além disso, para todo v € Z¢,

h(g(z +v)) 2" h(g(x) + go. (v))
= h(g(x)) + go. (v)
D hig(@)) + fo. (v).

Como fj, é a linearizacao de f, segue que f(il é a linearizacao de f~1. Dali,

F(h(z +v)) = [~ (h(g(z +v)))
=7 (Wg(@) + fou(v))

= [ (hlg(@)) + fo. (fo.(v)
= F(h(z)) + v.

Logo, F'(h) € H®.

Observe que,

Por indugao,

F'(h)=f " ohog". (5.2)

Afirmacao 3: Para n suficientemente F™ é uma contragao.

De fato, sejam hy.hg € H® e n > 0. Observe que,

D(F"(hy), F"(hy)) = sup dist,(F"(hi(x)), F"(ho(z)))

zeR4

= sup disty (f " (h1 (9" (2))), f " (h2(g" (2))))

xER4

= sup disty (f " (h1(g"(2))), f " (h2(g" (2))))

zcRd
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< sup dist, (f " (h1(2)), f " (ha(x)))

zeR4

< Cpppe™ " sup disty, (hy (), he(z))

z€R4

= ph:u_nD(hlv h2)7

onde Cp, > 1 e > 1sao da defini¢ao de parcialmente hiperbdlico. Para n suficientemente
grande, temos

0< Cph,u_" < 1.

Com isso, a Afirmacgao 3 esta demonstrada.

Pelo Teorema do Ponto Fixo, existe um tinico ponto fixo atrator, h® € H, isto é,
(1) F(h**) = h, ouseja, h* o g = foh®; e
(2) Para todo h € H*, a sequéncia F"(h) converge para he.

Defina H* : CS;, — CSy por H®(L*(x)) = h**(x). Esta fungao estd bem definida,
pois dados z,y € R? com y € W*(x), entao g"(y) € Wi*(¢"(x)) para todo n € N. Por

hipotese, existe R > 0 tal que,
dist,(W§*(g"(2)), Wi (9" (y))) < R.

Seja ¢ : R — (S} a aplicacdo quociente, assim podemos reescrever a desigualdade

acima da seguinte forma

dist,(q(g(z)), a(9(v))) < R.

Agora observe que,

dist,, (F"(q(x)), F"(q(y)) = distu((f ™" oq o g")(z),(f " oq og")(y))
< Cppp " disty((g 0 g"(2)), (g0 ") (z))

< Cph/LinR.
Aplicando o limite quando n — oo e usando que h® é um ponto fixo atrator, temos
dist, (h%(z), h*(y)) < lim Cpppu "R =0 = h%(z) = h*(y).
n—oo

Claramente a fungao H® é continua. Por (1) e pelo fato de que h®® € H, segue que



(a1) H=(g(Ly)) = f(H®(LS?)) para todo Li® € CSy; e

(b1) H(LY +v) = H*(LS) + v parav € Z% e L € CS,.

Usando o mesmo raciocinio, podemos mostrar que existe uma tinica fun¢ao
h R — CU;

em H = {h € CO(RY,CUy) : h(z +v) = h(z) + v, v € Z¢} tal que

(3) F(h™) = h", ou seja, h® o g = foh™ e

(4) Para todo h € H™ a sequéncia F"(h) converge para h.

Esta fungao induz uma aplicacao H* : CU, — CUy satisfazendo

(a2) H™(g(Ly")) = f(H™(LF")) para todo Ly € CUy; e

(b)) HM(LS +v) = H™(LS") + v para v € Z e LI € CU, .

Defina
H:Cj— Cy por H=H”xH",
onde
H(Ly) = H((L; x L") = H(LF) x H(LY")
e
(E;s X £;“) +v= (E;S +v) X (EZ“ + ).
Note que:

H(LE+v) = H((LS x L3 + )

= H((LS +v) x (L& +v))

= H*(Ly +v) x H*(L" +v)
((H(L5) +v) x ((H™(L5") +0)
((H= (L) x (H™(LE")) + v

H(LE X L) +v

(H
(H
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= H(L;) +v

H(g(L5)) = H(g(Ly N L")
= H(g(Ly) N g(Ly))
= H%(g(Ly")) N H"(g(Ly"))
= fIH®(LY)) N fH™M(LY))
(25 o2
(
(

f
f H(ECS mﬁcu))
f

H(Ly)).

Afirmacao 4: H ¢ tnica.

De fato, suponha que exista H; : C;, — C satisfazendo (a) e (b). Defina

he* R — CSy por  h{*(z) = Wi (H (W ().

g

Isto é, h{*(x) & a folha centro estavel de f que contém a folha central Hy (W (x)). Assim,

h$® € H, pois é continua e para todo z € R? e v € Z? vale que

hi*(x +v) = W (H(Wi(z +v)))

Além disso, temos que
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= h{*(x).

Pela unicidade de h**, h{* = h*. Isto significa que para cada Lj € Cy, as folhas centrais de
f, H(L;) e Hi(L) sao subfolhas da mesma folha centro estavel de f. Usando a unicidade
de h°", podemos mostrar que H (L) e Hy (L) sao subfolhas da mesma folha centro instavel
de f. Como a intersecao de uma folha centro estavel com uma folha centro instavel é uma

tinica folha central, segue que H(L;) = Hy(L;). O
Observacao 5.6.

(1) Caso os papéis de fo € go sejam invertidos, o enunciado do Lema continua vdlido, o
que garante a existéncia de uma unica aplicagao continua H™': Cy — C,. Além
disso, o mesmo argumento aplica-se aos casos em que fy atua sobre si mesmo, bem

como go sobre si mesmo. Isso demonstra que H €, de fato, um homeomorfismo.

(ii) Os candidatos para fo e go no enunciado do lema sao, naturalmente, o difeomorfismo

parcialmente hiperbdlico e sua linearizagao do Capitulo 3.

Teorema 5.7. [10] Seja fo : T¢ — T difeomorfismo parcialmente hiperbdlico com
levantamento f : R4 — R? tal que Wi e Wi sao quase isométricas e dim By = 1. Se
g:RY — R ¢ a linearizagdo de f, entdo existe um wnico homeomorfismo H : C, — C}

tal que
(a) H(g(L)) = f(H(L) ¥V LeCy e
(b) HL+v)=H(L)+v parav € Z e L € C,.

Demonstragao. Pelo Lema 5.5 existe uma funcao continua H : Cy — C que satisfaz (a)

e (b). Novamente pelo Lema 5.5 existe uma tnica func@o continua K : Cy — Cj tal que
(c) K(f(£) =g(K(L))V LeCy e

(d) K(L+v)=H(L)+vparaveZle L eC.

Disto temos os diagramas,
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c, 2= ¢ c; == ¢,
Cg C(f

Figura 5.3: Representagao dos diagramas com as fungoes H, K, I, e I.

Como a identidade satisfaz

]gog:golg

Io(L5 4 v) = I,(LS) +v, VL, € Cyev € Z°.

Pela unicidade de H e K, K o H = I,. Analogamente H o K = I;. Portanto, K = H™*,

ou seja, H é um homeomorfismo. O

O teorema anterior garante a existéncia de um tnico homeomorfismo H : C, — C/, ou
seja, H leva folhas centrais de g em folhas centrais de f e vice-versa. Para construir uma
conjugacao via folhas em R?, basta especificar como os pontos de uma folha sdo enviados
para os pontos da folha correspondente. No préximo capitulo, introduziremos o conceito

de secao, que sera fundamental para a construcao de uma conjugacao via folhas em RY.



Capitulo 6

Secao de Folhas

Sejam fo, f, g e go como definidos no Capitulo 3. Neste capitulo, apresentaremos a de-

finicao de segao, a qual serd muito importante no préximo capitulo quando construiremos
. ~ Rd Al, d. d . ~ * . .

a conjugacao em R? Além disso, demonstraremos que existe uma se¢ao ¢* cuja imagem

permanece a uma distancia uniformemente limitada da folha instaveis estaveis de g e que

seja uniformemente continua para qualquer métrica em Cy que seja Z%invariante. Para

a construcao de tal secao, é necessario que seu dominio possua boas propriedades, bem

como uma estrutura que permita somar ao longo da folha central de f.

6.1 Introducao a Secoes

Nesta secao, introduziremos o conceito de secao e apresentaremos a propriedade co-
nhecida como Axioma F. Essa propriedade seré essencial para garantir a continuidade

uniforme da secao o*.
Definigao 6.1. [10/ Uma se¢do de Cy ¢ uma fungdo continua o : Cy — R? tal que
o(L) € L CR

para toda folha central L € Cf.

7
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Figura 6.1: Representagao da Definigao de segao.

Exemplo 6.2. Considere o : Cy — R? dada por o(L) = W*(x) N L para qualquer
x € RY. Esta fungao estd bem definida, pois pela Proposi¢ao 4.2/, para qualquer £ € Cy
e x € R? a pseudofolha W3*(x) intersecta L em eratamente um ponto. A continuidade

de o seque da continuidade das folhas e, claramente o(L) € L. Logo, o € uma se¢ao.

Exemplo 6.3. Para z € 7%, seja o, : Cy — R? tal que 0,(L) = o(L — z) + 2. Esta
funcdo estd bem definida, pois como z é um ponto de Z¢, se L é uma folha central de f,
entao a translacao L — z também é uma folha central. Usando os mesmos argumentos do

exemplo anterior, temos que o, € uma Se¢ao.

Note que, o e 0, dadas nos Exemplos 6.2 e 6.3, respectivamente, nao sao a se¢ao que
desejamos (0*), uma vez que podem falhar tanto em ser limitadas na diregao E; quanto
em serem uniformemente continuas.

Primeiramente, trataremos do problema da continuidade uniforme. E bem conhecido
que toda funcao continua com dominio compacto é uniformemente continua. No entanto,
o dominio das segoes, por defini¢ao, é C, que é homeomorfo a R*** e, portanto, nao é
compacto. Por essa razao, para garantir a continuidade uniforme de ¢*, introduziremos
uma propriedade de “finitude” denominada Axioma F, que, para os nossos propoésitos, é

tao eficaz quanto a suposi¢ao de compacidade do dominio.
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Definigao 6.4. [10] Sejam X eY espagos métricos. Dizemos que uma aplicagdo continua

f: X — Y satisfaz o Axioma F, se:
(i) Eziste uma cole¢ao finita de fungoes
G={g;: X; —Y;, j=12,..,n},
onde cada g; € uma aplicagdo entre espagos métricos;

(ii) Eziste uma cole¢iao {K; :i € I} de subconjuntos compactos de X tal que seus interi-

ores formam uma cobertura aberta de X; e

(iii) Para cada K, a restrigao f

K, € isometricamente equivalente a um elemento de G,

1sto €, para i € I existem isometrias o; e (B; tais que

[k, 0ci = PBioy;
para algum j € {1,2,...,n}.

O conjunto I poderia, a priori, ter qualquer cardinalidade. No entanto, no contexto
deste trabalho, considerando as func¢oes que satisfazem o Axioma F', assumiremos que a

cardinalidade de [ é infinita enumeravel.

Exemplo 6.5. A fun¢io ¢ : R — R dada por ¢(x) = 3z + sen(2wx), satisfaz o Azioma
F. De fato, seja K; = [i,i + 2|, assim, {K;}icz, € uma colegao de compactos em R, e
claramente

Jx

i€z,
¢ uma cobertura para R. Considere G = {g1 : [0,2] — R : g1(z) = 3z + sen(2nz)} e

defina as sequintes fungoes:
(i) a;:[0,2] — R dada por o;(z) =z + 1.

(ii) B; : R — R dada por p;(x) = x + 3i.
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Essas funcoes sao apenas translacoes e, portanto, sao isometrias. Note que,

Bi(g1(x)) = Bi(3x + sen(2nx))

= 3x + sen(2mx) + 3i

3(z +1) + sen(2mx + 27i)

3(z +1i) + sen(2m(x + 7)

Proposicao 6.6. [10] Se f : X — Y satisfaz o Azioma F, entdo f é uniformemente

continua.
Demonstracao. Como f satisfaz o Axioma F', existem:

(i) uma colecao finita de fungdes G = {g; : X; — Yj, j = 1,2,...,n} entre espagos

métricos;
(ii) uma familia {K; : i € I} de subconjuntos compactos de X tal que
X C U [o(;
(iii) e, para cada i € I, isometrias «; e f3; tais que

f

K,OOéiZﬁz‘Ogj

para algum j € {1,...,n}.

Note que, para cada i € I, a funcao f}K é continua em um conjunto compacto e, por-
tanto, ¢ uniformemente continua. Logo, por (iii), todas as fungdes da colegdo G sdo

uniformemente continuas. Fixe € > 0. Para cada g;, existe d; > 0, tal que
de (7,y) <6; = de (95(x),9;(y)) <e.

Defina ¢’ = min{d;}7_,. Agora, seja * € X, por (ii), existe i € I tal que x € K;. Como

K; é aberto, existe p > 0 tal que

B(z,p) C K;.
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Defina § = min{d’, p/2}.
Suponha que y € X é tal que dx(z,y) < J. Entao,

o

dX(xay) < g :>yEB(xap) CKi7

e, portanto, z,y € K.
Pelo item (iii), existem g; e isometrias «; : X; — K;, ;1 Y; — Y tais que:
f‘KiOOéi = f; 0 gj.

Logo, para quaisquer z,y € X com dx(x,y) < J, temos

dx(z,y) = dx, (o™ (z),a7(y)) <0 < §;
= dy,(g;(a" (), g;(a" () <€

= dy (B(g;(a(2))), Blgs(a™(y))) < ¢
— dy(file). fi) <= (‘ondefi = fl,.)

= dy(f(2), f(y)) <e

Portanto, f é uniformemente continua. m

Observacao 6.7. A reciproca da Proposiciao 6.6 nao € verdadeira. De fato, considere a
fungao logaritmica restrita ao intervalo (1,00), isto €,
f:(1,00) — R
x +— log(x).
Observe que f ¢ C', pois f'(x) = % ¢ continua em (1,00). Assim, dados a,b € (1,00),
pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (a,b) tal que,
log(8) — log(a) = f'(c)(b— a)
1
= log(b) — log(a) = =(b— a)
c
1
= |log(b) —log(a)| = ~|b —al.
Como ¢ € (a,b) e a,b € (1,00), entdo 0 < % < 1. Portanto, [ € Lipschitz e, conse-

quentemente, uniformemente continua. No entanto, f nao satisfaz o Azioma F, pois
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sua derivada € estritamente decrescente. Isso implica que, para diferentes valores de x
em (1,00), a fung¢ao apresenta inclinagoes distintas. Assim, a restrigao da func¢ao loga-
ritmica a um subconjunto qualquer nao € isometricamente equivalente a sua restri¢cao a
outro subconjunto. Em outras palavras, nao existe uma colegao finita capaz de reconstruir,

por translagdo ou copia isométrica, todo o grdafico da fung¢ao.

Sabemos, pela Proposicao 4.19, que cada folha central de f é homeomorfa a reta real.
Como a reta é uma curva regular, segue que toda folha central Wj‘é(:z:) é uma curva regular
em R?. Portanto, as folhas W§ admitem uma parametrizagao por comprimento de arco.

Seja v : R — W(z) uma parametrizagao de W§(z) por comprimento de arco.

Definigao 6.8. [10/ Seja x; € Wi(z), a; € R e Y a; = 1. Definimos a soma ao longo
da folha por:

Zc a;T; =y (Z aﬂ_l(xi)) .

R
e
% ‘]1,1 ﬁ},fl / (r 1)
/\ ()
s
T3 17 (x2)
\ To \_/
-1
o T
)z ()

Figura 6.2: Ilustragao da Defini¢ao 6.8, em que o ponto roxo na folha representa a média

dos z;.

Defini¢ao 6.9. [10] Sejam o; : C; — R? segées e > a; = 1. Definimos > “ a;0; folha
a folha por

(Zc aiai> (L) = ZC a;0;(L),
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para todo L € Cy, onde a; sao constantes ou fungoes de Cy em R.

L C R¢ R

oO’g(ﬁ) r:’71((}—'1(‘6))

T; s04(L) /—\ 7~ (02(£))
£ E (Y /\ y
s

\ 04(£) 17 (o1(£))
d o3(L) \/ v o3(L))

Figura 6.3: Ilustragao da Definicao 6.9, em que o ponto roxo na folha representa a média

das o;.

Essas defini¢oes sao muito importantes para a construcao da se¢ao ¢*, uma vez que,
se Uy C Cy e oy : Uy — R formam uma particao de unidade para Cy, entao as segoes
locais 0; : U; — R? podem ser combinadas por uma média ponderada para gerar uma
secao global continua

ZC ;05 . Cf — Rd.

A se¢ao o* serd exatamente o resultado desse processo de média.

6.2 A Secao o*

Nesta se¢ao, mostraremos que existe uma secao o* tal que a imagem de o* permanecga a
uma distancia limitada da folha instaveis estaveis de g e que seja uniformemente continua

para qualquer métrica em Cf que seja Z4-invariante.

Teorema 6.10. [10] Eziste uma se¢io o* : Cy — R tal que:
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(I mg 0 0" € limitada; equivalentemente, existe xy € R? e M > 0 tal que a imagem de

0" C Bu(Wi(mo)); e
(IT) Para qualquer métrica compativel em C, Z%-invariante, o* satisfaz o Azioma F.

Para demonstrar este teorema, apresentaremos uma sequéncia de lemas que serao
fundamentais para sua prova. A partir deste ponto, assumiremos que foi escolhida uma
métrica em Cj que seja Z%invariante. Como exemplo de tal métrica, consideramos a

distancia de Hausdorff, definida como o infimo de todos os » > 0 para os quais
£2 C Br(ﬁl) (§ £1 - Br(£2)7

onde £y, Ly € Cf sao considerados subconjuntos de R?. Poderia surgir uma preocupacao
quanto a finitude dessa distancia, uma vez que, pela Proposicao 4.19, esses subconjuntos
nao sao compactos. No entanto, a Proposi¢ao 4.11 garante que essa distancia é, de fato,
finita.

Denote a origem (0,0, ...,0) de R? por zy. A partir de agora, o denotard a secao tal
que L — Wi*(20) N L e o, as translagoes de o.

A segao desejada o* seré construida como o,, uma média das se¢bes o, associadas
a um subconjunto A C Z¢, na qual a média é ponderada por funcdes suaves de suporte
compacto a, adequadamente escolhidas. De forma anéloga as translacoes das secoes o,
cada funcao o, serd uma translagao de uma funcao base o : €y — R, cuidadosamente

construida para este fim.

Lema 6.11. [10] Para todo x € R?, ewiste Ry > 0 tal que x € Bgr,(Wf(z)) para algum
A Zd N BRZ(W;S(Z())).

Demonstra¢ao. Como g ¢é linear, existe a simetria
x € Bg,(W;(2)) <= z € Bg,(W,()).
Portanto, basta mostrar que existe z € Z%, tal que

z € BRZ(W;(iK)) N BRZ(W;S(ZO)).



85

Note que, a intersecao desses dois cilindros contém uma esfera centrada em
my () € Wy(x) "W (20)

de raio Rz. Escolhendo Ry suficientemente grande, garantimos que essa esfera contenha

ao menos um ponto da grade Z<. O

Lema 6.12. [10] Para R > 0, existe uma fungdo o : Cy — R continua e nao negativa

tal que:
(a) a(L) >0, para todo L € Cy tal que LN Br, (W5 (20)) # 0; e
(b) O supp(«a) € compacto.
Demonstracao. Seja
Ap ={L € Cy: £ By, (Wez0) # 0.

Mostraremos que A é relativamente compacto, isto é, A ¢ € compacto.

De fato, primeiramente note que,
(i) Sey € Br,(Wg(20)) = [|7*(y)| ¢ limitada. Seja M > 0 tal que ||m;*(y)|| < M.

(ii) Se £ N Br,(Wi(20)) # 0, x € L e y € Bg,(WS(20)), entao pela Proposigao 4.11,
existe R, > 0 tal que

I7g* () — 7" (W) < Re.

Pela desigualdade triangular, temos que

lmg” (@) < [lmg™ (@ = )| + 75> (]

QL 7s (2)]| < R+ M.

Seja
K={recR: 7% (@) < Re+ M e my(x) =0}
Dessa forma, K é uma bola fechada em R“"* e, portanto, compacto. Como a funcao

x +—— W7 (x) é continua, segue que W7 (K) é compacta.
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Afirmacao: Ay C WS(K).

De fato, seja £ € Ay. Por definicao, tem-se que
LN Br, (W5 (20)) # 0.

Além disso, toda folha de Cy intersecta qualquer folha Wi** em pelo menos um ponto; em
particular, existe

r € LNWI(20),

isto &, mg(x) = 0. Por (ii), segue que [|7;°(z)|| < R.+ M. Portanto, z € K, o que implica
LeWs(K).

Como Ay esta contido no compacto W§(K), entdao Ay também esta contida em W§(K).
Assim, flf é compacto, pois todo subconjunto fechado de um compacto é compacto.
Ademais, como C} é homeomorfo a R*™* ¢ flf C Cy ¢ compacto, entao, pelo Lema de
Urysohn 2.21, existe uma fungao o : 'y — R continua, com suporte compacto, tal que

0< (L)< L,VLECeall)=1,Y L€ Ay. O

Seja Rz o raio dado pelo Lema 6.11. Para esse raio, existe uma funcao o : €y — R

que satisfaz as condigoes do Lema 6.12. Para cada z € Z¢ definimos «, : C; — R por
a.(L) =a(l —2).

Seja I’ um subconjunto de Z? tal que, para cada £ € C}, vale que a,(£) > 0 apenas
para um namero finito de z € I'. Defina ar : €y — R como a soma das fungoes o, sobre

os indices em I', ou seja,

ar(L) =) a.(L).

zel
Com isso, definimos a sec¢ao local

or : Dom(op) — R

no dominio

Dom(or) ={L € C;: ar(L) > 0}

pela expressao

or(£) = ch;ig 0.(L).

zel
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Observacao 6.13. O subconjunto de Cy onde ar > 0, as fungoes

a, (L)

E»—>ar<£)

formam uma particao de unidade.

De fato, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) Para todo z €' e L € Cf, tem-se que

6.12
uma vez que, o, (L) = a(L —z) = 0, e consequentemente ar(L) = 0 por ser soma

de fungoes nao negativas.

(ii) A famdlia dos suportes dessas fungoes € localmente finita.
De fato, dado L € Dom(or), a defini¢io do conjunto I' garante que existem apenas
uma quantidade finita de z € T' tal que o, (L) > 0. Portanto, qualquer L pertence

apenas a um numero finito de suportes dos termos da parti¢ao.

(iii) Para todo L € Dom(or), vale

S
zel Oér(ﬁ) ’
0 que € consequéncia imediata da definicao de ar.

Lema 6.14. [10]/ Se ;Y CZ% ¢ YT =T + w para algum w € Z¢, entdo

Dom(oy) = Dom(or) + w

or(L+w) =or(L) +w
para £ € Dom(or).
Demonstracdo. Como ¥ = I' + w para algum w € Z? entdo, para todo z € Y, existe

2 €T tal que

2z =2 +w.



Note que, para £ € Cf,

Qoriw(L) =a(L — (2 +w)) =a((L —w) —2) =ay (L —w).

Opiw(L)=c(L—Z4+w)+ (G +w)=c((L-—w)—2)+2+w=0,(L—w)+ w.

ay(L) = Zaz Zozz rw(L) = Zazz(ﬁ —w) = ar(L —w).

zeY Z'el’ Z'el’

o) T D)
= ZZF((E = Z)) (021(£ = w) +w)
B cozzf(ﬁ—w)al Cw cozzf(ﬁ—w)w
‘Z ar(£—w) " ”ZGZF ar(£ - w)
=op(L—w)+w

Portanto,

ay(L) >0 <= ap(L—w) >0
— L € Dom(oy) <= (£ —w) € Dom(or)

= Dom(oy) = Dom(or) + w.
Logo, para cada £ € Dom(or), tem-se que

L+ w € Dom(oy)

ox(L+w)=op((L+w) —w)+w=op(L)+w
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Lema 6.15. [10] Seja K C Cy uwm conjunto compacto. Entao, existe um raio R > 0 tal

que, para qualquer subconjunto I' C Z% satisfazendo K C Dom(or), vale que

O-F‘K - Uf”‘K ’

onde

I'=T N Br(We(2)).

Demonstracao. Primeiramente, observe que, como ¢ é continua e K é compacto, entao
o(K) & compacta. De forma andloga, m;*(c(K)) é compacta, em particular, limitada,
digamos por R;.

Seja x € R tal que x € L. Como o(L) € L, entdo pela Proposicao 4.11, temos que
Iy (@ — o (L))]| < Re.
Assim, para todo x € L, tal que £ € K, tem-se que

g™ (@)l < g (z = L) + [y (L)
< R.+ Ry
Denote Ry = R. + R;. Como o suporte de o ¢ um subconjunto compacto de C/, existe

Rs3 tal que

7" (@) < Rs,

para todo z € £ com a(L) > 0.
Afirmagao: Se z € I é tal que a.(£) > 0 para £ € K, entdo 7y°(2) é limitada.

De fato, note que

a,(L)>0=a(L—2)>0

= ||my*(x — 2)|| < Rz, comz € L.
Como L € K, entao [|m;*(z)|| < Ra. Assim, pela desigualdade triangular, obtemos

lmg> (I < 7 (2 = 2) || + [|[7* ()]

= |lm* (D)l < Bs + Ra.



Com isso, concluimos a afirmagao.

A contrapositiva da afirmagao anterior garante que, se z € I' e £ € K sao tais que
75" (2)]] > Rs + Ro,

entao

Assim, para £ em K,

onde ' ={zeT: [75°(2)]] < Rs + Ry}

Além disso, para R suficientemente grande, vale que
[75° ()|l < Rz + Ra} = 2 € Br(W;(20))-

Logo, [ = {z€eT: [my°(2)[] < Rz + Ro} = T'N Br(W§(20)).
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Coroléario 6.16. [10] Seja K C Cy um conjunto compacto. Entao, existe um raio R > 0

tal que, para qualquer subconjunto I' C Z4 satisfazendo K + w C Dom(or) para w € Z4,

vale que

or(L+w) =op(L) + w,

para todo L € K, onde

A

['= (I — w) N Bp(W(z))-

Demonstracao. Sabemos que

I'=(T—w)+w.
Tome T =1 — w, ou seja, ' =T + w. Pelo Lema 6.14, temos que
(i) Dom(or) = Dom(oy) + w.

(i) or(£ +w) = or(L) + w, para todo £ € Dom(oy).
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Agora, note que
L € Dom(oy) = Dom(or—_,) <= L+ w € Dom(or).
Assim, K C Dom(oy). Pelo Lema 6.15,

x| =07l

onde I' = T N Br(We(z)) = (T — w) N Br(We(z)).

Portanto, para £ € K, tem-se que

L € Dom(oy) = op(L +w) = or(L) + w = op(L) + w.

Lema 6.17. [10] Seja A C Z% tal que:

(a) Dom(oy) =Cy; e

(b) 75 (A) € limitada.

Entao, oy : C; — R? satisfaz o Azioma F.

Demonstracao. Dividiremos a prova em trés passos.

(12 passo) Seja K = suppa. Pelo Lema 6.12, K é um conjunto compacto em Cy. Para

cada z € A, definimos
K.=K+z={L+z:LeKezeA}

Isto é, K. é a translagao de K pelo vetor z. Observamos que, como K é compacto, cada

K, também é compacto. Além disso, note que

VL% £ e Dom(oy)
— ap(L) >0

=) a.(L)>0

= a,(L) > 0, para algum z € A



92

— a(L — z) > 0, para algum z € A

o

—= (L—2)€e K

— L e K,.
Assim,
Cf - U K,
zEN
isto é,
K,
zEA

¢ uma cobertura para C.

Cc

o(A) ¢é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que

(2° passo) Sabemos por hipotese que 7
[mg(M) < M.
Considere,

Z ={z € Z'N Br(W{(z)) : |I75(2)]] < 2M}.
Claramente, Z ¢ finito. Com isso, a cole¢ao
E:{O'gileiGZ}

também é finita.

(32 passo) Mostraremos que, para cada K, a restrigao oy . € 1sometricamente equivalente
z
a um elemento de .

De fato, seja z € A. Pelo Corolério 6.16, temos
on(L+z2)=0r(L)+2z VLEK,

onde

I'= (A — Z) N BR(WQC(Z()))

Considere para cada z € A, as aplicagoes

¢.:Cy — K dadapor ¢,(L)=L+=z
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Y, : R — R? dada por ,(z) =z + 2.

Ambas sao translagoes e, portanto, isometrias nos respectivos espagos. Além disso,
oAl (6:(0)) = 0] (£ +2) = on(£) + 2 = Y(ar(L))
Agora, resta apenas verificar que or € X, isto é, ' C Z. De fato, dado w € I, temos
weEN-z=w+zEN=|r,(z +w)| <M.
Aplicando a desigualdade triangular e usando a linearidade de g, obtemos
I )l < s + 2)I| + Ims(=)]| < M+ M = 2.

Portanto, w € Z. Com isso, concluimos que I' C Z.

Logo, o, satisfaz o Axioma F. m

Lema 6.18. [10] Se A C Z* e w5(A) € limitada, entio 750 oy € limitada.

C

Demonstragao. Sabemos que g

o o é continua e o suppa é compacto, entao w; oo é
limitado no suporte de «, digamos por M;. Além disso, por hipétese 7g(A) é limitada,
entao existe My > 0 tal que ||75(A)[| < M.

Note que, se

z€N e L esuppa,,

entao, por definicao da funcao «,, vale que
(L — z) € supp a.

Consequentemente,
[mg(o (£ = 2))[| < M.

g

Assim,



< My + M.
Tome M = M; + M,. Seja
AN ={zeA:a, (L) >0}

Pela definicao de A, segue que A* é finito e

() = X R0 = ¥ A o)

zEA

Pela linearidade de g, temos

I (oa(L)Il = || (Zcfffa))“z )>H

Portanto, 7; o o € limitada.

Demonstra¢cao. Demonstragao do Teorema 6.10
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Seja A =ZN Br,(W;*(20)). Assim, 7g(A) ¢é limitada, além disso, para qualquer £ € Cy

g

ex € L, pelo Lema 6.11, existe z € A tal que x € Bg,(W;(2)). Dessa forma,

r—z€L—2 e x—2z¢€ Br,(W;(2))
— (£ —2) N B, (Wg(2)) # 0

%a(ﬁ—z)>0



95

— a,(L) >0
= ax(L) =) a.(L)>0

= L € Dom(oy).

Logo, Cy = Dom(ay,). Pelo Lema 6.17, o satisfaz o Axioma F, e pelo Lema 6.18, 75 0 op

é limitada. O

Vejamos como ¢é a imagem de o*. Nas imagens a seguir, os pontos cinzas e pretos

pertencem & grade Z%, os pontos pretos pertencem ao conjunto A C Z<.

o

Figura 6.4: Fixado z € A, a linha em vermelho representa a imagem de o, restrito ao

supp «,. Fonte: [10]
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Figura 6.5: Variando z, cada linha em vermelho é a imagem de o, restrita ao supp ..

Figura 6.6: A imagem da se¢ao o*. Fonte: [10]



Capitulo 7

Uma Conjugacao de Folhas em R4

Sejam f, fo, g € go como no Capitulo 2. No Capitulo 3, construimos uma conjugacao
H : C; — Cf que mapeia as folhas de g para as folhas de f. Neste capitulo, vamos
construir uma conjugacio hy : RY — R?: para isso, precisamos apenas especificar como
os pontos de uma folha sao mapeados para pontos de outra folha.

A estratégia consiste em construir blocos locais, chamados de placas, em R? uma
associada a f e outra a g, de tal forma que cada folha central intersecta a respectiva placa
em um segmento compacto. Assim, a aplicacao hg pode ser definida localmente, mapeando
cada segmento de linha central da placa associada a g no segmento correspondente da placa
associada a f, de maneira coerente com a conjugacao H construida no espago das folhas.

No caso da linearizacao g, a placa solida sera definida como a regiao limitada entre
duas folhas folhas instaveis estaveis. Por outro lado, para a funcao f, cada uma das
duas fronteiras do bloco precisaria intersectar cada folha central exatamente uma vez.
Uma pseudofolha W§* satisfaz essa condigdao, porém sua natureza patologica torna seu
uso impraticavel. Diante disso, o bloco sélido associado a f serd definido como a regiao
delimitada pelas imagens de duas se¢oes transversais adequadamente escolhidas.

Seja ag : C; — R? a segao dada pelo Teorema 6.10, a qual ¢ uniformemente continua

e satisfaz que 7 o 0¢ ¢ limitada. Com isso, ¢ possivel escolher v € Z¢ tal que
Wi (20) N Wi (20 +v) = @,
onde zy denota a origem de R%, e de forma que as imagens Im(a) e Im(op)+v permanecem

97
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a uma distancia uniformemente limitada uma da outra.

Defina a secdo oy : C; — R? dada por
Ul(ﬁ) = 0'0<£ — U) +v

ou, equivalentemente,

Im(oq) = Im(og) + v.
Observacao 7.1.

(1) o1 € uniformemente continua, pois € apenas uma translagio de uma fungdo unifor-

memente continua
(ii) m§ o oy limitada, pois

Img(ar (LN = [lmg(oo(£ —v) +v)[| < [lmg(ao(L —v)|| +[mg(v))]| < oo

~

TV
limitada por 6.10

Definigao 7.2. Para L € Cy, definimos [0¢(L), 01(L)]® como o segmento da folha central
de L entre oo(L) e o1(L).

Note que a distancia usual em R? induz uma métrica na folha £, pois, pela Proposicao

4.15, £ é homeomorfo a R. Definimos a funcao p : Cy — R como
p(L) = lenght([o9(£), 01(L)]%) = de(o0(L), 01(L)).
Observacao 7.3.

(i) p € uniformemente continua, isto seque da dependéncia continua das solugoes e da

continuidade uniforme de oy, o1 e EJ?

(ii) p € limitada. De fato, como a imagem de oy e o1 estao separadas por uma distancia
limitada, p € limitada inferiormente por zero. Além disso, p € limitada superior-

mente, pois, caso contrdrio, existiria L, € Cy tal que p(L,) — 00, isto €,
4.26
de(00(Ln),01(Ln)) — 00 == ||m5(00(Ln) — 01(Ly))|| — oo.

Mas isso € um absurdo, pois m, 0 0g e Ty 0 01 sao limitadas.
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Queremos construir uma conjugacio em R?, isto ¢, um homeomorfismo
ho : RY — RY,
que leva folhas centrais de g em folhas centrais de f e satisfaz
ho(9(L)) = f(ho(L)) paratodo L e C,.

Note que, para £ € C,, se ho(z) € H(L) para todo x € L , entdo a condigao acima é
automaticamente satisfeita, uma vez que H é uma conjugacao entre os espacos de folhas
Cg (§ Cf.

Para definir hy nos conjuntos W;*(20) e Wi*(zy + v), procedemos da seguinte forma:
e Para x em W;*(2), definimos
ho(z) = oo(H(W(2))), (7.1)
ou seja, ho(z) é o ponto da imagem da folha central de x que pertence a segao oy.
e Para x em W;*(2), definimos
ho(z) = o1 (H(Wg(2))),
ou seja, ho(z) é o ponto da imagem da folha central de x que pertence a segao o;.

Denote por S o espago entre os hiperplanos Wi**(z) e Wi*(2 +v). Identificando £ com

a reta real, esta placa pode ser escrita como
S ={z e R : 7(2) < 7(x) < 720 + )}

Sabemos que cada folha central de g intersecta uma folha instavel estavel de g em exata-
mente um ponto. Denote por v; € R? a intersecao de W (z0) com W (zy + v).

Agora estendemos hy para todo S mapeando o segmento
[z, 2+ )" C Wi(x)

para o segmento

[ho(), ho(x +v1)]* C H(WS(x))
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a uma velocidade constante ao longo da folha central.

imagem(oy) imagem(o)

ho(x+wy)

'h-u(y)

Wi (20) Wy*(z0 +v)
Figura 7.1: A fungao hy em S.

Para definir hy explicitamente, introduzimos a funcao t : S — [0, 1] definida por

(

0 se x € Wi*(20),
tz)=1q1 se x € Wi (20 +v),
H:ég;” caso contrario.
\ 'I"'g

Observe que, a fungdo t ¢ linear na diregao central e constante nas folhas Wj*(2o) e
Wi*(20 +v). Como t é definida por uma projecao linear seguida de uma normalizacao, t
é linear e, portanto, uniformemente continua em S.

Como E ¢ unicamente integravel e unidimensional, podemos escolher uma orientagao.

Com isso, podemos definir um fluxo que progride a uma velocidade unitaria
0 : R xR — R%

Fixamos a orientagao de E de modo que esse fluxo percorra a folha no sentido que vai
da imagem de o( até a imagem de o em tempo 1. Por construgao, a fun¢ao comprimento

p: Cy — R satisfaz

©pc)(00(L)) = 01(L) para todo L € Cy.
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Definimos

ho(z) = @pyt@)(00(L)),

onde £ = H(Wg(x)).

Observacao 7.4. Note que recuperamos a defini¢cao de hg ao longo das folhas-us de g,

POIS:
(1) Sex € Wi*(2) = t(z) = 0, assim

ho(z) = @o(00(L)) = 00(L) = oo(H (W ()).
(2) Sex e W (2 +v) = t(z) = 1. Logo,

ho(x) = @p(e)(00(£)) = 01(L) = o (H(W(x)).

Lema 7.5. [10] A fun¢do hy € uniformemente continua em S e uniformemente bi-

Lipschitz ao longo de cada folha central.

Demonstracao. Para provar a continuidade uniforme de hy em S mostraremos que hg €
uma composicao de fungoes uniformemente continuas. Primeiramente, equipe C, e Cy

com métricas Z%invariantes. Por definicdo, temos
ho(2) = @y (00 (H(WE(x))).
Analisemos cada funcao envolvida:
(i) A funcao Wy R¢ — C, ¢ linear, portanto uniformemente continua.

(ii) A conjugagao H : C, — C satisfaz H(L +v) = H(L) + v para todo v € Z¢, o que

garante que H é uniformemente continua em um dominio fundamental.
(iii) Por construgao oy é uniformemente continua.

(iv) As fungbes t : S — [0,1] e p : C;y — R sdo uniformemente continuas, por
construgao. Além disso, por definicdo 0 < ¢(z) < 1, para todo =z € S e pela
Observagao 7.3, p é limitada, digamos por M. Assim, o produto p-t assume valores

em [0, M] e é uniformemente continuo.
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(v) Por hipotese, a distribuicao central E% é unidimensional. Isso garante a existéncia de
uma folheacao continua em R? cujas as folhas sdo 6rbitas do fluxo ¢ : R x R — R<.
Com isso, 0 ¢ ¢é continuo. Além disso, como restringimos o tempo ao intervalo

compacto [0, M], segue que ¢ é uniformemente continuo em R? x [0, M].

Dessa forma, hg é uma composicao de fungoes uniformemente continuas e, consequente-
mente, é uniformemente continua em .S.

Para provar que hg é uniformemente bi-Lipschitz ao longo de cada folha central, note que
ho mapeia o segmento central

[z, +vi] C Wi(x)
(de comprimento de ||75(v1)[|), a uma velocidade constante no segmento
[ho(m), ho(l‘ -+ Ul)]c C H(W;(%))

Como o comprimento desse segmento na folha de f é controlado pela fungao p, que é
limitada, e como o fluxo central avanca a uma velocidade constante nas folhas unidimen-

sionais, o mapeamento de cada folha central é bi-Lipschitz. O
Lema 7.6. [10] A fungdo hy: S — R? estd a uma distancia limitada da identidade:
sup || ho(x) — || < 0.
z€eS

Demonstracdo. Seja K C RY o dominio fundamental do recobrimento RY — T9. Pela

compacidade de K, existe uma constante R > 0, tal que para todo z € R,
H(Wy(x)) € Br(W;(x)),
onde H(W¢(x)) e Br(W(z)) sdo considerados subconjuntos do R?. Observe que, para
z € Z4 temos que
(H(WE(x)) +2) C (Br(We(x) + 2) =% H(WE(x) + 2) C Br(We(x) + 2)
= H(Wi(z +2)) C Br(W,(z + 2)).

A dltima implicacao segue do fato das folhas serem invariantes por translacao em Z.

Além disso, como H(L + z) = H(L) + z para todo z € Z% e L € Cy, temos

H(Wg(x)) C Br(W;(z)) Vx € R¢,

g
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Segue da definigao de segao que oo(H (W (z)) € H(WS(z)). Logo,
oo(H(WE(2)) € Br(We@)) = |2 (oo H(WE(@) = 2)]| < o0 Vo € 5.
Por outro lado, para x € S tem-se que

I (oo HWg()) = )| < lIng(on(HWs @) + ()]
< I (oo (HW (@) | +ims (o))

~
limitado pelo Teo. 6.10

< Q.

Como as distancias ||7y* (oo (H(W () =) ||, [|[75 (00 (H(Wg(x))—2)| e |loo(H(Wg(x)) -]

g

formam um tridngulo com dois lados limitados, segue que

loo(H (W (x)) — x|

9

é limitada, digamos por M?. Além disso, para z € S temos

ho(x) € loo(H(Wg(x)), o1 (H(Wg(x))]

g
Logo,

1ho(z) = ao(H (W ()]l < de(oo(H (W (2)), o1 (H (W (2)))

= p(H(W(x))

0Obs.7.3
< OoQ.

Seja M > 0 tal que [[ho(z) — oo(H(W(x))|| < M. Assim, para x € S, temos

1ho(2) — [l < lho(x) — oo(H (W5 ()| + [loo(H (Wg(x)) — |
< M+ M°.
Portanto, sup ||ho(z) — z|| < oo. O
zeS

Como

R = (S + ko),

kEZ
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podemos estender hy : S — R? para uma aplicacdo hy : R? — R? de modo que

ho(x 4+ v) = ho(x) + v, para todo z € R. Essa extensao hy ¢ um homeomorfismo, pois é

um homeomorfismo entre faixas.

Rri Rri

\ ~

h[]

77N
N ~

Figura 7.2: A funcdo hy em R%

Observagao 7.7.

(i) A extensdo hg : R — R? ¢ tnica.
De fato, dado qualquer ponto v € R existe um inteiro k € Z tal que x — kv pertence
a faiza S. Como a aplicacio hy : S — R? ¢ definida de forma tnica em S
(construida proporcionalmente ao longo das folhas centrais, utilizando a fun¢ao H,

que por sua vez € Unica), seque que a definicao de hy se estende de maneira unica a

todo o RY.

(ii) A extensio hg : RS — R? estd bem definida.

De fato, note que, se x € W*(20 + kv) para algum k € Z, entdo
v —kve W (z) e x—(k—1)ve W (2 +v).
Assim, para mostrar que hy estd bem definida, basta verificar que
ho(r +v) = ho(z) +v Vo € W,*(2).
Seja v € Wi*(20), entdo v +v € Wy*(2z +v). Logo,

ho(z +v) = o1 (H(W,(z +v)) (Definicao de hy)
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= o (HWS(z) +v))  (As folhas sio Z invariantes)
= oy (H(W(z)) +v)  (Propriedade da fun¢io H)

(

(

g
=oo(H(W;(x))) +v  (Definigio de o)
v

I
>

o(x) + (Definigao de hy)

Pela Observacao 7.7 e os Lemas 7.5 e 7.6 € possivel demonstrar os seguintes corolérios.

Corolario 7.8. [10] A fun¢do ho : RY — RY ¢ uniformemente continua e uniformemente

bi-Lipschitz ao longo de cada folha central.

Corolario 7.9. [10] A fungio hg : R? — R estd a uma distancia limitada da identi-
dade:

|ho — Id]| := sup ||ho(x) — x| < 0.
z€R

Por construcdo, a aplicacdo hg : R? — RY leva folhas centrais de ¢ : R — R? em

folhas centrais de f : R — R? e satisfaz a relacao
ho(g(L)) = f(ho(L£)) para todo L € C,.

Portanto, hy ¢ um homeomorfismo via folhas em R<.
No entanto, surge naturalmente a questao de saber se hy induz uma aplicacio em T¢.

Para que isso ocorra, seria necessario que
ho(z +v) = ho(x) +v (7.2)

para todo v € Z% e todo x € RY. Contudo, essa propriedade nao ¢ garantida pela
nossa construcao. Na verdade, a construcao de hq foi feita utilizando uma decomposi¢ao
especifica do espaco R? em faixas da forma S + kv, onde v é um vetor fixo de Z¢ e k € Z.
Com isso, a propriedade (7.2) vale apenas quando a translagao ¢ feita precisamente na
direcdo de v, mas nao em geral para qualquer vetor de v € R% Dessa forma, nao ha

motivo para esperar que hg induza uma aplicacdo bem definida em T¢.



Capitulo 8

Uma Conjugacao de Folhas em Td

Neste capitulo, nosso objetivo ¢ construir uma conjugacao via folhas em T?¢. Como
vimos no capitulo anterior, a aplicacdo hy : R? — R? nao induz diretamente uma
aplicacao no toro T¢.

Para contornar esse problema, adotaremos uma estratégia que consiste em “fazer mé-
dias” das translacoes inteiras de hy. Esse procedimento permitirda construir uma nova
aplicacao h : R? — R? que satisfaz a propriedade (7.2). Assim, h induz uma aplicacdo

h: T4 — T?, que sera uma conjugacao via folhas no toro T¢.

Definicao 8.1. Seja z € Z%. Defina h, : R — R? como um shift de hg, isto ¢,

Seja Ho a colegao de todos os shifts da Defini¢ao 8.1, ou seja,
Ho = {hz A Zd}.
Dessa forma, Hy é uniformemente equicontinua, pois cada h, é uniformemente continua.

Observacao 8.2.

(a) Se z € Z4, entao ||h. — Lillo = ||ho — Ial|o-
De fato, note que
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= sup ||ho(z — 2) + z — 2|
zeR?

= sup [lho(z — 2) — (z — 2)||
zC€R4

[ — Idlo.

(b) Se z,2' € Z¢, entdo ||h. — h.|o = 2||ho — Lallo-
De fato, observe que
[he = hllo = sup [[h.(z) — ho (2)]]
r€R4

= sup ||h.(x) — hy(z) + 2 — z||

zcRd

< sup [[h.(z) — 2| + sup ||h(z) — 2]
reRd reRd

— 2Hh0 - IdHO'

Pelo Corolario 7.8, hg estd a uma distancia limitada da identidade, isto é,
||h0 — IdHO < Q0.

Com isso, concluimos pelo item (a) da observacao anterior, que cada h, estd a uma
distancia limitada da identidade e pelo item(b) as translagoes de h, também estao a uma

distancia limitada uma das outras.

Definicao 8.3. Sejam hi, hy : RT — R? funcées. Dizemos que hy e hy sao C-equivalentes
(com respeito a f) se

ha(z) € Wi(hi(x)), Ve R%

Observacao 8.4. Todos os shifts h, de hg sao C-equivalentes.

De fato, note que dados x € R? e z € Z¢, temos
h.(z) = ho(z — 2) + 2.
Como ho(x — z) € H(W(z — 2)) e as folhas sdo invariantes por translag¢do, temos

h.(x) € HW,(x)).
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Ou seja, todos os shifts h. estao na folha H(W¢(x)). Portanto, todos os shifts h, de hg

sao C-equivalentes.

Definigao 8.5. [10]/ Se hy, ..., h,, sao C-equivalentes e ay, ..., a, € R, > a; = 1. Definimos

a soma afim > “a;h; : RS — RY pontualmente por

(ZC aihi) (z) = Zc aihi(r) para todo x € RY,

onde > ° do lado direito é a soma ao longo da folha central da Defini¢ao 6.8.

H(We(x)) R

o h,(x)

Figura 8.1: Ilustragao da Definigao 8.3, em que o ponto roxo na folha representa a média

de hz

Seja H; o conjunto de todas as combinagoes afins (finitas) de elementos de Hy, isto é,

Hy = {anihzi th,, € Ho,a; € Rd,Zai = 1} )
Lema 8.6. [10] O conjunto H, € equicontinuo.

Demonstracao. Sejam = € R? fixo e ¢ > 0. Pela Observacio 8.2, todas as funcoes h.,
2z € 7% estdo a uma distancia uniformemente limitada umas das outras. Com isso, pode-
mos escolher uma curva de velocidade unitaria v : [0, 7] — R? ao longo da folha central

_ c d . .
L, = HW(z)), de modo que todos os pontos h.(z), com z € Z¢, estejam contidos no
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interior da imagem dessa curva.
Afirmacgao: Existe uma vizinhanca tubular da imagem de v tal que, dentro dessa vizi-
nhanga, a folheagao central é trivial.

De fato, seja o : D — R uma secao local, onde D é um pequeno disco fechado contendo
L., e tal que o(L,) = 7(0). Defina ¢ : D x [0,T] — R? por ¢;(L) como resultado de
deslizar o ponto ¢(£) a uma distancia t ao longo da folha £. Pela continuidade uniforme
de o e a continuidade da folheacao central, podemos tomar D suficientemente pequeno
tal que, para todo £ € D et € [0,T] tem-se que

<

60(L2) — ()] <

(8.1)

Dessa forma, ¢ é uma bijecdo continua. Como D x [0,T] é compacto e R? ¢ um espaco

de Hausdorff, segue do Teorema 2.17 que ¢ é um mergulho. Além disso,
K =¢(D x [0,T]) c R

¢ uma vizinhanca tubular de ([0, 7] = ¢(L, x [0,T]).

Seja U : K — R uma funcdo tal que ¥ (¢,(L)) = t, ou seja, para z € K, ¥(z) é a
distancia de r a imagem de o ao longo da folha W§(x). Dessa forma, ¥ é continua, e
como K = ¢(D x [0,T]) é compacto (D x [0,T] é compacto e ¢ é continua), entdo ¥ é
uniformemente continua. Além disso, para cada intervalo LN K, ¥ é uma parametrizagao

por comprimento de arco.
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'/o\. ‘ f ‘
\ﬁ_t/} i | ¢ b (z) ‘ t
K| | U (he, ()
h,(z) 4 ‘
(ote) ~_ U (hzy(2))
[

Figura 8.2: Ilustracao o que est& ocorrendo na demonstragao do Lema 8.6.

Pela continuidade uniforme de V¥, existe 6 > 0 tal que para todo y, 2z € K,
€
ly 2l < 6 = [¥(y) ~ W) < (32)

Como H, é uniformemente equicontinuo, é possivel tomar y € R¢ suficientemente perto

de z tal que, para todo h € H, tem-se h(y) € K e
[h(z) = h(y)|| <.

Seja L, = H(W(y)). Entao, para qualquer combinacao afim ) “a;h;, onde h; € Hy e

> a; =1, se x e y estao suficientemente proximos, entao

@) = hal)ll < 8, ¥i =2 [W(hi(2)) = Wlay))] < 5, Vi

Disto, segue que

D at(hu(a) = DD e ()] = |3 W (hi(a)) — W(hy))]
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Sejam t = > a;V(hi(z)) e t’ = > a;¥(hi(y)). Como ¢ é um fluxo de velocidade unitaria

e a disténcia usual é menor ou igual a distancia ao longo da folha, temos

loe(L2) = de (L] < 5.

Pela desigualdade acima e a desigualdade triangular, temos

H¢t(£ — ¢ (L H = ||¢t (Ly) — o (Ly) + dp(Ly) — op(L H
< [|6e(La) + du(Le) || + !\¢t' = ou (L)
8.1 ¢ £
< 5 + 5
=c.

Agora, observe que, pela forma como ¢ e ¥ foram definidas ( com ¥ sendo uma parame-

trizagdo por comprimento de arco ao longo das folhas em K ), temos

oLe) = ahi(x) e du(Ly) = aihily).
Assim,
|3 e @) = (3 ) )| = |32 aihite) = 32 anato)|

= H¢t(£ ¢t' H

< €.

Disto, segue a equicontinuidade de H;. O

Para n > 0, definimos

C, = {(yl, o ya) € 2% max{|yy|, ..., |yal} < n} )

e
@) = 3 Gryat(@)
2€Cy,
Proposicao 8.7. Se a, = ;, entao Z a, =1.
(2n + 1)4

zeChp,
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Demonstracao. De fato, note que, fixado n, a, é constante. Com isso, basta mostrar que

C,, possui (2n + 1)¢ elementos. Por definigao, temos

(Y1, -y Ya) € Cp <= max{|w1], ..., |val} < n
<~ —n<y;<n para 1=1,2,....d
— y; €{-n,(—n+1),...,0,....(n—1),n} para i=1,2,..,d.
Como o conjunto {—n, (—n+1),...,0, ..., (n—1),n} possui 2n+1 elementos, para cada co-

ordenada y; existem exatamente 2n-+ 1 possibilidades. Assim, pelo Principio Fundamental

da Contagem (P.F.C), o conjunto C,, possui (2n + 1)? elementos. O
Proposicao 8.8.

(a) A sequéncia (hy,) € uniformemente limitada em qualquer subconjunto compacto de

RY.
(b) A sequéncia (hy,) € uniformemente equicontinua.
Demonstracao.

(a) De fato, pelo Corolario 7.8, a fungao hg é uniformemente bi-Lipschitz ao longo de cada
folha central. Como as fungoes h, sao translagoes de hg, segue que elas também sao

uniformemente bi-Lipschitz ao longo de cada folha central. Disso, temos

c 1
(@) = | —dhz(fﬁ)H
= (2n+1)
1
<K ZGZC mhz(x) (k é constante de bi-Lipschitz)
1
<KY @n 1y |7 ()l
zeCy

< K sup || hx(2)]]

ZECn

< K sup [|hs(z) — 2 + 2]

zeCp,

<K (sup |ho(z) — x| + Hﬂ\) :

ZGCn
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Se x pertence a um subconjunto compacto, entdo ||x| < oo. Além disso, como

consequéncia da Observagao 8.2, sup ||h,(z) — x| = ||h, — Id||o < oo para todo z €
z€RY

Z4. Com isso, a sequéncia (h,) restrita a um subconjunto compacto é uniformemente

limitada.

(b) De fato, dado ¢ > 0, como cada h, € Hy e Ho é um conjunto equicontinuo, seque

que existe 6 > 0 tal que, se ||z — y|| < 0, entdo

£

Ihef) — e <

para todo z € Z9 e x,y € R?, onde K ¢é a constante de bi-Lipschitz.

Agora, note que, para todo n > 0, temos

(@) = k)] = | 3 Grgget) = X gyt w)

zeChp zeCh

= Zcm (hz(x) - hz(?J)) H

zE Cn

<K Y gy () = )]

Portanto, (h,) é uniformemente equicontinua.
[

Pela Proposigao 8.8, quando a sequéncia (h,) é restrita a um subconjunto compacto,
tem-se que (h,) C H; é uniformemente equicontinua e uniformemente limitada. Assim,
pelo Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 2.38), esta sequéncia admite uma subsequéncia
(hy, ) uniformemente convergente em subconjuntos compactos de R?. Seja h o limite desta

subsequéncia.
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Lema 8.9. [10] A fungdo h é C-equivalente a hy.
Demonstragao. Por construgao, cada h,, é C-equivalente a hg, entao
oy () € Wi (ho().
Como as folhas siao subconjuntos fechados de R?, temos
h(x) = lim h,, (z) € W§(ho(x)).
k—o00
m

Observacao 8.10. Por constru¢io, h(x) € H(Wg(x)) para todo x € R?. Portanto
h(g(L)) = f(h(L)) para toda folha central L € C,.

Lema 8.11. [10] A aplicagao h é injetora.

Demonstracdo. Dados z,y € R? com o # y. Assim, temos dois casos a considerar:

Primeiro caso: Suponha que y ¢ Wi (z). Nesse caso, temos
Wi(y) N Wi(z) = 2.
Como H é uma uma conjugacao via folhas no espaco das folhas centrais, segue que
H(WS(y)) 0 H(Wj(2) = .

Pela construcao de hg e pelo Lema 8.9 , segue que h(y) # h(z).

Segundo caso: suponha que y € W¢(x). Pelo Corolario 7.9, a aplicacao hg ¢ bi-Lipschitz
ao longo das folhas centrais. Portanto, existe uma constante » > 0 tal que, para todo

x,y € R? pertencentes a mesma folha central de g, vale

di(ho(x), ho(y)) = 1 - dg(x, y). (8.3)

Além disso, como cada aplicacdo h., z € Z¢, sdo apenas shifts de hg, portanto também
sdo bi-Lipschitz ao longo de cada folha central, assim a desigualdade (8.3) também é
verdadeira para h,. Seja > °a;h; uma combinac¢ao afim. Como as aplicagoes hg e seus

shifts h, presevam a orientacao das folhas centrais, entao

05 (3 e (@), Y it () = 3 a d5(h (1), e, 1)
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Portanto,
@5 (3 aiha (@), Y aihe, () > v - dia.y).
Em particular, vale que
dj (b, (), I, (y)) Z 7 - dg(, ).
Como h,,, — h e a fun¢ao distancia é continua, passando o limite obtemos
di(h(z), h(y)) = r - dg(z,y).
Como z # y, segue que d;(z,y) > 0. Além disso, como r > 0, resulta que

di(h(x), h(y)) > 0 = h(z) # h(y).

Portanto, em qualquer caso, h(z) # h(y) para z # y. Com isso, concluimos que h é uma

aplicacao injetora. O
Lema 8.12. [10] A aplicagao h satisfaz a sequinte propriedade,

h(zx 4+ v) = h(z) + v,
para todo v € Z¢ e todo x € R?.

Demonstracao. Note que, basta mostrar que vale para todo v € B, onde B é a base

canoénica de Z¢, ou seja,

Mostraremos que

h(x +w) = h(z) + w,

onde w = (1,0,...,0) € B. Para os outros vetores da base B a demonstragao segue de
forma anéloga.

Fixe 2 € R%. Considere £ = h(W{(x)) e seja ¢ : L — R uma isometria, ou seja,

|i(a) — 4 (b)| = d}(a,b) paratodo a,be€ L. (8.4)
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Nesse caso, 1) é uma parametrizacao por comprimento de arco. Assim, para h, € H,

temos
(8.4)

zeCly zeCly

Além disso, observe que
(1) h(z+w)=ho((x+w)—2)+z=ho((zx — (z —w))+ (z —w) + w = h,_,(z) + w.

(ii)

c 1
h(z+w) = 3 h a1 w)
= (2n +1)4
©) ¢ 1
= —(hsz(x) + 'lU)
= (2n + 1)d
c 1
- mhsz(ﬂf) +w ( As folhas sdo invariantes por Z%).
2€Cy

(iii) hn(z +w) —w ©@ Zcmhzw(aﬁ).

zeln

A menos de uma mudanga de variavel em (iii), temos que

c 1
ho(z 4+ w) —w = Ze;_wmhz(x)
(8:'4> Y(hy(z+w) —w) = m Z Y(h.(x)).

z€Cnp—w

Entao,

(2 +w) —w) = ¢ (hn(x)) = R ( Y Glha(a) = Y 1/}(%(?6))) . (85)

d
(272 + 1) zeCp—w zeCy,

Defina os seguintes conjuntos:
* C?i_ = Cn\cn —w= {(n7y27 '“7yd) € Zd : maX{':Ui} < Tl}

° C»,; = Cn - UJ\Cn = {(—’I’L - Ly?a -"ayd) € AR max{|y,} < n}
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Note que, quando C, N (C,, — w) # &, os termos da equagao (8.5) se cancelam. Logo,

U (hn(x + w) = w) = p(hn(x)) = 2n+ (Z U(ha(x)) + ) ¢(hz($))) :

2€C, 2€CT
Como todas as fungoes h, estao a uma distancia uniformemente limitada umas das outras,

entao, o conjunto
{¢(h.(2)) : 2 € 2%

é limitado, digamos por R > 0. Assim,

[ (h=(2))| < R.

Pela equagao (8.5), temos

(Ao + ) = ) = ()] = | (Zw +Zw<hz<x>>)

zeCy zGCI

Qnﬂ (Zw >+Z|w<hz<x>>)

2€Cy 2€C
R R
2n+1 (Z + )
zeC z€C+

Usando os mesmos argumentos da Proposicao 8.7, podemos mostrar que C;I e C, possuem

(2n + 1)?~! elementos. Assim,

1 _ _
[(ha(z +w) —w) — P(ha(2))] < W(R@” +1) - R2n+ 1))
2R
AR
2R
C2n4 1
Como h,, € H; é qualquer, entao
2R

|90 (B (2 + w) — w) — P(hn, (2))] < T

Aplicando o limite quando kK — 0o, obtemos

[Y(h(z +w) —w) = p(h(2))] <O = [¢(h(z + w) —w) = ¢(h(z))] = 0
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= h(x + w) —w = h(z)

= h(z 4+ w) = h(z) + w.

Pelo Lema 8.12, h : R* — R? induz uma aplicacao h : T¢ — T

Teorema 8.13. A aplicacio h € wma conjugacio via folhas entre fy : T* — T¢ e sua

linearizacdio gy : T — T,

Demonstracio. Como h leva folhas centrais de g em folhas centrais de f, entdo h leva

folhas centrais de gy em folhas de fy. Além disso, pela Observacao 8.10, h satisfaz

para toda folha central £ de g. Disto, segue que

h(go(L)) = fo(h(L))

para toda folha central £ de go.
Sabemos que o toro T é uma variedade topoldgica compacta, conexa e Hausdorff.
Afirmacao: h é um homeomorfismo.

De fato, observe que
(1) h é continua e injetora, pois h é continua e injetora.

(2) Como h é continua e injetora entre variedades topologicas de mesma dimensao, o
Teorema da Invaridncia do Dominio (Brouwer) garante que h é um homeomorfismo

local, e que h(T?) é um subconjunto aberto de T¢.

(3) Como T¢ ¢ compacto e h é continua, a imagem h(T¢) é compacta. Sendo T Hausdorff,

todo subconjunto compacto é fechado. Logo, h(T¢) é fechado.

(4) h(T?) é um subconjunto aberto e fechado do toro T¢. Como T? é conexo, o tnico
conjunto aberto e fechado ndo trivial ¢ ele mesmo. Logo, h(T?%) = T¢, ou seja, h ¢

sobrejetora.
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(5) Dos itens (1) e (4), h é uma bijecdo continua.

(6) Como h é uma bije¢ao continua, com dominio compacto (T?) e contradominio Haus-

dorff (T9), segue do Teorema 2.17, h é um homeomorfismo.
Portanto, h é uma conjugacao via folhas entre f; e sua linearizacao go. O]

Concluimos, assim, a demonstragao do Teorema 1.3.
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