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“A esséncia da matemdtica é a sua liberdade”.

(Georg Cantor 1845-1918)



Resumo

Este trabalho investiga a estabilidade, no sentido do indice de Morse, de configura-
¢oes centrais simétricas no problema de N corpos com interagao dada por um potencial
homogéneo geral. Utilizando a estrutura simétrica das configuragoes e ferramentas como
matrizes circulantes, é possivel calcular os autovalores da matriz hessiana e determinar
o indice de Morse em diversos casos. Também analisamos extensdes com massas cen-
trais e configuragoes empilhadas, identificando padroes de instabilidade e propondo duas

conjecturas sobre o comportamento geral do indice.

Palavras—chave: Configuracoes Centrais, Indice de Morse, Estabilidade, Problema de

N Corpos

v



Abstract

This work investigates the stability, in the sense of the Morse index, of symmetric
central configurations in the N-body problem with interaction given by a general homo-
geneous potential. By exploiting the symmetric structure of the configurations and using
tools such as circulant matrices, it is possible to compute the eigenvalues of the associated
hessian matrix and determine the Morse index in various cases. We also analyze exten-
sions involving central masses and stacked configurations, identifying instability patterns

and proposing two conjectures regarding the general behavior of the index.

Keywords: Central Configurations, Morse Index, Stability, N-Body Problem
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Capitulo 1

O Problema de N Corpos

1.1 Introducao

O Problema Newtoniano de N Corpos é um dos desafios classicos da mecanica celeste
e da fisica matematica. Ele descreve a evolugao de N particulas que interagem sob a
influéncia de forgas gravitacionais mituas. Segundo a Lei da Gravitacao Universal de
Newton, essa forga é proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia que as separa (NEWTON| 1687)).

As equagoes de movimento desse sistema sao formuladas a partir dessa interagao e
expressam a aceleragao de cada particula em funcao das forcas exercidas pelas demais. No
entanto, essas equagoes se tornam singularmente indefinidas quando ocorre a sobreposi¢ao
de corpos, o que motiva a definicao do conjunto de colisao e do espago de configuragoes
do sistema.

Outro conceito fundamental para a compreensao da dindmica do sistema ¢é o das con-
figuracoes centrais, nas quais a aceleracao de cada particula aponta na direcao do centro
de massa, permitindo soluc¢oes especiais das equagoes do movimento. Essas configuracoes
desempenham um papel crucial na caracterizagao das érbitas e podem ser determinadas
por meio das equagoes de Andoyer, que reformulam as condi¢oes de equilibrio do sistema.

Neste capitulo, apresentamos as equacoes de movimento, suas propriedades fundamen-

tais e as principais defini¢oes utilizadas ao longo do texto, estabelecendo a base tedrica



necessaria para o estudo das configuragoes centrais e suas aplicagoes. Boa parte do con-
teudo desse capitulo é baseada na tese de doutorado (FERNANDES| 2011)).

No Capitulo [2| apresentamos algumas propriedades das matrizes circulantes e polino-
mios de Chebyshev, necessarias para esse trabalho. No Capitulo[3|estudamos com detalhes
o indice de Morse de configuracoes centrais no formato de poligono regular, para expo-

ente arbitrario, e estendemos alguns desses resultados para configuragoes empilhadas no

Capitulo [}

1.2 Equacoes de Movimento

Considere um sistema isolado formado por N particulas de massas my, mo, ..., my,
localizadas pelas coordenadas qi,¢s,. .., qy, respectivamente. Considere ¢; € R3 com
norma e produto interno usuais.

Pela Lei da Gravitacao Universal de Newton, dois corpos quaisquer no universo se
atraem mutuamente com uma forca que é diretamente proporcional ao produto de suas
massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre eles (NEWTON,
1687)).

Considerando a forga gravitacional exercida pela particula j sobre a particula 7, se-
gundo o modelo proposto por Newton, obtemos as seguintes equagoes de movimento que

regem a dinamica do sistema:

> qi — g
. i — 4
miq; = — g MM =5, (1.1)
j=1,j#i b
onde r;; = |¢; — g;| ¢ a distancia entre as particulas i e j, e a constante de gravitacao

¢ tomada igual a unidade, o que nao ocasiona perda de generalidade para os assuntos
tratados no texto.

A partir deste ponto, utilizamos a expressao Problema Newtoniano de N corpos para
caracterizar sistemas de N particulas que interagem gravitacionalmente, conforme as hi-

poteses atuais, ressaltando que, posteriormente, consideraremos também potenciais ho-



mogéneos de grau —A + 2, com A > 2.
Observe que a equagao (|1.1)) deixa de estar bem definida no caso de colisao entre
particulas, ou seja, quando ocorre a sobreposicao de corpos. Essa observacao motiva a

definicao a seguir.

Definicao 1.2.1. No problema Newtoniano de N corpos, chamaremos de conjunto colisao

0 sequinte conjunto:

A=Ay

i)

onde:

Ay ={Q =(q1,--,qv) € R* | ¢ = ¢;}.

Seja X = R* \ A o espaco de configuracoes do sistema, ou seja, o conjunto de todas
as posicoes possiveis das particulas sem coincidéncia de posi¢oes. Neste dominio, o lado
direito da equacgao define uma fungao analitica. Ressaltamos, no entanto, que isso
nao impede a ocorréncia de colisoes no decorrer da evolucao do sistema.

A seguir, apresentamos algumas defini¢oes que serao fundamentais no decorrer deste

trabalho.
Definicao 1.2.2. No problema Newtoniano de N corpos, chamaremos de:

e Massa total do sistema a sequinte quantidade escalar
M= m. (1.2)
e (Centro de massa do sistema o sequinte vetor

1 N
qc = M ;mi%’- (1-3)

Pelas leis de conservacao, o vetor qo move-se com velocidade constante. Dessa



forma podemos, sem perda de generalidade, adotar um referencial inercial no qual

qgc = 0, chamado de referencial baricéntrico.

e Momento linear total do sistema o sequinte vetor
N
i=1
e [Energia cinética total do sistema a sequinte quantidade escalar
L
i=1

e [Energia potencial do sistema a sequinte quantidade escalar

Z | S (1.6)

i< Qz_QJ

e Energia total do sistema a sequinte quantidade escalar

N
1 2 mlmj

1<j

e Momento angular total do sistema o sequinte vetor

J

Zmz‘(% A Gi), (1.8)

onde A representa o produto vetorial de R3.

Definicao 1.2.3. No problema Newtoniano de N corpos, chamamos de momento de inér-

cia a sequinte quantidade escalar:

1
= Z mamr?, (1.9)

1<j



onde 1, ; = |¢; — q;| denota a distincia entre as particulas i e j. No caso particular em
que o centro de massa do sistema estd na origem (referencial baricéntrico), essa expressao

pode ser reescrita como:
N

=1

onde r; = |q;| representa a distancia da i-ésima particula a origem.

De fato, se o centro de massa do sistema esta na origem,

N
Z m;q; = 07
=1

entao valem as seguintes igualdades:
2> mamrl; =Y mim(a— q) - (g — q5) = > mamy(r} = 2q; - g5 +77)
i<j ij irj
N N N N N N
DI WEE) VD RS WAED W
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
N
=2M Z mir?,
i=1

e, portanto, as expressoes ([1.9)) e (1.10)) ficam equivalentes.

Nos capitulos seguintes, trabalharemos com potenciais atrativos homogéneos de grau
arbitrario —A 4 2, com A > 2. Essa generalizagao nos permite considerar diferentes tipos
de interacao entre os corpos, nao se limitando apenas ao caso gravitacional. Além disso,
essa escolha ainda preserva a estrutura necesséria para o estudo de configuracoes centrais.

Por isso, adotaremos a forma geral do potencial com expoente A > 2 a partir deste ponto.

Definicao 1.2.4. O potencial generalizado do sistema € dado por

1 m;m;
U= 13 A72]7 (1.11)
i<j Tisj

(]

onde A > 2 € um pardmetro fixo que determina o grau de homogeneidade do potencial. O

potencial newtoniano € o caso especial A = 3.



1.3 Configuracoes Centrais

Definicao 1.3.1. Chamamos de configuracdo central qualquer vetor Q € R3N — A que
seja solucao da equagao:

VUQ) = AMQ, (1.12)

para alguma constante X\ € R, onde U é um potencial atrativo homogéneo de grau —A+ 2,
com A > 2, e M é a matriz diagonal das massas, isto €, a matriz diagonal de ordem

3N x 3N, cujas entradas diagonais sao as massas m; repetidas em blocos de 3 X 3.

A partir desta definicao, podemos demonstrar uma propriedade fundamental das con-

figuracoes centrais, relacionada a sua invariancia por homotetias.

Teorema 1.3.1. Seja U : X C R3 — R um potencial homogéneo de grau —A + 2, com
A > 2, e seja Q) uma configuragao central associada G constante A, isto €, VU(Q) = AMQ.
Entao, para todo escalar k > 0, o vetor kQ também é uma configurac¢ao central, com

constante

Demonstracao. Como U é homogéneo de grau —A+2, seu gradiente satisfaz a propriedade:

1
A-1

VUKQ) = = VU(Q), (1.13)

para todo k > 0.

Como () é uma configuragao central associada & constante A, temos que
VU(Q) = AMQ. (1.14)

Substituindo ([1.14)) na equagao (1.13)), obtemos:

1 A
MO =

VUkQ) = M(EQ).



Portanto, k@) também satisfaz a equacao de configuracao central, com constante A=
A

A como queriamos demonstrar. O

Observacgao 1.3.1. Podemos definir uma configuracio central de forma equivalente,
usando a equagao de movimento (1.1)). Ela ocorre quando as posi¢oes e aceleragoes dos

corpos satisfazem a relagao:

onde X = ANq1,...,qn) € uma fung¢io nao nula. Em termos fisicos, isso implica que a
forca resultante atuando sobre o i-ésimo corpo aponta na direcdio do centro de massa, ou

equivalentemente:

R S R 119
oy 9k

onde ¢;, = |¢; — qi| € a distdncia entre os corposi ek, e —A+2 < 0 € o grau do potencial

homogéneo considerado.

Podemos encontrar o valor de A\ da seguinte maneira, em acordo com as defini¢oes e

notagoes vistas neste capitulo:
m;qG; = —V,U. (1.17)
Usando a equacao , temos
m;iG; = —Vid = Am;q;.

Se tomarmos o produto interno por ¢; em ambos os membros e somar em i, obtemos:

N N
(=Vild) - = dmigi-qi = Y (=ViUh) i =AY milal’.
i=1

=1



Como U é homogénea de grau —(A — 2), ela satisfaz a identidade:

N
szu cq; = —(A — 2)2/{
i=1

Portanto, obtemos:

N
(A—=2)U = )\Zmz‘|%|2: 2M,
i=1
onde usamos a Defini¢ao do momento de inércia I.
Assim, concluimos que:

(A—2U

A=p

De acordo com o Teorema [1.3.1] se uma configuracao () é solucao da equagao de

configuragoes centrais, entao qualquer miltiplo £Q), com k& > 0, também sera uma solucao,
A : :

mas com uma nova constante dada por A = A Por esse motivo, vamos considerar que

duas configuragoes centrais sao equivalentes se diferem apenas por uma homotetia em

relacao ao centro de massa. Além disso, se fizermos rotagoes ao redor do centro de massa,

a condicao de configuragao central continua valendo. Assim, também vamos considerar

configuragoes centrais equivalentes quando diferem apenas por uma rotagao rigida em

torno do centro de massa.

Definigao 1.3.2. Classes de Equivaléncia: Duas configuragoes centrais sao considera-
das equivalentes quando € possivel obter uma a partir da outra por meio de uma homotetia
e/ou uma rota¢ao rigida em torno do centro de massa. A partir de agora, quando nos

referirmos a uma configuracao central, estaremos falando da sua classe de equivaléncia.

Ha muitos exemplos classicos de configuragoes centrais. O mais simples é o caso de
dois corpos. Também podemos citar as configuragoes colineares descritas por Euler e
as triangulares equilateras estudadas por Lagrange, que sao exemplos fundamentais de

configuragoes centrais e que originam as solugoes homograficas.



Ao longo da histéria do problema dos N corpos, diversas configuragoes centrais jé

foram analisadas e catalogadas.

1.4 Equacoes de Andoyer e Aplicacoes

Vamos agora apresentar um conjunto de equacoes que sao bastante tteis na identifica-
¢ao de configuracoes centrais. Essas equagoes sao conhecidas como equagoes de Andoyer,

e uma referéncia sobre o assunto pode ser encontrada na tese (FERNANDES, [2011]).

Definicao 1.4.1. As equagoes de Andoyer, para configuracoes planares, sao dadas por

fii=> mu(Rig — Rip)Aijr =0, 1<i<j<N, (1.18)
ki,
onde R;; = R;i = ¢ — q;|™*, ¢ € R%, e Aijx = (6 — q5) N (¢ — qi.) representam duas

vezes a drea com sinal do tridngulo formado pelas particulas de massas m;, m; e my,.

. N(N-1
Esse sistema tem %

equagoes. Mesmo resultando em mais equagoes do que o
problema original, em alguns casos elas sao mais faceis de trabalhar.
Demonstra-se que agora que as expressoes em ([1.16)) sao equivalentes a expressao

(1.18]) no caso nao colinear.

Teorema 1.4.1. Considere um sistema de N corpos nao colineares, entao eles formam

uma configuracao central se, e somente se, satisfizerem a sequinte condi¢ao:

Demonstracao. Suponha que os N corpos estejam em uma configuracao central planar.

Isso significa que existe uma constante A tal que:

Ag; = — Z miRi k(4 — qx),
ot

com R, = |qi — qe| ™" e A > 2 conforme o potencial adotado.
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Escolhendo um indice j # i, podemos destacar um termo da soma:

AGi = — Z miRi k(¢ — qr) — m;Ri (¢ — ¢5). (1.19)
k#i,j

Analogamente, temos para g¢;:

Ag; = — Z mR; k(g — qr) — miRsi(q; — i) (1.20)
kji

Subtraindo a expressao ([1.19)) por (1.20]), obtemos:

Mg —a;) = = D> me[Rir(a — ) — Rinlg; — an)] — [myRij — miR;)(gi — q5). (1.21)
ki,

Tomando o produto vetorial com (¢; — ¢;) em ambos os membros de (L.21]), temos:
Mai = 4j) Nai — q5) = 0,

e os demais termos resultam em:

0= mp[Rirlijx — Rixlijul = [miRi; — miR;i)(gi — q;) A (¢ — q5)

ki,
0=-— Z my(Riy — Rjr)Aijr — 0
ki,

Logo, fi; =0, para todo 1 <i < j < N.

Reciprocamente, suponha que as equagoes de Andoyer sejam satisfeitas, ou seja:

fii =Y mu(Rix — Riw)(ai — ¢j) Mg — @) =0,
ki
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para 1 <1 < j < N, as quais podem ser escritas na forma:

Z mieRi k(6 — a;) N (@ — ar) = Z miRjk(qi — 4j) N (6 — ax)- (1.22)
k#i,j k#i,j
Adicionando os termos com k = j & esquerda e k = 7 a direita da equacao ((1.22)), sem

alterar a igualdade, temos:

kazRi,k(%’ —qj) AN — ) = kaR',k(Qi —qj) ANa — ax),
oy Kt

ou seja:

kaRi,k(Qi —q;) N g — qr) = kaRj,k[qi ANGi—qi Nae — 5 NG+ a4 A Gl
o Py

(¢ — aj) A Z mi R k(4 — qr) = Z miRjklai A (g5 — ai) + (g5 A ai)]-
k#i k#j

(1.23)

Denotando VU por F;, essa igualdade ((1.23)) se torna:
F;
(@ — a;) N\ = kaRj,k[Qi A g —ar) + (g5 A ai)]-
bk

Podemos acrescentar o termo —g; no interior do dltimo parénteses do lado direito da

equagao (|1.23)) sem modificar a igualdade. Assim, temos:
F;
(@ — ;) A T kasz,k[Qi A —ar) + a5 AN (—g; + an)-
Y kA
Organizando o lado direito da igualdade, obtemos:
E;
(¢ —a5) A e ; mR;[(¢: — q;) N (05 — an)]
J

F,
(¢ QJ) m;
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Assim,

. F
(g =) A= = (6 = 4)) "
implicando em:
(g — qj) N (m;F; —m;F;) = 0. (1.24)

Distribuindo o produto vetorial na equagao ((1.24)), obtemos:

Somando todos os termos em j, com j # ¢, resulta em:

N N N
(M —my)q; N Fy — myg; /\ZFJ - (ij%) N F; +m¢2%‘ NF; =0, (1.25)
J#i J#i J#i
onde M representa a massa total do sistema. Sabendo que o centro de massa esti na

origem do referencial, podemos escrever:

N
ijq]' =0 = ijqj + m;q; = 0 —= ijqj = —1N;q;. (126)
j=1 J#i j#i
Devido ao fato de as forgas atuantes sobre as particulas serem centrais, isto é, ocorrem
na forma de pares a¢ao e reagao sobre a reta que liga a posicao dos corpos, as quantidades

momento linear total e momento angular total se conservam. Assim, temos respectiva-

mente:
}:F_0:¢§:F— (1.27)
J#
¢ N
ZQJ/\F —0:>Zq]/\F) (=6 N ). (1.28)
J=1 JFi

Substituindo ([1.26)), (1.27) e (1.28) em ([1.25)), obtemos:

Mg; N Fy —migi A Fy +mugi A Fi + mag A Fy — miqg N Fy = 0.
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Com isso, obtemos Mgq; A F; = 0, o que mostra que ¢; e F; sao vetores paralelos.

Portanto, podemos escrever F; = \;q;, ou, de forma equivalente, §; = (2—) q;.

De (|1.24)), decorre:

i s
(_Q’i - —j%‘) A (g —q;) = 0.

m; m;
Assim:

i Aj
—— NG — —q NG =0,
m m;

)

o que implica em:

(ﬁ - ﬁ) (g; N ai) =0.

m; m;

Se ¢; for paralelo a ¢;, a igualdade acima é automaticamente satisfeita. No entanto,
como assumimos que a configura¢do nao ¢é colinear, para cada ¢ € {1,---, N} existe
j € {1,---, N} tal que seus vetores posigdo ¢; e ¢; sejam independentes. Nesse caso,

concluimos que:
R Y (1.29)

para os correspondentes indices. Para cada par de corpos na configuragao, existe um
terceiro cuja posicao esta fora da reta gerada pelo par, concluimos que a igualdade ((1.29)
vale para todo i,j € {1,---, N}. Portanto:

Gi = A\gi,

para todo ¢ =1,2,..., N, como queriamos provar. O

As equacoes de Andoyer sao especialmente tteis quando se deseja encontrar configura-
¢Oes centrais em situagoes onde ha simetrias conhecidas entre as posigoes. Como primeira

aplicacao dessas equacgoes, pode-se calcular as configuracoes centrais nao colineares no



14

problema de trés corpos.

Teorema 1.4.2. A inica configuracao central formada por trés massas nao colineares €

o tridngulo equildtero, com massas arbitrdarias nos vértices.

Demonstracao. Nesse caso, temos trés equagoes de Andoyer com éareas dadas por:

f1,2 = m3(R1,3 - R2,3)A1,2,3 =0,
f1,3 = m2(R1,2 - R3,2)A1,3,2 =0,
f2,3 = m1(R2,1 - R3,1)A3,2,1 =0.

Como estamos assumindo que a configuragao nao é colinear, cada A, ; é diferente de

zero. Além disso, como todas as massas sao positivas, temos:

fie=0 <= Ri3=Ry3 < 113 ="a3,

f1,3=O & Rio=R32 < 112 ="32.

Portanto, 1 9 = r1 3 = 123, 0 que significa que as trés particulas estao localizadas nos
vértices de um triangulo equilatero. Note que essa configuragao nao depende dos valores

das massas. O]



Capitulo 2

Matrizes Circulantes e Polindmios de

Chebyshev

2.1 Introducao

Neste capitulo, exploramos algumas propriedades importantes das matrizes circulantes
e dos polinémios de Chebyshev, que serao uteis para aprofundar a discussao no Capitulo
Primeiro, abordamos as matrizes circulantes, destacando suas caracteristicas principais
e suas propriedades algébricas. Em seguida, estudamos os polinémios de Chebyshev de
primeira e segunda espécie, incluindo suas definigoes, relagoes de recorréncia e identidades

mais relevantes.

15
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2.2 Matrizes Circulantes

Uma matriz circulante C' ¢ uma matriz quadrada cujas linhas sao obtidas por permu-

tagoes ciclicas da primeira linha. Sua forma geral é:

Co 1 C2 A o |
Cn—1 Co C1 Co

C= : Ch—1 O C1 te )

&1 Co o Cp—1 Co

de modo que cada linha é uma permutacao ciclica da linha anterior. Essa estrutura tam-
bém pode ser caracterizada pela seguinte regra: o elemento (k, j) da matriz C, denotado
por Cj, ;, ¢ dado por:

Ck,j = C(j—k) mod n-

As propriedades das matrizes circulantes sao bem conhecidas e de facil demonstragao.
Devido a sua estrutura especial, essas matrizes sao amplamente utilizadas para modelar e
analisar sistemas simétricos em diversas areas da matemaética aplicada. Para uma revisao

detalhada dessas propriedades e aplicagoes, ver (GRAY/, 2006]).

2.2.1 Autovalores e Autovetores

Os autovalores 1, € C e os autovetores y*) € C*, y* #£ 0, de C sdo solucdes da
equacao:

Cy = vy, (2.1)
ou, de maneira equivalente, das n equagoes lineares:
m—1 n—1

ch_m+kyk+ ch_myk =YYn, m=0,1,....,n—1. (2.2)
k=0 k=m
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Alterando as variaveis de soma, obtemos:

n—1—m n—1

Clfirm + Y CWk-(nom) = PYm; M =0,1,n — 1. (2.3)
k=0 k=n—m

Para resolver essas equagoes, utilizamos um método anélogo as equacgoes diferenciais

lineares com coeficientes constantes: tentamos uma solugio exponencial da forma y;, = p*
(anélogo a y(t) = e em equagoes diferenciais).
Substituindo em (2.3) e cancelando p™, obtemos:

n—1—-m n—1

e+ Y et =

0 k=n—m

B
Il

Se escolhermos p™ = 1, isto é, p é uma das n raizes complexas da unidade, temos um

autovalor:

n—1
v=> st (2.4)
k=0
com o autovetor correspondente:

1 T

y:%[l p P p”fl} : (2.5)

onde T denota a transposicao, e a normalizagao foi escolhida para garantir que o autovetor
tenha norma igual a 1. Escolhendo p,, como a raiz complexa p,, = e 2™/" onde I =

v —1, obtemos o autovalor
n—1
Y = cheqﬂmkn/n, (2.6)
k=0

e o autovetor:

y(m) — L [1 e—27rm]1/n e

vn

Portanto, v, e y™ satisfazem a equacdo de autovalores e autovetores (2.1)),

T
—27rm(n—1)]1/n}
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Destacamos aqui um caso particular importante da expressao dos autovalores (12.6]).
Caso a matriz circulante tenha apenas coeficientes reais, ¢, € R, e 1, € R também seja

um autovalor real, entdo tomando a parte real da equagao (2.6, obtemos

n—1
Um =Y _ cpcos (%:’k) . (2.8)

k=0

De forma analoga, se os autovalores sao todos imaginéarios puros, ou nulos, 9, =

+lw,, €I -R, tomando a parte imaginaria da equagao ({2.6]), obtemos

(2.9)

= 2rmk
Uy = tlw, = -1 E cksen( >
n
k=0

A equagao (2.4) é conhecida como a Transformada Discreta de Fourier (TDF) da
sequéncia {cg}. Isso nos permite recuperar os coeficientes ¢, a partir dos autovalores vy,

via a inversao da TDF. Em particular,

1 1 = _
- E ¢me2ﬂ'€m]l —— E 2 (C e 27rmk:]1/n> 627r€m]1/n
n n
m=0 m=0 k=0
ol (2.10)
_ Cp— 627r(£—k:)m]1/n ce,
n
k=0 m=0
onde utilizamos a ortogonalidade das exponenciais complexas:
n-l - n, sek modn =0,
Tm n
E (& = nék mod n — (211>
m=0 0, caso contrario,

com sendo ¢ o delta de Kronecker,

1, sem =0,
O =
0, caso contrario.
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Notamos que a identidade (2.11]) é imediata se & mod n = 0. Caso contrario, temos

i
L

n—1 1— 627rk11

eQﬂ’mk]I/n _ Z(€2ﬂkﬂ/n)m _ ey = 0. (212)
0 m=0

3
Il

Os autovalores de uma matriz circulante correspondem a Transformada Discreta de
Fourier (TDF) da primeira linha da matriz circulante, e, reciprocamente, a primeira linha
de uma matriz circulante é a inversa da TDF dos autovalores.

A equacao pode ser escrita como uma Unica equacgao matricial:
CU=UVY, (2.13)
onde:
U = [y QW] . |y = n_%[e_%mkﬂ/” sm,k=0,1,...,n—1],

¢ a matriz cujas colunas sao os autovetores da matriz circulante, e U = diag(1y) é a matriz
diagonal com os autovalores (g, 11, ...,1,_1) como elementos diagonais. Além disso, a
equagao implica que U é unitaria. De fato, denote o k, j-ésimo elemento de UU*
por ay;, que serd o produto da k-ésima linha de U, {e=2™/"/\/n:m = 0,1,... n — 1},

pela j-ésima coluna de U*, {>™™/"/\/n:m =0,1,... n—1}. Assim:

n—1 _ormkl/n 2mjl/n n—1
_ € / € / _ 1 2rm(j—k)I/n __ 1 5 -4
a5 = \/ﬁ : \/ﬁ — E € — E *MO(k—j) mod n = 05k,
m=0 m=0

e, portanto, UU* = I = U*U. Logo, a equagao (2.13)) implica que
C=UWU* & U=UCU (2.14)

Como C' é semelhante a uma matriz diagonal por uma transformagao unitéria, con-

cluimos que C' é uma matriz normal.
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2.2.2 Operagoes Matriciais em Matrizes Circulantes

O seguinte teorema resume as propriedades fundamentais das matrizes circulantes,

derivadas da secao anterior sobre seus autovalores e autovetores.

Teorema 2.2.1. Sejam C' e B matrizes circulantes n X n definidas por:

C={ck—}, B={bw}

Os autovalores correspondentes siao dados por:

n—1 n—1
—2mmkl/n —2mmkl/n
@/)m:E cre /m, Bng bre /m,
k=0 k=0

Entao, valem as sequintes propriedades:

1. Toda matriz circulante C' possui autovetores:
1 T
y(m) —- |:1’ 6—27rm]1/n’ e e—27rm(n—1)]1/ni| , m= 07 1’ N 1,

e autovalores correspondentes:

n—1
77Z)m _ E :Cke—mek]I/n'

k=0

Dessa forma, C' pode ser diagonalizada como:
C=UvU",
onde U possui os autovetores como colunas, e ¥V = diag(Yy,,) € a matriz diagonal

dos autovalores.

2. A matriz U € a mesma para todas as matrizes circulantes C. Portanto, qualquer

matriz da forma C = UWVYU*, com ¥ diagonal, € circulante.

3. A multiplicagao de duas matrizes circulantes C' e B resulta em outra matriz circu-
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lante:

CB = BC = UTU",
onde T' = diag(v,Bm) € 0s autovalores de CB 560 Yy = Y fm-

4. A soma de duas matrizes circulantes C'+ B também € uma matriz circulante:

C+ B=UQU",
onde Q = diag(Yr, + Pm)-
5. 8Se ¥, # 0 para todos m = 0,1,...,n — 1, entdo C' € inversivel, e sua inversa
também € circulante, dada por:
cl=uvtur,

onde V' = diag(y,,}).

Demonstracao. Sabemos que qualquer matriz circulante C' pode ser diagonalizada como:

C=UvU*, onde UU*=1.

Analogamente, a matriz circulante B pode ser escrita como:

B =U®U*, onde & = diag(f,).

Como demonstrado na Secao [2.2] todas as matrizes circulantes compartilham os mes-
mos autovetores, colunas da matriz U. Assim, qualquer matriz da forma C' = UWVU™* é
necessariamente circulante.

Consideramos o produto das duas matrizes circulantes:

CB = (UVU*)(USU*).



22

Como U*U = I, temos:
CB=UV(UU)®U* =UYDU".

Como VU e ® sao matrizes diagonais, elas comutam, ou seja, Y@ = ®W. Assim:
CB=UdVU" = BC.

Isso mostra que C'B é circulante e tem autovalores v, = ¥, 5.

Para a soma, temos:
C+B=UVYU"+USU" =U(V + D)U".

Como Y + ¢ é diagonal, a matriz resultante é circulante com autovalores v, + (,,.
Se C ¢ inversivel, entao ¥ também é inversivel, pois ¢ uma matriz diagonal com
U # 0. Assim, temos:
C™t=(UvU .

Usando o fato de que U é unitéaria, temos:
c' =Uvtur,

onde U~! = diag(¢;.}), garantindo que C~! ¢ circulante. O

As matrizes circulantes formam uma classe particularmente acessivel de matrizes, pois
suas inversas, produtos e somas também sao circulantes. Isso torna essas operagoes simples
de realizar, além de preservarem o fato de que essas matrizes sao normais. Além disso,
os autovalores dessas matrizes podem ser determinados de forma exata, e os mesmos
autovetores sao sempre os mesmos para qualquer matriz circulante de ordem n, formando

uma base ortonormal dada pelas colunas da matriz da TDF.

Proposicao 2.2.1. Sejam A, D, B € R™"™ matrizes circulantes, com A e D simétricas e
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B antissimétrica. Considere a matriz por blocos:

M = A B c R2n><2n.
-B D

Entao M possut o mesmo conjunto de autovalores que uma matriz diagonal por blocos
composta por n blocos 2 x 2. FEsses blocos podem ser descritos a partir das entradas

diagonais obtidas pela diagonalizacao simultinea de A, B e D por autovetores comuns.

Demonstracao. Como as trés matrizes A, B e D sao circulantes, todas compartilham a
mesma base de autovetores, dada pela matriz unitaria U € C™*", construida a partir da
transformada discreta de Fourier. Portanto, existem matrizes diagonais Wy, Wg, ¥y €

C™ ™) tais que:
U'AU =V ,, U*BU =Vg, U'DU=VYp. (2.15)

Como A e D sao reais e simétricas, W4 e Wp possuem entradas reais. Ja B, por ser
antissimétrica real, tem Wp com entradas puramente imaginarias. KEsses fatos seguem
diretamente ao tomar o conjugado das equagoes em ([2.15)).

Agora, construimos a matriz bloco-diagonal de mudanca de base:

U o0
0 U

Como T é invertivel, a matriz transformada M’ = T-'MT é equivalente por linhas a
M, logo possuem os mesmos autovalores.
Efetuando a transformagao, obtemos:
, . U'AU U-'BU vy Vg
—-U'BU U DU —Vp Uy
onde VU4, Up e U sao matrizes diagonais.

No entanto, M’ nao é diagonal por blocos. Para que isso ocorra, basta realizar uma re-



24

ordenagao apropriada dos vetores da base original. Mais precisamente, se {Ey, Fa, - - -, E,,
Eni1, -+, Es,} € a base segundo a qual M’ esta expressa, basta a reescrevermos na or-
denacao {E1, Eyy1, Fa, Enyo -+, By, B, } . Nessa nova base, a matriz M’ é transformada

em uma matriz M"”, que é diagonal por blocos, da forma:
M" = diag(My, Ms, ..., M,), com M; = I 7

onde aj,d; € R, b; € I-R, paraj=1,...,n.

Logo, os autovalores de M sao exatamente os autovalores dos blocos M}, ou seja:

Autovalores de M = U Autovalores de M;. (2.17)

j=1

2.3 Polinémios de Chebyshev

Existem vérios tipos de polindmios de Chebyshev. Em particular, temos os polindémios
de primeira e segunda espécies, representados por T,(z) e U,(x), respectivamente, que
possuem um papel fundamental nas propriedades que serao exploradas ao longo deste
trabalho. Além desses, ha também os polinomios relacionados conhecidos como poliné-
mios de Jacobi, identificados como V,(z) e W, (z), que sdo chamados de polindomios de
Chebyshev de terceira e quarta espécies. Ainda, existem os polindmios deslocados, deno-
tados por T:(x), Us(z), Vi (z) e Wi (z), que, embora relevantes em alguns contextos, nao
serao abordados aqui. Para uma apresentacao detalhada dessas familias de polindémios e
suas propriedades, ver (MASON; HANDSCOMB, 2002).

E importante ressaltar que, em alguns livros e artigos, o termo polinémio de Chebyshev
costuma ser usado exclusivamente para se referir ao polinomio de primeira espécie, T, (z).

Dado o papel central dos polinomios de Chebyshev, é essencial estabelecer uma de-

finicao clara desde o inicio. Iremos explorar a relacao natural desses polindémios com as
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fungoes trigonométricas seno e cosseno. Essa relagao é fundamental, ja que essas fungoes
desempenham um papel significativo na descri¢ao de diversos fendmenos naturais. E essa
conexao que explica a versatilidade dos polindmios de Chebyshev e justifica sua aplicagao

em tantas dreas da matemaética e da ciéncia aplicada.

2.3.1 Polinémios de Primeira Espécie (T,)

Definigao 2.3.1. O polinémio de Chebyshev T,(x) de primeira espécie é o polindmio em

x de grau n, definido pela relagao:
To(x) = cos(nb), onde x = cos(h). (2.18)

Se o intervalo da variavel x é [—1,1], o intervalo correspondente de 6 pode ser to-
mado como [0, 7]. Esses intervalos sdo percorridos em diregoes opostas, ja que x = —1
corresponde a § = 7w e x = 1 corresponde a 6 = 0.

Note que a equacao define uma fungao de x, pois para cada 6 € [0, 7] temos
x = cos(f) € [—1,1], e ndo apenas um ponto fixo. Assim, T, (z) é um polinémio de grau
n, definido em todo o intervalo [—1, 1].

E bem conhecido (como consequéncia do teorema de De Moivre) que cos(nf) é um

polinémio de grau n em cosf. As féormulas elementares sao:

cos(06) = 1, cos(16) = cos 0, cos(20) = 2cos* O — 1,

cos(36) = 4 cos®(0) — 3cos(f), cos(46) = 8 cos*(0) — 8cos?(A) + 1, - --
A partir da equagao (2.18)), os primeiros polinémios de Chebyshev sao:

To(z) =1, Ti(z) = 2, Ty(x) = 22* — 1,
(2.19)
T3(v) = 42® — 3z, Ty(w) =8z* —82* + 1,. ..

Na prética, calcular cada T,(z) diretamente a partir de sua definicdo nao é nem

conveniente nem eficiente. Em vez disso, podemos usar uma relacao de recorréncia que
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facilita esse processo, basta combinar a identidade trigonométrica
cos(nf) + cos((n — 2)0) = 2cosf cos((n — 1)8), (2.20)

com a Defini¢ao [2.3.1] o que nos leva a seguinte relagao de recorréncia, por definicao dos

polinémios de Chebyshev
To(x) =22T,1(x) — Tho(z), n=2,3,... (2.21)

Essa rela¢ao nos permite calcular qualquer T,(x) a partir de valores anteriores, tor-
nando os célculos muito mais eficientes. Como visto, ela é acompanhada das seguintes

condigoes iniciais:
To(z) =1, Ty(x) = . (2.22)
Lembramos que uma funcao f(z) é dita par se satisfaz a condigao:
f(z) = f(—x), paratodo z € R,
por outro lado, uma funcao f(z) é impar se vale a relagao:
f(z) = —f(—x), paratodoz € R.

Sabemos que todas as poténcias pares de x resultam em fungoes pares, enquanto todas
as poténcias impares de x geram func¢oes impares. As equagoes sugerem que T,(x)
¢ uma funcao par ou fimpar, dependendo de n ser par ou fmpar.

Afirmamos que, se n é par, entdo T,(z) é uma fungao par, ou seja, T, (—x) = T,(z).
Se n é impar, entao T,(z) é uma fungao impar, ou seja, T,(—z) = —T,(z), para todo
n € N.

Para n = 0, temos To(z) = 1. Como To(—x) = 1 = Ty(z), concluimos que To(z) é

par.
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Para n = 1, temos T(z) = . Como Ty(—z) = —x = —T;(x), concluimos que T;(z)
é impar.

Agora, suponhamos que a propriedade seja valida para todo k < n, ou seja,

1. se k < n é par, entao Ty(z) é par:

Tk(—x) = Tk(l‘)

2. Se k < n é impar, entdao Ty(x) é impar:

Tk(—x) = —Tk(l’)

Demonstraremos que a propriedade também vale para k = n + 1. Pela relagao (2.21]),

temos:

Tri1(x) = 22Te(z) — Tr_1(2). (2.23)

Se k = n + 1 for impar, substituindo  por —z, obtemos:

Toii(—2) =2(—2) T, (—2) — Ta(—2x). (2.24)
Aplicando a hipotese de indugao, T,(—z) = T,(z) e T, 1(—2x) = =T,,_1(z), logo:
To(—2) =2(—2)T,(z) = (-Tp1(x)) = =22T,(2) + Too1(z) = =T (x).  (2.25)

Por outro lado, se k = n+1 for par, aplicando a hipotese de indugao, T, (—x) = —T,(z)

e T,_1(—z) =T,_1(z). Da equagao ({2.24]) obtemos:
Toi(—2) = =2(—2)Tp(x) = Thq(z) = 22T, () — Thoi(x) = Thpa(x). (2.26)

As equagoes ([2.25) e (2.26]) concluem a prova por indugao.
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2.3.2 Polindmios de Segunda Espécie (U,)

Definicao 2.3.2. Os polinémios de Chebyshev de sequnda espécie sao polindomios de grau

n em x definidos por

sen((n + 1)0)

Unl) = sen(f) '

x = cos(0). (2.27)

Os intervalos de z e 6 sdo os mesmos considerados para T,(z). A partir de férmulas

trigonométricas elementares, temos:

senlf = senf, sen2f = 2senfcosf, sen3h = senf(4cos’f — 1),

sendf = senf(8cos®§ — 4 cosb),.. .,

isso mostra que a razao das fungoes seno em (2.27)) é, de fato, um polindémio em cosf, o

que nos permite deduzir imediatamente que:

Up(z) =1, Ui(z) =2z, Uy(z) =42 —1,

(2.28)

Us(z) = 8% — 4z, ...

Utilizando a identidade trigonométrica:
sen((n + 1)0) + sen((n — 1)8) = 2 cos f sen(nb), (2.29)

e a Definigao concluimos que U, (x) satisfaz a seguinte relagdo de recorréncia:
Un(z) = 22U, (z) — U, o(x), n=23,..., (2.30)

juntamente com os seguintes casos iniciais:

Up(z) =1, Ui(x) = 86;51209) = 2cosf = 2x. (2.31)
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De forma semelhante, a identidade trigonométrica:
sen((n + 1)0) — sen((n — 1)) = 2senf cos(nh), (2.32)
nos leva a relacao:
Up(z) — Upa(x) =2T,(x), n=2,3,... (2.33)

entre os polindmios de primeira e segunda espécies.

Vale destacar que a recorréncia em (2.30) para a sequéncia {U,(x)} possui a mesma
estrutura da recorréncia para {T,(x)}. A diferenca entre os dois sistemas de po-
lindbmios esta apenas nas condicoes iniciais, dadas por e .

A partir da equagao , fica evidente que o polinomio de segunda espécie U, (z),
assim como o de primeira espécie, ¢ uma fungao par ou impar, envolvendo apenas poténcias
pares ou impares de x, dependendo se n é par ou impar.

Paran = 0, temos Ug(x) = 1. Como Uy(—z) = 1 = Ug(x), concluimos que Uy(z) é uma
fungao par. Para n = 1, temos U;(z) = 22. Como Ui(—z) = 2(—z) = =2z = —U;(x),
vemos que Uj(x) é uma fung¢ao impar.

Agora, suponhamos que a propriedade seja valida para n < k, ou seja:

1. Se k < n é par, entao Ui (z) é par:

Ur(—x) = Ug(x).
2. Se k < n é impar, entao Uy (z) é impar:

Up(—2) = —Ug(2).

Demonstraremos que a propriedade também vale para n = k + 1. Pela relagao (2.30)),
temos:

Ugr1(z) = 22Ug(x) — Up_q(2). (2.34)
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Se k = n + 1 for impar, substituindo x por —z, obtemos:
Upi1(—2) = 2(—2)U, (=) — U,y (—2). (2.35)
Aplicando a hipétese de indugao, U,(—z) = U,(z) e U,_1(—2x) = —U,,_1(x), logo:
Upi1(—2) = 2(—2)U,(z) — (=U,—1(x)) = —22U,(z) + U,_1(z) = —U,51(z).  (2.36)

Por outro lado, se k = n + 1 for par, aplicando a hipdtese de indugao, U,(—z) = —U,(x)

e U,—1(—x) = U,_1(z). Da equagao ([2.35)) obtemos:
Upi1(—2) = 2(—2)U, (=) — U1 (—2) = 22U, (z) — U,_1(x) = Uy (). (2.37)
As equagbes ([2.36) e (2.37]) concluem a prova por indugao.

2.3.3 Identidades Fundamentais dos Polinémios de Chebyshev

Uma propriedade fundamental dos polindmios de Chebyshev de primeira espécie é
a forma como eles se comportam sob composicao, resultando em outro polindmio de

Chebyshev.

Essa relagao pode ser expressa pela seguinte identidade:
T;(Ti(z)) = Tj(xz), onde =z = cosé. (2.38)
Para demonstré-la, utilizamos a Defini¢ao [2.3.1] Logo, Tx(z) = cos(k6). Entéo,
T,;(Tr(z)) = T;(cos(kh)) = cos(j - (k0)) = cos(jkO) = T,,(z),

onde, na ultima igualdade, usamos a Definic¢ao [2.3.1],

Portanto, concluimos que

Ti(Ti(z)) = Tjp(z), VrzeR.



31

Essa identidade mostra que a composicao de polindémios de Chebyshev também resulta
em um polindmio de Chebyshev, com o indice multiplicado.

Além das relagoes de recorréncia e composigao, os polinémios de Chebyshev de pri-
meira e segunda espécies satisfazem importantes identidades de soma, que expressam
somatorios de indices pares e impares em termos dos polinomios U, (z).

Em particular, as seguintes féormulas relacionam as somas dos polindémios T,(z) com

os polinémios U, (x):
U ma1 (X
ZTM emial) (2.3)

Z Tz _ Uom(@) +1 L (2.40)

Para demonstrar estas formulas, utilizaremos a rela¢ao de recorréncia (2.33)). Expan-

dindo a primeira soma, obtemos:

ZTQj-i-l(lL') = Z Uzj1(2) ; Uaja ()

Uzl(flf) — U_1(IL') U3(I’) — Ul(ZL‘) U5(l’) — Ug(ZE)
B 2 * 2 - 2
by Yo (@) ; Uzm-1(2)
_ Usma(@)  Ua(®)  Usmia() 0 Usmia(2)
2 2 2 2 2 '

Analogamente, para a segunda soma:

Z Toj(x) =) Uy; () —2U2j_2(9;)

=0

Up(x) — U_o(x) n Uy (x) — Up(x) . Uy(z) — Us(x)
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Dessa forma, mostramos que a soma dos polindomios de Chebyshev de primeira espécie
pode ser expressa em termos dos polinomios da segunda espécie, estabelecendo mais uma

conexao entre as duas familias de polinémios.



Capitulo 3

Indice de Morse de Configuracoes

Centrais Poligonais

Este capitulo baseia-se nos métodos e resultados apresentados por (HAMPTON]| 2019),
que analisou configuracoes centrais planas no problema dos N corpos com potenciais
homogéneos. A partir dessas ideias, desenvolvemos uma abordagem focada na analise do

indice de Morse e na variacao do parametro A.

3.1 Introducao

A dindmica cléssica de N particulas pontuais, com massas m;, interagindo por meio

de um potencial central U, generalizando (1.1]), é descrita pelas equagoes:
O ou
qu' - 8q(k)7

%

ie{l,...,N}, ke{l,23}, (3.1)

onde ¢q; = (qfl), qi@), ql@) € R? representa a posicao da particula i, com qgk) denotando
sua componente na dire¢ao k.

O potencial U, anteriormente definido na Secao como uma funcao homogénea de
grau —(A — 2), depende da distancia entre as particulas e do pardmetro A > 2. Para

referéncia, sua expressao completa encontra-se na equacao (|1.11)).

33
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O caso classico gravitacional newtoniano ocorre quando A = 3 (NEWTON, |1687),

mas também destacamos o caso A = 2, que representa o potencial logaritmico:

U=-— Zmimk log(rix), (3.2)
i<k
usado na modelagem de vortices em fluidos. Neste modelo, m; representa a sua vortici-
dade, e pode assumir qualquer valor real. No entanto, focaremos no caso de vorticidades
positivas m; > 0.
O interesse esta em configuragoes centrais, em que cada particula é acelerada em

direcao ao centro de massa a uma taxa proporcional a sua distancia dele:
(k k k
mid? =2 (a =g} (3.3)

onde g¢ ¢é o centro de massa do sistema, conforme definido na equacao do Capitulo
Tais configuracoes sao denominadas configuracoes centrais, conforme a Definicao [1.3.1
Essas configuragoes sao importantes no estudo de colisoes, na topologia do espago de fase
e em comportamentos cadticos, especialmente no problema dos trés corpos.

O problema da existéncia de um ntimero finito de classes de equivaléncia de configu-
ragoes centrais para massas positivas em A = 3 permanece aberto. Esse problema, desta-
cado por (SMALE, [1998) como um grande desafio matematico, apresenta contra-exemplo
quando massas negativas sao permitidas, como mostrado por (ROBERTS| [1999).

Nesta dissertagao, propomos analisar configuracoes centrais, e seus indices de Morse,
sob um potencial homogéneo arbitrario, mais geral do que o newtoniano, motivados pela
nogao de estabilidade que esses valores possam representar.

Neste trabalho, exploramos as configuragoes centrais como pontos criticos da funcgao

_ MI

/=7

‘U, (3.4)

em que M representa a massa total do sistema e I o momento de inércia, conforme

definidos no Capitulo [1}
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A partir dessa formulagao, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. As configuracoes centrais associadas ao problema, no referencial bari-

céntrico, coincidem com os pontos criticos da funcio f: RN — R definida por (3.4]).

Demonstracao. A prova sera feita para o caso planar. Fixemos a massa total M, conforme
definida em , e consideremos o momento de inércia I, dado por (1.10). Queremos
mostrar que os pontos criticos da fungao f sao configuragoes centrais.

Note que cada ¢; = (¢}, ¢?), ou seja, a posigao do i-ésimo corpo possui componentes

ql-l, ql-z. Dessa forma,
wp_ (2001 0r bf
~ \9q{ 9¢"" " Oay Oay )

Note que as duas primeiras entradas sao V,, f e assim por diante, até que as duas

ultimas entradas sao V, f. Temos:

qu[ = 2mqu
m;mi
qx Z|QZ_qk;|A
z;ék
Dessa forma, o gradiente toma a expressao
M (2—A) Y mum M 1
Vi=|=.2 " g—aq), ., =N [+ ——V. U, ...
=g et Gy @ e g Val gV
i#1

Efetuando-se os devidos cancelamentos e igualando o gradiente ao vetor nulo, obtemos

para cada k que:

a qual tem a forma da equagao (3.3), com A = M, supondo que a configuragido seja

simétrica, o que implica que o centro de massa esta na origem, isto é, go = 0. O

A funcao potencial I/ é invariante por translagao, entao todos os pontos criticos de

f tém o centro de massa na origem, devido & expressao do momento de inércia esco-
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lhido ([1.10). Diferente de outras abordagens, essa fungdo f trata as massas de forma
proporcional, mas nao faz o mesmo com as distancias.

Como f também é invariante por rotagdes em torno da origem, ¢ natural considerar
seu dominio em um espago quociente que leve essa simetria em conta. Para isso, definimos

o espaco de configuragoes regulares como
Cy = (RzN — A) /St

onde A ¢ o conjunto das colisoes, conforme definido no Capitulo[l] A fun¢ao f, permanece
bem definida sobre C'y, uma vez que ambas as fungoes e sao invariantes sob
rotacoes. S! o representa o circulo unitario no plano complexo, ou seja, o grupo de
rotacoes em R?.

Estudamos configuragoes centrais para potenciais mais gerais (A > 2), buscando novas
ferramentas matematicas que possam avancar no caso newtoniano. A anélise topologica
do problema pode ser feita com o auxilio da teoria de Morse, a qual estabelece uma relacao
profunda entre a estrutura dos pontos criticos de uma funcao diferenciavel e a topologia
da variedade onde ela esta definida (MILNOR] |1963)). Um conceito central nesse con-
texto, que desempenhara papel fundamental na analise da estabilidade das configuragoes

centrais, é o indice de Morse.

Definicao 3.1.1. Indice de Morse: Dado um ponto critico isolado de wma funcdo
diferencidvel f definida em uma variedade diferencidvel, o indice de Morse desse ponto é
o numero de autovalores negativos da hessiana de f nesse ponto. Em termos geométricos,
ele indica a quantidade de direcoes ao longo das quais a funcao decresce, ou seja, quantas

direcoes de instabilidade local existem.

Exemplo 3.1.1. Nossa motivacao para estudar o indice de Morse de configuragoes cen-
trais se baseia em sistemas dissipativos. Como exemplo ilustrativo, lembramos da equacao

diferencial do péndulo

b=y (3.5)

/ —_—

y = —by — senf
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sendo b > 0 um parametro de atrito na base do péndulo. Para b =0, sabemos que (3.5)) €

um sistema hamiltoniano, com Hamiltoniana

1
H = §y2 + 1 — cosé. (3.6)

Seus pontos criticos, para 0 € [—7, x|, sao p1 = (6,y) = (0,0) e p, = (£7,0). As matrizes

hessianas de H sobre esses pontos criticos sao

2 10 2
D*H(p1) = , D H(ps) = , (3.7)
01 0 1
de forma que p; tem indice de Morse nulo, sendo minimo local de H. O ponto py tem
indice de Morse 1, sendo um ponto de sela, como ilustrado no retrato de fase da Figura
a esquerda. Do ponto de vista de sistemas hamiltonianos, pontos de mdximo ou
minimo locais de H sao igualmente estdveis, mas para sistemas dissipativos os pontos de
mdximo, assim como os pontos de sela sao instdveis. FEsse fato fica claro no retrato de

fase do péndulo amortecido, a direita na Figura e também devido aos Teoremas de

Estabilidade e Instabilidade de Liapunov (BARREIRA; VALLS, |2012).

05

0o

05 >

4

15 /\
4 3 2 El

2

0

Figura 3.1: Retratos de fase do péndulo. Esquerda: péndulo sem amortecimento, as so-
lugoes coincidem com as curvas de nivel da Hamiltoniana. Direita: péndulo amortecido.
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3.2 O poligono regular no problema dos N-corpos

Podemos demonstrar algumas propriedades do indice de Morse para configuragoes
centrais de poligonos regulares no problema dos N corpos, variando A, e levantar hipoteses
sobre outras. Muitos resultados sobre essas configuracoes ja sao conhecidos nos casos
newtoniano (A = 3) e de vortices (A = 2).

Essas configuracoes sao bem adequadas para coordenadas polares, entao expressaremos

a posicao da i-ésima particula como
q; = (r;cos(6;),r;sen(6;)). (3.8)

Para o poligono regular centrado na origem, todos os raios sao iguais (r; = r para

algum r) e 6; = %, onde indexaremos as particulas a partir de © = 0. No que se segue,
denotaremos a avaliacao de uma fungao no poligono regular de massas iguais por um
circulo sobrescrito, por exemplo, f°.

Pela equagao (i3.8)), as posi¢oes das particulas ¢ e j sao dadas por
¢ = (rcosf;,rsend;) e q; = (rcosbj,rsend;).

Assim, a distancia entre essas particulas pode ser obtida a partir da féormula usual da

distancia euclidiana:

lg; — ai|l = T\/(COS 6; — cosb;)? + (send; — send; ). (3.9)

Aplicando identidades trigonométricas, essa expressao se simplifica para:

lg; — ail = r\/2 —2cos(8; — 6;).
No caso do poligono regular, os dngulos sao uniformemente distribuidos, portanto,

27(j — Z)

0 — 0 = =%
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Substituindo, obtemos a forma final da distancia entre os vértices

Definimos também p; ; = ru,; j = (r;;)°, com

wij = \/2 — 2cos (W) (3.10)

Lembramos que: 1 — cos(d) = 2sen® (£). Assim:

o ) - oo (52)

e, portanto,
o (i — i
Uij = \/2 — 2cos <W> =2

sao as distancias entre os pontos ¢ e j no poligono regular de raio unitéario.

w(U)

Como antes, consideramos configuracgoes centrais como pontos criticos da funcao (3.4)).
Para calcular as derivadas da funcao (3.4)), seré necessario obter as derivadas parciais das

distancias entre particulas em relacao a r; e 6;.

Como 75 ; = |¢; — g;| de forma anéloga a expressao (3.9), usando (3.8)), obtemos

rig = [r} 413 —2rr; cos(0; — Hi)]%.

Assim,
87”2'" 1 r; — T'COS(Q' — Qz>
a_rij - 27"i,j ‘ (2T2 B er COS(&j a 91>) - : Tij J ’
ari,j 1 —rirj Sen(ﬁj — 91)

- (—2ryrjsen(0; — 6;)) =

891 2ri,j ri,j



40

Avaliado no poligono regular, usando (3.11)) e sen(26) = 2sen(0) cos(f), temos:

<%>° _ <ri — r;cos(f; — 01»)>° T (1 — cos (2% ) ot 1 Ui j
or; | N n R

TU; 4 2 Uy 5 2

)
TT”.]

o o i i o 27 (j—1)
(ari,j) B (—m"j sen (0; — 91)) o sen(Zl — 2rt) _ —rsen (—]JV )

Tij T, j U, j

m(j—1) m(j—1)

s (42 cos (24) o (W(j _ i)) . (Sen (M)) |

2‘8611(%)’ N N

Substituindo (1.10]) e (1.11)) na fungao (3.4)), temos:

ME 1 & m;m;
f==) mrd+ — -
2 ; A-2 ; [r? + 13 — 2ryr; cos(6; — 6,)] "z

Seu gradiente em relagao a r; e 6; possui componentes:

N

aof M 1 m;m; 1 +1r;co8(0; — 0;)
= omar) - — N (A —9). J . J J
873 2 ( mlrl) + A-2 Z ( ) 7’;.4‘_1 Tij
i<j J (3.12)
= miMr; —m; Y _myr;(r; — rjcos(6; — 6;)),
#i
of 1 & mym; (—rirjsen(0; — 0;))
—0+——Y —(A—2). 2. 11 !
00; 0+A—2Z ( ) r;“-_l Tij
i< J (3.13)
= m; ijr;j’“rirj sen(d; — 0;).
J#

Avaliado no poligono regular de massas iguais, usando que M = Nm e a definicao
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[3.10], esses componentes sao:

af\° ) ’
((97“i> = <miM7"i —m; Z mjrif(ri —rjcos(f; — 91))>

J#i

:mMr—mQZp;f‘r(l—cos(9j—9i)) (NT—T’ZP” — cos(6; —9)))

J#i J#i

(8]”) = <mi2mjr;frirj sen(d; — ) =m 7’2217” sen(f; — 6;) =0,

00;
’ j#i j#i

onde a segunda quantidade é zero devido a antissimetria do termo no seno com relacao a
somatorios simétricos: para cada termo sen(#;—0;), existe um termo oposto sen(f,—0;) =

—sen(#; — 0;), resultando no cancelamento total da soma, desde que p; ; = p;;.

Para ser um ponto critico da fungao (3.4]), (g—r’;) = 0, entdo:

N-1
0=Nr— erOJ —cos(0; — 0p)) & Nr=r Y (rug;) (1 —cos(b; — b)) &
J#0 j=1
N lu’ — cos( 9 — b)) (Z;V N uOJA(l—cos(Qj —90))>A
N = =Tr = N 5

J=1

u? |
pela equagao (3.11)) temos —5* = 1 — cos(f; — ), assim:

1
S oyt
=l ——] - 3.14
' ( o (3.14)

A medida que A aumenta, esse raio aumenta até o valor limite 7o, (N) = (2sen(%)) ™,

para o qual p; ;11 = 1. De fato, podemos reescrever r como

| N-1 X | s e\ A2 X
_ 2-A 2-4\ 0,1
r= (2N)% (“0,1 + ]z:; (UO,j) ) = (QN)%UO’? (1 + Z ( ) ) ’

1, portanto, o limite do

de onde, sabemos que ug1/up,; < 1, para todo j = 2,---, N —



somatorio dentro dos parénteses é zero. Concluimos que

. . 1 2-4 1 1 1 1
Too = lim r = lim 1 uO? (1)A = = = T
A—+o00 A=too (QN)a Up.1 2 | sen (%)’ 2sen (ﬁ)
Para A = 2, o raio é igual a
N -1
r= N
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(3.15)

Agora, para calcular o indice de Morse da funcao (3.4) para poligonos regulares, é

necessario determinar os componentes de sua hessiana. Em expressoes que envolvem os

indices 7 e j, assume-se que ¢ # j. Na forma final de cada expressao, o raio r e as distancias

u;; do poligono unitario sao utilizados sempre que possivel. Daqui em diante, como o

indice de Morse nao depende do valor especifico da massa dos corpos, vamos fazé-las

m; = m = 1, para todo j = 0,---, N — 1, sempre que necessario.
A partir das equagoes (3.12)) e (3.13)) temos
0 f

1,J

ror, =0-—my { — TijAT_A_2<Tj —r;cos(0; — 0;))(r; —ricos(6; —6;))

+ (—miij;JA(— cos(8; — «91)))}

= mymr; A2 A(r; — 1 cos(0; — 0,))(r; — ricos(0; — 6;)) 4+ 12, cos(0: — 6,)],
J j j ] J i\ j

o o () on (22

P 27 (j — i)\ 2m(j —4)
A
= (rui;) °p; [Ar2 <1 — cos ( N ) r? +uf; cos N
2\ 2 o
2 (i —
—aiif[4(5) e (50

[ (3252
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oo () e ()|

Simplificando
A [u? u? A-2
—A i i —A, A |, 2
oy () ()| = (50) 1
2 . — 1, cos(0; — 0;
grf—mM mZZmJ r”-A_l)-<rZ mc;s( Z))-(r —rjcos(0; — 6;)) +myr Z_JA
J#
( Zm] ~A2 Z-’»—A(r — 1 cos(f >
J#i

o oo (52))
—m <mN —m Y (ru;;)p; ! [““"J)Z - ( ( ) )D

g (-52)

x-St
. . ~ Z];éz i, x
para simplificar, lembremos da equagao (3.14)), para reescrever N = =221 Entao

J#i
2rA

2
i

o g a4 B

N
J#i
—A —A42 —A A, —A42
—-N|1= Zg;ﬁz 5 _4uz] _Nll_ijézzul, _Eulj ]
= u—At2 - 2—-A
I 23#2+ Zj;,gi U; 4
A2 —A
—N|1= 22#1 H_zzﬁfz ] ]—N 1+é_2 ZJ#Z i,j
- —A+2 - —A+2
i Dt Ui j 2t
—AN | —A+2 —A
T i 14 A 9 i g ] _ T—AZU—A [uz (é + 1) _ 1}
= S AT ij | Y )
2 2 Z#i Wi j j#i 402

0 f
(97”189

—m, |:mj + A’I" A 1 (Tﬂ"j sen(9j - 91)) (Ti — COS(QJ‘ _ QZ)) + ij;JATj sen(ej — 01):|

Tij
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= —mymyr;; —A- 7“] sen(f; — 6;) [ — Ar;(r; — rjcos(8; — 6’,))} ,

L 82f ° o 2 A 2 2m(j — 1) 2 2 2m(j — 1)
LLz’J = <W> = —m p%] Ti,j rsen (T) |:ri,j — AT’ (1 — COS <T>):|
A 27 ( j —i)\ [A 5
A

A,

2 — 2m(g —1 A
:p;fr;frsen( W‘] ! > [5 Tig —T z,:| _pzjrsen(—ﬁ(?v Z>> <——1).

2

u?
Da equacao (3.11]) temos que cos(6; — ;) = 1 — =<, e que |sen(f)|= /1 — cos?(#) temos:

W= v (200 (4)

i 1ot (FUD) (e (200) )

2 f

_ _a-ny (rirgsen(6; —6;) - .
.00, =0- mz%;m] Tij )( e (=1) ) (r; — rjcos(8; —0;))

+ mjr;jA(rj sen(d; — 0;) - (—1)

=m; Z ij;jA_zT’j sen(Gj — 91> (—ATi(Ti - Ty COS(Qj - 91» + Tij) )
JFi

- >f Y — 2 —A-2 2m(j — 1)
Waa = (0%‘8@') - Zpi’j e (—

N ) (—Ar2(1 — cos(0; — 6;)) —i—p?,j)
JFi

(i — ul.
=m? Zpi_f—% sen (—ﬂ?\[ Z)> <p?7j - Arzﬂ)

— 2
J#i



A 2m(g —1
= Sopitrsen (TUE) (12, -

J#i

Zzu) = Zpi_frsen (_2%(5\] Z)) (1 - g) =0.

J#i

*f a1y [(rirjsen(d; — 6;) _A
g = o [(—r ) (PR G e 60) -+ 7 s st 0]

= mimjr;JA_Qrirj [—Arirj sen2(9~ —0;)+ 7“2 -cos(8; — 91)} , (3.16)

*f Y 2,2, — (J—t 2 2m(j — )
T, = = > A > —
o= (anan) =it ”en( )it (550
= m2r?(ru; ;) 472 | =Ar? (1 —co L)) + (ru; ;)? cos L)
»J N »J N
2 \? 2.
—Ar? (1 —(1- UQJ) ) +ru, (1 — uzj)]
u

—mQTQT_A QUZ—JA 2

ﬁ —my ij(_Ar,—A—l) (Tirj sen(6; — 02‘)(_1)> rirjsen(0; — 6;)

Ti,j
—A
— My iy cos(8; — 6;)

=m,; Z mTiT;T; ” ? [Arrjsen®(0; — 0;) — 7"2 cos(6; — 6;)],

J#i
0*f 2 _A-2 2 o (2m(j — 1) 9 27(j — 1)
T = (092) =m %:7‘ pi; |:A7“ sen (T) — p; j oS (T)}
VES
2m( — 1 2 _
= Zr p” [ATQ sen” (—W(?\[ Z)> —p?,j CoS (—ﬂj ! >} ZTW

JF#i JF#i

Em termos dessas quantidades recém-definidas, com respeito as variaveis (rg, 1, . .

)
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rn_1,00,61,...,0n_1), a hessiana é dada por
) Vv w
D7 f° = : (3.17)
-W T

Proposicao 3.2.1. As matrizes V,T,W € R?N | obtidas a partir da hessiana da funcao

f°, sdo matrizes circulantes. Além disso, V e T sao simétricas e W € antissimétrica.

Demonstracao. As entradas dessas matrizes dependem das distancias entre particulas
localizadas nos vértices de um poligono regular com N vértices. Como definida, a distancia
entre as particulas ¢ e 7 é dada por , de modo que u; ; depende apenas da diferenga
1 — 7 mod N.

Como consequéncia, todas as entradas M, ; € {V;;,T;;, W, ;} dependem unicamente
da diferenga ciclica entre os indices, o que caracteriza matrizes circulantes.

Mais especificamente, R tem entradas da forma:

A—2
A —A 2
Vijg =1""u; [“m (T) + 1] ;

que ¢ funcao apenas de u; j, logo de j —% mod N. Como u;; = u;;, segue que R; ; = R;;,

ou seja, R é simétrica.

o 2, i,
ny =t a (1= )+ (13|

também fun¢ao apenas de u; j, logo de j —¢ mod N, e simétrica pelo mesmo argumento

Para T, temos:

que R.

Para W, temos:

A 2, 2 (j — i)
iyt (3 oo g (220

o que novamente depende apenas de i — 7 mod N, garantindo a estrutura circulante.
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Além disso, o termo envolvendo o sinal do seno satisfaz:

o (24 (21

portanto, W;; = —W, ;, isto é, W ¢é antissimétrica.

Assim, V', T e W sao circulantes, sendo V' e T simétricas, e W antissimétrica. O

Utilizando a estrutura circulante das submatrizes da hessiana, conforme desenvolvido
no Capitulo [2] e com a Proposigao 2.2.1 podemos calcular diretamente seus autovalores.

Seja U a matriz N x N com

9miil omid 9mid
Um:exp( %j):cos (WTU)—HIsen (WTZ]),

onde i,7 € {0,..., N —1}.

Essa matriz U diagonaliza ortogonalmente qualquer matriz circulante de mesma di-

mensao. Assim, temos

H_(U_l o\ (v W\(UO\_(PS\, (3.18)
\o Jo)\w fr)\o fu) s | o)

em que os sub-blocos de H sao todos diagonais, P e () sao reais, e S é puramente imagi-

nario.
Desde que a matriz V' é simétrica, sabemos que seu espectro é real. Como seus
autovalores sao simplesmente os coeficientes diagonais da matriz P, da equacao ({2.8])

obtemos que

ply 2mij
P = Z%’jCOS ( Nj) .

J=0
Notamos que os termos na soma (3.2)), sobre os vértices do poligono, sdo os mesmos
segundo a simetria com respeito ao eixo horizontal, portanto podemos somar apenas sobre
a metade dos vértices. Levando em conta que, para um nimero par de vértices, sempre

ocorre um vértice antipoda ao vértice de indice zero, entao surge um termo adicional para



j = N/2, N par, lembrando que cos (mi) = (—1)". Assim,

¥3g':7“Auoﬁ%%N»<éj;g)%—q :74A2A[4(f%ig)-%{]:(2mA@4—1y

A 21y i 21y
Z ( ) Voo+ZV0]COS( N)

7j=1
S 2mi ] 0, se N é impar,
= Voo + Z 2008( N )VOJ
(=1)i(2r)~4(A —1), se N é par,

ou mais explicitamente,

—AN_l —A 2 A 1
=Y ug) |up, Tt3) 1

i#0
Lz 27i ] A—2
+ Z2cos< N )( AuO]A<uOJ (—4 )+1>)
j=1
0, se N é impar,
+
(=1)(2r)" (A —1), se N é par,
55 6 1
A 0, se N é impar,
* 2w (50r)
j=1 (2r)"4(A+1), se N & par,
152
A 2mij 2mij
—A
2 (i (5o (57) 2o (5))
0, se N é impar,
+

(=1)i(2r)~4(A —1), se N é par,

o

A A i i
— A uaf [ugj (2 + 1+ (5—1> CoS (%)) — 24 2cos (%)]
j=1

ﬁ
~ ‘



0, se N é impar,
+
(2r) ™A ((-=1)'(A—= 1)+ (A+1)), se N é par.
Portanto,
|2

- . A A 2mij 2mij
Pii=r 4 ; uo,? {“(Q)J (E +1+ (5 — 1) oS (T)) — 2+ 2cos (T)]

0, se N é impar,

+
(2r)"4((—=1)(A—=1)+ (A+1)), se N épar.
(3.19)
De modo analogo, como () também ¢é simétrica, temos

N—1 N—1 i N—1 -y
Qi; = Re (Z TO,jUj,z) = Z Tp,; cos < Nj> = Z Ty j cos ( ]) :
j=0 j=0 =0
com

N

Portanto,
— i ply i
Qii = Z Ty 5 cos (T) =Tpp + Z Tp,; cos ( N )
Jj=0 j=1
i = 27ij 0 para N impar,
:_ZTOJ+Z2COS(T)TOJ+
j£0 j=1 (=1)i(—=r?(2r)=41), para N par,
L55H )
0, para N fmpar,
- — 2T07j —|—

r2(2r)~4, para N par,

49
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2 i 0, para N impar,
+ 2 cos (ﬂ) To,; +
(=1)(—r?(2r)=4), para N par,

2 27 0, se N é impar,
= Z 2(cos< 7;\;]) —1> To,; +

(1—(=1)Hr%(2r)=4, se N & par,

que pode ser escrito como

%54 . ) )
— 2mij —A+2, —A Up,j Uy
W= (1o (5 [ (- (1= ) + (1-

0, para N impar,
_|_

1—(=1)H)r*2r)=4 ara N par

( , P par,

Lz 2mig A—-2

= 242 ; ug;‘ (1 — COS (T)) —A+1+ (T) 'U(Q),j]

0, para N impar,
_|_

(1—(=1)Hr%*(2r)=4, para N par,
1

15 . .

. _ 2mig A—-2 2]
— A+2 A
=2r ;UOJ (1—COS(T)) A—l—(T)~2<1—COS(W>)]

0, para NN impar,
_|_

(1—(=1)Hr%(2r)=4, para N par,

logo,
Lz 2mig A—-2 2my
Qii = op A2 ; ugf (1 — COoS ( N])) { 5 (1 + cos (%)) + 1}
(3.20)
0, para NN impar,
_.l_

(1—(=1)Hr%(2r)=4, para N par.

Essa ultima forma de @);; deixa claro que );; > 0 para A > 2, pois cada termo da
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soma € nao negativo.

Finalmente, como W & real e antissimétrica, por ([2.9))

1 %5+)

N-
Z —]IZWogsen (27TNZ‘7) =21 Z sen (2?\;‘7) Wo.j

7=0 7=0
portanto

155 ‘
2 2 A—-2
Sii =1 E 2sen m] [ _A+1ua34 sen (%j) (T) ]

(3.21)

A—-2 2117 219
— op—Afl <—2 )]I Z sen( 7;\;]> sen <%) uOJA

Jj=1

Agora podemos calcular os autovalores da hessiana da funcao (3.4) em pares a partir

de matrizes 2 X 2, como explicado em (2.17)),

(P;l Q”) (3.22)

Encontrando o polindbmio caracteristico da matriz, temos:

N —tr(E)A + det(E;) = A2 — (P + Qi) A+ (PiiQii + Sﬁi) =0

Denotaremos os dois autovalores deste bloco por:

(E) + /tr(E)? — 4det(E;) Dt Quit \/ (Pii — Qiq)* — 452,

AN i 4) = _
(N7, %) 2 2

3.3 O poligono regular no caso de vortices

Agora consideramos as configuragoes de poligonos regulares, comegando com o caso

extremo de A = 2.
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Teorema 3.3.1. Para A =2,

. .2
i i
Quli= 5V -5
Demonstracao. Provemos por indugao em i. Primeiro, observe que podemos restringir a
equagao (3.20) para A = 2 como
|55

Qsilacs = op—2+2 Z UEJQ (1 — Cos ( 7;\;])) ( 5 (1 + cos (%‘7)) + 1)

j=1

0, para N impar,
+

(1 —(=1)"r?(2r)~2, para N par.

S 2mij 0, para N impar,
:22%3(1—008(]\[))—1— _

j=1 W, para NN par.

| M=t g

Z 1-cos (55) +G(i), (3.23)

1 —cos (T)

onde G (i) representa os termos que dependem da paridade de V. Os casos base necessarios

sao para i € {0,1,2,3}, sendo os dois primeiros:

L= 1-1
Q0,0|A:2 = Z 1—%] + G(O) =0,

j—1 + CO8 ()
Q | = LEJ % + G(l) = \\EJ + G(l)
brid=2 = = 1—cos (22) B 2 '

Se N ¢ impar, G(1) =0 e || = X2 Entao:
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Se N é par, G(1) =

Para @ = 2 e © = 3, reescrevemos o numerador em termos de cos (2;]). Em cada
caso, o denominador surge como um fator que pode ser cancelado utilizando identidades
trigonométricas.

A forma final em cada um dos casos foi obtida utilizando as defini¢oes e as relacoes

de recorréncia dos polinomios de Chebyshev apresentadas no Capitulo [2)

LN_IJ | 552 2
2 — oS (TJ) 21— (2008 ( LK} ) )
Qazlazs = ; 1—cos( ) ; 1—cos(%) G2)

155

Nzl—cos _TJ)) G(2) —22 (1+cos 2%))4&;(2)

N -1
=2 | — +U2L%J cos(%)—l—l—G(Z),

onde usamos a identidade (2.40)).
Utilizando a Definicao [2.3.2], temos:

Uy (eos (7)) == e )+ L

Se N é fmpar, temos |21 | = Y=L e G(2) = 0, assim:



Logo,

N -1

Q2,2’A=2:2<T>+0—1+O:N—2.

Se N ¢ par, temos |52 | = 22 ¢ G(2) = 0 , assim:

2

Un_2 (COS <1)) _ sen((N —1)%) sen(m — 1) sen(%%

N sen (%) ~ sen (%) B sen(
Portanto,
Q22| a=2= 2 <¥> +1—-14+0=N—2.
Qs3] 3 1o eos(5) +G(3) LNZQ_SJ 2ser® () | 6
A=2 = — = =
A= = 1—cos (QT) = 2sen? (2)
L= (3 sen (”—]) — 4sen? (”—J))2
= T T GB)
7j=1 sen (W)
B LEJ 9sen? (%) — 24 sen’ (3) + 16 sen® (%) o)
j=1 sen? (%)
1852

7+

<
Il
R

Z

I
]+
Ne)
|
[\»)
W
VR
—_
|
(@)
| 2
—~
Do
2|5
N—
v
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(@)
VR
—_
|
(@)
| 2
—
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23
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v
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_l’_
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ﬁ
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., LN; 1J Cend <U2LN21J (cos (%)) +1> L <U2|_N21J (cos (57)) +1) a6

—3 {%J 20y s | (008 (52)) + Up (cos (%)) —34G(3)

Utilizando a Definicao [2.3.2], temos:

TV sen (R[] + 1) F)
UQLT—lJ <Cos (N>> = (2 ’
2m\\ _ sen (2 [F5 ]+ 1) F)
U2LT_1J <COS (N)) a sen (47)
Se N ¢ impar, temos | Y=L = =1 e G(3) =0 , assim:
TV o sen(m) _ 2m\\ _ sen(2m) _
Un-1 (COS (N)) ~osen (%) 0, Uyt (COS <N)> ~osen (&) 0.
Logo,
N-1 N -1 3N -9
(33 a=2=3 {TJ _3+0:3<T> — 3= L 5 J '
Se N é par, temos |21 = 222 ¢ G(3) = 1, assim:
T\) sen((N —1)%) B sen(Z) B
Un_2 (cos <N>) = <on (%) = (%) =1,
20y ean(2r
Un-2 <Cos (Q—W)) = sen((V ~ VY _ sen(ZN) 1
V)" e T e)
Portanto,
N-1 1 N-2\ 3 [3N-9
QS,S‘A=2:3\\TJ _3+2_1+§:3(T) - = { . J

Suponha que a férmula seja valida para todo k£ < 7,

. .2
J J
Qjjla= = bN - EJ ;



j_2N—(j_2)2J.

Qj—2,j—2|A:2 = L 9 9

queremos mostrar que também vale para j + 2, ou seja,

j+2N_(j+2)2J‘

Qj+2,j+2|A:2: \‘ 9 9

Para o passo de indugao, consideramos a diferenca dupla

Di = (Qi+2,i+2 - Qz,z) - (Qz,z - Qi—?,i—2) = Qi+2,i+2 - 2Qz,z + Qi—2,i—2-

%1—005 (W) ¥1—cos(2m’j) %1—008 (W)

D,L' = 2wy 2N' s
e GO R COR= e ¢
Gl 42)~260) + GG —2)
O~ (1) (cos (22 4 310) 9o (%11) 4 cos (% — )
— 1 — cos (2%)
+ G(i +2) = 2G(i) + G(i — 2)
STy 2mij 2 (2mj
oy 2o OR) s (R) L 4 o)) + a6 2)
= 2sen (N)
- =1 o (%%) cos” (%) +G+2) - 260) + G —-2)
N-1

= 4Z2:<:os (27;\7”) (1 + cos <2%)) +G(i+2)—2G(i)+ G(i—2)

=4} <1+cos (%))T (Cos (%))+G(z‘+2)—2a(i)+a(@—2).

26
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Primeiro notamos que os inteiros ¢,7 + 2,7 — 2 tém a mesma paridade, portanto

0, para N impar,
G(i) =

L‘jl)i), para NN par,

¢ tal que G(i+2) —2G(i) + G(1 —2) = G(i)(1 — 2+ 1) = 0, para todo i € N.
Podemos agora simplificar D;

_4§J(1+COS(N))T<C (2 ))_&j ey + 5T, (@20

onde usamos a notagao z; = cos(27j/N).
Usando as propriedades dos polindmios de Chebyshev ([2.39)) e (2.40]), e sabendo que
Ti(xj) = T{(T;(z1)) = Tij(x1) = T;(2;), vemos que o primeiro fator de (3.24) fica

ZTj<xi) = Ti(a)—1= U (i) + Uz’”‘l(m -1 (3.25)

onde m = L%J Por outro lado, a propriedade (2.23]) garante que

" " T () + T (x; 1 &

ijTz‘(l’j) = Z +1(7)) 5 1(@) = 52 i(@ig1) + Tj(2i1))

= = = (3.26)
1 m
52 mz—‘rl + T (xz 1)) ]-a
7=0

onde

> T(win) = (i) ; 1(Zis1) , (3.27)
=0
“ U (2ie1) + Uy (z5-1) + 1
> Ti(wion) = (i) @) #1 (3.28)

, 2
7=0

Cada uma dessas expressoes pode ser simplificada usando a definicao do polinémio de
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Chebyshev de segunda espécie ([2.27)), para obtermos

U () + Upa () S0 (Z252) + sen (252)

2 N 2 sen (2]7\;2)

son (28 (m -+ 1) + %) + sen (3 (m+ 3) — %)

N
2 sen (2]7\7)

_ 2)) (3.29)
Analisando a expressao (3.29) por casos, se N é impar,

m_LN;IJ_Nz_l, sen(%(m—l—%))—sen(m’)—o (3.30)

e se N é par,

N -1 N -2
m = = s
2 2

sen (% <m + %)) = sen (%(N - 1)) = (=1)"'sen (%) (3.31)

Concluimos, das equagoes (3.24)), (3.25)), (3.26), (3.27) e (3.28) que para ambos os

casos [N impar

N—1 N—1
2 2 1 1/1 1
Di =4 E Tz(:c]) + Z a:JTl(xj) =4 <—§ + 5 (5 + §> — 1) = —4, (332)
j=1 j=1

e N par,

N—-2 —

N

2 +2
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Portanto, D; = —4 para todos i e N.
i 32 . 1.
—o= bN — 3J seja valida

Agora podemos concluir a indugao; assumimos que @ ;

para ¢ < j + 2. Entao, assumindo que 57 ou N — j sejam pares,

Qj+2,j+2 |A:2 = QQj,j |A:2—Qj—2,j—2 |A:2+Dj

—2[Jwv |- [P -+ -4

B e

42 +2)2 |j+2 [ +2)?
g2y G2 g2, (27|
2 2 2 2

Caso j e N — j sejam fmpares, a igualdade também se mostra verdadeira, basta subtrair

1/2 em cada um dos termos envolvendo a fun¢ao maior inteiro |-]. O
Teorema 3.3.2. Para A = 2,

(2 — )N

Pralaca= (2= )N + -5

Demonstragao. A partir das equagoes (3.15) e (3.19) temos:
55

i
Pi’i]AZQZr’Q Z Uo] (QuoJ 2—1—2005( 7;\;‘7))

j=1

0, se N é impar,
_|_
(2r)72((=1)"+3), se N é par,

| M=t
1 _ 2+2cos (27”]) 0, se N ¢é fmpar,
j=1 k =, se N épar,
B 155 2+ 2cos ( ) 0, se N ¢é impar,

_(\/>> ; 2—2COS(TJ)+ M SeNépar,
2N



=2 logo Pyolace= (2%5) (N —2+1) =2N.

N
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2N L= 1+ cos (42) 0, se N é fmpar,

“\N-1 2 1 — cos (zﬂ) * ((-1)'+3)
j=1 N , se N épar.

ON N —1 0, se N & impar,

(7o) P e s
((7i+), se N é par.
Os casos base que precisamos sao para ¢ € {0,1}. Para i = 0:
oON N -1 0, se N & impar,
Poolazo= <ﬁ> 2 {TJ — Qoo +
(11—3), se N é par.

Sabemos que (g = 0, do Teorema |3.3.1|

0, se N é impar,

Poolazz = N1

VRS
[\
=

N——

[\]

—

‘2
el
—
| I

1, se N é par.

N—-1

- Nolj

] =2+ logo Pyglaza= 2N. Se N é par, temos |5

Se N é impar, temos |

N-1

5 J , entao

Para i = 1, sabemos que Q11 = \_

2]\7) {N_lJ 0, se N é impar,
+

Py 1fa—a= (
’ N -1 2 1 3
5, se N é par.

=

| = Y=L assim Pyj|a—a= N. Se N é par, temos [¥5 | =

Se N é impar, temos | 5

w‘

7_2, assim P j|a—o= N.

Suponha que a féormula valha para todo k£ < j, entao

Pijla=e = (2= j)N + (]2]\[_—_‘7)1]\[ (3.34)
Pigjalacs=(2—(j —2))N + (=2 =G =2)N (3.35)

N -1



Iremos mostrar que também vale para j + 2, ou seja,

Pjiojialaze= (2— (1 +2))N +

((J+2°=(+2)N
N —1 '

Para o passo da inducao, consideramos a diferenca dupla
Ci = (Pigoiv2 — Pig) — (Pii — Pic2i—2) = Pijoiyo — 2P + Pi_g,o.

Assim,

C = (%) {2 {%J — Qisaire + H(i+ 2)}
(-
NS I —

(

25 a2

N1> — Qit2i42+2Qi; — Qi—oio+ H(i+2)—2H(G)+ H(1 — 2)

NQN ) Dy 4 H(i +2) — 2H() + H(i — 2)

) 4+H(z+2)—2H()+H(i—2)],

onde H (1) representa os termos que dependem da paridade de N,

0, se N ¢ impar,

((-1)7+3)
4 b

H(i) =

se N é par.

61

Notamos, novamente, que os indices i, ¢ + 2 e ¢ — 2 tém a mesma paridade, logo
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H(i+2)—2H(i)+ H(i — 2) = 0. Portanto,
Ci=——, Vi (3.36)
Agora podemos concluir a indugao. De , e da defini¢ao do coeficiente Cj,

Pjiojiolaze = 2P} jla=o—Pj_2j 2| a=2+C}

_ [(2_ (j —2))N + ((]—2)N—_(Jl—2))]\7] N N&]jl
((G+2° =G +2)N

=2-0(+2)N+

N -1

Como queriamos concluir.

]

Assim, torna-se possivel determinar completamente os autovalores da hessiana para a

configuracao do poligono regular no caso de vortices.

Teorema 3.3.3. Os autovalores da hessiana de f no caso A =2 sao (2 —i)N + (Zj\f—_l)ljv

e L%N — %J para 0 < 1 < N — 1. No espago de configuracao quociente Cy, o poligono

reqular tem indice de Morse de 0 para N € {3,4,5,6}, é degenerado para N = 7 e tem
um indice de Morse de N — 5 para N > 8.

Demonstragio. E imediato pela equacdo (3.21]) para Sii que S; il a—o= 0, entao os autova-
lores da hessiana sao simplesmente @;;|a—2 € P; ;| a2, conforme obtido nos teoremas

e[3.3.2] Ao analisar a expressao

. .2 .
7 i i
“N——|=|=(N—-1)],
2 2 2
observamos que ambos os fatores sao nao-negativos para 0 < ¢ < N—1. Assim, concluimos

que esta expressao nao contribui com autovalores negativos e, portanto, nao impacta o
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indice de Morse. Para analisar o indice de Morse, consideramos a expressao

(> —i)N N-—1

9 N _
@-ON+ =57 N

(* —iN +2(N —1)).
Notamos que o sinal desses autovalores é o mesmo sinal da funcao quadratica

fi)=—iN+2(N—-1), i=0,1,---,N—1.

Y

Assim, podemos analisar para quais valores de N a f(i) sera negativa. Temos que:
e Soma das raizes: iy + iy = N > 0,
e Produto das raizes: iyio = 2(N — 1) > 0,

e Discriminante:

A=(-N?—-4-1-2(N—-1)=N?—-8N +8= (N —4)* -8,

logo, a condigao de existéncia de raizes reais desse polinémio é A > 0« N > 7, conside-
rando apenas N inteiros positivos. Portanto, para os polinomios com 3 < N < 6, todos

os seus autovalores sao positivos, ou seja, o indice de Morse é zero. Suas raizes sao:

1=

2
. N+ J(N—42-38
19 = B

Como f(i) é uma parabola com concavidade positiva, os valores de f(i) sdo negativos
no intervalo entre as raizes i; e iy, enquanto sao positivos fora desse intervalo. Para
que f (i) contribua para o indice de Morse, precisamos determinar quando essa expressao
assume valores negativos para N inteiro. Em particular, para N = 7, ha auséncia de
inteiros entre suas raizes i; = 3 e i, = 4, logo a parabola f(i) = i* —iN + 2(N — 1) ndo
assume valores negativos para nenhum ¢ inteiro no intervalo 0 <7 < N — 1. Apesar disso,

h& um par de autovalores nulos, o que torna esse ponto critico degenerado.
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Afirmamos que 2 < i1 < 3 quando N > 8. De fato

N — /(N —4)72—
i = ( ) 8>2<:>N—4> (N —4)2-38

& (N-4°>((N—-4)2-8?< (N—-4)>*>(N—-4?2?-8s0> -8

o que é verdadeiro. Portanto, 7; > 2. Da mesma forma, mostramos que i; < 3 quando

N >8

N — /(N —4)2-38
i = ( ) <3 N-6<y(N—-4)2-38

& (N-6<(v/(N—-4)2-82?= N?*—-12N+36 < N*-8N +8< N >7

Notamos, ainda que o vértice da fungdo f ocorre no ponto N/2. Portanto, a segunda
raiz io, = N/2 + (N/2 — i) = N —4;. Concluimos que, para N > 8, 2 < i; < 3 ¢
N —3 < iy < N—2. Logo, o intervalo entre as raizes da parabola f(i) = i* —iN +2(N —1)

contém exatamente N — 5 valores inteiros, como ilustrado na Figura [3.2]

Figura 3.2: Posi¢ao das raizes do polinoémio f(7).

]

O fato de o heptéagono ter uma hessiana degenerada no caso do vortice é interessante
em comparagao aos resultados de estabilidade dinamica em (CABRAL; SCHMIDT) 1999),

em que o heptiagono também é um caso degenerado.

3.4 O poligono regular para A > 2

Agora provamos um teorema que descreve caracteristicas do indice de Morse do poli-

gono regular para valores maiores de A. Um resultado anterior relacionado, para o caso
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Newtoniano (A = 3), é que o N-agono regular nao tem indice 0 para N > 6 ((MEYER,;
SCHMIDT, [1988)); (SLAMINKA; WOERNER, [1990); (WOERNER], 1990)).

Lema 3.4.1. Para N > 2:
)\(N,O,—l—) > NA, )\(N707—) = O, € )\(N,l,:l:) > 0.

Demonstragao. O resultado para i = 0 segue imediatamente das expressoes para Fy o, Qo0

e 8070.

L(N—l)/2J A A
Poo=r"" Y u? [ug,j (5+ 1+ <§ —~ 1)) —2+2}

j=1
0, se N é impar,
_|_
(2r)~12A, se N é par.
LN=1)/2] 0, se N ¢é impar,
=AY g
j=1 2A(2r)~4, se N é par,
N1
& A2
Qoo =2r""" 3 ugt(1-1) (—2 (1+1>+1) —0,
j=1

a1 (A2 ‘& 2mJ Y, —a
SO,O =2r T I Z 0- sen W uO,j = 0.
j=1

Assim, desde que Fyy > NA > 0, devido a expressao (3.14]), os autovalores associados sao

P070+0:|:\/(P070—0)2—4O2 _PQQZEPQO

A(N,0,+) =
(N, 0,%) 2 2

Portanto,

A(N,0,4+) = Fop, A(N,0,—)=0.

Para ¢ = 1, analisamos o determinante da matriz (3.22]):

det(E;) = P11Q11 + Silv
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Desenvolvendo a expressao:

A A 2] o2
P1,1Q1,1: rA Z Uy 0. ( —|—1—|—(2 1) oS (%‘7))—24—2005 (%)

0, se N é impar, ]

\Q(QT)_A’ se N é par.
r 55

X -27"A+2 ; Ug i (1 — cos (%)) <¥ (1 + cos (%)) + 1)]

LNI LN 1J

S e (3) - (2)

7j=1

: (A+ -2y (22« (12 (1o (225)) 42)

se N é impar,

_ —2A+2

2(2r)"* x Q11, se N é par.

LNI LN 1J

[ B (D) (3)
x< oo (7)) ) (-9 o)) 9

se N é impar,

+
><Q11, se N é par.
g e 27 ok
— 2442 Z Z uaAuof(l—cos <—)> (1—005 (—))
[ = = J N N
2mg 2k
x | (A—2)? (1 + cos (%)) (1 + cos <%)>

+2(A—2) (2+cos <2%) + cos (%)) +4



0, se N é impar,
+ )
2(2r)™4 x Q11, se N é par.

’ 2 :
Jé& para 57, temos:

2 .
_ 2rj\
Stp=|r " (A-2)I ' sen? (T) ug
j=1
1452
2rk
x | AT (A -2)1 sen” (%) ug
k=1
LA 1A .
2 2k
= A2 (4 9) (—1) Uy ug ) sen’ (%) sen” (%)
j=1 k=1

LN 1J LN 1J

— 22 5O 2_: ugugy (A= 2)° (1—0082 (2%7)) (1‘“’82 (%»
(

j=1
LNlJNlJ

- 2mj
SRAED DD IR - (3)
Jj=1 =

e (e () ()

Logo, somando os termos:

X

LN 1JLN 1J

2my 2rk
Py1Q1a +Sll = p24+2 Z Z uafua;? ( — COS (W])) (1 — oS (T))
Jj=1 =

((A—2)2 (1“08(2; )) (” OS( >)
r2(4-2) (2 eos () veos (7)) + )
~a- (e () (1o <¥))]

0, se N é impar,

X

+
2(2r)"* x Q11+ Si,, se N é par.

67
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|_N 1J|_N 1

S 5wt (oo () (- ()
: _(2<A_ 2 (2o () weos (22))

(
0, se N ¢é impar,

2(2r)™4 x Q11+ S%,, se N é par.
\ b

Os termos da soma sao positivos para A > 2, pois envolvem apenas fatores nao
negativos, garantindo que P 1Q11 + 512’1 > 0.
Dado que o produto dos autovalores do bloco ¢ = 1 é o determinante calculado, eles

devem ter sinais iguais. O trago desse bloco, a soma dos autovalores, determina o sinal

de ambos.
Lz 2mj 2mj
P =4 o 1— — A-2)(1 — 2
1+ Q=7 ;uoﬂ( cos(N)> (( )( +COS(N))+ )
0, se N é impar,
+
2(2r)~4, se N é par.
N-—-1
g 2mj 2mg
AT ot (1— — A-2)(1 — 2
+7r ;uw( COS(N)) (( )( +eos | — +
Lz 217 21j
= A1 +1r?) ; u&f <1 — CoS (#)) ((A —2) (1 + cos <Tj)> + 2) )
o qual é positivo. Segue que os autovalores A\(y,1+) sa0o positivos. O
Para i € {1,...,N — 1}, temos que Ay, +) = A(n,n—i+) Para cada escolha de sinal,

e assim podemos restringir nossa atencao a 1 < i < L%J Exceto para os casos especiais
de pequenos valores de N, verifica-se que o autovalor A2 ), que é igual a Ay n—2-),
¢ geralmente o primeiro autovalor negativo da matriz hessiana, e a partir dele todos os

autovalores contribuem para o indice de Morse.

Teorema 3.4.1. Para cada N > 5, existe um valor de A = Ay ei € {1,...,[5]} tal
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que 0s autovalores da hessiana da funcao (3.4) para o poligono regular de massas iguais

satisfazem

A(N,i,—l—) > O,
AN,i—) >0 para i <2,

ANi—y <0 para 1> 2,

para todo A > Ay. O indice de Morse da fun¢ao (3.4) para o poligono reqular no espago

de configuracoes quociente Cy é N — 3 para A > Ay.

Demonstracao. Para os propoésitos do indice de Morse, precisamos apenas determinar o
sinal dos autovalores da hessiana da funcao (3.4]), entao, para cada bloco 2 x 2 de F;
(3.22)), precisamos saber o sinal de P, ;Q;; + SEZ Consideraremos, nesta prova, apenas o
caso N impar, uma vez que o caso N par possui ordem inferior em relagao ao caso impar.

Se este valor for negativo, entao os autovalores terao sinais opostos. Assim, examina-

mos o0s termos das somas em nossa expressao para

RESIEEY

_ A 1
PiiQii + 5221 =2 Z Z Uof“o,ﬁ [ D) ( —4+(2+ A)Ug,j

j=1 k=1

(4 (~2+ A)2 ) cos (2?\?) )

(1o () o (22
— (=24 A)?sen (%) sen (2%) sen (%) sen (%;\;k;) ] .

Para tornar as expressoes extensas mais manejaveis, adotamos a notagao ¢ = 57 e

utilizamos o fato de que ug; = 2 — 2cos(j#). Além disso, em razdo da estrutura de S?

1,09

serd conveniente usar também a notagao B = A — 2, além de A. Com essas definigoes,
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temos:
1
P Qi + Sfl = 2442 uaj‘ug;? [ ~ 5 (2A(1 + cos(ijf)) — 2 cos(j6)

X(2+A+(-2+A4A) cos(ij@))) (A+ (=24 A)cos(kf))(—1 + cos(ikd))

— (=2 + A)?sen(j0) sen(ij6) sen (k) sen(ikf)

_ %(2(2 + B)(1 + cos(ijf)) — 2cos(j0)

_ —2A42 § E : —-A, —A
=T quu(]k:

j=1 k=1

< (44 B+ Bcos(z’j@))) (2+ B + B cos(k))(—1 + cos(ikf))

— B?sen(j0) sen(ij6) sen(k0) sen(ik@)]
LN 1J LN 1J

= p2A+2 Z Z Uog Ug [ —1+ 2cos(jf) — cos(ijf))(—1 + cos(ikd))

7j=1 =

+ 23( — (1 + cos(ij8))(2 + cos(k®)) + cos(j6)

% (3 + cos(ij6) + 2 cos(k;e))) (—1 + cos(ikd))

+ B? [8(1 + cos(ijf)) cos (%9) sen? (%) sen? (?)

— sen(j0) sen(ijf) sen(kO) sen(ik@)} ] :

Notamos que todos os termos somados possuem o fator u, 3-4

Uy, ;3, que domina o cres-
cimento da fungao quando A — 400, desde que ugrup; < 1. Dentre todos esses indices,
a combinacao j = k = 1 é aquela que maximiza a base dessa exponencial. Portanto,
para A suficientemente grande, o sinal desse determinante coincide com o sinal do fator
multiplicativo de ‘f‘uo 1. Dessa forma, separamos primeiro os termos diagonais, isto &,
j = k. Nesses termos, o coeficiente de B? se anula.
152
P;iQi; + Sfl = p24+2 [ Z u_QA( —1 4 2cos(j0) — cos(ijf))(—1 + cos(ijh))
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+ 2B( — (1 + cos(ij0))(2 + cos(j0)) + cos(j6)

% (3 + cos(ijf) + 2cos(j9))) (—1+ Cos(ij&)))

L5 LA

+ u&j‘u&f <4(—1 + 2 cos(j6) — cos(ij0))(—1 + cos(ikf))
n 23( — (1 + cos(ij60))(2 + cos(kh)) + cos(j6)

% (3 + cos(ijf) + 2 cos(k@))) (=1 + cos(ik0))

+ B?[8(1 + cos(ij)) cos® (%) sen? <‘§) sen? <?)

— sen(j0) sen(ijf) sen (k) sen(ik&)} )] :

Para um valor fixo de N, o termo principal (com j = k = 1) expandido em 6 domina

para valores suficientemente grandes de A:
PiQiy + 53 = —r A Pugit (% — 24 B(i® — 3)) 6 + O(N? A7) (3.37)

e para tais valores de A, este termo é negativo para ¢ > 2. O

Observamos que a expressao encontrada em ([3.37)) é distinta daquela apresentada em
(HAMPTON] [2019), no entanto a conclusao é exatamente a mesma. Ainda em (HAMP-
TON| [2019), é proposta uma conjectura, mais forte que o Teorema [3.4.1 baseada em

investigagoes numeéricas.
Conjectura 1. Eziste um valor unico Ay para cada N > 4 tal que, para A < Ay, o indice
de Morse da funcgao (3.4) para o poligono reqular no espago de configuragao quociente Cy
€ N—5, e o indice de Morse é N—3 para A > Ay. Além disso, os Ay sao monotonamente
decrescentes em N com

N—oo

E proposta uma aproximacao de Padé para ajustar os valores do expoente critico Ay
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como funcao do ntmero de vértices N, cujo erro relativo mostrou-se inferior a 1% para

5 < N <200, segundo a referéncia,

2N3 —2.46N? +0.713N —91.5

Anv ~ .
N TN3 Z33N2—17.17N +58.5

(3.38)

Na Figura , apresentamos o grafico de (3.38) juntamente com os valores que obti-

vemos para 5 < N < 15, mostrando-se adequada a aproximagao.

6 8 10 12 14
N

Figura 3.3: Gréfico da fungao (3.38|) proposta pela Conjectura(l}, e os valores do expoente
critico Ay, para 5 < N < 15, obtidos com tratamento numérico.

No entanto, ao observar o caso do hexdgono com detalhes, vemos duas mudancas do
indice de Morse, Indy (A, N), com o a variagao de A. A primeira ocorre em A; ~ 2,97 e

a segunda no valor indicado em (HAMPTON]| 2019)), Ay ~ 4,87. A Figura|3.4|ilustra este

comportamento. Portanto a Conjectura [I] ndo ¢ verdadeira exatamente na forma como

estd proposta.
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3.0
257
20r

Indy(A,6)
1.5¢

1.0

0.5¢

2 3 4 5 6
A

Figura 3.4: Indice de Morse para a configuracdo hexagonal em funcao do expoente A.

E uma curiosidade interessante que A; (para a Conjectura|l)) seja exatamente igual a

4.

Lema 3.4.2. \(7,2, —)|a=4 € exatamente igual a 0.

Demonstracao. Temos as formulas explicitas (3.19)),(3.20) e (3.21), a partir das quais

podemos calcular os autovalores da hessiana da funcao (3.4). No caso N = 7, sabemos

que
—1="= <COS (E> + I'sen (E>>7
- 7 7
— ¢ (64¢® — 112¢* 4 56¢% — 7) + I'sen (g) (648 — 80c* + 24¢% — 1),
onde usamos a notac¢ao ¢ := cos(m/7). Vemos que este cosseno ¢ uma das raizes do

polinémio ¢ (64¢® — 112¢* + 562 — 7) +1 = (¢ + 1) (8¢* — 4c2 — 4c + 1)%, qual seja,

™ 7 7\3 7 1

coS (—) = (—]I\/_— —) + =+ —.

7 144 432 5 06
36 (7531V3 — 355)°

Essas identidades nos permitem simplificar:

3 . .
4 4
Polaeaer = S [ (3 o0 () ) =24 200 ()

J=1
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com 0 = /7. Da mesma forma, vemos que

3 . .
4 2
Qulaeiner =23t (1= (7)) (e (7))

j=1
1< 4375

= (cos(207) + 2) cot*(8j) = S

J=1

3 . .
8 2
Soola=aN=7 = 2131 ]E:1 sen (%‘7) sen (%‘7) uaj

3
1 [214375

=—1I 207) cot?(05) = Iy _
= jEZl cos(2607) cot“(07) 198

Logo:

AT7,2,—)|aza= <P2,2 + Qa2 — \/(P2,2 — Q22)? — 45%,2) = 0.

N —

]

Como estamos estudando a estabilidade no sentido do indice de Morse, vale destacar
a existéncia de outra nocao importante de estabilidade: a estabilidade linear, baseada na
analise dos autovalores da linearizacao do sistema em um referencial em rotacao. Essa
distingao é bem ilustrada pelo exemplo classico da configuracao de Lagrange, formada por
um tridngulo equiladtero com trés massas iguais. Essa configuracao é estavel no sentido
do indice de Morse. Entretanto, como discutido na Sec¢ao 3.2 de (MOECKEL, [1995), a

configuragao de Lagrange ¢é linearmente estavel se, e somente se,

27(m1m2 + mims + mgmg) < (m1 + mo + m3)2. (339)

Em particular, se as trés massas sao iguais, como consideramos nesse trabalho, a equacao
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(3.39)) é equivalente a 3* < 3%, e portanto falsa. Em outras palavras, embora a configuracio
de Lagrange seja estavel no sentido do indice de Morse, com indice igual a zero, ela nao

satisfaz, em geral, os critérios de estabilidade linear, o que evidencia a diferenca entre

essas duas abordagens.



Capitulo 4

Extensao para Configuracoes

Simétricas Empilhadas

Neste capitulo, propomos uma extensao natural do estudo de configuracoes centrais
simétricas ao considerar arranjos empilhados de particulas que preservam as simetrias po-
ligonais. O objetivo é investigar como a inser¢ao de massas adicionais em posi¢oes centrais
ou sobrepostas a outras configuragoes classicas afeta a caracterizacao dessas configuragoes
como centrais, bem como os valores associados ao indice de Morse.

Nao conseguimos obter resultados gerais sobre o indice de Morse dessas configuragoes,
como feito no Capitulo [3] assim resolvemos analisar configuragoes empilhadas com poucos
corpos, obtendo resultados caso a caso de forma a sugerirmos conjecturas.

Neste contexto, definimos a nocao de configuragao central empilhada, conforme des-

crita em (HAMPTON] 2005).

Definicao 4.0.1. Uma configuragao central com posi¢oes r1,---,rn € chamada de em-
pilhada se existe um subcongunto proprio {ry,---,ry} C {ri,---,rn} com k > 3, que

também forma uma configuracio central.

76
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4.1 Configuracoes Centrais Poligonais com Massa Cen-
tral

Consideremos uma configuragao composta por N massas m; = mg = +-- = my = m,
com m = 1 sem perda de generalidade, posicionadas simetricamente sobre os vértices de
um poligono regular de N lados, com uma massa adicional mg localizada no centro do
poligono, ou seja, na origem do sistema de coordenadas, conforme ilustrado na Figura[4.1]
Além das configuragoes do tipo piramide dupla estudadas por (ZHANG; ZHOU| 2001),
esta ¢ uma das configuragoes empilhadas conhecidas em que o corpo adicional esté lo-
calizado no centro do poligono, conforme discutido por (FERNANDES; SILVA; VIDAL
2025)).

Figura 4.1: Configuragao com massas mq,..., my em poligono regular e uma massa
central

Pela equagao (1.2), temos M = N + my. A partir das expressoes para o momento de
inércia e o potencial, dadas por ([1.10) e (1.11)), obtemos:

N

_ E 2 2
i=1
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Substituindo I e U na expressao de f (3.4]), temos:

N+m N 1 N 1 N m
0 0
f——T<E 7‘@-2+mo7“12v+1>+—12<5 _H‘F‘ 42)

1<i<k Tik

i=1 J
N N N N

N 2 2 N + myg 1 1 m()
= — T+ = 27}“‘— morNH—l— Z T T )

2 — 2 2 A 2 S Tk A— 2 — rj N+1

reorganizando, temos:

N+m 1 Noom m

_ 0. 2 0 Mo
f_T morNH—i-A_Q. Z + = ZT+ A=
j=1 JN+1 1<z<k Tik
fo n

Observa-se que f; corresponde exatamente a forma da fungao utilizada para configu-
ragoes centrais com N massas iguais, conforme discutido no Capitulo [3} Ja f, representa

a contribuicao da massa central mg sobre a configuracao total. Assim,

f= f0+—z7“ + fi.

Dessa forma,

N
VfZVfo+%-v (Zﬁ) + VS

Conforme discutido no Capitulo , denotando por Xog = (Ry, -+, Ry, Rn11) 0 vetor
cujas coordenadas sao as posicoes [?; dos corpos na configuracao central, sabemos que
o vetor (Ry,---, Ry) consiste apenas nos vértices do poligono regular, o que forma uma
configuracdo central em R?Y. No entanto, encontramos a dificuldade de que nao é pos-
sivel anular ambos Vf(Xy) = 0 e Vf1(Xy) = 0 com o mesmo vetor Xy, ha um fator

multiplicativo entre os dois pontos criticos. De fato, temos que

(Zr ) (2ry,2r9, -+, 21N, 0),
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dfo morj
7,N-+1 .
i e paraj=1,..., N,
rj |7y N+1]
afo moTj N+1

rjne1]t

N
= (N + mg)mor —
ey = O+ mamara =3

de modo que o gradiente de f, sobre o ponto critico, pode ser reescrito como:

i T1,N+1 T r Ry 7
—MmMy————— + My’ =
0 |71 v A ot IE + Iy
Vf(Xo) = INN+1 + Vfi(Xo) = mg no + V f1(Xo),
—mg—A—i—morN __N_|_R
vl Ry|A N
N ToTjN+1
(N +mg)moryi1 — ijl mj—+1|A i 0 |

o que deixa claro que X, nao pode anular ambos os gradientes se |R;|# 1.

Assim, podemos prosseguir com o calculo da matriz hessiana da funcao f,
Hessy = Hessy, + mg - Ion + Hessy, .

Verificamos que, ao calcular essa hessiana novamente em coordenadas polares, na
ordem (71,79, ,rn,01,02, -+, 0n,rN11,0N11), & fungdo fo tem pouca contribui¢do no
resultado final. A matriz resultante tem um primeiro bloco N x N com o mesmo formato

de (3.17)), o qual pode ser diagonalizado por blocos, novamente, usando uma matriz similar

a usada em ((3.18]), para obtermos

(7, 0 ... 0 BT ]
0 Hy, -~ 0 BF
Hessp= | @ . : ) (4.1)
0 0 -.- Hy BEL
| Bi By --- By Bnyi]

onde todos H; sao blocos 2 x 2 analogos aos usados no Capitulo , e B; também sao

blocos 2 x 2 mas com segunda linha nula. De fato, vemos imediatamente de (3.16)) que as
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derivadas parciais

0% f A
———— = MmN 1T ]é+%riTN+1 [—ATZ-TNH sen® (O — 0;) + T?NH cos(Ony1 — 61)}
00,00n 11 ’ ’
(4.2)
se anulam em ry,; = 0, para todo ¢ = 1,---, N, sendo esse o motivo para que em (4.1)

as ultimas linha e coluna se anulem e, portanto, tenha pelo menos um autovalor nulo a
mais que no caso poligonal.

Apesar da estrutura relativamente simples, como a que estudamos no Capitulo [3], os
blocos B; nao nulos influenciam nos autovalores dessa matriz hessiana, impedindo que a
matriz seja desacoplada como antes. Essa dificuldade impacta diretamente no célculo dos
autovalores da matriz, o que, por sua vez, torna mais complexa a determinacao direta do
indice de Morse.

No contexto das configuragoes estudadas, é importante compreender como a matriz
hessiana da funcao f atua sobre o vetor de posi¢oes r. No Lema [4.1.1] mostramos que
r = Xo, sendo um autovetor da hessiana, é associado a um autovalor positivo proporcional

& massa total do sistema.

Lema 4.1.1. Considere um sistema de massas myy1 e my = --- = my = 1, dispostas nos
vértices de um poligono reqular de N lados, juntamente com uma massa my41 localizada
no centro do poligono. Seja r = Xy € R*V o vetor que representa as posicoes dessas
massas, de forma a ser ponto critico de f. FEntao, o vetor r é autovetor da matriz

hessiana Hessy, associado ao autovalor positivo o = AM > 0, isto ¢€,
Hesss(r)-r = or,
onde A > 2 € o grau do potencial homogéneo considerado e M = Zf\il m; +myy1 € a

massa total do sistema.

Demonstracao. Considere a funcao

N+1 N+1

mim;
f(r Zmzlrz‘ + Z Ir; — TJ|A 2
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Ao avaliar f em (1 + \)r, obtemos:

N+1 N+1

1+)\2A m;m;
2 )
FI+ M) = (14 A)? Zmz|n| Z o——

_/rj

Sabemos que o vetor r é um ponto critico de f, isto ¢, Vf(r) = 0. Assim,

(r+ Ar) =Vf(r)-r=0. (4.3)
oA A=0
Calculando explicitamente a derivada:
9, MR (r+ M)A T2 mymy
(r+X)| == [(r+A)2=Y myr;*+ L
3>\ A=0 8)\ 2 ; A —2 i<j |7"Z' — T’j’A 2 A=0
N+1 N+1 —
2
— M Z malri’ =) P ’JA . (4.4)

1<J
Comparando (4.3) com (4.4), concluimos que:

N
mg;my; — Mzmz|r7,|2: ]\4]\7[/27
— |ry — |42 :
1#] i=1

onde L ¢ o raio do poligono regular formado pelas massas.

Além disso, pela definicao da matriz hessiana, temos:

0

O

0

Vf(r+Mr)-r= Hess;(r)r)-r = o|r|?
A= OH

A=0

fr—+ A+ pur) =
n=0

9
B

onde o é o autovalor associado ao autovetor 7.

Calculando a segunda derivada,

N+1

9 (14+ A+ p)* mim;
olrf =25 -] [(LHA+p)? malr?+ L
OAs—o 01 p=0 Z A-2 ; |7 — 1] A2
N+1
e |7“ —7“]|A 2 '
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Como |r)>= V2 = NL?, segue que:
N
olrP’= AMNL? = oc=AM=A <Z m; + mN+1> .
i=1

Isso conclui a demonstracao. O]

4.2 Configuracoes Poligonais de Vértices com um Vor-

tice Central

4.2.1 Triangulo Equilatero com Vértice Central

Neste caso, consideramos N = 4 corpos, dos quais trés possuem massas iguais m; =
me = mg = 1 e estao distribuidos simetricamente em torno da origem, com mesma
distancia radial L, formando um tridngulo equilatero. Utilizamos coordenadas polares
para descrever as posicoes dessas massas, o que facilita a representagao simétrica da
configuragao. A quarta massa, my, esté localizada no centro, coincidindo com a origem
do sistema, como ilustrado na Figura [4.2]

Para a analise algébrica e do comportamento dos autovalores da matriz hessiana as-
sociada a essa configuracao, utilizamos o software Mathematica, que permitiu realizar os

calculos de forma simbolica e numérica.

mo
@
o ® Ny
My
&
ms3

Figura 4.2: Configuracao geométrica do caso N = 4 com my central.



33

As posic¢oes dos corpos sao dadas por:

L V3 L 3
q1 = (L,0,0), g2 = ( _L70> ) q3 = <__7 __L70> € g1 = (0,0,0)

927 9 27 9

Utilizando a Equagao ([1.10) para o momento de inércia total da configuracao e subs-

tituindo as coordenadas dos vetores r; obtemos:

| Nkl
I = i Z kamjrz’j =3L°.

k=1 j=1

.

Substituindo as posi¢oes dos vetores r; na equagao (3.2)), o potencial logaritmico da

configuragao fica:
N k-1 5
U= % mymylogry =~ (10g(3) +2(my + 1) log(L))..

k=1 j=1
j<k

Os pontos criticos de f, dada por (3.4]), sdo encontrados a partir das equagoes

V,f=0, parai=1234,

que sdo equivalentes a uma tnica equagao escalar, —1 + 3L? + (=1 + L?)my = 0, cuja

solugao positiva é

Calculando sua hessiana sobre o ponto critico, em coordenadas cartesianas, obtemos

a matriz

Hessf: [Cl Cg 03 04 05 C@ 07 Cg ) (45)



onde cada coluna C} ¢ dada explicitamente por

[9 -+ 19my + 6m3 ] I T _ 9t T
3(]. + m4) 3 My 3 + My
0 3%1 + my) 2v/3(1 4 my)
_9+7m4 + my 9+8m4+3mi
6(1 + my) 2v/3(1 + my) 6(1 + my)
34+ my 3+ dmy 3+1Om4+3m?1
_ | 2v3(1+m _ | 6(+m |
Cr= B 9(+ 7m44) , Go= <3+ m44  G= 2\/_8 - ma)
6(1+ my) 2\/_( +m 31—|—m
__ 34m _3+5m44) (o )
2v/3(1 4+ my) 6(1 + my)
2my (2 + my) 0 _ (L ma)my
1+ 2(1 + my)
0 2m V3mu(3 + my)
- - L LAme L 2(1+my)
[ 34my ] i 9+7m4 T [ 3+m
34 5my +m4 3+ 5my
6(1 + my) 2[& + my) 6(1 + my)
3+ 10my + 3m3 0
2v/3(1 + my) 3<1+m4) 6 -+ 4my
2 - -
15 + 28my + 9Imj 0 3(1 + ma)
04 = 6(1 + m4) s 05 = 9+ 8my + 3mi , Oﬁ = 3+ 10my4 + 3m?1
_ 6+4my 3+ 10my + 3m3 15 + 28my + 9m3
3(1 + my) 2v/3(1 + my) 6(1 4 my)
V3my (3 4 my) (=14 my)my B V3my (3 4+ my)
2(1+m4) 2<1+m4> 2(1+m4)
~ my(5 + 3my)  VBma(3 4 my) ~ my(5 4 3my)
2(1+m4) i i 2(1+m4) 1 L 2(1+m4)
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[ _2m4(2 + m4) ] [ 0 T
1+ my 2m4
0 1 + my
(14 ma)my V/3ma(3 + my)
2(1 4+ my) 2(1 4+ my)
V3ma(3 + my) ~ ma(5 + 3ma)
- — 2(1 4 my) = 2(1 +my)
Tl CLbmgma |0 B3+ my)
2(1 + ma) 2(1 + ma)
_ \/§m4(3 + m4) _m4(5 + 3m4)
3m4 0
0 3my

A matriz hessiana é muito complexa para se obter diretamente seus autovalores. Para
facilitar a obtengao desses autovalores, utilizamos uma base apresentada em (MOECKEL]
1995), o qual lida com a estabilidade linear de configura¢oes simétricas no problema de
N corpos. Essa base aproveita as simetrias da configuracao e permite decompor o espago

em blocos menores, como no Capitulo [3]

Os vetores dessa base sdao da forma v = (vq,vy,---,vy,0,0), v =
(V/17V/27 T aV§Va 07 0) € R2N+2a W = (W17W27 o, Wi, Oa 0)7 W/ = (W/la W/Qa e 7W§V7 07 0) €
R2V*2 " além dos vetores eany 1 = (0,0,---,0,1,0), eayio = (0,0,---,0,0,1), sendo suas
componentes

cos(6 cos(6

Vi = coS(Ok) (6) , wy, = sen(6y) (6) ,
sen(6y,) sen(6y,)
—sen(# sen (6

v}, = cos(0y) (6e) ; wy, = sen(f) (6) ,
cos(b) — cos(0)

onde Oy =2E k=1,...,Nel=0,1,...,[N/2].
Como demonstrado em (MOECKEL| 1995)), os vetores v,v', w, w’, s@o linearmente

independentes para 0 < ¢ < |N/2], exceto dois deles quando ¢ = 0 e mais dois deles
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quando N é par e £ = N/2. Em qualquer um desses casos, concluimos que esses vetores,
juntamente com esy,; € €ynyo formam uma base de R*Y*2. Mais do que isso, o Lema
3.1 de (MOECKEL] [1995) garante que subespagos gerados por pares de vetores dessa
base sao invariantes pela matriz hessiana. Esse resultado permite decompor o espaco de
deslocamentos R?¥*2 em subespacos invariantes associados a cada valor de ¢, reduzindo
a analise espectral a problemas de menor dimensao.

Uma formulagao mais geral desse resultado, que se aplica a quaisquer configuragoes
centrais simétricas, com respeito a algum subgrupo de simetria de R?, é apresentada por
(LEANDRO, [2017)), utilizando ferramentas da teoria de representagoes do grupo diedral
Dy. Nesse contexto, os vetores que geram tais subespacgos sao obtidos a partir de opera-
dores de projecao associados as representacoes irredutiveis do grupo, permitindo descrever
novamente uma base adaptada a simetria que diagonaliza por blocos a matriz de esta-
bilidade. Nao abordaremos neste trabalho os detalhes da construcao e das propriedades
completas dessa base. Utilizaremos apenas a adaptacao da base do N—agono como uma
ferramenta para reescrever a matriz hessiana em blocos menores.

Dessa forma, arranjando os vetores na ordem adequada, obtemos a matriz de mudanca

de base

(1 0 1 0 0 0 0 0

o 1 0 0 0 0 1 0

e A T T e .

B e i i L N B S

A T e

S T St S SR S

o 0 0 0 1 0 0 0

(0o 0 0 0 0 0 0 1

A matriz hessiana original é transformada para uma forma muito mais simples, com-
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posta por blocos menores e repetidos

Hy = BJ\? - Hessy - By

ap 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 11 Gi12 A13 0 0 0
" - 0 0 a1 agzp a3 0 0 0
0 0 az1 azz ass 0 0 0
0 0 0 0 0 11 Q12 G13
0 0 0 0 0 Q21 G292 0423
0 0 0 0 0 az1 az2 Aass3
com os blocos 3 x 3 definidos por:
" 3+ 11my + 4m3 3 " 2my (2 + my)
= a _ — e ——
11 2<1+m4> ) 12 27 13 1+m4 )
3 33— my 2my
Ay = ——, Q99 = —————— Qo3 =
21 27 22 2(1 +m4)7 23 1 +m47
3m4(2 + 77’L4) 3m4 3
a = - a == a = OMMy.
31 1+ my ) 32 1+ my ) 33 4

Essa forma evidencia dois blocos idénticos de ordem 3 X 3, o que torna o calculo
dos autovalores muito mais simples. Os blocos restantes tém um autovalor zero e outro

conforme o Lema [4.1.1]

3+ 11my + 4m} 3 2my(2 +my)
U N _3 3 — my 2m4
O 2 2(1 + my) 1+ my
_3m4(2 + m4) 3m4 3m
1+my 1+my !

A fim de investigar os autovalores desse bloco, calculamos seu polindémio caracteristico.

det(%gxg — )\[) = A )2 p()\),

(1+m4
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onde p(A) é um polindémio de grau 2 dado por:
p(A) = ar? + bA + ¢,
com coeficientes:

a=(1+m4)2 > 0,
b= —(1 + m4)2(3 + 5m4) < O,

c = —4my(—=3 + 2my +mj3).

O sinal de ¢ depende do valor de my4. Para analisé-lo, consideramos a equacao qua-

dratica:

—3+2m4+mi:0 = ms=-3 ou my=1.

Para my > 1, temos —3 + 2my + m2 > 0. Isso significa que o produto das raizes do
polinémio p(A) é negativo, implicando que ele possui uma raiz positiva e uma raiz negativa.
Refor¢amos aqui o fato de que todos autovalores da hessiana sao reais, desde que é matriz
simétrica. Além disso, como o determinante do bloco Hsy3 possui o fator A\, a matriz
apresenta trés autovalores: um nulo, um positivo e um negativo. Por fim, como a matriz
hessiana transformada é composta por dois blocos idénticos de ordem 3 x 3, cada um
contribuindo com exatamente um autovalor negativo, concluimos que o indice de Morse
da matriz hessiana completa é igual a 2. No intervalo 0 < my < 1, =3 + 2my +m3 < 0,
portanto ¢ > 0, com b < 0, portanto ambas as raizes sao positivas. Lembramos que no
caso especial my = 0, o Teorema garante que o indice de Morse da configuracao é
igual a zero, conforme acabamos de obter.

Seguindo a mesma estratégia adotada para o caso do tridngulo com uma massa central,
analisamos os casos com N = 5 até N = 9, onde uma das massas esta posicionada
no centro da configuracao. Para cada valor de N, aplicamos o mesmo procedimento:

construimos a matriz hessiana associada a configuragao central, diagonalizamos de forma
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simbolica com a ajuda do Mathematica, e determinamos o indice de Morse correspondente.

Além disso, com o objetivo de validar a consisténcia do método, verificamos que ao
fazer my,1 = 0, isto é, ao remover a massa central, recuperamos exatamente a configura-
¢ao simétrica do poligono regular com /N massas. Nesses casos, o indice de Morse coincide

com o Teorema [3.3.3] conforme esperado.

4.2.2 Quadrado com Voértice Central

Neste caso, consideramos quatro massas de valor unitario (m; = my = mg = my = 1)
dispostas simetricamente nos vértices de um quadrado regular, com mesma distancia
radial L em torno da origem. A quinta massa, ms, é colocada no centro da configuragao,
coincidente com a origem. Como nos casos anteriores, utilizamos coordenadas polares
para representar as posicoes das massas periféricas, aproveitando a simetria do sistema,

como ilustrado na Figura

my

Figura 4.3: Configuragao geométrica do caso N =5 com mj central.

Utilizando o Mathematica, construimos a matriz hessiana da fungao fy—s, levando em
conta a interagao entre todas as massas. A forma simplificada da matriz hessiana obtida

é a seguinte:
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2(4+ms) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 + 15ms + 4m? ms(11 + 4ms)
0 0 ———= —2 _ 0 0 0 0 0
3+ 2ms 6 35+ 2ms
—ms s
0 0 —2 0 0 0 0 0
) ' 3 JE] 2ms 3+ 2ms
5(11 5 1 5
0 _2ms(11+dms) - _10ms 4ms 0 0 0 0 0
3+ 2ms 3+ 2ms
Hives = 00 0 0 0 4d+ ms) 0 0 0 0
3+ 2ms )
18my + 4mz
0 0 0 0 0 0 8+ 18m; + dmg 0 0 0
3+ 2mg y ( )
6 + 15mg + 4m? ms(11 4 4ms
0 0 0 0 0 0 0 _ -2 _—
3+ 2ms G 3+ 2ms
—ms 5ms
0 0 0 0 0 0 0 —2
) L 3 JBQWS 3+ 2ms
5(11 + dms)  10ms
0 0 0 0 0 0 0 _2ms(11 + dms) s Ams

3+ 2ms 3+ 2ms

De forma anéloga, temos o autovalor positivo fornecido pelo Lemal4.1.1|e um autovalor
nulo na diagonal, como esperado pela simetria do problema. Além disso, identificamos
mais dois autovalores claramente positivos, restando, entao, dois blocos 3 x 3 idénticos,
cuja analise detalhada permite determinar os demais autovalores da matriz hessiana.

O bloco 3 x 3 resultante da matriz transformada assume a forma

6 + 15ms + 4m? ~ms(11 + 4ms)

)
U . _9 6 — ms 5m5
X3 3+ 2ms 3+ 2ms
2m5(11 + 4m5) 10m5 4
— m
3+ 2ms 3+ 2m; >
O polinomi teristico desse bl iaf A (\) (\)
0Ol1nomio caracteristico aesse OCO possul a Iorma, —m——— , com =
P P B+ 2me2 P b

al? + b\ + ¢, e os coeficientes dados por:

a = (3+2ms)* >0,
b= —2(342ms5)*(2 +3ms) <0,

c = —5ms(—36 4 Tms + 4m2).

O termo ¢ muda de sinal conforme o valor de ms. Resolvendo —36 + 7ms + 4m§ =0,
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obtemos:

9

ms=—4 ou my5=-.

4
Portanto, ¢ < 0 para ms > T o que implica que o polinémio p(A) possui uma raiz
positiva e uma negativa. Com isso, concluimos que, nesse intervalo, a matriz Hsy3 possui
um autovalor positivo, um negativo e um nulo, exatamente como no caso anterior. Con-
cluimos que o indice de Morse total da configuraciao quadrada é igual a 2 para ms > 9/4.
Para 0 < mj < 9/4, ¢ > 0 e b < 0, portanto os dois autovalores sao positivos e o indice

de Morse é zero, como no Teorema [3.3.3

4.2.3 Pentagono com Voértice Central

O problema do pentagono de vortices, com vortice central é ilustrado na Figura [4.4]

ma

ms

Figura 4.4: Configuracao geométrica do caso N = 6 com mg central.

Utilizamos o Mathematica para construir a matriz hessiana da fungao fy—g, consi-
derando todas as interagoes entre os corpos. No entanto, essa etapa exigiu um esforgo
computacional significativamente maior, pois a funcao resultante carregava expressoes
com diversas raizes, especialmente envolvendo /5, o que dificultou a simplificacdo sim-

bolica. Apos sucessivas manipulacoes, foi possivel obter a forma final da matriz hessiana,



apresentada abaixo

(w4, 000 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 as3 asa azs O 0 0 0 0 0
0 0 ag3 asa ass O 0 0 0 0 0
0 0 asy asq ass 0 0O 0 0 0 0
000 0 0 0 ag O 0 0 0 0

Moo=
000 0 0 0 a7z 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 as 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 ag 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 awow awon
00 0 0 0 0 0 0 0 aou anu
0000 0 0 0 0 0 0 g anwe

com os elementos nao nulos dados por:

(1171 = 2(5 -+ m6),
80(299537289 + 133957148+/5)(10 + 19mg + 4m2)

3 3 VB3 (T + 3v/3) (47 + 21v/5) (360 + 161v/5)2(2 + mg)
3,4 = Q4,3 = A10,11 = A11,10 = _ga
ass = aip,12 = _Ma
’ ’ 2v/2(2 + mg)
as3 = a12,10 = —5\/§m6(7 i 2m6)>
’ ’ 2+ mg
Gy = — 20(87403803 + 39088169\/3)(—10 + mg)
’ (3 +/5)3(47 + 21/5)(360 + 161v/5)2(2 + mg)
B B 3mg
Q45 = A11,12 = m,
15v/2mg
as54 = Q1211 = Tmﬁ’

as5 = Q12,12 = HMg,

o o O o o o o o o

410,12
a11,12

a1212
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ag,6 =
Q77 =
agg =
ag9 =
10,10 =

ailil = —

Nesta configuracao, um dos autovalores positivos esta garantido pelo Lema [4.1.1] e
outro nulo, dada a simetria por rotacao dos pontos criticos. Além desses, observamos
diretamente quatro autovalores positivos adicionais, associados as entradas diagonais agg,

a7, agg € agg. Com isso, restam dois blocos de ordem 3 x 3, quase idénticos, mas diferindo

384(37325880 + 166926411/5) (5 + m)

(3 +/5)3(5 4 3v/5) (47 + 211/5)(123 + 55v/5)2(2 + mg)
40(969323029 + 433494437/5)(5 + 11mg + 2m2)

40(87403803 + 39088169+/5)(5 + 11mg + 2m2)

(2 +V/5)3(7 4 3v/5) (47 + 211/5) (445 + 199v/5)2(2 + mg)

(3 + v/5)3(47 + 21V/5)(360 + 1611/5)2(2 + mg)’
2 + meg

20(87403803 + 39088169+/5) (10 + 19ms + 4m2)

(3 4+ v/5)3(47 + 211/5)(360 4 1611/5)2(2 + my)

Y

80(299537289 + 133957148v/5)(—10 + mg)

nas duas primeiras entradas da diagonal principal. No entant

polindémios caracteristicos, verificamos que eles coincidem, o que implica que esses blocos

compartilham o mesmo conjunto de autovalores.

az3

By = |asgs

5.3

10,10

By = 11,10

12,10

az4 a3z

Qg4 Q45

G54 0455

10,11
11,11

12,11

410,12
a11,12

12,12

)
as;3 —5
5)
—5 aq.4
5v2mg (7 4 2mg)  15v/2mg
2 —I— me 2 + me
[ 5}
10,10 —5
5)
—5 11,11

5v2mg (T 4 2mg)  15v/2my

(3 +V5)3(7 + 3v5) (47 + 21v/5)(360 + 161v/5)2(2 + mg)

0, ao analisarmos seus

_ m6(7 + 2m6)'

2v/2(2 + mg)

3m6
V2(4 4 2mg) |

5m6

m6(7 + 2m6) i

_2\/5(2 + mg)

3m6

2—i—m6 2+m6

5m6
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O polinomio caracteristico de cada bloco 3 x 3 possui a forma A - p(\), com
p(A\) = ar? + bA + ¢,
onde os coeficientes sao dados por:

a:(2+m6)2 > 0,
b= —(2 + m6)2(5 + 7m6) < O,

c = —6mg(—20 + mg + mg).

Observa-se que o termo ¢ muda de sinal conforme o valor de mg. Temos que ¢ < 0
sempre que mg > 4, o que implica que nesse intervalo, o polinémio p(\) possui uma raiz
positiva e uma negativa. Dessa forma, o indice de Morse da configuracao com N = 6 é
igual a 2 para mg > 4. Por outro lado, ao considerarmos 0 < mg < 4,c>0e b <0, e
como estabelecido no Teorema [3.3.3, essa configuracao apresenta indice de Morse igual a

Zero.

4.2.4 Hexagono com Voértice Central

O problema do hexagono de vortices, com vortice central é ilustrado na Figura [4.5]

ms ma

ms me

Figura 4.5: Configuragao geométrica do caso N = 7 com my central.

Devido a complexidade das expressoes envolvidas, foi necessario realizar diversas sim-
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plificacoes até se alcangar a forma final da matriz hessiana, mas ainda de forma simbdlica.

[e=]

0 O
0 0 0
a33 az4 ass
a43 Q44 Q45
as53 as4 ass

Q

-

i

K
OOOOOOOOOOOU%

[=ie)oloie)

I

OOOOOOOO%

[=leloloioloN]

Q

OOOOOOO:OOOOOO
IS

S)
O
oo
)
OO0 O0OO

cocoocobs

3
[eNoloNelofolofaYelel]

[=ReleNolelo)olelolele)
[=ReleNolelo)olelolele)

S
iy
S OO OO0 OoOOOoOoO0O

11

a12,12 @12,13 @12,14
13,12 Q13,13 Q13,14
Q14,12 Q14,13 @14,14

SO0 O0ODOOOOOOOO0O

[Nl NN oo}
[=NeloloNelo N oo
[=NeNoNoNaNoNoloNo)
OO OO o0

com os elementos nao nulos dados por:

15 + 23my + 4m?

aig =2(6+my7), ass = aiz12 =

5+ 2m7
a3 4 = Q4,3 = (12,13 = 13,12 = —3,
a3s5 = a12/14 = —M 53 = Q14,12 = _3m7(17 i 4m7)
’ ’ 5+ 2m7 ’ ’ ’ 5+ 2m7 ’
15— my Tmsy 21my
Qg4 = m, Q45 = Q1314 = m, a54 = Q14,13 = m
9(6 + m7) 12 + 26my + 4m?
a55 = Q14,14 = 6my, g6 = m7 Q77 = 5+ 2m- )
78 + 25my + 2m2 V3(—18 + 9my + 2m2)
agg = 10 + 4m- , agi1o0 = A10,8 = 10 + 4m; )
Gog — 8(6 + my) it — 42 + 43my + 6m?
’ 54 2my; ] ' 10 4 4m ’
6 + 25my7 + 4m? 15 — my
11,11 = 5+ 2my , 1313 = m

Novamente, o primeiro autovalor positivo é o previsto pelo Lema [L.1.1], e outro é
nulo, pelas simetrias do sistema. Além disso, identificamos diretamente trés autovalores
positivos adicionais, associados as entradas diagonais, ag ¢, az7 € a11.11-

Restam, entao, trés blocos de ordem 3 x 3: o primeiro deles aparece duas vezes de

forma idéntica, enquanto o segundo corresponde ao bloco central da matriz.
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[15 + 23my + 4m? _3 ~mg(17 + 4my) ]
U . _3 15 — mry 7m7
S 5+ 2my, 5+ 2my
3m7(17 + 4m7) 21m7
- 6m7
L 5+ 2m7 o+ 2m7 J
78 + 25m; + 2m2 0 V3(=18 4 9myg + 2m32) |
10 + 4my ( ) 10 + 4my
~ 8(6 + mr
Haxs = 0 —_— 0
3x3 5+ 2m7
V3(—18 4+ 9my + 2m2) 0 42 + 43my + 6m?
10 + 4my 10 + 4my

O polinémio caracteristico associado ao bloco 3 x 3 da matriz Hszws tem a forma A-p(A),

com
p(A) = ar? + bA + ¢,
onde os coeficientes dependem do parametro m; e sao dados por:

a=(5+2m;)* >0,
b= —2(542my)*(3 +4m;) <0,

¢ = Tmyz (150 +my — 4m3) .

O polinémio na expressao de ¢ troca de sinal quando

25
150+m7—4m$:() = my;=-6 ou m7:Z.

. 25 . .
Portanto, o termo ¢ sera negativo sempre que m; > —, com a matriz Hsxs possuindo
Y 4 Y

um autovalor nulo. Concluimos que h& exatamente dois autovalores negativos associados

a esse bloco.
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Para a matriz 7:23><3, o polinémio caracteristico pode ser fatorado como
(A= M)*(A = Aa),

onde os dois autovalores, claramente positivos, sao dados por:

n o+ 2m7 ’
2(6 + 13my + 2m2)

Ay =
5+2m7

o que implica que a matriz Hsys contribui com nenhum autovalor negativo para a conta-
gem total.

Dessa forma, somando as contribuigoes dos dois blocos 3 x 3, concluimos que a hessiana
associada & configuragao com N = 7 possui exatamente dois autovalores negativos sempre
que my > % Portanto, o indice de Morse é 2.

Por outro lado, para 0 < m; < 25/4 o indice de Morse fica igual a zero, como na

configuracao hexagonal de vortices.

4.2.5 Heptagono com Voértice Central

O problema do heptagono de vortices, com vortice central é ilustrado na Figura [4.6

Figura 4.6: Configuracao geométrica do caso N = 8 com mg central.

A anélise do caso com N = 8 apresenta uma dificuldade adicional. De acordo com
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o Teorema , a configuracao poligonal regular com sete massas periféricas (isto é,
mg = 0) é degenerada, o que significa que a matriz hessiana associada possui autovalores
nulos além dos triviais.

Apesar dessas dificuldades, foi possivel realizar os calculos com cuidado e extrair uma
estrutura matricial apropriada para o estudo do indice de Morse. A obtencao de uma
matriz reduzida com as simetrias corretas exigiu diversos refinamentos algébricos e uma

inspecao dos termos envolvidos, que apresentamos a seguir de maneira genérica:

a;j10 0O 0 O O O O O 0 0 0 0 0 0 0
000 O O 0O 0 0 o0 0 0 0 0 0 0 0
0 Oaszzazgaazs 0 O O O 0 0 0 0 0 0 0
0 Oagz aga ag5 0 O O O 0 0 0 0 0 0 0
0 Oaszasgaass 0 0 O O 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O O agsagr ags O 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O O avgarrarg O 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O O aggagy agg O 0 0 0 0 0 0 0
HfN—s = 000 O O O O 0 a9 O 0 0 0 0 0 0 ,
= 000 O O O O O O a0 O 0 0 0 0 0
oOoo0oo0 0 0 0o 0 o0 o0 0 ai1,11 0 0 0 0 0
000 0O 0O o O o0 o 0 0 ai2i2 O 0 0 0
000 0O 0O o 0 o0 o 0 0 0 aiziz O 0 0
Ooo0oo0 0 0O o 0 o o 0 0 0 0 ais1a O 0
o000 0 0O o 0 o0 o0 0 0 0 0 0 ai515 O
o000 O O o o o0 o 0 0 0 0 0 0 aie,16
com os elementos nao nulos dados por:
CL171 = 2(7 + TTLg),
31.5+51mg + 19.5m§ + 2m§
az 3 = Qg6 = )
(3 -+ m8)2
31.5 + 21msg + 3.5m3
a34 = Q4,3 = Ap7 = A76 — — )
9 ) ) 5 (3 + m8)2
ms(10.6066 + 5.65685msg + 0.707107m2)
ags = g8 = — )
’ ’ (3 + m8)2
31.5 + 9mg — 0.5m2
Q44 = Q77 =
(3 —+ m8)2 ’
mg(4.24264 + 1.41421mg)
Qg5 = Q78 = )
(3 + m8)2
mg(296.985 4 158.392mg + 19.799m?2
a = q, = 8
53 = agg = — )
(3 -+ m8)2
39.598mg
a5,4 = 5 a5,5 - a8,8 = 7m87
3+ msg

mg(118.794 + 39.598m5)
(3 + m8)2

ag7

Y
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105 + 50msg + 5m2
(3 +mg)?
mg (42 + 20mg + 2m3)
(3 + ms)?
126 4 60msg + 6m3
(3 + msg)?
21 + 52mg + 21m32 + 2m}
(3 4+ mg)? '

Q9,9 = 10,10 =

Y

11,11 = A12,12 =

1313 = Q14,14 =

Q15,15 = A16,16 =

Observamos que todos os autovalores associados as entradas diagonais separadas
da matriz hessiana sao estritamente positivos para mg > 0. Isso inclui os elementos
aj 1,99, 10,10, 11,11, 412,12, A13,13, A14.14, 1515 € A16,16, OS quais sao fungoes racionais posi-
tivas de mg. Dessa forma, esses blocos nao contribuem com o indice de Morse.

Os dois blocos 3 x 3 restantes da matriz hessiana possuem estruturas quase idénticas. A
unica diferenca entre eles esta nas entradas as 4 € ag 7, que apesar de distintas, nao afetam
a forma geral do polinémio caracteristico. De fato, a analise realizada no Mathematica

mostra que ambos os blocos compartilham exatamente os mesmos autovalores. Assim,

31.54+51mg+19.5m2+2m3 31.54+21mg+3.5m2 mg (10.6066+5.65685m5+0.707107m2)
(3+ms)? N (3+ms)? - (3+ms)?
H, = _ 31.5+421msg+3.5m3 31.5+9mg—0.5m32 mg(4.24264+1.41421mg)
(3+ms)? (3+ms)? (3+ms)? ’
_ ms(296.985+158.392ms+19.799m3) 39.598ms 7
(3+ms)? 3+ms 8
O termo constante do polindémio p(A), associado ao determinante dos blocos, é dado
por

—8(mg + 7)(mg + 3)*(mg — 9),

o que revela que o sinal do termo constante muda quando mg = 9. Isso implica que para
mg > 9 o polinémio p(\) possui uma raiz positiva e uma negativa. Como cada bloco
também possui um autovalor nulo, concluimos que ambos apresentam exatamente um
autovalor positivo, um negativo e um nulo. Concluimos que, para mg > 9, os dois blocos
contribuem juntos com dois autovalores negativos, obtendo novamente indice de Morse

igual a 2. Para 0 < mg < 9, todos autovalores sao positivos, exceto os nulos devido as
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simetrias, resultando no indice Morse nulo.

Por outro lado, ao considerarmos mg = 0, verifica-se a presenca de cinco autovalores
nulos na matriz hessiana, dois a mais do que o esperado com base apenas nas simetrias
do sistema, devido ao anulamento dos coeficientes a1; 11 = ai212 = 0. Tal fato reforca a

degenerescéncia da configuragao, em conformidade com o Teorema [3.3.3

4.2.6 Octégono com Vértice Central

O caso do octégono de vortices, com vortice central, foi o tltimo que consideramos. O
motivo é que este é o primeiro caso de configuracao poligonal nao degenerada, do Capitulo

Bl A configuragao ¢ ilustrada na Figura [4.7]

ms

mr

Figura 4.7: Configuragao geométrica do caso N =9 com my central.

Apobs a mudanga de bases adequada, a matriz hessiana resultante é de ordem 18 x 18,
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e pode ser representada genericamente na forma simbélica a seguir.

1200 0 0 0 0O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000 O 0 O O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Oazzasaazs 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Oa43a44a45 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Oas3a54as55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 a6, as,7 as,s O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 argarrarg 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 asge ag,7 ags O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0O O O O O agg agio O 0 0 0 0 0 0 0
Hyivo 000 0 0O O 0 0 0 a1 O 0 0 0 0 0 0 0 )
000 0 0O 0 0 0 O 0 a1 O 0 0 0 0 0 0
000 O 0 O O O 0 O 0 aiz12 O 0 0 0 0 0
000 O 0O O O 0O 0 O 0 0 a313 O 0 0 0 0
000 O 0 O O 0O 0 O 0 0 0 ai41a O 0 0 0
000 0O 0 O O 0O 0 O 0 0 0 0 as15 O 0 0
000 O 0 O 0O 0O 0 O 0 0 0 0 0 as16 O 0
000 O 0 O O 0O 0 O 0 0 0 0 0 0  ai717 a17.18
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  ais,17 ai18,18
com os elementos nao nulos dados por:
_ o 28+ 3lmg +4mj o my(23 4+ 4my)
ain =2(84+my), azs=ar;= , Q34 =A== —— 0
7+ 2m9 7 + 2m9
36mg
a3s = a53 = (78 = Ag7 = —4, (44 = Agg = 8Myg, 45 = U8 = 5 —,
7 + 2m9
28 — my 4mg(23 + 4my) 12(8 + my)
ass =488 = o——(=——, Qg7 = A43 = — g9 = ——
74 2mg’ 74+ 2mg T4+ 2mg
V2(—40 + 11mg + 2m2) 16 + 34mg + 4m?
Qg 10 = 10,10 =
7 + ng ’ 7 -+ ng ’
—8 + 31mg + 4m3 15(8 + my)
a11,11 = 12,12 = 1313 = Q14,14 = —5 5
7 + 2m9 ’ 7 + 2m9
2(—8 + 15mg + 2m2) 16(8 + my) -
1515 = 16,16 = —5 4 17,17 = A18,18 = my
7+ 2my ’ 7+ 2mg ’
(8 + mo) (=5 + 2my)
a17,18 = 418,17 — — .
7 + 2m9

Assim, identificamos trés autovalores negativos na matriz hessiana total, dados por

2(—8 + 15mg + 2m2)
7+ ng

—8 + 31mg + 4m3
7 —f‘ ng

AL = a15,15 = ,)\2,3 = 11,11 = A12,12 =

Todos sao negativos para mg € [0,1/4), o que inclui o caso mg = 0. Os autovalores Ay e
A3 passam a ser positivos para mg > 1/4 e A\ passa a ser positivo apenas para mg > 1/2.
Além disso, observamos que a matriz hessiana possui dois blocos 3 x 3 que, embora nao

sejam idénticos (pois suas entradas estao organizadas de forma distinta), compartilham o
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mesmo polinémio caracteristico. Um desses blocos é dado por:

28 + 31mg + 4m2  mg(23 + 4my)

—1
7 -+ 2m9 7+ 2m9
4mg(23 + 4my) 36my
Hsyxz = | — 8my —
7 + 2m9 7 + 2m9
A 9m9 28 — )
7T+ ng 7+ 2mg
O polinémio caracteristico associado a esse bloco tem a forma —m -p(A), com

p(A) = A% (2mg +7) 2 — 2\ (5mg + 4) (2mg + 7) 2 — 9mg (mg + 8) (4mg — 49) .

Dessa forma, um dos autovalores desse bloco é nulo. Os demais sao as raizes do polindomio
quadréatico p(A) com coeficientes dependentes de mg. A mesma anélise dos casos anteriores
se aplica a este polindmio, de onde concluimos que uma das raizes é sempre positiva, e a
segunda ¢é nula para mg = 0, positiva para 0 < mg < 49/4 e negativa para mg > 49/4.
Concluimos que o indice de Morse dessa configuragao nao tem um comportamento tao

simples quanto os anteriores, sendo
e Indy(8+1)=3para0<mgy<1/4,
o Indy(8+1)=1paral/4d<mg<1/2
o Indy(8+1) =0 para 1/2 < mg < 49/4
e Indy(8+ 1) =2 para mg > 49/4.

Com os exemplos analisados, observamos um padrao recorrente no comportamento
do indice de Morse ap6s a introdugao de um vortice central. Isso nos leva a seguinte

conjectura.

Conjectura 2. Para A = 2, considere uma configurac¢ao formada por N corpos de massas

tguais dispostas nos vértices de um poligono reqular e um corpo com massa My NO

centro. Eziste wma massa critica m3'y, > 0 tal que se myy1 > my't,, entao Indy (N +

1) =2.
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Dessa forma, a conjectura prevé que a introducao de um vortice central, estabiliza
o indice de Morse da configuracao para o valor 2, uniformizando o comportamento das
configuragoes para todo N > 3. Esse fendmeno é anélogo a ideia de massa dominante,
discutida por Moeckel no Problema 15 de (ALBOUY; CABRAL; SANTOS, |2012), onde
se conjectura que a presenca de uma massa muito maior que as demais pode estabilizar

configuragoes de equilibrio.

4.3 Configuracoes com Massa Central para A > 2

Nesta secao, estendemos a analise para configuragoes que incluem uma massa central
e interagoes determinadas por um potencial homogéneo com poténcia arbitraria A > 2.

Conforme a complexidade da configuracao aumenta, o processo de obtengao explicita
da matriz hessiana se torna mais desafiador. Para casos como o triangulo, quadrado e
hexagono com massa central, conseguimos obter e estudar detalhadamente a matriz e
seus autovalores. No entanto, configuragoes como o pentagono e o heptagono com massa
central apresentaram grandes dificuldades algébricas, mesmo com o uso do Mathematica,
tanto de forma simbolica quanto numérica. Por isso, optamos por nao apresentar esses

casos individuais, mas registramos aqui a limitacao enfrentada.

4.3.1 Triangulo Equilatero com Massa Central para A > 2

Mantendo a configuragao geométrica ilustrada na Figura [1.2] agora analisamos o sis-
tema sob a acao de um potencial homogéneo com expoente A > 2. A estrutura triangular
simétrica com uma massa central permanece a mesma, mas o novo regime de interagao
altera significativamente o comportamento dos equilibrios, especialmente em relagao aos
autovalores da matriz hessiana.

Seguindo a mesma linha de raciocinio adotada anteriormente para o caso A = 2,
conduzimos uma investigacao sobre os autovalores da matriz hessiana da funcao f. Como
o foco esta nos regimes com A > 2, os calculos tornam-se mais complexos e exigem maior

cuidado na manipulagao algébrica.



A matriz Hessiana diagonalizada por blocos fica

AB+my) 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 aszs ass azs O 0 0
2 - 0 0 as3 agqa as5 O 0 0
0 0 asz ass ass O 0 0
0 0 0 0 0 ase as7 Gog
0 0 O 0 0 are arr arg
0 0 0 0 0 age agr asgg

Os blocos 3 x 3 sao idénticos com as entradas:

9A+3(2—2-32 + A+4-32A)my +4-32 Am?

a3,3 = Q6,6 =

A(3 4 32my)
3(3A+ (—2+2-32 + A)my)
a3z 4 = G671 = — A )
4(3 + 37m4)
ma(3(1 — 32 + 32 A) + 32 Amy)
a3zs = g5 = — A )
34+ 32my
3(3A+ (—2+2-32 + A)my)
Qg3 = Q76 = — A )
4(3 + 3577'1,4)
9A+3(2—2-3% + A)ymy
Q44 = Q77 = A )
4(3 + 3?m4)
3(—1 432 )my
Q45 = A78 = A
34+ 32my
3my(3(1 — 32 + 32 A) + 32 Amy)
G453 = age — — A )
6+2-32my
9(—1432)my
54 = Qg7 = Y )
6+2-32my
2(301-2) 4 my)
3my (3 -2+ A
TTL4( + m4) ( + + 3+ Ma
Q55 = Agg = ) .

2(30%) 4 my)

104

O polinémio caracteristico associado ao bloco 3 x 3 dessa matriz pode ser fatorado
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como

A

2(3 + 3% my) .

onde p(A\) = aA? + bA + ¢, e os coeficientes a, b, ¢ dependem do parametro A e da massa

central my. Esses coeficientes podem ser reescritos na forma

a=2(3+32my)? >0,
b= — <9A +3(8+ (5A—8)3% + Aymy+5- S?Ami) ,

¢ = 6Ama(3 + my) (3(2 .37 435 A4)—35(—24+2-3% — A)m4> .

Observamos que a > 0 e b < 0 para todo A > 2. A anélise do sinal de ¢ é mais sutil
e depende da escolha de A e my. Para determinar os valores de my4 que tornam ¢ = 0,

resolvemos:
3(2—2-32 +324) —32(—2+42-3% — A)my = 0.

A solucgao dessa equagao fornece:

A
32-3% -2+ 4
my = 2232 224 A4) (4.6)
24237 - A

O grafico da funcao ([4.6)), ilustrado na Figura[1.8] mostra os valores de m, em fungdo

de A onde o termo ¢ muda de sinal.
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1.2 5

—Raizde c=0

0.8 1

0.6 |

my

0.4

0.2 ¢

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 4.8: Valor critico de m, para o qual o coeficiente ¢ muda de sinal, em funcao do
parametro A.

Notamos que na regiao acima da curva, o coeficiente ¢ torna-se negativo. Isso im-
plica que o polindémio p(\) possui uma raiz positiva e uma negativa. Como o polinémio
caracteristico possui um fator A, concluimos que esse bloco contribui com exatamente
um autovalor negativo e um nulo para a matriz hessiana. Portanto, para valores de my
situados acima da curva da Figura [4.8] o indice de Morse ¢ igual a 2 nessa regiao, pois

esse bloco aparece duas vezes na matriz.

4.3.2 Quadrado com Massa Central para A > 2

O quadrado com massa central esta ilustrado na Figura 4.3|

A decomposicao em subespacos invariantes segue a mesma linha de raciocinio aplicada
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nas segoes anteriores. Logo, a matriz resultante é

Ad+ms) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 aszs ass azs O 0 0 0 0
0 0 as3 agqa a5 O 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 age O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ar7 O 0 0
0 0 O 0 0 0 0 agg agg asgio
0 0 0 0 0 0 0 ags agg agio
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

com as entradas nao nulas

5ms(1 4 2042) 4 26+4) 4 9B+ 4 4 2044 (2 4 A)my)
14+ 20+%) 4 2(1+4) .

. ( — (1 + 20+2) 4 2042) 4

33 = agg =

)

1
14 20+2) 4 20+A)
+ (2 + 2(2—&-%) +3. 2(2+A) + (_23 + 2(4+A))A)m5 + 2(2+A)(2 + A)m§>’

m5(1+2(1+§) 4 26+4) 4 2B+ 4 4 2044 (2 + A)my)

a34 = Ag9 =

a = Qa = — s
3,5 8,10 1+ 9(1+%) 1 201+ A)
5- 20492 + Ayms(4 + ms)
43 = A9g = — A )
’ ’ 14 20+2) 4 20+,
(4 + ms) (1 + 202) 4 2042) 4 — 2@+ (2 4 A)m)
a = Q = — s
4,4 9,9 1+ 90+%) 4 201+A4) .
2(1+A) (2 —|— A)m5(4 —f- m5)
Q45 = Q9,10 =

1+ 20+2) 4 20+4)

20+2)(2 + A)(4 + ms)

(1+21F2) 4 20+4)

(2+ A) (44 ms) (1 + 20D my)
142042 4 204Gy,

g6 =

Qa7 7

A matriz 3 x3 a seguir representa um dos blocos idénticos extraidos da matriz hessiana.
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Suas entradas sao expressoes racionais que dependem explicitamente de A e da massa

central my

azs asz4 daAzs

Hixs = | a3 aua ass

A estrutura da matriz mostra a existéncia de um autovalor nulo. Os demais autovalores

podem ser analisados a partir do polinémio caracteristico

A
(2 o0t 4 2Am5>

2 p(>\>7

onde p(A) = aA? + bA + ¢, e os coeficientes a, b, ¢ sao:

2
a= (2 4 o0+s) 4 2Am5> ,

A
2

b= — (2 +20+%) 4 2Am5> [8(1 +(A-1)22) + 2(6 1 22+%)
+ (34 —5).20+4) 4 2%A>m5 +3.244 mg] ,
¢ = —5ms(4 +ms) [ - 4(1 —3.24 490+ E) | (93 _ 3. 9% 4 oty 4 4 2%,42)

FoAA(—2 4 20+ _ 2?A)m5] .

Entao os sinais @ > 0 e b < 0 independem dos parametros A > 2 e mys > 0, enquanto
o sinal do termo independente ¢ pode variar. Para identificar a mudanga de sinal de c,

basta resolver:

92-A (—1 243 24) £ 2% (—2 - 2744 £ 34 — A2))

c=0 = ms= A(g%(Q-Q%_A)—Q)

A Figura mostra o grafico da fungao critica que separa as regides onde ¢ > 0 (todas

as raizes reais positivas) e ¢ < 0 (uma raiz negativa).
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—Raizdec=0

Figura 4.9: Valor critico de my para o qual o coeficiente ¢ do polindmio caracteristico
muda de sinal, em funcao do parametro A.

Concluimos que abaixo da curva todas as raizes sao positivas e o indice de Morse é
zero. Acima da curva, o termo c¢ se torna negativo, logo o indice de Morse total é 2 pela

multiplicidade do bloco.

4.3.3 Hexagono com Massa Central para A > 2

O hexagono com massa central esta ilustrado na Figura 1.5l A seguir, apresentamos

a matriz hessiana associada a essa configuracao, ja diagonalizada por blocos.

A(m74+6)0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 a3,3 az4 azs O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 as,3 as,4 ags O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 as,3 as,4 as;5 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O 0 asp O 0 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 ar7 arsg arg9 aro 0 0 0 0

H - 0 0 0 0 0 0 ag7 ass as9 asio 0 0 0 0 )

0 0 0 0 0 0 ag7 ags ag9 ag 10 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ai10,7 a10,8 a10,9 a10,10 O 0 0 0
0 00 O 0 O 0 0 0 0 a11,11 O 0 0
0 0 0 O 0 O 0 0 0 0 0  a12,12 12,13 a12,14
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a13,12 @13,13 @13,14
0 00 O 0 O 0 0 0 0 0  @a14,12 @14,13 Q14,14
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Com as entradas nao nulas:

1
4 (3 24 433 (24 24(1 + m7))>

a33 = 12,12 =

: (3 24 (6A + (2 + A)my)

1

4 (3 1244 3% (24 24(1 + m7))>

34 = Q43 = A12,13 = Q13,12 = —

x (3 <2A (6A+ (=2+ A)ms) +3% (842 (—8+ 64+ (2+ A)mﬁ))) :
me (=324 = 3% (2424 (=5 + 64 + Amy)) )
3.2443% (24 24(1 4+ my))

_— (324 (64 + 2+ Aymy)
1(3-24+3% 24241+ ma)))

35 = A12,14 = )

Q44 = Q13,13 =

+3% (6 (442" (—4+ 34)) + (8+2"(~14+ 34)) my) ),
(=324 +3% (—2+5-2%) ) my
3-24 432 (24 24(1 4+ my))
3mr (=324 = 3% (24 24(=5 + 64 + Amy)) )
3.24 432 (24 24(1 4 my))
3 (—3-2A+3%(—2+5-2A)> ms
3-24 432 (24 24(1 4 my7))
3mz (3 (24 133 (44 24(—10+ 6A + Am7))>
3.24 432 (24 24(1 4 my))
32 (24 24(=2 4 34)) (6 + m7)

Q45 = Q13,14 =

Q53 = Q14,12 = )

a54 = 414,13 =

a5 5 = Q14,14 =

Y

ag6 = A
3-24 432 (24241 +my))
(6 -+ my) (3 2424 A) + 3% (8A+24(—6+ A+ 4Am7))>
Q77 =
4 (3 194 4 3% (24 24(1 + m7)))
3V3 (—1+3) (-2+ 4)(6 +ms)
—arg = —Q7g9 = —agy7 = Qg7 = dg,10 = A10,9 = )

4 (3 +2-4.3%(2 4 24(1 + m7))>

3 (—1 + 3%) (=2 4+ A)(6 + my)

710 = ag9 = Agg = A10,7 = )

4 (3 +2-4.35(2424(1 + m7)))
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(6 +my) (3 2424+ A) + 32 (2A+24(—6 4+ TA + Am7))>

ag,g8 = n )
4 (3 24 137 (24 24(1 + m7)))
V3(6 + my) (3 L2A(—24 A) +3% (24 4+ 24(6 — 5A + Am7))>
asio = " )
4 (3 24432 (24 24(1 + m7))>
3 (2+A+3%(—2+3A)) (6 + mz)
ag,9 = )
4 (3 +2°4.3% (24 24(1 + m7)))
\/§(6+m7)
a10,8 =

4(3-2A+2-3§ +2A-3%+2A-3€m7>
X (—3-21+A(—1+3?) v (=3.2442.3% +2A-3%)A+2A-3%Am7> ,
3(6+mr) (242 + 4) +3% (24 +24(-2+ A+ Amy)))

ai0,10 = )
4 (3 24 437 (24 24(1 4 m7))>

(6 4+ mz) (3 24 437 (24 24(—2 + Am7)))

a =
i 324437 (24 24(1 +my))

Neste caso, diferente dos anteriores, o autovalor a;;;; muda de sinal a medida que a

massa my; varia de 0 a +00. Este autovalor se anula exatamente quando

A
2.32(24-1)—34-24

mr = ( A) s (47)
2433 A

cujo grafico esta na Figura[d.10] Essa fungdo se anula num tnico ponto A; &~ 2.96721 > 2,
o mesmo indicado na Figura [3.4. Esta mudanca de sinal explica a primeira variagao do
indice de Morse do hexdgono regular que observamos no Capitulo [3|

Identificamos dois blocos idénticos 3 x 3, localizados nas extremidades da matriz, e
um bloco 4 x 4 central cujas entradas também apresentam padroes de simetria e relagoes
semelhantes.

O bloco 4 x 4 concentra boa parte da interacao entre a massa central m; e as massas

periféricas. Seu polinémio caracteristico é simplesmente o quadrado de um polinémio
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quadratico, p(\) = a\? + b\ + ¢, cujos coeficientes sdo

a=4(3-24 432 (24 2%(1 +m7)))”,
b=—2(6+mz) (324 + 342 (2+ 21 + my)))
x (3:27(24 A) + 342 (44 + 2 (—6 + 5A + 24my))) ,
c=3-24A(6 4 m;)*- (3 21T 1342 (224 A) + 24(4(—1+ A) + (2+ A)my))

+ 34 (—4+ 6A+24(—2+ (=2 + 3A)my)) )

Notamos que a > 0 e b < 0, enquanto o sinal de ¢ depende de m7. Isso permite
determinar regides em que o indice de Morse muda. A equacao para o valor critico de my

onde ¢ = 0 é dada por

2 (—3 +(3) (2424 —34) — 274 342 (2 4 211 4 A) + A))
3A72(2 1+ A) + 34(—2 + 3A) '

my =

Essa fun¢ao é representada graficamente na Figura[4.10] onde observamos que também
h& uma mudanca de sinal em A, ~ 4.85683 > A;, o mesmo indicado na Figura [3.4] Esta
mudanca de sinal também explica a segunda variagao do indice de Morse do hexagono
regular no Capitulo [3] reforcando que a Conjectura [l| nao é verdadeira. Na Figura
para cada A > 2 fixado, se o valor de m7; esté abaixo da curva vermelha pontilhada, o
autovalor aj; 11 € negativo. Se o valor de my esta abaixo da curva azul, o bloco 4 x 4

contribui com dois autovalores negativos, repetidos.
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0.25 4

JPEEI — Raizdec=0
0.2 ¢ ’ . --- Raiz de aii = 0

0.15 ¢

0.1¢

my

51072 |

~5-1072 |

—01 L + + + - - - - - - - -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
A

Figura 4.10: Valores criticos de m; para os quais os coeficientes ¢ e a;1,;; mudam de sinal,
em funcao do parametro A.

Dando continuidade, extraimos os coeficientes do polinémio p(A) = aA? + b\ + ¢ em

relacao ao bloco 3 x 3, que dependem dos parametros A e da massa central my.

a=4(3-2" 432 (24 2'(1 + my)))”,
b=—2(3-2%+3* (24241 + my))) - (3 246A + (14 + Aymy)
+ 342 (6 (4 + 24 (=4 + 34)) +my (32 4+ 24(~74 + 51A + 84my))) )

¢ = Tmz(6 + mz)(f1(A) + mz f2(A)),
onde
fi(A) =2 (2/‘3%“,4 —52434/2 1 9342 ¢ 3 2A> (2A3?+1A 3044 — 9At234/2 4y 3A/2> :

Fa(A) = 2434724 (2A3%+1A 139244 -7 2AHIgA2 | g 342 | 3 2A+1) ,

sendo que fi(A) > 0 para todo A > 2, fo(A) < 0 para todo 2 < A < A3 =~ 3.72528 e
f2(A) > 0 para todo A > Ajs.

Os coeficientes revelam que a > 0 e b < 0, enquanto o sinal de ¢ depende de mj.
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Para cada 2 < A < Aj, existe um valor critico de m; = —f3(A)/fi1(A) tal que ambos
autovalores sao positivos para m; abaixo desse valor critico, pois nesse caso ¢ > 0, e
exatamente um deles é negativo para m; acima desse valor critico. O grafico da fungao
my; = —f2(A)/fi(A) é apresentado na Figura [1.11] Para todo A > Aj e todo m7 > 0,
¢ > 0, e portanto os autovalores sao positivos.

I
140 | —Raizdec=0

120 |

100
= 80
E
60 |
40 1

20

0+ : : : : : : : :
2 22 24 26 28 3 32 34 36

A

Figura 4.11: Valor critico de m7 para o qual o coeficiente ¢ do bloco 3 x 3 muda de sinal,
em funcao de A € (2, A3).

Neste exemplo, vemos que a variagao do indice de Morse é mais complexa que nos casos
vistos anteriormente, como esperado. Na Figura resumimos todas as conclusoes,
exibindo diagramas com a particao do quadrante A > 2 e m; > 0 de acordo com a

variacao do indice de Morse.
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Figura 4.12: Indice de Morse do hexdgono com massa central, para A > 2.

Notamos que este exemplo se difere muito dos anteriores. Como antes, sobre o eixo
A = 2 observamos o indice de Morse que obtivemos na se¢ao [£.2.4, Sobre o eixo m; = 0,
obtemos a varia¢ao do indice de Morse ilustrada na Figura [3.4] No entanto, observamos
em todos os casos anteriores que para cada massa central my > 0 fixada, no limite
A — 400 o indice de Morse resulta em 2, que é o indice de Morse da configuragao de
vortices com vorticidade central grande o suficiente, segundo a Conjectura 2]

Nos casos anteriores, vimos também que eram equivalentes os limites A — +o00, com
my > 0 fixo, e my — 400, com A > 2 fixo. No exemplo do hexdgono centrado, no
entanto, vemos que para cada 2 < A < Az no limite m; — 400 o indice resulta em 2,
para A > Aj o limite resulta nulo. Ainda, para cada my > 0 fixado, no limite A — +o00

obtemos o indice zero. Dessa forma, deixamos uma conjectura mais fraca para o caso

A>2.

Conjectura 3. No problema de N-corpos com N massas iguais dispostas nos vértices de
um poligono reqular e wma massa central fira my1 > 0, sob um potencial homogéneo, o
indice de Morse da configuracdo central tende a um valor constante quando A — +oo,

dependendo apenas de N.
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4.4 Configuracoes com Dois Tridngulos Equilateros En-
caixados

Nesta se¢ao, investigamos duas configuragoes simétricas compostas por seis massas,
dispostas nos vértices de dois tridngulos equilateros no plano. As massas mq, mo, ms3
correspondem ao triangulo maior, sendo todas unitarias, enquanto my4 = ms = mg repre-
sentam as massas do triangulo menor, que sao iguais entre si. Nosso principal objetivo é
determinar, para quais valores de my, a configuracao apresenta instabilidade no sentido
do indice de Morse, utilizando métodos algébricos e numéricos.

A primeira configuracao consiste em dois tridngulos equilateros concéntricos, com raios
Ly e Lo, centrados na origem e com vértices alinhados em dire¢oes coincidentes, como

ilustrado na Figura 4.13

mo

-
’

ms

Figura 4.13: Configuragao com dois triangulos equilateros concéntricos e alinhados.

J& a segunda configuracao também possui dois triangulos equiléteros de raios L; e
Lo, mas agora um deles esta rotacionado e deslocado em relagao ao outro, formando uma

estrutura mais assimétrica, como ilustrado na Figura 4.14
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Figura 4.14: Configuragao com dois tridngulos equilateros rotacionado.

Assim como no primeiro caso, as proporc¢oes geométricas L e Ly influenciam direta-
mente na estabilidade da configuracao, no sentido do indice de Morse. Todas as anéalises
foram realizadas numericamente, por meio do software Mathematica. Em ambos os casos,
fixamos apenas a interacao newtoniana entre as particulas, correspondente ao potencial

atrativo homogéneo de grau A = 3.

4.4.1 Configuracao com Dois Triangulos Equilateros Concéntri-

cos e Alinhados

Para analisar este caso, utilizamos as equacoes de Andoyer, conforme definidas no

Capitulo [I] Com essas definigbes, construimos os termos das equagoes de Andoyer:
6
fi,j = Z mg (Ri,k - Rj,k) Am‘,k, para i < j.
k=1

A parametrizacao geométrica envolve os raios dos dois tridngulos, L; para o raio
maior e Ly para o raio menor. Procedemos entao & simplificacao das expressoes para

todas as combinacoes f; ;. Obtivemos que a maioria das equagoes de Andoyer se anulam
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identicamente, devido a simetria da configuragao, como ilustrado a seguir:

f1,2:O7 f1,3:()7 f1,4:07 f2,3:oa ) f5,6:O-

As tnicas expressoes nao triviais que surgiram correspondem aos pares
(1,5),(1,6),(2,4),(2,6),(3,4) e (3,5). Entretanto, ao verificar combinagdes lineares des-

sas expressoes, concluimos que:

fis+fie=0, fis+foa=0, fis—/fos=0, fis—/f34=0, fis+fz5=0,

ou seja, o sistema se reduz a uma tnica equagao independente: f;5 = 0.
A expressao para fi 5, ap6s simplificagao e mediante a reparametrizacao que introduz

arazao x € (0,1), com Ly = xL, resultou na seguinte forma:

1
231,

n (_\/g n 3 N x4 —+ 213 )3) 7774] = 0. (48)

(1-2)?  (14z4a?

32 32_63
X 2—1—1‘3\/5— X T

fis (1—x) (1+2+a2)2

A partir desta equacao, estabelecemos uma relacao direta entre a razao dos lados,
x=—¢€(0,1), e a massa my > 0.

Em seguida, isolamos m4 na Equagao (4.8)), obtendo a fungao

3x? 322 + 623
- - V34—
(1+2z+22%)>
3 xt + 223

(I-2)  (14z+a2):

: (4.9)

cujo grafico consta na Figura
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Figura 4.15: Comportamento da fun¢do my4(z) no intervalo z € (0, 1).

Concluimos que as configuracoes centrais desse tipo s6 existem para um intervalo de
razao de comprimentos, = € (0,0.48928), a partir do qual as equagbes impoem que a
massa m, seja negativa.

Como foram apresentados anteriormente os célculos completos envolvendo a matriz
hessiana, nesta parte do trabalho optamos por nao repetir todos os detalhes, concentrando
apenas nas etapas e resultados mais relevantes para a analise numérica da configuragao.

Para o caso das configuragoes de triangulos equiléteros concéntricos e alinhados, in-
vestigamos o ponto critico da funcao, previamente definida na Equacao . Ao realizar
essa andlise, obtivemos que o gradiente de f se anula exatamente quando uma tnica

equagao escalar é satisfeita:
F(.T, L17 m4) =0.

Como determinado anteriormente, substituimos a expressao da fungao my = my(z)
nas equacoes obtidas, o que permitiu reduzir o sistema a expressoes envolvendo apenas
as variaveis x e Lq. A partir dessa reducgao, conseguimos determinar uma expressao que
relaciona diretamente o parametro geométrico L; com a razao . Denotamos essa relagao
por uma fungao L; = Ly(x).

Apesar de ser possivel explicitar essa fungao, a sua expressao é demasiadamente ex-
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tensa e, portanto, pouco esclarecedora para os propoésitos desta dissertacao.

Dessa forma, concluimos que a configuracao central esta completamente caracterizada
pelas fungdes my = my(z) e Ly = Li(x), permitindo que toda a anélise do sistema
seja conduzida exclusivamente em termos do parametro livre x € (0, 1), obtendo assim a

matriz hessiana
H =H(x, Li(x), mg(x)). (4.10)

Devido a complexidade simbdlica da matriz hessiana e a dificuldade computacional de
obter simbolicamente seus autovalores e determinante, procedemos com a analise numé-
rica.

Para investigar o comportamento global dos autovalores da matriz hessiana ao longo do
intervalo de interesse, realizamos uma varredura numérica de z € (0,0.48928). Fixamos

um numero total de pontos Nya.x = 1000, de forma a definir um passo:

4
A 0 89287
1000

calculando numericamente todos os autovalores em cada um dos pontos.

Dessa forma, como pode ser visto na Figura [£.16] obtemos que o indice de Morse
comegca valendo 1 para valores pequenos de x, mas em um certo ponto ocorre uma mudanca
repentina, passando a 3. Isso indica uma variagao na estabilidade da configuragao, com o

surgimento de duas novas diregoes de instabilidade.
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Figura 4.16: Indice de Morse de triangulos empilhados e alinhados.

Com isso, concluimos que a anéalise da configuragao composta por dois triangulos equi-
lateros concéntricos e alinhados pode ser caracterizada completamente pelo sistema em
fungao do parametro geométrico z, determinando as fungées my4(x) e Li(x), e investigando
o comportamento espectral da matriz hessiana. Esses resultados confirmam a sensibili-
dade do sistema & razao entre os lados dos triangulos, assim como o indice dos poligonos

centrados possui grande dependéncia do valor da massa central.

4.4.2 Configuragao com Dois Triangulos Equiladteros Rotaciona-

dos

Neste caso, como antes, a analise foi conduzida por meio das equacoes de Andoyer,
conforme definidas no Capitulo [I}

A parametrizagao geométrica envolve novamente os comprimentos dos lados, L, e
Lo = xLy, mas agora com um deslocamento de rotacao comparado ao anterior, resultando
em mais termos nao triviais nas equacoes de Andoyer.

A analise das expressoes f; j revelou que muitas delas ainda se anulam, enquanto outras
apresentam formas nao triviais. Como exemplo representativo, destacamos a equacao

de Andoyer fi4, que, apés simplificacao e reparametrizagao pela razao z, resultou na



expressao:

fia=

_[m@_ 3., 3G

(I+2)?  (1—z4a2):

3 322 +6 3
_|_<_£_ x x —+ ad >m4]:0

2 (l—z+422)2 (1+2)?

Assim, foi possivel expressar a massa central como uma funcao da razao x:

3+6

3
(1+2)? (1—z+a2)2

my = my(x) =

2 (1l—z422)2 (1+z)?

V3 322 4 6z N 3z
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A fungdo my(z) foi representada graficamente para o intervalo x € (0,1), conforme

ilustrado nas Figuras eld.18] Na Figura|4.17 a reta pontilhada destaca um ponto de

méximo da fungao my(x). Notamos que para cada valor de my entre zero e esse maximo,

existem exatamente duas configuragoes centrais distintas que realizam esse valor, ou seja,

duas configuragoes com mesma simetria e mesmo conjunto de corpos, mas com raios

distintos.
102
4”m4(a7) E
2 5
01 015 02 025 03! 035 04\ 045
—92} E
A [ male)

Figura 4.17: Comportamento da fungdo my(x) no intervalo = € (0,0.5).
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Figura 4.18: Comportamento da fungao my4(x) no intervalo = € (0.6, 1).

Da mesma forma, na Figura 4.18] a reta pontilhada destaca um ponto de minimo de
my(z), que satisfaz o limite lim,_,; my(x) = 1. Neste caso, existem duas configura¢oes
centrais distintas que realizam valores de my ligeiramente maiores que esse minimo.

Para investigar o comportamento global dos autovalores ao longo dos intervalos de
interesse, realizamos uma varredura numérica com Ny« = 1000 pontos.

Construimos dois graficos distintos com base na analise numérica dos autovalores da
matriz hessiana. No primeiro intervalo, para x € (0,0.41389), verificamos que o nimero de
autovalores negativos varia de 0 para 2 e, posteriormente, atinge 3. Esse comportamento
¢ ilustrado na Figura [£.19] onde vemos que a instabilidade da configuragdo aumenta em
determinados pontos do parametro . Em particular, a dltima variacao do indice se dé

exatamente no ponto de minimo local de my(x), destacado pela reta pontilhada.
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no intervalo z €

No segundo intervalo, para = € (0.61737, 1), construimos um novo grafico, mostrado

na Figura [£.20] Nele, observamos que o indice é nulo antes do ponto de minimo de

my(x) e igual 1 apos ele. Esse resultado indica que as configuragoes centrais distintas,

com mesmos valores de massa, admitem uma configuracao central estavel e uma instéavel,

tao proximas quanto my estiver proximo do valor minimo, e com a mesma simetria.

Acreditamos que esta caracteristica possa ter uma consequéncia dindmica interessante,

que o caso de triangulos alinhados e configuracoes poligonais centradas nao possuam,

servindo de motivacao para pesquisa futura.

1.0+
08F

06
Indy |

041

0.2F

0.0 |, e e e ey

0.7 0.8
T

0.9 1.0

Figura 4.20: Indice de Morse triangulos empilhados e rotacionados no intervalo = €

(0.61737,1).



Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a estabilidade no sentido do indice de Morse, de configura-
¢oes simétricas em sistemas de N corpos com a interagao de um potencial homogéneo de
grau A > 2. Analisamos configuragoes centrais poligonais regulares, tanto no caso classico
com A = 3, quanto no caso de vortices com A = 2, e no caso geral com A > 2 qualquer.
Mostramos que essas configuragoes sao pontos criticos de uma fungao associada a com-
binagao do potencial generalizado e momento de inércia. Devido & simetria do sistema,
a matriz hessiana associada a essa funcao possui uma estrutura de matriz circulante por
blocos, permitindo o calculo explicito dos seus autovalores e, consequentemente, do indice
de Morse. Dependendo do ntimero de corpos N e do grau do potencial A, observamos
variagoes significativas no indice, permitindo interpretar o grau de instabilidade dessas
configuragoes em diferentes regimes.

Como consequéncia, estendemos os resultados para configuragoes simétricas com um
corpo no centro de cada configuragao, a fim de entender a estabilidade nesses casos.
Mesmo com a dificuldade encontrada em cada matriz hessiana, conseguimos calcular ex-
plicitamente seus autovalores em diversos exemplos. Os resultados obtidos indicaram que,
ao encontrar certos valores de massas centrais, o indice de Morse varia de forma nao tri-
vial em comparagao aos casos sem nenhum corpo central, o que nos levou a propor duas
conjecturas sobre esse comportamento.

Finalmente, estudamos duas configuragoes empilhadas, formadas por dois tridngulos
equilateros, tanto concéntricos e alinhados quanto rotacionados, sobre as quais a depen-
déncia da estabilidade estd em fungao do parametro geométrico e das massas relacionadas.

Por meio de analise numérica, identificamos valores criticos para os quais os autovalores

125
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da matriz Hessiana mudam de sinal, delimitando regioes de estabilidade e instabilidade.
Estes resultados sugerem que pequenas variagoes geométricas ou na distribuicao de mas-
sas podem ter impacto significativo no comportamento do sistema, dando indicios de
que o indice de Morse pode ser um importante indicativo na anélise de estabilidade em

configuragoes centrais.
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