UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiISICA

Modelos Tipo Chern-Simons para Descrigao
de Fronteiras Materiais

Helder Luiz de Oliveira

Itajuba, fevereiro de 2016



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiISICA

Helder Luiz de Oliveira

Modelos Tipo Chern-Simons para Descricao
de Fronteiras Materiais

Dissertacao submetida ao Programa de Pos-
Graduacao em Fisica como parte dos requisitos
para obtencao do Titulo de Mestre em Ciéncias

em Fisica.

Area de Concentragao: Teoria Quéantica de

Campos.

Orientador: Fabricio Augusto Barone Rangel

Fevereiro de 2016
Itajuba - MG



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

Helder Luiz de Oliveira

Modelos Tipo Chern-Simons para
Descricao de Fronteiras Materiais

Dissertagao aprovada por banca examinadora em
29 de fevereiro de 2016, conferindo ao autor o titulo

de Mestre em Ciéncias em Fisica.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Fabricio Augusto Barone Rangel (Ori-
entador)

Prof. Dr. Gabriel Flores Hidalgo

Prof. Dr. Alexis Roa Aguirre

Prof. Dr. Denis Dalmagzi

Itajuba-MG
2016



Agradecimentos

Primeiramente a Deus por me oferecer o sufuciente para nao desanimar.
Aos meus pais Luiz e Silvana que forneceram as condigoes necessarias para que eu
pudesse ser quem sou.
A minha irmé e amiga que estd sempre ao meu lado para qualquer batalha.
A minha namorada e amiga Claudia que sempre me inspirou ser uma pessoa cada
vez melhor.
Aos meus colegas Rodrigo, Mateus, Caio e Marlon pelas discussoes e apoio.
A todos os professores que contribuiram para minha formacio, em especial a0 meu
orientador Fabricio Augusto Barone Rangel que me mostrou que ser professor é
aquele que realmente acredita nos alunos.
A CAPES pelo apoio financeiro

“Milagres acontecem quando a gente vai & luta.”

Fernando Antinelli



y) L[]

Sumario

1 Introducgao 4
2 Lagrangeana composta de um campo 8
2.1 Propagador da teoria . . . . . . .. ... Lo Lo 9
2.2 Interacao carga-superficie . . . . . . . . . ... Lo 14
2.3 Equagoes de movimento . . . . .. .. ..o 0oL 17

3 Lagrangeana com dois campos 19
3.1 Lagrangeana Efetiva . . . . . ... .. .. ... 0L 21
3.2 Propagador da teoria . . . . . . . ... Lo o 27
3.3 Interacao carga-superficie . . . . . . . . .. ..o 36

4 Conclusoes e Perspectivas 39
A Calculo do propagador de Maxwell 41
B Calculo do propagador de Chern-Simons 43
C Calculo da integral U 45
Referéncias Bibliograficas 46






2 Sumdario

Resumo

O estudo de potenciais concentrados ao longo de superficies € um tema util em
Teoria de Campos, pois pode ser empregado na descricao de fronteiras materiais, no
caso do campo eletromagnético, por exemplo.

Nesse trabalho iniciamos um estudo a respeito da utilizacao de potenciais concen-
trados ao longo de fronteiras com acoplamentos tipo Chern-Simons. Em especifico,
tomamos potenciais tipo delta de Dirac. Até o presente momento, esse tipo de po-
tencial nunca foi explorado na literatura. Pretendemos verificar se podemos utilizar
tais modelos na descricao de fronteiras materiais.

Consideramos dois modelos. O primeiro deles pode ser visto como uma modifica-
¢ao do modelo de Field-Carrol-Jackiw, onde o termo tipo Chern-Simons é definido
apenas sob uma superficie. O segundo modelo ¢ composto por dois campos, um de
Maxwell e outro de Chern-Simons, sendo esse tultimo definido apenas ao longo de
uma superficie.

Para ambos os modelos, calculamos o propagador e as equagoes de movimento.
Uma vez que estamos lidando com lagrangeanas quadraticas, os respectivos propaga-
dores foram calculados exatamente. Sempre que possivel consideramos a constante
de acoplamento entre o campo e o potencial tendendo a infinito, de modo a verifi-
car se recuperamos a condicao de um condutor perfeito. Também para ambos os
modelos obtivemos a interacao entre a superficie e uma carga pontual.

Para o segundo modelo (o que envolve dois campos), obtivemos a lagrangeana
efetiva para o campo eletromagnético.

No6s restringimos sempre ao caso de uma superficie plana infinita.

Palavras-chave: Chern-Simons, Fronteiras materiais, propagador, energia de

interacao, equacoes de movimento



Sumiario

Abstract

The study of potentials concentrated along surfaces is an useful subject in Field
Theory, because these kind of models can be used to descrbe material frontiers, in
the case of electromagnetic field, for instance. In this paper we initiate a study
about the using of potentials concentrated along frontiers with Chern-Simons cou-
plings. Specifically, we take Dirac delta potentials. As far as the authors know,
until this moment, this type of potential had never been explored on literature. We
intended to verify if it is possible to use such models for the description of material
boundaries. We consider two models. The first one can be seen as a modification
of Field-Carrol-Jackiw model, where the Chern-Simons term is defined just along a
surface. The second model is composed by two fields, a Maxwell field and a Chern-
Simons one (the last one is defined just along the surface). For both models, we
calculate the corresponding propagators and dynamical equations. Once we are wor-
king with quadratic lagrangians, the respective propagators were calculated exactly.
We considered the coupling constant between the field and potential tending to in-
finite in order to verify if the condition of a perfect conductor is recovered in this
limit. For both models we obtained the interaction between the surface and a point-
like charge. For the second model (involving two fields), we obtained the effective
lagrangian for the electromagnetic field. We always have been restricted to the case
of an infinite plane surface.

Keywords: Chern-Simons, Material Frontiers, propagator, interaction energy,

dynamical equations



CAPITULO 1

Introducao

Um fato bem conhecido da Teoria de Campos é a presenca de fronteiras materiais
que pode ocasionar o surgimento de fendmenos fisicos interessantes. Podemos citar
como exemplo a interagao entre superficies materiais e cargas elétricas [1, 2, 3|, a
interagao entre atomos e fronteiras materiais [13, 14, 15, 16, 17|, o efeito Casimir [4,
5, 6, 7, 8], o efeito Scharnhorst [19, 20, 21|, etc. Nesse contexto, torna-se importante
a descricao de fronteiras materiais em teorias de campos, o que sempre se demonstrou
ser uma tarefa tao importante quanto dificil sob diversos aspectos. Para esse fim,
temos que ter em mente, em primeiro lugar, que um meio material é um sistema
composto de diversos atomos, e uma descricao deste por meio de uma teoria de
campos serd sempre por meio de um modelo efetivo.

O sistema mais conhecido em Teoria de Campos com a presenca de uma superficie
material ¢ aquele composto pelo campo eletromagnético e uma superficie plana
infinita perfeitamente condutora. Nesse caso o campo eletromagnético é submetido
as condigoes de contorno especificas impostas pelo condutor. Esse tipo de abordagem
ja foi empregado para diversos tipos de campos |6, 9, 10, 11, 12|, além do campo de
Maxwell [2, 3].

Uma abordagem interessante, e mais geral, utilizada em teorias de campos com a
presenca de superficies materiais é a proposta de modelos onde campos se acoplam
com potenciais externos espacialmente localizados. A presenca de tais materiais
seria, entao, simulada pelos potencias que teriam o papel de alterar os modos dos
campos. Esses modelos exibem parametros (geralmente a constante de acoplamento
entre os campos e o potencial) que podem ser ajustados convenientemente. Em

diversas situacoes, para certos valores de tais parametros, recuperamos os casos



especiais onde os campos sao submetidos as condi¢oes de contorno.

Como exemplo, vamos considerar o modelo proposto na referéncia [2]. Nesse
caso, o campo eletromagnético é acoplado com um potencial tipo delta de Dirac,
concentrado ao longo de um plano infinito. Tomando um sistema de coordenadas

3

onde esse plano é dado por z° = a, o sistema de unidades naturais e a métrica

+,—,—, —, a lagrangeana do modelo é
2
1 2 m | 2% s 7 .

onde £ é um termo de calibre, J é uma corrente externa, S7 = 1’5 é o quadrivetor
normal a superficie a = (0,0,a), A* & o campo vetorial com FH = grAY — 9" A+
sendo o correspondente tensor intensidade de campo e ﬁw = %GWQQFW o dual deste
tensor. O parametro m > 0 tem dimensao de massa e nos da o grau de transparéncia
da superficie, como sera visto.
Os tensores de permissividade elétrica e permeabilidade magnética do modelo
(1.1) sao dados, respectivamente, por
€l = § 4 %5@3 _ a)((;u(;jl + 5z‘25j2) ’ (M—l)ij =6 4 %5(953 _ a)(5i35j3)(1.2)

e as equacoes de Euler-Lagrange fornecem

v |E+ %5(:1;3 —Q)E)| = .

2 0 2
B+ 24§(«* — a)B } . [E Z5(2° — a)Ey . 1.
VX[ + —d(a" —a)B. I+ B+ 60— 0B (1.3)
onde definimos os vetores paralelos e perpendiculares a superficie, E = (E', E2,0),

B, = (0,0, B%).
Usando as equagoes (1.2) temos que
D'=) 'E' = D=E+ —6(z’—a)E
zj:e + - (z° —a)Ey ,
H' = 9B = H=B+ —i(z°—a)B 1.4
>0 + 25— 0B, (1.4
e as equacoes de Maxwell (1.3) se tornam
oD

Pelas defini¢oes dos vetores de polarizacao e de magnetizacao, D = E+ P e

H = B — M, respectivamente, e pela equacao (1.4) vemos que

N _ 2
P—m5(x aEy , M= mé(x a)B, , (1.6)
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0 que mostra que o potencial § equivale a uma descontinuidade nos vetores de
polarizacao e magnetizacao definidos na placa.

Apesar dos vetores (1.6) exibirem descontinuidades, o propagador do modelo pode
ser calculado para todo o espaco. Tomando o calibre onde (£ = 1) na lagrangeana

em (1.1), e efetuando integragoes por partes, temos

1 2
L= §Au [’r]‘“’lﬂ + §(z° —a)(™ Oy — o ”)} A, —JrA, (1.7)

onde definimos L) = 8|‘|)‘(9||a.
O propagador do modelo é a inversa do operador diferencial da equagao (1.7) no

sentido que
2
{’7’”5 +— 0(z* —a) ("0 — 8|“aﬁ)} Goa(w,y) = n"\6*(z —y) . (1.8)
Pode-se mostrar que a inversa do operador diferencial da equagao (1.7) é [2]

Gul,y) = / dipy | eVl 1 emoliealthel PP
A Y (2m)3 T ™9 2 m+ o Mo pﬁ

eI (@ =y)) (1.9)

onde definimos n* = n* + p3n*3, pﬁ’ = (p°,pL,p*,0) e o = —pﬁ.

O propagador (1.9) é continuo e bem definido em todo o espaco. No limite em
que m = 0, o propagador (1.9) se reduz aquele obtido para uma placa perfeitamente
condutora [8]. O primeiro termo do lado direito de (1.9) é o propagador do féton
sem a presenca da superficie. O segundo termo é uma correcao dependente nao sé
da distancia entre os pontos, mas também da localizacao da placa. Essa anisotropia
nos impede de ter uma transformada de Fourier na coordenada perpendicular a
superficie (coordenada 3).

Se tomarmos uma carga pontual estatica de intensidade ¢ na frente dessa super-
ficie, podemos mostrar que a energia de interacao resultante é 3|

q2

Eini(R,m) = = 16mR

[1 —2mRe*™ Ei(1,2mR)] (1.10)

onde R é a distancia entre a superficie e a carga e Fi(u, v) é a funcdo erro exponencial
[31]. No limite em que m — 0, obtemos a conhecida interacao de Coulomb.

Se considerarmos duas placas paralelas, colocadas nos planos 2° = 0 e z° = a,
podemos estudar o efeito Casimir para esse tipo de superficie material [3].

No modelo (1.1), o termo de acoplamento entre o potencial delta e o campo en-

volve a derivada segunda do campo eletromagnético. Uma questao interessante seria



investigar se podemos descrever algum tipo de fronteira material com o acoplamento
de um potencial tipo delta com derivada primeira do campo eletromagnético. Essa
¢ uma questao delicada sob diverso aspectos. Em primeiro lugar, ao propormos
uma lagrangeana para o campo eletromagnético, temos que levar em conta que essa
deve exibir invariancia de calibre. Devemos considerar também o fato de que termos
adicionais a lagrangeana de Maxwell devem existir somente ao longo da superficie
material.

Modelos tipo Chern-Simons tém a interessante caracteristica de exibir invariancia
de calibre assim como um poélo massivo para o propagador do campo vetorial. Nesse
tipo de modelo, existe um termo lagrangeano com derivada de primeira ordem no
campo vetorial. Nesse contexto, modelos tipo Cher-Simons sao possiveis candidatos
na tentativa de descrever superficies materiais com modelos que envolvem derivadas
em primeira ordem no campo vetorial.

Esse trabalho tem por objetivo investigar se modelos do tipo Chern-Simons po-
deriam servir para descrever fronteiras materiais. Para isso propomos dois modelos
lagrangeanos para descrever fronteiras materais, ambos do tipo Chern-Simons. No
primeiro modelo, construimos a lagrangeana com um tnico campo vetorial e temos
um unico parametro que descreve as propriedades eletromagnéticas da superficie.
No segundo modelo, temos dois campos vetoriais e dois parametros.

Para ambos os modelos, calculamos o propagador e estudamos a interagao entre
a fronteira e uma carga pontual. No caso especial onde a constante de acoplamento
e o campo tende a infinito, recuperamos o caso especial de um condutor perfeito.

No Capitulo (2) consideramos o primeiro modelo. No Capitulo (3) estudamos o
segundo modelo. O Capitulo (4) é dedicado as concusbes e perpectivas.

Ao longo do texto vamos usar unidades naturais e a métrica +, —, —, —.



CAPITULO 2

Lagrangeana composta de um campo

Nesse capitulo vamos propor um modelo onde o campo eletromagnético se acopla
com um potencial tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um plano infinito.
O termo lagrangeano de acoplamento envolve a derivada em primeira ordem no
campo eletromagnético e caracteriza-se por ter uma estrutura semelhante ao termo
de Chern-Simons. Iremos obter o propagador do modelo e suas equagoes de movi-
mento e verificar se esse pode ser empregado na descricao de algum meio material.

Adotaremos um sistema de coordenadas no qual a fronteria material esta locali-

zada no plano z*

1 1 1
L= FuF" = JA" — %(@A*‘)Q — §uv“ewaﬁAvaaA55(x3 —a) (2.1)

= a. Nesse caso, a lagrangeana para o modelo é dada por

onde A* é um campo vetorial, F),, = 0" A” — 0V A" é o tensor intensidade de campo,

« € um parametro de calibre e v* é um quadrivetor perpendicular a superficie,
v =nf =(0,0,0,1) , (2.2)

e J" é uma corrente externa, p ¢ um parametro de acoplamento entre o campo e
o potencial tipo delta de Dirac (que esté concentrado ao longo do plano z3 = a e
€uwap € 0 tensor de Levi-Civita, com €pio3 = 1.

O primeiro termo no lado direito em (2.1) é a lagrangeana de Maxwell. O segundo
termo é o acoplamento do campo com a corrente externa. O terceiro termo tem a
mesma, estrutura do termo de Chern-Simons, s6 que nesse caso, ele esta definido em

3+1 dimensoes e é ndo nulo somente sob o plano 3

= a. Podemos ainda interpreta-
lo como sendo um tipo de termo Caroll-Field-Jakiw, mas definido somente sob uma

superficie.



2.1. Propagador da teoria

Para investigar o tipo de superficie que podemos descrever com a lagrangeana
(2.1), vamos estudar seu propagador, obter suas equacoes de Euler-Lagrange e es-

tudar sua interacao com uma carga pontual estatica.

2.1 Propagador da teoria

Escolhendo o calibre a@ = 1, fazendo algumas integracoes por partes e elimando
termos de superficie (que nao contribuem para a dindmica do sistema), podemos

reesecrever a lagrangeana proposta pela equagao (2.1) na forma

1
L= §A“[nw,8,\8’\ + pd(2® — a)€gan0“)A” — J, A" . (2.3)

O propagador da teoria é a inversa do operador diferencial que aparece na equacao

(2.3), ou seja,
[MwONO + 18 (2° — @) €30, 0% G¥ (2, y) = 7]554@ —y) . (2.4)
Por conveniéncia, vamos definir os seguintes operadores diferenciais:

VMV(:E) = nMVa/\aA + M(;(xg - a)e?)auyaa
‘/();w(x) - Thwﬁxa’\
AV, (z) = pd(a® — a)ezaumd™ . (2.5)

Note que Vp,,(z) acima citado é o operador diferencial do campo de Maxwell no
calibre de Lorentz. Nesse caso, definimos também o propagador de Maxwell (nesse

calibre) como
Vour (2) Gy (z,y) = nj 6" (x — y) (2.6)
Vamos verificar que o propagador G*?(z,y) satisfaz a equacdo integral
G (z,y) = G5 (z,y) — / 042G (2, 2) AV ()G (2,9) 2.7)
Substituindo (2.7) em (2.4) teremos

Vi ()G (2, y) = V()G (2, y) = Vi (2) / d*2G" (2, 2) AV, (2) G (2, y)

=V (@)G (z,y) - / 02V, ()G (2, 2) AV, ()G (2,1) |
(2.8)
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A atuacao do operador V,,(z) em G"?(z, z) é obtida pelas equagoes (2.4) e (2.5),

portanto
Vi (2)G (2,y) = Vi (2)G7 (2, y) — / d* 26t (z — 2) AV, (2)GE7 (2, )

= V(@) (2.y) — AV, ()G (2, y)

= Vo (2)Gy7 (2,y) = 0,76 (x — y) (2.9)

onde na segunda linha integramos em d*z e nas terceira e quarta linhas usamos as
defini¢bes (2.5). Isso demonstra a validade da equagdo (2.7).

Iremos procurar por uma solucao em integral de Fourier para o propagador. O
operador diferencial em (2.4) exibe simetria de translagao nas coordenadas paralelas

3

a superficie x> = a. Dessa forma, vamos procurar por uma solu¢do na forma

&py A 5 3y —i

v _ vo (. —ip) (z)—y))

G" (x,y)—/(zw)sG (py; 27,y )e P (2.10)
onde p; = (p°,p',p*0), z; = (2% 2',2%,0). Da mesma forma, vamos escrever o

propagador do campo de Maxwell como a integral de Fourier

v d3p o —ip) (x| —
G5 (x,y) —/(27T)|3G0 (py; 2%, 1 )e Pz =y (2.11)

de acordo com o apéndice (A).
Substituindo (2.10) e (2.11) em (2.7) temos que

dng vo 3\ —ip(z)— dspH o . i (o
/—(%)30 (p||§x3’y3)e i (@) =y) :/(%)3@0 (p||;x3,y3)e Dy (-9

. d4Z d3p|| éup( '1‘3 Z3>6—ip“(m”—z”)AV (Z)
(271')3 pH7 ) pT

dqu ~ .
X/ WGSU(%Zgjyg)e_””(z”_y”)- (2.12)
m

Atuando com o operador AV, (z), definido em (2.5), e integrando em dz* obtemos

d3p o —ip (@) — d3p o —ipy(z)—
/(27)3(} (p||;x3’y3>e P () —y)) :/(27r)3G0 (p||;x3,y3)e Dy (-

dgp v —ip(x)—2
_/dgz”/(Qw)sGp(Pu;fﬂ?’,a)e PI@i=2)

dSq ~ - aN],—iq)(z)—
< [ G a5, e i) (213
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Integramos agora em d*z|,

dng o —ipy (x)— d3p|| = vo o (2 —
/(QW)SG (s 2%, y%)e Py (@) —y)) :/(27r)3G0 (p; 2%, y%)e Py () —y))

By ~ |
B [/ (2:)“3 G (py; 2°, a)e™ 1"

Bq - |
x / (2:)3%“((1“;a,yg)[u&:»,apf(—iqa)]ez%yl(zw)%(q” —p”)] . (2.14)

Por fim, integramos em d3qH, o que fornece

dng o o

d3p o - o1 Ao e
/(27)3 [Go (py; 2%, 4%) + iuG (py; 2°, @) [€3aprp G (p||;a,y3)]€ Py —y))

(2.15)

Se as duas integrais de Fourier acima sdo iguais, os integrandos também devem

ser iguais, ou seja,
Nvo o3 03\ . Awo .3 3 . Avp o3 o« NTO . 3
G (p; 27, y°) = Go (p; 27, y°) + ipG" (p; 27, a)€zaprp| Go (P @, y°) - (2.16)

E importante ter em mente que Gg”(pﬂ; 23,9%) é conhecido, dado pela transfor-
mada do propagador de Maxwell no calibre de Lorentz.

A equacao acima fornece a transformada da funcao de Green, é""(pu; 23, y3), em
fungdo de G (py; 7%, a). Note que (2.16) é valida para quaisquer valores de z° e y°.

Tomando entao y* = a, obtemos

CTWU (pHa .1’3, (Z) = éga(p”; x3’ &) + ZHJCTwp(pHv x3’ a)€3apfpﬁé60(p||; a, Cl)
= Gy (pj;a®a) = G (pp;a® a) — ipG (p; 2°, @)esaprp G (py; 0, @)

= Gy(piea) = G (p;2°, a)[n] — inesapmp( G (p; a,a)] - (2.17)

Por conveniéncia, definimos a matriz

M =15 — ipesa,rp| Go7 (p); @, @) (2.18)

€ sua Inversa

MM =), (2.19)
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de modo a manipular a tltima linha da equacao (2.17) como segue,

Gy (pi2®,a) = G"(pp;a®,a) M

P
= Gy(pp;2®, )M = G(ppa®, Q)M (M)
= G(p;r*a) = Gy(p;2®,a)( ML)

= G"(p;2*,a) = G (ppa® a) (ML) (2.20)

Substituindo a ultima linha da equagao acima no segundo termo do lado direito

da equacao (2.16), temos finalmente

G (p:2®, %) = Gy (p): 2%, ) +inG (p; 2%, a) (ME) ™ e3apr [ G (pyi 0, y°) -
(2.21)

Na equagdo acima, que nos fornece G* (p; 2%, y*), temos como conhecido a fun-
¢io G¥°(p);2°, ). Devemos entdo encontrar a inversa de (2.18), (M?~)~!, para
obter o propagador sob a presenca da superficie.

A transformada do propagador de Maxwell, G (py; 2°, %), é calculada no apén-
dice (A),

vo

~ _ 2 11?3— 3
Ggo’(pH’ 1,37,!/3) — 77 e pH‘ Y I . (222)
2 —pﬁ
Inserindo o resultado (2.22), com z*® = y* = a, na definigao (2.18) temos que
M7 =ny —ipes,, b -t (2.23)
2\ 7P

Para calcularmos (M7)~! usaremos o seguinte ansatz
(M) ™" = R + Vi, + Spop] + Uedp,pi (2.24)

onde R, V, S e U sao fungoes de p| a serem determinadas e usamos a definigao
da métrica paralela nﬁ“’ = 0" — nlsn’s (note que se = 3 e/ou v = 3, temos que
v _ M3 33
ni’ = = =0).
Substituindo (2.24) e (2.23) em (2.19), e efetuando algumas manipulacoes sim-

ples, obtemos o seguinte sistema de equacoes:

mRr=mn)
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1
n vt pﬁU =0
llp _p?
[

i
P |8 - —E=U| =0

e, P | U= —E—(V+R)| =0. (2.25)
2 —pﬁ

Resolvendo o sistema (2.25) encontramos

R = 1
2
1
vV = —
4+ 12
2
S = = . 2
pH(4+N)
.
U = s . (2.26)
—pj(4+ p?)

Substituindo os coeficientes (2.26) em (2.24), temos a inversa da matriz M,

2 2 :
_ W 7 2ip A\
(M) =) — 5, + 55 PleD| + €sa Pl (2.27)
4+ p2 'l pﬁ(4 + 122 o) pﬁ(4 12) 3xa ||

Substituindo (2.22) e (2.27) em (2.20), somos levados ao resultado

B o —pflz®—al
G (p);2°,a) = -
2,/ =P
2 2 -
M 1% 22:“ v A
% | (NI NN e (208
T Tt P S | - (2:28)

Agora basta substituir (2.28) na equacdo (2.16) para encontrar o propagador do

campo vetorial com a presenca da superficie

vo

4 2 PPy i (2P —al 4y —a
; H <nua | ||> + p_,l;63a lla'pﬁc e pH(|z [+y |i229)
|
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Ao tomarmos o limite da constante de acoplamento u tendendo a infinito, po-
demos mostrar que a transformada de Fourier do propagador (2.29) se reduz a
transformada de Fourier do propagador do campo eletromagnético com a presenca

de uma placa perfeitamente condutora,

lim G¥ (p; 2%, ) = S/
H—00

.2
Pj

—pifle®—y?|

1 PPN\ (1B —al P —a
_ e — H2H vl [+|y®—al) . (2.30)
2\/—pj P
ou seja, o limite y — oo corresponde ao caso de um condutor perfeito.

O propagador é dado pela integral (2.10) com a fungao (2.29),

3 vo
G (x,y) = /dp 1 ¢~V I =iy ()

3
(2m)% o —pj
d3p|| 4 ,M2 pﬁpﬁ i
+ / - Ul + € D)
R P i) P
Xe*\/Tpﬁ(lz:‘*a\ﬂygfa\)efip||(IH*yu) (2.31)

O primeiro termo do lado direito da equagao (2.31) é o propagador do campo
eletromagnético no calibre de Lorentz sem a presenca da placa, G’{OV) (x,y). O segundo
termo é uma correcao dada pela presenca da fronteira. Vamos definir essa correcao

por

d’p 4 p? PIPI Y | i
AGH — . vo Ml Vo, o
<$> y) / (271')3 4+ MQ 3 _pﬁ Uil pﬁ + pﬁ €30 D)

Xe_\/ _pﬁ(‘x?’_a""ws_a”e—i])“ (:C” —y”) (232)
e escrever o propagador (2.31) na forma compacta
G (3, ) = Gl (w,) + AG™ () (233

De posse do propagador (2.33) podemos, encontrar algumas quantidades fisicas

do sistema, classica ou quantica.

2.2 Interacao carga-superficie

Para termos uma idéia melhor do papel desempenhado pela superficie descrita
pelo modelo (2.1), vamos estudar nessa se¢ao como se dé a interagao dessa superficie

com uma carga pontual estacionéria.
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Dado o fato de que a lagrangeana (2.3) é quadratica no campo, o funcional

gerador da funcao de Green é dado por

2[J) = 2[0 exp(—g / d%d‘*yﬂ(:c)(;uu(x,y)J”<y>) , (2.34)

onde o intervalo de integragao temporal deve ser tomado de —T'/2 até T'/2, ficando
implicito o limite T"— oo ao final dos célculos.

Um fato bem conhecido da literatura [28], é que o funcional gerador se relaciona
com a energia de vacuo do campo, Ejy, (menor valor de energia do campo) da seguinte

forma
Z = BT (2.35)

onde esta implicito o limite 7" — oo.
Combinando as equagoes (2.34) e (2.35) temos

Ey = %111(2[0]) + % /d4xd4yJ"(x)GW(m,y)J”(y) : (2.36)

O primeiro termo do lado direito de (2.36) é a contribui¢do de energia de vacuo
livre, ou seja, sem a presenca de fontes externas (J# = 0). Esse termo tem relevancia
no calculo do efeito Casimir. O segundo termo do lado direito é uma contribuicao da
fonte externa |28, 29, 30| e é com ele que vamos obter a intera¢do entre a superficie
e a carga pontual

1
Bioies = 5 [ 'y (0)Gyule, )" (0) (2.31)

Substituindo o propagador (2.33) na equagao (2.37) temos que

1 , 1 ,
Efontes = 57 / d'wd'y ()G (5 (2, y) T (y) + 5= / d'xdy J, (2) AG" (2,y) ], (y) -
(2.38)

O primeiro termo do lado direito da equagdo (2.38) é uma contribui¢cdo que
existiria mesmo sem a presenca da superficie. Ele nao dependera da posigao da
superficie e serd descartado daqui por diante. O segundo termo é uma contribuicao
para a energia oriunda da interacao entre a fonte e a superficie. E nesse termo que
estamos interessados e vamos defini-lo por

1
Ei: = o d4xd4yJ“(x)AGW(x,y)J”(y) ) (2.39)
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Agora iremos especificar a corrente de acordo com o0s nossos propoésitos. Uma
carga pontual estacionaria, de intensidade A e localizada no ponto b é descrita por

uma quadricorrente
T (z) = ()\63(91? —5),0,0, o) — NP5 (7 — b) (2.40)

Substituindo (2.40) em (2.39) obtemos

1 . o
B = 55 d'xd'y 5% (T — b)AG . (x, y) \"°5° (5 — )
1 . .
= ﬁ/d4xd4y)\253(f— b)3*(if — b)AGuo(z, y) . (2.41)

Agora usamos a defini¢do (2.32) em (2.41),

Bor = 2o [P 00y azaigst 2 - 56— B)
2T ) (2m)3
2 2
_ 4 3 o ( _p_(23> e 7pﬁ(‘w37a|+|y37a|)efip”(x”fy”) (2.42)
4+p7 )8 —pf Py
Integrando em dz? e dy® temos que
A2 [ dPp 5 b
B = == d"xdyd*z)d*)0% (& — b)6*(§ — b
t = o7 | @y e R G E = 0o =)
2 2
4 1 P (2.43)
A+ 2|8, [—p? Py

onde definimos 7 = (z',22,0) e g = (2',2%,0). Podemos também integrar facil-

mente em d*T e d7,

A2 dPp
Ein = 57 do do
t 2T | (27)3 ey
2 2 :
4+pF g —pi Pj

0

Agora integramos em z° e usamos o fato de que [ dale=#"*" = (21)5(p°), o que

nos fornece

Ein = = -
YT or ) (2n)3 Y 44 p? 2

N[ Dy 4 s ( 4
8/ 7P
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A integracdo em dp° resulta em

2 T/2 Li 4 2 - .
() [ i I L PR

Ein = T Z/h
' 2T\ /s @r)4+p? |3, [

onde separamos a integral em dy°, pois o integrando nao depende de 1°.

Usando o fato de que ff/; d’ = T e identificando a distancia entre a superficie

€ a carga como

R=|b"—al, (2.47)
temos que
X[ d*p 1 2 _
B = -5 [ 22 N P (2.48)
2 ) @rpdtse | fp

A integracdo acima pode ser feita em coordenadas polares. A integral na parte

angular resulta em um fator 27, restando apenas a parte radial
)\2 MQ 00
B, = 2 dre—2R
m 814+ p? /0

A2l
= —— — . 2.49
1674+ 2R (2.49)

A energia de interagdo acima tem o comportamento Coulombiano. O sinal nega-
tivo indica que a interagdo é atrativa (a carga e a superficie se atraem) e a energia
cai com o inverso da distancia entre a superficie e a carga. No limite em que p — o0,
recuperamos a energia obtida pelo método das imagens |[3]

A1
lim Eint =

€Omo ja esperavamos.

Nesse sentido é interessante perceber que o papel da constante de acoplamento é

. T . . 2
apenas atenuar a carga imagem por um fator multiplicativo uniforme 4i7.

2.3 Equacoes de movimento

Nessa se¢ao estudamos as equagoes de Euler-Lagrange do modelo (2). Para isso,

vamos iniciar com a agao correspondente,

1 1
S = /d4x - ZFWFW - J, A" — §,uv“eWa5A”8°‘A55(x3 —a) . (2.51)
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Variando a agao (2.51) obtemos

0S = /d%éA“[—@”FW — pezuasd(r® —a)0* A% — 7], (2.52)
portanto, a configuracao de campos que minimiza a agao deve ser tal que 6S = 0,
ou seja,

/d%dA“[—@”FW — pezuapd(z® — a)0" AP — J,] =0. (2.53)

Sendo d A* pequeno mas arbitrario, devemos ter que

—0"F,, — MGguaﬁé(Ig — a)f)aAﬂ —J,=0

= —0"F,, — pesuapd(@® — a)0*AP = J, | (2.54)

onde F3, = 63,\,“,8AA” ¢ o tensor dual de Fj,.
Para interpretarmos melhor as equagoes (2.54), vamos tomar os casos onde p = 0

e p=1(i=1,2,3), respectivamente

—ayFol, + ,u5(353 — a).Fgo — Jo =0
V.E =p—pud(z® —a)B.2 (2.55)
—aVEV + M5($3 — G)ng — Jl =0

~Fyo + O Fyj = —pd(2° — a)Fai + J;

. - - OFE H
VXB:J+68—t—M5(x3—a)(EX2) (2.56)

E interessante notar que as equacoes de Maxwell com fontes apresentam uma
dependéncia nos campos e nao somente em suas derivadas. Mais especificamente,
as componentes do campo elétrico paralelas a superficie a componente do campo
magnético perpendicular a superficie, sob a superficie, sao fontes para o rotacional

do campo magnético e para o divergente do campo elétrico, respectivamente.



CAPITULO 3

Lagrangeana com dois campos

Nesse capitulo estudaremos um modelo tipo Chern-Simons composto por dois
campos para descrever superficies materiais. Como fizemos no capitulo anterior,
vamos nos restringir para o caso de uma superficie plana infinita. Vamos adotar
um sistema de coordenadas onde essa superficie se localiza no plano 23 = a. O
campo eletromagnético serd designado por A, sendo definido em todo o espaco.
Nesse modelo consideramos um segundo campo de natureza vetorial, porém definido
apenas sob a superficie. Designamos esse segundo campo por B* com pu = 0,1, 2.
Note que B* s6 deve depender das coordenadas paralelas a superficie 2°, 2!, 22.

A lagrangeana do modelo proposto é dada por

1 1
L= = FuF" = J A %(auA“)Q

1 D (. 1
+ (—ZGWG“ + 5 °B,0, By — 1,B" — ﬁ(auBﬂ)Q) §(z* — a)
a (%euyagAu(auBa) T %G“VasBu(ﬁuAa)> §(z° —a), (3.1)

onde definimos o tensor intensidade de campo para o campo B,
G“VGPW = (8||MB,, — 8||VBH)(8H,,B# — 8HMBV) (3.2)

O primeiro termo do lado direito de (3.1) é a lagrangiana de Maxwell, o segundo
termo d& o acoplamento do campo de Maxwell com sua fonte externa e o terceiro é
o termo de fixacao de calibre para o campo de Maxwell, no o calibre de Lorentz.

O quarto, quinto, sexto e sétimo termos da lagrangiana (3.1) envolvem somente

o campo B* e estao definidos apenas sobre a superficie 23 = a. Com eles, podemos
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perceber que B* se caracteriza por ser um campo tipo Chern-Simons de massa m e
definido somente no plano z® = a. O sétimo termo é apenas para fixacao do calibre
de Lorentz para o campo B*.

Os dois ultimos termos fornecem um acoplamento entre o campo eletromagné-
tico A" e o campo de Chern-Simons B*. Com uma integracdo por partes, podemos
mostrar que esses termos sao iguais. Por conveniéncia futura, vamos deixar a lagran-
giana do modelo escrita na forma (3.1). Os altimos termos também estao definidos

3

somente sobre a superficie z° = a.

Por conveniéncia de notacao, vamos usar as seguintes definicoes:
=_1 woo_ o guqg L m)2. .
® Lytae = —3FuF JHA, — 5-(0,A")?: lagrangeana de Maxwell;

® Los = ( —1G,,G" + 23 B,0, B, — 1,B" — ﬁ(@uB“V)é(x?’ —a): lagran-

3

geana localizada em 23 = a para o campo B*(z°, z!, 2?);

o Lint ( — Let 3 A, (0,By) — %E“VQP’BM(&,AQ)>5(.T3 —a): lagrangeana de acopla-

mento entre os campos A e B.
Com isso, podemos reescrever a lagrangeana (3.1) como

L= Lytaz + Lcs + Lrnt - (3.3)
Ressaltamos também o papel de cada um dos parametros da lagrangeana (3.1):
e m representa a massa do campo de Chern-Simons;

e 1 ¢ a constante de acoplamento entre os campos A e B;

J,, ¢ a fonte externa do campo A;

I, & a fonte externa do campo B;

e o é o parametro de fixacao de calibre do campo A;

[ é o parametro de fixacao de calibre do campo B;

O modelo (3.1) é mais rico do que aquele apresentado no capitulo (2), pois temos
agora dois parametros ajustaveis: a constante de acoplamento p e a massa do campo
de Chern-Simons m.

Vamos agora investigar alguns aspectos do modelo proposto para ver que tipo de

fronteira ele poderia descrever.
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3.1 Lagrangeana Efetiva

O campo B no modelo (3.1) exerce um papel coadjuvante, sendo sua presenca
utilizada na tentativa de descrever efetivamente o comportamento de uma superficie
material. Nesse contexto, vamos buscar por uma lagrangeana efetiva para o campo
eletromagnético A* a partir de (3.1). Vamos comegar considerando o funcional
gerador |33, 22]

Z[J] = /\//DA DB exp {h/d%ﬁ}
= N/DA DB exp {ﬁ/d4$£Max+£CS+£lnt1 (34)

Sendo L., dependente somente do campo A, Log dependente somente do campo

B e L}, dependente dos campos A e B. Podemos reescrever 3.4 da seguinte maneira

Zi = N/DA exp (h/d JCEMM) /DB exp (h/d4xﬁcg+£1nt> (3.5)

Se efetuarmos a segunda integral funcional em (3.5) (a integral em B), vamos
ficar com um integrando que depende apenas de A e poderemos identificar uma
lagrangeana efetiva para esse campo.

O integrando da segunda exponencial pode ser manipulado como segue:

/d4$£cg + Ly =
/d4x Lo Mavesg o B, — 1B — L (9,B"?| 8% — a)
4 uv 9 nYvDa w 2B

/ d'z [46‘“’0‘3A (9,B.) + Zewai”B (GVAQ)] §(z® — a)

~ [ ),

I,B" — g 3B 0, A,

BB, + Denorsp 9,B,—

§(2® — a) (3.6)

onde escolhemos o termo de calibre § = 1 e eliminamos os termos de superficie.

Podemos integrar (3.6) em dz3, o que fornece

/d4$ﬁcs + Lt =

/d3x|| {1 (0N T]H " + me"*?9,)B, — B, <I“ ’gg“a”?’aaA,,(x”,a))} (3.7)
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Vamos definir agora o operador diferencial
O (x)) = 8/\(‘))‘nﬁ‘” + met39, | (3.8)

e a quantidade

¥ (@ a) = 1 + S0, A, (x),0) (3.9)

para reescrever a integral (3.7) na forma compacta
1
/ QLo + Lo = / P Bu(@)O™ (2)B,(x) — Bu(r) K*(z,0) . (3.10)

Levando (3.10) na segunda integral funcional em (3.6) obtemos

/ DB exp <% / d*zLes +,c]m) =
= /DB exp [%/d?’x%Bu(%)O“”(mn)By(@ —Bu(m)K“(x”,a)] . (3.11)

E importante observar que o operador (3.8) é o operador diferencial de Chern-

Simons, seu propagador deve satisfazer a equacao diferencial
OM Gesynl(@) = yy) = 08 (z —yy) - (3.12)
No espago dos momentos a equac¢ao acima se torna
G oy (p)) =i — ime"*pya] = 1, (3.13)

Para resolvermos, langaremos mao do seguinte ansatz

Gosyu(P) = ANjus + Bpyupje — iC€um3p] (3.14)

sendo A, B e C fung¢oes do momento p; a serem determinadas.
Substituindo (3.14) em (3.13) devemos ter que

[—Pﬁnﬂw B Z-meual/i’)p“a] [Am\lm + Bp”Mp”,.i — iOEupn?)pﬁ] = 77|TV . (315)

Efetuando as operacoes do lado esquerdo da equacao acima e comparando, termo

a termo, com o lado direito, somos levados ao sistema

1. (—pfA +mCpi) = nff,

pipf(—=piB —mC) =0
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@'Ganpﬁ(pﬁC —mA) =0, (3.16)

que tem a seguinte solucao

1
.
pif —m?
B= m
) (pff — m?)
m
C=-——" 3.17
w0t~ ) 10

Levando os coeficientes (3.17) em (3.14) obtemos o propagador de Chern-Simons

no espaco dos momentos

HE MoK w3
Sk ) PPy e L
GH o (p) = ——5—— +m? im———s—— . (3.18)
COAS pf —m? ()2 (pf — m?) ) (pf — m?)
Portanto, o propagador de Chern-Simons no espago de coordenadas é:
" Epy —ipy (o)1)
R HE MoK
_ / Cp (M e PP
2m)*\  pf—m? (})*(pf —m?)
pyp -
+im e~ PI@—v) (3.19)
() (pf — m?)

Seguimos agora o procedimento padrao no calculo da integral funcional (3.11).

Efetuamos a translacao no campo B
Bu(z)) — Bu(z)) + /dByGwsw(an —yNE”(y),a) , (3-20)
o que faz com que

/dgﬂfu%Bu(fﬂ||)0“”($||)3u(ﬂfll) = Byu(z)) K" (2, a) —
— %/d%nBu(xu)O“”(w)Bu(ﬂi)

1
2 /dg?/llK“(fUnaG)Gwsw(fﬂn —y)KY(y.a) (3.21)

onde efetuamos algumas manipulagoes simples e usamos a propriedade satisfeita

pelo propagador de Chern-Simons G(csyuu (2 — ¥)) = G sy — 7))
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Na integral acima vemos que somente o termo K* (x|, a)Guy(z) — y)) K% (y), )
depende do campo A. Substituindo a equacao (3.21) na integral funcional (3.11) e

levando o resultado no funcional gerador (3.6), podemos escrever

N/DB exp lh/d :z:éB (xu)oﬂ”(a:)Bu(ﬂf)]

/DA exp( /d LV o

—%/dww«%>emawmn—yWKW<w@:—aw@3—@>. (3.22)

A integral funcional [DBexp |1 [ d®z3B,(x))O" (x)B,(x))] ndo depende de

A e sera englobada em uma redefinicdo da constante N. Assim ficamos com

:/\_//DAexp <%/d4x£Mw

1
—— [ d'yK"(z )G sy (2] —y”)Kw( Yo(2® —a)d(y® —a) | . (3.23)
2
Da expressao acima podemos identificar uma acao efetiva para o campo A
1
Sep = /d4x dy Latar = 5 K" (@)Giosyw (@) — y) K (1)0(2" — a)d(y* — a)

1 f
= / d'z d'y Lasee =5 [I Hay) + ge“aﬁ JaaA/s(m)] Gesyus(@) —y))
X [I¢(y\\) + gﬁwﬁ)\gaf;A)\(y)} 5(x3 - a)é(y?’ - a)
4 4 1 W K 13
= [dzdy Ly —3 [I (z)) + 57 (33)} Gesyuw (@) — y))

I
< 1) + 57 )] 06 - )iy’ — ) (3.24)
onde na segunda e terceira linha usamos a defini¢ao (3.9) e na quarta e quinta linha
usamos o fato de que F* = etV F, 5 = et 9, A
Podemos também identificar uma lagrangeana efetiva para o campo A, com Sey =
fd4l'£ef,
1 7
Lof = Litaz — 5/614?4 [f“(l'n) + 5}—”3(93) G sy (T — Y))
X []w(y”) + g]—"w?’(y)} §(z% —a)d(y® — a) (3.25)

Daqui por diante vamos considerar que nao temos fontes externas para o campo

B, ou seja, vamos tomar I*(z) = I¥(y;) = 0.
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As equacdes de movimento podem ser obtidas tomando a variacao da acdo nula,

0Ses = 0, para pequenas variagoes de A. Assim sendo, da equacao (3.24) obtemos

0Sef = /d% d4y OL Ao

—%5[7“3(90)G(05)w(x|| —y) F(y))o(z® — a)d(y® —a) . (3.26)

Variando a agao acima, usando a propriedade Gu(x) — y) = Gyu(y) — x|) e

efetuando algumas manipulagoes simples temos as equacoes de Euler-Lagrange

2
O, F"" — JH 4 §(x® — a) /d4y%60pu3[apG(cg)ow<£L‘” — yH)]J’-"W(y)(S(y3 —a)=0
(3.27)

Da equagao (3.27) podemos ver que o tensor intensidade de campo dual F* é
fonte para o tensor intensidade de campo. Essa contribuicao se da somente sob a

124

superficie e se caracteriza por ser nao local, ou seja, as derivadas de F*” em um

dado ponto do espaco dependem de F* avaliado em toda a extensao da superficie
2 = a. A caracteristica da nao localidade é comum quando estamos lidando com
teorias efetivas.

Substituindo a equagao (3.19) para Ggy (2 — y)) em (3.27) e efetuando algumas

manipulacoes simples, que vamos suprimir nesse texto, obtemos

0, F""(x) — JH(x)

2 dp mp|ppF () )
—5($3—a)/d4y %/ (271-)”3 [m]:“3(y)+ H pﬁ + i) 3p||pﬂ3( )

e*iplw(ffu*y\|>5( X - (3.28)
X———0(y" —a)=0. :

pf —m?

A integracao sobre o segundo termo do integrando é nula. Isso pode ser visto

COoImo segue,

dPpy m F¥ —ipy () —yy)
/d4 / il PipiF " (y) e Sy — a) =
P

2 2
pyp—m

de mpHer (y ) 1 . i -
—DOnime PIEI=YD§ (43 — @
/ / 7 7 2 (=D0w) (v* —a)

Bpy mpY Oy F> (y .
/ ity / pn P} Oty 2< >)Z-e—zpu<rn—yu>5(y3_a) =0, (3.29
pij(pj —m?)

onde efetuamos uma integracao por partes na terceira linha e usamos o fato de que
_ o LY _
AN F > (Y) = OOy € 3as A’ (y) = 0.
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A integracao do ultimo termo em (3.28) pode ser escrita em uma forma mais

conveniente, da seguinte forma

4 Pl . pu3 5, e~Pi@my)
/d / Zew p|PF/} (y)2—7n26(y —a):

P =
d3p e~ 1@ —y))
/d4 / I Eiugﬁ:i( )8||p —p 2 5(93 _a) -
I
. d3pH oui3 5 e~ (@)—y)) 5
= —/d Yy /(%)3% (Do) F* (y))pﬁ_—mQ(S(y —a), (3.30)

onde na terceira linha efetuamos uma intgracao por partes.
Levando os resultados (3.29) e (3.30) na equagao (3.28) obtemos

0, F""(z) — JH*(x)

~5(z* —a) | d'y p ” (mFS () + e, F )]
e~y (Z—y|) 5
xp—é(y —a)=0. (3.31)
I

O termo entre colchetes na equagao acima nao depende de p. Sendo assim, podemos

escrever
0, F""(x) — JH(x)
—§(2* — a) /d4y %5(3;3 —a) [m]:“3( )+ €y 389 ]:¢3( )]

dPp; e~ PIEI—v)
=0. 3.32
< / o (3.32)

Integrando em d3pH na equacao acima, teremos

5 e IR m\F
[éns i (3.33)

2
m 47r Zﬁ

Com isso, temos finalmente, as equacoes de movimento

it

5z —a 5y — a)———— [m]—"“g( )+ewp38” F3(y)

/187 () —y))?
+O,F(z) — JH(z) = 0 (3.34)

Note que fica explicito a nao localidade do modelo, pois as derivadas de F*(x)

tém como fonte os valores de F*3(y) avaliados ao longo de toda a superficie.
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Para ser mais explicito, vamos escrever a equagoes acima separando o caso onde
i=0eocasode u=r1.

Vamos iniciar com o caso = 0, como segue,

. W e
) / dy 5y — ) [mf“?’(y) +€w£33ﬁ(y>f‘”3(y)]

§(z° —a

+0,F(z) — J°2) =0 =

2 N CTETE L.
o’ —a) / =t “)T“yl)g [=mB () + Vi - Bi(w)|
V.E(z) —p(z) =0 (3.35)

Para as componentes espaciais, p = ¢, em (3.34) procedemos da seguinte forma

2 —ma/ (2 —y))?
3 _ 4 H 3 N6 Vo i3 i3 ap 3
5" —a) [ d'y e = oy [P + € )

+0,F" (x) — J'(z) = 0=

st =) [ty | oot
r’—a Y Y’ — ) ———X
1287 (@) —y))?

—

(2 x E(y) = aoE(y) - (2 x V)(By) - 2)] ]

V x B(z) — 0E(z) — J(z) =0 (3.36)

3.2 Propagador da teoria

Na secdo anterior consideramos a teoria efetiva para o modelo (3.1), na qual
fizemos a integracao funcional no campo B.

Nessa se¢do vamos considerar o modelo (3.1) completo e calcular o propagador
correspondente. Desconsiderando termos de superficie e usando o calibre no qual

a = =1, podemos reescrever a lagrangeana (3.1) como:

1 1
L = §Aun“”8,\8’\Ay + [ﬁBu(nﬂW@AﬁA + me"*?9,,) B, — INB“} §(z% — a)

— AN+ % 4, (—gewi’)aua) B,+ B, (—gew3a||a) A,] (2 - ax3.37)
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A equagao acima contém termos quadraticos em A e em B assim como termos de
acoplamento entre A eB, todos lineares tanto em A como em B. Por conveniéncia,

vamos escrever a equacao (3.37) em uma estrutura matricial, como segue

1
L=l B
nHr 9\ 0* —Lero35(x® — a)0)q A,
—Ler35(2® — a)0). O(a® — a)(nwamﬁ + met39),) B,
J,
~| a4 B | e (3.38)
I,0(x* — a)

Note que a equagao (3.38) contém apenas um termo quadratico e um termo linear
na matriz [ A, B, } Portanto, o modelo pode ser resolvido exatamente. Para

isso, vamos comecar definindo os seguintes operadores diferenciais matriciais:

Ve) i "R — L3S0 — a)d)q
r) =
I —%e“O‘VS(S(x?’ —a)0|a §(x® — a)(n“”(()”A@ﬁ‘ + me“a”30”a)
_ [ Ull(fL’) Ulz(l’)
L 1121(1') UQQ(ZL‘)
RN 0
Vi) = | T
0 i 0 5(1’3 — a)(n‘“’GHAaﬁ + mE’LaV?’aHa)
_ [ v11 () 0
I 0 Ugg(l')
[ _ M pav3 3 _
AV"W(Jﬁ) _ . ; 0 26 5($ a)(‘?Ha ]
| —5e%6(2° — a)0)a 0
_ 0 vulo) (3.39)
L Ugl(l') 0

onde definimos os operadores

UH(ZL’) = n“”@xa’\
vaa(zy) = 8(2° — a)(" 0,0} + me" o))

vig(x)) = va(z)) = —ge“o"’35($3 —a)0|a - (3.40)
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O operador V*(z) é aquele encontrado na lagrangeana (3.38). O operador
V§"(x) contém apenas os termos sem interacao entre os campos A e B. Como
esperado, V§"(z) é diagonal e seus termos sao dados pelo operador de Maxwell e o
de Chern-Simons (definidos, respectivamente, por v1; e vgg). O operador AVH(x)
envolve somente os termos de interacao entre os campos A e B. Note que com as

defini¢oes (3.39) temos que
VY = Vb’w + AVHY (3.41)

O propagador do modelo é dado pela inversa do operador V#¥(z), ou seja

Nkt (x —y) 0 ]

‘ (3.42)
0 7,0z —y))o(2* — a)

VI (@) Guo(,y) = [

E importante ter em mente que Guo(z,y) deve ter uma estrutura matricial.

Por conveniéncia, vamos definir a inversa do operador V§" como

neot(x —y) 0 ]

(3.43)
0 i, 0%z —y))d(2° —a)

‘/E)My(m)GOVU(xay) = [
Vamos mostrar que a fun¢ao de Green, definida em (3.42), satisfaz a relagao

Goo(,9) = Gove (2,7) — / =G (2, 2) AV (2) Gono (2,1) | (3.44)

o que pode ser feito ao aplicarmos o operador V*¥(z) definido em (3.39) em ambos

os lados da equagao (3.44),

V() Gro(2,y) = V“”(SU)GOW(%?J)—V“”(x)/d‘lzGuﬁ(I,Z)AVﬁ”(z)Gofw(zay)

= V¥(2)Gopo(x,y) —/d4zV“”(m)GVﬁ(m, z)AVﬂK(z)GO,w(z,y)
(3.45)

Na integral da ultima linha da equacao acima temos a atuacao de V*(x) sob a

funcdo G,s(x, 2), cujo resultado pode ser obtido pela equagdo (3.42), assim
Vv (‘r)GVU (ZE, y) =V (x)GOIJU(x7 y)

- / " [ o4 (z — 2) 0

AV () Gowo (2,
0 nfiy6*(z) = 2)d(a® — a) (2)Goro(2.9)

(3.46)

Usando a definicio de AV?* em (3.39) temos
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VI (@)Gun(,y) = V* () Glose (2. )

_/leﬁﬁw—z) 0
0 7f0°(z) — 2)d(2° —a) |

0 e B5(z° — a)<—%>3||a(z) -
E'wﬂ35(23 — Cl) (—%) 8||a(z) 0

XGowo (2,Y) - (3.47)

Vamos agora usar o fato de que §° (x| — 2)0(2® —a)d(2* —a) = 6*(z — 2)d(2* —a),

0 (x — 2)0(2% — a) = §*(x — 2)0(2® — a) para reescrever a equagao (3.47) como

V(@) Gro(, y) = VI¥(2)Govo (2, y)

01 ko p
—/d4z [ Lo ] 50" (x — 2)e B35 (23 — a)<—§>8Ha(z)G0M(z,y) : (3.48)

Integrando em d*z e fazendo as manupulacoes necessarias, podemos identificar o

operador AV#(x), dado pela definicao (3.39). Assim, obtemos que
V()G (x,y) = V*(2)Gopo(z,y) — AVF(2)Goro () . (3.49)

Usando a equagao (3.43) e que V*(z) = V§"(x) + AV*(z) no lado direito da

equacao acima, obtemos:

VI (2)Gho(z,y) = VI (2)Govo(z,y) + AV (2)Gope (2, y) — AVH(2)Gope ()

= V5" (2)Govo (7, y) (3.50)

Comparando as equacoes 3.42 e 3.43, vemos que elas sao iguais, o que demonstra a
validade da equagao (3.44).
Nosso modelo (3.1) tem simetria de translagao nas coordenadas paralelas zj,

sendo assim, vamos propor uma solucao em integral de Fourier da seguinte forma

3
Gol(,y) = d’p| Goo(py; 2°, y?)e~w1@i—v) (3.51)
vo Jy (27_‘_)3 vo p||7 7y

A fungao de Green Go,,(z,y) para o operador V¥ (z) sem a interagao é conhecida.

Por conveniéncia, vamos escrevé-la como uma integral de Fourier

g ~ .
Gowo(T,y) = /WG’OM(QH; 23’y3)e*zqn(z||*yn) ) (3.52)
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Susbtituindo as equagoes (3.51) e (3.52) em (3.44) temos que

d’py » &py ~ ~
—ip) (@) —y)) — L c3 e~ —yp)
/(2 ) GVU(pHa Y ) /(271_>3 Oua(pHax Y )6

& |
/ &'z / B Gs(pys 2%, 2%)e 1= AV ()

dq) iy (2 —
X/WGOH,O'(qn? ,y) @) (3-53)

Atuando com o operador AV#%(z) definido em (3.39) obtemos

3 3
/ h L&, o (p; 2%,y )e i) :/ dp'gé()w(plﬁ$3,?J3)€7ip”(w”fy”)

(2m)3 )
_/ (C;:)”?’ (C;rq)”iS /dz?’éyﬁ(p; $3, 23)e_ip\lx\| equy“(;(Z?, . a)

y 0 i 6ﬂan3q”a
3o

Usando o fato de que [ d3z)e'®1=2)%1 = (27)263(p| — q|) e integrando em d?g e em

éo,w(q”;z?’,y?’)(/d32||ei(p|—<J||)Z|> . (3.54)

dz? podemos finalmente escrever

/dp” Goo(p: 2%, 5%)e zp|(:c|—y|):/ d’p| éo,/a(pu,llﬁ y*)e w1ty

(2m)3 (2m)3
d3p” 5 0 1M Bw{nga B 4
- —GV p ;:LB)& ; G ko \D ;a’y?) e*ZpH(:L‘”fyH).
/ @me TP ) i sy o | GosePiiay”)
(3.55)
Da equacao acima, podemos concluir que
éua<p|| ; x3’ y3> = éOVU(p||; x3’ y3>
B 0 WEﬁamZ’)pHa B
~Gua(pa®a) | 4, s Gono ()5 @, 4°) - (3.56)
26 Pla 0

A equacdo acima é vélida para quaisquer valores de 23 e y3. Vamos tomé-la no

ponto 3% = a,
é <p||7 I.?) CL) - G0V0<p||7 I‘ CL)

0 i 6,8a/{3p”a

éoﬁa(p||; a,a) , (3.57)
Pl 0

~ 3
_GVB(pII)x 7a> [ Z,u,eﬁa,tgfﬁ

onde, no lado esquerdo, usamos que éw(p”; 23,97 = G,,ﬁ(pu; 23 a)n?.
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Isolando GOVO'(pH; 23, a) podemos escrever

GOW(p”; 373, a) = éyﬁ (p”; 333, CL)
g 5 paGicsys(p), a;a) ]

Z ) (3.58)
HEB&HSPHQG(M)NJ(pHa a, CZ) 775

Pela defini¢ao (3.43) e a definicao do operador V#(z) em (3.39), podemos mos-

trar que a matriz G, (z,y) é dada por

G (myro (T, 0
Cong () = | CONmo:Y) (3.59)
0 Gesyolz),yy)
Onde
d3p|| 77%0 _ —p2|a:3—y3\
Gayro (@, y) = / eV (3.60)
(M) (2m)3 9 —p%

¢ a funcao de Green do operador de Maxwell, n**9,0*, discutido no capitulo anterior,
e Gos)we (2|, y)) é 0 propagador de Chern-Simons, obtido na equagao (3.19).

Vamos definir a matriz

M = [ e 5 PGiesm P aa) | g6
231G (aymo (D) @, ) A
e reescrever a equacao (3.58) como
Govo(p; 2°,a) = Gyg(py; 2%, a) M5, (3.62)

Multiplicando ambos os lados da equacdo acima pela inversa de M? e usando o

fato de que
B 0
MMy, = | T (3.63)
0 7’
podemos mostrar que
ém(pll;$37 a) = éOVJ(pH; 3337 a)(M_l)U a - (3.64)

Substituimos agora (3.64) em (3.56), o que resulta em

éuo (pH; ZE37 y3) = éOI/U (pH; ZL’3, yS)
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0 weﬁam}p N 5
1 Gowa(py a,5%) (3.65)

_é vo ;x3>a Mil 7
ove (P)5 2°, @) (M) 5[%/3%3])

Pela equagao (3.65) podemos ver que para encontrarmos éyg(p||; 23, 9°%) devemos

obter primeiro a fungao G, (p|; 2°,4%) e posteriormente a matriz inversa (M~)7 4.

Vamos iniciar com o céleulo de G, (p; 2%, 3?).
Com as equacoes (3.59), (3.60) e a representacao de Fourier (3.52), obtemos

~ é vo ; 37 3 0
G (pys ) = [ (Mo (P13 2%, Y°) ) ] (3.66)
0 Gesws(p))

onde G(csyo(py) & dado por (3.18) e

Gt (py; ) = —2—e VAV (3.67)
2

P

Usando as equagoes (3.63), (3.66) e (3.61) e definindo os elementos da matriz

inversa de M como

A B
M= T (3.68)
¢y g
podemos escrever
50
M§<M$>—1:[”7 ﬁ]:,
0 ny
ng F " ppGiose (1) AT BT _
LeborSp oG anme (p); @, ) n ¢s D3
0
_ [”v ) (3.69)
0 ny

Os fatores A7, BY, CJ e D7 da defini¢do (3.68) podem ser obtidos impondo-se a

validade da equagao (3.69). Vamos suprimir esses calculos desse texto para facilitar

a leitura. Os resultados séo

2 2 2.2 2
A7 a4 (1 + X@pPPX@)p| —m XopPll
= 2 2 2 I
! ! m2xt P — (L xeppp)®

2 . o K
mX(py) = (L4 X P X)) o 2mX<pH>€ vy D] (3.70)
m2x, P = L+ Xppj)? mxG )P — (L + Xwpr)?

PPyt
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. i
C7 =
4 —pﬁ[mZX%pH)pﬁ -1+ X(Pn)pﬁ)z]

X [ZmX(pH)(pﬁ—pH’Y - pﬁlrlﬁ:y - (1 + X(p‘|)pﬁ)eaa'y3p||a] ? (371)

(1 + X(Pu)pﬁ)x(?u)pﬁ - mQX%PH)pﬁ 1o+
2 2 2 l
M2 XGpPl — L Xepp)?

Davzngv_l_

mQX%pH) —(1+ X(P|)p2)X(P|)pg N IMX () € oy D (3.72)
w07 — (L XepeD? 0w, 5t — (T xppp))? '
B = S R T PN )
X [z’m <—77"7 + Z%I%lh) + (1+ x(pu)pﬁ — mx(p”))e”avgpua , (3.73)
onde definimos a funcao
X(p) = a3 : (3.74)

8,/ —pi(p}f —m?)
De posse dos coeficientes A, B, C e D e, portanto, da matriz inversa (3.68),
usando as equagoes (3.18), (3.66) e (3.67) e efetuando diversas manipulages simples,
porém longas, obtemos finalmente a transformada de Fourier do propagador

Goo(pp; 2, y°) =

0 Geswe(p))

. alll/a(pﬂ;xg?yg) a’l?ua(pﬂ;xs)
2100 (D) ; y*) 2200 (P))

G anyo (p); 7%, 4°) 0 ]

(3.75)

onde definimos as funcoes

( 5 ) MQB—\/—pﬁ(\acS—aHla—y?’l)
an\pr,y )=
16pi[m?x{, \pi — (1 + X@)p)?)(pf —m?)

X [(1 + X(pH)pﬁ - mQX(pH))(nHVapﬁ - p||l/pH0) - imem/)o?)phb] s (376)
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3
a ;7)) = —
12(]7” ) 2 _ 2[ 2+,2 2 (1_|_ 2)2]( 2 2)
PiM=X )P X)P))"I\P —m
. m
X [@mﬁnw P + (1 + DX — mX(mo)EVwUSpff] ) (3.77)
e —pfla—y?|
3
a ; = —
21(]7” y) 2 _ 2[ 2+,2 2_(1+ 2)2]( 2 2)
PiM"X o) P X P)"I\Pp —m
] m
X [Wmnua - p—ﬁpuupna + (14 pixy) — mX(p|)>€V¢03pﬁ)] ; (3.78)

12

4\ [=pi[m*x¢, i — (U4 Xoppf)?) (o] — m?)?

CL22(PH) = -

x [77”1,0[77”&2(1 - X(Pu)pﬁ) +(1+ X(Pn)pﬁ)pﬁ]

2
m 2 2
D)D) (F(XWP -1 -1+ X@)P”))

—i—z’m(mQX(pH) —2— X(pl)pﬁ)ewggpw] ) (3.79)

O propagador sera dado pela integral (3.51) com (3.75), ou seja,
Gon(iy) — / Epy | Ganwe(py; 22, yP) ] 0
(2m)? 0 Gosua(p))

| a2, y?) araue(pys 27) J—
a21ye (p||; yg) 22y (p||)

(3.80)

Note que o propagador (3.80) é dado pelo propagador sem o termo de interagao
acrescido de uma contribuicao na qual se leva em conta a presenca da fronteira.

Vamos denotar essa contribui¢ao por AG(x,y)

3 3 0,3 .3
AGua(m,y) _ _/ d pH [ allua(pH;x Y ) alQUO‘(pHu‘CE ) ] efipH(:q‘fyH) (381)

(2m)3 a1ve ()5 Y*) 2200 (P))

Se tomarmos o limite de acoplamanto nulo, ou seja, u — 0, temos que a;; =
Ao = ajg = ag = 0 (e AG = 0), e recuperamos o caso onde os campos de Maxwell
e de Chern-Simons estao desacoplados.

De posse do propagador do modelo, podemos encontrar qualquer quantidade

fisica relacionada ao sistema, classica ou quantica.
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3.3 Interacao carga-superficie

Com o propagador devidamente calculado, na se¢ao anterior, vamos estudar como
se da a interagao entre uma carga pontual estacionaria a superficie descrita pelo
modelo (3.1).

Usando os mesmos argumentos empregados no capitulo anterior, podemos mos-
trar, para o modelo (3.1), que a energia de interacdo entre uma fonte externa e a
superficie é dada por

Foi = = | dad'y(T") (0)AG,u(2,9)T(9) (3.82)

onde estd implicito o limite 7" — oo, AG,,(x,y) estd definido em (3.81) e J#(z) é

a fonte externa, dada por

(3.83)

THx) = [ JH(x) ]

I"(x)6(z® — a)

sendo J*(x) a fonte para o campo de Maxwell e [*(z) a fonte para o campo de
Chern-Simons.

Para um sistema sem fontes para o campo de Chern-Simons e com uma carga
pontual estacionaria para o campo de Maxwell, localizada na posicao I;, devemos

tomar [*(z) = 0 e J*(z) = qnl'63(Z — b). Com isso a equacio (3.83) fica

TH(x) = [ Jﬂ(mé ] (3.84)

e a energia (3.82) se torna

q77053( g)
[ 0 ] (3.85)

1 o
B = g [ d'vd'y | qufe @ —8) 0 | AGyu(z.v)

Substituindo a defini¢ao (3.81) em (3.85) temos que

d pn

B, = drdy q D537 — B) 0}

o3 .3 .3 3 P
allz/o(pH)x Y ) a12ya(p\|;x ) q7705 ( b) e_ip\\(ml\_yl\)(3.86)
a2ve (I3 Y°)  a2200(p)) 0

Efetuando o produto matricial e as integrais d*Z, d* obtemos

d p|| dp

Eine = dz’dy° Cl1100<p||>b b*)e —(20 =) (3.87)
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Usamos agora o fato de que [ dale=""*" = (27)5(p°), integrando em dp° e levando
em conta que [ dy® =T, estando implicto o limite 7" — oo, reescrevemos a energia

de interacao como
2 2,2
q d=pj 0 = 73 13
Epi=—— | —= =0,p;b°,0%) . 3.88
t 5 / (2ﬂ)2a1100(]9 gl ) ( )

Pela definigao (3.76) podemos escrever que

20+ Xeppt — M X)) (9] — 1))
16pﬁ[m2x%p||)pﬁ o (1 + X(p\\)pﬁ)2](pﬁ o m2)

anoo(po = 07]7\\3 373; 3/3)

Xe_ —pﬁ(|m3—a\+|a—y3\) . (389)
Substituindo o resultado acima em (3.88) chegamos a seguinte integral
- -2, /p}[6°—al
B - LK / e (1= Xt~ mixeae VT (3.90)
"8 ) a6 i+ (- B )

A fungao x esta definida em (3.74). Para p° = 0 temos entao X(-7)) = Wiim?)
12

e a equacao (3.90) toma a forma

2,2 &5 8, /% + p? B Y
Emt:_Q,u/ P 8 V2l 62\/17‘ﬁ|b3 k3.91)

32 Q) 5t | 6457 + 16, /iR + put + 64im?

A integral acima pode ser resolvida em coordenadas polares. Tomando como

r a coordenada radial, ou seja, r = ﬁﬁ e integrando na parte angular, podemos
escrever
2,2 poo 8 2
Eint = —&/ dr rn ¢~ 2rb=al (3.92)
87 Jo 64r2 + 16ru® + p* 4+ 64m?

Para resolvermos a integral acima vamos fazer a decomposicao por fragoes par-
ciais. As rafzes do polinémio do denominador (6472 + 16ru? + u* + 64m?) sao

2 2

ne-Lrim = im, (399

e a equacao (3.92) pode ser escrita como

2,,2 e o] 8 2 8 2
EiTLt = q ILL / dr |:u6_27"b3_a| — ue—zﬂbg—a\ (394)
0

210mm r—r r—1y

O resultado da integral acima pode ser feito com o auxilio da referéncia [32| ou

com o auxilio do software Maple. Vamos definir a distancia entre a superficie e
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a carga como sendo R = |b®> — a|. Com isso a energia (3.94) pode ser finalmente

Ei (1, (’”‘; - Qim) R) exp<("z2 - 2im) R)
+Ei (1, (”ZQ + Qim) R) exp<(”z2 + 2im> R)] : (3.95)

onde Ei(1,x) é a fungao erro integral definida como

calculada

q2'u2

Ein - -
! 27

FEi(a,z) = /100 dpexp(—pz)p~*. (3.96)

Apesar da presenga da unidade imaginaria i no resultado (3.95), a energia é real,
pois temos a soma de uma quantidade complexa com seu conjugado.

Podemos perceber que a energia (3.95) decresce com a distancia R. Apesar da
presenca das funcoes exponenciais, o decréscimo da fungao E'i supera o crescimento
da exponencial nesse caso.

O caso especial onde a massa do campo de Chern-Simons é nula pode ser facil-
mente resolvido, tomando m = 0 em (3.94), como segue
Pt [° e ¥R

dr

Ein = -
! 81 Jo 8r + 2

2

2.2
o TR mRp o B
B = T TrEi(1, 1 R), (3.97)

onde a integracao foi feita utilizando o software Maple



cAPITULO 4

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho iniciamos um estudo a respeito de potenciais tipo delta de Di-
rac para o campo eletromagnético onde esse exibe acoplamentos com estrutura de
Chern-Simons. Consideramos dois modelos. No primeiro temos somente o campo
eletromagnético, estando esse submetido a um potencial externo concentrado ao
longo de uma superfice. No segundo modelo, temos dois campos, o eletromagnético
e um campo de Chern-Simons definido ao longo de uma superficie. Os campos se
acoplam por um potencial delta de Dirac concentrado ao longo da superficie com
um termo de interacao com a estrutura de Chern-Simons. O primeiro modelo tem
um Unico parametro, a constante de acoplamento entre o campo eletromagnético
e o potencial, e o segundo modelo tem dois parametros, a mesma constante de
acoplamento e a massa do campo de Chern-Simons.

Restringimos ao caso onde a superficie é um plano infinito estacionério e os
modelos estudados sao definidos em 3 + 1 dimensoes. Sendo ambos os modelos
quadraticos nos campos, podemos encontrar nossos resultados exatamente, sem a
necessidade de apelar para teoria de perturbacao.

Para o primeiro modelo, calculamos o propagador e estudamos a interacao da
fronteira com uma carga pontual estacionaria. Mostramos que, no limite quando a
constante de acoplamento tende a infinito, recuperamos os resultados obtidos para
um condutor perfeito.

No segundo modelo obtivemos o propagador e a lagrangeana efetiva para o campo
eletromagnético, apds integrar funcionalmente no campo de Chern-Simons. Essa
lagrangeana se mostrou nao local. Obtivemos também o propagador da teoria com-

pleta, isto é, com os dois campos, assim como a interacao entre a superficie e uma
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carga pontual estacionaria.

Existem algumas lacunas no estudo abordado nesse texto, que estamos consi-
derando no momento e pretendemos concluir. A primeira delas diz respeito ao
segundo modelo (com dois campos), quando tomamos o limite da constante de aco-
plamento entre os campos tendendo a infinito. Nesse caso pretendemos comparar
nossos resultados com aqueles obtidos quando temos a presenca de uma placa plana
perfeitamente condutora.

Para o primeiro modelo, vamos considerar a presenca de duas superficies plana
estaticas e paralelas, com constantes de acoplamento diferentes. Dessa forma, deve-
mos obter a energia de Casimir para esse sistema. O problema de duas superficies
para o segundo modelo deve envolver cilculos muito longos, e nao devemos aborda-lo
tao cedo.

Vamos procurar por meios materiais que possam, de forma efetiva, ser descritos
pelas superficies que estudamos nessa Dissertacao. Vamos concentrar nossa aten-
¢ao nos chamados meta-materiais, que podem exibir propriedades eletromagnéticas
interessantes e bem diferentes das usuais.

Como possibilidads futuras, podemos estudar como as fronteiras tratadas nessa
Dissertacao podem interagir com sistemas atomicos, quando colocados em suas
proximidades. Nesse contexto, estudariamos o Lamb-Shift e a interacao atomo-
superficie, com os modelos propostos. Também seriam um assunto interessante
estudar a reflexao e transmissao de ondas eletromagnéticas por essas superficies.

No caso do primeiro modelo, ao considerarmos duas placas paralelas, seria uma
possibilidade também estudar o chamado Efeito Scharnhorst, que se trata da alte-

racao da velocidade de propagacao da luz dentro de cavidades.



APENDICE A

Calculo do propagador de Maxwell

Temos que a lagrangeana de Maxwell é:

1 ., 1
Lotas = =7 Fu B — Ju A" — 5—(9,A)? (A1)

Podemos reescrevé-la, escolhendo o calibre o = 1 e elimando os termos de superficie,

da seguinte maneira:

1
;CM(w = §A#(n“l’a’\3,\)14y - J‘U‘AA‘u (A2)
Queremos encontrar o propagador para essa equacao. Portanto, teremos que calcu-
lar:
("0 0\)G o (. y) = 150" (x = y) (A.3)
Utilizando o método de Fourier [25], teremos:
d4p ~ ) d4p )
1Y 9A 9 Goo —ip(z—y) _ / B, —ip(z—y) A4
[ G0 0)Gunlie e (A1)
Desta obtemos:
v ~ ~ 775
" (=p*)Guo(p) = 15 = Gh(p) = 3 (A.5)
Entao:
d'p ny _;
el _ Yo —ip(z—y) A6
o) = [ e (A6)

Para as equacoes utilizadas nesse trabalho, faremos uma integracio em dp?®. Assim,

teremos que resolver

3 3 M q - 5
Gt(z,y) = —/ (d P / dp Nl e~ (@) —y)) gir® (@ —y?)

2m)® ) (2m) pf — (P*)?
&p dp . eir*(@®=y?)
H - _ L ppemipy(ymyy)
atte == [ 5 | e A
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Para integrarmos em dp® usaremos o método dos residuos [34]. Para isso acrescen-

taremos uma parte imagindria na equagao como segue:

. dp? e’ @y
l A.
“”H’/ (2m) pf — (%)% + ix .

calculando os polos da equacao e os residuos obteremos:

. P . 21,3 3
dp o0 (@ =) oV Py
lim 0/ — =k (A.9)
) (@2n) pi = (P%)? +ix 2\/=p|
Assim, chamaremos:
. Vo ik
G (py; 2%, y%) = n A.10
o\ o

2v/—p|



APENDICE B

Calculo do propagador de

Chern-Simons
Temos que a lagrangeana de Chern-Simons é:
1 uv m purad o 1 n\2
»CCS - [_ZGHVG + 56 BMaVBa - IMB - %(aHB ) } (Bl)

Podemos reescrevé-la, escolhendo o calibre § = 1 e elimando os termos de superficie,

da seguinte maneira:
1 N s
Latar = 5B, (nﬁ RO + me" Sa”a) B, — I,B" (B.2)
Queremos encontrar o propagador para esse caso. Portanto, teremos que calcular:
(7 3RO+ me 20 ) o ) = 18 () — 1) (B.3)

Utilizando o método de Fourier, teremos:

d3p v av —ipy (x| —

/ W(ﬁ“ 01O + me" 3f‘9ua) Guo(p)eP1eI—m) =
3

[ st (B4
n

Desta obtemos:
(7 (=p1)? = ime*pa ) G (py) = (B.5)
Para resolvermos essa equacao langaremos mao do seguinte ansatz:

Guo(p)) = Anjuo + BPuPjo — iCepos P
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Entao:

[_pﬁnﬁy - ime’uaygp”a] [AnH,uU + BPH/LPHU - iCEupJSP”O] = T]ﬁy (B?)
Com essa proposta, obtemos o seguinte sistema:

(= A +mCpi) = nj,
pipf(—=piB —mC) =0
z'ezmgpﬁ(pﬁC —mA) =0 (B.8)

Desse sistema obtemos que:

1
A e
pj
2
B = 2\2 W;L 2
(p”) (p” -m )
m
C=— (B.9)
pi(pf —m?)
Entao teremos:
no Moo a3
~ Yl 5 PP : P7Dlp
Gup) =————7 +im B.10
T T 7 T N [T N

Sendo este o propagador de Chern-Simons.



APENDICE C

Calculo da integral U

Vemos que a integral U = fd:”p”e_:+zH contém polos. Para eliminar os polos,
i

faremos uma mudanca de variavel, utilizaremos coordenadas euclidianas definidas
em [22], como se segue: chamaremos p° — ip? = p3 e 2¥ — 2% = 23. Assim nossa

integral fica:

e~ e~ P|BX|E
P —— = / dpy —i—— (C.)
/ pj Pig

Em coordenadas eféricas teremos:

—ir ZHE
—i/dr do d9r2sen96—2 (C.2)
T
Integrando em d¢ teremos:
—27i / dr dfsenfe”"" *I& (C.3)
Para intergrarmos em df faremos:
—2mi / dr dfsenfe |21Elcosd (C.4)
Fazendo a seguite mudanca de variavel u = cosf e integrando em du teremos:
2 oo 1 . A
. ™ / dr —[el’rleE _ 6—ZT|ZHE] (CE))
=izl Jo r
Fazendo mais uma mudanca de variavel v = r|2)g| obteremos:
4 [e's] 1 v ,—iv]
T v - | (C.6)
=218l Jo vl 2

Utilizando o método dos residuos teremos:
A7 o0 1 [e®r — e ] —o7?
dv — , = (C.7)

—|Z||E| 0 v L 22 o |Z||’




Referéncias Bibliograficas

[1] G.T. Camilo, F.A. Barone and F.E. Barone, Phys. Rev. D. 87, 025011 (2013).
|2] F.A. Barone and F.E. Barone, Eur. Phys. J. C 74, 3113 (2014).

[3] F.A. Barone and F.E. Barone, Phys. Rev. D 89, 065020 (2014).

[4] H.B.G. Casimir, Proc. K. Ned. Akad. Wet. 51, 793 (1948).

[5] P.W. Milonni, The Quantum Vaccum: An Introduction to Quantum Electrody-
namics, AcademicPress, NewYork (1994).

|6] K. A. Milton, The Casimir Effect, Physical Manifestations of Zero-Point
Energy, World Scientific, Singapore (2001).

[7] M. Bordag, G. L. Klimchitskaya, U. Mohideen, V. M. Mostepanenko Advances
in the Casimir Effect, Oxford Science Publications, Oxford (2009).

[8] M. Bordag, D. Robaschik and E. Wieczorek, Ann. Phys. (N.Y.) 165, 192 (1985).
[9] R. M. Cavalcanti, arXiv:hep-th/0201150.

[10] A. Scardicchio, Phys. Rev. D 72, 065004 (2005).

[11] C.D. Fosco and E.L. Losada, Phys. Rev. D 78, 025017 (2008).

[12] C.C. Ttira, C.D. Fosco, and E. Losada, Phys. Rev. D 82, 085008 (2010).

[13] G. Barton, Proc. Roy. Soc. Lond. A 320, 251(1970).

[14] G. Barton, Proc. Roy. Soc. Lond. A 410, 141 (1987).

[15] G. Barton, Proc. Roy. Soc. Lond. A 410, 175 (1987).



Referéncias Bibliograficas 47

[16] C.A. LAutkeneF. Ravndal, Phys. Rev. A 31, 2082 (1985).

[17] D.T. Alves, F.A. Barone, C. Farina and A.C. Tort, Phys. Rev. A 67, 022103
(2003).

[18] G. V. Dunnel. Aspects of Chern-Simons Theory.Department of Physics Univer-

sity of Connecticut.
[19] K. Scharnhorst, Phys. Lett. B 236, 354 (1990).
|20] G. Barton, Phys. Lett. B 237, 559(1990).
[21] F.A. Barone, C. Farina, Phys. Rev. D 71, 067701 (2005).
[22] W. Greiner and J. Reinhardt, Field e Quantization, SPRINGER.
[23] W. Greiner and J. Reinhardt; Quantum Electrodynamic, SPRINGER, (2003).

[24] L. D. Landau, E. M. Lifshitz, ; The Classical Theory of Fields , Butterworth-
Heinemann, USA: Burlington (1984).

[25] J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, WILEY.
|26] A. Das, Lectures on Quantum Field Theory, World Scientific.

[27] M. Kaku, Quantum Field Theory A Modern Introduction, Oxford University
Press, USA: New York (1993).

[28] A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton University Press, Prin-
ceton, NJ, (2003).

[29] F. A. Barone and G. Flores-Hidalgo, Phys. Rev. D 78, 125003 (2008).

[30] F.A. Barone, G. Flores Hidalgo and A. A. Nogueira, Phys. Rev. D 91, 027701
(2015).

[31] G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists, Academic
Press, New York (1995).

[32] 1. S. Gradshteyn, I. M. Ryzhik, Table of Integrals, Series and Products, seventh
edition, Academic Press, USA (2007).

[33] L. H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press.

[34] E. Butkov, Mathematical Phisics, Addison - Wesley.



	Introdução
	Lagrangeana composta de um campo
	Propagador da teoria
	Interação carga-superfície
	Equações de movimento

	Lagrangeana com dois campos
	Lagrangeana Efetiva
	Propagador da teoria
	Interação carga-superfície

	Conclusões e Perspectivas
	Cálculo do propagador de Maxwell
	Cálculo do propagador de Chern-Simons
	Cálculo da integral U
	Referências Bibliográficas

