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Resumo

Esta dissertacao investiga aspectos de integrabilidade em teorias de campos em (1+1)
dimensoes, com énfase no modelo de Thirring Acoplado. Inicialmente, sdo apresentados
os fundamentos da integrabilidade cléssica, incluindo a integrabilidade de Liouville, o
formalismo da curvatura nula e as transformagoes de Backlund. Em seguida, analisam-
se 0 modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring massivo sob a perspectiva de suas
estruturas integraveis. O foco principal do trabalho recai sobre o modelo de Thirring
Grassmanniano acoplado, no qual se constréi explicitamente a conexdo de Lax baseada
na superalgebra si(2,1), garantindo a integrabilidade classica do sistema. As transfor-
macoes de Bécklund sao generalizadas e a propriedade de permutabilidade é analisada,
permitindo a construcao sistematica de solugoes multiparamétricas. Destaca-se que a ob-
tencao explicita dessas solugoes multiparamétricas para o modelo acoplado constitui um
resultado inédito na literatura. Espera-se que tais solugoes estejam relacionadas a solugoes

de N-sélitons da versao bosonica do modelo acoplado.

Palavras-chaves: Modelo de Thirring acoplado; modelo de sine-Gordon; integrabilidade

classica; par de Lax; transformacgoes de Béacklund.



Abstract

This dissertation investigates aspects of integrability in (1+1)-dimensional field theories,
with emphasis on the coupled Thirring model. Initially, the foundations of classical inte-
grability are presented, including Liouville integrability, the zero-curvature formalism, and
Bécklund transformations. Subsequently, the sine-Gordon model and the massive Thirring
model are analyzed from the perspective of their integrable structures. The main focus of
this work lies on the coupled Grassmannian Thirring model, in which the Lax connection
based on the superalgebra si(2, 1) is explicitly constructed, ensuring the classical integra-
bility of the system. The Bécklund transformations are generalized and the permutability
property is analyzed, allowing for the systematic construction of multiparametric solu-
tions. It is noteworthy that the explicit attainment of these multiparametric solutions for
the coupled model constitutes a novel result in the literature. It is expected that such

solutions are related to N-soliton solutions of the bosonic version of the coupled model.

Key-words: Coupled Thirring model; sine-Gordon model; classical integrability; Lax

pair; Backlund transformations.
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1 Introducao

No contexto da mecanica classica e da teoria de campos, um sistema é dito inte-
gravel quando possui um nimero suficiente de quantidades conservadas em involucao, no
sentido da integrabilidade de Liouville. Essa propriedade garante a solubilidade exata das
equacoes de movimento por quadraturas e estd intimamente relacionada a existéncia de
simetrias ocultas no sistema [1]. Para equagoes diferenciais parciais nao lineares, a nogao
de integrabilidade ¢ frequentemente formulada por meio do formalismo da curvatura nula
ou representacao de Zakharov—Shabat, no qual a dinamica do sistema é codificada em um

par de operadores lineares, conhecido como par de Lax [2].

Entre os modelos integraveis mais estudados em duas dimensoes destacam-se o
modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring. O modelo de sine-Gordon, formulado
em termos de um campo escalar real, apresenta solugoes solitonicas estaveis, os kinks e
antikinks, que carregam carga topoldgica e desempenham um papel central na dinamica
classica e quantica da teoria [3,4]. Por outro lado, o modelo de Thirring descreve campos
fermionicos de Dirac com uma interagao local do tipo corrente—corrente e constitui um

exemplo notavel de teoria de campos exatamente solivel em (1+1) dimensoes [5].

Além do formalismo de Lax, que caracteriza a integrabilidade de um sistema por
meio da existéncia de um par de operadores cuja condi¢cdo de compatibilidade é equi-
valente as equacoes de movimento e que estd diretamente associada a presenca de uma
hierarquia de quantidades conservadas, outra ferramenta essencial no estudo de sistemas
integraveis é fornecida pelas transformacoes de Backlund. Essas transformacoes permitem
relacionar diferentes solugoes de uma mesma equagao diferencial nao linear por meio de
sistemas de equacoes de primeira ordem, possibilitando a geragao sistematica de novas
solugdes a partir de configuragoes conhecidas [6]. Associado a esse formalismo, o Teorema
da Permutabilidade de Bianchi garante a consisténcia da aplicagao sucessiva dessas trans-
formagoes, permitindo a construcao de solugdes multiparamétricas de maneira puramente

algébrica.

Neste trabalho, investigam-se aspectos de integrabilidade em teorias de campos
bidimensionais, com énfase especial no Modelo de Thirring acoplado. Inicialmente, sao
apresentados os fundamentos tedricos necesséarios, incluindo a integrabilidade de Liou-
ville, o formalismo da curvatura nula e as transformacoes de Bécklund. Em seguida, sao
analisados o modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring massivo, destacando suas
propriedades integraveis. Por fim, o foco principal do trabalho recai sobre o Modelo de
Thirring Grassmanniano acoplado, no qual se constréi explicitamente a conexao de Lax

baseada na superalgebra s[(2,1) , bem como a generalizacao das transformacoes de Béc-
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klund e a analise da permutabilidade, evidenciando a integrabilidade classica do sistema.
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2 Fundamentos em Teorias de Campos Inte-

graveis

Na mecanica classica, o estado de um sistema fisico é completamente definido
por um ponto no espago de fase [2]. Trata-se de um espago com dimensdo par, cujas
coordenadas so as variaveis de posicao ¢; e de momento p;. O Hamiltoniano, representado
por H(g;, p;), ¢ uma funcao escalar definida no espago de fase, que usualmente representa
a energia total do sistema, i.e. H = T'+ V', onde T é a energia cinética e V' a energia
potencial do sistema. Por sua vez, as equacoes que descrevem a evolugao temporal no
formalismo Hamiltoniano sao dadas pelas equac¢oes de Hamilton,

. OH . 0H
(:ZZ - apzv pl - aql 9

q; sdo as coordenadas generalizadas, e p; os momentos canonicos conjugados a ¢;. A partir

onde 1=1,...,n, (2.1)

das equagbes de movimento (2.1), é possivel descrever a evolugdo temporal de qualquer

varidvel dindmica, F(g;,p;), definida neste espago de fase, da seguinte forma:

ﬁf(aF ngJ. (2.2)

1

Usando as equagoes de movimento, temos que

OF0OH O0FOH
dt 1231 (8%' Ip; 5p¢ 8qi> = {5 i}, (2.3)

onde usamos a definicao do paréntese de Poisson entre duas varidveis dinamicas F' e G,

i.e.

OF 0G 8F8G>. (2.4)

F,
{ G} Z<afh Op;  Op; 0g;

Dizemos que uma variavel dindmica F' é uma quantidade conservada ou constante de

movimento, quando ' = 0, ou equivalentemente quando {F, H} = 0.

2.1 Integrabilidade de Liouville

Um sistema descrito em um espago de fase de dimensao 2n é considerado integravel
segundo Liouville quando possui n quantidades conservadas independentes que estao em

involugao [1], ou seja, satisfazem a relagao:
{F;,F;} =0, i,j=1,..n, (2.5)

sendo o Hamiltoniano um deles [7].
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Teorema de Liouville: "As equacgoes de movimento de um sistema integrdvel no sentido

de Liouville podem ser resolvidas por quadraturas’[2].

Isso implica que, para um sistema desse tipo, existe sempre uma transformagcao
candnica® do tipo:

(pi, @) — (Fi, i), (2.6)

em que uma das novas variaveis corresponde a quantidade conservada F;. As equagoes de

movimento nessas novas variaveis sao dadas por:

B = {F,H}=0, (2.7)
OH

onde o Hamiltoniano H = H(F3, ..., F;,, €y, ...,Q,), é uma funcao das n quantidades con-
servadas F;, e de n constantes ;. As equagoes (2.7) e (2.8) descrevem a dindmica nas
chamadas varidveis de Acdo-Angulo. Aqui, as varidveis de acdo F; sdo constantes de mo-

vimento, enquanto as variaveis de angulo 1; evoluem linearmente no tempo:

Vi(t) = Qit +1;(0).

Isso demonstra que a dinamica do sistema, quando expressa nessas variaveis, torna-se
completamente linear e desacoplada no espaco de fase, permitindo a solucao exata das

equagoes de movimento por quadraturas [2].

Exemplo: Oscilador Harmo6nico em 1D
O Hamiltoniano correspondente ao oscilador harménico cldssico unidimensional (assu-
mindo massa unitaria, m = 1), é expresso por:

2 2 2
H= % + % =F, onde weR. (2.9)

A introducao das variaveis abaixo permite uma nova representacao para a equagao,

P = pcosp, (2.10)
q= Bsin@. (2.11)
w
E ao realizar a substituicao, obtemos a forma simplificada:
2 2 2
H = %COSQQO—F %E sin” @,
2
- % —E (2.12)

1 Uma transformaco canénica consiste em modificar as coordenadas do espaco de fase e o hamiltoniano

correspondente, de forma que as equagoes de Hamilton, mesmo apés essa mudanca, continuem descre-
vendo a mesma evolugao do sistema. Em outras palavras, ¢ uma mudanca de varidveis que preserva a
estrutura da dindmica do sistema [8]
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2.2 O Formalismo da Curvatura Nula e o Par de Lax

Um conceito fundamental que emergiu na formulagao moderna da teoria de siste-
mas integraveis ¢ o do par de Lax, introduzido por Peter Lax em 1968. Esse par consiste
em duas matrizes quadradas L e M, que dependem das varidveis do espaco de fase do
sistema. A principal caracteristica dessa abordagem é a possibilidade de reescrever as
equagoes de evolugdo hamiltoniana na forma de uma equagao de comutador [9], expressa

como

L=[M,1), (2.13)

em que [M, L| = M L— LM representa o comutador usual entre as matrizes. Essa formula-
¢ao permite uma descri¢ao mais compacta e estruturada da dinamica, revelando simetrias

ocultas e facilitando a identificacdo da integrabilidade do sistema [2].

A importancia da equacao de Lax reside, em grande parte, na sua capacidade de
fornecer uma via direta para a construgao de quantidades conservadas [9]. A solucdo da

eq. (2.13) pode ser escrita no forma

L(t) = g(t)L(0)g(t) ", (2.14)

onde ¢(t) é uma matriz inversivel que satisfaz a equagao

dg
M= —"2¢"" 2.15
09 (2.15)

A partir disso, conclui-se que qualquer fungao (L) que seja invariante sob conjugacio,
isto é, que satisfaga I(L) = I(gLg™'), permanece constante ao longo da evolugdo temporal
do sistema. Dentre essas fungoes invariantes, destacam-se aquelas construidas a partir dos
autovalores de L, o que leva a caracterizacao da dindmica como isoespectral, uma vez que

o espectro da matriz L é preservado ao longo do tempo [2].

Em conformidade com a integrabilidade de Liouville, as cargas conservadas podem

ser construidas através do traco das poténcias da matriz L , definidas por:
Qn = Tr(L"). (2.16)

A demonstracdo de que Q,, = 0 via ciclicidade do traco, conforme desenvolvido por 1],

baseia-se em tomar a derivada temporal da equacao (2.16)
Qn =T (LL"") + Tx (LLL"?) 4+ + Tr (L"?LL) + Tr (L"'L) ,
=nTr (LL”’l)
=nTr ([M, L"),
=nTr (MLL” ! LML”—l),
=nTr (ML") —nTr (ML"),
=0 (2.17)
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Exemplo: Modelo do Oscilador de Calogero

O modelo do oscilador de Calogero ¢ descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

W2q2 V2
BT (2.18)

2
p

H==—
2+

Notamos que, nos limites v — 0 e w — 0, recuperamos o oscilador harmdénico usual e o

modelo de Calogero racional, respectivamente [10]. Para este sistema adotamos o seguinte

[T S S VY B b (2.19)
2 wg—"*%  —p 2 w+ 5 0

Ao utilizarmos esse par de Lax, observamos que o hamiltoniano conservado pode ser

par de lax:

expresso em termos do trago da matrix L como:

H=TrL*+vw. (2.20)

Esta formulacao é ideal para sistemas que evoluem apenas no tempo, como na
mecanica classica. Uma generalizacao poderosa dessa abordagem torna-se necessaria para
tratar a integrabilidade de equagoes diferenciais parciais (EDPs), que dependem tanto da
variavel espacial x quanto da temporal ¢. Esta generalizagao é a formulacao da curvatura

nula (também conhecida como representagdo de Zakharov-Shabat)|2].

Nesta formulacao, as EDPs integraveis sao escritas como a condi¢ao de compa-
tibilidade de um problema linear auxiliar associado. Em vez de L e M, introduz-se um
novo par de Lax composto por duas matrizes (ou conexoes), U(z,t,\) e V(z,t, \). Estas
matrizes definem duas equagoes lineares para uma fungao auxiliar ¥(z, ¢; A), onde A é um

parametro espectral:

0.V (x, t;N) = Ulz, t; \)V(z,t; N), (2.21)
OV(z,t;N) = V(z, t; \)U(x,t;N). (2.22)

A condi¢ao de compatibilidade para o sistema linear exige que as derivadas cruzadas
da fungao de auxiliar comutem, ou seja, 0,(0;¥) = 0,(0,V). Matematicamente, isso é

eXpresso por:

Ao substituir as equagoes do par de Lax nesta condicao, obtemos a chamada equacao de

curvatura nula:

oU — 0,V +[U,V] =0. (2.24)

A consisténcia do método exige que esta equacao matricial seja equivalente as equacoes
de movimento nao lineares do sistema fisico em estudo, garantindo assim a sua integra-

bilidade.
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Uma vez estabelecida a equacao da curvatura nula , que garante a integrabilidade
do sistema, podemos utilizar a estrutura do par de Lax para construir uma fun¢ao ge-
radora para um conjunto infinito de leis de conservacao. Para realizar essa construgao,
define-se, para cada componente de campo auxiliar ¥; (j = 1,...,m), um conjunto de
(m — 1) fungdes auxiliares I';; = U; U5 com 4 # j [3)].

Ao manipular as equagoes lineares do sistema, identifica-se a j-ésima equacao de conser-

vacao:

O |Ujj + > Uil Vi +2_ Vil
i i

Nesta estrutura, as funcoes auxiliares I';; satisfazem equagoes de Riccati acopladas para

— 0, (2.25)

as partes espacial e temporal, respectivamente:

Ly = Uy —Uyliy) + Y (Ui — TiUsi] Ty, (2.26)
y

Oy = (Vig = ViTiy) + > [Vik = Ty Vi Ty (2.27)
oy

Considerando solugoes que se anulam rapidamente quando |z| — oo, a correspondente

j-ésima funcao geradora das quantidades conservadas é expressa pela integral:
Ujj + > Usily

> i#j

A obtencao do conjunto infinito de cargas baseia-se nas propriedades analiticas das so-

(2.28)

lugbes em relagdo ao parametro espectral. O conjunto infinito de cargas conservadas é
derivado expandindo as fungoes I';; em poténcias positivas e negativas do pardmetro es-
pectral A (ou seja, em termos de A e 1/)) e resolvendo as equagdes de Riccati de forma

recursiva para cada coeficiente.

2.3 Transformacao de Backlund: definicoes e aplicactes

As transformagoes de Béacklund foram introduzidas no final do século XIX no
contexto da geometria diferencial com o objetivo de investigar superficies pseudoesféricas,
isto é, superficies caracterizadas por possuirem curvatura negativa constante [11]. De
forma geral, a ideia central dessas transformagoes é converter uma equacao diferencial de
ordem superior envolvendo uma fungao u(z,t) em um sistema de equagdes de primeira
ordem, facilitando a anélise ou obtencao de solugoes [6].

Suponha que tenhamos uma equacao diferencial complexa da forma:
P(u(z,t)) =0. (2.29)

A transformagao de Backlund propoe a introdugao de uma nova funcao v(z,t), conectada
a uma fungao original u(x,t) por meio de duas equagoes diferenciais mais simples:

ou ou
i (u,v) a—r(u,v). (2.30)
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As fungoes f e r sao escolhidas de maneira que, ao serem compatibilizada, recupera-se

naturalmente a equacao original de ordem superior como uma condicao de Integrabilidade

[6].

Exemplo: Equacao de Liouville em 141 dimensoes

Para ilustrar este formalismo, aplicamos o método a equacgao de Liouville em 1 4+ 1 di-
(3; - ;;) u(x,t) = @, (2.31)

Para facilitar o tratamento matematico, introduzimos as variaveis de cone de luz:

mensoes, descrita como:

F=t+u, (2.32)
e definimos os operadores diferenciais como:

A equacao de Liouville assume entao a forma compacta:
0;0_u = e". (2.34)
Agora vamos definir a transformagao de Backlund para a varidvel v(x*,z7) através de:
Opu = —0pv+a e (2.35)
O_u = 0w —i—i ez (utv) (2.36)
onde « é uma constante arbitraria. Para verificar a integrabilidade, tomamos as derivadas

cruzadas. Derivando a equagdo (2.35) em relagdo a = e a (2.36) em relagdo a x™*, obtemos

as condigoes:

0,0_u = e, (2.37)
0.0 v = 0. (2.38)
A primeira dessas equagoes corresponde a conhecida equacao de Liouville, enquanto a
segunda representa a equagao de ondas em duas dimensoes, cuja solugao geral é ampla-

mente estabelecida. Nesse contexto, a transformacao de Backlund atua como um elo entre

os conjuntos de solugoes dessas duas equagoes diferenciais.

Para tornar explicito o procedimento de obtencao das solugoes, observa-se que a

solugao geral da equacao de ondas pode ser expressa como
vzt 27) = fla®) +r(a7), (2.39)

onde f e r descrevem modos de propagacao independentes em dire¢oes opostas. Substi-

tuindo essa decomposigao na relagdo diferencial original (2.35), obtém-se

Oy (u+ f) = eI, (2.40)
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Como r(z~) ndo depende de 27, a equacao pode ser reorganizada na forma:
e 2O (u+ f—71) = ae @D, (2.41)
Integrando com respeito a x 1, obtemos
1 (0% s , I+
e 2wt ) — —5/ dr't e @) L a(z7) = aP(zh) + alz7). (2.42)

Neste passo, introduzimos a fun¢do a(x~) como a constante de integracdo e passamos
a denotar por P(z") o negativo da metade da integral que aparece no lado direito da

equagao. De maneira andloga, o mesmo procedimento pode ser aplicado a eq (2.36).
—Lutf-r) L= 1— _—r(z’) + 2 — +
e 2 = dz'" e +b(z") = aQ(:U )+ b(z™). (2.43)
A comparagao entre essas duas expressoes nos mostra que
- 2 - + +
a(x”) = —=Q(z7), b(x™) = aP(z™). (2.44)
Q@
Com isso, a expressao exponencial pode ser escrita como
2
e~ 2t =) — o P(zt) + ~Q), (2.45)

o que implica que . )
— 5wt =) =log(aP@h) + ~Q")). (2.46)

Finalmente, a solugao para u(x*,z7) assume a forma

wxt x7) = —f(zt) +r(x) — 210g(aP(x+) + ZQ@‘)) : (2.47)

Portanto, as transformagoes de Béacklund (2.35) e (2.36) conectam de forma exata um
sistema nao linear a um linear. A Equagdo (2.47) demonstra que, a partir das fungoes
f(z™) e r(z7) da equagdo de ondas livre, constroéi-se diretamente uma familia continua

de solugoes para a equacao de Liouville, parametrizada pela constante arbitraria c.
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3 O modelo de sine-Gordon

O modelo de sine-Gordon é considerado uma das representagoes mais acessiveis de
uma teoria de campos integravel em duas dimensoes, tanto em contextos classicos quanto
quanticos. Assim como outros sistemas integraveis, ele admite solucoes solitonicas asso-
ciadas a cargas topoldgicas [3]. Devido a sua relevancia tedrica e aplicagoes, esse modelo
destaca-se como uma das teorias de campo integraveis mais reconhecidas e amplamente
estudadas [4].

3.1 Lagrangiana, equacao de movimento e par de Lax

A Lagrangiana classica associada ao modelo de sine-Gordon em (1+1) dimensoes

pode ser expressa como:

m2

1 1
L = 5(06) = 5(0:0)° + 75 cos(39) (3.1
onde ¢(z,t) é um campo escalar real, m, é o pardmetro de massa e [ representa a constante
de acoplamento. No contexto classico, é comum redefinir o campo como ¢ — %, de forma
que o parametro (3 seja absorvido e a analise se torne mais simples. A aplicagdo do principio

de minima agao sobre esta Lagrangiana resulta na seguinte equac¢ao de movimento:
O} — 02¢ + m?2sin(¢) = 0, (3.2)

Conforme estabelecido na secao 2.2, a integrabilidade do modelo pode ser garantida pela
existéncia de um par de operadores lineares que satisfazem a condicdo de curvatura nula
(2.24). Para o modelo de sine-Gordon, o par de Lax é construido utilizando a represen-
tagdo fundamental da élgebra de Lie sl(2). Os geradores desta algebra, denotados por

{H, E,, E_}, satisfazem as relagoes de comutagao
[H,Ey] = +2F4, [E.,E_]=H, (3.3)
e sua representacao fundamental 2 x 2, é dada explicitamente por :
1 0 0 1 0 0
H = ) E+ - ) E_ = :
0 —1 0 0 10

As conexoes de Lax Uz, t;\) e V(x,t; \) sdo decompostas nesta base da algebra, aco-

plando as derivadas do campo ¢ e as fung¢oes do parametro espectral A, da seguinte forma:

U - i@,(atgb)ﬂ +qOEs + (VB (3.4)
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1
V= Zi(@m)ﬁ +ANEL + B(\)E- (3.5)
As funcgoes auxiliares ¢,7, A e B, dependem de poténcias do pardmetro espectral A, e
carregam a dependéncia espectral necessaria para garantir a conservagao das cargas e sao

definidas por:

a) = =" (AeF = AT F) () = T (e E a1 H) (3.6)
AN = =75 (AeF + a7 ) BO) = 7 (M T a7 ) (3.7)

Ao substituir estas matrizes U e V na equagao de curvatura nula 0,U — 9,V + [U, V] = 0,
os termos dependentes de A\ se cancelam identicamente devido a estrutura da &algebra

s[(2), restando apenas a equagao de movimento do modelo de sine-Gordon.

O processo de obtenc¢ao das cargas conservadas no modelo sine-Gordon fundamenta-
se na estrutura do problema linear associado, onde as fungoes auxiliares sao definidas como

as razoes entre as componentes da fungao de onda U [3]:
[y = WUt e Typ=U,0,0 (3.8)

A partir do sistema linear, derivam-se as seguintes equagoes de conservacao que regem o

sistema:
0[i — £00)] = 8, [AT — (0.0)] (39
o, [rrn + i(a@)} _ 0, [Br12 + i(am)] (3.10)

Essas fungoes permitem converter o sistema linear em duas equacgoes independentes de

Riccati, que descrevem a evolugao espacial em cada setor:
i
0, l'o1 =7 + i(at¢)r21 —q(Ta1)?, (3.11)
7
010 = q — 5(8@)% - T(F12)2- (3.12)

A partir dessas equagoes, as leis de conservacao sao obtidas expandindo as fungoes I' em
poténcias do parametro espectral A. Para o setor I'y1, as expansoes nos limites A — oo e

A — 0 sao dados reespectivamente por:

00 F(”)

Ly = > )\271, (3.13)
n=0

Ty = > T{HA (3.14)
n=0

Essas expansoes geram os coeficientes que compoem a carga I:

L = /O:O dx {qrzl - i(atﬁb)} . (3~15)
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- —1) M) .~ :
Como as cargas resultantes deste primeiro setor, como [ 1( ) e I{Jr ), nao sao reais (con-
forme demonstrado na referéncia [3]), torna-se necessario buscar as contribuigbes que
restam para obter quantidades reais. Estas contribui¢oes surgem de forma independente

ao resolver a equacao (3.12) para o outro setor, o de I'j5, resultando na carga Is:

Através das relagoes IQ(_I) =1 I ) e Is [t = 1T (+1), definimos as quantidades conservadas

reais 11 e T(+1).

1Y = (1Y — 1579y e 16D =4(If — [§7Y) (3.17)

A combinacao final destes termos permite recuperar os resultados principais para a Ener-

gia E e o Momento P do sistema:

o= (00— 100) = [7 e [2{@0) + @07} —m2eoso], (319
P o= m, (70 +140) = / d(9,0)(9,0). (3.19)

3.2 Solucodes tipo kink e antikink

No estudo clédssico da equacgao de sine-Gordon, destacam-se as chamadas solugoes
topoldgicas do tipo kink e antikink, que representam transi¢oes entre vacuos distintos do
potencial periédico do modelo. Essas solugdes sao estaveis, possuem energia finita e se

caracterizam por uma estrutura solitonica [4].

O potencial associado a ¢ possui um conjunto infinito de minimos, localizados em

On = 2’;" com n € Z. Para observar a estrutura periddica deste potencial, veja Figura 1.

Plot[1 — Cos[x], {x, =10, 10}]
20+

~10 5 5 10

Figura 1 — Representacao do potencial periédico do modelo de sine-Gordon [4].

As solugoes do tipo kink conectam vactos adjacentes, por exemplo, de ¢ = 0 para ¢ = =I,

enquanto as solugoes antikink realizam o caminho inverso. As expressoes explicitas para
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as solugoes estaticas sao:

o(x) = ;arctan (eims(m_“)) , (3.20)

onde o sinal positivo corresponde ao kink e o negativo ao antikink. O parametro xz define
a posicao central da solucao. Estas também podem ser generalizadas para solu¢des em
movimento através de uma transformacgao de Lorentz, mantendo a forma invariavel no

tempo [12], veja Figura 2.

Plot[4 ArcTan[Exp[-x]], {x, -10, 10}]

Plot[4 ArcTan[Exp[x]], {x, -10, 10}]

_1\-' -5 ) 5 1

Figura 2 — O kink estdtico de sine-Gordon e, respectivamente, o antikink, para xo = 0 [4].

Essas solucoes carregam uma carga topoldgica quantizada, dada por:

_Bde

=41 3.21
21 J—o dx ’ ( )

indicando o ntimero de vezes que o campo percorre o intervalo fundamental do poten-
cial periddico. Essa carga ¢ conservada e imune a perturbacoes continuas, garantindo a

estabilidade das solucoes.

Fisicamente, os kinks e antikinks se comportam como particulas classicas locali-
zadas. Apds quantizagao, correspondem aos sélitons e antissolitons do espectro da teoria.
Observa-se também que duas solugoes do mesmo tipo (dois kinks ou dois antikinks) inte-
ragem de forma repulsiva no regime classico, o que esta relacionado com o comportamento

fermidnico dessas excitagoes no contexto quantico [13].

3.3 Transformacoes de Backlund

A equacao de sine-Gordon é um dos exemplos classicos mais antigos na teoria
das transformagoes de Bécklund. Essa transformacao permite gerar uma nova solugao a
partir de uma conhecida. Além disso esse modelo também serve como exemplo de outras

propriedades associadas as transformacoes de Backlund.

Vamos considerar a equagao de sine-Gordon (com mg = 1):

0%y 0%¢ .
w — @ = —Slngb (322)
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Para simplificar o tratamento da equagao, é comum realizar uma mudanca de variaveis

para coordenadas de cone de luz, definidas por:
vt =t+uw (3.23)
Nessas novas variaveis, as equagoes acima se transforma em:
0_0,¢ = —sin ¢, (3.24)

onde as derivadas parciais em relagao a essas variaveis sao dadas por:

0 0

+ = 61’7""7 — = % (325)

Aplicando agora as transformagoes de Backlund a uma nova fungio ¢;(z*,z7), obtemos
o sistema [6]:

019 = 0401 + 2asin (¢1+¢’) , (3.26)

2

0-¢ =—0_¢1+ Zsin (252). (3.27)

Agora, para verificar a consisténcia dessas transformagoes, derivamos respectivamente

com respeito a x~ e ™.

O_0.p = O_0p¢1 + 2cos (W) sin <¢1 2_ ¢> , (3.28)
0.0.6 = —0,0_6 — 2cos <¢1 - ¢> sin <¢1 u ¢> | (3.29)

Da segunda equacgao acima, é possivel reescrever:
0,0_¢ =—0,0_¢1 — (sin gy +sin ¢) . (3.30)

Para que essa relagao seja valida, é necessario que ¢; também satisfaca a equacao de
sine-Gordon:

0+0_¢1 = —sin ¢y. (3.31)

Portanto, ao considerarmos ¢ = 0 como solugao conhecida, as equagoes de Backlund se

reduzem as formas:

0+ ¢1 = —2asin <¢21> : (3.32)
0_¢1 = —i-z sin <q;1> . (3.33)

Vamos agora definir novas variaveis.

1
it =axt, 0,=-0., I =-x, O_=ad_. (3.34)
a
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Com essas transformagoes, as equagoes (3.32) e (3.33) assumem a forma:

Dppy = —2sin <¢1> = —0_¢

O que implica que ¢; depende apenas da combinacao Z+ — z~:

1= (T —77). (3.35)

A partir dessa dependéncia funcional, temos:

5+¢1 —2sin <<z;1> = —4sin <¢1> coS <il> .

Aplicando identidades trigonométricas, obtemos:

se <¢1> d.¢1 = —4tan <¢1) — 0, (tan <¢1>> = —tan @1) , (3.36)

e essa equagao ¢ facilmente integravel, resultando em:

tan (?) = cexp (—(&" —i7)).

Substituindo as variaveis originais:

1
tan <€b1> = cexp (—am+ + x) ,
4 a

sabendo que ¥ = t 4+ z, podemos reescrever:

tan (il) = cexp (—t (a — clz) —x (a—i— i))
= cexp (—i [t(a2 —1) +z(a® + 1)})

Introduzindo a velocidade da solucao como:

a’? —1
a?+1

: (3.37)

v =

a solucao final é entao expressa por:

¢ = dtan”! (cexp (H)) : (3.38)
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3.4 Teorema da Permutabilidade

O teorema da Permutabilidade estabelece que o caminho percorrido para alcancar
uma nova solucao a partir de uma solucao inicial ¢y nao altera o resultado final, desde

que os parametros utilizados sejam os mesmos [6], isto é,

bo = P1 = Pua, (3.39)
e
bo = P2 = P, (3.40)
entao
P12 = P21 (3.41)

Ao utilizarmos este teorema no contexto da equagao de sine-Gordon, as formulas (3.26) e

(3.27) nos mostram que:

di(py — ) = —2aysin <¢1 i ¢0> (3.42)
8+(gb12 — ¢1) = —2(1,2 sin <¢12 + ¢1> (343)
8+(¢2 — ¢0) = —2&2 sin <¢2 i ¢0> (344)
8+(¢12 — ¢2) = —2&1 sin <¢122_|—¢2> . (345)

Ao manipular as equagOes anteriores, realizando somas e subtragdes estratégicas entre

elas, chega-se a seguinte equacao:

4 sin <¢512 — Qo+ 2 — 6251) ysin <¢12 — o — ¢2 +¢1> _0 (3.46)

4 4

Utilizando as propriedades das fungoes trigonométricas, podemos simplificar ainda mais

para:
P12 — Po ap + as o1 — P2
t = t 3.47
an ( 1 p— an 1 , ( )
ou equivalentemente,
$1o = ¢ + 4 tan~* [al T tan <¢1 — ¢2>] . (3.48)
ap — Qs 4

A Equacao (3.48) expressa a superposi¢do nao linear do modelo de sine-Gordon. Esse
resultado demonstra que é possivel construir a solugdo exata de dois sélitons (¢12) de
forma puramente algébrica a partir do vacuo, evidenciando a consisténcia do Teorema da

Permutabilidade e a integrabilidade do modelo.
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4 O modelo de Thirring

O modelo de Thirring massivo constitui uma teoria quantica de campos em duas
dimensoes que é exatamente soluvel. Este sistema descreve férmions de Dirac sujeitos
a uma autointeragao local, caracterizada pelo acoplamento entre correntes[5]. No regime
classico, ele é descrito por um campo espinorial de Dirac de duas componentes 1) = (11, 1)

com propriedades de anticomutatividade [14].

4.1 Lagrangiana, equacoes de movimento e par de Lax

O modelo de Thirring massivo [5] fundamenta-se como uma teoria quantica de
campos em um espago-tempo bi-dimensional (1 + 1), descrevendo campos espinorais de
Dirac que apresentam auto-acoplamento fermionico. A dindmica fundamental deste sis-

tema ¢é descrita pela seguinte densidade Lagrangiana:

L= (i7" 00 —m) v = 2" (4.1)

Nesta expressao, g ¢ a constante de acoplamento caracteristica da interacao e j* = yYy*
identifica a corrente fermionica do sistema. No espaco-tempo bi-dimensional, as matrizes
de Dirac (") sdo construidas a partir das matrizes de Pauli (0;), assumindo a forma 7° =
o1, vt = ioy e v5 = 03. A geometria do espaco-tempo é regida pelo tensor métrico diagonal
com assinatura (1, —1), onde g = —g'! = 1. Ao representarmos o espinor em termos de
suas componentes fundamentais, ¥ = (¢ (z,t), (2, 1)), a densidade Lagrangiana toma

a seguinte representacao
L= 5010 = 000} + 5010 — 0 + Sa(01 + 0)0d + S0d(D, + 0.0
— m(vpe + ¥in) — g(W]riblaps).

As equagoes de movimento sao obtidas a partir dessa lagrangiana e tem a seguinte forma:

(4.2)

W0 = 0u)r = My + gty (4.3)
(0 4 0p)tpe = mw1+g¢1¢1wz, (4.4)
(0 — D)0l = —mip] — gl (4.5)
0+ 00y = —mip] — gvlvnl. (4.6)

A integrabilidade classica do modelo é assegurada pela existéncia de uma representacao de
curvatura nula. Para uma funcio de onda auxiliar W(x,t; \) = (¥, ¥y, U3)T | as equagdes
do sistema linear auxiliar sao:
0,V = UV, (4.7)
v = V. (4.8)
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As conexdes de Lax U e V, inicialmente propostas em [15], pertencem a superalgebra

s[(2,1), descrita em [16] (ver apéndice A), e dependem do pardmetro espectral A e das
densidades ps. = (pdtpy + ¢jeh):

1gp_ m

U = 5 hi + ?()\2 _ A*Q)(h1 + 2hg) + "1 E_(a11as) + T2E 0y + (1 Ea 40y + @2Fa, (4.9)
1 m
V =— 92p+ h1+7()\*2 + )\2)(]11 + 2h2)_Q2E_(a1+a2)—Q1E_a2 —19E4 10y — 71 Fa,,(4.10)

onde as fungoes auxiliares sdo dadas por:

@ = =iy SE O+ AT), g = iy SO = A7), (4.11)
r = —ZQ/%(AQ/JI + )\711/1;)7 To9 = i\/%()\lpl - /\711p2>. (412)

A construgao matricial do par de Lax fundamenta-se nos geradores da superalgebra s[(2, 1)
(a representagao fundamental 3 x 3 é apresentada no apéndice A). Conforme estabelecido
anteriormente, a consisténcia deste sistema ¢é garantida pela condi¢do de compatibilidade
entre os operadores lineares. Ao aplicarmos a condi¢ao de curvatura nula as matrizes U e V
aqui definidas, as relagoes de comutacao e as derivadas parciais resultam exatamente nas

equagoes de movimento nao-lineares fermionicas apresentadas nas equagoes (4.3)-(4.6).

A construcao das grandezas conservadas no modelo de Thirring fundamenta-se na
andlise do problema linear associado, cuja estrutura permite identificar uma hierarquia
infinita de cargas por meio do formalismo do par de Lax. O ponto de partida é o sistema de
equagoes diferenciais que rege as componentes da funcao de onda W. A evolucao espacial

em relagdo a coordenada x é definida por:

9,V = [;gp_ + %(V — AZ)] Uy + ¢ V3 (4.13)
a;v\IJZ = - [g]p_ - %()\2 - )\_2)] U, + QQ‘IJg (414)
O, W3 = Wy +rWy +im(A — A7)0y (4.15)

Simultaneamente, a evolucao temporal do sistema é descrita pelas equagoes:

0w = — o = TR+ AQ)} Uy — Wy (4.16)
0 = [ L+ TP 4 A7) W2 - g (4.17)
O3 = —qaWy — Wy +im(X* + X %) Uy (4.18)

A partir desse sistema, introduzem-se as funcoes auxiliares I'y; = Uy W ! e T'y; = U0t

Elas permitem converter o problema linear em equacoes do tipo Riccati:

O L91 = —(igp—)Ta1 + @251 — 1215y (4.19)
7 _
Ol'sr = 11+ 712009 — 5 {9,0— - m()\2 — A 2)} [ (4-2())
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Dessas relagoes, emerge a lei de conservagao fundamental

i ?
6t {qlf‘gl + éqp_:| -+ 8,3 T2F31 + §p+ = O, (421)
cuja carga associada a esse setor é definida da seguinte forma:
]1 = / dz [qlr31 + 2p_:| (422)

Para extrair as infinitas cargas, as func¢oes auxiliares sao expandidas em poténcias do

parametro espectral A\. Para A\ — oo, utiliza-se a expansao em poténcias inversas:

oo (k)
L' (z,1)

Dyl ) = 3 =2 (4.23)
k=1
enquanto para A — 0, a expansao ocorre em poténcias positivas:
Dy (a,t50) = ST (2, )N (4.24)
k=1

As cargas obtidas apenas pelo setor I; nao sdo puramente reais. Para garantir a con-
sisténcia fisica, é necessario as contribuicoes de outros setores provenientes das funcoes
auxiliares I'1o, I'sa, I'13 € I'93. Os calculos detalhados para a obtencao dessas fungoes au-
xiliares e seus respectivos coeficientes encontram-se apresentados em [3]. Elas geram as

cargas [ e I3:

00 1
IQ = /_ dx |:QQF32 — 29p_:| y (425)
I; = / dw [riI'13 4 1209s3] . (4.26)

As quantidades conservadas reais sao estabelecidas por meio das combinacoes:

=
—
()
=2
I

1~ 1~ 1), 10— (50 10 - 1) (127)
10— (1 4 1+ 1), 1 = (10 1 1 1 1) (129)

Finalmente, essas somas permitem recuperar os observaveis fisicos do modelo a saber, a

energia F
m A

E= —1®_-1® 4.29
Sig [ ] (4.29)

= [ (000,01 + vl0un — aduvh — w10, +m(vhin + v1ua) + gvlunvlen]

e o Momento P

= M@ o] = (7 gl ol RN
Po= G [ 410] = [ de g (0nded 4+ 0louy 0.0+ 0l0e). (430
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4.2 Transformacoes de Backlund

Para construir as transformagoes de Bécklund, é conveniente reescrever as equagoes

de movimento (4.3)-(4.6) em coordenadas de cone de luz, definidas por

1 1
= 5(950 +2h , 1T = §(x0 —ah).

Nessas coordenadas, as equagoes assumem a seguinte forma:

1041 = mipy + glat, (4.31)
10y = mipy + gl (4.32)
0] = —my} — g, (4.33)
005 = —mp] — guivnl. (4.34)
Quando o termo de interagao é nulo (g = 0), a transformagao de Backlund simplifica se em

um conjunto de relagoes lineares que vinculam a solucao original ¢ a solucao transformada

@ na seguinte forma

O+ (W + 1) = ma ' (P — ) (4.35)
O_ (V8 —hy) = —ma(Ps + 1) (4.36)
W~y = —ia(Wi + 1) (4.37)

Para a obtencao de fungoes independentes, a transformacao de Backlund é dividida em

duas partes através da funcio auxiliar X (®):
X@ = g 4oy = g (5 — ) (4.38)
No regime de campo livre (g = 0), a evolugao de X (@) ¢ regida pelo sistema de equacgoes:

0. XY = ma X9 — 2ma Yy, (4.39)
O_XY = —maX@ — 2mih,. (4.40)

Podemos verificar a consisténcia do formalismo observando que a integrabilidade das re-
lagoes (4.39) e (4.40) assegura que os campos originais, 1;, obedecam as equagoes de

movimento (4.31) e (4.32), quando o termo de interacao ¢ nulo.

Agora iremos generalizar para o caso interagente (g # 0), assumindo que nao haja deri-

vadas de ordens superiores na formulacao.

0, X = ma ' X —2may + g (X, X gyl (4.41)
O_XW = —maX@ — 2mihy + q h(X(a), Xt 0, ¢T)_ (4.42)
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A condicao de integrabilidade necessaria para a consisténcia destas equacoes é dada pela

igualdade das derivadas cruzadas:
0_(0,X W) =0, (0_X). (4.43)

Considerando a anticomutatividade dos campos, onde o quadrado de qualquer campo se

anula, as fungdes de correcao f e h assumem uma forma simplificada:

FIX@O XOT Ty = aypfehy X @ 4 b X@OTX @y, (4.44)
MXO XN 9l = apfips X 4 b XOTX Dy, (4.45)

A partir do calculo da condigao de integrabilidade, as equacoes finais para a funcao auxiliar

sao:

0, X = ma”'X@ — 2ma~y; — gl X@ —igX@TX @y, (4.46)
0. X@ — _max@ _ Imirhy — ig@[);ng(“) _ gaX(a)TX a ¢2, (4.47)

Para que os campos Q/Jz(a) resolvam as equagoes diferenciais que se reduzem ao caso livre,
a unica possibilidade para transformacao de Backlund é dada por,

zga

P = —qy — @t x @y, (4.48)

= e

T X @t x @y, (4.49)
m
Os campos assim definidos sdo, de fato, solucao das equagoes de movimento para qualquer

valor da constante de acoplamento g.

4.3 Teorema da Permutabilidade

Por meio da aplicacao sucessiva de transformacgoes de Béacklund, é possivel ob-
ter novas solugoes para o modelo de Thirring de forma puramente algébrica [17]. Para
explicitar essa construcao, consideram-se duas sequéncias de transformagoes caracteriza-
das pelos parametros a; e as. Na primeira sequéncia, parte-se do campo 1, aplica-se a
transformacio associada a a;, obtendo-se ¢!, e em seguida aplica-se a transformacio

associada a ay, chegando ao campo composto 12 isto é:

Y XU = W = Blay) 1 2 XY —= 1 = B(ay) B(ay) 1. (4.50)
De modo analogo, invertendo-se a ordem das transformacoes, obtém-se:

Y2 X —= 9@ = Blag)p L XV = Y = B(ay) B(as) 1. (4.51)

O objetivo é demonstrar a comutatividade (ou permutabilidade) dessas duas trans-
formacoes, isto €, que as aplicagoes sucessivas em ordens trocadas conduzem ao mesmo

campo final:
P = 3L, (4.52)
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Para isso, constréi-se 112 e (21 diretamente a partir de ¢, ") e . A manipulacdo
algébrica torna-se consideravelmente mais simples quando se expressa 1)) em termos das
varidveis auxiliares X ®. A partir da suposicao 1"? = @D juntamente com a equacoes
(4.48) e (4.49), segue que:

§1,2) — x(2) _ 51) o ZgaQX(1’2)TX(1’2)1/J£1)

2m
iga
_ x@n ¢(2) 2m1X(271)TX(2,1)¢£2)
= Y, (4.53)
51,2) _ 51) i X 229@ X(l’Q)TX(1’2)’§D§1)
2m
— D g x D @9;;1 X @D x @D
= Y. (4.54)
Em seguida, eliminando ¢ e ¢ obtém-se:
X012 xC) _ x _ x@ _ WU iy, 4 992 y oty @)y,
A 2m 2m
+@9a2X(1,2)1X(1,2) ( oy — zgalX TX(I)%)
2m 2m
_ 1901 420yt yr(2) ( oy = %2 e )TX(2)¢1> . (455)
2m 2m
iap XY — i, XV = g, X@ — g, XY 4 229:22 @qpy — % W1 X Dy,
iga i\a
—i——ngl X @ x 1) <¢2 —iap X @ — 2m2X(2)TX(2)¢2>

_ 1992 5 (12)t x(1.2) (% i X W ZgalX(l)TX(l)wQ) - (4.56)
2m 2m
Resolvendo o sistema obtido para X2 e X2 encontra-se:

x (1,2)

{2a1X(1) — (a1 + ag)X(Q)}

a1 — a2
_ig(ar +ag)
2

{al(al + ap) XYW XD XD 4 90,0, X1 X<2>X<1>}. (4.57)
2m(a; — ag)

Além disso,
X@D = (1 2), (4.58)

isto é, X1 ¢ obtido trocando-se simutaneamente os indices 1 e 2 na expressao anterior.
Vamos agora derivar algumas solucoes a partir da solucao de vacuo ¥ = 0. Das equagoes
(4.46) e (4.47) , obtemos:

XY = ma;' XV, (4.59)
0-XY = —ma; XY, (4.60)
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e consequentemente,
XU = %W exp (m aj_lx+ - majx_) . (4.61)

Neste ponto, XU denota uma constante arbitraria de natureza anticomutante, pertencente
a uma algebra de Grassmann. A partir da relagdo expressa na equagao (4.48)-(4.49), pode-

se identificar diretamente os componentes do espinor 1) como
) ) = —ia; X0, (4.62)

Usando as Eqs. (4.53)-(4.54) e (4.57)-(4.58) , obtemos

2 _ <6L1+a2) (X0 — x@) _ 19 (al(al + az)(a +3a2)> Xt x (1) x(2)

a; — as 2m (ay — ag)?
_ g ((aa(or +02)(02 +301) ) 0yt 32 yr1) (4.63)
2m (a1 — az)?
bem como
?/)ém) _ (a1 + a2> (iagX(Q) _ le(l)) 9 ayaz(ay + az)(az + 3ap) x M x 1) x(2)
a; — as 2m (a1 — ag)?
_ 9 (maz(a +az)(a1 +3a2) | ot ) 1) (4.64)
2m (a1 — az)?

Com as Equacoes (4.63) e (4.64), obtemos as componentes explicitas da nova solugao para
o modelo de Thirring. Esse resultado ilustra na pratica a grande vantagem do Teorema da
Permutabilidade, conseguimos construir uma solu¢ao complexa e nao trivial que carrega
toda a dependéncia da interagao g e dos parametros a; e ay de forma puramente algébrica,

partindo apenas da solugao mais simples de vacuo.
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5 O modelo de Thirring acoplado

5.1 Lagrangiana do modelo

A densidade Lagrangiana para o modelo de Thirring massivo Grassmanniano

(GMTM) acoplado pode ser escrita da seguinte forma [18] ,

L = ;X(i'yuau - m)@b + ;@Z_}(i'yuau - m)X - ;X(Z‘Vu%u + m)@/) - ;JJ(Z‘W/N%M + m)X
~2100) (") + (W00 (X)), (5.1)

onde ¥ = (x1,x2)%, ¥ = X" (e de modo andlogo para 1), as matrizes gama bidimen-

1 = {0y, e o tensor métrico do espaco-tempo é

sionais sdo escolhidas como 7 = oy, v
diag(1, —1). O dltimo termo representa a interacdo entre os campos ¥ e x, sendo g a
constante de acoplamento (real). Neste caso, os campos x; e ¥; (com i,j = 1,2) sao fun-
¢oes que tomam valores no setor impar (fermiénico) de uma &lgebra de Grassmann , isto
¢ eles anticomutam entre si e com seus conjugados XJ;L e wj-. Em termos das componentes,

a Lagrangiana ela toma a seguinte forma
L= 00+ )t + 511+ O)xi + 530 — Da)tba + ¥ (0 — Or)xs
+501 0+ 0e)x1 + 51 (0 + D) + SUA(0 = D)o + 5x2(0h — D))
—m (xlvs + xber + v + ) — g (endes + vl - (5.2)

de modo que as equagoes de movimento sao dadas por

i = maby + g(xha)n, (5.3)
01y = may + g(x]v) s, (5.4)
i0ix! = —mxd — g(xdve)xd, (5.5)
i0_x5 = —mx{ — g(xiv)xd, (5.6)
€
i0ix1 = mxz + g(¥ixa)xi, (5.7)
i0_x2 = mx1+ g(¥ixi)xe, (5.8)
0] = —mipd — g(vxa)y], (5.9)
0y = —mp] — g(ixa)ed. (5.10)

Introduzindo um par de novos campos

xz\}ﬁ(n—ﬁ), ¢=;§(n+€), (5.11)
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obtemos
L= ﬁTh(namv _9/4) _£Th(€7mag/4) +£Int7 (512)

onde a Lagrangian para um campo de Thirring Grassmanniano é

Lo, —g) = S0 0, —m)b = 20 G+ mv = L)), (5.03)

e a Lagrangiana de interagao é dada por

Lim = =g [ *€) + Exm) Exn) — 20m) (E16) = 2y ) (€ )] . (5.14)

Uma questao relevante ao analisarmos a densidade lagrangiana do modelo de Thirring
acoplado é a sua semelhanca formal com a estrutura de modelos do tipo SU(N). No
entanto, como demonstrado em [18], essa similaridade nao se traduz em uma invaridncia
SU(N) convencional. A andlise detalhada revela que o sistema é, na verdade, uma vari-
ante do modelo de Thirring Grassmanniano ligada ao grupo SU(1,1). Conforme exposto
pelos autores, através de uma rotagao no espaco interno dos campos, o modelo pode ser
interpretado como um sistema de dois modelos de Thirring massivos, com a mesma massa
m, com interagdo nao trivial dada pela eq. (5.14), e constantes de acoplamento de sinais

opostos.

5.2 Representacao da conexao de Lax

As equagbes de campo para o (GMTM) acoplado podem ser obtidas partindo do

problema linear auxiliar
OV (2%, ) = A (25, \)V(2*, N), (5.15)

onde estamos usando a nota¢do de coordenadas de cone de luz 2* = J(t + ), V =
(V1, Va2, V3)T é um vetor auxiliar de trés componentes, e A € C é o parametro espectral.
As conexdes de Lax (ou potenciais de calibre) Ay tém valores na superdlgebra de Lie

s[(2,1), e podem ser escritas na seguinte forma,

Ay = ig(x3v2) ha + imA(hy + 2ha) — ity (A2 Eay = MN2E_ (0, 1a))

—itixy (N2 B0y = N Eay 4as) » (5.16)
A = ig () by + imA ™ (hy + 2hg) + ikty (A2 Bay + A2 E (0 1))
tirxy (A2 Eay + A Eay4as) (5.17)

onde hy, hy sdo os geradores da subdlgebra de Cartan, e E.q,, Ei(q,+a,) 520 0s geradores
associados as raizes fermionicas, e o parametro constante k = /2mg foi definido. Usando

a representacdo matricial 3 x 3 das conexoes de Lax (Veja o apéndice A), temos
ig(x512) + imA 0 ikAY2y
A, = 0 —ig(x3wa) +imA  —irAY 2y | (5.18)
IR 24y —ikAY2 2imA
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ig(xi1) + imA! 0 ikATY 2y
A= 0 —ig(xi1) +imATt AT 2 | (5.19)
PRA Y 2y ikATY 2y 2imA "

Ao exigir a condi¢ao de compatibilidade no problema linear auxiliar, 0,0_V = 0_0,V,

obtemos a condicao de curvatura zero
O_Ay =0 A+ AL A =0, (5.20)

que gera o primeiro conjunto de equagoes de campo do GMTM acoplado, a saber

101 = mapy + g(xa2)n, (5.21)
i0_1y = miy + g(X7¥1)2, (5.22)
04Xy = —mx; — g(Xa¥2)XT, (5.23)
i0-x5 = —mxi — g(Xj¥1)xs. (5.24)

Note que as equagbes de campo correspondentes para xi, X2 € ¥] e 15 podem ser ob-
tidas respectivamente a partir das matrizes de Lax complexas conjugadas A% (z%; \*).

Explicitamente, elas sao

i0yx1 = mx2+g(¥ix2)X1, (5.25)
i0-x2 = mxi+ g(¥ixi)xe, (5.26)
047 = —my — g(Y3x2)Vr, (5.27)
i0-v; = —myi — g(¥ixi)vs. (5.28)

Além disso, vale mencionar que os termos de grau zero da condicdo de curvatura zero

levam a seguinte equacao de compatibilidade,

104+ (x1¥1) — 10-(x2) = 2m(X ¥z — X5¢1). (5.29)

5.3 Transformacao de Backlund

E bem conhecido que as transformacdes de Béacklund para campos fermionicos
sao dadas por relagoes algébricas de primeira ordem entre as componentes zdos campos e
exigem a existéncia de um campo auxiliar fermionico, que pode ser interpretado como uma
fungao geradora para o conjunto infinito de correntes conservadas [17]. Como o GMTM
acoplado possui dois campos fermionicos, espera-se que existam dois campos auxiliares

fermibnicos para escrever uma transformacao de Backlund bem definida para o modelo.

5.3.1 Campos de Dirac livres

Vamos comegar com o caso de dois campos de Dirac livres (¢ = 0). Neste caso, a

transformacao de Backlund pode ser definida introduzindo dois campos grassmannianos
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auxiliares X e Y, satisfazendo as seguintes relagoes,

X = @M + ) = ia= () — ), (5.30)
Y = (Y ) = b ol — ), (5.31)

e as derivadas correspondentes

0-X = ma 'Y — ) = ma ' X — 2ma WV, (5.32)

0, X = —imW + ) = —maX — 2imys”, (5.33)
e

-y = mb_l(xg ) Xgo)) mb™'Y — 2mb~ '\, (5.34)

.Y = —im(xél) + Xé )) = —mbY — 2imxé0). (5.35)

Aqui, os parametros de Bécklund a e b sdo constantes reais. A partir das condigdes de
compatibilidade das relagdes acima, isto é, 0,0_-X = 0_0,X e 0,0_Y = 0_0,Y, pode-
mos verificar que se os campos M) e yM) satisfazem as equacdes de movimento, entéo
os campos 1? e Y também satisfazem. E claro que podemos facilmente escrever as
transformacoes de Bécklund correspondentes para os campos complexos conjugados, em
termos de X* e Y*.

5.3.2 Campos de Thirring acoplados

Agora, consideremos a generalizacao da transformacao de Bécklund para os cam-
pos de Thirring acoplados (g # 0). Por consisténcia, descobrimos que os parametros de
Bécklund devem ser os mesmos, a = b. Entéo, ao assumirmos que os campos 1) e x(!) sdo
solugoes das equacgoes de campo do GMTM acoplado, propomos a seguinte transformacao

de Béacklund para o modelo de Thirring Grassmanniano acoplado,

9 . 9 v+

X = (@ + ") + Y XU = ) - ) - oYX, (5.36)
i 9 =

Y = (x§1)+x(°)) o v =iaT () = 8 — XY, (5.37)

I xyi@) (5.38)

X Y¢*(0) ia—1(¢;(1) - ;(0)) . 2

* *(1 *(0 ia * *(0 - #(1 *(0
Y :(Xl()+X1( ))_7Y XXl():_m I(Xz()_XQ( ))

Iy x 3O 5.39
o . (5.39)

2m

juntamente com as derivadas correspondentes dos campos auxiliares,

0-X = ma' X = 2mavi” — g U)X — ig(y X)ui”, (5.40)
0. X = —maX — 2imyy” — g " v8") X — ga(Y" X )y, (5.41)
O_X*=ma ' X* — 2ma "] © 4 ig(¢Y] © (0))X* + ig(X*Y)@DI(O), ( )
8, X" = —maX* + 2im;® + ig(; Oy X* — ga(X Y )@, (5.43)
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0-Y = ma™'Y —2ma x\” —ig(ui x")Y —ig(X*V)xi”, (5.44)
0.Y = —maY — 2imxy” — ig(u;” xS >Y — ga(X*Y )y, (5.45)
0.V =ma 'V —2ma i +ig0q ")y +ig(y X, (4a7)
0,Y* = —maY™ + 2imx;" +ig(G ey )Y — ga(Y*X)x;". (5.46)
A partir disto, pode-se verificar facilmente que os campos auxiliares X e Y satisfazem
as condi¢oes de compatibilidade 0,0_-X = 0_-0,X e 0,0_Y = 0_0,Y, e os campos de

Thirring transformados ¥ e ) definidos pelas transformacdes de Béicklund (5.36)-
(5.37) sao, de fato, também solugoes das equagoes do GMTM acoplado.

Vale a pena notar que, ao usar as propriedades Grassmannianas dos campos, as
transformacoes de Bécklund podem ser reescritas em diversas formas equivalentes dife-

rentes. Nas préximas sec¢oes, as seguintes formas simples serao de interesse particular,

X =@ +9) - MY*XW =ia () — ) — LY Xyl (547)
Y= 00"+ ) - e xey Y = ia (Y - ad)) - 2 xevad, (5.48)
e
0.X = ma () — 9f”) L (O + V) X, (5.49)
X = —im(f) + o) - gf (GO + ;) X, (5.50)
0¥ = ) - T OP i)y, s
0, = —im( + ) — ng(z/»*(O) "+ Oy (5.52)

5.4 Permutabilidade e solucoes de Backlund

Descobrimos que, a partir de uma solucio inicial conhecida (@, x*®) do GMTM
acoplado, podemos obter outra solucdo (1)), x*9)) usando a transformacdo de Backlund

com o parametro a; e campos auxiliares X @) e Y*U), a saber

W= x @) — iga;Y*) Xy, (5.53)
(j) = 1/); —zan( 7 —Zgan*(J)X( )¢§ ; (5.54)
XI”) = VO - +iga,y O XD, (5.55)
VO = X;(“+z’an*(j>+igan*(j)X(j)x§(i). (5.56)

onde definimos § = ;% por conveniéncia. Entao, é possivel construir diversas novas solu-
¢oes do modelo aplicando sucessivamente varias transformagoes de Backlund com diferen-
tes parametros e campos auxiliares. Essa é a ideia principal do teorema de permutabilidade

de Bianchi das transformacoes de Backlund.
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Vamos construir as solugdes (12, x*(12)) e (11 *21) a partir de uma solucio

inicial (1, x*©) (veja a Figura 3).

(12 —pD 2D
w(l) X*(l w(2) *(2)
N
@ *O)
Figura 3 — Representacao diagramdtica da permutabilidade das transformagoes de Bédc-

klund.

Usando as expressoes (5.53) — (5.56), e assumindo que ¢(12) = 2D e *(12) = (21

encontramos que

%1,2) — x12) _ Ml) . i@agY*(M)X(megl)
— x2) _ x +¢§0) tigay Y*(1)X(1)¢(0)
—igaY "D X2 (X = —iga, Y O X Wy?) (5.57)

%271) _ x@n _ %2) — igay Y*(2,1)X(2,1)w(2)
= X@D _ x@ 4 O 4 a0, Y*@ x @0
—iga, YD XD (X(2) ¢( ) —iGayY*® (2)1/, ) (5.58)

wéLZ) — wél) . iCLQX(l’Q) . ig&zy*(l’Q)X(l’Q)wél)
= ) —ia XD — iga, YO XD — ja, x4
—igazY I X0 (Y — g X — igay O X Dy) (5.59)

B = gD X — gy X 2
_ éo) —jas X® — iQGQY*(Q)X(2)¢§O) —ia X®Y
—igar Y PO XD (90 —ia,XO — igayy* P Xy (5.60)

XT(LQ) _ yr(2) _ XT(D +i§1a2Y*(1’2)X(1’2)XT(1)
=y oy 4 XT(O) _ i§a1Y*(1)X(1)XT(O)
tigagy " x (12 (Y*(l) _ XT(O) +iga, Y O x )XT(O)) ’ (5.61)
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G = v (P 4 iga, YD X G0
_ D)y n X»{(O) - igagY*(Q)X@)X’{(O)
Figa, YD XD (Y*(z) . XT(O) + igazy*(Q)X(z)Xik(O)> ’ (5.62)

X;(lﬂ) _ x§(1)+ia2Y*(1’2)—l—i@agY*(l’z)X(l’z)X;(l)
+igaY P X0 (5O 4 ia YO 4 iga y OXOG) (5.63)

X;(Zl) _ X;(2) T ia V@D 4 Z-galy*(z,l)X(z,l)X;@)
— X;(O) T iapY*® 4 igaQY*(2)X(2)x§(o) T a2
+iga Y DX (GO 4 iay @ 4 igay @ X @) - (5.64)
Das relagbes acima, obtemos
X102 _ x@) = xO _ x@ 56, YO X OO0 460,y X @0
+Z~ga2y*(1,2)X(1,2) (X(l) _ %0) _ z’ga1Y*<1>X<1>w§°))
—iga Y BV XD (X@ — g —iga,y @ X@y”) | (5.65)

ias X —ia; XU = 4, X — g, XU — iga Y O XDl 4 50,y *2) x @0
—igasY " DX (50 g, X igay YO X Oy0)
+iga YD x 2D (wg‘” — iy X® — iga; " X)) | (5.66)

y*(12) _ y#21) — yr(1) _ y(2) + Z-galy*(l)X(l)Xa{(O) _ Z‘QG/QY*(Z)X(2)X>{(O)
—igayY XD (Y — 7O 4 jga, y ) x 370
Figar Y EUXED (YO (0 4 igayy X ) (5,67

iasY* ) — a2 = a, v — i, VO — 50, YO X D3O 4 g0, Y@ X @) 5O
—igaY XD (3G i Y 4 igay YD XDy )
+iga YD XD (5O 4 iay @ 4 iga,y @ X @y ) 5.68)
Apés realizar um calculo extenso, descobrimos que os campos auxiliares X (12| X 21D y=(1,.2)
e Y21 s30 dados pelas seguintes expressoes
X5 = 20, XD — B,X3 45 (7123/*(1))((1))((2) + 2012}/*(2))((2))((1))
XD = BLXW 4200, X3P — g (2012Y*(1)X(1)X(2) + 721}/*(2))((2))((1))
Y12 — 94,71 _ 5121/*(2) +1ig (%23/*(2)}/*(1))((1) + 2012Y*(1)Y*(2)X(2))
V@D = 3LV 4 200, V@ 445 (2012y*(2)y*(1)X(1) + f)/le*(l)Y*(z)X(Q))

onde definimos os coeficientes

Qg

Qg = ’ Bkz =

ar + ap o ak(ak + al)2 . akal(ak + al)
A — @ ag — CLl7 B '

O] =
(ap —a)? = M (ar — ar)?

(5.73)
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Note que nenhuma das expressoes acima depende da solucao inicial (w(o),x*(o)). Esta
caracteristica foi notada anteriormente no contexto da transformacao de Béacklund para
o GMTM. Além disso, pode-se também verificar que estes campos auxiliares satisfazem
as equagoes de derivadas (5.40)—(5.70), respectivamente. Estes resultados mostram que

estes campos auxiliares definem transformacgoes de Backlund adequadas para o modelo.

Vamos agora derivar algumas solugoes partindo das solugoes de vacuo triviais,
@ =0, e x* = 0. Das equagdes (5.40)(5.70), obtemos

O_XW® =ma ' X® 9, X® = _ma, X (5.74)
O_Y*® = ma Yy ® 0, v 0 = _a,y*®), (5.75)

Entao, as solugoes podem ser escritas na seguinte forma simples,
X® = n® exp(may 'zt —magz™), Y™ = A*® exp(ma et —magz™)  (5.76)

onde X e A®) sao geradores anticomutativos complexos arbitrarios da dlgebra de Gras-

smann. Agora, substituindo nas equagoes (5.53)—(5.56), encontramos
OB = x® ) — g, x®) By R g ), (5.77)

Utilizando as egs. (5.69)—(5.72), e substituindo nas eqs (5.57)-(5.64), finalmente obtemos

que as novas solugoes sao dadas por

@05172) _ <CL1 + ag) (X(l) _ X(Q)) . Zg <a/1 (al + a2)<a1 + 3@2)) Y*(l)X(l)X(Q)

ap — Qo (al - a2)2
i (2l a2)(02 +301) 4oy ) (5.78)
(a1 — az)? ’ |
3
wél’z) _ <a1 —l— a2> (iagX(2) B le(l)) —3 ayaz(a; + 61_2)( 62l1 + as) y*1) x (1) x(2)
ay as (a’l a’2)
5 araz(a1 + az)(ar + 3as) y*2) x @ x O (5.79)
(a1 — az)? ’ |
“(12)  _ al+a2) Y1) _ yH@) [ ai(ay + az)(ay + 3as) Y@y x (1)
A1 (cu —ay ( )+ (a1 — ag)?
Lig [(P2la )@+ 30)) iy yo (5.80)
(a1 — ap)? ’ |
2 (@1 - az) (i, Y — iayY* @) — g @102(01 1 62)(301 +02)) 3o y) )
ay; — G (al - a2)2
g (@02l + (a1 +302)) £y ) (5.81)
(a1 — az)? | |

Vale a pena notar que estes resultados sao consistentes com as solugoes encontradas para
o GMTM [17], isto é, no caso de x = ¢ e Y = X. Ressalta-se que as solugoes analiticas
explicitas obtidas neste capitulo, em particular as dadas pelas equagoes (5.78)-(5.81),

representam uma contribuicao original deste trabalho, sendo inéditas na literatura até o
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presente momento. Este procedimento nos permite construir sistematicamente solugoes
mais gerais com N parametros a, que dependem de polinémios de ordem superior nos
campos auxiliares X*) e Y**) Egpera-se que tais solucdes multiparamétricas estejam
estreitamente relacionadas com solugoes de N-solitons para a versao bosonica do GMTM

acoplado. Este topico serd considerado em investigacoes futuras.

Embora neste trabalho nao tenham sido realizados explicitamente os calculos das
cargas conservadas para o modelo de Thirring acoplado, tais calculos ja foram apresenta-
dos em [18]. Nesse estudo, os autores empregam o mesmo formalismo utilizado aqui, de
modo que a construcao das cargas conservadas ¢ compativel com a abordagem adotada

no presente trabalho.
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6 Conclusao

Esta dissertagao investigou detalhadamente as propriedades de integrabilidade no
contexto de teorias de campos em (1+41) dimensdes, com foco central no modelo de Thir-
ring Acoplado. Inicialmente, estabeleceu-se uma base tedrica fundamentada na integrabi-
lidade de Liouville e no formalismo do par de Lax, demonstrando como a representacao
de curvatura nula permite identificar quantidades conservadas em sistemas dindamicos.
Nesse contexto, o papel das transformacoes de Backlund foi discutido como um método
sistematico para a geragdo de novas solugoes a partir de configuragoes conhecidas, em
conjunto com o estudo do modelo de sine-Gordon e do modelo de Thirring massivo sob
a perspectiva de suas estruturas integraveis, fornecendo a preparacdo conceitual para a

analise do modelo acoplado desenvolvida ao longo do trabalho.

A anadlise avancou para o Modelo de Thirring Grassmanniano acoplado, onde a in-
tegrabilidade foi garantida pela construcao de conexoes de Lax baseadas na superalgebra
s[(2,1). Um dos resultados mais significativos deste trabalho foi a generalizacao das trans-
formagoes de Backlund para este sistema acoplado, formuladas a partir das equacoes de
compatibilidade associadas as conexoes de Lax. Através da aplicacao do Teorema da Per-
mutabilidade de Bianchi, demonstrou-se a consisténcia do formalismo ao obter solugoes
de dois parametros a partir do vacuo. A construcao analitica e explicita dessas solucoes
representa a principal contribuigao original desta dissertacdo, uma vez que tais resultados
ainda nao haviam sido reportados na literatura para o modelo de Thirring Grassmanniano
acoplado. Estes resultados que se mostraram consistentes com os limites conhecidos para

o modelo de Thirring simples.

Dessa forma, o trabalho consolidou a compreensao de como estruturas algébri-
cas de sistemas integraveis podem ser exploradas para gerar solugoes exatas e descrever
interacoes complexas entre campos fermionicos, contribuindo para o estudo de modelos

acoplados em teorias de campos bidimensionais.

As perspectivas de continuacao deste trabalho sdo diversas. Uma extensao natural
consiste em desenvolver de forma completa o procedimento de bosonizacao do modelo de
Thirring Grassmanniano Acoplado, cuja analise foi iniciada, mas nao pode ser concluida
no escopo desta dissertacao devido as limitagoes de tempo. Espera-se que, apds a aplicagao
da dualidade bosonico-fermionica, seguindo como referéncia o tratamento apresentado por
Zinn-Justin em [19] para o modelo de Thirring SU(2), e adaptando esse método ao caso
associado ao grupo SU(1,1), o modelo acoplado possa conduzir a uma teoria bosénica
equivalente envolvendo essencialmente dois modelos do tipo sine-Gordon com interacao

nao trivial, refletindo os dois setores fermionicos presentes na formulagao original.
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Além disso, seria de grande interesse construir explicitamente as transformagoes
de Bécklund para a versao bosonica do modelo, o que permitiria aprofundar a analise in-
tegravel e ampliar a geragao sistemética de solugoes exatas, bem como investigar solugoes
de N-sélitons e possiveis defeitos integraveis que preservem a integrabilidade da teoria.

Tais desenvolvimentos permanecem como dire¢cbes promissoras para trabalhos futuros
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APENDICE A - A superalgebra sl(2,1)

A superdlgebra de Lie s[(2, 1) admite uma decomposi¢ao graduada
sl(2[1) = g5 @ g1, (A1)

onde o setor par é
go = sl(2) & u(1), (A.2)

e o setor impar contém quatro geradores fermionicos. O sistema de raizes contem uma raiz
bosonica a1, e duas fermionicas as e az = a1 + as. A superalgebra contém dois geradores
de Cartan h; e hs, e seis geradores de Weyl, 2 Bosonicos F.,,, e 4 Fermionicos, Fi,, €

E(a1+a0)- As relacoes de comutacao e anticomutacdo da superdlgebra sao dadas por:

[hi,h;] = 0, [hi, Bio,] = £())iBiq,, (A.3)

Eoy, E—a,] = ha, [H1, Exo,] = £2E40,, (A4)
(Eior, Exay] = *Eza,, [Eiar, Exas] = £F+a,, (A.5)
{Eass E—ay} = ho, {EBas, E—az} = hi + hy, (A.6)
{Fuy, Eas} = Ea, {E_0y, E_0,} = E_4,. (A.7)

Todos os demais anticomutadores sdo nulos. A representacao fundamental de sl(2,1) é
dada por matrizes 3 x 3, com duas entradas bosonicas e uma fermionica. Explicitamente,

podemos escreve-la da seguinte forma:

hy = (A.8)
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