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Resumo
Esta dissertação investiga aspectos de integrabilidade em teorias de campos em (1+1)
dimensões, com ênfase no modelo de Thirring Acoplado. Inicialmente, são apresentados
os fundamentos da integrabilidade clássica, incluindo a integrabilidade de Liouville, o
formalismo da curvatura nula e as transformações de Bäcklund. Em seguida, analisam-
se o modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring massivo sob a perspectiva de suas
estruturas integráveis. O foco principal do trabalho recai sobre o modelo de Thirring
Grassmanniano acoplado, no qual se constrói explicitamente a conexão de Lax baseada
na superálgebra 𝑠𝑙(2, 1), garantindo a integrabilidade clássica do sistema. As transfor-
mações de Bäcklund são generalizadas e a propriedade de permutabilidade é analisada,
permitindo a construção sistemática de soluções multiparamétricas. Destaca-se que a ob-
tenção explícita dessas soluções multiparamétricas para o modelo acoplado constitui um
resultado inédito na literatura. Espera-se que tais soluções estejam relacionadas a soluções
de N-sólitons da versão bosônica do modelo acoplado.

Palavras-chaves: Modelo de Thirring acoplado; modelo de sine-Gordon; integrabilidade
clássica; par de Lax; transformações de Bäcklund.



Abstract
This dissertation investigates aspects of integrability in (1+1)-dimensional field theories,
with emphasis on the coupled Thirring model. Initially, the foundations of classical inte-
grability are presented, including Liouville integrability, the zero-curvature formalism, and
Bäcklund transformations. Subsequently, the sine-Gordon model and the massive Thirring
model are analyzed from the perspective of their integrable structures. The main focus of
this work lies on the coupled Grassmannian Thirring model, in which the Lax connection
based on the superalgebra 𝑠𝑙(2, 1) is explicitly constructed, ensuring the classical integra-
bility of the system. The Bäcklund transformations are generalized and the permutability
property is analyzed, allowing for the systematic construction of multiparametric solu-
tions. It is noteworthy that the explicit attainment of these multiparametric solutions for
the coupled model constitutes a novel result in the literature. It is expected that such
solutions are related to N-soliton solutions of the bosonic version of the coupled model.

Key-words: Coupled Thirring model; sine-Gordon model; classical integrability; Lax
pair; Bäcklund transformations.
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1 Introdução

No contexto da mecânica clássica e da teoria de campos, um sistema é dito inte-
grável quando possui um número suficiente de quantidades conservadas em involução, no
sentido da integrabilidade de Liouville. Essa propriedade garante a solubilidade exata das
equações de movimento por quadraturas e está intimamente relacionada à existência de
simetrias ocultas no sistema [1]. Para equações diferenciais parciais não lineares, a noção
de integrabilidade é frequentemente formulada por meio do formalismo da curvatura nula
ou representação de Zakharov–Shabat, no qual a dinâmica do sistema é codificada em um
par de operadores lineares, conhecido como par de Lax [2].

Entre os modelos integráveis mais estudados em duas dimensões destacam-se o
modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring. O modelo de sine-Gordon, formulado
em termos de um campo escalar real, apresenta soluções solitônicas estáveis, os kinks e
antikinks, que carregam carga topológica e desempenham um papel central na dinâmica
clássica e quântica da teoria [3,4]. Por outro lado, o modelo de Thirring descreve campos
fermiônicos de Dirac com uma interação local do tipo corrente–corrente e constitui um
exemplo notável de teoria de campos exatamente solúvel em (1+1) dimensões [5].

Além do formalismo de Lax, que caracteriza a integrabilidade de um sistema por
meio da existência de um par de operadores cuja condição de compatibilidade é equi-
valente às equações de movimento e que está diretamente associada à presença de uma
hierarquia de quantidades conservadas, outra ferramenta essencial no estudo de sistemas
integráveis é fornecida pelas transformações de Bäcklund. Essas transformações permitem
relacionar diferentes soluções de uma mesma equação diferencial não linear por meio de
sistemas de equações de primeira ordem, possibilitando a geração sistemática de novas
soluções a partir de configurações conhecidas [6]. Associado a esse formalismo, o Teorema
da Permutabilidade de Bianchi garante a consistência da aplicação sucessiva dessas trans-
formações, permitindo a construção de soluções multiparamétricas de maneira puramente
algébrica.

Neste trabalho, investigam-se aspectos de integrabilidade em teorias de campos
bidimensionais, com ênfase especial no Modelo de Thirring acoplado. Inicialmente, são
apresentados os fundamentos teóricos necessários, incluindo a integrabilidade de Liou-
ville, o formalismo da curvatura nula e as transformações de Bäcklund. Em seguida, são
analisados o modelo de Sine-Gordon e o modelo de Thirring massivo, destacando suas
propriedades integráveis. Por fim, o foco principal do trabalho recai sobre o Modelo de
Thirring Grassmanniano acoplado, no qual se constrói explicitamente a conexão de Lax
baseada na superálgebra sl(2, 1) , bem como a generalização das transformações de Bäc-
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klund e a análise da permutabilidade, evidenciando a integrabilidade clássica do sistema.
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2 Fundamentos em Teorias de Campos Inte-
gráveis

Na mecânica clássica, o estado de um sistema físico é completamente definido
por um ponto no espaço de fase [2]. Trata-se de um espaço com dimensão par, cujas
coordenadas so as variáveis de posição 𝑞𝑖 e de momento 𝑝𝑖. O Hamiltoniano, representado
por 𝐻(𝑞𝑖, 𝑝𝑖), é uma função escalar definida no espaço de fase, que usualmente representa
a energia total do sistema, i.e. 𝐻 = 𝑇 + 𝑉 , onde 𝑇 é a energia cinética e 𝑉 a energia
potencial do sistema. Por sua vez, as equações que descrevem a evolução temporal no
formalismo Hamiltoniano são dadas pelas equações de Hamilton,

𝑞𝑖 = 𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

, 𝑝̇𝑖 = −𝜕𝐻
𝜕𝑞𝑖

, onde 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2.1)

𝑞𝑖 são as coordenadas generalizadas, e 𝑝𝑖 os momentos canônicos conjugados a 𝑞𝑖. A partir
das equações de movimento (2.1), é possível descrever a evolução temporal de qualquer
variável dinâmica, 𝐹 (𝑞𝑖, 𝑝𝑖), definida neste espaço de fase, da seguinte forma:

𝐹̇ ≡ 𝑑𝐹

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑖

𝑞𝑖 + 𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑖

𝑝𝑖

)︃
. (2.2)

Usando as equações de movimento, temos que

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖

− 𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝑖

)︃
= {𝐹,𝐻}, (2.3)

onde usamos a definição do parêntese de Poisson entre duas variáveis dinâmicas 𝐹 e 𝐺,
i.e.

{𝐹,𝐺} ≡
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝐺

𝜕𝑝𝑖

− 𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝐺

𝜕𝑞𝑖

)︃
. (2.4)

Dizemos que uma variável dinâmica 𝐹 é uma quantidade conservada ou constante de
movimento, quando 𝐹̇ = 0, ou equivalentemente quando {𝐹,𝐻} = 0.

2.1 Integrabilidade de Liouville
Um sistema descrito em um espaço de fase de dimensão 2𝑛 é considerado integrável

segundo Liouville quando possui 𝑛 quantidades conservadas independentes que estão em
involução [1], ou seja, satisfazem a relação:

{𝐹𝑖, 𝐹𝑗} = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, (2.5)

sendo o Hamiltoniano um deles [7].
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Teorema de Liouville: "As equações de movimento de um sistema integrável no sentido
de Liouville podem ser resolvidas por quadraturas"[2].

Isso implica que, para um sistema desse tipo, existe sempre uma transformação
canônica1 do tipo:

(𝑝𝑖, 𝑞𝑖)→ (𝐹𝑖, 𝜓𝑖), (2.6)

em que uma das novas variáveis corresponde à quantidade conservada 𝐹𝑖. As equações de
movimento nessas novas variáveis são dadas por:

𝐹̇𝑖 = {𝐹𝑖, 𝐻} = 0, (2.7)

𝜓̇𝑖 = {𝜓𝑖, 𝐻} = −𝜕𝐻
𝜕𝐹𝑖

= Ω𝑖, (2.8)

onde o Hamiltoniano 𝐻 = 𝐻(𝐹1, ..., 𝐹𝑛,Ω1, ...,Ω𝑛), é uma função das 𝑛 quantidades con-
servadas 𝐹𝑖, e de 𝑛 constantes Ω𝑖. As equações (2.7) e (2.8) descrevem a dinâmica nas
chamadas variáveis de Ação-Ângulo. Aqui, as variáveis de ação 𝐹𝑖 são constantes de mo-
vimento, enquanto as variáveis de ângulo 𝜓𝑖 evoluem linearmente no tempo:

𝜓𝑖(𝑡) = Ω𝑖𝑡+ 𝜓𝑖(0).

Isso demonstra que a dinâmica do sistema, quando expressa nessas variáveis, torna-se
completamente linear e desacoplada no espaço de fase, permitindo a solução exata das
equações de movimento por quadraturas [2].

Exemplo: Oscilador Harmônico em 1D
O Hamiltoniano correspondente ao oscilador harmônico clássico unidimensional (assu-
mindo massa unitária, 𝑚 = 1), é expresso por:

𝐻 = 𝑝2

2 + 𝜔2𝑞2

2 = 𝐸, onde 𝜔 ∈ R. (2.9)

A introdução das variáveis abaixo permite uma nova representação para a equação,

𝑝 = 𝜌 cos𝜙, (2.10)

𝑞 = 𝜌

𝜔
sin𝜙. (2.11)

E ao realizar a substituição, obtemos a forma simplificada:

𝐻 = 𝜌2

2 cos2 𝜙+ 𝜔2

2
𝜌2

𝜔2 sin2 𝜙,

= 𝜌2

2 = 𝐸 (2.12)
1 Uma transformação canônica consiste em modificar as coordenadas do espaço de fase e o hamiltoniano

correspondente, de forma que as equações de Hamilton, mesmo após essa mudança, continuem descre-
vendo a mesma evolução do sistema. Em outras palavras, é uma mudança de variáveis que preserva a
estrutura da dinâmica do sistema [8]
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2.2 O Formalismo da Curvatura Nula e o Par de Lax
Um conceito fundamental que emergiu na formulação moderna da teoria de siste-

mas integráveis é o do par de Lax, introduzido por Peter Lax em 1968. Esse par consiste
em duas matrizes quadradas 𝐿 e 𝑀 , que dependem das variáveis do espaço de fase do
sistema. A principal característica dessa abordagem é a possibilidade de reescrever as
equações de evolução hamiltoniana na forma de uma equação de comutador [9], expressa
como

𝐿̇ = [𝑀,𝐿], (2.13)

em que [𝑀,𝐿] = 𝑀𝐿−𝐿𝑀 representa o comutador usual entre as matrizes. Essa formula-
ção permite uma descrição mais compacta e estruturada da dinâmica, revelando simetrias
ocultas e facilitando a identificação da integrabilidade do sistema [2].

A importância da equação de Lax reside, em grande parte, na sua capacidade de
fornecer uma via direta para a construção de quantidades conservadas [9]. A solução da
eq. (2.13) pode ser escrita no forma

𝐿(𝑡) = 𝑔(𝑡)𝐿(0)𝑔(𝑡)−1, (2.14)

onde 𝑔(𝑡) é uma matriz inversível que satisfaz a equação

𝑀 = 𝑑𝑔

𝑑𝑡
𝑔−1. (2.15)

A partir disso, conclui-se que qualquer função 𝐼(𝐿) que seja invariante sob conjugação,
isto é, que satisfaça 𝐼(𝐿) = 𝐼(𝑔𝐿𝑔−1), permanece constante ao longo da evolução temporal
do sistema. Dentre essas funções invariantes, destacam-se aquelas construídas a partir dos
autovalores de 𝐿, o que leva à caracterização da dinâmica como isoespectral, uma vez que
o espectro da matriz 𝐿 é preservado ao longo do tempo [2].

Em conformidade com a integrabilidade de Liouville, as cargas conservadas podem
ser construídas através do traço das potências da matriz 𝐿 , definidas por:

𝑄𝑛 = Tr(𝐿𝑛). (2.16)

A demonstração de que 𝑄̇𝑛 = 0 via ciclicidade do traço, conforme desenvolvido por [1],
baseia-se em tomar a derivada temporal da equação (2.16)

𝑄̇𝑛 = Tr
(︁
𝐿̇𝐿𝑛−1

)︁
+ Tr

(︁
𝐿𝐿̇𝐿𝑛−2

)︁
+ · · ·+ Tr

(︁
𝐿𝑛−2𝐿̇𝐿

)︁
+ Tr

(︁
𝐿𝑛−1𝐿̇

)︁
,

= 𝑛 Tr
(︁
𝐿̇𝐿𝑛−1

)︁
,

= 𝑛Tr
(︁
[𝑀,𝐿]𝐿𝑛−1

)︁
,

= 𝑛Tr
(︁
𝑀𝐿𝐿𝑛−1 − 𝐿𝑀𝐿𝑛−1

)︁
,

= 𝑛Tr (𝑀𝐿𝑛)− 𝑛Tr (𝑀𝐿𝑛) ,

= 0 (2.17)
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Exemplo: Modelo do Oscilador de Calogero
O modelo do oscilador de Calogero é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

𝐻 = 𝑝2

2 + 𝜔2𝑞2

2 + 𝜈2

2𝑞2 . (2.18)

Notamos que, nos limites 𝜈 → 0 e 𝜔 → 0, recuperamos o oscilador harmônico usual e o
modelo de Calogero racional, respectivamente [10]. Para este sistema adotamos o seguinte
par de lax:

𝐿 = 1
2

⎛⎝ 𝑝 𝜔𝑞 − 𝜈
𝑞

𝜔𝑞 − 𝜈
𝑞

−𝑝

⎞⎠ , 𝑀 = 1
2

⎛⎝ 0 −𝜔 − 𝜈
𝑞2

𝜔 + 𝜈
𝑞2 0

⎞⎠ . (2.19)

Ao utilizarmos esse par de Lax, observamos que o hamiltoniano conservado pode ser
expresso em termos do traço da matrix L como:

𝐻 = Tr𝐿2 + 𝜈𝜔. (2.20)

Esta formulação é ideal para sistemas que evoluem apenas no tempo, como na
mecânica clássica. Uma generalização poderosa dessa abordagem torna-se necessária para
tratar a integrabilidade de equações diferenciais parciais (EDPs), que dependem tanto da
variável espacial 𝑥 quanto da temporal 𝑡. Esta generalização é a formulação da curvatura
nula (também conhecida como representação de Zakharov-Shabat)[2].

Nesta formulação, as EDPs integráveis são escritas como a condição de compa-
tibilidade de um problema linear auxiliar associado. Em vez de 𝐿 e 𝑀 , introduz-se um
novo par de Lax composto por duas matrizes (ou conexões), 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) e 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆). Estas
matrizes definem duas equações lineares para uma função auxiliar Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆), onde 𝜆 é um
parâmetro espectral:

𝜕𝑥Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆) = 𝑈(𝑥, 𝑡;𝜆)Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆), (2.21)

𝜕𝑡Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆) = 𝑉 (𝑥, 𝑡;𝜆)Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆). (2.22)

A condição de compatibilidade para o sistema linear exige que as derivadas cruzadas
da função de auxiliar comutem, ou seja, 𝜕𝑥(𝜕𝑡Ψ) = 𝜕𝑡(𝜕𝑥Ψ). Matematicamente, isso é
expresso por:

(𝜕𝑥𝜕𝑡 − 𝜕𝑡𝜕𝑥)Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆) = 0. (2.23)

Ao substituir as equações do par de Lax nesta condição, obtemos a chamada equação de
curvatura nula:

𝜕𝑡𝑈 − 𝜕𝑥𝑉 + [𝑈, 𝑉 ] = 0. (2.24)

A consistência do método exige que esta equação matricial seja equivalente às equações
de movimento não lineares do sistema físico em estudo, garantindo assim a sua integra-
bilidade.
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Uma vez estabelecida a equação da curvatura nula , que garante a integrabilidade
do sistema, podemos utilizar a estrutura do par de Lax para construir uma função ge-
radora para um conjunto infinito de leis de conservação. Para realizar essa construção,
define-se, para cada componente de campo auxiliar Ψ𝑗 (𝑗 = 1, . . . ,𝑚), um conjunto de
(𝑚− 1) funções auxiliares Γ𝑖𝑗 = Ψ𝑖Ψ−1

𝑗 com 𝑖 ̸= 𝑗 [3].
Ao manipular as equações lineares do sistema, identifica-se a 𝑗-ésima equação de conser-
vação:

𝜕𝑡

⎡⎣𝑈𝑗𝑗 +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑈𝑗𝑖Γ𝑖𝑗

⎤⎦ = 𝜕𝑥

⎡⎣𝑉𝑗𝑗 +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑉𝑗𝑖Γ𝑖𝑗

⎤⎦ . (2.25)

Nesta estrutura, as funções auxiliares Γ𝑖𝑗 satisfazem equações de Riccati acopladas para
as partes espacial e temporal, respectivamente:

𝜕𝑥Γ𝑖𝑗 = (𝑈𝑖𝑗 − 𝑈𝑗𝑗Γ𝑖𝑗) +
∑︁
𝑘 ̸=𝑗

[𝑈𝑖𝑘 − Γ𝑖𝑗𝑈𝑗𝑘] Γ𝑘𝑗, (2.26)

𝜕𝑡Γ𝑖𝑗 = (𝑉𝑖𝑗 − 𝑉𝑗𝑗Γ𝑖𝑗) +
∑︁
𝑘 ̸=𝑗

[𝑉𝑖𝑘 − Γ𝑖𝑗𝑉𝑗𝑘] Γ𝑘𝑗. (2.27)

Considerando soluções que se anulam rapidamente quando |𝑥| → ∞, a correspondente
𝑗-ésima função geradora das quantidades conservadas é expressa pela integral:

𝐼𝑗 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

⎡⎣𝑈𝑗𝑗 +
∑︁
𝑖̸=𝑗

𝑈𝑗𝑖Γ𝑖𝑗

⎤⎦ . (2.28)

A obtenção do conjunto infinito de cargas baseia-se nas propriedades analíticas das so-
luções em relação ao parâmetro espectral. O conjunto infinito de cargas conservadas é
derivado expandindo as funções Γ𝑖𝑗 em potências positivas e negativas do parâmetro es-
pectral 𝜆 (ou seja, em termos de 𝜆 e 1/𝜆) e resolvendo as equações de Riccati de forma
recursiva para cada coeficiente.

2.3 Transformação de Bäcklund: definições e aplicações
As transformações de Bäcklund foram introduzidas no final do século XIX no

contexto da geometria diferencial com o objetivo de investigar superfícies pseudoesféricas,
isto é, superfícies caracterizadas por possuírem curvatura negativa constante [11]. De
forma geral, a ideia central dessas transformações é converter uma equação diferencial de
ordem superior envolvendo uma função 𝑢(𝑥, 𝑡) em um sistema de equações de primeira
ordem, facilitando a análise ou obtenção de soluções [6].
Suponha que tenhamos uma equação diferencial complexa da forma:

𝑃 (𝑢(𝑥, 𝑡)) = 0. (2.29)

A transformação de Bäcklund propõe a introdução de uma nova função 𝑣(𝑥, 𝑡), conectada
à uma função original 𝑢(𝑥, 𝑡) por meio de duas equações diferenciais mais simples:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑢, 𝑣) ,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑟(𝑢, 𝑣). (2.30)
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As funções 𝑓 e 𝑟 são escolhidas de maneira que, ao serem compatibilizada, recupera-se
naturalmente a equação original de ordem superior como uma condição de Integrabilidade
[6].

Exemplo: Equação de Liouville em 1+1 dimensões

Para ilustrar este formalismo, aplicamos o método à equação de Liouville em 1 + 1 di-
mensões, descrita como: (︃

𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2

)︃
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑢(𝑥,𝑡). (2.31)

Para facilitar o tratamento matemático, introduzimos as variáveis de cone de luz:

𝑥± = 𝑡± 𝑥, (2.32)

e definimos os operadores diferenciais como:

𝜕± ≡
𝜕

𝜕𝑥± (2.33)

A equação de Liouville assume então a forma compacta:

𝜕+𝜕−𝑢 = 𝑒𝑢. (2.34)

Agora vamos definir a transformação de Bäcklund para a variável 𝑣(𝑥+, 𝑥−) através de:

𝜕+𝑢 = −𝜕+𝑣 + 𝛼 𝑒
1
2 (𝑢−𝑣), (2.35)

𝜕−𝑢 = 𝜕−𝑣 + 2
𝛼
𝑒

1
2 (𝑢+𝑣), (2.36)

onde 𝛼 é uma constante arbitrária. Para verificar a integrabilidade, tomamos as derivadas
cruzadas. Derivando a equação (2.35) em relação a 𝑥− e a (2.36) em relação a 𝑥+, obtemos
as condições:

𝜕+𝜕−𝑢 = 𝑒𝑢, (2.37)

𝜕+𝜕−𝑣 = 0. (2.38)

A primeira dessas equações corresponde à conhecida equação de Liouville, enquanto a
segunda representa a equação de ondas em duas dimensões, cuja solução geral é ampla-
mente estabelecida. Nesse contexto, a transformação de Bäcklund atua como um elo entre
os conjuntos de soluções dessas duas equações diferenciais.

Para tornar explícito o procedimento de obtenção das soluções, observa-se que a
solução geral da equação de ondas pode ser expressa como

𝑣(𝑥+, 𝑥−) = 𝑓(𝑥+) + 𝑟(𝑥−), (2.39)

onde 𝑓 e 𝑟 descrevem modos de propagação independentes em direções opostas. Substi-
tuindo essa decomposição na relação diferencial original (2.35), obtém-se

𝜕+(𝑢+ 𝑓) = 𝛼 𝑒
1
2 (𝑢−𝑓−𝑟). (2.40)
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Como 𝑟(𝑥−) não depende de 𝑥+, a equação pode ser reorganizada na forma:

𝑒− 1
2 (𝑢+𝑓−𝑟) 𝜕+(𝑢+ 𝑓 − 𝑟) = 𝛼 𝑒−𝑓(𝑥+). (2.41)

Integrando com respeito a 𝑥+, obtemos

𝑒− 1
2 (𝑢+𝑓−𝑟) = −𝛼2

∫︁ 𝑥+

𝑑𝑥′+ 𝑒−𝑓(𝑥′+) + 𝑎(𝑥−) = 𝛼𝑃 (𝑥+) + 𝑎(𝑥−). (2.42)

Neste passo, introduzimos a função 𝑎(𝑥−) como a constante de integração e passamos
a denotar por 𝑃 (𝑥+) o negativo da metade da integral que aparece no lado direito da
equação. De maneira análoga, o mesmo procedimento pode ser aplicado à eq (2.36).

𝑒− 1
2 (𝑢+𝑓−𝑟) = − 1

𝛼

∫︁ 𝑥−

𝑑𝑥′− 𝑒−𝑟(𝑥′−) + 𝑏(𝑥+) = 2
𝛼
𝑄(𝑥−) + 𝑏(𝑥+). (2.43)

A comparação entre essas duas expressões nos mostra que

𝑎(𝑥−) = 2
𝛼
𝑄(𝑥−), 𝑏(𝑥+) = 𝛼𝑃 (𝑥+). (2.44)

Com isso, a expressão exponencial pode ser escrita como

𝑒− 1
2 (𝑢+𝑓−𝑟) = 𝛼𝑃 (𝑥+) + 2

𝛼
𝑄(𝑥−), (2.45)

o que implica que
−1

2(𝑢+ 𝑓 − 𝑟) = log
(︂
𝛼𝑃 (𝑥+) + 2

𝛼
𝑄(𝑥−)

)︂
. (2.46)

Finalmente, a solução para 𝑢(𝑥+, 𝑥−) assume a forma

𝑢(𝑥+, 𝑥−) = −𝑓(𝑥+) + 𝑟(𝑥−)− 2 log
(︂
𝛼𝑃 (𝑥+) + 2

𝛼
𝑄(𝑥−)

)︂
. (2.47)

Portanto, as transformações de Bäcklund (2.35) e (2.36) conectam de forma exata um
sistema não linear a um linear. A Equação (2.47) demonstra que, a partir das funções
𝑓(𝑥+) e 𝑟(𝑥−) da equação de ondas livre, constrói-se diretamente uma família contínua
de soluções para a equação de Liouville, parametrizada pela constante arbitrária 𝛼.
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3 O modelo de sine-Gordon

O modelo de sine-Gordon é considerado uma das representações mais acessíveis de
uma teoria de campos integrável em duas dimensões, tanto em contextos clássicos quanto
quânticos. Assim como outros sistemas integráveis, ele admite soluções solitônicas asso-
ciadas a cargas topológicas [3]. Devido à sua relevância teórica e aplicações, esse modelo
destaca-se como uma das teorias de campo integráveis mais reconhecidas e amplamente
estudadas [4].

3.1 Lagrangiana, equação de movimento e par de Lax
A Lagrangiana clássica associada ao modelo de sine-Gordon em (1+1) dimensões

pode ser expressa como:

ℒ𝑠𝐺 = 1
2(𝜕𝑡𝜑)2 − 1

2(𝜕𝑥𝜑)2 + 𝑚2
𝑠

𝛽2 cos(𝛽𝜑) (3.1)

onde 𝜑(𝑥, 𝑡) é um campo escalar real,𝑚𝑠 é o parâmetro de massa e 𝛽 representa a constante
de acoplamento. No contexto clássico, é comum redefinir o campo como 𝜑→ 𝜑

𝛽
, de forma

que o parâmetro 𝛽 seja absorvido e a análise se torne mais simples. A aplicação do princípio
de mínima ação sobre esta Lagrangiana resulta na seguinte equação de movimento:

𝜕2
𝑡 𝜑− 𝜕2

𝑥𝜑+𝑚2
𝑠 sin(𝜑) = 0, (3.2)

Conforme estabelecido na seção 2.2, a integrabilidade do modelo pode ser garantida pela
existência de um par de operadores lineares que satisfazem a condição de curvatura nula
(2.24). Para o modelo de sine-Gordon, o par de Lax é construído utilizando a represen-
tação fundamental da álgebra de Lie sl(2). Os geradores desta álgebra, denotados por
{𝐻,𝐸+, 𝐸−}, satisfazem as relações de comutação

[𝐻,𝐸±] = ±2𝐸±, [𝐸+, 𝐸−] = 𝐻, (3.3)

e sua representação fundamental 2× 2, é dada explicitamente por :

𝐻 =
⎛⎝1 0

0 −1

⎞⎠ , 𝐸+ =
⎛⎝0 1

0 0

⎞⎠ , 𝐸− =
⎛⎝0 0

1 0

⎞⎠ .
As conexões de Lax 𝑈(𝑥, 𝑡;𝜆) e 𝑉 (𝑥, 𝑡;𝜆) são decompostas nesta base da álgebra, aco-
plando as derivadas do campo 𝜑 e as funções do parâmetro espectral 𝜆, da seguinte forma:

𝑈 = 1
4𝑖(𝜕𝑡𝜑)𝐻 + 𝑞(𝜆)𝐸+ + 𝑟(𝜆)𝐸− (3.4)
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𝑉 = 1
4𝑖(𝜕𝑥𝜑)𝐻 + 𝐴(𝜆)𝐸+ +𝐵(𝜆)𝐸− (3.5)

As funções auxiliares 𝑞, 𝑟, 𝐴 e 𝐵, dependem de potências do parâmetro espectral 𝜆, e
carregam a dependência espectral necessária para garantir a conservação das cargas e são
definidas por:

𝑞(𝜆) = −𝑚𝑠

4
(︁
𝜆𝑒

𝑖𝜑
2 − 𝜆−1𝑒− 𝑖𝜑

2
)︁
, 𝑟(𝜆) = 𝑚𝑠

4
(︁
𝜆𝑒− 𝑖𝜑

2 − 𝜆−1𝑒
𝑖𝜑
2
)︁

(3.6)

𝐴(𝜆) = −𝑚𝑠

4
(︁
𝜆𝑒

𝑖𝜑
2 + 𝜆−1𝑒− 𝑖𝜑

2
)︁
, 𝐵(𝜆) = 𝑚𝑠

4
(︁
𝜆𝑒− 𝑖𝜑

2 + 𝜆−1𝑒
𝑖𝜑
2
)︁

(3.7)

Ao substituir estas matrizes 𝑈 e 𝑉 na equação de curvatura nula 𝜕𝑡𝑈 − 𝜕𝑥𝑉 + [𝑈, 𝑉 ] = 0,
os termos dependentes de 𝜆 se cancelam identicamente devido à estrutura da álgebra
sl(2), restando apenas a equação de movimento do modelo de sine-Gordon.

O processo de obtenção das cargas conservadas no modelo sine-Gordon fundamenta-
se na estrutura do problema linear associado, onde as funções auxiliares são definidas como
as razões entre as componentes da função de onda Ψ [3]:

Γ21 = Ψ2Ψ−1
1 e Γ12 = Ψ1Ψ−1

2 . (3.8)

A partir do sistema linear, derivam-se as seguintes equações de conservação que regem o
sistema:

𝜕𝑡

[︂
𝑞Γ21 −

𝑖

4(𝜕𝑡𝜑)
]︂

= 𝜕𝑥

[︂
𝐴Γ21 −

𝑖

4(𝜕𝑥𝜑)
]︂

(3.9)

𝜕𝑡

[︂
𝑟Γ12 + 𝑖

4(𝜕𝑡𝜑)
]︂

= 𝜕𝑥

[︂
𝐵Γ12 + 𝑖

4(𝜕𝑥𝜑)
]︂

(3.10)

Essas funções permitem converter o sistema linear em duas equações independentes de
Riccati, que descrevem a evolução espacial em cada setor:

𝜕𝑥Γ21 = 𝑟 + 𝑖

2(𝜕𝑡𝜑)Γ21 − 𝑞(Γ21)2, (3.11)

𝜕𝑥Γ12 = 𝑞 − 𝑖

2(𝜕𝑡𝜑)Γ12 − 𝑟(Γ12)2. (3.12)

A partir dessas equações, as leis de conservação são obtidas expandindo as funções Γ em
potências do parâmetro espectral 𝜆. Para o setor Γ21, as expansões nos limites 𝜆→∞ e
𝜆→ 0 são dados reespectivamente por:

Γ21 =
∞∑︁

𝑛=0

Γ(𝑛)
21
𝜆𝑛

, (3.13)

Γ21 =
∞∑︁

𝑛=0
Γ̂(𝑛)

21 𝜆
𝑛. (3.14)

Essas expansões geram os coeficientes que compõem a carga 𝐼1:

𝐼1 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂
𝑞Γ21 −

𝑖

4(𝜕𝑡𝜑)
]︂
. (3.15)
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Como as cargas resultantes deste primeiro setor, como 𝐼(−1)
1 e 𝐼(+1)

1 , não são reais (con-
forme demonstrado na referência [3]), torna-se necessário buscar as contribuições que
restam para obter quantidades reais. Estas contribuições surgem de forma independente
ao resolver a equação (3.12) para o outro setor, o de Γ12, resultando na carga 𝐼2:

𝐼2 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂
𝑖

4(𝜕𝑡𝜑) + 𝑟Γ12

]︂
. (3.16)

Através das relações 𝐼(−1)
2 = 𝐼

†(−1)
1 e 𝐼(+1)

2 = 𝐼
†(+1)
1 , definimos as quantidades conservadas

reais I(−1) e Î(+1):

I(−1) = 𝑖(𝐼(−1)
1 − 𝐼(−1)

2 ) e Î(+1) = 𝑖(𝐼(+1)
1 − 𝐼(+1)

2 ) (3.17)

A combinação final destes termos permite recuperar os resultados principais para a Ener-
gia 𝐸 e o Momento 𝑃 do sistema:

𝐸 = 𝑚𝑠

(︁
I(−1) − Î(+1)

)︁
=
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂1
2{(𝜕𝑡𝜑)2 + (𝜕𝑥𝜑)2} −𝑚2

𝑠 cos𝜑
]︂
, (3.18)

𝑃 = 𝑚𝑠

(︁
I(−1) + Î(+1)

)︁
=
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥(𝜕𝑡𝜑)(𝜕𝑥𝜑). (3.19)

3.2 Soluções tipo kink e antikink
No estudo clássico da equação de sine-Gordon, destacam-se as chamadas soluções

topológicas do tipo kink e antikink, que representam transições entre vácuos distintos do
potencial periódico do modelo. Essas soluções são estáveis, possuem energia finita e se
caracterizam por uma estrutura solitônica [4].

O potencial associado a 𝜑 possui um conjunto infinito de mínimos, localizados em
𝜑𝑛 = 2𝜋𝑛

𝛽
, com 𝑛 ∈ Z. Para observar a estrutura periódica deste potencial, veja Figura 1.

Figura 1 – Representação do potencial periódico do modelo de sine-Gordon [4].

As soluções do tipo kink conectam vacúos adjacentes, por exemplo, de 𝜑 = 0 para 𝜑 = 2𝜋
𝛽

,
enquanto as soluções antikink realizam o caminho inverso. As expressões explícitas para



Capítulo 3. O modelo de sine-Gordon 21

as soluções estáticas são:
𝜑(𝑥) = 4

𝛽
arctan

(︁
𝑒±𝑚𝑠(𝑥−𝑥0)

)︁
, (3.20)

onde o sinal positivo corresponde ao kink e o negativo ao antikink. O parâmetro 𝑥0 define
a posição central da solução. Estas também podem ser generalizadas para soluções em
movimento através de uma transformação de Lorentz, mantendo a forma invariável no
tempo [12], veja Figura 2.

Figura 2 – O kink estático de sine-Gordon e, respectivamente, o antikink, para 𝑥0 = 0 [4].

Essas soluções carregam uma carga topológica quantizada, dada por:

𝑄 = 𝛽

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝜑

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ±1, (3.21)

indicando o número de vezes que o campo percorre o intervalo fundamental do poten-
cial periódico. Essa carga é conservada e imune a perturbações contínuas, garantindo a
estabilidade das soluções.

Fisicamente, os kinks e antikinks se comportam como partículas clássicas locali-
zadas. Após quantização, correspondem aos sólitons e antissólitons do espectro da teoria.
Observa-se também que duas soluções do mesmo tipo (dois kinks ou dois antikinks) inte-
ragem de forma repulsiva no regime clássico, o que está relacionado com o comportamento
fermiônico dessas excitações no contexto quântico [13].

3.3 Transformações de Bäcklund
A equação de sine-Gordon é um dos exemplos clássicos mais antigos na teoria

das transformações de Bäcklund. Essa transformação permite gerar uma nova solução a
partir de uma conhecida. Além disso esse modelo também serve como exemplo de outras
propriedades associadas às transformações de Bäcklund.

Vamos considerar a equação de sine-Gordon (com 𝑚𝑠 = 1):

𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝜑

𝜕𝑥2 = − sin𝜑 (3.22)
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Para simplificar o tratamento da equação, é comum realizar uma mudança de variáveis
para coordenadas de cone de luz, definidas por:

𝑥± = 𝑡± 𝑥. (3.23)

Nessas novas variáveis, as equações acima se transforma em:

𝜕−𝜕+𝜑 = − sin𝜑, (3.24)

onde as derivadas parciais em relação a essas variáveis são dadas por:

𝜕+ = 𝜕

𝜕𝑥+ , 𝜕− = 𝜕

𝜕𝑥− . (3.25)

Aplicando agora as transformações de Bäcklund a uma nova função 𝜑1(𝑥+, 𝑥−), obtemos
o sistema [6]:

𝜕+𝜑 = 𝜕+𝜑1 + 2𝑎 sin
(︁

𝜑1+𝜑
2

)︁
, (3.26)

𝜕−𝜑 = −𝜕−𝜑1 + 2
𝑎

sin
(︁

𝜑1−𝜑
2

)︁
. (3.27)

Agora, para verificar a consistência dessas transformações, derivamos respectivamente
com respeito a 𝑥− e 𝑥+.

𝜕−𝜕+𝜑 = 𝜕−𝜕+𝜑1 + 2 cos
(︃
𝜑1 + 𝜑

2

)︃
sin

(︃
𝜑1 − 𝜑

2

)︃
, (3.28)

𝜕+𝜕−𝜑 = −𝜕+𝜕−𝜑1 − 2 cos
(︃
𝜑1 − 𝜑

2

)︃
sin

(︃
𝜑1 + 𝜑

2

)︃
. (3.29)

Da segunda equação acima, é possível reescrever:

𝜕+𝜕−𝜑 = −𝜕+𝜕−𝜑1 − (sin𝜑1 + sin𝜑) . (3.30)

Para que essa relação seja válida, é necessário que 𝜑1 também satisfaça a equação de
sine-Gordon:

𝜕+𝜕−𝜑1 = − sin𝜑1. (3.31)

Portanto, ao considerarmos 𝜑 = 0 como solução conhecida, as equações de Bäcklund se
reduzem às formas:

𝜕+𝜑1 = −2𝑎 sin
(︃
𝜑1

2

)︃
, (3.32)

𝜕−𝜑1 = +2
𝑎

sin
(︃
𝜑1

2

)︃
. (3.33)

Vamos agora definir novas variáveis.

𝑥̃+ = 𝑎𝑥+, 𝜕+ = 1
𝑎
𝜕+, 𝑥̃− = 1

𝑎
𝑥−, 𝜕− = 𝑎𝜕−. (3.34)
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Com essas transformações, as equações (3.32) e (3.33) assumem a forma:

𝜕+𝜑1 = −2 sin
(︃
𝜑1

2

)︃
= −𝜕−𝜑1

O que implica que 𝜑1 depende apenas da combinação 𝑥̃+ − 𝑥̃−:

𝜑1 = 𝜑1(𝑥̃+ − 𝑥̃−). (3.35)

A partir dessa dependência funcional, temos:

𝜕+𝜑1 = −2 sin
(︃
𝜑1

2

)︃
= −4 sin

(︃
𝜑1

4

)︃
cos

(︃
𝜑1

4

)︃
.

Aplicando identidades trigonométricas, obtemos:

sec2
(︃
𝜑1

4

)︃
𝜕+𝜑1 = −4 tan

(︃
𝜑1

4

)︃
−→ 𝜕+

(︃
tan

(︃
𝜑1

4

)︃)︃
= − tan

(︃
𝜑1

4

)︃
, (3.36)

e essa equação é facilmente integrável, resultando em:

tan
(︃
𝜑1

4

)︃
= 𝑐 exp

(︁
−(𝑥̃+ − 𝑥̃−)

)︁
.

Substituindo as variáveis originais:

tan
(︃
𝜑1

4

)︃
= 𝑐 exp

(︂
−𝑎𝑥+ + 1

𝑎
𝑥−
)︂
,

sabendo que 𝑥± = 𝑡± 𝑥, podemos reescrever:

tan
(︃
𝜑1

4

)︃
= 𝑐 exp

(︂
−𝑡
(︂
𝑎− 1

𝑎

)︂
− 𝑥

(︂
𝑎+ 1

𝑎

)︂)︂

= 𝑐 exp
(︂
−1
𝑎

[︁
𝑡(𝑎2 − 1) + 𝑥(𝑎2 + 1)

]︁)︂
Introduzindo a velocidade da solução como:

𝑣 = 𝑎2 − 1
𝑎2 + 1 , (3.37)

a solução final é então expressa por:

𝜑1 = 4 tan−1
(︃
𝑐 exp

(︃
−2(𝑥+ 𝑣𝑡)√

1− 𝑣2

)︃)︃
. (3.38)
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3.4 Teorema da Permutabilidade
O teorema da Permutabilidade estabelece que o caminho percorrido para alcançar

uma nova solução a partir de uma solução inicial 𝜑0 não altera o resultado final, desde
que os parâmetros utilizados sejam os mesmos [6], isto é,

𝜑0
𝑎1−→ 𝜑1

𝑎2−→ 𝜑12, (3.39)

e
𝜑0

𝑎2−→ 𝜑2
𝑎1−→ 𝜑21, (3.40)

então
𝜑12 = 𝜑21. (3.41)

Ao utilizarmos este teorema no contexto da equação de sine-Gordon, as fórmulas (3.26) e
(3.27) nos mostram que:

𝜕+(𝜑1 − 𝜑0) = −2𝑎1 sin
(︃
𝜑1 + 𝜑0

2

)︃
, (3.42)

𝜕+(𝜑12 − 𝜑1) = −2𝑎2 sin
(︃
𝜑12 + 𝜑1

2

)︃
, (3.43)

𝜕+(𝜑2 − 𝜑0) = −2𝑎2 sin
(︃
𝜑2 + 𝜑0

2

)︃
, (3.44)

𝜕+(𝜑12 − 𝜑2) = −2𝑎1 sin
(︃
𝜑12 + 𝜑2

2

)︃
. (3.45)

Ao manipular as equações anteriores, realizando somas e subtrações estratégicas entre
elas, chega-se à seguinte equação:

𝑎1 sin
(︃
𝜑12 − 𝜑0 + 𝜑2 − 𝜑1

4

)︃
− 𝑎2 sin

(︃
𝜑12 − 𝜑0 − 𝜑2 + 𝜑1

4

)︃
= 0 (3.46)

Utilizando as propriedades das funções trigonométricas, podemos simplificar ainda mais
para:

tan
(︃
𝜑12 − 𝜑0

4

)︃
= 𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2
tan

(︃
𝜑1 − 𝜑2

4

)︃
, (3.47)

ou equivalentemente,

𝜑12 = 𝜑0 + 4 tan−1
[︃
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2
tan

(︃
𝜑1 − 𝜑2

4

)︃]︃
. (3.48)

A Equação (3.48) expressa a superposição não linear do modelo de sine-Gordon. Esse
resultado demonstra que é possível construir a solução exata de dois sólitons (𝜑12) de
forma puramente algébrica a partir do vácuo, evidenciando a consistência do Teorema da
Permutabilidade e a integrabilidade do modelo.
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4 O modelo de Thirring

O modelo de Thirring massivo constitui uma teoria quântica de campos em duas
dimensões que é exatamente solúvel. Este sistema descreve férmions de Dirac sujeitos
a uma autointeração local, caracterizada pelo acoplamento entre correntes[5]. No regime
clássico, ele é descrito por um campo espinorial de Dirac de duas componentes 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2)
com propriedades de anticomutatividade [14].

4.1 Lagrangiana, equações de movimento e par de Lax
O modelo de Thirring massivo [5] fundamenta-se como uma teoria quântica de

campos em um espaço-tempo bi-dimensional (1 + 1), descrevendo campos espinorais de
Dirac que apresentam auto-acoplamento fermiônico. A dinâmica fundamental deste sis-
tema é descrita pela seguinte densidade Lagrangiana:

ℒ = 𝜓
(︁
𝑖𝛾𝜇←→𝜕𝜇 −𝑚

)︁
𝜓 − 𝑔

2𝑗
𝜇𝑗𝜇. (4.1)

Nesta expressão, 𝑔 é a constante de acoplamento característica da interação e 𝑗𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝜓

identifica a corrente fermiônica do sistema. No espaço-tempo bi-dimensional, as matrizes
de Dirac (𝛾𝜇) são construídas a partir das matrizes de Pauli (𝜎𝑖), assumindo a forma 𝛾0 =
𝜎1, 𝛾1 = 𝑖𝜎2 e 𝛾5 = 𝜎3. A geometria do espaço-tempo é regida pelo tensor métrico diagonal
com assinatura (1,−1), onde 𝑔00 = −𝑔11 = 1. Ao representarmos o espinor em termos de
suas componentes fundamentais, 𝜓 = (𝜓1(𝑥, 𝑡), 𝜓2(𝑥, 𝑡)), a densidade Lagrangiana toma
a seguinte representação

ℒ = 𝑖

2𝜓1(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓†
1 + 𝑖

2𝜓
†
1(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓1 + 𝑖

2𝜓2(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓†
2 + 𝑖

2𝜓
†
2(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓2

−𝑚(𝜓†
1𝜓2 + 𝜓†

2𝜓1)− 𝑔(𝜓†
1𝜓1𝜓

†
2𝜓2).

(4.2)

As equações de movimento são obtidas a partir dessa lagrangiana e tem a seguinte forma:

𝑖(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓1 = 𝑚𝜓2 + 𝑔𝜓†
2𝜓2𝜓1, (4.3)

𝑖(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓2 = 𝑚𝜓1 + 𝑔𝜓†
1𝜓1𝜓2, (4.4)

𝑖(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓†
1 = −𝑚𝜓†

2 − 𝑔𝜓
†
2𝜓2𝜓

†
1, (4.5)

𝑖(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓†
2 = −𝑚𝜓†

1 − 𝑔𝜓
†
1𝜓1𝜓

†
2. (4.6)

A integrabilidade clássica do modelo é assegurada pela existência de uma representação de
curvatura nula. Para uma função de onda auxiliar Ψ(𝑥, 𝑡;𝜆) = (Ψ1,Ψ2,Ψ3)𝑇 , as equações
do sistema linear auxiliar são:

𝜕𝑥Ψ = 𝑈Ψ, (4.7)

𝜕𝑡Ψ = 𝑉Ψ. (4.8)
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As conexões de Lax 𝑈 e 𝑉 , inicialmente propostas em [15], pertencem à superálgebra
sl(2, 1), descrita em [16] (ver apêndice A), e dependem do parâmetro espectral 𝜆 e das
densidades 𝜌± = (𝜓†

2𝜓2 ± 𝜓†
1𝜓1):

𝑈 = 𝑖𝑔𝜌−

2 ℎ1 + 𝑖𝑚

2 (𝜆2 − 𝜆−2)(ℎ1 + 2ℎ2) + 𝑟1𝐸−(𝛼1+𝛼2) + 𝑟2𝐸−𝛼2 + 𝑞1𝐸𝛼1+𝛼2 + 𝑞2𝐸𝛼2 (4.9)

𝑉 = −𝑖𝑔𝜌+

2 ℎ1+ 𝑖𝑚

2 (𝜆−2 + 𝜆2)(ℎ1 + 2ℎ2)−𝑞2𝐸−(𝛼1+𝛼2)−𝑞1𝐸−𝛼2− 𝑟2𝐸𝛼1+𝛼2− 𝑟1𝐸𝛼2 ,(4.10)

onde as funções auxiliares são dadas por:

𝑞1 = −𝑖
√︂
𝑚𝑔

2 (𝜆𝜓1 + 𝜆−1𝜓2), 𝑞2 = 𝑖

√︂
𝑚𝑔

2 (𝜆𝜓†
1 − 𝜆−1𝜓†

2), (4.11)

𝑟1 = −𝑖
√︂
𝑚𝑔

2 (𝜆𝜓†
1 + 𝜆−1𝜓†

2), 𝑟2 = 𝑖

√︂
𝑚𝑔

2 (𝜆𝜓1 − 𝜆−1𝜓2). (4.12)

A construção matricial do par de Lax fundamenta-se nos geradores da superálgebra sl(2, 1)
(a representação fundamental 3×3 é apresentada no apêndice A). Conforme estabelecido
anteriormente, a consistência deste sistema é garantida pela condição de compatibilidade
entre os operadores lineares. Ao aplicarmos a condição de curvatura nula às matrizes 𝑈 e 𝑉
aqui definidas, as relações de comutação e as derivadas parciais resultam exatamente nas
equações de movimento não-lineares fermiônicas apresentadas nas equações (4.3)-(4.6).

A construção das grandezas conservadas no modelo de Thirring fundamenta-se na
análise do problema linear associado, cuja estrutura permite identificar uma hierarquia
infinita de cargas por meio do formalismo do par de Lax. O ponto de partida é o sistema de
equações diferenciais que rege as componentes da função de onda Ψ. A evolução espacial
em relação à coordenada 𝑥 é definida por:

𝜕𝑥Ψ1 =
[︂
𝑖𝑔

2 𝜌− + 𝑖𝑚

2 (𝜆2 − 𝜆−2)
]︂

Ψ1 + 𝑞1Ψ3 (4.13)

𝜕𝑥Ψ2 = −
[︂
𝑖𝑔

2 𝜌− −
𝑖𝑚

2 (𝜆2 − 𝜆−2)
]︂

Ψ2 + 𝑞2Ψ3 (4.14)

𝜕𝑥Ψ3 = 𝑟1Ψ1 + 𝑟2Ψ2 + 𝑖𝑚(𝜆2 − 𝜆−2)Ψ3 (4.15)

Simultaneamente, a evolução temporal do sistema é descrita pelas equações:

𝜕𝑡Ψ1 = −
[︂
𝑖𝑔

2 𝜌+ −
𝑖𝑚

2 (𝜆2 + 𝜆−2)
]︂

Ψ1 − 𝑟2Ψ3 (4.16)

𝜕𝑡Ψ2 =
[︂
𝑖𝑔

2 𝜌+ + 𝑖𝑚

2 (𝜆2 + 𝜆−2)
]︂

Ψ2 − 𝑟1Ψ3 (4.17)

𝜕𝑡Ψ3 = −𝑞2Ψ1 − 𝑞1Ψ2 + 𝑖𝑚(𝜆2 + 𝜆−2)Ψ3 (4.18)

A partir desse sistema, introduzem-se as funções auxiliares Γ21 = Ψ2Ψ−1
1 e Γ31 = Ψ3Ψ−1

1 .
Elas permitem converter o problema linear em equações do tipo Riccati:

𝜕𝑥Γ21 = −(𝑖𝑔𝜌−)Γ21 + 𝑞2Γ31 − 𝑞1Γ21Γ31 (4.19)

𝜕𝑥Γ31 = 𝑟1 + 𝑟2Γ21 −
𝑖

2
[︁
𝑔𝜌− −𝑚(𝜆2 − 𝜆−2)

]︁
Γ31 (4.20)
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Dessas relações, emerge a lei de conservação fundamental

𝜕𝑡

[︂
𝑞1Γ31 + 𝑖𝑔

2 𝜌−

]︂
+ 𝜕𝑥

[︂
𝑟2Γ31 + 𝑖𝑔

2 𝜌+

]︂
= 0, (4.21)

cuja carga associada a esse setor é definida da seguinte forma:

𝐼1 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂
𝑞1Γ31 + 𝑖𝑔

2 𝜌−

]︂
(4.22)

Para extrair as infinitas cargas, as funções auxiliares são expandidas em potências do
parâmetro espectral 𝜆. Para 𝜆→∞, utiliza-se a expansão em potências inversas:

Γ𝑖𝑗(𝑥, 𝑡;𝜆) =
∞∑︁

𝑘=1

Γ(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑥, 𝑡)
𝜆𝑘

(4.23)

enquanto para 𝜆→ 0, a expansão ocorre em potências positivas:

Γ𝑖𝑗(𝑥, 𝑡;𝜆) =
∞∑︁

𝑘=1
Γ̂(𝑘)

𝑖𝑗 (𝑥, 𝑡)𝜆𝑘 (4.24)

As cargas obtidas apenas pelo setor 𝐼1 não são puramente reais. Para garantir a con-
sistência física, é necessário as contribuições de outros setores provenientes das funções
auxiliares Γ12, Γ32, Γ13 e Γ23. Os cálculos detalhados para a obtenção dessas funções au-
xiliares e seus respectivos coeficientes encontram-se apresentados em [3]. Elas geram as
cargas 𝐼2 e 𝐼3:

𝐼2 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂
𝑞2Γ32 −

𝑖𝑔

2 𝜌−

]︂
, (4.25)

𝐼3 =
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥 [𝑟1Γ13 + 𝑟2Γ23] . (4.26)

As quantidades conservadas reais são estabelecidas por meio das combinações:

I(0) = (𝐼(0)
1 − 𝐼

(0)
2 − 𝐼

(0)
3 ), Î(0) = (𝐼(0)

1 − 𝐼
(0)
2 − 𝐼

(0)
3 ) (4.27)

I(2) = (𝐼(2)
1 + 𝐼

(2)
2 + 𝐼

(2)
3 ), Î(2) = (𝐼(2)

1 + 𝐼
(2)
2 + 𝐼

(2)
3 ) (4.28)

Finalmente, essas somas permitem recuperar os observáveis físicos do modelo a saber, a
energia 𝐸

𝐸 = 𝑚

8𝑖𝑔
[︁
I(2) − Î(2)

]︁
(4.29)

=
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥
[︂
𝑖

2
(︁
𝜓1𝜕𝑥𝜓

†
1 + 𝜓†

1𝜕𝑥𝜓1 − 𝜓2𝜕𝑥𝜓
†
2 − 𝜓

†
2𝜕𝑥𝜓2

)︁
+𝑚

(︁
𝜓†

2𝜓1 + 𝜓†
1𝜓2

)︁
+ 𝑔𝜓†

2𝜓2𝜓
†
1𝜓1

]︂
,

e o Momento 𝑃

𝑃 = 𝑚

8𝑖𝑔
[︁
I(2) + Î(2)

]︁
=
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

𝑖

2
(︁
𝜓1𝜕𝑥𝜓

†
1 + 𝜓†

1𝜕𝑥𝜓1 + 𝜓2𝜕𝑥𝜓
†
2 + 𝜓†

2𝜕𝑥𝜓2
)︁
. (4.30)
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4.2 Transformações de Bäcklund
Para construir as transformações de Bäcklund, é conveniente reescrever as equações

de movimento (4.3)-(4.6) em coordenadas de cone de luz, definidas por

𝑥+ = 1
2(𝑥0 + 𝑥1) , 𝑥− = 1

2(𝑥0 − 𝑥1).

Nessas coordenadas, as equações assumem a seguinte forma:

𝑖𝜕−𝜓1 = 𝑚𝜓2 + 𝑔𝜓†
2𝜓2𝜓1, (4.31)

𝑖𝜕+𝜓2 = 𝑚𝜓1 + 𝑔𝜓†
1𝜓1𝜓2, (4.32)

𝑖𝜕−𝜓
†
1 = −𝑚𝜓†

2 − 𝑔𝜓
†
2𝜓2𝜓

†
1, (4.33)

𝑖𝜕+𝜓
†
2 = −𝑚𝜓†

1 − 𝑔𝜓
†
1𝜓1𝜓

†
2. (4.34)

Quando o termo de interação é nulo (𝑔 = 0), a transformação de Bäcklund simplifica se em
um conjunto de relações lineares que vinculam a solução original 𝜓 à solução transformada
𝜓(𝑎), na seguinte forma

𝜕+(𝜓(𝑎)
1 + 𝜓1) = 𝑚𝑎−1(𝜓(𝑎)

1 − 𝜓1) (4.35)

𝜕−(𝜓(𝑎)
2 − 𝜓2) = −𝑚𝑎(𝜓(𝑎)

2 + 𝜓2) (4.36)

𝜓
(𝑎)
2 − 𝜓2 = −𝑖𝑎(𝜓(𝑎)

1 + 𝜓1) (4.37)

Para a obtenção de funções independentes, a transformação de Bäcklund é dividida em
duas partes através da função auxiliar 𝑋(𝑎):

𝑋(𝑎) = 𝜓
(𝑎)
1 + 𝜓1 = 𝑖𝑎−1(𝜓(𝑎)

2 − 𝜓2) (4.38)

No regime de campo livre (𝑔 = 0), a evolução de 𝑋(𝑎) é regida pelo sistema de equações:

𝜕+𝑋
(𝑎) = 𝑚𝑎−1𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑎−1𝜓1, (4.39)

𝜕−𝑋
(𝑎) = −𝑚𝑎𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑖𝜓2. (4.40)

Podemos verificar a consistência do formalismo observando que a integrabilidade das re-
lações (4.39) e (4.40) assegura que os campos originais, 𝜓𝑖, obedeçam às equações de
movimento (4.31) e (4.32), quando o termo de interação é nulo.

Agora iremos generalizar para o caso interagente (𝑔 ̸= 0), assumindo que não haja deri-
vadas de ordens superiores na formulação.

𝜕+𝑋
(𝑎) = 𝑚𝑎−1𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑎−1𝜓1 + 𝑔 𝑓(𝑋(𝑎), 𝑋(𝑎)†, 𝜓, 𝜓†), (4.41)

𝜕−𝑋
(𝑎) = −𝑚𝑎𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑖𝜓2 + 𝑔 ℎ(𝑋(𝑎), 𝑋(𝑎)†, 𝜓, 𝜓†). (4.42)
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A condição de integrabilidade necessária para a consistência destas equações é dada pela
igualdade das derivadas cruzadas:

𝜕−(𝜕+𝑋
(𝑎)) = 𝜕+(𝜕−𝑋

(𝑎)). (4.43)

Considerando a anticomutatividade dos campos, onde o quadrado de qualquer campo se
anula, as funções de correção 𝑓 e ℎ assumem uma forma simplificada:

𝑓(𝑋(𝑎), 𝑋(𝑎)†, 𝜓, 𝜓†) = 𝑎1𝜓
†
1𝜓1𝑋

(𝑎) + 𝑏1𝑋
(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓1, (4.44)

ℎ(𝑋(𝑎), 𝑋(𝑎)†, 𝜓, 𝜓†) = 𝑎2𝜓
†
2𝜓2𝑋

(𝑎) + 𝑏2𝑋
(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓2. (4.45)

A partir do cálculo da condição de integrabilidade, as equações finais para a função auxiliar
são:

𝜕+𝑋
(𝑎) = 𝑚𝑎−1𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑎−1𝜓1 − 𝑖𝑔𝜓†

1𝜓1𝑋
(𝑎) − 𝑖𝑔𝑋(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓1, (4.46)

𝜕−𝑋
(𝑎) = −𝑚𝑎𝑋(𝑎) − 2𝑚𝑖𝜓2 − 𝑖𝑔𝜓†

2𝜓2𝑋
(𝑎) − 𝑔𝑎𝑋(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓2. (4.47)

Para que os campos 𝜓(𝑎)
𝑖 resolvam as equações diferenciais que se reduzem ao caso livre,

a única possibilidade para transformação de Bäcklund é dada por,

𝜓
(𝑎)
1 = 𝑋(𝑎) − 𝜓1 −

𝑖𝑔𝑎

2𝑚𝑋(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓1, (4.48)

𝜓
(𝑎)
2 = 𝜓2 − 𝑖𝑎𝑋(𝑎) − 𝑖𝑔𝑎

2𝑚𝑋(𝑎)†𝑋(𝑎)𝜓2. (4.49)

Os campos assim definidos são, de fato, solução das equações de movimento para qualquer
valor da constante de acoplamento 𝑔.

4.3 Teorema da Permutabilidade
Por meio da aplicação sucessiva de transformações de Bäcklund, é possível ob-

ter novas soluções para o modelo de Thirring de forma puramente algébrica [17]. Para
explicitar essa construção, consideram-se duas sequências de transformações caracteriza-
das pelos parâmetros 𝑎1 e 𝑎2. Na primeira sequência, parte-se do campo 𝜓, aplica-se a
transformação associada a 𝑎1, obtendo-se 𝜓(1), e em seguida aplica-se a transformação
associada a 𝑎2, chegando ao campo composto 𝜓(1,2), isto é:

𝜓
𝑎1−→ 𝑋(1) ⇐⇒ 𝜓(1) = 𝐵(𝑎1)𝜓

𝑎2−→ 𝑋(1,2) ⇐⇒ 𝜓(1,2) = 𝐵(𝑎2)𝐵(𝑎1)𝜓. (4.50)

De modo análogo, invertendo-se a ordem das transformações, obtém-se:

𝜓
𝑎2−→ 𝑋(2) ⇐⇒ 𝜓(2) = 𝐵(𝑎2)𝜓

𝑎1−→ 𝑋(2,1) ⇐⇒ 𝜓(2,1) = 𝐵(𝑎1)𝐵(𝑎2)𝜓. (4.51)

O objetivo é demonstrar a comutatividade (ou permutabilidade) dessas duas trans-
formações, isto é, que as aplicações sucessivas em ordens trocadas conduzem ao mesmo
campo final:

𝜓(1,2) = 𝜓(2,1). (4.52)
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Para isso, constrói-se 𝜓(1,2) e 𝜓(2,1) diretamente a partir de 𝜓, 𝜓(1) e 𝜓(2). A manipulação
algébrica torna-se consideravelmente mais simples quando se expressa 𝜓(𝑖) em termos das
variáveis auxiliares 𝑋(𝑖). A partir da suposição 𝜓(1,2) = 𝜓(2,1), juntamente com a equações
(4.48) e (4.49), segue que:

𝜓
(1,2)
1 = 𝑋(1,2) − 𝜓(1)

1 −
𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(1,2)†𝑋(1,2)𝜓
(1)
1

= 𝑋(2,1) − 𝜓(2)
1 −

𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(2,1)†𝑋(2,1)𝜓
(2)
1

= 𝜓
(2,1)
1 , (4.53)

𝜓
(1,2)
2 = 𝜓

(1)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(1,2) − 𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(1,2)†𝑋(1,2)𝜓
(1)
2

= 𝜓
(2)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(2,1) − 𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(2,1)†𝑋(2,1)𝜓
(2)
2

= 𝜓
(2,1)
2 . (4.54)

Em seguida, eliminando 𝜓(1) e 𝜓(2), obtém-se:

𝑋(1,2) −𝑋(2,1) = 𝑋(1) −𝑋(2) − 𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(1)†𝑋(1)𝜓1 + 𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(2)†𝑋(2)𝜓1

+𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(1,2)†𝑋(1,2)
(︂
𝑋(1) − 𝜓1 −

𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(1)†𝑋(1)𝜓1

)︂
−𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(2,1)†𝑋(2,1)
(︂
𝑋(2) − 𝜓1 −

𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(2)†𝑋(2)𝜓1

)︂
, (4.55)

𝑖𝑎2𝑋
(1,2) − 𝑖𝑎1𝑋

(2,1) = 𝑖𝑎2𝑋
(2) − 𝑖𝑎1𝑋

(1) + 𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(2)†𝑋(2)𝜓2 −
𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(1)†𝑋(1)𝜓2

+𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(2,1)†𝑋(2,1)
(︃
𝜓2 − 𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝜆𝑎2

2𝑚 𝑋(2)†𝑋(2)𝜓2

)︃

−𝑖𝑔𝑎2

2𝑚 𝑋(1,2)†𝑋(1,2)
(︂
𝜓2 − 𝑖𝑎1𝑋

(1) − 𝑖𝑔𝑎1

2𝑚 𝑋(1)†𝑋(1)𝜓2

)︂
. (4.56)

Resolvendo o sistema obtido para 𝑋(1,2) e 𝑋(2,1) encontra-se:

𝑋(1,2) = 1
𝑎1 − 𝑎2

{︂
2𝑎1𝑋

(1) − (𝑎1 + 𝑎2)𝑋(2)
}︂

− 𝑖𝑔(𝑎1 + 𝑎2)
2𝑚(𝑎1 − 𝑎2)2

{︂
𝑎1(𝑎1 + 𝑎2)𝑋(1)†𝑋(1)𝑋(2) + 2𝑎1𝑎2𝑋

(2)†𝑋(2)𝑋(1)
}︂
.(4.57)

Além disso,
𝑋(2,1) = (1↔ 2), (4.58)

isto é, 𝑋(2,1) é obtido trocando-se simutaneamente os índices 1 e 2 na expressão anterior.
Vamos agora derivar algumas soluções a partir da solução de vácuo 𝜓 = 0. Das equações
(4.46) e (4.47) , obtemos:

𝜕+𝑋
(𝑗) = 𝑚𝑎−1

𝑗 𝑋(𝑗), (4.59)

𝜕−𝑋
(𝑗) = −𝑚𝑎𝑗𝑋

(𝑗), (4.60)
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e consequentemente,
𝑋(𝑗) = Σ(𝑗) exp

(︁
𝑚𝑎−1

𝑗 𝑥+ −𝑚𝑎𝑗𝑥
−
)︁
. (4.61)

Neste ponto, Σ(𝑗) denota uma constante arbitrária de natureza anticomutante, pertencente
a uma álgebra de Grassmann. A partir da relação expressa na equação (4.48)-(4.49), pode-
se identificar diretamente os componentes do espinor 𝜓(𝑗) como

𝜓
(𝑗)
1 = 𝑋(𝑗), 𝜓

(𝑗)
2 = −𝑖𝑎𝑗𝑋

(𝑗). (4.62)

Usando as Eqs. (4.53)-(4.54) e (4.57)-(4.58) , obtemos

𝜓
(1,2)
1 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑋(1) −𝑋(2))− 𝑖𝑔

2𝑚

(︃
𝑎1(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑋(1)†𝑋(1)𝑋(2)

− 𝑖𝑔

2𝑚

(︃
𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎2 + 3𝑎1)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑋(2)†𝑋(2)𝑋(1), (4.63)

bem como

𝜓
(1,2)
2 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝑎1𝑋
(1))− 𝑔

2𝑚

(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎2 + 3𝑎1)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑋(1)†𝑋(1)𝑋(2)

− 𝑔

2𝑚

(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑋(2)†𝑋(2)𝑋(1). (4.64)

Com as Equações (4.63) e (4.64), obtemos as componentes explícitas da nova solução para
o modelo de Thirring. Esse resultado ilustra na prática a grande vantagem do Teorema da
Permutabilidade, conseguimos construir uma solução complexa e não trivial que carrega
toda a dependência da interação 𝑔 e dos parâmetros 𝑎1 e 𝑎2 de forma puramente algébrica,
partindo apenas da solução mais simples de vácuo.
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5 O modelo de Thirring acoplado

5.1 Lagrangiana do modelo
A densidade Lagrangiana para o modelo de Thirring massivo Grassmanniano

(GMTM) acoplado pode ser escrita da seguinte forma [18] ,

ℒ = 1
2 𝜒̄(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓 + 1

2𝜓(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜒− 1
2 𝜒̄(𝑖𝛾𝜇←−𝜕 𝜇 +𝑚)𝜓 − 1

2𝜓(𝑖𝛾𝜇←−𝜕 𝜇 +𝑚)𝜒

−𝑔4[(𝜒̄𝛾𝜇𝜓)(𝜒̄𝛾𝜇𝜓) + (𝜓𝛾𝜇𝜒)(𝜓𝛾𝜇𝜒)], (5.1)

onde 𝜒 = (𝜒1, 𝜒2)𝑇 , 𝜒̄ = 𝜒†𝛾0 (e de modo análogo para 𝜓), as matrizes gama bidimen-
sionais são escolhidas como 𝛾0 = 𝜎1, 𝛾1 = 𝑖𝜎2, e o tensor métrico do espaço-tempo é
diag(1,−1). O último termo representa a interação entre os campos 𝜓 e 𝜒, sendo 𝑔 a
constante de acoplamento (real). Neste caso, os campos 𝜒𝑖 e 𝜓𝑗 (com 𝑖, 𝑗 = 1, 2) são fun-
ções que tomam valores no setor ímpar (fermiónico) de uma álgebra de Grassmann , isto
é eles anticomutam entre si e com seus conjugados 𝜒†

𝑖 e 𝜓†
𝑗 . Em termos das componentes,

a Lagrangiana ela toma a seguinte forma

ℒ = 𝑖

2𝜒
†
1(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓1 + 𝑖

2𝜓1(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜒†
1 + 𝑖

2𝜒
†
2(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓2 + 𝑖

2𝜓2(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜒†
2

+ 𝑖

2𝜓
†
1(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜒1 + 𝑖

2𝜒1(𝜕𝑡 + 𝜕𝑥)𝜓†
1 + 𝑖

2𝜓
†
2(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜒2 + 𝑖

2𝜒2(𝜕𝑡 − 𝜕𝑥)𝜓†
2

−𝑚
(︁
𝜒†

1𝜓2 + 𝜒†
2𝜓1 + 𝜓†

1𝜒2 + 𝜓†
2𝜒1

)︁
− 𝑔

(︁
𝜒†

1𝜓1𝜒
†
2𝜓2 + 𝜓†

1𝜒1𝜓
†
2𝜒2

)︁
. (5.2)

de modo que as equações de movimento são dadas por

𝑖𝜕+𝜓1 = 𝑚𝜓2 + 𝑔(𝜒†
2𝜓2)𝜓1, (5.3)

𝑖𝜕−𝜓2 = 𝑚𝜓1 + 𝑔(𝜒†
1𝜓1)𝜓2, (5.4)

𝑖𝜕+𝜒
†
1 = −𝑚𝜒†

2 − 𝑔(𝜒†
2𝜓2)𝜒†

1, (5.5)

𝑖𝜕−𝜒
†
2 = −𝑚𝜒†

1 − 𝑔(𝜒†
1𝜓1)𝜒†

2, (5.6)

e

𝑖𝜕+𝜒1 = 𝑚𝜒2 + 𝑔(𝜓†
2𝜒2)𝜒1, (5.7)

𝑖𝜕−𝜒2 = 𝑚𝜒1 + 𝑔(𝜓†
1𝜒1)𝜒2, (5.8)

𝑖𝜕+𝜓
†
1 = −𝑚𝜓†

2 − 𝑔(𝜓†
2𝜒2)𝜓†

1, (5.9)

𝑖𝜕−𝜓
†
2 = −𝑚𝜓†

1 − 𝑔(𝜓†
1𝜒1)𝜓†

2. (5.10)

Introduzindo um par de novos campos

𝜒 = 1√
2

(𝜂 − 𝜉), 𝜓 = 1√
2

(𝜂 + 𝜉), (5.11)
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obtemos
ℒ = ℒ𝑇 ℎ(𝜂,𝑚,−𝑔/4)− ℒ𝑇 ℎ(𝜉,𝑚, 𝑔/4) + ℒ𝐼𝑛𝑡, (5.12)

onde a Lagrangian para um campo de Thirring Grassmanniano é

ℒ𝑇 ℎ(𝜓,𝑚,−𝑔) = 1
2𝜓(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓 − 1

2𝜓(𝑖𝛾𝜇←−𝜕𝜇 +𝑚)𝜓 − 𝑔

2(𝜓𝛾𝜇𝜓)(𝜓𝛾𝜇𝜓), (5.13)

e a Lagrangiana de interação é dada por

ℒ𝐼𝑛𝑡 = −𝑔8
[︁
(𝜂𝛾𝜇𝜉)(𝜂𝛾𝜇𝜉) + (𝜉𝛾𝜇𝜂)(𝜉𝛾𝜇𝜂)− 2(𝜂𝛾𝜇𝜂)(𝜉𝛾𝜇𝜉)− 2(𝜂𝛾𝜇𝜉)(𝜉𝛾𝜇𝜂)

]︁
. (5.14)

Uma questão relevante ao analisarmos a densidade lagrangiana do modelo de Thirring
acoplado é a sua semelhança formal com a estrutura de modelos do tipo 𝑆𝑈(𝑁). No
entanto, como demonstrado em [18], essa similaridade não se traduz em uma invariância
𝑆𝑈(𝑁) convencional. A análise detalhada revela que o sistema é, na verdade, uma vari-
ante do modelo de Thirring Grassmanniano ligada ao grupo 𝑆𝑈(1, 1). Conforme exposto
pelos autores, através de uma rotação no espaço interno dos campos, o modelo pode ser
interpretado como um sistema de dois modelos de Thirring massivos, com a mesma massa
𝑚, com interação não trivial dada pela eq. (5.14), e constantes de acoplamento de sinais
opostos.

5.2 Representação da conexão de Lax
As equações de campo para o (GMTM) acoplado podem ser obtidas partindo do

problema linear auxiliar

𝜕±𝒱(𝑥±, 𝜆) = 𝒜±(𝑥±, 𝜆)𝒱(𝑥±, 𝜆), (5.15)

onde estamos usando a notação de coordenadas de cone de luz 𝑥± = 1
2(𝑡 ± 𝑥), 𝒱 =

(𝒱1,𝒱2,𝒱3)T é um vetor auxiliar de três componentes, e 𝜆 ∈ C é o parâmetro espectral.
As conexões de Lax (ou potenciais de calibre) 𝒜± têm valores na superálgebra de Lie
sl(2, 1), e podem ser escritas na seguinte forma,

𝒜+ = 𝑖𝑔 (𝜒*
2𝜓2)ℎ1 + 𝑖𝑚𝜆(ℎ1 + 2ℎ2)− 𝑖𝜅𝜓2

(︁
𝜆1/2𝐸𝛼2 − 𝜆1/2𝐸−(𝛼1+𝛼2)

)︁
−𝑖𝜅𝜒*

2

(︁
𝜆1/2𝐸−𝛼2 − 𝜆1/2𝐸𝛼1+𝛼2

)︁
, (5.16)

𝒜− = 𝑖𝑔 (𝜒*
1𝜓1)ℎ1 + 𝑖𝑚𝜆−1(ℎ1 + 2ℎ2) + 𝑖𝜅𝜓1

(︁
𝜆−1/2𝐸𝛼2 + 𝜆−1/2𝐸−(𝛼1+𝛼2)

)︁
+𝑖𝜅𝜒*

1

(︁
𝜆−1/2𝐸−𝛼2 + 𝜆−1/2𝐸𝛼1+𝛼2

)︁
, (5.17)

onde ℎ1, ℎ2 são os geradores da subálgebra de Cartan, e 𝐸±𝛼2 , 𝐸±(𝛼1+𝛼2) são os geradores
associados às raízes fermiônicas, e o parâmetro constante 𝜅 =

√
2𝑚𝑔 foi definido. Usando

a representação matricial 3× 3 das conexões de Lax (Veja o apêndice A), temos

𝒜+ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑖𝑔(𝜒*

2𝜓2) + 𝑖𝑚𝜆 0 𝑖𝜅𝜆1/2𝜒*
2

0 −𝑖𝑔(𝜒*
2𝜓2) + 𝑖𝑚𝜆 −𝑖𝜅𝜆1/2𝜓2

𝑖𝜅𝜆1/2𝜓2 −𝑖𝜅𝜆1/2𝜒*
2 2𝑖𝑚𝜆

⎞⎟⎟⎟⎠ , (5.18)
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𝒜− =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑖𝑔(𝜒*

1𝜓1) + 𝑖𝑚𝜆−1 0 𝑖𝜅𝜆−1/2𝜒*
1

0 −𝑖𝑔(𝜒*
1𝜓1) + 𝑖𝑚𝜆−1 𝑖𝜅𝜆−1/2𝜓1

𝑖𝜅𝜆−1/2𝜓1 𝑖𝜅𝜆−1/2𝜒*
1 2𝑖𝑚𝜆−1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (5.19)

Ao exigir a condição de compatibilidade no problema linear auxiliar, 𝜕+𝜕−𝒱 = 𝜕−𝜕+𝒱 ,
obtemos a condição de curvatura zero

𝜕−𝒜+ − 𝜕+𝒜− + [𝒜+,𝒜−] = 0, (5.20)

que gera o primeiro conjunto de equações de campo do GMTM acoplado, a saber

𝑖𝜕+𝜓1 = 𝑚𝜓2 + 𝑔(𝜒*
2𝜓2)𝜓1, (5.21)

𝑖𝜕−𝜓2 = 𝑚𝜓1 + 𝑔(𝜒*
1𝜓1)𝜓2, (5.22)

𝑖𝜕+𝜒
*
1 = −𝑚𝜒*

2 − 𝑔(𝜒*
2𝜓2)𝜒*

1, (5.23)

𝑖𝜕−𝜒
*
2 = −𝑚𝜒*

1 − 𝑔(𝜒*
1𝜓1)𝜒*

2. (5.24)

Note que as equações de campo correspondentes para 𝜒1, 𝜒2 e 𝜓*
1 e 𝜓*

2 podem ser ob-
tidas respectivamente a partir das matrizes de Lax complexas conjugadas 𝒜*

±(𝑥±;𝜆*).
Explicitamente, elas são

𝑖𝜕+𝜒1 = 𝑚𝜒2 + 𝑔(𝜓*
2𝜒2)𝜒1, (5.25)

𝑖𝜕−𝜒2 = 𝑚𝜒1 + 𝑔(𝜓*
1𝜒1)𝜒2, (5.26)

𝑖𝜕+𝜓
*
1 = −𝑚𝜓*

2 − 𝑔(𝜓*
2𝜒2)𝜓*

1, (5.27)

𝑖𝜕−𝜓
*
2 = −𝑚𝜓*

1 − 𝑔(𝜓*
1𝜒1)𝜓*

2. (5.28)

Além disso, vale mencionar que os termos de grau zero da condição de curvatura zero
levam à seguinte equação de compatibilidade,

𝑖𝜕+(𝜒*
1𝜓1)− 𝑖𝜕−(𝜒*

2𝜓2) = 2𝑚(𝜒*
1𝜓2 − 𝜒*

2𝜓1). (5.29)

5.3 Transformação de Bäcklund
É bem conhecido que as transformações de Bäcklund para campos fermiônicos

são dadas por relações algébricas de primeira ordem entre as componentes zdos campos e
exigem a existência de um campo auxiliar fermiônico, que pode ser interpretado como uma
função geradora para o conjunto infinito de correntes conservadas [17]. Como o GMTM
acoplado possui dois campos fermiônicos, espera-se que existam dois campos auxiliares
fermiônicos para escrever uma transformação de Bäcklund bem definida para o modelo.

5.3.1 Campos de Dirac livres

Vamos começar com o caso de dois campos de Dirac livres (𝑔 = 0). Neste caso, a
transformação de Bäcklund pode ser definida introduzindo dois campos grassmannianos
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auxiliares 𝑋 e 𝑌 , satisfazendo as seguintes relações,

𝑋 = (𝜓(1)
1 + 𝜓

(0)
1 ) = 𝑖𝑎−1(𝜓(1)

2 − 𝜓
(0)
2 ), (5.30)

𝑌 = (𝜒(1)
1 + 𝜒

(0)
1 ) = 𝑖𝑏−1(𝜒(1)

2 − 𝜒
(0)
2 ), (5.31)

e as derivadas correspondentes

𝜕−𝑋 = 𝑚𝑎−1(𝜓(1)
1 − 𝜓

(0)
1 ) = 𝑚𝑎−1𝑋 − 2𝑚𝑎−1𝜓

(0)
1 , (5.32)

𝜕+𝑋 = −𝑖𝑚(𝜓(1)
2 + 𝜓

(0)
2 ) = −𝑚𝑎𝑋 − 2𝑖𝑚𝜓(1)

2 , (5.33)

e

𝜕−𝑌 = 𝑚𝑏−1(𝜒(1)
1 − 𝜒

(0)
1 ) = 𝑚𝑏−1𝑌 − 2𝑚𝑏−1𝜒

(0)
1 , (5.34)

𝜕+𝑌 = −𝑖𝑚(𝜒(1)
2 + 𝜒

(0)
2 ) = −𝑚𝑏𝑌 − 2𝑖𝑚𝜒(0)

2 . (5.35)

Aqui, os parâmetros de Bäcklund 𝑎 e 𝑏 são constantes reais. A partir das condições de
compatibilidade das relações acima, isto é, 𝜕+𝜕−𝑋 = 𝜕−𝜕+𝑋 e 𝜕+𝜕−𝑌 = 𝜕−𝜕+𝑌 , pode-
mos verificar que se os campos 𝜓(1) e 𝜒(1) satisfazem as equações de movimento, então
os campos 𝜓(2) e 𝜒(2) também satisfazem. É claro que podemos facilmente escrever as
transformações de Bäcklund correspondentes para os campos complexos conjugados, em
termos de 𝑋* e 𝑌 *.

5.3.2 Campos de Thirring acoplados

Agora, consideremos a generalização da transformação de Bäcklund para os cam-
pos de Thirring acoplados (𝑔 ̸= 0). Por consistência, descobrimos que os parâmetros de
Bäcklund devem ser os mesmos, 𝑎 = 𝑏. Então, ao assumirmos que os campos 𝜓(1) e 𝜒(1) são
soluções das equações de campo do GMTM acoplado, propomos a seguinte transformação
de Bäcklund para o modelo de Thirring Grassmanniano acoplado,

𝑋 = (𝜓(1)
1 + 𝜓

(0)
1 ) + 𝑖𝑎𝑔

2𝑚𝑌 *𝑋𝜓
(0)
1 = 𝑖𝑎−1(𝜓(1)

2 − 𝜓
(0)
2 )− 𝑔

2𝑚𝑌 *𝑋𝜓
(0)
2 , (5.36)

𝑌 = (𝜒(1)
1 + 𝜒

(0)
1 ) + 𝑖𝑎𝑔

2𝑚𝑋*𝑌 𝜒
(0)
1 = 𝑖𝑎−1(𝜒(1)

2 − 𝜒
(0)
2 )− 𝑔

2𝑚𝑋*𝑌 𝜒
(0)
2 , (5.37)

𝑋* = (𝜓*(1)
1 + 𝜓

*(0)
1 )− 𝑖𝑎𝑔

2𝑚𝑋*𝑌 𝜓
*(0)
1 = −𝑖𝑎−1(𝜓*(1)

2 − 𝜓*(0)
2 )− 𝑔

2𝑚𝑋*𝑌 𝜓
*(0)
2 , (5.38)

𝑌 * = (𝜒*(1)
1 + 𝜒

*(0)
1 )− 𝑖𝑎𝑔

2𝑚𝑌 *𝑋𝜒
*(0)
1 = −𝑖𝑎−1(𝜒*(1)

2 − 𝜒*(0)
2 )− 𝑔

2𝑚𝑌 *𝑋𝜒
*(0)
2 , (5.39)

juntamente com as derivadas correspondentes dos campos auxiliares,

𝜕−𝑋 = 𝑚𝑎−1𝑋 − 2𝑚𝑎−1𝜓
(0)
1 − 𝑖𝑔(𝜒

*(0)
1 𝜓

(0)
1 )𝑋 − 𝑖𝑔(𝑌 *𝑋)𝜓(0)

1 , (5.40)

𝜕+𝑋 = −𝑚𝑎𝑋 − 2𝑖𝑚𝜓(0)
2 − 𝑖𝑔(𝜒

*(0)
2 𝜓

(0)
2 )𝑋 − 𝑔𝑎(𝑌 *𝑋)𝜓(0)

2 , (5.41)

𝜕−𝑋
* = 𝑚𝑎−1𝑋* − 2𝑚𝑎−1𝜓

*(0)
1 + 𝑖𝑔(𝜓*(0)

1 𝜒
(0)
1 )𝑋* + 𝑖𝑔(𝑋*𝑌 )𝜓*(0)

1 , (5.42)

𝜕+𝑋
* = −𝑚𝑎𝑋* + 2𝑖𝑚𝜓*(0)

2 + 𝑖𝑔(𝜓*(0)
2 𝜒

(0)
2 )𝑋* − 𝑔𝑎(𝑋*𝑌 )𝜓*(0)

2 , (5.43)
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e

𝜕−𝑌 = 𝑚𝑎−1𝑌 − 2𝑚𝑎−1𝜒
(0)
1 − 𝑖𝑔(𝜓

*(0)
1 𝜒

(0)
1 )𝑌 − 𝑖𝑔(𝑋*𝑌 )𝜒(0)

1 , (5.44)

𝜕+𝑌 = −𝑚𝑎𝑌 − 2𝑖𝑚𝜒(0)
2 − 𝑖𝑔(𝜓

*(0)
2 𝜒

(0)
2 )𝑌 − 𝑔𝑎(𝑋*𝑌 )𝜒(0)

2 , (5.45)

𝜕−𝑌
* = 𝑚𝑎−1𝑌 * − 2𝑚𝑎−1𝜒

*(0)
1 + 𝑖𝑔(𝜒*(0)

1 𝜓
(0)
1 )𝑌 * + 𝑖𝑔(𝑌 *𝑋)𝜒*(0)

1 , (4.17)

𝜕+𝑌
* = −𝑚𝑎𝑌 * + 2𝑖𝑚𝜒*(0)

2 + 𝑖𝑔(𝜒*(0)
2 𝜓

(0)
2 )𝑌 * − 𝑔𝑎(𝑌 *𝑋)𝜒*(0)

2 . (5.46)

A partir disto, pode-se verificar facilmente que os campos auxiliares 𝑋 e 𝑌 satisfazem
as condições de compatibilidade 𝜕+𝜕−𝑋 = 𝜕−𝜕+𝑋 e 𝜕+𝜕−𝑌 = 𝜕−𝜕+𝑌 , e os campos de
Thirring transformados 𝜓(1) e 𝜒(1) definidos pelas transformações de Bäcklund (5.36)-
(5.37) são, de fato, também soluções das equações do GMTM acoplado.

Vale a pena notar que, ao usar as propriedades Grassmannianas dos campos, as
transformações de Bäcklund podem ser reescritas em diversas formas equivalentes dife-
rentes. Nas próximas seções, as seguintes formas simples serão de interesse particular,

𝑋 = (𝜓(1)
1 + 𝜓

(0)
1 )− 𝑖𝑎𝑔

2𝑚
𝑌 *𝑋𝜓

(1)
1 = 𝑖𝑎−1(𝜓(1)

2 − 𝜓
(0)
2 )− 𝑔

2𝑚
𝑌 *𝑋𝜓

(1)
2 , (5.47)

𝑌 = (𝜒(1)
1 + 𝜒

(0)
1 )− 𝑖𝑎𝑔

2𝑚
𝑋*𝑌 𝜒

(1)
1 = 𝑖𝑎−1(𝜒(1)

2 − 𝜒
(0)
2 )− 𝑔

2𝑚
𝑋*𝑌 𝜒

(1)
2 , (5.48)

e

𝜕−𝑋 = 𝑚𝑎−1(𝜓(1)
1 − 𝜓

(0)
1 )− 𝑖𝑔

2
(︁
𝜒

*(0)
1 𝜓

(0)
1 + 𝜒

*(1)
1 𝜓

(1)
1

)︁
𝑋, (5.49)

𝜕+𝑋 = −𝑖𝑚(𝜓(1)
2 + 𝜓

(0)
2 )− 𝑖𝑔

2
(︁
𝜒

*(0)
2 𝜓

(0)
2 + 𝜒

*(1)
2 𝜓

(1)
2

)︁
𝑋, (5.50)

𝜕−𝑌 = 𝑚𝑎−1(𝜒(1)
1 − 𝜒

(0)
1 )− 𝑖𝑔

2
(︁
𝜓

*(0)
1 𝜒

(0)
1 + 𝜓

*(1)
1 𝜒

(1)
1

)︁
𝑌, (5.51)

𝜕+𝑌 = −𝑖𝑚(𝜒(1)
2 + 𝜒

(0)
2 )− 𝑖𝑔

2
(︁
𝜓

*(0)
2 𝜒

(0)
2 + 𝜓

*(1)
2 𝜒

(1)
2

)︁
𝑌 . (5.52)

5.4 Permutabilidade e soluções de Bäcklund
Descobrimos que, a partir de uma solução inicial conhecida (𝜓(𝑖), 𝜒*(𝑖)) do GMTM

acoplado, podemos obter outra solução (𝜓(𝑗), 𝜒*(𝑗)) usando a transformação de Bäcklund
com o parâmetro 𝑎𝑗 e campos auxiliares 𝑋(𝑗) e 𝑌 *(𝑗), a saber

𝜓
(𝑗)
1 = 𝑋(𝑗) − 𝜓(𝑖)

1 − 𝑖𝑔𝑎𝑗𝑌
*(𝑗)𝑋(𝑗)𝜓

(𝑖)
1 , (5.53)

𝜓
(𝑗)
2 = 𝜓

(𝑖)
2 − 𝑖𝑎𝑗𝑋

(𝑗) − 𝑖𝑔𝑎𝑗𝑌
*(𝑗)𝑋(𝑗)𝜓

(𝑖)
2 , (5.54)

𝜒
*(𝑗)
1 = 𝑌 *(𝑗) − 𝜒*(𝑖)

1 + 𝑖𝑔𝑎𝑗𝑌
*(𝑗)𝑋(𝑗)𝜒

*(𝑖)
1 , (5.55)

𝜒
*(𝑗)
2 = 𝜒

*(𝑖)
2 + 𝑖𝑎𝑗𝑌

*(𝑗) + 𝑖𝑔𝑎𝑗𝑌
*(𝑗)𝑋(𝑗)𝜒

*(𝑖)
2 . (5.56)

onde definimos 𝑔 = 𝑔
2𝑚

por conveniência. Então, é possível construir diversas novas solu-
ções do modelo aplicando sucessivamente várias transformações de Bäcklund com diferen-
tes parâmetros e campos auxiliares. Essa é a ideia principal do teorema de permutabilidade
de Bianchi das transformações de Bäcklund.
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Vamos construir as soluções (𝜓(1,2), 𝜒*(1,2)) e (𝜓(2,1), 𝜒*(2,1)) a partir de uma solução
inicial (𝜓(0), 𝜒*(0)) (veja a Figura 3).

𝜓(1), 𝜒*(1)

𝜓(1,2), 𝜒*(1,2) =𝜓(2,1), 𝜒*(2,1)

𝜓(2), 𝜒*(2)

𝜓(0), 𝜒*(0)

𝑎2 𝑎1

𝑎1 𝑎2

Figura 3 – Representação diagramática da permutabilidade das transformações de Bäc-
klund.

Usando as expressões (5.53) – (5.56), e assumindo que 𝜓(1,2) = 𝜓(2,1) e 𝜒*(1,2) = 𝜒*(2,1),
encontramos que

𝜓
(1,2)
1 = 𝑋(1,2) − 𝜓(1)

1 − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)𝜓

(1)
1

= 𝑋(1,2) −𝑋(1) + 𝜓
(0)
1 + 𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(1)𝑋(1)𝜓
(0)
1

−𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝑋(1) − 𝜓(0)

1 − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
1

)︁
, (5.57)

𝜓
(2,1)
1 = 𝑋(2,1) − 𝜓(2)

1 − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)𝜓

(2)
1

= 𝑋(2,1) −𝑋(2) + 𝜓
(0)
1 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜓
(0)
1

−𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)

(︁
𝑋(2) − 𝜓(0)

1 − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜓

(0)
1

)︁
, (5.58)

𝜓
(1,2)
2 = 𝜓

(1)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(1,2) − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)𝜓

(1)
2

= 𝜓
(0)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(1,2)

−𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
2

)︁
, (5.59)

𝜓
(2,1)
2 = 𝜓

(2)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(2,1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)𝜓

(2)
2

= 𝜓
(0)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(2,1)

−𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)

(︁
𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜓

(0)
2

)︁
, (5.60)

𝜒
*(1,2)
1 = 𝑌 *(1,2) − 𝜒*(1)

1 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)𝜒

*(1)
1

= 𝑌 *(1,2) − 𝑌 *(1) + 𝜒
*(0)
1 − 𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(1)𝑋(1)𝜒
*(0)
1

+𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝑌 *(1) − 𝜒*(0)

1 + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
1

)︁
, (5.61)
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𝜒
*(2,1)
1 = 𝑌 *(2,1) − 𝜒*(2)

1 + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)𝜒

*(2)
1

= 𝑌 *(2,1) − 𝑌 *(2) + 𝜒
*(0)
1 − 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜒
*(0)
1

+𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)

(︁
𝑌 *(2) − 𝜒*(0)

1 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜒

*(0)
1

)︁
, (5.62)

𝜒
*(1,2)
2 = 𝜒

*(1)
2 + 𝑖𝑎2𝑌

*(1,2) + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)𝜒

*(1)
2

= 𝜒
*(0)
2 + 𝑖𝑎1𝑌

*(1) + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎2𝑌

*(1,2)

+𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎1𝑌

*(1) + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
2

)︁
, (5.63)

𝜒
*(2,1)
2 = 𝜒

*(2)
2 + 𝑖𝑎1𝑌

*(2,1) + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)𝜒

*(2)
2

= 𝜒
*(0)
2 + 𝑖𝑎2𝑌

*(2) + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎1𝑌

*(2,1)

+𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(2,1)𝑋(2,1)

(︁
𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎2𝑌

*(2) + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜒

*(0)
2

)︁
. (5.64)

Das relações acima, obtemos

𝑋(1,2) −𝑋(2,1) = 𝑋(1) −𝑋(2) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
1 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜓
(0)
1

+𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝑋(1) − 𝜓(0)

1 − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
1

)︁
−𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(2,1)𝑋(2,1)
(︁
𝑋(2) − 𝜓(0)

1 − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜓

(0)
1

)︁
, (5.65)

𝑖𝑎2𝑋
(1,2) − 𝑖𝑎1𝑋

(2,1) = 𝑖𝑎2𝑋
(2) − 𝑖𝑎1𝑋

(1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
2 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜓
(0)
2

−𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎1𝑋

(1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜓

(0)
2

)︁
+𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(2,1)𝑋(2,1)
(︁
𝜓

(0)
2 − 𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜓

(0)
2

)︁
,(5.66)

𝑌 *(1,2) − 𝑌 *(2,1) = 𝑌 *(1) − 𝑌 *(2) + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
1 − 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜒
*(0)
1

−𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝑌 *(1) − 𝜒*(0)

1 + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
1

)︁
+𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(2,1)𝑋(2,1)
(︁
𝑌 *(2) − 𝜒*(0)

1 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜒

*(0)
1

)︁
, (5.67)

𝑖𝑎2𝑌
*(1,2) − 𝑖𝑎1𝑌

*(2,1) = 𝑖𝑎2𝑌
*(2) − 𝑖𝑎1𝑌

*(1) − 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑔𝑎2𝑌

*(2)𝑋(2)𝜒
*(0)
2

−𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(1,2)𝑋(1,2)

(︁
𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎1𝑌

*(1) + 𝑖𝑔𝑎1𝑌
*(1)𝑋(1)𝜒

*(0)
2

)︁
+𝑖𝑔𝑎1𝑌

*(2,1)𝑋(2,1)
(︁
𝜒

*(0)
2 + 𝑖𝑎2𝑌

*(2) + 𝑖𝑔𝑎2𝑌
*(2)𝑋(2)𝜒

*(0)
2

)︁
.(5.68)

Após realizar um cálculo extenso, descobrimos que os campos auxiliares𝑋(1,2), 𝑋(2,1), 𝑌 *(1,2)

e 𝑌 *(2,1) são dados pelas seguintes expressões

𝑋(1,2) = 2𝛼12𝑋
(1) − 𝛽12𝑋

(2) − 𝑖𝑔
(︁
𝛾12𝑌

*(1)𝑋(1)𝑋(2) + 2𝜎12𝑌
*(2)𝑋(2)𝑋(1)

)︁
(5.69)

𝑋(2,1) = 𝛽12𝑋
(1) + 2𝛼21𝑋

(2) − 𝑖𝑔
(︁
2𝜎12𝑌

*(1)𝑋(1)𝑋(2) + 𝛾21𝑌
*(2)𝑋(2)𝑋(1)

)︁
(5.70)

𝑌 *(1,2) = 2𝛼12𝑌
*(1) − 𝛽12𝑌

*(2) + 𝑖𝑔
(︁
𝛾12𝑌

*(2)𝑌 *(1)𝑋(1) + 2𝜎12𝑌
*(1)𝑌 *(2)𝑋(2)

)︁
(5.71)

𝑌 *(2,1) = 𝛽12𝑌
*(1) + 2𝛼21𝑌

*(2) + 𝑖𝑔
(︁
2𝜎12𝑌

*(2)𝑌 *(1)𝑋(1) + 𝛾21𝑌
*(1)𝑌 *(2)𝑋(2)

)︁
(5.72)

onde definimos os coeficientes

𝛼𝑘𝑙 = 𝑎𝑘

𝑎𝑘 − 𝑎𝑙

, 𝛽𝑘𝑙 = 𝑎𝑘 + 𝑎𝑙

𝑎𝑘 − 𝑎𝑙

, 𝛾𝑘𝑙 = 𝑎𝑘(𝑎𝑘 + 𝑎𝑙)2

(𝑎𝑘 − 𝑎𝑙)2 , 𝜎𝑘𝑙 = 𝑎𝑘𝑎𝑙(𝑎𝑘 + 𝑎𝑙)
(𝑎𝑘 − 𝑎𝑙)2 . (5.73)
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Note que nenhuma das expressões acima depende da solução inicial (𝜓(0), 𝜒*(0)). Esta
característica foi notada anteriormente no contexto da transformação de Bäcklund para
o GMTM. Além disso, pode-se também verificar que estes campos auxiliares satisfazem
as equações de derivadas (5.40)–(5.70), respectivamente. Estes resultados mostram que
estes campos auxiliares definem transformações de Bäcklund adequadas para o modelo.

Vamos agora derivar algumas soluções partindo das soluções de vácuo triviais,
𝜓(0) = 0, e 𝜒*(0) = 0. Das equações (5.40)–(5.70), obtemos

𝜕−𝑋
(𝑘) = 𝑚𝑎−1

𝑘 𝑋(𝑘), 𝜕+𝑋
(𝑘) = −𝑚𝑎𝑘𝑋

(𝑘), (5.74)

𝜕−𝑌
*(𝑘) = 𝑚𝑎−1

𝑘 𝑌 *(𝑘), 𝜕+𝑌
*(𝑘) = −𝑚𝑎𝑘𝑌

*(𝑘). (5.75)

Então, as soluções podem ser escritas na seguinte forma simples,

𝑋(𝑘) = Σ(𝑘) exp(𝑚𝑎−1
𝑘 𝑥+ −𝑚𝑎𝑘𝑥

−), 𝑌 *(𝑘) = Δ*(𝑘) exp(𝑚𝑎−1
𝑘 𝑥+ −𝑚𝑎𝑘𝑥

−) (5.76)

onde Σ(𝑘) e Δ(𝑘) são geradores anticomutativos complexos arbitrários da álgebra de Gras-
smann. Agora, substituindo nas equações (5.53)–(5.56), encontramos

𝜓
(𝑘)
1 = 𝑋(𝑘), 𝜓

(𝑘)
2 = −𝑖𝑎𝑘𝑋

(𝑘), 𝜒
*(𝑘)
1 = 𝑌 *(𝑘), 𝜒

*(𝑘)
2 = 𝑖𝑎𝑘𝑌

*(𝑘). (5.77)

Utilizando as eqs. (5.69)–(5.72), e substituindo nas eqs (5.57)-(5.64), finalmente obtemos
que as novas soluções são dadas por

𝜓
(1,2)
1 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑋(1) −𝑋(2))− 𝑖𝑔

(︃
𝑎1(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(1)𝑋(1)𝑋(2)

−𝑖𝑔
(︃
𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎2 + 3𝑎1)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(2)𝑋(2)𝑋(1), (5.78)

𝜓
(1,2)
2 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑖𝑎2𝑋

(2) − 𝑖𝑎1𝑋
(1))− 𝑔

(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(3𝑎1 + 𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(1)𝑋(1)𝑋(2)

−𝑔
(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(2)𝑋(2)𝑋(1), (5.79)

𝜒
*(1,2)
1 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑌 *(1) − 𝑌 *(2)) + 𝑖𝑔

(︃
𝑎1(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(2)𝑌 *(1)𝑋(1)

+𝑖𝑔
(︃
𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎2 + 3𝑎1)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(1)𝑌 *(2)𝑋(2), (5.80)

𝜒
*(1,2)
2 =

(︂
𝑎1 + 𝑎2

𝑎1 − 𝑎2

)︂
(𝑖𝑎1𝑌

*(1) − 𝑖𝑎2𝑌
*(2))− 𝑔

(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(3𝑎1 + 𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(2)𝑌 *(1)𝑋(1)

−𝑔
(︃
𝑎1𝑎2(𝑎1 + 𝑎2)(𝑎1 + 3𝑎2)

(𝑎1 − 𝑎2)2

)︃
𝑌 *(1)𝑌 *(2)𝑋(2). (5.81)

Vale a pena notar que estes resultados são consistentes com as soluções encontradas para
o GMTM [17], isto é, no caso de 𝜒 = 𝜓 e 𝑌 = 𝑋. Ressalta-se que as soluções analíticas
explícitas obtidas neste capítulo, em particular as dadas pelas equações (5.78)-(5.81),
representam uma contribuição original deste trabalho, sendo inéditas na literatura até o
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presente momento. Este procedimento nos permite construir sistematicamente soluções
mais gerais com 𝑁 parâmetros 𝑎𝑘, que dependem de polinômios de ordem superior nos
campos auxiliares 𝑋(𝑘) e 𝑌 *(𝑘). Espera-se que tais soluções multiparamétricas estejam
estreitamente relacionadas com soluções de 𝑁 -solitons para a versão bosônica do GMTM
acoplado. Este tópico será considerado em investigações futuras.

Embora neste trabalho não tenham sido realizados explicitamente os cálculos das
cargas conservadas para o modelo de Thirring acoplado, tais cálculos já foram apresenta-
dos em [18]. Nesse estudo, os autores empregam o mesmo formalismo utilizado aqui, de
modo que a construção das cargas conservadas é compatível com a abordagem adotada
no presente trabalho.
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6 Conclusão

Esta dissertação investigou detalhadamente as propriedades de integrabilidade no
contexto de teorias de campos em (1+1) dimensões, com foco central no modelo de Thir-
ring Acoplado. Inicialmente, estabeleceu-se uma base teórica fundamentada na integrabi-
lidade de Liouville e no formalismo do par de Lax, demonstrando como a representação
de curvatura nula permite identificar quantidades conservadas em sistemas dinâmicos.
Nesse contexto, o papel das transformações de Bäcklund foi discutido como um método
sistemático para a geração de novas soluções a partir de configurações conhecidas, em
conjunto com o estudo do modelo de sine-Gordon e do modelo de Thirring massivo sob
a perspectiva de suas estruturas integráveis, fornecendo a preparação conceitual para a
análise do modelo acoplado desenvolvida ao longo do trabalho.

A análise avançou para o Modelo de Thirring Grassmanniano acoplado, onde a in-
tegrabilidade foi garantida pela construção de conexões de Lax baseadas na superálgebra
sl(2, 1). Um dos resultados mais significativos deste trabalho foi a generalização das trans-
formações de Bäcklund para este sistema acoplado, formuladas a partir das equações de
compatibilidade associadas às conexões de Lax. Através da aplicação do Teorema da Per-
mutabilidade de Bianchi, demonstrou-se a consistência do formalismo ao obter soluções
de dois parâmetros a partir do vácuo. A construção analítica e explícita dessas soluções
representa a principal contribuição original desta dissertação, uma vez que tais resultados
ainda não haviam sido reportados na literatura para o modelo de Thirring Grassmanniano
acoplado. Estes resultados que se mostraram consistentes com os limites conhecidos para
o modelo de Thirring simples.

Dessa forma, o trabalho consolidou a compreensão de como estruturas algébri-
cas de sistemas integráveis podem ser exploradas para gerar soluções exatas e descrever
interações complexas entre campos fermiônicos, contribuindo para o estudo de modelos
acoplados em teorias de campos bidimensionais.

As perspectivas de continuação deste trabalho são diversas. Uma extensão natural
consiste em desenvolver de forma completa o procedimento de bosonização do modelo de
Thirring Grassmanniano Acoplado, cuja análise foi iniciada, mas não pode ser concluída
no escopo desta dissertação devido às limitações de tempo. Espera-se que, após a aplicação
da dualidade bosônico-fermiônica, seguindo como referência o tratamento apresentado por
Zinn-Justin em [19] para o modelo de Thirring 𝑆𝑈(2), e adaptando esse método ao caso
associado ao grupo 𝑆𝑈(1, 1), o modelo acoplado possa conduzir a uma teoria bosônica
equivalente envolvendo essencialmente dois modelos do tipo sine-Gordon com interação
não trivial, refletindo os dois setores fermiônicos presentes na formulação original.
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Além disso, seria de grande interesse construir explicitamente as transformações
de Bäcklund para a versão bosônica do modelo, o que permitiria aprofundar a análise in-
tegrável e ampliar a geração sistemática de soluções exatas, bem como investigar soluções
de N-sólitons e possíveis defeitos integráveis que preservem a integrabilidade da teoria.
Tais desenvolvimentos permanecem como direções promissoras para trabalhos futuros
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APÊNDICE A – A superálgebra sl(2, 1)

A superálgebra de Lie sl(2, 1) admite uma decomposição graduada

sl(2|1) = g0̄ ⊕ g1̄, (A.1)

onde o setor par é
g0̄ = sl(2)⊕ u(1), (A.2)

e o setor ímpar contém quatro geradores fermiônicos. O sistema de raízes contem uma raiz
bosônica 𝛼1, e duas fermiônicas 𝛼2 e 𝛼3 = 𝛼1 +𝛼2. A superálgebra contém dois geradores
de Cartan ℎ1 e ℎ2, e seis geradores de Weyl, 2 Bosônicos 𝐸±𝛼1 , e 4 Fermiônicos, 𝐸±𝛼2 e
𝐸±(𝛼1+𝛼2). As relações de comutação e anticomutação da superálgebra são dadas por:

[ℎ𝑖, ℎ𝑗] = 0, [ℎ𝑖, 𝐸±𝛼𝑗
] = ±(𝛼𝑗)𝑖𝐸±𝛼𝑗

, (A.3)

[𝐸𝛼1 , 𝐸−𝛼1 ] = ℎ1, [𝐻1, 𝐸±𝛼1 ] = ±2𝐸±𝛼1 , (A.4)

[𝐸±𝛼1 , 𝐸∓𝛼2 ] = ±𝐸∓𝛼3 , [𝐸±𝛼1 , 𝐸∓𝛼3 ] = ±𝐸∓𝛼2 , (A.5)

{𝐸𝛼2 , 𝐸−𝛼2} = ℎ2, {𝐸𝛼3 , 𝐸−𝛼3} = ℎ1 + ℎ2, (A.6)

{𝐸𝛼2 , 𝐸𝛼3} = 𝐸𝛼1 , {𝐸−𝛼2 , 𝐸−𝛼3} = 𝐸−𝛼1 . (A.7)

Todos os demais anticomutadores são nulos. A representação fundamental de sl(2, 1) é
dada por matrizes 3× 3, com duas entradas bosônicas e uma fermiônica. Explicitamente,
podemos escreve-la da seguinte forma:

ℎ1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , ℎ2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (A.8)

𝐸𝛼1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐸−𝛼1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (A.9)

𝐸𝛼2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐸−𝛼2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0
0 0 0
0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (A.10)

𝐸𝛼3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 1
0 0 0
0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐸−𝛼3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0
0 0 0
1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ . (A.11)
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