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Resumo

Neste trabalho € apresentado o Método de Quadratura Diferencial Local com Fungdes
de Base Radial (MQDL-FBR) em um contexto de nuvens estruturadas e ndo-estruturadas, sem
a utilizacdo de pontos estruturados préximos a fronteira ou a utilizacdo de pontos fantasmas,
como vem sendo abordado na literatura, juntamente com duas alternativas para tratar o mal-
condicionamento dos sistemas de equacdes lineares locais para o cdlculo dos coeficientes de
ponderacdo: o MQDL-FBR(GA) Estabilizado, que propde a formagdo de novas funcdes de base
a partir das funcdes de base radial Gaussiana (GA), e 0o MQDL-FBR(PHS), que utiliza funcdes
da base radial Poliharmonica Spline (PHS) juntamente com bases polinomiais suplementares.

Discute-se, através de experimentos numéricos na equacao de Poisson, os parametros que
influenciam nas solucdes obtidas pelo MQDL-FBR e suas variantes, como: parametro de forma,
refinamento de nuvens, nimero de pontos do suporte local, grau do polindmio suplementar, os
métodos de relaxagdes sucessivas e o de decomposi¢do LU para solugdo numérica do sistema
de equacdes lineares global, dentre outros e estima-se, a posteriori, a ordem de precisdo do
MQDL-FBR. Comparagdes entre 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado e 0o MQDL-FBR(PHS) sao
feitas e calculam-se os erros absolutos nas primeiras e segundas derivadas em todo o dominio
através de uma funcao de teste. Resultados mostram que o MQDL-FBR(GA) Estabilizado ainda

nao é robusto o suficiente para o calculo dos pesos para todos os tipos de suportes locais.

Duas aplicacdes sdao estudadas através da solucdo numérica das equagdes de Navier-
Stokes usando o MQDL-FBR. Primeiro em um problema de convecc¢do natural em uma cavi-
dade quadrada onde sdo feitas comparagdes entre 0 MQDL-FBR(Mq) com o MQDL-FBR(GA)
Estabilizado mostrando a existéncia de oscilagdes nos resultados causados pelo uso do método
iterativo de relaxagdes sucessivas para solucao do sistema de equacdes lineares global resultante
da equacao da fungdo-corrente (equagdo de Poisson) em nuvens ndo-estruturadas, e depois re-
sultados estaveis substituindo o método iterativo pelo método direto de decomposicdo LU. Re-
sultados satisfatérios também sdo obtidos pelo MQDL-FBR(PHS). O segundo problema abor-
dado foi o da cavidade quadrada com tampa moével que foi resolvido pelo MQDL-FBR(PHS)

para diversos nimeros de Reynolds. Resultados sdo comparados aos da literatura e discutidos.

Palavras-chave: Método de Quadratura Diferencial Local com Funcdes de Base Radial, Fun-
¢oes de Base Radial, Nuvens de Pontos Estruturadas, Nuvens de Pontos Nao-Estruturadas, Di-

namica dos Fluidos e Transferéncia de Calor.



Abstract

This work presents the Differential Quadrature Method with Radial Basis Function (RBF-
DQ) in the context of structured and unstructured clouds, without the use of structured points
near the boundary or the use of ghosts points, as has been addressed in the literature, along with
two alternatives to treat the ill-conditioning of local systems of linear equations for the calcula-
tion the weighting coefficients: the RBF(GA)-DQ Stabilized, which proposes the formation of
new basis functions from the Gaussian (GA) radial basis functions, and RBF(PHS)-DQ, which
uses Polyharmonic Spline (PHS) radial basis functions together with supplementary polynomial

basis.

We discussed through numerical experiments on the Poisson equation, the parameters
that influence the solutions obtained by RBF-DQ and its variants, such as: shape parameter,
cloud refinement, number of points of local support, the supplementary polynomial degree, the
successive relaxation method and the LU decomposition for numerical solution of the global
linear equations, among others, and it is estimated, a posteriori, the order of accuracy of the
MQDL-FBR. Comparisons between RBF(GA)-DQ Stabilized and RBF(PHS)-DQ are made
and absolute errors are calculated in the first and second derivatives in all points of the domain
through a test function. Results show that the RBF(GA)-DQ Stable is still not robust enough

for calculation of weights for all types of local supports.

Two applications for the numerical solution of the Navier-Stokes equations using MQDL-
FBR are made. First in a natural convection problem in a square cavity where comparisons are
made between the RBF(Mq)-DQ with RBF(GA)-DQ Stabilized showing the existence of fluc-
tuations in results caused by using the successive relaxation iterative method for solution of
the global linear equations system resulting from the equation of the stream-function (Pois-
son equation) in unstructured clouds, and then stable results replacing the iterative method by
the direct method of LU decomposition. Satisfactory results are also obtained by RBF(PHS)-
DQ. The second problem addressed was the driven flow in a square cavity that was solved by
RBF(PHS)-DQ for different Reynolds numbers. Results are compared with the literature and

discussed.

Keywords: Differential Quadrature Method with Radial Basis Function, Radial Basis Function,

Structured Clouds, Unstructured Clouds, Fluid Dynamics and Heat Transfer.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa

O surgimento de computadores com cada vez mais poder de processamento e armaze-
namento de dados possibilitou, dentre muitos usos e aplicagdes importantes, tratar problemas
complexos no ambito da engenharia, fisica e matematica. Problemas cujas solucdes analiti-
cas ndo sao conhecidas puderam ser investigados numericamente por meio de uma quantidade
considerdvel de cdlculos e operagdes. Dessa maneira a simulacdo numérica de modelos mate-
maticos constitui uma ferramenta relevante para progressos em ci€ncia pura e em aplicagdes no

setor produtivo (académico e industrial).

Existem varias formas de se abordar um determinado modelo fisico: experimentalmente
em laboratdrio, com equipamentos adequados e que sejam os mais fidedignos possiveis nas
captacoes das grandezas envolvidas; de forma analitica, ou seja, encontrar uma solu¢do em uma
forma matemadtica que represente todo o problema; utilizando métodos numéricos com que se

aproximem suas solugdes, com a melhor precisio possivel, das verdadeiras.

Simulagdes feitas em laboratdrios sao mais fiéis a modelos fisicos reais, porém tal me-
todologia possui alto custo financeiro e, em alguns casos, ndo podem ser realizadas devido a
dificuldades de implementacdes. A abordagem analitica restringe-se a problemas mais simples
e que poucas vezes tem representatividade fisica real. Maliska (2010) afirma que "as solucoes
analiticas ndo devem ser descartadas, e uma das suas importantes aplicacoes é, exatamente,
para validar casos limites de modelos numéricos e auxiliar no desenvolvimento de métodos

numéricos mais robustos".

J4 os métodos numéricos apresentam uma grande vantagem frente aos experimentais e
analiticos, pois uma gama enorme de aplicacdes podem ser feitas, a baixo custo, para varios
tipos de geometrias, condi¢des de contorno, tipos de equacdes e sistemas de equagdes, dentre

outros. Cuidados importantes devem ser tomados para que se obtenha uma boa aproximacao das
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solugdes, como: a discretizacdo do dominio (geragdo de malha ou nuvens de pontos), escolha
dos métodos numéricos de aproximacao das equagdes, abordagem das condicdes de contorno,
escolha dos métodos numéricos de avanco temporal, ordem de precisdo, refinamento de malha,
métodos numéricos para solugdes de sistemas algébricos e, em essencial, conhecimento fisico

e dominio da formulacdo matematica do problema.

No ambito das Equacdes Diferencias Parciais (EDPs), em problema de valor inicial e/ou
de contorno, existem diversos tipos de métodos numéricos de aproximagao dos quais os mais
tradicionais sao o Método de Diferencgas Finitas (MDF), o Método de Elementos Finitos (MEF)
e 0 Método de Volumes Finitos (MVF), que sao métodos eulerianos. Segundo Maliska (2010),
na engenharia mecanica, especificamente na 4rea de fluidos, o método mais utilizado é o MDF,
que frequentemente esta vinculado a um sistema de coordenadas ortogonais. J4 o MEF inicial-
mente foi empregado na drea estrutural em problemas de elasticidade. Sua abordagem permite
discretizar o dominio em malhas estruturadas, com elementos de barra, triangulares, quadrilate-
rais, tetraédricos ou hexaédricos ou mesmo em malhas nao-estruturadas de elementos, fato que
permite o tratamento de geometrias complexas. No MVF existem duas maneiras de se obter as
equagdes aproximadas. A primeira € a realizar balangos das propriedades fisicas em questao
nos volumes elementares, ou volumes finitos, e a segunda € integrar sobre o volume elementar
as equacdes na forma conservativa, no espaco e no tempo (Maliska (2010)). Existem ainda
outros métodos de aproximacao que também sdo empregados em problemas da engenharia me-
canica, dentre eles, o Método de Vortices, que é um método lagrangiano, e também o Método

de Elementos de Contorno.

Nessa mesma vertente, 0 Método de Quadratura Diferencial (MQD) surgiu como uma
alternativa para aproximar EDPs. Pelo MQD um operador diferencial é aproximado por uma
soma de funcdes com seus respectivos coeficientes de ponderacdo, idéias que se baseiam na
quadratura integral. Inicialmente, o MQD tinha caréter global e os coeficientes de ponderagcdo
eram calculados com fung¢des polinomiais ou trigonométricas. Esse fato restringiu o uso do mé-
todo para um nimero relativamente baixo de pontos da discretizacdo do dominio. Uma classe
de fungdes de interpolacdo, conhecidas como Funcdes de Base Radial (FBRs) ou Fungdes Ra-
diais de Base, também foram empregadas para se obter solu¢des de EDPs. Entretanto, também
era um método global e restrito a discretizacdes com algumas centenas de pontos. A integra-
¢do entre 0 MQD e as FBR resultou em um método de colocagdo de caréter local denominado
por Método de Quadratura Diferencial Local com Funcdes de Base Radial (MQDL-FBR) (Shu
et al., 2003). Virios autores também o denominam por Método de Diferencas Finitas gerado
pelas Fungdes de Base Radial (em inglés Radial basis function-generated finite difference -
RBF-FD) (Wright e Fornberg, 2006; Bayona et al., 2010; Flyer et al., 2016a,b).

O MQDL-FBR ¢ flexivel, versatil e relativamente de facil implementagdo computacional
e vem se mostrando adequado para o tratamento de diversos problemas fisicos na engenharia.

Uma vantagem do MQDL-FBR ¢ que os pontos do dominio podem ser distribuidos de modo
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estruturado (malhas estruturadas), ndo-estruturado (malhas ndo-estruturadas) ou até mesmo de
forma aleatoria, e, por ter uma abordagem local, permite discretizar o dominio com uma quanti-
dade de pontos equivalente a dos métodos tradicionais (MDF, MEF, MVF). Esse fato o classifica
como método sem malha, pois basta uma nuvem de pontos de discretizagdo para que o MQDL-
FBR possa ser aplicado. Outra vantagem é que com a mesma formulacdo podem-se calcular
operadores e derivadas parciais de altas ordens e para diversas dimensdes espaciais. Essas uti-
lidades o fazem bastante atrativo, porém ele ainda carece de estudos para torna-lo mais robusto

e aplicavel em diversas situagdes.

Dessa forma, tendo em vista as potenciais vantagens do MQDL-FBR listadas anteri-
ormente, pretende-se, neste trabalho, estudar no contexto de Nuvens de Pontos Estruturadas
(NPEs), ou somente Nuvens Estruturadas (NEs), e Nuvens de Pontos Nao-Estruturadas (NP-
NEs) ou Nuvens Nao-Estruturadas (NNEs), caracteristicas do método que influenciam os resul-
tados numéricos como: abordagens para o calculo dos coeficientes de ponderagdo, aumento de
pontos da discretizagdo do dominio (refinamento de nuvem) e aumento do nimero de pontos de
suporte local, dentre outros; e, logo em seguida, aplicd-lo em problemas bésicos que envolvam

dindmica dos fluidos e transferéncia de calor.

1.2 Revisao Bibliografica

As FBRs, em especial a Multiquadrica (Mq), foram aplicadas primeiramente por Hardy
(1971) para interpolacao de superficies topograficas. Franke (1982), em um estudo detalhado,
mostrou que essas fungdes apresentam, para interpolacdo de dados dispersos, melhor precisao,
estabilidade, eficiéncia, memoria requerida e simplicidade de implementagdo frente a outros
métodos testados, e que a Mq se destaca das demais FBR. Posteriormente, esses tipos de funcdes

se tornaram também uma eficiente ferramenta para a solu¢ao de EDPs.

O uso de FBRs para solucao de EDPs emergiu como uma ferramenta importante nas ulti-
mas décadas. A principal razdo € sua potencial capacidade de lidar com qualquer tipo de discre-
tizagdo. Kansa (1990a,b) foi o primeiro a utilizd-las. O método de colocacdo de Kansa (1990b)
¢ um verdadeiro esquema sem malha (meshfree), mas de abordagem global. De acordo com o
autor, a Mq, por ser continuamente diferencidvel e integravel, e ainda capaz de representar fun-
¢des com alta precisao, foi escolhida e aplicada em esquemas para a aproximagdo espacial em
EDPs elipticas, parabolicas e hiperbélicas. Seus testes foram em equagdes de advecgao-difusao
linear, equacdo de von Neumann unidimensional de onda de choque e equagao de Poisson bidi-
mensional. Seus resultados mostraram que esses esquemas sao muito precisos e que podem ser
mais eficientes que os de diferencas finitas com um nimero menor de operacdes para alcangar
o mesmo grau de precis@o. Porém, o método desenvolvido por Kansa (1990b) estd limitado a

um nimero relativamente baixo de pontos da discretizac@o (algumas centenas), pois resulta em
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sistemas de equagdes globais de baixa esparcidade e extremamente mal-condicionado.

O MQD foi proposto por Bellman et al. (1972) e aproxima derivadas parciais e operadores
diferenciais de funcdes suaves. Consiste em aproximar uma derivada de uma fun¢do em um
ponto, chamado de referéncia, por um somatério ponderado de valores da fun¢do em um grupo
de pontos vizinhos, incluindo o préprio ponto de referéncia. Os coeficientes de ponderagao sao
calculados, de acordo com Shu (2000), com fun¢des de base polinomiais ou trigonométricas.
Porém, essa abordagem também tem caréter global, com o sistema de equagdes resultante de
baixa esparcidade e mal-condicionado e, portanto, fica restrita a uma quantidade relativamente

pequena de pontos de discretizacdo.

Abordagens globais t€m sido aplicadas com sucesso, mas elas restringem-se a uma quanti-
dade pequena pontos. Versoes locais t€ém sido desenvolvidas para superar estes inconvenientes.
O Método de Quadratura Diferencial Local com Funcdes de Base Radial (MQDL-FBR) foi
proposto ha alguns anos e parece ser muito promissor para o tratamento de problemas com dis-
cretizagdes complexas (milhares de pontos). Segundo Bayona et al. (2010) a idéia do método
foi concebida independentemente por Shu et al. (2003), Wright (2003) e Cecil et al. (2004).

Em seu primeiro trabalho nessa linha, Shu ef al. (2003) aplicaram o MQDL-FBR para
aproximar as derivadas espaciais das equagcdes que governam o movimento de um fluido dentro
de uma cavidade, equacgdo da continuidade, equagdo de Navier-Stokes e da energia na formu-
lacdo vorticidade, funcdo corrente e temperatura, em um problema de convec¢ao natural bidi-
mensional. Esse é um problema teste cldssico na engenharia mecanica. O parametro de forma
da FBR Multiquédrica era varidvel e seu valor proporcional ao didmetro do suporte local. A
discretizacao do dominio foi feito como na Figura 1.1, e uma estrutura organizada de pontos
préximos ao contorno foi usada para garantir a ordem de aproximacao (diferencas finitas para
frente de segunda ordem) no célculo da vorticidade e da temperatura (paredes adiabéticas) nas
fronteiras (Condi¢ao de Neumann). A obtencdo da solucdo numérica das equagdes foi obtida
via método de Relaxacdes Sucessivas (em inglés Successive Over-Relaxation - SOR). Os re-
sultados obtidos pelos autores encontraram-se proximos aos de Davis (1983), que empregou o

MDF de segunda ordem centrado.

Ding et al. (2004) aplicaram um esquema hibrido de Diferencas Finitas (DF) e MQDL-
FBR para simular o escoamento viscoso em torno de um cilindro circular com base na for-
mulacdo vorticidade e fun¢do corrente das equacdes de conservagdo da massa e da quantidade
de movimento. O MQDL-FBR foi aplicado na regido em que os fendmenos mais importantes
ocorrem (pontos mais proximos ao cilindro), enquanto o MDF nos outros pontos do dominio.
Foram adotadas dois tipos de discretizacdes, como pode ser visto na Figura 1.2. Os valores
do nimero de Reynolds testados foram 10, 20 e 40, no qual vértices estaciondrios se formam
ao redor do cilindro, e Reynolds 100 e 200, em que ocorre geracdo e desprendimento de vorti-
ces laminares no escoamento (esteira de von Karman), encontrando-se resultados satisfatérios

comparados com a literatura.
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Figura 1.1: Nuvem de pontos utilizada por Shu ef al. (2003). (Retirada de Shu et al. (2003)).

Figura 1.2: Nuvem de pontos abordada por Ding et al. (2004). (Retirada de Ding et al. (2004)).

Em experimentos numéricos, Ding et al. (2005) fizeram estimativas de erros (a posteriori)
para o MQDL-FBR através da equacdo de Poisson, em um dominio bidimensional quadrado e
a discretizacdo feita por uma malha equidistante. Concluiram que o erro estimado dependia
de trés parametros: refinamento da malha (h), nimero de pontos do suporte local (n,) e do
parametro de forma da FBR (c¢), no caso a Mq. Quatro solucdes analiticas foram usadas como
referéncia. Para estimar a relacdo entre o erro relativo e os trés parametros, fixava-se um e
variavam-se os restantes. No entanto, os autores restringiram muito o intervalo de variagdo
do parametro de forma, que teve como intuito evitar Sistemas de Equacdes Lineares Locais
(SELLs) para o célculo dos coeficientes de ponderagdao mal-condicionados, e isso impossibilitou
a identificacao de fendmenos importantes, tais como a possivel existéncia de valores 6timos de

c independentes do refinamento de malha h, que foi observado posteriormente por Bayona et al.
(2010).

Shu et al. (2005b) resolveram problemas de escoamentos incompressiveis, permanentes
e ndo-permanentes com o MQDL-FBR. Os trés casos testes (benchmarks) bidimensionais tes-
tados foram: cavidade quadrada com velocidade constante na tampa superior, escoamento em

torno de um cilindro circular dnico com nimeros de Reynolds 100 e 200 e o escoamento entre
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dois cilindros circulares desalinhados.

Um esquema que visa capturar as influéncias do escoamento a montante, ignorando os
efeitos a jusante, (em inglés upwind) para o MQDL-FBR foi explorado por Shu et al. (2005a)
para simular um escoamento bidimensional supersonico compressivel com ondas de choque em
um canal simétrico com contracio, em que a discretiza¢do do dominio foi feita com uma nuvem
de pontos estruturada (malha uniforme, Figura 1.3), e em um problema de tubo de choque em
que uma nuvem de pontos ndo-estruturada foi gerada (Figura 1.4). Os autores concluiram que
nessas abordagens foi possivel capturar os fendmenos fisicos do escoamento compressivel de

forma qualitativa e quantitativa.

Figura 1.4: Nuvem nfo-estruturada usada por Shu ef al. (2005a). (Retirada de Shu et al. (20052)).

Outros trabalhos também abordaram esquemas do tipo upwind para o MQDL-FBR. Shen
(2010) comparou o MQDL-FBR com o método de colocacdo global com FBRs (método de
Kansa (1990a,b)) e o MDF em problemas unidimensionais dos quais solu¢des exatas eram co-
nhecidas, sendo testados suportes centrados e do tipo upwind. O autor destacou que, embora o
método global tenha sido mais preciso que os outros dois, 0 MQDL-FBR torna-se mais estdvel
que o método de colocacdo com FBRs global quando o parametro de forma da Mq diminui,
tornando-o mais atraente em problemas mais complexos e com uma grande quantidade de pon-

tos.

Chan et al. (2014) propuseram um esquema upwind do MQDL-FBR para solu¢do de esco-

amento bidimensional com o termo convectivo dominante. Os suportes locais foram formados
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a partir da funcdo de distancia euclidiana modificada de acordo com a direcdo do escoamento
e com um parametro que controla o efeito convectivo. Os demais pontos do suporte local sdo
deslocados a montante do ponto de referéncia tornando-o parecido com cometas, conforme as
Figuras 1.5 e 1.6. Assim sendo, o efeito de capturar as influéncias do escoamento a montante ¢
naturalmente incorporado no calculo dos coeficientes de ponderacao obtidos através do MQDL-
FBR. Dois problemas foram tratados pelos autores: equagdo convecgao-difusdo bidimensional
com varios ndmeros de Peclet e o problema de magnetohidrodindmica com nimeros de Hart-
mann elevados. Os resultados com esquemas upwind para a equagdo de convecgdo-difusao
mostraram-se melhores que os esquemas de suportes centrados, especialmente para elevados
numeros de Peclet. No problema de magnetohidrodinamica, precisao semelhante foi alcangada
para baixo nimero de Hartmann, e melhores resultados foram obtidos para elevados nimeros

de Hartmann.
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Figura 1.5: Formacédo dos suportes locais com o es- Figura 1.6: Formacio dos suportes locais com o es-
coamento ao longo do eixo horizontal. (Retirada de coamento formando um angulo de & = 18° com a
Chan et al. (2014)). horizontal. (Retirada de Chan et al. (2014)).

Ding et al. (2006) estenderam o MQDL-FBR para problemas de escoamento incompres-
sivel tridimensional. Testes foram realizados no caso do escoamento em uma cavidade cibica
(cubo) onde ocorre a translacdo da tampa superior com velocidade constante. Também foi usada
uma malha estruturada equidistante préxima a fronteira para o cdlculo das derivadas normais
das velocidades (condi¢do de ndo-porosidade das paredes) - condi¢des de contorno do tipo Neu-
mann. As equacdes da Continuidade e de Navier-Stokes ndo-permanente e adimensionalizadas
foram resolvidas com varidveis primitivas, e um esquema de passo fracionado foi usado para o

avanco no tempo.

O MQDL-FBR vem sendo aplicado em outras dreas da engenharia mecanica como, por
exemplo, para analisar vibragdes em membranas (Wu et al. (2007)). A equacdo de Helmholtz,
que governa a vibracdo da membrana, foi discretizada e as frequéncias naturais e modos de

vibragao foram calculados com a solucao do sistema de equacdes lineares resultante.
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Outros estudos recentes em dreas da engenharia mecanica e correlatas foram desenvolvi-
dos. Bararnia et al. (2010) aplicaram o MQDL-FBR em nuvens ndo-estruturadas para calcular
o potencial elétrico e a temperatura, por efeito Joule, para duas geometrias distintas. A Figura
1.7 ilustra as geometrias, condi¢des de contorno e as discretizagdes dos dominios, no qual pon-
tos organizados proximos as fronteiras foram colocados para garantir precisao no calculo das
condig¢des de contorno. Os resultados foram comparados com a solu¢@o via MEF com geragdo
de malha ndo-estruturada concluindo que o MQDL-FBR ¢ bastante atraente quanto a precisao,

capacidade e flexibilidade na programacao frente ao custo computacional de geracido de malha.
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Figura 1.7: Geometrias, condi¢des de contorno e discretizagdes dos problemas abordados por Bararnia
et al. (2010). (Retirada de Bararnia et al. (2010)).

Qajarjazi et al. (2010) empregaram o método para resolver dois problemas bidimensio-
nais em que as equagdes de Navier-Stokes foram abordadas com as varidveis em sua forma
primitiva (Figura 1.8). O primeiro caso referia-se a um problema de convec¢do natural em uma
cavidade quadrada sujeita a uma diferenca de temperatura em suas paredes verticais e as pare-
des horizontais adiabdticas. No segundo caso, diferencas de temperaturas foram colocadas nas
regides centrais das arestas e o restante da fronteira foi considerada adiabatica. As isotérmicas

e a geracdo de entropia devido a transferéncia de calor e ao atrito com o fluido foram obtidas
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para regime laminar. A discretizacdo do dominio foi feita com uma malha uniforme (nuvem

estruturada). Para as condi¢des de contorno de Neumann os autores usaram o MDF.

[,V Y,V
Y.V adiabatic ) e 1 Cold —

H/4 adiabatic adiabatic

H Hot >
o 2 Cold 2 Cold

adiabatic adiabatic
|

J Hot
adiabatic

Figura 1.8: Geometrias e condi¢des de contorno impostas nas fronteiras abordadas por Qajarjazi et al.
(2010) em suas pesquisas com MQDL-FBR. (Retirada de Qajarjazi et al. (2010)).

Soleimani et al. (2010) aplicaram o MQDL-FBR em problemas de conducao de calor
transientes bidimensionais em quatro tipos diferentes de geometrias que podem ser vistas na
Figura 1.9 juntamente com suas respectivas condi¢des de contorno impostas para a temperatura
na fronteira. Todos os dominios foram discretizados por nuvens estruturadas e os resultados
numéricos obtidos foram comparados aos encontrados pelo MEF com malha ndo-estruturada,

evidenciando o potencial do método em geometrias irregulares.

Em uma vertente matemaética, Fornberg e Driscoll (2002) estudaram, no contexto de in-
terpolacdo com FBR (Mq e Gaussiana (GA)), a influéncia do pardmetro de forma tendendo a
infinito (¢ — o0) ou a zero (e — 0) (sdo equivalentes, ou seja, € = 1/c). E sabido que, con-
forme o parametro de forma c cresce, essas FBRs tornam-se cada vez mais achatadas, o que gera
sistemas lineares muito mal-condicionados. Em uma dimensao, as FBRs convergem para ba-
ses polinomiais da interpolagdo Lagrangiana conforme c cresce. No contexto do MQDL-FBR,
Fornberg et al. (2004) mostraram que o método acaba sendo equivalente ao MDF tradicional

no limite de ¢ — oo.

Em férmulas de DF compactas para nds equidistantes, € possivel, devido as simetrias, ob-
ter esténceis mais precisos com relativamente poucos pontos enquanto que com pontos disper-
sos tais simetrias ndo estdo disponiveis. Pensando nisso, Wright e Fornberg (2006) propuseram
uma abordagem hermitiana no contexto do MQDL-FBR, incluindo também as derivadas em
alguns pontos do suporte local, para obter férmulas de aproximacdo de ordem mais alta sem au-
mentar consideravelmente a quantidade de pontos do suporte. Casos unidimensionais simples e
com a equag¢do de Poisson bidimensional foram estudados, com énfase nos comportamentos do
parametro de forma da FBR, ¢, tendendo a zero, usando o algoritmo Contour-Padé criado por

Fornberg e Wright (2004). Foi possivel aumentar a precisdao do método com essa abordagem e
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Figura 1.9: Geometrias e condi¢des de contorno de temperatura impostas nas fronteiras abordadas por
Soleimani et al. (2010). (Retirada de Soleimani et al. (2010)).

mostrar que, no limite do pardmetro de forma e tendendo a zero, as férmulas compactas de DF

e do MQDL-FBR hermitiana tornam-se equivalentes.

Bayona et al. (2010) fizeram uma andlise teérica do MQDL-FBR estudando analitica-
mente o comportamento da convergéncia em fun¢do do nimero de pontos do suporte local, 1,
da distancia dos nds de suporte, i, e do parametro de forma da FBR Mgq, c¢. Calcularam-se
os coeficientes de ponderacdo de forma exata, resolvendo o SELL por software de computa-
¢do simbdlica, para a primeira e segunda derivadas unidimensionais e para o Laplaciano em
duas dimensdes. Andlise do erro de truncamento local realizado através da expansdo em série
de Taylor mostrou a precisdo do método para os suportes analisados. Experimentos numéri-
cos corroboraram os resultados tedricos concluindo-se que: os coeficientes de ponderacido do
MQDL-FBR tendem aos coeficientes tradicionais do MDF conforme o parametro de forma c da
Mq aumenta; que, para algumas solu¢des analiticas estudadas, existe uma faixa de valores de
parametro de forma em que o MQDL-FBR produz resultados significativamente mais precisos
que as férmulas do MDF tradicional equivalentes; e que para cada formula do MQDL-FBR ha
um valor 6timo de ¢ para o qual o erro € minimo e, ainda, que esse valor € independente de h e

depende somente dos valores da funcao e de suas derivadas.

A abordagem com linguagem de computagdo simbdlica permite investigar matematica-
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mente fatores importantes que influenciam no comportamento do MQDL-FBR. Entretanto, essa

metodologia esta hoje restrita a um nimero muito pequeno de pontos do suporte local.

Bayona et al. (2012a) realizaram estudos parecidos com o anterior, mas usando a FBR
Gaussiana e também o MQDL-FBR com a formulacdo Hermitiana proposta por Wright e Forn-
berg (2006).

Bayona et al. (2011) propuseram um algoritmo para encontrar o parametro de forma cons-
tante que minimiza o erro de aproximacdao no MQDL-FBR. Bayona et al. (2012b) propuseram
também um algoritmo no qual os valores do parametro de forma fossem varidveis e escolhi-
dos de modo a anular os erros de aproximacao locais das formulas do MQDL-FBR para certas

equacaoes.

Bayona (2013) abordou todas as metodologias dos artigos anteriores com varios exemplos
e, ainda, aplicou o método estudado para: (i) obter solucdes de problemas de elastostdtica
bidimensional e comparé-las com o MEF; (ii) encontrar solucdes um problema de propagacao
de chamas laminares pré-misturadas em dutos estreitos abertos tridimensionais; (iii) analisar

um motor micro-rotativo idealizado.

No trabalho feito por Santos (2012), condi¢des de determinagdo foram desenvolvidas
acerca das FBRs para que os coeficientes de ponderacao fossem obtidos corretamente. A Mul-
tiquadrica (Mq) foi escolhida para o desenvolvimento dos testes numéricos devido a sua repre-
sentacdo muito precisa em comparagdo com outros tipos de FBR, e por satisfazer as condi¢des
de determinagdo. Testes numéricos foram desenvolvidos para se estudar a influéncia dos pa-
rametros relevantes na aplicacdo do MQDL-FBR na solucdo de equacdes diferenciais parciais
(EDPs). Os erros numéricos e a convergéncia foram testados para a solucdo da equagado de Pois-
son em um dominio quadrado unitario usando-se malhas estruturadas. Varios pardmetros foram
testados, como a variagdo do parametro de forma, ¢, da Mq, a variacdo do tamanho da malha,
h, bem como a estrutura do suporte local (quantidade e distribuicdo dos pontos). Testou-se
também a influéncia no erro numérico adicionando um termo nao-linear de primeiras derivadas
na Equacdo de Poisson. Vdrios resultados relevantes foram ressaltados, como, por exemplo,
a independéncia do parametro de forma, ¢, com o refinamento da malha, h, conforme havia
sido demonstrado em pesquisas recentes. Outro resultado importante foi a existéncia de valores
6timos de ¢ para uma determinada funcao soluc¢ao. Entretanto, devido ao mal-condicionamento
do sistemas de equacdes lineares local, utilizado para a obten¢do dos coeficientes de pondera-
¢do, ndo foi possivel estender o intervalo de variacdo de c para valores muito grandes. Duas
aplicacdes em problemas testes (benchmarks) foram feitas: a primeira em um problema de con-
veccdo forcada em uma cavidade quadrada também chamado informalmente de problema da
caixa de sapato. A segunda, em um problema cldssico de convec¢do natural em uma cavidade
quadrada. Em ambos os casos, foram utilizados somente suportes centrados e pontos fora do
dominio para o célculo e atualiza¢do de valores de algumas grandezas. Aproximacdes inade-

quadas para os valores de temperatura nos pontos exteriores ao dominio (pontos fantasmas)
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acabaram por prejudicar o maior potencial de precisdo de suportes locais de ordens mais altas.
O autor concluiu que o método € promissor para solu¢cdo de EDPs como a equacdo do Poisson
(EDP eliptica) e equacdes de Navier-Stokes e da Energia (convec¢do-difusao). Tratava-se de
uma implementacao relativamente simples, podendo ser aplicada em esquemas com malha es-
truturada. Entretanto, outros estudos se faziam necessarios para que o método atingisse melho-
res resultados, como: procedimentos para calcular os coeficientes de ponderacao para valores
arbitrariamente grandes do parametro de forma c, o que tornaria possivel determinar sistema-
ticamente valores 6timos de c para qualquer tipo de suporte local; esquemas para superar as
dificuldades relacionadas as fronteiras, como, por exemplo, evitar o uso de pontos externos
ao dominio admitindo suportes locais descentrados, ou ainda, utilizar esquemas de diferencas
finitas tradicionais para abordagem dos pontos préoximos a fronteira; ou, por outro lado, desen-
volver técnicas fisicamente consistentes para o tratamento dos pontos fora do dominio, mas que

garantissem maxima precisdo dos resultados.

Usando a equagdo de Poisson bidimensional num dominio quadrado, Santos et al. (2014)
e Silva (2014) mostraram que é possivel obter resultados satisfatérios para nuvens nao-estruturadas
sem empregar uma malha estruturada préxima ao contorno e também sem a abordagem de pon-
tos fora do dominio para o calculo de grandezas nas fronteiras. Silva (2014) mostrou ainda
que utilizar o parametro de forma c varidvel, proporcional ao diametro do suporte local (con-
forme proposto por Shu et al. (2003)), € uma vantagem para a adaptatividade, mas que esse
tipo de abordagem prejudica os resultados quando se analisa o refinamento da nuvem de pon-
tos. Conforme se aumenta a quantidade de pontos da nuvem, o suporte local torna-se cada vez
menor, e consequentemente, o diametro do suporte também diminui fazendo com que o para-
metro de forma da Mq fique também menor piorando a precisdo e, eventualemente, tornando
o refinamento inconsistente. Foi proposto entdo um procedimento para fazer um refinamento
consistente de nuvens utilizando o pardmetro de forma varidvel, partindo de uma nuvem, de
uma quantidade de pontos do suporte e de um parametro de forma de referéncia. Silva (2014)
também aplica 0o MQDL-FBR com nuvens ndo-estruturadas nos mesmos problemas abordados
por Santos (2012).

Viérios autores como Fornberg e Wright (2004), Fornberg e Piret (2008), Fornberg et al.
(2011), Fornberg et al. (2013) e Gonzalez-Rodriguez et al. (2015) vém propondo algoritmos
para estender o intervalo do parametro de forma da FBR, evitando o mal-condicionamento
dos SELL e tornando o MQDL-FBR cada vez mais robusto. Quase todos eles apresentam
restricdes em seus usos. A aparente excegdo talvez seja o trabalho de Fornberg et al. (2013),
que propuseram um algoritmo capaz de lidar com a extensdo do parametro de forma ¢ —
0 da FBR Gaussiana, para pontos suportes locais estruturados, ndo-estruturados e aleatorios.
Essa metodologia, chamada nesse texto de MQDL-FBR(GA) Estabilizado, serd abordada no

préximo capitulo.

Recentemente surgiu uma alternativa aparentemente eficiente para o cédlculo dos coe-
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ficientes de ponderacdo no ambito do MQDL-FBR nos trabalhos de Flyer et al. (2016a) e
Flyer et al. (2016b). Os pesos sdo calculados usando como fungdes de base as Splines Poli-
harmonicas (em inglés Polyharmonic Splines - PHS) juntamente com bases polinomiais suple-
mentares. Essas FBRs tem a vantagem de ndo possuir um parametro de forma e, ainda, adi-
cionando polindmios suplementares, podem garantir que o sistema de equacdes lineares local
tenha solucdo unica quando se utiliza FBR condicionalmente positivas-definidas (que € o caso
das PHS). Flyer et al. (2016b) verificaram a eficiéncia dessa abordagem frente ao MQDL-FBR

usando FBR Gaussiana no contexto de interpolagdo e aproximacgao de operadores.

Flyer et al. (2016a) utilizaram o MQDL-FBR com PHS e polind6mios suplementares para
resolver problemas que envolvem as Equagdes de Navier-Stokes compressivel bidimensional
com baixos nimero de Mach, que sao relevantes no contexto de escoamentos atmosféricos. Para
comparacdo, eles utilizaram discretizacdes em malha cartesiana, hexagonal e quase-uniforme
para alguns suportes fixos e usaram a estratégia de pontos fantasmas fora do dominio. As
principais conclusdes dos autores foram que essa abordagem captura a fisica basica do problema
surpreendentemente bem, mesmo para discretizacdes grosseiras de pontos, com grande ordem
de precisdo, mesmo sem a necessidade de ajustar um parametro de forma e que a inclusdo de

polindmios suplementares elinima possiveis erros de estagnacgao.

Tendo em vista as vantagens do MQDL-FBR(PHS) com polindmios suplementares, essa
metodologia também serd abordada no proximo capitulo e comparagdes com o MQDL-FBR(GA)

Estabilizado serao feitas no capitulo 3.

1.3 Objetivos

O Método de Quadratura Diferencial Local com Fun¢des de Base Radial vem se mos-
trando adequado para o tratamento de diversos problemas na fisica e na engenharia,jmjmj mo-
tivando estudos recentes de forma intensa. O MQDL-FBR pode ser implementando em nuvens
estruturadas e ndo-estruturadas. Também se adapta bem a problemas com geometrias irregu-
lares. Pela estrutura do método, pode-se abordar derivadas de altas ordens e dominios de di-
mensoes arbitrarias. Todas essas potencialidades tornam o método uma alternativa interessante.
Entretanto, ele ainda carece de mais estudos para que possa se tornar uma ferramenta competi-
tiva na solugdo de equagdes diferenciais parciais, particularmente em problemas envolvendo o

escoamento de fluidos.

A presente tese de doutorado baseou-se nas propostas de trabalhos futuros do mestrado
de Santos (2012). O intuito principal é contribuir de forma relevante para o aprimoramento do
MQDL-FBR com ferramentas que permitam sua utilizacdo geral com maior precisao e também
aplicacdes especificas em diversos problemas que envolvam dinadmica dos fluidos e transferén-

cia de calor. Assim sendo, os principais objetivos do trabalho sdo:
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* Implementar o MDQL-FBR em uma abordagem de nuvens estruturadas e nuvens nao-

estruturadas.

* Implementar o Método de Quadratura Diferencial Local com Fungdes de Base Radial
Gaussiana Estabilizado (MQDL-FBR(GA) Estabilizado), que faz uma mudanca de bases
e torna o sistema de equacdes lineares local para o cdlculo dos coeficientes de ponderacao

bem condicionado, resultando na extensao do intervalo do parametro de forma da FBR.

* Implementar o Método de Quadratura Diferencial Local com Fung¢des de Base Radial Po-
liharmdnica Spline que adiciona bases polinomiais suplementares (MQDL-FBR(PHS))
para o célculo dos coeficientes de ponderacdo. Nessa abordagem a FBR PHS ndo possui
um parametro de forma sendo necessario a escolha do grau dos polindmios suplementa-

res.

* Calcular valores nas fronteiras (condi¢des de contorno do tipo Neumann) no contexto de
nuvens estruturadas e ndo-estruturadas utilizando suportes locais descentrados ao invés de

calcular usando o MDF ou com pontos fantasmas, como vem sendo utilizado na literatura.

* Verificar a influéncia dos parametros relevantes do MQDL-FBR como o parametro de
forma, nimero de pontos do suporte local, refinamento de nuvens, grau dos polindmios

suplementares, dentre outros.

* Destacar a influéncia do Método Iterativo de Relaxagdes Sucessivas e do Método de De-
composi¢do LU na solucdo do sistema de equagdes lineares global resultante da equacao

de Poisson e da equacao da funcao-corrente no contexto de nuvens de pontos.

* Comparar as solu¢des numéricas com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o MQDL-FBR(PHS),
e verificar os erros absolutos nas primeiras e segundas derivadas em todos os pontos do

dominio com uma funcao de teste.

* Aplicar o MQDL-FBR para solu¢do numérica de problemas que envolvem as equagdes
de Navier-Stokes no contexto bidimensional usando a formulagdo vorticidade e funcao-

corrente (e temperatura caso haja transferéncia de calor).

1.4 Delineamento do Trabalho

O capitulo 2 tem como objetivo definir matematicamente uma Fun¢do de Base Radial
(FBR) e destacar as principais FBRs utilizadas na literatura. Definir, de modo sucinto, o Método
de Quadratura Diferencial Local com Func¢ao de Base Radial (MQDL-FBR) em sua forma
generalizada. Calcular de forma analitica os coeficiente de ponderagdao do MQDL-FBR através
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de um software de computacao simbdlica e abordar metodologias para o calculo dos coeficientes
de ponderacao numericamente como o MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o MQDL-FBR(PHS).

No capitulo 3 sdo apresentadas e discutidas avaliacdes numéricas de aspectos importantes
do MQDL-FBR(Mq), MQDL-FBR(GA) Estabilizado e MQDL-FBR(PHS) para a aproximacgado
de operadores diferenciais na solu¢do de EDPs. Para isso, o método foi aplicado na solu¢do
da equacdo de Poisson em um dominio bidimensional, quadrado e unitdrio. Diversos testes
foram feitos para avaliar a influéncia de diversos parametros importantes: parametro de forma,
€, quantidade de pontos do suporte local, n,, quantidade de pontos da discretizagdo do dominio
(refinamento de nuvem), N, maior grau permissivel dos polindmios suplementares, g, com
diversas fungdes de teste (solucdes analiticas da equagdo de Poisson). Por fim, erros absolutos
nas primeiras e segundas derivadas de uma funcdo de teste foram avaliadas em todos os pontos
da discretizagdo do dominio usando o MQDL-FBR(GA) Estabilizado e 0o MQDL-FBR(PHS).

O capitulo 4 tem como tema a aplicagdo do MQDL-FBR na solucdo de problemas de
dinamica dos fluidos e transferéncia de calor. Problemas classicos que envolvem a solucdo das
equagdes de Navier-Stokes como a convecgdo natural em uma cavidade quadrada e o problema
da cavidade com a tampa superior movel foram resolvidas pelo MQDL-FBR no contexto de
nuvem de pontos estruturadas e ndo-estruturadas. Os resultados para ambas aplicagdes sao

comparados com resultados j4 existentes na literatura.

No capitulo 5 s@o apresentadas as principais conclusdes, realcando os pontos positivos e
potenciais dificuldades encontradas com as aplicacdes do MQDL-FBR. Sao apresentadas por

fim sugestdes para trabalhos futuros.

No Apéndice A faz-se uma interpretacio do MQDL-FBR no contexto de interpolagdo e
no célculo dos coeficientes de ponderacdo para aproximacao de operadores diferenciais quando

se utilizam bases polinomiais suplementares.

No Apéndice B sdo obtidos os coeficientes de ponderagdo através do MQDL-FBR com a
FBR Gaussiana usando um software de computacao simbolica para comparacao com os coefici-

entes de ponderagdo obtidos analiticamente na secdo 2.3, capitulo 2, com a FBR Multiquddrica.

No Apéndice C sdo apresentados os passos para a representacdo do resto da expansio
em série de Taylor do fator multiplicativo da FBR Gaussiana com respeito a fungao especial
Gamma Incompleta do processo de obtencao de novas bases do MQDL-FBR(GA) Estabilizado.

Também sdo apresentadas algumas propriedades importantes da fun¢do Gamma Incompleta.

O fluxograma da implementagdao do MQDL-FBR(GA) Estabilizado é apresentado e ex-
plicado no Apéndice D.

No Apéndice E sao mostrados os coeficientes de ponderagdo, de primeiras e segundas
derivadas com respeito a = € y, para um suporte local defeituoso obtidos pelo MQDL-FBR(GA)
Estabilizado através do programa original de Lehto (2014), em linguagem Matlab®, e com o

programa implementado neste trabalho em linguagem Fortran.
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As hipéteses simplificadoras e a adimensionalizagdo das leis de conservacdo da massa,
quantidade de movimento (Navier-Stokes) e energia para a obtencdo das equacdes na formu-
lagdo vorticidade e fungdo-corrente para o problema de convecg¢ao natural em uma cavidade

quadrada sdo apresentadas no Apéndice F.

No Apéndice G contém os parametros usados para a obten¢do dos resultados com o
MQDL-FBR do problema de convec¢do natural em uma cavidade quadrada das secoes 4.1.2,
4.1.3 e 4.1.4, do capitulo 4.

No Apéndice H sdo apresentadas as hipoteses simplificadoras e a adimesionaliza¢do das
leis de conservagdo da massa e quantidade de movimento (Navier-Stokes) para a obten¢do das
equagdes na formulacao vorticidade e fung¢do-corrente para o problema da cavidade quadrada

com tampa movel.



Capitulo 2

Método de Quadratura Diferencial
Local com Funcoes de Base Radial -
MQDL-FBR

2.1 Funcao de Base Radial (FBR)

Desde que Hardy (1971) introduziu seus estudos com Func¢des de Base Radial em interpo-
lacdo de dados dispersos, muitos outros trabalhos também desempenharam um papel importante
para o desenvolvimento da histéria das FBRs (Micchelli (1986), Powell (1992) e colaborado-
res). Em 1990, Kansa (1990a) e (Kansa, 1990b) introduziram a aproximac¢ao de derivadas
usando interpolacdo com FBR e desde entdo muitos artigos, monografias e livros (Buhmann
(2003), Iske e Arnold (2004), Wendland (2004), Fasshauer (2007), dentre outros) ampliaram os

estudos e a gama de utilizacao das FBRs.

De acordo com Fasshauer (2007), para definir Funcdes de Base Radial toma-se uma fun-

cdo multivariada centrada em x;, do R? de tal forma que

D (x) = ([lx = xx) 2.1

sendo ||.|| alguma norma em R

Mais precisamente, a definicao de FBR é:

Defini¢io 1 Uma funcdo ® : RY — R é chamada radial desde que exista uma funcdo univari-

ada [0, 00) — R tal que

O (x) = (r), sendo r = ||x]|.

Usualmente emprega-se a norma Euclidiana.

17
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Fasshauer (2007) ainda afirma que, da definicdo 1, faz sentido chamar ¢ uma funcao
bésica e O (x) a funcdo de base radial, centrada em x;, conforme (2.1). Assim, uma simples
fungdo bdsica pode gerar um conjunto de n fun¢des de base, cada uma centrada em um ponto

Xy, diferente dos demais, k = 1,...,n.

Decorre da defini¢do 1 a seguinte propriedade da fungdo radial ® (Ling, 2003):

1] = [[x2ll = @(x1) = P(x2), x1,%; € R (2.2)

De outra maneira, o valor de ¢ a uma certa distancia fixa da origem (ou qualquer outro

centro fixo) € constante.

Por um abuso de notagdo, nesse trabalho usa-se ¢ para denotar a funcao basica e também

as func¢des de base radial e, portanto, pode-se dizer que as Fun¢des de Base Radial sdo aquelas

cujos valores depedem somente da distdncia a partir de uma origem ¢(x) = ¢(||x||), ou da

distancia a partir de algum centro x;, de tal forma que ¢ (x) = p(||x — x¢]|).

Diversas Fun¢des de Base Radial tem sido utilizadas. As mais comuns, de acordo com
Flyer et al. (2016a), sao descritas na Tabela 2.1, sendo r a distancia euclidiana entre um ponto
central (centro) x; e um ponto x qualquer do dominio, ou seja, r = r(X) = ||[x — Xg||2, € ¢
o parametro de forma da FBR (¢ > 0). Alguns autores adotam o pardmetro de forma como
sendo €, que tem o comportamento inverso do parametro de forma c, ou seja, a FBR terd o
mesmo comportamento quando ¢ — co e € — (. Existem também FBRs que ndo dependem de

parametro de forma.

Tabela 2.1: Algumas escolhas comuns para as FBR - ¢(1) = ¢(||x — x¢|2)

FBR - Infinitamente Suave

Gaussiana GA o(r)=e ou o(r)=e ()’
Multiquédrica Mq  o(r) =vVr2+4¢? ou ¢(r)=+/1+ (er)?
Multiquédrica Inversa Mql () = 1/v/1r% 4 ¢2 ou @(r)=1/y/1+ (er)?
Quédrica Inversa QI o(r)=1/(r*+c*) ou o(r)=1/(1+ (er)?)
FBR - Suave por Partes
Spline Poliharmdnica PHS; ¢(r) =r*~!,pe N
PHS, ¢(r) = r?log(r), p € Ny

Ctbica Cb o(r) =13
Thin-Plate Spline TPS (1) = r?log(r)
Bessel BE  ¢(r) = 35Ky (er), p > 0 Matérn (1960)

Funcio K de Bessel
Suporte Compacto SC o(r) = (1 — er)" pol(er) Wendland (1995)

pol um certo polindbmio, p € N

As Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 mostram os graficos das FBRs infinitamente suaves Mq,

GA, Mql e QI, respecitvamente, para alguns valores de €. Note que conforme e diminui, as
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fungdes tornam-se cada vez mais planas (achatadas). As Figuras 2.5 e 2.6 mostram os graficos

das FBRs PHS, parcialmente suaves, para alguns valores de p.

Mq - ¢(r) = (er)z +1 GA - o(r) =

2

4.5

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
r T

—e=2——¢e=1 e=13——e=1/6—€e=1/10 —e=2——¢e=1 e=13——e=1/6——€e=1/10

Figura 2.1: Grafico da FBR Mq para alguns valores Figura 2.2: Grifico da FBR GA para alguns valores

de € de €
vi - = 1
MqI Lp(r) (er)2+1
1 1
09+
09+
0.8
0.8+
0.7
077 0.6
06 ;v:\ 0.5
sl 0.4
0.3
04+
02+
03y 0.1
()2 1 1 1 0 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

T T

—e=2——¢=1 e=13—e=1/6—€e=1/10 —e=2—¢=1 e=1/3—e=1/6—€e=1/10

Figura 2.3: Grifico da FBR MdI para alguns valo- Figura 2.4: Grifico da FBR QI para alguns valores
res de e de e

2.2 Formulacao do MQDL-FBR

Inicialmente, autores como Shu et al. (2003) denominaram esse método de aproximacao
de operadores diferenciais como Método de Quadratura Diferencial Local com Fungdes de
Base Radial (MQDL-FBR). Atualmente, esse vem sendo chamado de Método de Diferencgas
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1 PHS - p(r) = r2t! 005 PHS - o(r) = r*log(r)
—p=0—p=1-—p=2—p=3—p=4 —p=1—p=2—p=3—p=4—p=53|
0.9F
0.8 f 1 0
0.7F
0.6 1 -0.05F
S 05t | =
S S
0.4F 1 0.1F
0.3F
0.2 1 015
0.1F
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Figura 2.5: Grafico da FBR PHS; para alguns va- Figura 2.6: Grafico da FBR PHS, para alguns va-
lores de p lores de p

Finitas gerado por Funcdes de Base Radial (em inglés Radial Basis Function-generated Finite
Difference - (RBF-FD)).

Através do Método de Quadratura Diferencial Local, um operador diferencial parcial de
qualquer ordem, de uma func¢do em R?, é aproximado por uma soma ponderada de valores
funcionais em pontos discretos vizinhos do ponto de referéncia x, incluindo ele préprio (pontos

de suporte de x). Como exemplo, a aproximacao para a m-€ésima derivada em relacdo a x; de

uma fungio f(x) em um ponto x; do R?, sendo x = (1, 29, . .., z4), € expressa por:
8mf X;) ) ,
& E mx =12 ...N 2.3
axl _1 w j 7 Y Y Y ( )

sendo X, j = 1,...ng, os pontos de suporte de X; € w;";"" 0s respectivos coeficientes de ponde-

racao ou pesos.

Na equagao (2.3), o indice ¢ indica um ponto de referéncia de uma discretizacao global de
N pontos, enquanto j indica o indice local para os respectivos pontos de suporte. Naturalmente
essa abordagem pode ser empregada para qualquer dimensao. A Figura 2.7 ilustra um conjunto
disperso de pontos com um suporte local, seus pontos de suporte local e o ponto de referéncia
onde serd aproximada a EDP.

Neste trabalho, o termo "nuvem" serd empregado para designar qualquer conjunto de
pontos distintos utilizados para se discretizar um dominio. Quando esses pontos estiverem
dispersos como no caso da Figura 2.7, diremos se tratar de uma "nuvem nado-estruturada"(NNE).
Caso contrdrio, se os pontos estiverem organizados em um reticulado regular ("grid"), diremos

se tratar de uma "nuvem estruturada"(NE) (a titulo de exemplo, ver Figuras 3.10 e 3.11, pdgina
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Figura 2.7: Suporte local em torno de um ponto de referéncia no interior do dominio

48).

Virios critérios para a escolha dos pontos do suporte local podem ser formulados. Por
exemplo, o mais simples (adotado neste trabalho) consiste em escolher os n, pontos mais pré-
ximos ao ponto de referéncia. Uma outra regra de formacao possivel é considerar os pontos que
se encontram dentro de uma circunferéncia (caso 2-d) de raio pré-determinado (como aquela
ilustrada na Figura 2.7). Com essa escolha cada suporte pode ter uma quantidade diferente de
pontos, isto é, ng varidvel. Pode-se ainda pensar em outros critérios para criacdo de suportes

locais, e isso traz muita flexibilidade ao método.

Para aproximacao de derivadas na fronteira do dominio, por exemplo na aproximacao das
derivadas relacionadas com a condi¢ao de contorno de Neumann, Shu et al. (2003) utilizaram
uma malha estruturada préxima a fronteira e aproximaram a derivada de interesse pelo método
de diferencas finitas de segunda ordem (para frente e para trds). Uma outra op¢do € escolher
suportes locais descentrados a partir de um ponto de referéncia na fronteira, Figura 2.8. Varios
critérios também podem ser usados, como escolher os n pontos mais préximo do ponto de

referéncia na fronteira. "A verificacdo dessa abordagem € uma das contribuicdes dessa tese".

A determinacdo dos coeficientes de ponderagdo, w; j, € a chave do Método de Quadratura
Diferencial, e deve ser feita para aproximar qualquer derivada ou operador diferencial linear
que se deseje no ponto de referéncia ¢. Para isso, um conjunto de funcdes de base € requerido.
No ambito do MQDL-FBR normalmente € escolhido um tnico tipo de FBR (Mq, Gaussiana,
etc., ver Tabela 2.1), ¢ (x) = ¢(||x — Xx||2), sendo ||.|| a distdncia Euclidiana entre o ponto de
aproximacdo X e o centro da FBR x;. Substituindo o conjunto de funcdes de base com centros
nos préprios pontos de suporte local j (¢ (X;) = ©(||x; — X¢||2),k = 1,...,n,) na equagdo
(2.3), obtém-se o seguinte SELL ([A]{w} = {b}) para os coeficientes de ponderagdo (Ding
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==== Fronteira

@ Ponto de referéncia
@ Pontos do suporte local
O Outros pontos do dominio fora do suporte

Figura 2.8: Suporte local em torno de um ponto de referéncia na fronteira do dominio

et al., 2005):
O"ok(Xi) N
W :Z:’LU’L"7 (pk(X])7 k: 1,2,...,”8 (2'4)

j=1

Em forma matricial, o vetor de coeficientes de ponderacio {w}; pode ser obtido por

(et

De forma explicita, para a primeira derivada em relagdo a coordenada x (m = le x| = z),

tem-se
91 (xi) 1z
o pr(x1)  pi(x2) o o1(Xn,) w;
Opa(x; T
% _ P2(X1)  pa(X2) o0 pa(Xn,) wil,Q 2.6)
0 ns (Xi T
N @a—m() nsle R Spns (Xl) Qpns (XQ) T Sons (an) nsxni\ 7»'177'7«5 ns><£
{Z;‘ [X]i {1‘1),}2‘

Atente-se ao fato das matrizes [A]; serem simétricas e existirem N (nimero total de pontos
da discretizagcdo) sistemas de equagdes lineares locais para serem resolvidos. Os coeficientes
de ponderacdo calculados para cada ponto de referéncia e para cada derivada requerida devem
ser armazenados assim como a conectividade entre os pontos criada pelo critério de formacao

do suporte local.

Existem diversas funcdes de base que podem ser escolhidas, além das FBRs. De acordo
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com Fornberg et al. (2013) adotando um conjunto de fun¢des de base, também chamadas fun-

¢oes de teste, em 1-D monomiais, oy (z) = 21

, 0 sistema (2.5) torna-se o Sistema de Van-
dermonde. Ainda, de acordo com os autores, uma variacdo comumente usada do sistema (2.6)
¢ incluir algumas bases polinomiais de baixa ordem e adicionar restricdes sobre os correspon-
dentes coeficientes da expansdo associadas as FBRs. Por exemplo, incluindo 1, x e y em 2-D,

(2.6) torna-se

8('05(;(1) 901 (Xl) s 901 (an) | 1 I U1 wzlff

6 ng '3

cpax(x : P (X1> Tt Pns (an) ‘ 1 Tns  Yn, wil,fzs

- | = = === = = = = || 2.7)
2]y, =0 1 . 1 0 0 0| |w
ol =1 Ty To, | 0 0 0| |w? .,
d%y x =0 0 Yn | 0 0 0] _wi{gs 13

sendo os coeficientes de ponderagdo maiores que ng ignorados. Para valores de ¢ pequenos
e médios (ou e grandes e médios) o sistema (2.7), em particular incluindo uma constante, ¢
usualmente vantajoso, de acordo com Fornberg et al. (2013). Um melhor entendimento sobre a
inclusdo de bases polinomiais e as restricdes impostas podem ser vistas no Apéndice A, onde se
faz uma interpretacdo do MQDL-FBR no contexto de interpolacio de dados dispersos e também

para o calculo de coeficientes de ponderacdo de operadores.

Neste trabalho, os sistemas de equagdes lineares locais (2.6) ou (2.7) foram resolvidos
numericamente pela subroutina dgesv da biblioteca Lapack, disponivel na Mathematical Kernel
Library (MKL) no compilador Intel Visual Fortran 11, que faz uso da decomposi¢do LU com
pivoteamento e trocas parciais de linhas. A matriz [A] € decomposta em [A] = [F,] [L] [U],
onde [F,] € uma matriz de permutacdo, [L] € uma matriz triangular inferior com os valores da

diagonal principal unitérios e [U] uma matriz triangular superior.

O Método de Quadratura Diferencial Local com Fungdes de Base Radial, equacdo (2.3),
quando os coeficientes de ponderacao forem calculados por (2.5), escolhendo-se uma FBR da
Tabela 2.1, serd denotado por MQDL-FBR( ), onde a sigla da FBR escolhida € especificada
dentro do (). Assim, por exemplo, se a FBR Mq for escolhida como fun¢do de base tem-se
MQDL-FBR(Mq).
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2.3 Calculo dos Coeficientes de Ponderacao de Forma
Analitica

O objetivo dessa secdo € estudar o comportamento dos coeficientes de ponderacao cal-
culados pelo MQDL-FBR(Mq) quando o parametro de forma c tende a infinito. Para isso, a
solucdo do sistema de equacdes lineares local (2.6) foi obtida de forma analitica utilizando um
sofware de computacao simbolica para alguns suportes locais especificos unidimensionais € um

suporte bidimensional. O software de computacdo simbélica adotado foi o Maple16®.

2.3.1 Suportes Locais Unidimensionais

Um suporte local unidimensional com 3 pontos equidistantes (n; =3), como ilustrado na
Figura 2.9, foi escolhido para esse experimento. O ponto em vermelho € o ponto de referéncia,
que também faz parte do suporte local, e os pontos em preto completam o suporte com uma

distancia h (h > 0) do ponto de referéncia.

h X X

.- +
¢ ¢ g
[ I 1

X

Figura 2.9: Suporte local unidimensional centrado

A FBR inicialmente escolhida foi a Multiquadrica (Mq), e assim a matriz [A] do SELL ¢

dada por:
c VRZ4+ 2 A2 + 2]
A= | vEEFE ¢  JVEE¥e 2.8)
VA4h? + ¢ /h? + 2 c a3

Para o célculo dos coeficientes de ponderacdo para a aproximacdo da primeira derivada
em relagéo a x, o vetor segundo membro, {b}, deve ser calculado. Assim, o sistema que serd

resolvido analiticamente pelo software de computagao simbdlica é:

, N .
C \/h2 + 2 \/4h2 + 2 wio_h Tete

Vh? + 2 c Vh? + c? w,t | = 0 (2.9)

VAh2 + 2 Vh2 + 2 c w® S —

zo+h Vh21c2
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A solucdo analitica para o sistema (2.9) €, portanto, dada por:

[wy”, [ 1 h(eVAR? + 2 — 2% — ¢?) ]
2VhE + &2 (V4h? + 2(h? + ) — 3ch? — &3)
w) | = 0 (2.10)
1 h (C\/4h27+c2 —2h% — 02)
wlt ] __5 Vh2+ 2 (VAR2 4 A (h? + ¢2) — 3ch? — ¢3) |

Tem-se, assim, os coeficientes de ponderacdo para a aproximacdo da primeira derivada
em relacdo a z. Os valores dos coeficientes dependem da distancia entre os pontos e do para-
metro de forma c. Sabe-se de Fornberg et al. (2013), que conforme o parametro de forma da
FBR vai aumentando, a FBR vai tornando-se cada vez mais achadata (em inglés flat) e mesmo
que formem uma base linearmente independente (analiticamente), numericamente a base vai
tornando-se cada vez mais dependente devido a aritmética de ponto flutuante. De acordo com
Fornberg e Wright (2004), conforme o parametro de forma da FBR aumenta, melhores valores
numéricos para os coeficientes de ponderacdo podem ser obtidos. Assim sendo, pode-se tomar
o limite de ¢ — oo para a obtencdo dos coeficientes dependentes apenas da distancia entre os

pontos. Dessa maneira, tem-se:

-1 17
s N T

6113010 wy | =1 0 (2.11)
. 1m 1
0 et || o |

Os resultados da equagdo (2.11) mostam que os coeficientes de ponderagdo sao os mes-
mos coeficientes de diferencgas finitas (centrada) de segunda ordem, quando tomado o limite
do parametro de forma tendendo a co. Esse fato corrobora resultados obtidos por Fornberg e
Wright (2004) e Bayona et al. (2010).

De forma andloga ao procedimento anterior, os coeficientes de ponderacio para aproxi-

macao da segunda derivada com relag@o a = do suporte da Figura 2.9 pode ser obtido resolvendo
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o seguinte sistema linear local:
_ 2 -
(w3, (h? 4 ¢2)3
c Vh2 + 2 \4h? + 2 .
Vh? + ¢ c VRZ+c | | w - (2.12)
c
V4h? + 2 V/h? 4 2 c
_w§§+h_ c?
| (h? +¢2)2 ]
A solucdo analitica para o sistema (2.12) €, portanto, dada por:
(1 K2 (VAh2 + (22 + h?) — ch? — 2¢%)
o2 2¢(h? + )2 (V4h2 + c2(c® + h?) — 3ch? — ¢3)
zo—h
o | —c* + AVAR2 + 2 — 2h* — 2R3 3 (2.13)
Pao | c(h? + ) (VAh? + (2 + h?) — 3ch? — &3) '
2z
[ Wag+nd 1 h? (VAR + (26 + h?) — ch?® — 2¢%)
| 2¢(h? + )2 (V4h? + (2 + h?) — 3ch? — 3) |
Novamente, tomando o limite do parametro de forma tendendo a oo, tem-se:
— - r 1 7
e | e
. 2w | 2
cllglo Wi, —3 (2.14)
: 2z 1
R B

Os resultados dos coeficientes de ponderacido em (2.14) sdo os mesmos obtidos no método

de diferencas finitas centradas de segunda ordem.

Para suportes locais "descentrados", como illustrado na Figura 2.10, o ponto de referéncia

foi tomado como sendo o ponto da extremidade esquerda (vermelho). O célculo dos coeficientes

de ponderagdo sdo andlogo aos anteriores. A matriz [A] é a mesma mostrada em (2.8), pois

depende somente das distancias entre os pontos, que sdo as mesmas.

O célculo dos coeficientes de ponderacao para a primeira derivada com relagcdo a = para
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X, X, th x,+2h
o * *
| T |
h h
Figura 2.10: Suporte local unidimensional descentrado
o suporte anterior serd dado pela solucao analitica do seguinte SELL:
_ 0 -
[
c Vh2+c2 \4h? + ¢? h
vVh2 + 2 c Vh? + 2 wi§+h = _\/m (2.15)
V4h? + 2 V/h? 4 2 c
Wag 21 2h
L X0 - e —
L V4h? + 2
A solucdo analitica é dada por:
[ 3 h (evV4h? + ¢ — 2h? — ?)
Wl 2\/4h2? 4 2 (\/4h2 + c2(h? 4 ¢%) — 3ch? — 03)
xo
) h (VAR? + 2(c* — h?) — ch® — )
Wyn | = | — (2.16)
0 VAR + VA2 + 2 (VAR? + (k2 + 2) — 3ch? — &)
lz
LCao+2h] 1 h (cV4h? + ¢ — 2h? — 2)
| 2VAR? + 2 (VAR? + (R 4 ¢2) — 3ch? — ¢3)
No limite de ¢ — oo, tem-se:
B 1 1x ] -_i-
Do 0 2h
lim wr,, | = | 2 2.17
A Waoth | = n (2.17)
: 1z 1
| B e |||

que corresponde a aproximacdo de diferencas finitas para a frente, de segunda ordem.

Interessante notar que a matriz [A] € a mesma para os trés casos estudados anteriormente,

e portanto, algumas informacgdes a seu respeito merecem ser consideradas. Os autovalores da
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matriz [A] sdo encontrados através do seguinte polindmio caracteristico:

p(N) = =A% +3cA? + 6h%\ — 6¢h® — 2¢° 4+ 2V4h2 + c2(h* + ) =0 (2.18)

O numero de condi¢iao de uma matriz € definido pelo seguinte Teorema:

Teorema 1 Seja [A] € M, (R), onde M,,(R) denota o espaco das matrizes reais n X n, uma

matriz simétrica e inversivel. Entdo,

Ka([A]) = iz (2.19)
sendo Ay = min{|\;|,j = 1,...,n} e Apar = maz{|N\;|,7 = 1,....n} com A\y,..., N\, os
autovalores da matriz [A).

O subcrito 2 indica a Norma Matricial correspondente ao seguinte teorema:

Teorema 2 Seja [A] € M,,(R) uma matriz simétrica. Entdo,
1[A]ll2 = Apax = maz{|N;],j =1,...,n} (2.20)

onde \1, ..., \, sdo os autovalores da matriz [A].

Para alguns valores de h e ¢, foram montadas as Tabelas 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 para os autor-

valores da matriz e também do respectivo nimero de condigdo /Co([A]).

Tabela 2.2: Autovalores e nimero de condig¢é@o relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para
¢ =0,50

¢ =0,50
A1 Ao A3 Ka([A])

h=10"11] 1,54 x10° | -4,82x10~* | -3,85x10~2 | 4,00x10*
h=10"2| 1,50x10° | -5,33x10~® | -4,00x10~* | 3,75x10°
h=10"3| 1,50x10° | -5,33x107 12 | -4,00x107% | 3,75x10°
h=10"%] 1,50x10° | -5,33x10~10 | -4,00x10~8 | 3,75x107
h=10""] 1,50x10% | -5,33x10720 | -4,00x10~10 | 3,75x10?
h=10"%| 1,50x10° | -5,33x10~2* | -4,00x10~12 | 3,75x 10"

Observa-se nessas Tabelas que aparece um autovalor positivo e dois autovalores negativos.
O maior autovalor, A, serd o positivo que aumenta seu valor conforme o pardmetro c aumenta,
nao dependendo de h. Por outro lado, o menor autorvalor, \,;,, serd um dos dois autovalores
negativos, que diminui seu valor conforme ¢ aumenta e / diminui. Assim sendo, para \,,;, — 0,

pela defini¢do do nimero de condi¢do, Ky(A) — oo. Ou seja, o mal-condicionamento da
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Tabela 2.3: Autovalores e nimero de condi¢do relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

c=1
c =1
A1 A2 A3 Ka2(A)
h=10"11]3,02x10° | -6,49x10~° | -1,98x10"2 | 1,52x10?
h=10"213,00x10° | -6,66x1079 | -2,00x10~% | 1,50x10%
h=10"3 ] 3,00x10° | -6,67x10~13 | -2,00x10=% | 1,50x10°
h=10"%13,00x10° | -6,67x10~ | -2,00x10~% | 1,50x10°%
h=10""° ] 3,00x10° | -6,67x10~2% | -2,00x10~10 | 1,50x 1010
h=10"%13,00x10° | -6,67x10~2° | -2,00x10~12 | 1,50x 102

Tabela 2.4: Autovalores e nimero de condi¢do relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

c=10
c=10
)\1 )\2 /\3 ICQ(A)
h=10"1 | 3,00x10" | -6,66x10~8 | -2,00 x10~3 | 1,50x10%
h=10"2 1 3,00x10* | -6,67x10~12 | 2,00 x10~® | 1,50x106
h=10"3 | 3,00x10* | -6,67x10716 | 2,00 x10~7 | 1,50x108
h=10"%*13,00x10' | -6,67x10=20 | -2,00 x10~? | 1,50x100
h =105 | 3,00x10 | -6,67x1072* | -2,00 x10~! | 1,50x10!2
h =106 | 3,00x10 | -6,67x10~28 | -2,00 x10~13 | 1,50x 10

Tabela 2.5: Autovalores e nimero de condi¢do relacionados a matriz [A] para alguns

valores de h para

¢ =100
¢ =100
At A2 A3 Ka(A)
h=10"1 ] 3,00x10% | -6,67x10~ | 2,00 x10~* | 1,50x10°
h=10"2 1 3,00x10% | -6,67x10~ | 2,00 x10~6 | 1,50x108
h=10"3 | 3,00x102 | -6,67x10~19 | -2,00 x10~8 | 1,50x 100
h=10"%*13,00x102 | -6,67x10~2 | -2,00 x10~10 | 1,50x10!2
h=10"° | 3,00x102 | -6,67x10~27 | -2,00 x10~2 | 1,50x 10
h=10"° ] 3,00x10% | -6,67x1073! | -2,00 x10~** | 1,50x10%6

matriz [A] resultard em SELL para o cédlculo dos coeficientes de ponderacéo cada vez mais mal-
condicionados & medida que ¢/h — co. Esse mal-condicionamento € inerente as mais diversas

FBRs. Comportamentos andlogos podem ser observados com a FBR Gaussiana (Apéndice B).

A Tabela 2.6 mostra os resultados analiticos para os coeficientes de ponderacdo de pri-

meira derivada em 1-D quando ¢ — oo, (w!%,_ ), adicionando-se pontos a direita e a esquerda

c—00

do ponto de referéncia do suporte local.

De forma andloga, os coeficientes de ponderacdo para a segunda derivada, (w em

c—>o<>)

1-D, quando ¢ — o0, estdo na Tabela 2.7.
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Tabela 2.6: Coeficientes de ponderacdo obtidos para varios ng, € ¢ — oo para a primeira derivada

(w

etroc)
ng || xgo—3h | xg —2h | zg — h X0 o+ h | xg+2h | xg+ 30
3 —1/2h 0 1/2h
4 —1/3h | =1/2h | 1/h —1/6h
5 1/12h | —2/3h 0 2/3h | —1/12h
6 1/20n | —1/2h | —=1/3h | 1/h —1/4h | 1/30h
Tabela 2.7: Coeficientes de ponderacdo obtidos para vdrios ng e ¢ — oo para a segunda derivada
2
% 00)
Cc—00

(w

ns || xo—3h | xg—2h | x9g—h xo xo+h | zo+2h | 29+ 30
3 1/n? | —2/h% | 1/R?

4 1/n? | —2/h% | 1/R? 0

5 —1/12h% | 4/3n* | —5/2h% | 4/3h? | —1/12R%

6 —1/12h% | 4/3n% | —5/2h% | 4/3h? | —1/12R? 0

2.3.2 Suporte Local Bidimensional

O procedimento para o cdlculo dos coeficientes de ponderagdo € andlogo para dimensodes

maiores que d = 1. Para o suporte local bidimensional equidistante da Figura 2.11, o SELL que

serd resolvido simbolicamente para a primeira derivada com relacdo a x é:

-0 x,.y,Th
h
Yo Xo» Vo xo+h’yu
° o
1
h h
h
——e xo’yo'h

Figura 2.11: Suporte local em torno de um ponto de referéncia

c VT E VIRt E Vot ek | w1 [ gk
VIZTE ¢ VRt E YRR+ E ViEt e Zoo 0
VAR + 2 Vh2 + 2 c V2h? ¢ V2R A+ P g, | = |- \/h’?ﬁ
V2h2 4+ 2 VRh2+ 2 V2h2+ 2 c VAR? 4 ¢ Wt ot 0

V2h2 + 2 VR2+ 2 V2h2+ 2 4AR? + 2 ¢ | lwgy,nl L0
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A solucdo analitica do sistema (2.21) é muito grande para escrevé-la aqui. Tomando o

limite de ¢ — oo, tem-se:

13 lx
Bm wyg gy | 717
5 e 2h
A Wag,y 0
: lz - 1
clgcr)lo Wagshyo | = | 32 (2.22)
: 1z 0
0 W o
: lx 0
|l wggyn| LT

Esses coeficientes de ponderacdo correspondem aos de diferencas finitas centradas de
segunda ordem para a primeira derivada com relacdo a x. Resultados andlogos para os pesos
podem ser obtidos para a primeira derivada com relacdo a y. O cdlculo dos coeficientes de

ponderacgdo para as segundas derivadas também sdo andlogo aos anteriores.

2.4 Abordagens Numéricas para Tratar o Mal Condici-
onamento dos Sistemas Lineares Locais

Encontrar os coeficientes de ponderacdo através da solucao analitica do SELL (2.5) com
um software de linguagem simbdlica € uma abodagem interessante que permite obter os valores
exatos dos coeficientes para qualquer valor possivel de c e h. Entretanto, esse método além de
custoso computacionalmente também esta restrito a um ndmero muito pequeno de pontos do
suporte local. Nesse trabalho, ndo foi possivel obter os pesos para ns > 7 por limitagdes do

software de computacdo simbdlica.

Uma outra forma para se obter os coeficientes de ponderagdo € resolver (2.5) ou (2.7)
numericamente. Entretanto, o mal-condicionamento da matriz [A] é inerente as fung¢des de base
radial adotadas nos sistemas anteriores, o que impossibilita encontrar coeficientes de ponde-
racao satisfatérios para a aproximacao de uma determinada derivada para quaisquer valores do
parametro de forma. Fornberg et al. (2013) cita que existem formas para melhorar o condiciona-
mento da matriz [A], e por conseguinte, obter coeficientes de pondera¢do mais bem calculados.
Pode-se tentar regularizar a matriz [A], como € o caso dos métodos Contour-Padé (Fornberg
e Wright, 2004; Sarra e Kansa, 2009), RBF-QR em 2D (Fornberg et al., 2011), RBF-QR na
Esfera (Fornberg e Piret, 2008), ou aumentar a precisdo aritmética em ponto flutuante nos cal-
culos da solucdo dos SELLs (Cheng, 2012). Esse ultimo procedimento, que serd abordado no
Capitulo 3, € muito mais simples em termos de implementacdo em compiladores com preci-
sdo quadrupla, porém pode se tornar demasiadamente custoso computacionalmente caso seja
necessario empregar um software de precisao arbitraria. Torna-se desejavel, portanto, explorar

um algoritmo capaz de calcular satisfatoriamente os coeficientes de ponderacdo para suportes
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com dezenas de pontos mantida a precisdao dupla usual.

2.4.1 MQDL-FBR(GA) Estabilizado - Mudanca de Base

Com o inevitdvel mal-condicionamento dos sistemas de equagdes lineares locais resul-
tante para o cdlculo dos coeficientes de ponderacdo (pesos) pelo MQDL-FBR, varios pesquisa-
dores iniciaram pesquisas buscando encontrar sistemas mais bem condicionados e estendendo,

portanto, o intervalo do parametro de forma da FBR, resultando em pesos mais bem calculados.

Inicialmente, Fornberg e Zuev (2007), estudando o fendmeno de Runge para interpola-
¢do de fungdes com FBRs mostraram que a matriz de interpolagéo (mesma matriz [A]) gerada
pelas funcdes de base radial Gaussiana e Multiquadrica em 2-D (d = 2), possuem autovalores

agrupados e de magnitude como segue:

{O(N}A0() 1 {0(*)}, {0}, {0} {0 (€M)} {O(e") } . {O(eM)
{O(D}A0() 1 {0(%)}, {0(9)}, {O(e9)} {0 (M)} {O(eM) }- .

ou seja, existem 1 autovalor de ordem €°, 2 autovalores de ordem €2, 3 autovalores de ordem
€4, e assim por diante. Isso também ocorre para as FBRs Mgl e BE (p = 3,4, 5, ...) (Fornberg
etal. (2011)). Fornberg et al. (2013) mostraram que para essa sequéncia o nimero de condi¢do

da matriz [A] cresce muito rapidamente para infinito conforme e tende a zero, da seguinte forma:

(2.23)

K ([A])e constante = O (e—QL@J>

em que |-| denota a parte inteira. Pode-se notar dessa expressdo que conforme e diminui e n

aumenta, o nimero de condic@o de [A] cresce ainda mais rapidamente.

Fornberg e Piret (2008) desenvolveram um método estabilizado utilizando a FBR GA
e expansdes em harmonicos esféricos para obter novas bases, mais bem condicionadas, para a
obtencdo de coeficientes de ponderacao em pontos distribuidos sobre a superficie de uma esfera.
Baseados nesse trabalho, Fornberg et al. (2011) desenvolveram um método 2-D que utiliza as
expansdes em harmonicos esféricos das fungdes de base radial Gaussiana e, em seguida, as
substituem por polindmios de Chebyshev visando obter bases mais bem condicionadas. De
acordo com os autores, tomando a FBR GA centrada em um ponto (x;,y;), € expandindo em
série de Taylor o fator que contém =z, vy, z;,y; (ver equacdes (2.27) e (2.28)), resulta que o

agrupamento das func¢des polinomiais é dado da seguinte forma:

e LY {x,y), {22 2y, o2}, {2, 2Py, ot vP), (2.24)

o qual mostra que para cada poténcia de e existe um determinado ndmero de fun¢gdes polinomi-
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ais associadas como

Poténcia de ¢ 0 2 4 6 8

(2.25)
Numero de fungdes 1 2 3 4 5

que concorda perfeitamente com a ordem e quantidade de autovalores associados a matriz [A]

da FBR GA. Essa conformidade ndo ocorre para as outras FBRs (exceto para algumas BE).

Baseado nos trabalhos anteriores, Fornberg et al. (2013) propuseram entdo um algoritmo
que visa tornar o MQDL-FBR mais estabilizado para valores de e arbitrariamente pequenos.
Em linhas gerais, consiste em se construir combinag¢des lineares adequadas das FBR GA para
criar novas bases funcionais. Essas novas bases, que pertencem ao mesmo espaco das FBR GA,
sdo contudo mais "linearmente independentes"em termos numéricos (ou "mais ortogonais"entre
si) e propiciam assim coeficientes de ponderacao mais bem calculados para aproximacodes de
operadores. Neste trabalho, esse algoritmo serd chamado de MQDL-FBR(GA) Estabilizado.

O algoritmo em 2-D elaborado por Fornberg et al. (2013) foi estruturado como segue:

dado uma FBR GA, ¢(r) = e~()? centrada em um ponto X; = (z;,¥:), 1 = 1,2,...,ng, as
bases diretas, aqui chamadas de gogl), Sao:
_ o @ityd) o~ (@ +y?) 26 (zmityyi) (2.26)

. _e2(n2 2 . . .
Sem perda de generalidade, o termo e~ (®i %) ¢ um multiplicador escalar e pode ser
ignorado. Assim, pode-se formar um segundo conjunto de bases, no mesmo espago das bases

anteriores (diretas), da seguinte maneira:

%(2) (x) = e~ (@2 +y?) 26% (wzityy:) (2.27)

Fazendo a expansdo em série de Taylor do segundo fator exponencial, tem-se:

1 1
P (x) =e~ @) {1 + 5[262(1'1'1 +yy)|" + 5[262(95:62- +yy)® + (2.28)
1 2 k—1
et = 1)![26 (xz; + yy;)] +Gk(z)}

sendo z = 2¢?(xx; + yy;) = 262X - X; € o resto, G (2), dado por:

Grlz)=e" =) = (2.29)
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Seguindo-se os passos do Apéndice C, a fungdo G (z) torna-se

62

Gk(z):mfy(k,z): (kil)!/o thte~tdt (2.30)

sendo y(k, z) a fungdo especial Gamma Incompleta.

Os termos sucessivos da expansao em série de Taylor, equagdo (2.28), diminuem rapida-
mente de tamanho conforme ¢ decresce. A dificuldade aparente € que os termos que dominam

na expansao apresentam grande dependéncia linear entre os ¢-valores. Para lidar com essa situ-
(3)

acdo, Fornberg et al. (2013) propuseram montar um terceiro conjunto de bases, ¢,”’, formado

por combinagdes lineares adequadas das 9052) permanecendo ainda no mesmo espaco das FBR
GA. A idéia dos autores foi fazer com que coeficientes de (2.28) fossem cancelados analitica-
mente em vez de cancelados numericamente. Para isso, vetores do espago nulo ([P]7 = 0) de
uma determinada matriz polinomial, [P], devem ser encontrados, e assim, pode-se, da seguinte

maneira, obter o terceiro conjuto de bases:

1

A7) = G Bl Goe0) @31

sendo [By] = 1.

G1(2€2X : X2) (232)

G1(26°x - x1)
3 1 1
@;)(X)] _ 6—52(x2+y2)1 [ ) ]

2x3 | G1(26°x - X3)

3x1

T
sendo [B;] = [N ([1 1 1])} , em que N ([P]) representa um conjunto de bases para o
espago nulo de uma matriz polinomial [P)].

G2 (26*x - x1)
(3) G2(2€2X . Xz)
#u () 1 G (26?x - x3)
2(.2 2 *

eI (x)| = eI e (2.33)
(3)(X) € Go(2€°x - Xy4)
i . L e [ Gy(2e%x - x5)

B2 _G2(2€2X . XG)_ 6x1

T
11 1 1 1 1

sendo [BQ]: N 1 X9 I3 T4 Ty Tg
Y Y2 Ys Ys4 Ys Ys

Note que a matriz polinomial, [P], utilizada para encontrar os vetores do espago nulo para
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o proximo conjunto de bases <p$3) . cp%) ¢ da seguinte forma:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T X2 x3 Xyg X5 Lo X xs X9 Z10
n Y2 Ys Ya Ys Ye Y Ys Yg Y10

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 ) T3 Ty Ty g L7 Ty Ly T1p

T1Y1r T2Y2 T3Y3 TalYs Ts5Ys TeYe TrYr TgYs ToY9 T10Y10

B T S S V- /- S TR /S TR VTR AN

que resultard em uma matriz [ B3] de dimensgo 4 x 10.

A utilizacdo dos vetores do espaco nulo faz com que os termos da expansdo em série de
Taylor, (2.28), sejam cancelados analiticamente.
(3)

O processo para obtencdo das novas bases, ¢,

", segue esse algoritmo para os 1, pontos

do suporte local. O algoritmo computacional fornecido por Lehto (2014) para o célculo dos
coeficientes de ponderagio obtidos com essa nova base, escrito em linguagem Matlab®, utiliza
a fatorac@o QR para encontrar os vetores do espaco nulo da matriz polinomial. Neste trabalho,
todo algoritmo computacional para o cdlculo dos pesos foi baseado no de Lehto (2014), mas
foi feito em linguagem Fortran com certas adaptagdes. Optou-se, por exemplo, em encontrar 0s
vetores do espago nulo pela Decomposicdo em Valores Singulares (em inglés Singular Values

Decomposition - SVD). O fluxograma da implementacdo pode ser visto no Apéndice D.

Fornberg et al. (2013) ressalvam que uma modificacdo no programa foi necessaria para
quando o suporte local vier de uma nuvem estruturada de pontos. Neste caso, alguns termos
polinomiais ndo ocorrem na expansao e neste caso ndo devem ser cancelados. Ocorre que, de-
pendendo da numerac@o local dos pontos do suporte, a matriz polinomial, [P], pode ter rank
deficiente, ou seja, possuir um numero de vetores linearmente independente menor que o nu-
mero de pontos do suporte local. Na modificacdo do programa, uma reordenagao dos pontos do
suporte € feita de modo a garantir que a matriz [P] tenha rank completo, isto é, o nimero de

vetores linearmente independentes seja n.

Com as novas bases devidamente calculadas, os coeficientes de ponderacdo serdo obti-
dos resolvendo o sistema andlogo a (2.5) e, portanto, deve-se calcular derivadas parciais ne-
cessdrias das novas bases (lado direito do sistema). As avaliagdes das derivadas parciais de
e~ <@+ G, (2) (2-D) sdo fornecidas por Fornberg et al. (2013).

Com a construcio do algoritmo dessa forma, a funcdo de base 9053) se aproximara da
constante 1; goé3) e 4,0:()’3) de combinacgdes lineares de z e y; gaf), cpég) e gpé3) de combinagdes
lineares de 22, zy e y?, e assim por diante, quando € — 0. As novas func¢des de base pertencem
ainda ao mesmo espaco das FBR GA originais e esse fato acarreta variagdes entre as funcdes

de base gp,(f’) e as fungdes polinomiais exatas, para € # 0.

Para averiguar a eficiéncia do MQDL-FBR(GA) Estabilizado, alguns suportes locais fo-
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ram testados. Inicialmente, os coeficientes de ponderacdo de primeiras e segunda derivadas
para suportes unidimensionais (h = 1) calculados pelo MQDL-FBR(GA) Estabilizado foram

comparados com os pesos analiticos w'% __ e w?%,__ da Se¢do 2.3 (Tabelas 2.6 € 2.7) através do

erro relativo, como segue:

N

Ns

=1
lell = (2.34)
Ns 2
g (wc—mo)i
=1
10% T T 10% T T T T T -
e R /
Pontos do Suporte Pontos do Suporte 7
° °
2 2
k] s
o) o)
~ 24
g g
53} 53]
10 5 ‘4 ‘1 ‘2 ‘1 ‘(l 1 10" 5 ‘4 ‘3 ‘2 ‘1 ‘0 1
107 10 10~ 10° 107 10 10 107 107 10~ 107 107 10 10

Parametro de Forma e Parametro de Forma ¢

Figura 2.12: Erros relativos nos coeficientes de Figura 2.13: Erros relativos nos coeficientes de
ponderacdo de primeiras derivadas unidimensionais ponderacdo de segundas derivadas unidimensionais
para varios ng variando-se € para varios ng variando-se €

Nas Figuras 2.12 e 2.13, conforme e diminui, os erros relativos também diminuem e,
portanto, os coeficientes de pondera¢ao numéricos estao se aproximando dos respectivos valores
analiticos das Tabelas 2.6 e 2.7. Também nota-se uma variagdo nos erros relativos para os

suportes de ny, = 4 e ny, = 6, que sdo suportes descentrados.

Alguns testes também foram feitos para suportes locais bidimensionais. Os suportes lo-
cais das Figuras 2.14a) e 2.14b) vieram de uma nuvem ndo-estruturada enquanto o da Figura
2.14c) veio de uma nuvem estruturada uniforme. Como os coeficientes de ponderacao exatos
nao sdo conhecidos nesses casos, as comparagdes entre os pesos calculados em Fortran foram
feitas com o programa em Matlab® fornecido por Lehto (2014). Assim sendo, a diferenca
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relativa utilizada foi definida como
Ns
2
E (wFortT’an - wMatlab)i
i=1
16]] = — (2.35)
2
E (wMatlab)i
i=1
1 ng=15 . ng=36 . ng=21
0.8 . 08 08 *
06 06/ 06
04f / ¢ . 04/ 0.4f § ° .
i y / e / \
0.2} . 02} 0.2f
=0 * ) ° =0 =0 ) °

02},
04"
06
-08

-1

02}
—04l%
-06

-0.8
-1

-0}
~04f
06

-0.8]
-1

1-08-06-04-02 0 02 04 0608 1 1-08-06-04-02 0 02 04 0608 1 1-08-06-04-02 0 02 04 0608 1
X X X

b) c)

Figura 2.14: a) Suporte local oriundo de uma NPNE (ng = 15), b) Suporte local oriundo de uma NPNE
(ng = 36) e ¢) Suporte local oriundo de uma NPE uniforme (ng = 21)

Os resultados da diferenca relativa em funcdo do parametro de forma e das primeiras
derivadas com relagdo a = e y e do Laplaciano para os suportes das Figuras 2.14a), 2.14b) e
2.14c) sdo mostrados, respectivamente, nas Figuras 2.15, 2.16 e 2.17. Para os suportes nado-
estruturados existe um intervalo em que a diferenca relativa aumenta significativamente e em
seguida diminui quase exponencialmente conforme e decresce. Para o suporte estruturado esse
intervalo ocorre para valores um pouco menores em comparacao com 0s suportes anteriores.
Essa diferenca entre as duas implementacdes, em Matlab® e em Fortran, pode ser justificada
pela implementacio da Fun¢do Gamma Incompleta. Fornberg et al. (2013) comentam que os
termos restantes da fun¢do G(2), a partir da fungdo gammainc do Matlab®, sdo obtidos sem
perda de digitos significativos mesmo com € bastante pequeno. Ja a fungdo correspondente
implementada no Fortran baseou-se em uma férmula recurssiva (de recorréncia), (C.11), e seus
valores especiais (C.12) e (C.13) (ver Apéndice C). Assim, pode ocorrer uma perda de precisao
devido ao acimulo de erro de arredondamento causado pela recurssividade. Essa perda de
precisdo, contudo, tende a desaparecer a medida que ¢ — 0, sugerindo que nesse limite os

resutados das implementacdes em Matlab® e Fortran siio virtuamente equivalentes.

Quando os coeficientes de ponderacdo forem calculados através do procedimento de cal-
culo de novas bases proposto por Fornberg et al. (2013), o método serd denotado por MQDL-
FBR(GA) Estabilizado.
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Figura 2.15: Comparagdo entre os pesos de primei-
ras e segundas derivadas calculados no Matlab® e
no Fortran para o suporte da Figura 2.14a)
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Figura 2.16: Comparagdo entre os pesos de primei-
ras e segundas derivadas calculados no Matlab® e

no Fortran para o suporte da Figura 2.14b)

—+0/0x
- 9/dy
Laplaciano

Diferenca Relativa - 1101l

10+

107 107 107"
Pardmetro de Forma e
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Figura 2.17: Comparacdo entre os pesos de primei-
ras e segundas derivadas calculados no Matlab® e
no Fortran para o suporte da Figura 2.14c)

2.4.2 MQDL-FBR(PHS) com Polindmios Suplementares

De acordo com Flyer et al. (2016a,b) para se obter os coeficiente de ponderagdo forga-se

que a combinacao linear dos valores da fun¢do, equacdo (2.3), seja exata para o interpolante
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s(x), definido da seguinte forma:

(%)

s(x) =D Ae(llx —xill) + D wpol,(x) (2.36)
k=1 k=1
com as seguintes restri¢oes
Ns d
> Awpoly(x) =0, j=1,.... (‘” ) (2.37)
k=1 q

no qual pol(x) sdo todos os polindmios multivariados até o grau ¢. Essas restricdes sdo adi-
cionadas para garantir solu¢do dnica de um sistema de equacgdes lineares e tornar a matriz do

sistema quadrada.

Dessa forma, o cdlculo dos coeficientes de ponderagdo resulta em um sistema de equagdes

lineares com um conjunto de polindmios suplementares. Portanto, tomando uma FBR (PHS)

2p—1

parcialmente suave, como por exemplo ¢(r) = r*P~!, a primeira derivada com relagéo a z, a

exemplo do sistema (2.7), e com 1, x, € y como polindmios suplemementares, €:

2 1%, — x| B i =%, 7" | 1 @ o wh
|
2p—1 2p—1 2p—1

2% — X, |17 %, — X013 X, = Xa 77" ] 1 @ ow| | wl,
21, =0 1 1 |0 0 Of |w?
Ll =1 ) Ty, |0 0 0 |w2.
i %y x, =0 i i Y1 e Yn | 0 0 0 i _wl'l,fls+3_

(2.38)

Os coeficientes de ponderacdo w}fls Y1 wilffls Lo €w? s, apbs asolugdo do sistema, sdo ignora-
dos. A quantidade de polindmios suplementares podem ser escolhidos de acordo com o maior
grau do polindmio. Assim, a Tabela 2.8 mostra a sequéncia de polindmios que podem ser usa-
dos na extensdo o sistema linear para o cdlculo dos coeficientes de ponderagdo. De acordo com
essa sequéncia, no sistema estendido (2.38), ¢ = 1 e, portanto, o nimero total de polindmios
foi 3, ou seja, 1, x e y.

Assim, caso o grau do polindmio escolhido seja ¢ = 2, por exemplo, as bases polinomiais

usadas na extensdo do sistema linear (2.38) deverdo ser 6: 1, z, y, 22, 2y e y°.

No Apéndice A apresentam-se mais detalhes sobre 0o MQDL-FBR no contexto de interpo-
lacdo de dados dispersos e no cdlculo de operadores utilizando uma interpretacdo de interpolante

juntamente com polindmios suplementares.
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Tabela 2.8: Polindmios suplementares em 2-d

Bases polinomiais ~ Grau do Polindmio (¢g) Numero Total de Polindmios

1 0 1
Ty 1 3
2% xy y? 2 6
23 2%y xy? o> 3 10
' |
q,9-1 q—1,q M
2l ly L ayiTly q 2

As vantagens desse tipo de abordagem, de acordo com Flyer et al. (2016a), sdo que: 1)
escolhendo a PHS ndo hd necessidade de se preocupar com a escolha de um parametro de forma,
que € um numero real (ver Tabela 2.1); ii) o uso de polindmios suplementares de um certo grau
minimo garante solucdo Unica quando se escolhe FBR condicionamente positiva definida; iii)
incluir polindmios de baixa ordem pode melhorar a precisdao das aproximagdes nas fronteiras do
dominio (Fornberg et al., 2002); iv) a ordem de precisdo da aproximagao do método estd ligada
ao maior grau do polindmio suplementar, que € um nimero inteiro. Desse modo, € possivel
controlar de certa forma a ordem de precisdo desejada com a escolha do grau do polindmio,
cujo méaximo permissivel depende do nimero de pontos do suporte local (n,). Esse aspecto

serd discutido no préximo capitulo.

Quando os pesos de (2.3) forem calculados com as PHS usando polindmios suplementares
através de (2.38), por exemplo, o método serd denotado por MQDL-FBR(PHS).



Capitulo 3

Testes com a Equacao de Poisson

Este capitulo visa avaliar numericamente informag¢des importantes sobre o MQDL-FBR
para aproximacgdo de operadores diferenciais na solu¢do de EDPs. Para isso, o método foi
aplicado na solu¢@o da equagao de Poisson em um dominio bidimensional, quadrado e unitario
O<z<le0<y<l).

Os primeiros testes apresentados referem-se a nuvens estruturadas com suporte fixo e
centrado, usando a estratégia de pontos fantasmas, para destacar a viabilidade da extensao do
intervalo do parametro de forma no MQDL-FBR(GA) Estabilizado frente ao MQDL-FBR(Mq)
e MQDL-FBR(GA) (secao 3.2).

Na se¢do 3.3, sdo apresentados testes com o0 MQDL-FBR(M(q), mostrando a influéncia
benéfica do aumento de precisdao em ponto flutuante no cdlculo dos coeficientes de ponderacao
(de precisao dupla para quadrupla). Tanto nuvens estruturadas como nao-estruturadas sao tes-
tadas, sem pontos fantasmas, com o critério de pontos mais préximos ao ponto de referéncia na
formacdo dos suportes locais. Nas nuvens ndo-estruturadas, somente os pontos de fronteira sao

dispostos de modo regular.

Em seguida (secdo 3.4), sdo apresentadas comparacoes entre 0 MQDL-FBR(GA) Estabi-
lizado e o MQDL-FBR(PHS) em diversas solucdes exatas da equagdo de Poisson, destacando-se
a influéncia de fatores importantes na utilizagdo dessas duas abordagens: parametro de forma
e (caso GA), quantidade de pontos do suporte local n,, quantidade de pontos da discretizagao
do dominio N (refinamento de nuvem, /,,.4;,) € maior grau permissivel do polindmio suple-
mentar (caso PHS). Estimativas de ordem de precisdo, a posteriori, para quantidades diversas
de pontos dos suportes locais, ng, foram encontradas para ambas as metodologias. Por dltimo,
erros absolutos nas primeiras e segundas derivadas de uma fungdo de teste foram avaliadas
em todos os pontos da discretizacdo do dominio usando o MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o
MQDL-FBR(PHS).

41
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3.1 Discretizacao da Equacao de Poisson com o MQDL-
FBR

A equacao de Poisson é dada por:

Pu 0%u
Z 4= 3.1
52 T o f(z,y) (3.1)
As condi¢des de contorno s@o dadas pela condi¢dao de Dirichlet, ou seja, os pontos das

fronteiras sdo tratados como pontos onde a solu¢do € conhecida (U fronteira = Uanalitica)-

De posse de qualquer solug@o analitica u(x, y) é possivel obter a fungdo f(x,y) de acordo
com a equacgdo (3.1). Para os testes numéricos quatro solucdes analiticas foram adotadas. A
fungdes uq, uy, us € uy sdo definidas nas equagdes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) e seus graficos,
respectivamente, nas Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. A funcio u; foi proposta por Ding et al. (2005)
e uy por Franke (1982), enquanto us e u3 foram propostas pelo autor.

ui(z,y) = 2* + ¢ (3.2)
—4x
Uy (w,y) = m 3.3)
sin(8y/z2 + (y + 0.5)2
ug(a,y) = BT L W+ 05)) (3.4)

Va4 (y +0.5)?

-9 2 9 2
ua(z, ) = 0.75 exp(— T =2 I(9y )

(92 — 7)2 4 (9y — 3)?
4

9z +1)2 9y+1
49 10 H

) —0.2exp(—(9z — 4)* — (9y — 7)) (3.5)

)+ 0.75 exp(—

+0.5 exp(—

A discretizacdo da equagdo de Poisson, equacdo (3.1), para um né interior ¢, toma a

seguinte forma:

82u(xi,yi) 4 0*u (xza yz)
02 0y?

= f(s, ;) (3.6)

Pelo MQDL-FBR, sabe-se que:

PPu(zi, yi)
o2 Zwmu (x5, y5) 3.7

a U .TZ, i
y Zw”u xj,Y;) (3.8)
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Figura 3.3: Grafico da fungo us Figura 3.4: Gréfico da funcdo uy

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) e denotando f(z;,y;) por f; e também u(z;,y;) por

uj, encontra-se a seguinte equagado discretizada pelo MQDL-FBR:

Ns

> Wi+ wiu; = f;

j=1

(3.9)

2 . ~ . A s .
sendo wff e w;" os coeficientes de ponderagdo para o né de referéncia ¢ associados com as

»J

segundas derivadas com relacdo a x e a y, respectivamente. O indice ¢ representa uma indexacao

global enquanto j representa uma indexagdo local dos nds de suporte incluindo também o né

de referéncia. Sem perda de generalidade, o indice global 7 é sempre associado ao indice local

j=1.
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De posse da solucdo numérica da equacao de Poisson utilizando o MQDL-FBR para os
no6s internos (N;,,;), € sabendo a priori a solugdo analitica, o erro relativo referente a precisao

do método foi definido como

Nint

Z(unum - ueacata)z2

(3.10)

3.2 Testes em Nuvens Estruturadas - Suporte Fixo e
Centrado

Inicialmente, os testes com a equagdo de Poisson foram feitos em uma nuvem estruturada
("malha uniforme") de 21x21 pontos. Para comparacdo entre 0 MQDL-FBR(Mq), MQDL-
FBR(GA) e MQDL-FBR(GA) Estabilizado, adotaram-se trés suportes locais fixos e centrados
(esténceis), Figura 3.5, e variou-se o parametro de forma no intervalo entre 10 e 10~°. Em
seguida, verificou-se a precisdo do MQDL-FBR(GA) Estabilizado para cada suporte local atra-
vés de nuvens estruturadas de 21x21, 61x61, 93x93, 118x 118 e 201 x201 pontos, para um

parametro de forma fixo. A solucdo analitica utilizada nesses testes foi a u;.

Esténcil 2 Esténcil 3
Esténcil 1
ng=9
n.=9 ng=25

Figura 3.5: Suportes locais fixos utilizados nos testes numéricos

Fixando-se a configuracdo (estrutura e a quantidade de pontos) de um suporte local, os
coeficientes de ponderagdo para todos os pontos de referéncias do dominio discretizado serdo
0os mesmos, sendo assim necessdrio calcular os pesos de um unico suporte local para cada pa-
rametro de forma e. Além disso, dependendo da configuracdo do suporte, faz-se necessario a
utilizacdo de pontos fora do dominio de simula¢do, também chamados de pontos fantasmas.
Isso se aplica para os esténceis 2 e 3 da Figura 3.5, por exemplo. Os valores da solu¢do nu-
mérica para os pontos fantasmas foram tomados como iguais aos da solugdo analitica, ou seja,

Ufantasma = Uanalitica (a8SIM como os da fronteira).
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A solucao numérica do Sistema de Equagdes Lineares Global (SELG), dado por (3.9), foi

obtida pelo Método Iterativo de Relaxacdes Sucessivas, da seguinte forma:
W= (1= foul + frnd (3.11)

sendo f, o parametro de relaxacdo. Quando 0 < f, < 1 o método denomina-se Sub Relaxacdes
Sucessivas (SuR) e para 1 < f, < 2 denomina-se Sobre Relaxag¢des Sucessivas (SoR). Na

expressao (3.11), ux foi obtida pelo processo iterativo de Gauss-Seidel, dado por:

2 2 i
il fi— 28:2(%,312 + wz%)u?
L —

(3.12)

ux
2 2y
Wiy +w; g

A solugdo numérica da Equagdo de Poisson foi encontrada através do método SoR e, de
acordo com sugestdes da literatura (Ferziger (1981)), o pardmetro de relaxacio, f,., para uma
malha uniforme pode ser calculado por:

8 —4v/4 — §?

=5 — (3.13)

sendo & = cos (N%) + cos <NLJ> N, e N, s@o a quantidade de pontos (nds) na dire¢do z e y,

respectivamente. No presente trabalho NV, = N,,.
A média aritmética dos parametros de relaxacao, calculado pela equagdo (3.13) para cada
nuvem utilizada, foi adotado em todos os testes desta se¢do, ou seja, f,, =1,8989. A tolerancia

para a convergéncia do Método de Relaxagdes ficou em torno de 10713,

As Figuras 3.6, 3.7 e 3.8, em escala log-log, mostram os resultados numéricos obtidos na
aproximacdo da fun¢do analitica u; através do MQDL-FBR(Mq), MQDL-FBR(GA) e MQDL-
FBR(GA) Estabilizado, respectivamente, para os trés esténceis, NPE de 21x21 pontos, em
funcdo do parametro de forma e.

Observa-se claramente nesses testes simples (Figuras 3.6 e 3.7) que as solu¢des numéricas
com o0 MQDL-FBR(Mq) e o MQDL-FBR(GA) divergem para os trés esténceis locais quando o
fator de forma assume valores abaixo de um certo limite (¢ < 0, 5, nos casos). Esse fato ji era
esperado, conforme ja mencionado na secdo 2.3 do Capitulo 2, devido ao mal-condicionamento
da matriz do sistema de equagdes lineares local para o cdlculo dos coeficientes de ponderagao.
Entretanto, essas divergéncias em geral ndo ocorrem com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado
(Figura 3.8), sendo possivel encontrar solu¢des numéricas para toda a faixa do parametro de
forma estudada e, para ¢ pequeno, erros relativos abaixo de 10~ (préximo da precisio da

maquina).

Na Figura 3.9 observa-se que os erros relativos em func¢io do refinamento da nuvem de

pontos estruturada (refinamento de "malha", h), em escala log-log, para os esténceis 1, 2 e 3
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teste

sdo retas e, isso implica que a estimativa de erro € O(h') (LeVeque, 2007), sendo [ a ordem de
precisdo do MQDL-FBR(GA) Estabilizado. Na Tabela 3.1 sdo aferidas as ordens de precisdao
do método fixando-se o parametro de forma em 0,5. Para o esténcil 1 a ordem de precisdo foi
de aproximadamente 2, enquanto que para os esténceis 2 e 3 a ordem foi proxima a 4. Nota-se
que hd uma tendéncia de ganho de precisao, esténceis 2 e 3 em relacio ao 1, quando se aumenta
a extensdo do esténcil. Por outro lado, mesmo aumentando o nimero de pontos do suporte

local, caso do esténcil 3 frente ao esténcil 2, a ordem de precisdo ndo aumenta. Isso ocorre
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porque os coeficientes de ponderagdo obtidos para o esténcil 3, nas dire¢des z e y, ficam muito
proximos dos coeficientes correspondentes obtidos para o esténcil 2, enquanto os coeficientes
dos outros pontos do suporte tendem a zero, para ¢ — (. Isso demonstra a falta de compacidade
do MQDL-FBR, que ndo é capaz de gerar pesos semelhantes aos de DF compactas, na sua
abordagem tradicional. Realmente, essa € uma tendéncia indesejavel do MQDL-FBR, mas que

pode ser superada pelo emprego de uma abordagem hermitiana (Wright e Fornberg, 2006).

—t+—esténcil 1
—©—esténcil 2
esténcil 3

Erro Relativo

h

Figura 3.9: Variacdo do erro relativo com o refinamento de nuvem estruturada, h, para os esténceis 1, 2
e3

Tabela 3.1: Ordem de precisdo obtidas para os esténceis 1,2 e 3

esténceis 1 2 3
l 1,9662 | 3,8769 | 3,8057

Com esses testes iniciais fica claro a importancia de se poder estender o intervalo de uti-
liza¢do do parametro de forma da FBR ou mesmo utilizar abordagens que ndo dependam desse
parametro, como € o caso do MQDL-FBR(PHS). Uma alternativa simples e de facil imple-
mentacao € aumentar a precisao na aritmética de ponto flutuante no célculo dos coeficientes de

ponderacdo no MQDL-FBR. Isso serd discutido na préxima secdo.



3.3. Testes em Nuvens Estruturadas e Ndao-Estruturadas - Cdlculo dos Pesos em Precisdo
Dupla e Quddrupla 48

3.3 Testes em Nuvens Estruturadas e Nao-Estruturadas
- Calculo dos Pesos em Precisao Dupla e Quadru-

pla

Nesta se¢ao, discute-se como o aumento de precis@o numérica (quantidade digitos signi-
ficativos na aritmética de ponto flutuante), implementado somente na subrotina de célculo dos
coeficientes de ponderacdo, influencia na obtencdo da solu¢do numérica da Equacdo de Poisson
pelo MQDL-FBR(Mq). Normalmente utiliza-se precisdo dupla (em inglé€s double precision)
com 15 digitos significativos. O Intel Visual Fortran 11 permite a implemetacdo de varidveis
em precisdo quadupla (em inglés quadruple precision) com 33 digitos signicativos. Nessa se-
¢do, concretiza-se também o conceito de Nuvem de Pontos Estruturada e Nao-Estruturada, a

serem utilizadas como discretiza¢des dos dominios em todos os demais testes deste trabalho.

Para a solucdo numérica da equagdo de Poisson, dois tipos de nuvens de pontos da discre-
tiza¢do do dominio foram adotadas. Discretizacdes com pontos correspondentes a um reticulado
regular serdo chamados de Nuvens de Pontos Estruturadas (NPE), ou somente Nuvens Estru-
turadas (NE). De outro modo, elas serdo chamadas de Nuvens de Pontos Nio-Estruturadas
(NPNE), ou somente Nuvens Nao-Estruturadas (NNE). As Figuras 3.10 e 3.11 exemplificam
as NPE e NPNE. Trés NPEs foram utilizadas: 61x61 (3721 pontos), 93x93 (8649 pontos) e
118x118 (13924 pontos). Para comparagdo entre as nuvens, as NPNEs geradas foram de 3738
pontos, 8636 pontos € 13931 pontos.
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Figura 3.10: Nuvem de pontos estruturada (NPE): Figura 3.11: Nuvem de pontos nio-estruturada
61x61 =13721 pontos (NPNE): 3738 pontos

As NPNEs foram obtidas a partir de uma malha nao-estruturada triangular, oriunda do

pdetool do Matlab®, em que somente as coordenadas dos pontos da discretizacdo foram usadas,
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como pode ser visto na Figura 3.12. Uma das contribui¢des desse trabalho € verificar se esse
tipo de discretizacao € suficiente para resolver a equagdo de Poisson (condi¢io de contorno de
Dirichlet) e também problemas que envolvam célculos de operadores nos pontos de fronteira,
visto que na literatura € usual a NPNE possuir uma malha estruturada préximo a fronteira, como

foi exemplificado na revisao bibliogréfica (por exemplo, Figura 1.1).
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Figura 3.12: Formacdo da NPNE a partir de uma malha nédo-estruturada triangular

O critério dos pontos mais proximos ao ponto de referéncia foi usado para formacao dos
suportes locais em todos os casos. Para os testes numéricos dessa se¢do, o nimero de pontos
do suporte local foi fixado em 9 (ngy = 9). Variou-se o parametro de forma c no intervalo de
0,04< ¢ <7,50 com incremento de 0,02 para as diversas nuvens de pontos. Esse procedimento
foi feito para as duas funcdes de teste, u; € uz. A solucdo do SELG, resultante de (3.9), foi
feita pelo SoR em NPE (pardmetro de relaxacdo fr = 1,8958) e SuR em NPNE (parametro
de relaxacdo fr = 0,75). A tolerancia do Método de Relaxagdes foi fixada em 10~® em todos
os testes dessa secdo. A utilizacdo desse método foi motivada por ser de facil implementacdo
computacional e também por resultados satisfatrios obtido por autores como Shu et al. (2003)

e Ding et al. (2005) usando-o em suas simula¢des numéricas.

As Figuras 3.13 e 3.14 ilustram os resultados numéricos que convergiram obtidos com a
subrotina do célculo dos coeficientes de ponderacao em dupla precisdo. Destaca-se o compor-
tamento parecido do erro relativo diante das duas solugdes analiticas. Entretanto, é importante
salientar que para as NPEs aparecem instabilidades numéricas da solugdo a partir de um deter-
minado parametro de forma c. Estas instabilidades ocorrem devido ao mal-condicionamento
das matrizes [A]; utilizadas nos célculos dos coeficientes de ponderagdo. Este comportamento
nao foi observado para as NPNEs. Porém, vale ressaltar que, a partir de um determinado valor
do pardmetro de forma, também ha divergéncia das solugdes usando NPNE, o que explica a

interrup¢do das linhas pontilhadas nas Figuras 3.13 e 3.14. Esse fato ocorre devido ao mal-
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condicionamento dos SELLs.
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Figura 3.13: Erro relativo obtido variando o pard- Figura 3.14: Erro relativo obtido variando o para-
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Refazendo os testes numéricos anteriores, mas utilizando uma subrotina para o calculo
dos pesos em quadrupla precisdo (Intel Visual Fortran 11), nota-se que hd uma melhora signifi-
cativa dos resultados conforme cresce o parametro de forma c. Observa-se, nas Figuras 3.15 e
3.16, que ndo ha instabilidades numéricas nas NPEs, pois agora os coeficientes de ponderacdo
sdo calculados com melhor precisdo. Assim sendo, aumentar a precisdo na aritmética de ponto
flutuante para o cdlculo dos coeficientes de ponderacao possibilita uma extensao dos valores do
parametro de forma que podem ser utilizados sem o aparecimento de instabilidades numéricas

nos resultados.

H4 melhora nos resultados com o aumento da precisdo na aritmética de ponto flutuante,
entretanto essa melhora é mais significativa na diminui¢do das instabilidades em NPEs do que
no aumento da extensdo do intervalo do parametro de forma. A partir de um certo valor de
¢, as solugdes numéricas com o cdlculo dos pesos em precisdo quadrupla acabam divergindo
também. E assim serd: quanto maior o valor de ¢, maior deverd ser a precisao requerida para
garantir solugdes convergentes. Para isso, € possivel utilizar softwares de precisdo arbitréria,
mas eles se tornam computacionalmente muito caros. Vale salientar que o aumento de precisdao
aritmética de dupla para quadrupla ja acarreta um aumento no tempo de processamento para o
célculo dos coeficientes de ponderacdo em torno de 20 vezes. Sendo assim, € importante avaliar
variantes do MQDL-FBR que possam produzir solu¢des convergentes para qualquer tipo de

nuvem em precisdo dupla.

Ja foi visto na se¢do 3.2 que o MQDL-FBR(GA) Estabilizado é bem sucedido para e — 0

no caso de NEs com pontos fantasmas. Outro esquema que a literatura referencia como promis-
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sor ¢ 0 MQDL-FBR(PHS). Um estudo comparativo entre esses dois esquemas € apresentado a

seguir.

3.4 Testes com MQDL-FBR(GA) Estabilizado e MQDL-
FBR(PHS) em Nuvens Estruturadas e Nao-Estruturadas

O intuito dessa se¢do é comparar os resultados encontrados na solucdo da equacdo de
Poisson pelo MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o MQDL-FBR(PHS) no contexto de Nuvens Es-
truturadas e Nao-Estruturadas, variando-se a quantidade de pontos das discretiza¢des, a quanti-
dade de pontos do suporte local, o pardmetro de forma (caso GA), o maior grau permissivel dos
polindmios suplementares (caso PHS), dentre outros parametros que possam influénciar nos

resultados numeéricos.

Inicialmente, a solu¢do numérica da equacao de Poisson foi obtida pelo MQDL-FBR(GA)
Estabilizado nas mesmas nuvens da sec¢do anterior para as solugdes analiticas 1, e uz. O para-
metro de forma e variou entre 10 e 10~° e a quantidade de pontos do suporte local foi fixado em
17. A solugdo do SELG, equagdo (3.9), foi obtida pelo SoR (fr = 1,8958) no caso de NPE e

SuR em NPNE (fr em torno de 0,2) com tolerancia fixada em 10714,

As Figuras 3.17 e 3.18 ilustram os resultados do erro relativo em fungdo do parametro de
forma ¢, em escala log-log, para a solugdo analitica u; e ug, respectivamente. Pode-se notar que
em ambos os gréficos ndo apareceram instabilidades numéricas em nenhuma das de nuvem de

discretizacdo abordadas, como observadas na secdo anterior. Solu¢des numéricas sdo encontra-
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das em quase toda a faixa do pardmetro de forma estudada e ainda aparece um valor 6timo de €
no qual o erro relativo € minimo (€,4,,,,). Também se observa que para u; os erros relativos para
as NPEs sdo mais baixos em relacdo as NPNEs, enquanto que para w3 os erros relativos sao me-
nores em NPNEs em compara¢do com as NPEs com nimero de pontos aproximadamente igual.
Ainda, algumas divergéncias nas solu¢des numéricas ocorreram para valores de € em torno de
1 em ambos os graficos para algumas NPNEs. Esse fato pode ter sido causado pelo uso do mé-
todo SuR, cujo parametro de relaxacdo empregado estava em torno de 0,2. Como foi observado
por Silva (2014), a utilizagdo de métodos iterativos, como por exemplo o SuR, pode sofrer de
instabilidades numéricas e muitas vezes ocorre a divergéncia da solugdo, principalmente para
NPNEs.

ng =17

—61x61
—93x93
20 118x118
- =3738
8636

ol 13931

—61x61
—93x93
118x118
- -3738
8636
ol = - 13931

Erro Relativo
Erro Relativo
S

10! 10° 10" 107 107 10! 10° 10
Parametro de Forma e

10* 107 107 10! 10
Parametro de Forma €

Figura 3.18: Erro relativo em func¢do do parametro
de forma e para NEs e NNEs - Solucdo analitica us
- MQDL-FBR(GA) Estabilizado

Figura 3.17: Erro relativo em func¢do do parametro
de forma e para NEs e NNEs - Solucdo analitica u
- MQDL-FBR(GA) Estabilizado

A estrutura das matrizes dos SELGs, [W], por exemplo para a NPE 65x65 e a NPNE
7284 pontos, com ng = 17, podem ser vistas nas Figuras 3.19 e 3.20, respectivamente. Nota-se
que as matrizes resultam bem esparsas. No caso da NPE, devido a numeragdo global empregada
(em zig-zag), a estrutura da matriz revela um aspecto pentadiagonal com uma largura de banda,
[b, pequena; por outro lado, a matriz da NPNE apresenta uma estrutura bem mais volatil e a
largura de banda € praticamente completa. A razdo disso estd no método de geragao da NPNE

utilizado nesse trabalho, o pdetool do Matlab®.

Como sera observado no Capitulo 4, a utilizacdo do método de Sub-Relaxagdes Sucessi-
vas ndo € indicado para a solucao numérica da equagdo da fungdo-corrente (equacao de Poisson)
oriundas de uma discretizacdo em NPNE, pois causa oscilacdes nas solu¢des ndao sendo possivel
obter o regime permanente. Faz-se entdo necessario a utilizacdo de outro método de solucao de

SELG que resulte em melhores resultados principalmente para NPNEs.
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Figura 3.19: Exemplo de matriz global [IW] gerada Figura 3.20: Exemplo de matriz global [IV] gerada
para uma NPE de 65x65 pontos e ng = 17 para uma NPNE de 7284 pontos e ng = 17

Assim sendo, nos proximos testes a serem apresentados, a solu¢cdo numérica do SELG,
[W1]{u} = {F}, resultante da equacdo (3.9), foi obtida pelo método direto de Decomposi¢o
LU em substituicao ao método Iterativo de Relaxacdes Sucessivas. A fim de reduzir a largura
de banda da matriz, especialmente para as NPNEs, o algoritmo Cuthill-McKee Reverso (RCM:
Reverse Cuthill-McKee) foi empregado (Carmo, 2005). Esse algoritmo visa a renumeracdo dos
chamados grafos, ndo simétricos, com a finalidade de miniminar a distancia entre a numeragao
dos pontos, diminundo, por conseguinte, a largura de banda da matriz global. O cédigo fonte,

em linguagem Fortran, foi disponibilizado por Burkardt (2007).

Duas subrotinas do MKL Intel Fortran sdo adotadas para a soluc@o do sistema [W]{u} =
{F'}. A subrotina dgbtrf faz a decomposi¢do LU da matriz global [I¥], da qual é armazenado
somente os elementos contidos na banda de [W], isto &, [W]oku+ki+1)xn> sendo ku a quanti-
dade de diagonais superiores e &kl a quantidade de diagonais inferiores. As Figuras 3.21 e 3.22
ilustram as estruturas das matrizes das Figuras 3.19 e 3.20 respectivamente armazenadas apds
a reducdo da largura de banda feita pelo RCM. Nesse exemplo, no caso da NPE houve uma
reducdo na largura de banda de 521 para 461, enquanto que para a NPNE a banda foi reduzida
de 16479 para 794. A subrotina dgbtrs encontra a solu¢do do sistema linear a partir das matrizes
[L] e [U] decomposta por dgbtrf.

A solucao do sistema de equacdes lineares pelo método direto de decomposi¢ao LU tem
a vantagem de utilizar a decomposi¢do da matriz [I¥/] apenas uma vez para vdrios segundos
membros {F'}, o que pode vir a reduzir o tempo de processamento em casos onde a Equagio de
Poisson tenha que ser resolvida diversas vezes, como € o caso das equacdes de Navier-Stokes
bidimensional na formulagdo vorticidade e funcao-corrente (Shu et al., 2003), por exemplo, que

serd abordado no capitulo 4. Outra vantagem € que parametros como o parametro de relaxagao
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Figura 3.21: Armazenamento de [W] para a NPE Figura 3.22: Armazenamento de [W] para a NPNE
de 65x65 pontos e ng = 17 de 7284 pontos e ng = 17

e a tolerancia nao sdo necessarios no método direto. Todos os demais testes apresentados nesse

capitulo foram feitos com o método direto de decomposicao LU.

3.4.1 Variacao do Erro Relativo com relacao ao parametro de forma
¢ no MQDL-FBR(GA) Estabilizado

Para averiguar a relacdo entre o erro relativo e o parametro de forma e para o MQDL-
FBR(GA) Estabilizado, uma NPE de 85x85 pontos (7225 pontos), uma NPNE de 7284 pontos
e o suporte local de 17 pontos (n; = 17) foram fixados e variou-se o parametro de forma entre
10 e 107" para todas as solugdes analiticas w1, uy, us € uy. As Figuras 3.23 e 3.24 mostram os

resultados encontrados para a NPE e a NPNE, respectivamente.
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Figura 3.23: Variacdo do Erro Relativo com relagdo  Figura 3.24: Variacdo do Erro Relativo com relagao
a € para a NPE de 85x85 pontos e ng = 17 a € para a NPNE de 7284 pontos e ng = 17

De acordo com os resultados, para a soluc¢ao analitica u;, conforme o valor de e dimunui o
erro relativo também vai diminuindo até se tornar quase constante, com poucas variacdes, para
valores bem pequenos de €, ocorrendo tanto em NPE quanto em NPNE. Importante ressaltar

neste caso que para a NPNE o erro relativo € menor do que em NPE, para e pequeno, mostrando
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que o MQDL-FBR(GA) Estabilizado adapta-se muito bem em NPNE. Em NPNE aparecem
faixas de € onde o erro relativo aumenta. Este fato pode estar relacionado com a implementagdo
recursiva da funcdo Gamma Incompleta em Fortran que pode acarretar acimulo de erros de
arredondamento. Entretanto, o interesse maior sio valores de e menores que 10~* para os quais

nao ocorre esse tipo de varia¢do indesejada.

Para as soluc¢des analiticas us, us € uy 0 erro relativo diminui para valores de € entre 10 e
1 e para valores abaixo de 1 o erro relativo € praticamente constante tanto em NPE quanto em

NPNE monstrando que a solu¢do numérica ja se torna independente de e.

3.4.2 Variacao do Erro Relativo com relacao ao numero de pontos
do suporte local n;

Para estudar a variacao do erro relativo com relacdo ao nimero de pontos do suporte
local, ng, para a solucdo analitica u;, fixaram-se as discretizagdes de 45x45 pontos (NPE),
2048 pontos (NPNE) e o parAmetro de forma ¢ = 10~* com 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado.

O numero de pontos do suporte local variou de 9 a 60 pontos.

A Figura 3.25 ilustra os resultados encontrados e mostra que mesmo para nuvens de rela-
tivamente poucos pontos, o erro relativo estd bastante baixo (em torno de 10~ para a NPE e
10713 para a NPNE) para n, a partir de 16 pontos. Esse fato ocorre porque a solugfo analitica
up € simples e a solu¢do numérica € bem aproximada pelo MQDL-FBR(GA) Estabilizado. Isso
inviabiliza o estudo de ordem de precisdo (estudo da taxa de convergéncia) com u; para pratica-
mente todos os suportes locais. Pode-se notar também um ligeiro aumento no erro relativo para
a NPNE confome se aumenta ng, que estd relacionado a erros de arredondamento na aritmética
de ponto flutuante e a suportes locais com menor precisdo. Para NPE ocorre divergéncia da
solu¢do numérica para ny = 13 e ny, = 15. Este fato ocorre pois, conforme cita Fornberg et al.
(2013), em NPE h4 a necessidade de uma renumeragdo local dos pontos para tentar garantir
colunas linearmente independentes da matriz [P] (Vandermonde); para alguns suportes locais
com ng; = 13 e ng = 15 isso ndo foi possivel (rank deficiente), resultando em SELL muito
mal-condicionados e, consequentemente, coeficientes de ponderacdo sem qualquer significan-
cia. Esse fato serd evidenciado na secao 3.4.4 nos estudos dos erros absolutos das primeiras
e segunda derivadas em todos os pontos do dominio. Em NPNE nédo houve divergéncias das

solucdes numeéricas.

Para os testes com us, us € uy fixaram-se as discretizacdes de 65 x 65 pontos (NPE), 4230
pontos (NPNE) e o parAmetro de forma ¢ = 104 do MQDL-FBR(GA) Estabilizado. A Figura
3.26 refere-se a NPE enquanto a Figura 3.27 a NPNE. Na Figura 3.26 existem intervalos de
valores de ns nos quais ndo ha variacdo do erro relativo, mostrando que alguns ns s@o tran-

sicdes para intervalos onde o erro relativo diminui (degraus). Assim, ng igual a 16, 25, 36 e
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Figura 3.25: Variacdo do Erro Relativo com relacdo a n; para ug

49 aproximadamente sdo valores onde ocorrem essas transi¢cdes. Isso mostra que o suporte lo-
cal torna-se mais preciso quando pontos do suporte sdo adicionados nas direcdes = € y € ndo
apenas adicionando pontos no suporte com a mesma extensdo, fato relacionado com a nao-
compacidade do MQDL-FBR, como mencionado na Se¢do 3.2. As oscilacdes observadas nos
grificos das fungdes de teste para NPNE sdo naturais, pois o espacamento entre os pontos €
diferente em cada suporte local, tornando possivel o cdlculo dos coeficientes de ponderacao
mais ou menos precisos conforme a distribui¢cao dos pontos mais proximo ao ponto de referén-
cia (critério de formacdo do suporte local adotado nesse trabalho). Entretanto, observa-se que
o erro relativo tende a diminuir em todas as funcdes de teste conforme se aumenta ng. Tam-
bém os erros relativos obtidos com a NPNE, em muitos casos, sio menores que os obtidos com
a NPE, evidenciando uma boa adequacao do MQDL-FBR(GA) Estabilizado com este tipo de
discretizagdo.

Testes analogos aos anteriores foram feitos para 0o MQDL-FBR(PHS). A Tabela 3.2 mos-
tra 0 maior grau permissivel do polindmio suplementar por faixas de n, para p(r) = r° e
¢(r) = r7, que foi obtida através dos experimentos numéricos dessa se¢do e da segio 3.4.4.
Para montar a Tabela 3.2, levou-se em consideracdo a proposta de solu¢do indicada por Flyer
et al. (2016a), no qual recomendaram incluir todas as bases polinomiais até o maior grau per-
missivel para o nimero de pontos do suporte local. Neste trabalho, teve-se ainda a preocupacao
em escolher o maior grau permissivel do polindmio observando os menores erros absolutos nas
primeiras e segundas derivadas (resultados que serdo apresentados na sec¢do 3.4.4). Note que é
possivel escolher graus maiores para NPNE em relacdo a NPE para um mesmo n,. Flyer et al.
(2016a) destacam que a ordem de precisdo do método esté relacionada com o grau do polindmio
suplementar escolhido € que ndo ha diferengas significativas entre a escolha de ¢(r) = 72’1,
p € Neo(r) =r?log(r), p € Ny.
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Tabela 3.2: Maior grau permissivel ¢ do polindmio suplementar por faixas de n

Pr) =1 pl) =1

NPE NPNE NPE NPNE
Faixaden, | ¢ | Faixaden, | ¢ || Faixade n, | ¢ | Faixade n, | ¢
9al7 2 9al0 2 9al7 2 9al0 2
18 a28 3 11al6 3 18 a28 3 11al6 3
29 a43 4 17a21 4 29 a 45 4 17a21 4
44 a 62 5 22a27 5 46 a 62 5 22a27 5
63 a 65 6 28 a 35 6 63 a 65 6 28 a 36 6
- - 36a44 7 - - 37 a44 7
- - 45a55 8 - - 45 a 55 8
- - 56 a 65 9 - - 56 a 65 9

As Figuras 3.28 e 3.29 mostram os resultados obtidos com MQDL-FBR(PHS) usando
¢(r) = r® em NPE de 65x65 pontos ¢ NPNE de 4230 pontos, respectivamente. De forma
andloga, nas Figuras 3.30 € 3.31 tem-se os resultados para (r) = r’ com as mesmas nuvens de
pontos da discretizacdo do dominio. Esses resultados mostram que ndo h4 diferengas relevantes
no comportamento do erro relativo em fungdo de n, quando se comparam as fungdes 73 e 77,

tanto em NPE (Figuras 3.28 e 3.30) quanto em NPNE (Figuras 3.29 e 3.31).

Quando se comparam os resultados do erro relativo em fung¢do do n, obtidos com o
MQDL-FBR(PHS) e o MQDL-FBR(GA) Estabilizado, pode-se verificar o seguinte: 1) para
NPEs, o MQDL-FBR(PHS) também produz um comportamento em degraus, com o erro re-
lativo diminuindo mais bruscamente para determinados valores de n de transi¢do; o MQDL-
FBR(GA) Estabilizado, porém, ndo produz as oscilagdes do MQDL-FBR(PHS) (comparar a



3.4. Testes com MODL-FBR(GA) Estabilizado e MODL-FBR(PHS) em Nuvens Estruturadas
e Nao-Estruturadas 58

@(r) =1° - NPNE

—e— Uy —e— Uy

1025 ﬁm ) 102¢ TEus
3L 2 4 3L { 4
: X |

Erro Relativo
=)
Erro Relativo

Figura 3.28: Variacdo do Erro Relativo com rela- Figura 3.29: Variacdo do Erro Relativo com rela-
¢d0 a ns para ug, us € uy para NPE 65x65 pontos - ¢do a ns para ug, us € ugq para NPNE 4230 pontos -

olr) =7 o) =7

p(r) =r" - NPE o(r) =17 - NPNE

—e—uy

——1Us
S o] 20

uy

Erro Relativo

Erro Relativo

Figura 3.30: Variacdo do Erro Relativo com rela- Figura 3.31: Variacdo do Erro Relativo com rela-
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Figura 3.26, por exemplo, com a Figura 3.28 ou 3.30); 2) para NPNEs, o MQDL-FBR(PHS)
produz menores amplitudes de oscilagdao dos erros relativos que o MQDL-FBR(GA) Estabili-
zado, principalmente para valores de n, mais altos (comparar a Figura 3.27, por exemplo, com
a Figura 3.29 ou 3.31); 3) para uma mesma faixa de n,, a ordem de grandeza dos erros relativos

produzidos por ambos os métodos nio diferem significativamente.
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3.4.3 Variacao do Erro Relativo com relacao ao espacamento mé-
dio entre os pontos (refinamento de nuvens)

Para medir a ordem de precisao, /, do MQDL-FBR(GA) Estabilizado e do MQDL-FBR(PHS)
variou-se a quantidade de pontos das discretizacdes em NPEs e NPNEs para alguns valores de
ns. Para o MQDL-FBR(GA) Estabilizado fixou-se o pardmetro de forma em ¢ = 107> en-
quanto para o MQDL-FBR(PHS) foram usados os mesmos parametros da Tabela 3.2, aferidos
e utilizados no item 3.4.2.

A Tabela 3.3 mostra as discretizacdes usadas nos testes com seus respectivos espacamen-

tos médios entre os pontos, A,edi0, que € dado por:

1

Riedio = —F——— 3.14

sendo N a quantidade total de pontos da discretizagdo. Para uma melhor comparagdo, procurou-

se usar quantidades proximas de pontos nas respectivas nuvens, NPEs e NPNE:s.

Tabela 3.3: Nuvens de Pontos Estruturadas e Nao-Estruturadas

NPE NPNE
Quantidade de Pontos (N) | heqio | Quantidade de Pontos (N) | hpedio
45x45 (2025) 0,0227 2048 0,0226
65x65 (4225) 0,0156 4230 0,0156
85x85 (7225) 0,0119 7284 0,0119
105x105 (11025) 0,0096 11030 0,0096
125x125 (15625) 0,0081 15739 0,0080

As Figuras 3.32 e 3.33 ilustram a variacdo do erro relativo em funcdo do /,eqi0, €M
escala log-log, para a solucdo analitica uz3 em NPE e NPNE, respectivamente, e diversos ng
com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado. Algumas variacOes naturais nos erros relativos para
algumas NPNE sao observadas. Para verificar o ajustamento dos dados com a regressao linear,
o coeficiente de determinagio, R?, foi calculado. Sabe-se que seu valor varia entre O e 1 e,

quanto mais proximo de 1, melhor a linearizag@o ajusta-se aos pontos.

A Tabela 3.4 mostra a ordem de precisio do MQDL-FBR(GA) Estabilizado para us, ug
e uy em NPEs para vdrios n, e os coeficientes de determinagdes, R?, das lineariza¢des das
curvas. Conforme se aumenta o nimero de pontos do suporte local hd uma tendéncia a se
obter maior precisdo com o método, mas essa precisdo € dependende também da fungdo da
qual esta se aproximando a solu¢cao numérica. Em NPEs, praticamente todos os coeficientes de
determinacdo sdo bem proximos de 1, mostrando que as curvas sdo bem ajustadas com retas,

em escala log-log.

De forma andloga, a Tabela 3.5 mostra a ordem de precisio do MQDL-FBR(GA) Esta-

bilizado para us, us € uy em NPNEs para vérios n,, e os coeficientes de determinacdo, 2,
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Tabela 3.4: Ordem de Precisdo do MQDL-FBR(GA) Estabilizado para varios n; em NPEs

U9 us Uy
ng | Ordem (l) | R? |Ordem(])| R? |Ordem(l)| R?

9 1,9879 | 0,9999 1,9831 0,9999 1,9978 0,9999
17 | 4,0133 0,9999 | 4,0688 0,9732 | 3,9133 0,9999
25 4,3717 0,9999 3,9878 0,9995 4,0922 0,9993
33 4,5635 0,9997 5,0091 0,9999 6,1000 0,9999
42 5,9290 0,9999 5,7144 0,9999 5,8319 0,9985
55 6,7196 | 0,9998 7,0487 1,0000 | 7,6382 | 0,9462

das linearizacdes das curvas. Nestes casos, também ha uma tendéncia de aumento de precisdao
do método conforme se aumenta o nimero de pontos do suporte local e, na maioria dos casos,
ordem de precisdo maior que nos casos andlogos em NPEs. Devido a oscilagdes nos erros relati-
vos para algumas NPNEs, alguns coeficientes de determinacao sdo insatisfatérios, como o caso
da solu¢do analitica us com ny = 33. Isso ocorre naturalmente por causa da nao-estruturacao
das nuvens, acarretando uma variacao do erro relativo. Esses resultados mostram que o método
estudado produz bons resultados em discretizagdes com NPNEs podendo ser até mais precisos,

em muitas situacoes, que em discretizagcdes com NPEs.

Testes andlogos foram feitos para o MQDL-FBR(PHS). As Figuras 3.34 e 3.35 mostram
a variacdo do erro relativo em fun¢@o do 5,4, para a solucdo analitica uz em NPEs e NPNE:s,
respectivamente, com a PHS (r) = r®. As Figuras 3.36 € 3.37 mostram 0s mesmos testes, mas
agora com a PHS (r) = r”. Nota-se que ha variagdes para alguns valores de n,, especialmente
para ng = 17, e em NPEs. Percebe-se também que ndo ha diferencas significativas entre os

7

testes com a PHS 73 e 7, resultados que corroboram os de Flyer et al. (2016b). Em comparagio
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Tabela 3.5: Ordem de Precisdo do MQDL-FBR(GA) Estabilizado para varios ns; em NPNEs

U9 Uus Uy
ng | Ordem (/) | R? |Ordem(l)| R? |Ordem(l)| R?

9 1,8924 | 0,9872 1,9549 | 0,9960 | 2,1552 | 0,9920
17 5,0114 0,9766 4,0738 0,9719 3,0185 0,8073
25 4,1864 0,9974 4,2124 0,9961 4,8128 0,9943
33 5,6972 0,7126 7,1163 0,9700 6,3040 0,9406
42 | 7,1857 0,9304 | 7,7960 | 0,9583 6,5020 | 0,9847
55 8,8664 | 09756 | 7,6120 | 0,9919 9,0980 | 0,9903

com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado, nota-se claramente que ha mais oscilagdes dos resultados

em NPEs (comparar Figuras 3.32 com 3.34 e Tabelas 3.4 com 3.6, por exemplo).
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Nas Tabelas 3.6 e 3.7 encontram-se as ordens de precisdao para o MQDL-FBR(PHS) com
¢(r) = r3 para NPEs e NPNEs para us, u3 € uy € seus respectivos 2. De forma analoga, as Ta-
belas 3.8 e 3.9 referem-se aos resultados com a (r) = r7. Em NPEs, as taxas de convergéncia
para cada n, testado sdo praticamente as mesmas comparando-se 72 com r”. J4 para as NPNEs
houve algumas diferencas entre 73 e r” nas ordens de convergéncia para alguns n,. Todavia,
foi possivel atingir ordens de convergéncia mais altas com NPNEs do que com NPEs. Isso
também ocorreu com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado, mostrando que ambas as abordagens

adaptam-se bem a NPNEs.

O tempo de processamento total foi medido em cada caso teste usando o MQDL-FBR(GA)
Estabilizado (7 4) e o MQDL-FBR(PHS) (T’prs) com um computador Intel Core 17-3770 CPU
3.40GHz com 32 Gigas de memoéria RAM com um sistema operacional de 64 bits. As Figuras

3.38 e 3.39 mostram a relacdo entre 7 4/1pys conforme se aumenta a quantidade de pontos da
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Tabela 3.6: Ordem de Precisdo do MQDL-FBR(PHS) com ¢(r) = r3 para varios n, em NPE

U9 us Uy

ns | Ordem (1) | R? | Ordem()| R?> |Ordem()| R?

9 1,9805 0,9999 1,9727 0,9999 1,9573 0,9999
17 1,4416 0,2580 0,9160 - 1,7863 0,7634
25 1,9562 | 0,9999 1,9303 0,9998 1,9861 1,0000
33 4,0829 | 0,9485 3,5633 0,9248 4,0305 0,9953
42 3,8644 0,9481 3,3316 0,8732 3,9731 0,9790
55 3,7542 0,9987 4,0339 0,9997 4,0438 0,9994
65 6,2241 0,9908 6,2314 0,9940 6,1114 0,9997

Tabela 3.7: Ordem de Precisdo do MQDL-FBR(PHS) com ¢(r) = r3 para virios n, em NPNE

U9 us Uyg
ng | Ordem (l) | R? |Ordem(l)| R? |Ordem(l)| R?

9 1,9299 | 0,8915 2,1814 | 0,7453 2,3658 0,8346
17 2,1233 0,2447 3,0024 | 0,7582 | 3,9929 | 09715
25 3,9721 0,9792 4,0496 0,9991 4,1074 0,9672
33 5,5840 0,9792 6,6754 0,9808 5,9763 0,9875
42 5,9024 0,9898 5,9385 0,9991 7,1836 0,9891
55 7,6590 | 0,9611 8,5276 | 0,9949 8,4585 0,9623
65 9,8212 | 0,9742 | 10,1163 | 0,9869 8,8800 | 0,9956

discretizacdo do dominio N, em NPEs e NPNEs, respectivamente, para vdrios n,. De acordo
com que se aumenta o nimero de pontos do suporte local para uma mesma nuvem, aumenta-se
o tempo de processamento, o que € natural, e ainda quando N cresce a relacdo entre T4 €
Tpps diminui. O MQDL-FBR(GA) Estabilizado exige uma quantidade muito maior de cél-

culos para se obter as novas bases, e consequentemente os coeficientes de ponderacao, e isso
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Tabela 3.8: Ordem de Precisdo do MQDL-FBR(PHS) com ¢(r) = r7 para virios n, em NPE

U9 Uus Uy
ng | Ordem (/) | R? |Ordem(l)| R? |Ordem(l)| R?

9 1,9854 1,0000 1,9800 1,0000 1,9919 1,0000
17 1,4321 0,1542 1,0059 - 1,8665 0,7092
25 1,9570 0,9999 1,9408 0,9999 1,9967 0,9999
33 4,1294 0,9472 3,5715 0,8536 4,0709 0,9802
42 | 4,2245 0,9995 4,1568 0,9926 | 4,0903 0,9998
55 3,8591 0,9987 3,9996 | 0,9979 | 4,1443 0,9981
65 6,1174 | 0,9891 5,8175 0,9713 6,1583 0,9974

Tabela 3.9: Ordem de Precisio do MQDL-FBR(PHS) com ¢(r) = r7 para varios n, em NPNE

U9 us Uy
ns | Ordem () | R? |Ordem()| R?> |Ordem()| R?

9 1,4902 0,3219 3,1414 0,8041 2,5189 0,9421
17 5,0105 0,9883 4,9584 0,9404 2,8380 0,9181
25 5,1387 0,9417 4,6885 0,9662 | 4,6733 0,9389
33 6,4404 | 0,9141 6,3731 0,9759 6,1181 0,9146
42 8,3518 0,9771 7,5660 0,9515 7,1431 0,9825
55 8,9119 0,9688 9,5370 0,9853 | 10,6604 | 0,9894
65 9,3956 0,8481 8,2940 0,7855 9,5780 0,8007

resulta em um tempo de processamento que pode chegar, nos casos testados, a ser 60 vezes
maior, em NPEs. Também, como pode ser observado nos graficos, as relacdes de tempo entre
os métodos sao maiores em NPEs, e isso € devido a reordenacdo dos pontos do suporte local
para garantir [P] com rank completo, o que exige uma quantidade ainda maior de célculos, e
isso ndo € necessario em NPNEs. Entretanto, de acordo com que o niimero de pontos da discre-
tizagdo aumenta, juntamente com a diminui¢do do suporte local, a relagdo entre os tempos de
processamento tende a diminuir, pois o tempo gasto para a solucdo do SELG (Decomposi¢ao
LU) passa a prevalecer sobre o tempo gasto para o calculo dos coeficientes de ponderacdo. A
Tabela 3.10 mostra os tempos de processamento total, T4 € Tpy g, para ng = 25 € 55, em NEs

e NNEs, para exemplificar a grandeza dos tempos em segundos.

Tabela 3.10: Tempo de processamento total T4 € Trrrg, em segundos (s), para alguns n, em NEs e

NNEs
Tca (s) Tprs (8)

N-NE| ng=25 | N-NNE | n,=55 | N-NE | n,=25| N-NNE | n, =55
2025 13,1328 2048 52,1171 2025 0,5000 2048 2,7578
4225 26,7734 4230 111,1015 4225 1,6054 4230 7,3164
7225 48,7187 7284 195,0898 7225 3,8515 7284 14,0390
11025 77,4062 11030 303,3750 || 11025 8,1718 11030 25,7734
15625 | 112,0703 15739 438,5351 15625 | 15,4921 15739 44,5234
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Figura 3.38: Relacdo entre o tempo de Processa- Figura 3.39: Relacdo entre o tempo de Processa-
mento Total no MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o mento Total no MQDL-FBR(GA) Estabilizado € o
MQDL-FBR(PHS) em NPE MQDL-FBR(PHS) em NPNE

Os resultados apresentados com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado e MQDL-FBR(PHS)
no contexto de nuvem de pontos na solucdo da Equagdo de Poisson sdo satisfatérios. Porém,
os valores das fun¢des na fronteira utilizados nos testes sao conhecidos (condi¢des de contorno
de Dirichlet) e, em muitos casos, ha a necessidade de calculos de derivadas na fronteira, como
s@o os casos das aplicacdes do Capitulo 4. Assim sendo, a préxima secao visa averiguar o erro
absoluto dos métodos no calculo de derivadas em todos os pontos do dominio, inclusive na

fronteira.

3.4.4 Erros Absolutos nas Primeiras e Segundas Derivadas

A avaliacdo do erro relativo nos experimentos numéricos das secdes anteriores aconte-
cem para os pontos internos, visto que a solug¢ao na fronteira é conhecida (condi¢ao de contorno
de Dirichlet). Porém, em muitos casos praticos é necessdrio calcular derivadas nas fronteiras.
Assim, € interessante verificar como o MQDL-FBR(GA) Estabilizado e 0o MQDL-FBR(PHS)
aproximam valores das derivadas em todos os pontos do dominio, incluindo os pontos de fron-
teira. Para isso, as derivadas %, 86—;2, a% e ;—;2 foram calculadas de forma exata e de forma
aproximada pelo MQDL-FBR(GA) Estabilizado e 0 MQDL-FBR(PHS) para a funcdo de testes

us, sendo o erro absoluto entre eles definido como segue:

0™Mu e x

num

sendo X = (z,y) e m a ordem da derivada.
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Para averiguar os erros absolutos nas derivadas, escolheu-se, inicialmente, 0 MQDL-
FBR(GA) Estabilizado em uma NPE de 45x45 pontos, ng igual a 9 e o parametro de forma
eiguala 107°.

As Figuras 3.40, 3.41, 3.42 e 3.43 mostram os resultados encontrados para %, %2;23 , %—1;3
8%us

e G2 respectivamente. Os gréficos sdo obtidos através de uma interpolagcdo entres os valores

encontrados na NPE e uma malha estruturada de 101 x101 pontos. Esses resultados mostram
que os maiores erros absolutos ocorrem em alguns suportes locais descentrados e com o pontos
de referéncias nas fronteiras. Esses altos erros absolutos sdo causados por uma deficiéncia
do MQDL-FBR(GA) Estabilizado que ndo € capaz de obter, para esses suportes, uma matriz
[A],.. xn,» com as novas bases, com rank completo (nimero de linhas ou colunas linearmente
independentes). Sabe-se que uma matriz quadrada € inversivel se, e somente se, seu posto
for o mesmo que o tamanho da matriz e, o posto de [A] é definido como sendo o nimero de
linhas linearmente indenpendentes da matriz (Burden ez al., 2015). Ainda, se uma matriz [A] é
singular (ou ndo inversivel), entéo o problema [A]{w} = {b}, ou ndo possui solugdo, ou tem
infinitas solucdes. Essa situagdo ocorreu para 3 suportes locais que possuem rank deficiente
(rank = 8 ao invés de 9) e, consequentemente, ndo se pode garantir solu¢do Unica para o
sistema de equacoes lineares local. Tentou-se, em vao, minimizar os erros absolutos resolvendo

esses SELL oriundos desses suportes locais deficientes usando Decomposi¢dao SVD.

d%us
Oz

dus MQDL-FBR(GA) Estabilizado

o - MQDL-FBR(GA) Estabilizado

1.4 250

200

Erro Absoluto
Erro Absoluto

Figura 3.40: Erro absoluto de Jus/Ox para NPE Figura 3.41: Erro absoluto de 9%u3/0x? para
de 45 x 45 pontos e ny; = 9 usando o MQDL- NPNE de 45 x 45 pontos e ng = 9 usando o
FBR(GA) Estabilizado MQDL-FBR(GA) Estabilizado

A configuracdo do suporte local que possui 0 maior erro absoluto pode ser visualizado
na Figura 3.44. As curvas coloridas sdo as curvas de nivel do erro absoluto para a primeira
derivadas com relagdo a x. Suas coordenadas, com apenas 4 casas decimais, encontram-se

na Tabela 3.11. No Apéndice E apresentam-se os coeficientes de ponderagdo calculados pelo
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Figura 3.42: Erro absoluto de Juz/dy para NPNE Figura 3.43: Erro absoluto de 02%u3/dy? para

de 45

x 45 pontos e ng = 9 usando o MQDL- NPNE de 45 x 45 pontos e ng = 9 usando o

FBR(GA) Estabilizado MQDL-FBR(GA) Estabilizado

programa original em Matlab® fornecido por Lehto (2014) comparados como os obtidos no

Fortran.
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Figura 3.44: Suporte defeituoso encontrado em NPE 45 x45 pontos e ng = 9

Tabela 3.11: Coordenadas do suporte deficiente da Figura 3.44

1 2 3 4 5 6 7 8 9

x 09773 | 0,9545 | 1,0000 | 0,9773 | 0,9545 | 1,0000 | 0,9773 | 0,9318 | 0,9545

vy 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0227 | 0,0227 | 0,0227 | 0,0455 | 0,0000 | 0,0455

Com esses resultados pode-se afirmar que o erro absoluto elevado obtido para esses su-
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portes "defeituosos" € causado pela tentativa de se obter a por solu¢do numérica de SELLs que,
ou ndo possuem solucio ou possuem infinitas solucdes (sistemas nao-unisolventes); logo, esses
coeficientes ndo devem ser utilizados para aproximagodes de derivadas na fronteira. Caso fossem
usados, causariam certamente um actiimulo de erros nas solu¢des numéricas de sistemas globais

que necessitam dessas derivadas em sua formacao resultando em divergéncia.

Uma tentativa para melhorar os resultados dos coeficientes de ponderacdo para suportes
nao-unisolventes € calcular as novas bases em etapas diferentes das naturais, 1, 2, 3, 4, 5 e,
assim por diante (op¢ao fornecida pelo algoritimo), mas essa op¢ao também pode ndo funcionar
com eficiéncia (ver Apéndice E). O fato é que o MQDL-FBR(GA) Estabilizado ainda ndo ¢
robusto o suficiente para se obter coeficientes de ponderacdo satisfatorios em todos os tipos de
suportes locais, pricipalmente quando os suportes sdo descentrados (na fronteira ou préximos a

fronteira).

De forma andloga, os erros absolutos nas derivadas com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado
sdo averiguados escolhendo-se agora uma NPNE de 4230 pontos com suportes locais de 25
pontos. O pardmetro de forma foi fixado em ¢ = 107>,

Ouz Duz Oug
Oz’ 0z2° Oy

, respectivamente. Esses resultados indicam que, também em NPNE, erros absolutos ex-

As Figuras 3.45, 3.46, 3.47 e 3.48 mostram os resultados encontrados para

02%us
Oy?

tremamente elevados ocorrem em suportes locais descentrados e com pontos de referéncias nas

€

fronteiras. Novamente, esse erros sao causados por uma deficiéncia do MQDL-FBR(GA) Esta-
bilizado que ndo é capaz de encontrar, para esses suportes, uma matriz [A] com rank completo.

Aparecem, neste caso, 14 suportes locais rank deficiente (rank = 24 ao invés de 25).

2 P
% - MQDL-FBR(GA) Estabilizado ‘2);“

e - MQDL-FBR(GA) Estabilizado

35 1000

= %
=] =]
3 =1

Erro Absoluto
&
=3
=]

Erro Absoluto

200

Figura 3.45: Erro absoluto de Jug/dx para NPNE Figura 3.46: Erro absoluto de 9%u3/0x? para

de 4230 pontos € ns, = 25 usando o MQDL- NPNE de 4230 pontos € ng = 25 usando o MQDL-

FBR(GA) Estabilizado FBR(GA) Estabilizado
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Figura 3.47: Erro absoluto de Quz/dy para NPNE Figura 3.48: Erro absoluto de 02%us3/dy? para
de 4230 pontos € ns, = 25 usando o MQDL- NPNE de 4230 pontos e ng = 25 usando o MQDL-
FBR(GA) Estabilizado FBR(GA) Estabilizado

Nota-se que hd uma maior ocorréncia de suportes locais deficientes no experimento com
NPNE do que em NPE. As conclusdes com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPNE sdo
iguais as do experimento com NPE. Assim sendo, caso haja a necessidade de célculos de de-
rivadas nas fronteiras, 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado ndo é recomenddvel. Uma opg¢do se-
ria substituir o calculo dos coeficientes de ponderacdo desses suportes defeituosos por outra
abordagem que possa ser vidvel na aproximag¢ao dos operadores, como por exemplo, o MQDL-

FBR(Mq) com c pequeno, ou mesmo o0 MQDL-FBR(PHS) cujos testes virdo a seguir.

Para comparacdo com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado, os mesmos testes numéricos fo-
ram feitos com o0 MQDL-FBR(PHS) usando a PHS ¢(r) = r”. As Figuras 3.49, 3.50, 3.51 e
3.52 referem-se a NPE de 45x45 pontos, ng = 9, e ¢ = 2, enquanto 3.53, 3.54, 3.55 e 3.56
referem-se a NPNE de 4230 pontos, n, = 25 e p = 5, para %ﬂx, %, %ﬂy e ‘98%‘2, respectiva-
mente. Analisando esses resultados, nota-se que os erros absolutos em NPE sdo relativamente
baixos, especialmente para as primeiras derivadas, mostrando que o cédlculo das primeiras deri-
vadas pode ser satisfatério. As segundas derivadas acumulam mais erros proximo as fronteiras,

especiamente nas fronteiras normais as derivadas de interesse.

No caso de NPNE, com n, = 25 e ¢ = 5, hd mais precisdo, como pode ser visto na
Tabela 3.9 ou na Figura 3.37, e com isso os erros absolutos resultam bem menores que no caso
anterior. Os erros absolutos nas primeiras derivadas sdo menores que nas segundas derivadas,
evidenciando a procedéncia do uso de primeiras derivadas nos célculos préximos a fronteira
com essa configuracdo. As maiores variacdes dos erros absolutos ocorrem nas fronteiras nor-
mais as respectivas derivadas. Essas variacdes estdo associadas ao fendmeno de Runge, que é

caracterizado como oscilagdes nas bordas de um intervalo ocorrendo quando se usa interpolagao
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Figura 3.50: Erro absoluto de 9?ug/dx? para NPE

Figura 3.49: Erro absoluto de dus/dx para NPE de de 45x45 pontos e n, = 9 usando o MQDL-

45x45 pontos e ng = 9 usando MQDL-FBR(PHS)
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Figura 3.51: Erro absoluto de Qu3/dy para NPE Figura 3.52: Erro absoluto de 92%us3/dy? para
de 45x45 pontos € ng = 9 usando o MQDL- NPNE de 45x45 pontos e ng = 9 usando o MQDL-
FBR(PHS) FBR(PHS)

polinomial com polindmios de ordem elevada. Fornberg et al. (2002) estudaram esse fendmeno
no contexto de aproximacao espacial de derivadas usando FBRs e afirmam que incluir polind-
mios de baixa ordem pode melhorar a precisdo das aproximag¢des nas fronteiras do dominio, e
isso € feito pelo MQDL-FBR(PHS). Com esses resultados, 0 MQDL-FBR(PHS) se credencia
como uma opg¢ao vidvel para as solu¢des dos problemas fisicos que serdo abordados no Capitulo
4.
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Capitulo 4

Aplicacoes do MQDL-FBR em
Simulacoes de Problemas Fisicos
Envolvendo as Equacoes de
Navier-Stokes

Nesse capitulo sdo abordados dois problemas testes que envolvem a solugdo das equagdes
de Navier-Stokes: o problema de Convec¢ao Natural em uma Cavidade Quadrada e o problema

da Cavidade Quadrada com Tampa Movel.

No problema de Convecgao Natural em uma Cavidade Quadrada, utilizaram-se o MQDL-
FBR(Mq) e o MQDL-FBR(GA) Estabilizado no contexto de nuvem estruturada e o MQDL-
FBR(Mq) no contexto de nuvem ndo-estruturada para resolver as equagdes que regem O movi-
mento do fluido dentro da cavidade (vorticidade, fungdo-corrente e temperatura). A solugdo do
SELG resultante da equagdo da funcao-corrente (equacio de Poisson) foi obtida pelo método
de Relaxagdes Sucessivas. Em seguida, substitui-se esse método de solu¢do numérica do SELG
pelo método de decomposi¢do LU com armazenamento de banda esparsa e se obteve resultados
com o0 MQDL-FBR(Mq) em NE e NNE e com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NE. As
equagdes da vorticidade e temperatura foram resolvidas pelo método de Euler explicito. Por ul-
timo, utilizou-se 0 MQDL-FBR(PHS) no contexto de NEs e NNEs. Todos os resultados foram
comparados com a literatura (Davis, 1983; Shu e al., 2003).

As equagdes de vorticidade e fungdo-corrente do problema da Cavidade Quadrada com
Tampa Movel foram resolvidas pelo MQDL-FBR(PHS) no contexto de NE e NNE para Rey-
nolds 400, 1000 e 3200. A solu¢do do SELG resultante da equagdo da fung¢do-corrente (equagao
de Poisson) foi obtida pelo método de decomposi¢do LU com armazenamento de banda esparsa
e a equacdo da vorticidade foi resolvidas pelo método de Euler explicito. Todos os resultados

foram comparados com a literatura (Ghia et al., 1982).

71
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4.1 Conveccao Natural em uma Cavidade Quadrada

Destina-se esta secdo a aplicar o MQDL-FBR para se obter a solu¢do numérica aproxi-
mada das equagdes de Navier-Stokes e equacgdo da Energia para um problema de convecgdo
natural em uma cavidade quadrada. Esse problema é um caso teste ("benchmark") bastante
utilizado em pesquisas sobre métodos numéricos para verificacdo de resultados. As equacdes
que regem o movimento do fluido dentro da cavidade sdo abordadas pela formulacio vortici-
dade, funcao-corrente e temperatura. As condi¢des iniciais e de contorno sao apresentadas e 0s

resultados obtidos s@o discutidos e comparados com os da literatura.

4.1.1 Formulacao do Problema Fisico e Discretizacao das Equa-
coes

O problema de conveccdo natural em uma cavidade quadrada € um modelo bastante usado
para validacdo de resultados. Autores como Davis (1983) e Shu et al. (2003) obtiveram resulta-
dos para esse problema. Davis (1983) utilizou o MDF centradas em malha uniforme, enquanto
Shu et al. (2003) utilizou o MQDL-FBR(Mq) com uma discretizacdo dispersa de pontos no
dominio e pontos organizados proximos a fronteira (Figura 1.1). Os resultados obtidos por Shu

et al. (2003) sdo compativies com os de Davis (1983).

O Apéndice F apresenta as hip6teses simplificadoras e mostra todo o processo para obten-
¢ao das equacdes adimensionalizadas que regem o movimento do fluido na formulagdo vortici-

dade (w), fungdo-corrente (/) e temperatura (6). Essas equacdes assumem as seguintes formas:

Ow gy L (Tw Owy 106 (4.1)
or = O0X oY  JGr \oX% 9y?) 20X '
o 0%

oxz T ayr ¢ 2
00 06 06 1 [0 0%

P& v 4.
or "Vox TV oy T pevar (8){2 - 8Y2> *3)

sendo Pr e G'r os nimeros de Prandtl e Grashof, respectivamente. As velocidades U e V' podem

ser obtidas através da fun¢do-corrente da seguinte forma:

__oy
U=-5v (4.4)
y= 4.5)

T 00X
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As condig¢des iniciais, 7 = 0, e as condi¢des de contorno, (7 > 0), sdo dadas por:

w=1v=0=0, quando T=0 (4.6)

=0, #=1, para X =0, 0<Y <1 4.7)

=0, 0=-1, para X=1  0<Y <1 (4.8)
00

Y =0, O_Y:O’ para Y =0 e Y =1 0<X <1 4.9

A Figura 4.1 ilustra o problema da cavidade quadrada e as condi¢des de contorno utiliza-

das para se obter a solucdo aproximada das equagdes pelo MQDL-FBR.

O_Y_Ovl/}_o
0=1 0=-1
=0 =0
A
Y |-
X" a0
07*0"”_()

Figura 4.1: Geometria e condi¢des de contorno para o problema de conveccéo natural.

As equacdes (4.1), (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) colocadas em um ponto de numeracao global

1 assumem as seguintes equagdes discretizadas pelo MQDL-FBR:

dwz_ Uszkwm Vszkwm—i— (Zw w,k—kakwm)
4z Zlee

(4.10)

S wh i+ Y wiivig = w; (4.11)
k=1 k=1
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b, 1
"2 0.k — Vi ; 2X, O | (412
e Zw k= Zw o \ 2 k+2w x| @12
Ui=—Y wit (4.13)
k=1
Vi= Y wliti (4.14)
k=1

sendo w; X, w/y, w7y e w?) os coeficientes de ponderagdo de primeiras e segundas derivadas

com relagdo a X e Y, respectivamente. Valores de uma fun¢do f; sdo calculados diretamente
para ponto ¢, enquanto f;; sdo valores da mesma fungdo para cada ponto k£ do suporte local
vinculado ao ponto de referéncia . As equagdes diferenciais ordindrias (4.10) e (4.12) sao
ditas semi-discretas, pois as discretizacdes espaciais sdo feitas pelo MQDL-FBR enquanto a
discretizagdo do dominio temporal € feita através de métodos explicitos, adotado nesta tese, ou

implicitos.

De inicio, o SELG resultante da equagdo da funcdo-corrente, (4.11), foi resolvido utili-
zando o Método Iterativo de Relaxagdes Sucessivas (SOR ou SuR) para os pontos interiores de
discretizacdo como nas secoes 3.2 e 3.3. Posteriormente, outros testes foram feitos substituindo
o Método Iterativo de Relaxagdes Sucessivas pelo Método Direto de Decomposicdo LU como

na secao 3.4.

As equacoes de voticidade e temperatura, (4.10) e (4.12), respectivamente, sendo depen-
dentes do tempo, foram resolvidas, para os pontos de discretizacdo interiores do dominio, pelo
método explicito de Euler, que ¢ um método de primeira ordem e possui uma regido de estabili-
dade pequena. Entdo, para cada incremento temporal, 7, um novo valor de vorticidade, wtl e

temperatura, 0" *!, sdo obtidos através dos valores das func¢des do passo anterior, n, da seguinte

forma:
w?“ —or | U Z wllffwlnk 2 Z w%w?k
0T S w2X 2y 0T 1X
+ w; g Wi + wZ wig | 5 ) wiipbl! (4.15)
ortt =0 +or —U”Zw V”Zw wiy 07y + wa},: e
PTV k=1 k=1

(4.16)
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O valor do incremento de tempo foi adotado baseando-se no nimero de Courant da se-

guinte forma:

oT
/{hQ— =a, com 0,06<a<0,15 4.17)
medio
sendo K = ———— € hyuedi0 @ distancia média entre os pontos da discretizagao.

Pr\/@

A atualizacdo dos valores de vorticidade nas paredes e das temperaturas nas paredes adi-
abdticas foram feitas pelo préprio MQDL-FBR com o uso de suportes descentrados resultantes
do critério de criagdo dos suportes locais. Os valores das velocidades U e V' foram calculados
também pelo MQDL-FBR, de acordo com as equacdes (4.13) e (4.14), respectivamente, para
os pontos interiores da discretizacao.

O numero de Nusselt médio (/Nu) na superficie quente (X = 0) foi obtido por integragdo
numérica do nimero de Nusselt local (Nuy) (ver equagdo (F.21), Apéndice F). O método de
Simpson foi aplicado no caso de nimero par de subintervalos e o0 método dos Trapézios no caso
de numero impar. O nimero de Nusselt local (ver equacdo (F.20), Apéndice F) foi calculado

em cada pontos de referéncia da superficie quente através do MQDL-FBR.

O fluxograma da Figura 4.2 mostra a sequéncia de passos executada do programa em
linguagem Fortran para se obter a solu¢do numérica aproximada do problema da convecgao

natural.

4.1.2 Resultados com MQDL-FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabili-
zado - Método lterativo de Relaxacoes Sucessivas

Em todos os experimentos numéricos, o nimero de Prandtl foi de 0,71 que corresponde
a simulacdes com o ar. Foram testados dois nimeros de Rayleigh: Ra = 10* ¢ Ra = 10°
(Ra = GrPr) para comparagdo do nimero de Nusselt médio da parede vertical quente (X = 0)
no regime permanente com valores da literatura. Com as NPEs, simula¢gdes foram feitas com os
coeficientes de ponderacdo calculados pelo MQDL-FBR(Mq) e com o MQDL-FBR(GA) Esta-
bilizado, para as NPNEs somente com 0 MQDL-FBR(Mq), pois ndo foi possivel obter conver-
géncia com os calculados pelo MQDL-FBR(GA) Estabilizado devido a presenca de suportes

defeituosos, como comentado na secdo 3.4.4. Vérios valores de n, foram utilizados.

Inicialmente, o SELG resultante da equacao da funcdo-corrente foi resolvido utilizando o
método Iterativo de Relaxacdes Sucessivas (SoR ou SuR) para os pontos interiores da discreti-
zacdo, por se tratar de um método utilizado por Shu et al. (2003) e Ding et al. (2005), de facil

implementagdo e pelos resultados satisfatdrios das secdes 3.2 e 3.3 do capitulo 3.

Parametros das simulagdes como o espagamento médio entre 0s pontos, Ay,eqio, parametro

de relaxagdo, fr, tolerancia do método de relaxagdo sucessivas, tol, incremento de tempo, 07,
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Figura 4.2: Fluxograma utilizado para obter as solu¢gdes do problema de convecgao natural

ndmero maximo de iteragdes, itermax, parametro de forma, c ou €, tempo de processamento
em segundos, TP, podem ser encontrados no Apéndice G. Ressalva-se que em NPE utilizou-se

SoR, euquanto o SuR foi utilizado para as NPNEs.
A Tabela 4.1 contém os resultados obtido pelo MQDL-FBR(Mq) em NPEs (Mq com

parametro de forma c), o nimero de Nusselt Médio, Nu, e seu desvio percentual com relacao a

referéncia da literatura para Ra = 10* para diversos suportes locais, n,. Os desvios percentuais



4.1. Convecgdo Natural em uma Cavidade Quadrada 77

calculados para as simulagdes em NPEs basearam-se nos dados de Davis (1983) que usou uma
malha uniforme de 41 x 41 pontos, obtendo o nimero de Nusselt Médio de 2,238. Nota-se que
os resultados encontrados para o Nu foram préximos ao da referéncia, com desvios percentuais
em torno de 1%, exceto para as simulagdes feitas com n, = 25 (ver pardmetros das simula¢des
nas Tabelas G.1, G.2 e G.3).

Tabela 4.1: Resultados com o MQDL-FBR(Mq) em NPEs para Ra = 104

Nu=2,238 (Davis, 1983)
61x61 93x93 118x118
ne Nu Desvio(%) | Nu Desvio (%) | Nu  Desvio (%)
9 22460 0,3575 2,2446 0,2949 2,2446 0,2949
13 2,2468 0,3932 2,2468 0,2994 2,2397 0,0760
17 2,2482 0,4468 2,2545 0,7373 2,2568 0,8400
21 2,2636 1,1439 2,2510 0,5809 2,2571 0,8534
25 2,3156 3,4674 2,3526 5,1206 2,3747 6,1081
49 22643 1,2511 2,2563 0,8177 2,2660 1,2511

A Tabela 4.2 mostra resultados para simulacdes andlogas as anteriores mas com o MQDL-
FBR(GA) Estabilizado, com o parAmetro de forma ¢ (em torno de 10~°). Pode-se destacar que
os resultados para o nimero de Nusselt Médio usando o MQDL-FBR(GA) Estabilizado em
NPEs, em quase todos os casos simulados, sao proximos ao de Davis (1983), com desvios per-
centuais abaixo de 0,50%, exceto para n, = 12 e 61 x61 pontos (ver pardmetros das simulacdes
nas Tabelas G.4, G.5 ¢ G.6).

Tabela 4.2: Resultados com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE para Ra = 104

Nu=2,238 (Davis, 1983)
61x61 93x93 118x118
ne Nu Desvio(%) | Nu Desvio (%) | Nu  Desvio (%)
12 2,2540 0,7149 2,2481 0,4513 2,2463 0,3709
17 2,2465 0,3798 2,2444 0,2860 2,2448 0,3038
21 2,2435 0,2458 2,2443 0,2815 2,2446 0,2949
25 2,2435 0,2458 2,2444 0,2860 2,2446 0,2941
49 2,2448 0,3038 2,2449 0,3083 2,2432 0,2323

Finalmente, a Tabela 4.3 mostra os resultados obtidos pelo MQDL-FBR(Mq) para as
mesmas NPNEs utilizadas na sec¢do 3.3 do capitulo 3. Para essas nuvens de pontos os desvios
percentuais foram calculados a partir dos resultados encontrados por Shu et al. (2003) onde
o numero de Nusselt Médio foi de 2,240. Os resultados encontrados foram satisfatérios, com
desvios percentuais abaixo de 1,75%, mesmo em discretizagdes em NPNEs mostrando o grande
poténcial do MQDL-FBR. Note também que ndo foi necessdria a utilizacdo de pontos organi-
zados préximos a fronteira ou mesmo a estratégia de usar pontos fantasmas, bastando organizar

os pontos na fronteira (ver parametros das simulacdes nas Tabelas G.7, G.8 e G.9).
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Tabela 4.3: Resultados com o MQDL-FBR(Mq) em NPNEs para Ra = 10*

Nu=2,240 (Shu et al., 2003)
3738 8636 13931
ns Nu Desvio(%) | Nu Desvio(%)| Nu  Desvio (%)
9 22342 0,2589 22211 0,8437 2,2312 0,3928
17 2,2582 0,8125 2,2576 0,7857 2,2636 1,0536
21 2,2536 0,6071 2,2794 1,7589 2,2568 0,7500
25 12,2488 0,3929 2,2490 0,4018 2,2532 0,5893
49 22570 0,7589 2,2455 0,2455 2,2459 0,2643

Os resultados para as linhas de corrente e isotérmicas no regime permanente utilizando a
NPNE de 13931 pontos e n, igual a 49 para Ra = 10" sio apresentados nas Figuras 4.3 ¢ 4.4,

respectivamente.
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Figura 4.3: Linhas de corrente para a NPNE de Figura 4.4: Isotérmicas para a NPNE de 13931 pon-
13931 pontos e ns = 49 - Ra = 10* tos e ns = 49 - Ra = 10*

E interessante estudar a evolugdo temporal do nimero de Nusselt Médio para as NPEs e
NPNESs. A Figura 4.5 apresenta essa evolugdo para a NPE de 93x93 pontos com o MQDL-
FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabilizado e em NPNE de 8636 com o MQDL-FBR(Mq). O
nimero de pontos do suporte local foi fixado em n, = 17. Nota-se uma maior variagao do
Nwu para a NPNE frente as NPEs, com a evolucao temporal apresentando pequenas flutuacdes
em torno de um valor médio. A principio, pensou-se que esse fato poderia estar relacionado
a fatores, como: qualidade das aproximacdes, cdlculos dos valores das fun¢des nas fronteiras,
instabilidades geradas pelo método iterativo de Relaxagdes Sucessivas, dentre outros. Essas

oscilagdes mostraram-se ainda mais intensas para Ra = 10°, como serd visto a seguir.

Com o aumento do nimero de Rayleigh, ocorre uma diminui¢do dos efeitos difusivos e
consequentemente um aumento dos efeitos convectivos nas equagdes. A Tabela 4.4 apresenta

os parametros e os resultados para algumas simulagdes com Rayleigh Ra = 10°. Os desvios
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Figura 4.5: Comparacdo na evolucdo temporal do nimero de Nusselt Médio, Nu, para o MQDL-
FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE e MQDL-FBR(Mq) em NPNE com ng = 17 e
Ra = 10*

percentuais calculados para as NPEs basearam-se nos resultados de Davis (1983), que utilizou
uma malha uniforme de 81 x 81 pontos, obtendo o nimero de Nusselt Médio de 8,817. Ja
para as NPNEs, o desvio percentual foi calculado a partir de Shu ef al. (2003) que obtiveram
o numero de Nusselt Médio de 8,932. Nas simulacdes em NPNEs verificaram-se oscilagdes
na evolugdo temporal do nimero de Nusselt Médio, e nesses casos uma média foi calculada
usando os valores de Nu em uma faixa final da evolucao temporal (média Nu). Os melhores
resultados foram para a NPE de 93 x93 pontos com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado (n, = 21)
e para a NPNE de 13931 pontos com o MQDL-FBR (Mq) (ns = 17) com a tolerancia do SuR
de 10 7.

A Figura 4.6, andloga a Figura 4.5, mostra a evolucio temporal do nimero de Nusselt
Médio em discretizacdes de NPEs e NPNEs (trés primeiras colunas de resultados da Tabela 4.4),
mostrando que as oscilacdes ocorrem, de maneira constante, somente em NPNEs. A Figura 4.7
ilustra a evolucdo temporal do nimero de Nusselt médio em NPNEs de 13931 pontos utilizando
o SuR com tolerincias diferentes (trés tltimas colunas de resultados da Tabela 4.4). Conforme
se diminui o valor da tolerancia, menores sdo as oscilagdes do Nu, e isso evidencia a grande
influéncia que a escolha do método iterativo de Relaxagdes Sucessivas tem sobre os resultados.
Fica evidente a necessidade de um método mais adequado para solucdo do SELG referente a

equacgdo de Poisson da funcao-corrente ao se tratar problemas em NPNEs.
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Tabela 4.4: Parimetros e resultados obtidos para as simulagdes para Ra = 105- SoR/SuR

Nu=8,817 (Davis, 1983) Nu=8,932 (Shu et al., 2003)
NPE NPE NPNE NPNE NPNE
61 x 61 93 x93 13931 pontos | 13931 pontos | 13931 pontos
N 17 21 9 9 17
Rmedio 1,67.1072 | 1,09.1072 8,54.1073 8,54.1073 8,54.1073
fr 1,75 1,75 0,45 0,50 0,50
tol 1077 107 107 107 1077
oT 2,34.107% | 9,96.1073 4,92.1073 4,92.1073 6,15.1073
itermax 14007 21601 172139 172139 137711
€ - 107° - - -
c 0,13 - 0,07 0,07 0,05
TP(s) 554,37 6325,29 2676,01 1050,04 -
Nu / média Nu | 9,2301 8, 7772 8,6869 8,0142 8,8654
Desvio (%) 4,6853 04514 2,7440 10,2754 0,7456

Ra = 10°

Nusselt Médio
o) N
l) '
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——MQDL-FBR(GA) Estabilizado - NPE
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Figura 4.6: Comparacio na evolucéo temporal do nimero de Nusselt Médio, Nu, para o MQDL-
FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE e MQDL-FBR(Mq) em NPNE - Ra = 10°

Os resultados para as linhas de corrente e isotérmicas no regime permanente utilizando a
NPE de 93 x93 pontos € n, igual a 21 para Ra = 10° sdo apresentadas nas Figuras 4.8 e 4.9,

respectivamente.
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Figura 4.7: Variacdo do nimero de Nusselt Médio em fun¢do do tempo com o MQDL-FBR(Mq) em
NPNE para tol =1076,107% e 107
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Figura 4.8: Linhas de corrente para a NPE de Figura 4.9: Isotérmicas para a NPE de 93 x93 pon-
93x93 pontos e ng = 21 - Ra = 10° tos e ng = 21 - Ra = 10°

4.1.3 Resultados com MQDL-FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabili-
zado - Método de Decomposicao LU

Testes analogos aos da Tabela 4.4 foram feitos substituindo o método de Relaxacdes Su-
cessivas pelo método de decomposicao LU onde a matriz do SELG resultante da equacao de
Poisson para a fungdo-corrente foi armazenada como na se¢do 3.4 do capitulo 3 ap6s a utilizagao

do RCM. Os resultados para o nimero de Nusselt Médio estdo bem préximos aos encontrados
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anteriormente, como pode ser visto na Tabela 4.5, porém, o tempo de processamento de cada si-
mulacao foi bem menor, monstrando uma vantagem desse tipo de abordagem frente a utilizagdo

do método de Relaxagdes Sucessivas (ver parametros das simulagdes na Tabela G.10).

Tabela 4.5: Resultados obtidos para as simulagdes para Ra = 10° - Decomposigio LU

NPE NPE NPNE
61 x 61 | 93 x 93 | 13931 pontos
N 17 21 9
TP(s) 185,99 | 883,72 1192,43
Nu 9,2135 | 8,7781 8,7046
Desvio (%) | 4,4979 | 0,4414 2,5463

A Figura 4.10 mostra a evoluc¢do temporal do nimero de Nusselt Médio como na Figura
4.6. Observa-se que ndo ha diferenca significativa nos experimentos em NPE, evidenciando
que ambos os métodos de solu¢ao do SELG, SoR e Decomposi¢ao LU, podem ser usados. Em
NPNE, por outro lado, os resultados com a decomposicao LU ndo apresentaram as oscilacdes
ocorridas com o SuR. Logo, em NPNEs, a decomposicdo LU ¢é adequada para tratar a evolug@o
temporal do problema utilizando o MQDL-FBR(Mq).

— MQDL-FBR(Mq) - NPE
——MQDL-FBR(GA) Estabilizado - NPE
e MQDL-FBR(Mq) - NPNE
10 -
o | pusn
E
= 8 \
2
2
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Figura 4.10: Comparagdo na evolugdo temporal do nimero de Nusselt Médio, Nu, para o MQDL-
FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE e MQDL-FBR(Mq) em NPNE para Ra = 10° -
Decomposicdo LU
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4.1.4 Resultados com o MQDL-FBR(PHS) - Método de Decompo-
sicao LU

O MQDL-FBR(PHS) com polindmios suplementares surgiu recentemente (Flyer et al.,
2016a,b) como uma alternativa para o cdlculo dos coeficientes de ponderagdo em aproximagoes
de derivadas espaciais com boa acurdcia. Suas principais vantagens, ja apontadas na secao 3.4
do capitulo 3, sd@o: 1) ndo ha a necessidade de se preocupar com a escolha de um parametro de
forma, ausente nesse caso; 2) as aproximacoes de derivadas proximas as fronteiras sdo relativa-
mente acuradas, ndo ocorrendo suportes defeituosos (rank deficiente); 3) a ordem de precisao

do método esté ligada ao grau do polindmio suplementar que € um nimero inteiro.

Experimentos numéricos foram feitos aplicando o MQDL-FBR(PHS) com a PHS ¢(r) =
r” em NPEs e NPNEs, com as mesmas nuvens da Tabela 3.3. No caso de NPEs, a escolha do
grau do polindmio seguiu a Tabela 3.2. No caso de NPNEs, a escolha do grau do polindmio
foi diferente para os pontos de fronteira e para os pontos internos: para um determinado ng,
o maior grau do polindmio para os pontos de fronteira foi igual ao especificado para NPEs;
para os pontos internos, porém, foi necessario em algumas situagdes, reduzir o grau indicado na
Tabela 3.2 para que hovesse a convergéncia das solucdes. O grau do polindmio usado em cada
experimento pode ser visto no Apéndice G (Tabelas G.11 para NPE e G.13 para NPNE). Em
todos os casos foi aplicado o RCM e, para a solucdo da equacgao de funcao-corrente, utilizou-se

a decomposi¢do LU com armazenamento em banda da matriz global.

As Tabelas 4.6 e 4.7 mostram os resultados para o nimero de Nusselt Médio na parede
quente (X = 0) para Ra = 10 e seus respectivos desvios percentuais com relagio a referéncia
da literatura (Davis (1983)) em discretizacdes em NPE e NPNE, respetivamente, para diversos

n, (ver parametros das simulagdes nas Tabelas G.12 e G.14).

Tabela 4.6: Resultados para o nimero de Nusselt Médio para diversas NPE e varios ng

Nu =8,817 (Davis, 1983)

N 45x45 | 65x65 | 85x85 | 105x105 | 125x125
9 Nu 11,1548 | 9,6996 | 9,2545 | 9,0746 8,9865
Desvio(%) 20,9576 | 9,0997 | 4,7270 | 2,8383 1,8861
75 Nu 9,6223 | 8,8612 | 8,7714 | 8,7759 8,7889
Desvio(%)  8,3687 | 0,4986 | 0,5194 | 0,4688 0,3192
33 Nu 9,0022 | 8,6000 | 8,6803 | 8,7481 8,7832
Desvio(%)  2,0575 | 2,5233 | 1,5748 | 0,7871 0,3853
45 Nu 9,1420 | 8,7287 | 8,7531 | 8,7843 8,8010
Desvio(%)  3,5546 | 1,0115 | 0,7304 | 0,3727 0,1815
55 Nu 8,4563 | 8,4914 | 8,6968 | 8,7808 8,8100
Desvio(%) 4,2657 | 3,8344 | 1,3818 | 0,4125 0,0799

Percebe-se que hd uma maior aproximagao nos resultados conforme se aumenta a quan-

tidade de pontos da discretizacdo (refinamento) em NPE para um determinado ng. Isso é um
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bom indicativo da consisténcia nos resultados. Também, em alguns casos, ocorre maior aproxi-
macao quando se toma uma NPE e se aumenta o nimero de pontos do suporte local (n), mas
esse fato ndo ocorre em todos os casos. O menor desvio percentual encontrado foi para a NPE
de 125x125 com n, =55, infeiror a 0,08 %. E importante salientar que os resultados de Davis

(1983) foram obtidos com uma malha uniforme de 81x81 pontos para Ra = 10°.

Em NPNE, também ocorre maior aproximagao nos resultados de acordo com que se au-
menta a quantidade de pontos da discretizacdo para um determinado n,. Isso indica a consis-
téncia do MQDL-FBR(PHS) também em NPNEs. Ainda, em alguns casos, hd melhora quando
se toma uma NPNE e se aumenta o nimero de pontos do suporte local (ns), o que pode ser
observado claramente nas NPNEs de 11030 e 15739 pontos. O menor desvio percentual aferido

nas simulag¢des numéricas foi para a NPNE de 15739 pontos com n, =55, inferior a 0,05%.

Tabela 4.7: Resultados para o nimero de Nusselt Médio para diversas NPNE e vérios n

Nu =8,817 (Davis, 1983)

N 2048 | 4230 | 7284 | 11030 | 15739
75 Nu 9,0405 | 8,6732 | 8,7413 | 8,7773 | 8,7924
Desvio(%) 2,4722 | 1,6576 | 0,8656 | 0,4523 | 0,2799
33 Nu 8,5923 | 8,5756 | 8,7455 | 8,7909 | 8,8059
Desvio(%) 2,6152 | 2,8153 | 0,8176 | 0,2967 | 0,1255
45 Nu 8,5173 | 8,7035 | 8,8090 | 8,8093 | 8,8113
Desvio(%) 3,5188 | 1,3035 | 0,0909 | 0,0878 | 0,0647
55 Nu 8,3824 | 8,6460 | 8,8057 | 8,8225 | 8,8133
Desvio(%) 5,1841 | 1,9783 | 0,1289 | 0,0621 | 0,0416

As Figuras 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 apresentam os resultados para as linhas de cor-
rente (curvas de nivel da fungdo-corrente), isotérmicas (curvas de nivel de temperatura), curvas
de nivel da velocidade U, curvas de nivel da velocidade V e curvas de nivel da vorticidade, res-
pectivamente, para Ra = 10%, NPNE de 15739 pontos (Figura 4.16) e n, = 55. Os resultados
podem ser comparados com os obtidos por Davis (1983), para esse mesmo caso, na Figura 4.17
(Figura adaptada de Davis (1983)).

4.2 Cavidade Quadrada com Tampa Movel

Essa secdo visa aplicar o MQDL-FBR(PHS) no ploblema da Cavidade Quadrada com
Tampa Moével em NPEs e NPNEs. As equacdes que regem o movimento do fluido dentro da
cavidade foram abordadas pela formulacao vorticidade e fungao-corrente. As condicdes iniciais
e de contorno sao apresentadas e os resultados para Reynolds 400, 1000 e 3200 comparados com

os encontrados por Ghia et al. (1982).
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Figura 4.11: Linhas de Corrente ¢ - Ra =  Figura 4.12: Isotérmicas 6 - Ra = 10°. Com-
10%. Comparar com Figura 4.17 a). parar com Figura 4.17 b).

Figura 4.13: Curvas de nivel para velocidade  Figura 4.14: Curvas de nivel para velocidade
U - Ra = 10°. Comparar com Figura4.17¢c). V- Ra = 105. Comparar com Figura 4.17 d).

4.2.1 Formulacao do Problema Fisico e Discretizacao das Equa-
coes

A aplicagdo fisica da cavidade quadrada com tampa mével € um problema puramente hi-
drodindmico também bastante utilizado para verifica¢do de resultados (benchmark). De forma
simples, é um problema em que a cavidade, preenchida por um fluido, € submetida a uma veloci-
dade constante e diferente de zero em sua superficie superior (tampa) resultando no movimento
do fluido no interior da cavidade. Ghia et al. (1982) resolveu esse problema usando o método
de Diferencas Finitas com malhas estruturadas de 129x129 e 257 %257 pontos para diversos

nimeros de Reynolds.
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Figura 4.15: Curvas de nivel para vorticidade Figura 4.16: Nuvem de Pontos de Nio-
w - Ra = 105. Comparar com Figura 4.17 ¢).  Estruturada de 15739 pontos

O Apéndice H apresenta as hipdteses simplificadoras e todo o processo para obtencao das
equacdes adimensionalizadas que regem o movimento do fluido na formulacdo vorticidade (w)

e funcdo-corrente (/). Essas equacdes assumem as seguintes formas:

Ow Ow Ow 1 (0w  O*w
utad - = - 4.18
or TVox TVov T Re (aX2 * aw) (418)
O Py
s = 4.1
0X? * ayz (4.19)
sendo Re o numero de Reynolds e a vorticidade definida por:
ou oV

=— - 4.2

Yoy ox (4.20)

As componentes de velocidade U e V' sdo definidas a partir da fungdo-corrente da seguinte

maneira:
B oy
U= w (4.21)
oY
V = X (4.22)

As condigdes iniciais, 7 = 0, e as condi¢des de contorno, 7 > 0, sdo definidas como segue:
w=1v% =0, quando 7 =0 (4.23)

=0, U=1 V=0, para Y =1 0<X<1 (4.24)
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c) d)

Figura 4.17: Resultados de Davis (1983) para Ra = 106: a) linhas de corrente; b) isotérmicas; c) curvas
de nivel U; d) curvas de nivel V, e) curvas de nivel da vorticidade. (Adaptada de Davis (1983))
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v=0, U=0, V=0, paora V=0, 0<X<I1 (4.25)
v=0, U=0, V=0, para X=0 0<Y<l1 (4.26)
=0, U=0, V=0, para X=1  0<Y <1 (4.27)

A Figura 4.18 ilustra o problema da cavidade quadrada e as condi¢des de contorno empre-
gadas para se obter a solucao aproximada das equacdes pelo MQDL-FBR. As retas pontilhadas
representam as coordenadas centrais da cavidade onde as velocidades U e V' sdo calculadas para

comparacdo com os perfis de velocidades obtidos por Ghia et al. (1982).

v=0, U=1 V=0

_>
=0 =0
U=0f U =0
V=0 V=0

A
Y

Figura 4.18: Geometria e condi¢es de contorno para o problema hidrodinamico da cavidade quadrada
com tampa mével

As equacdes (4.18), (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22) colocadas em um ponto global ¢, de

acordo com o MQDL-FBR, assumem as seguinte equagdes discretizadas:

dw 1 Ng Ng Ng Ng

i 2X 2Y 1X 1Y

o = o E Wik Wik + E w;pwik | — U, E W; % Wik — V; E W; Wik (4.28)
k=1 k=1 k=1 k=1

S wi e+ Y wiivig = w; (4.29)

k=1 k=1

U=y wiitin (4.30)
k=1

Vi= =Y wiitin (4.31)
k=1
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Ns Ns
1y 1X

w; = g w; Ui — E w; % Vik (4.32)

k=1 k=1

X 1Y 02X 2y . x o .

sendo w; 3, w; ., w; € w;; os coeficientes de ponderagdo de primeiras e segundas derivadas
com relacdo a X e Y, respectivamente. Valores de uma funcdo g; sdo calculados diretamente
para ponto ¢, enquanto g;; sdo valores da mesma fun¢do para cada ponto k& do suporte local
vinculado ao ponto de referéncia i. Nesse caso, a equacdo (4.28) é semi-discreta, com os termos
espaciais discretizados pelo MQDL-FBR enquanto a discretizacdo do dominio temporal feita

através de um método explicito.

A equacio (4.28), da vorticidade, foi resolvida de forma andloga ao descrito na secao 4.1.1
deste capitulo, ou seja, pelo método de Euler Explicito. O valor adotado para o incremento de
tempo em cada experimento numérico foi suficientemente baixo para situar-se na regido de

estabilidade do método e, por conseguinte, garantir a convergéncia da solu¢cdo aproximada.

O SELG resultante da equagdo (4.29), fungdo-corrente, foi resolvido pelo método de
decomposicao LU com armazenamento em banda da matriz global, como ja foi feito anteri-
ormente nos testes com a equagdo de Poisson e no problema de conveccdo natural em uma

cavidade quadrada.

As equagoes (4.30) e (4.31) s@o usadas para calcular os valores das velocidades U e V/,
respectivamente, para os pontos internos da cavidade, enquanto a equacao (4.32) para o cdlculo

dos valores de vorticidade nas fronteiras do dominio.

O fluxograma da Figura 4.19 representa a sequéncia de passos executada pelo programa
em linguagem Fortran para a obtencado das solu¢des numéricas aproximadas pelo MQDL-FBR

do problema da cavidade quadrada com tampa médvel.

4.2.2 Resultados

Os experimentos numéricos com o MQDL-FBR(PHS) no problema da cavidade com
tampa movel foram feitos para os seguintes numeros de Reynolds (Re): 400, 1000 e 3200.
Note-se que, aumentando o nimero de Reynolds, equagdo (4.18), os efeitos difusivos diminuem
e, consequentemente, hd uma maior influéncia dos efeitos convectivos na equacdo. Para fins de
comparacdo, situacdes com esses nimeros de Reynolds remetem-se as mesmas analisadas por
Ghia et al. (1982).

Todas as simulac¢des foram feitas em NPE de 125 x 125 pontos e, analogamente, em NPNE
de 15739 pontos com ny = 25. Os parametros das simulag¢des, que estio relacionados com as
nuvens e com o cdlculo dos pesos, como a distdncia média entre os pontos, A,,eq0, largura de
banda antes e apds a utilizacdo do RCM e o grau dos polindmio suplementar, g; (pontos internos)
e gy (pontos de fronteira) encontram-se na Tabela 4.8. Na Tabela 4.9 estdo os pardmetros e

resultados relacionados com cada simulacao (nimero de Reynolds) como incremento de tempo,
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Figura 4.19: Fluxograma utilizado para obter as solugdes do problema da cavidade quadrada com tampa

movel

07, nimero maximo de iteracdes, itermax e o tempo de processamento total, TP.

Tabela 4.8: Parametros relacionados com as nuvens de pontos e cdlculo dos pesos

NPE - 125x125 | NPNE - 15739
Nomedio 8,06.1073 8,03.1073
[b sem RCM 1129 30597
[b com RCM 1306 1709
4 3 4
3 3

qr
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Tabela 4.9: Parametros e Resultados obtidos em cada experimentos nimerico

NPE NPNE
Re =400 | Re = 1000 | Re = 3200 | Re =400 | Re = 1000 | Re = 3200
oT 1073 1073 2.1073 2,58.1073 | 6,46.107* 1073
itermax | 59801 131201 265001 25801 100001 220001
TP 2211,97 5706,03 9873,69 1191,55 4599,67 8728,26

A Figura 4.20 mostra os perfis de velocidade U na linha central vertical da cavidade,

enquanto a Figura 4.21 os perfis de velocidade V' na linha central horizontal da cavidade para

Reynolds 400, 1000 e 3200 em simulacdes em NPE. Resultados andlogos foram obtidos para

simulacdes em NPNE e encontram-se nas Figuras 4.22 e 4.23. Os resultados tanto em NPE

quanto em NPNE concordam bem com os obtidos por Ghia et al. (1982). Pequenos desvios

podem ser vistos nas simulacdes com Re =3200.

NPE

——Re=400
—Re=1000

[ Re=3200

© Ghia et al - Re=400

0.8 F| © Ghiaetal - Re=1000

¢ Ghia et al - Re=3200

I
w
=1

Figura 4.20: Perfis de velocidade U na linha central

vertical da cavidade - NPE

0.5

-0.21

-0.4

-0.6

0.6

NPE

04l &°

0.2

——Re=400
—Re=1000
Re=3200
© Ghia et al - Re=400 | |
o Ghia et al - Re=1000
¢ Guia et al - Re=3200

X o

0.4 0.6

horizontal da cavidade - NPE

0.8 1

Figura 4.21: Perfis de velocidade V' na linha central

As Figuras 4.24, 4.25 e 4.26 ilustram as linhas de corrente e as Figuras 4.27, 4.28 e

4.29 as curvas de nivel da vorticidade, no regime permanente, encontradas com a MQDL-
FBR(PHS) em NPNE para Reynolds 400, 1000 e 3200, respectivamente. Esses resultados
podem ser comparados com os obtidos por Ghia et al. (1982) nas Figuras 4.36 e 4.37 (adaptadas

de Ghia et al. (1982)).
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NPNE NPNE

1 " p—— L 0.6 T

——Re=400 pargoeo ——Re=400
——Re=1000 ——Re=1000
——Re=3200 ~——Re=3200
O Ghia et al - Re=400 © Ghia et al - Re=400 |
0.8 | B Ghiaetal - Re=1000 O Ghia et al - Re=1000
¢ Ghia et al - Re=3200 ¢ Ghia et al - Re=3200

09F

. 20.6 . . . .
0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.22: Perfis de velocidade U na linha central Figura 4.23: Perfis de velocidade V' na linha central
vertical da cavidade - NPNE horizontal da cavidade - NPNE

As Figuras 4.30, 4.31 e 4.32 mostram as curvas de nivel para a velocidade U e as Figuras
4.33, 4.34 e 4.35 as curvas de nivel para a velocidade V', no regime permanente, obtidas com a
MQDL-FBR(PHS) em NPNE para Reynolds 400, 1000 e 3200, respectivamente.

Figura 4.24: Linhas de Cor- Figura 4.25: Linhas de Cor- Figura 4.26: Linhas de Cor-
rente - Re = 400 rente para Re = 1000 rente para Re = 3200
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Figura 4.27: Curvas de nivel Figura 4.28: Curvas de nivel Figura 4.29: Curvas de nivel
para Vorticidade - Re = 400 para Vorticidade - Re = 1000  para Vorticidade - Re = 3200

Figura 4.30: Curvas de nivel Figura 4.31: Curvas de ni- Figura 4.32: Curvas de ni-
para Velocidade U - Re = 400 vel para Velocidade U - Re = vel para Velocidade U - Re =
1000 3200

Figura 4.33: Curvas de nivel Figura 4.34: Curvas de ni- Figura 4.35: Curvas de ni-
para Velocidade V' - Re = 400 vel para Velocidade V' - Re = vel para Velocidade V - Re =
1000 3200
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RE = 1000, UNIFORM GRID (129 x 129)

RE =400, UNIFORM GRID (257x257)

Eddy BL,I Eddies BR1’ BRZ

RE = 3200, UNIFORM GRID (129 x 129)

Eddy TL,
x

Figura 4.36: Linhas de Corrente obtidas por Ghia et al. (1982). a) Re = 400, b) Re = 1000 e ¢)

Re = 3200 (adaptadas de Ghia et al. (1982))

RE = 3200, UNIFORM GRID (129 x 129)

RE = 400, UNIFORM GRID (257 x 257) RE = 1000, UNIFORM GRID (129 x 129)
-2
2
4 2 3
| 3
5 o
4 3
3
.”
, 7
_1 - -

\O Y % — 3

a) b)

Figura 4.37: Curvas de nivel para vorticidade obtidas por Ghia et al. (1982). a) Re = 400, b) Re = 1000
e c) Re = 3200 (adaptadas de Ghia et al. (1982))



Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes de Trabalhos
Futuros

5.1 Conclusoes

O MQDL-FBR(Mq), MQDL-FBR(GA) Estabilizado e o MQDL-FBR(PHS) foram imple-
mentados em discretiza¢des de nuvens de pontos estruturadas e ndo-estruturadas com o critério

dos pontos mais proximos ao pontos de referéncia como formagdo dos suportes locais.

Nos testes numéricos com a Equacao de Poisson, se evidenciou a vantagem do MQDL-
FBR(GA) Estabilizado frente ao MQDL-FBR(Mq) e MQDL-FBR(GA) na extensdo do inter-
valo do parametro de forma em um caso simples em nuvem estruturada e suportes fixos e
centrados. Também se verificou o aspecto de ndo-compacidade do MQDL-FBR, ou seja, que a
ordem de precisd@o aumenta com a extensao do suporte local mas ndo com o aumento do niimero

de pontos para um suporte com a mesma extensao.

A estratégia de aumento de precisdo na aritmética de ponto flutuante no calculo dos coe-
ficientes de ponderacdo do MQDL-FBR(Mq) (de dupla para quadrupla) no contexto de NPEs e
NPNE:s propiciou bons resultados, principalmente quanto a diminui¢do das instabilidades nos
graficos do erro relativo em fungdo do parametro de forma, c. O efeito no entanto nio foi

significativo quanto a extensao do intervalo do parametro de forma.

A solucao numérica da equacao de Poisson foi feita através do MQDL-FBR(GA) Estabi-
lizado no contexto de NPEs e NPNE. Algumas divergéncias foram verificadas nas solucdes nu-
méricas para alguns pardmetros de forma em NPNE, sugerindo o emprego de métodos mais es-
taveis para a solucdo do sistema de equacdes lineares global (SELG) resultante da discretizagao
da equacdo de Poisson pelo MQDL-FBR. Até entdo, esse sistema vinha sendo resolvido pelo
método iterativo de Sobre-Relaxacdes Sucessivas (SoR), no caso de NPEs e, Sub-Relaxacdes

Sucessivas (SuR) no caso de NPNEs. Verificou-se que a numerac¢do global das NPNEs geradas

95
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com o pdetool do Matlab produzia matrizes globais com largura de banda praticamente com-
pleta. Assim sendo, utilizou-se o algoritimo RCM para redugdo da largura de banda e se passou
a resolver o SELG pelo método direto de Decomposi¢cdo LU com armazenamento de banda

eSparsa.

Em NPEs, as solucdes numéricas da equacao de Poisson obtidas com o MQDL-FBR(GA)
Estabilizado mostraram a ocorréncia de valores especificos de ngs nos quais os erros relativos
diminuem, evidenciando novamente o aspecto de ndo-compacidade do MQDL-FBR. Ocorrén-
cia andloga se deu com o MQDL-FBR(PHS), acompanhada, porém, de maiores oscilagdes nos
resultados. Em NPNEs, tanto com o0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado quanto para o MQDL-
FBR(PHS) ocorreram oscilacdes nos resultados, que sdo naturais devido a grande variacdo na
configuracao dos suportes locais; no entanto, destaca-se que os erros relativos foram relativa-
mente maiores em NPEs, evidenciando-se a boa adequacdo do MQDL-FBR em NPNEs. Esti-
mativas de ordem de precisio, a posteriori, de ambas as abordagens foram feitas, verificando-se

ordens bem elevadas com o aumento de n, principalmente em NPNEs.

Erros absolutos nas primeiras e segundas derivadas usando o MQDL-FBR(GA) Estabili-
zado e o MQDL-FBR(PHS) foram calculados em todos os pontos do dominio para uma fun¢do
teste (us). O intuito foi verificar os erros absolutos nas derivadas principalmente nas proximi-
dades da fronteira. Com os resultados, concluiu-se que 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado nédo
€ robusto o suficiente para calcular os coeficientes de ponderagao em todos os tipos de suporte
local, podendo em certos casos aparecerem matrizes locais com rank deficiente cujos pesos
resultantes ndo servem para aproximacgado das derivadas. J4 o MQDL-FBR(PHS) forneceu re-
sultados satisfatorios para os erros absolutos das derivadas, credenciando-se como uma opc¢ao

vidvel para solu¢cdes numéricas principalmente em NPNEs.

O MQDL-FBR(Mq), MQDL-FBR(GA) Estabilizado ¢ 0o MQDL-FBR(PHS) foram apli-
cados para se obter a solu¢do numérica das equagdes de Navier-Stokes do problema cldssico
de conveccdo natural em uma cavidade quadrada. Resultados foram obtidos para o nimero de
Nusselt Médio na parede quente com nimero de Rayleigh Ra = 10* e Ra = 10°. Inicialmente,
para Ra = 10%, resultados satisfatérios (préximos aos das referéncias bibliogréficas (Davis,
1983; Shu et al., 2003)) foram encontrados com o0 MQDL-FBR(Mq) (valores baixos de c) em
NPEs e NPNES, bem como com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPEs. Entretanto, ndo
foi possivel obter resultados com 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPNEs devido ao surgi-
mento de suportes locais defeituosos na fronteira. Ainda com o MQDL-FBR(Mq), em NPNEs,
Ra = 106, verificaram-se oscilagdes do nimero de Nusselt Médio em fung¢io do tempo adi-
mensional, dependentes da tolerdncia utilizado no método SuR. Ficou evidente a importincia
da substitui¢do desse método por outro mais estavel na solucdo dos SELGs. Com o uso do mé-
todo de decomposi¢ao LU, os resultados ndo apresentaram oscilagcdes. Com isso, os resultados
com 0 MQDL-FBR(PHS) para Ra = 10° foram os que mais se aproximaram da referéncia bi-
bliogréfica (Davis, 1983), tanto para NPEs quanto para NPNEs, chegando a desvios percentuais
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inferiores a 0,05%.

O problema da cavidade com tampa mdvel foi resolvido pelo MQDL-FBR(PHS) com
Reynolds 400, 1000 e 3200. Os resultados em NPEs e em NPNEs foram proximos a referéncia
(Ghia et al., 1982).

A Tabela 3.2 pode ser considerada um resultado sintético util, resultante dos esfor¢os
despendidos em diversos experimentos numéricos deste trabalho. Ela serve para orientar a
escolha do grau do polindmio suplementar em fun¢dao do nimero de pontos do suporte local
escolhido para a utilizacdo do MQDL-FBR(PHS) no contexto de NPEs e NPNE:s.

E importante salientar que os suportes locais utilizados no MQDL-FBR, no contexto geral
de nuvens de pontos, sdo descentrados na fronteira e em suas proximidades. Mesmo assim, per-
mitiram o célculo satisfatério de valores na fronteira e a aplicacdo consequente da condi¢do de
contorno de Neumann. Com isso, tornou-se possivel evitar a utilizacdo de nuvens estruturadas
proximo a fronteira ou o emprego de pontos fora do dominio (pontos fantasmas). Essa con-
clusao pode ser considerada uma contribuicao desta tese. Todavia, na busca de altas precisdes
no célculo de derivadas na fronteira, a utilizacdo de nuvens estruturadas nas suas proximidades

pode ser indicada.

Conclui-se por fim que 0o MQDL-FBR(Mq) € uma opg¢do para solucao de EDPs no con-
texto de nuvens de pontos, mas estd restrito a uma faixa muito pequena do parametro de forma.
O MQDL-FBR(GA) Estabilizado amplia consideravelmente a faixa do parametro de forma e
pode ser aplicado no contexto de nuvens de pontos; entretanto quando ha a necessidade de
célculos de derivadas nas fronteiras (suportes descentrados), o0 método ainda ndo é robusto o
suficiente. J4 o MQDL-FBR(PHS) mostrou-se uma op¢ao vidvel e promissora tanto para NPEs

quanto para NPNEs.

5.2 Propostas para Trabalhos Futuros

Algumas propostas para trabalhos futuros, baseadas nos resultados encontrados nesta tese,

sdo discutidas a seguir.

(7) Neste trabalho, a equac@o de Poisson em um dominio quadrado com condig¢io de con-
torno de Dirichlet serviu como uma equagdo de teste para verificar os pardmetros importantes
que influenciam na obtencdo da solu¢do numérica através do MQDL-FBR. Todavia, muitos
problemas contém termos temporais e ainda termos nao-lineares, que sdo os casos abordados
no capitulo 4. Problemas que contém termos convectivos dominantes (EDP hiperbdlica) ja vem
sendo estudados no contexto do MQDL-FBR, como no trabalho de Chan et al. (2014) relatado
na revisdo bibliografica. Trabalhos recentes como o de Stevens e Power (2015) e Yun e Hon

(2016) servem como referéncia para estudos do MQDL-FBR em problemas que tem termos
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convectivos dominantes. Por isso é importante estudar aplicacdo do MQDL-FBR em outros

tipos de EDPs, em problemas de valor inicial e/ou de contorno.

(74) A formulagdo vorticidade e fungdo-corrente, e temperatura quando hd transferéncia
de calor, € uma abordagem simples e eficiente, mas restringe-se a problemas bidimensionais.
Para viabilizar a aplicacio do MQDL-FBR em problemas tridimensionais que envolvam as
equacdes de Navier-Stokes, estudos de formulagdes tais como velocidade-pressdo (varidveis
primitivas), como em Ding et al. (20006), e vorticidade-velocidade, presente em Lo et al. (2005),

por exemplo, podem ser estudadas e implementadas.

(1i1) Verificou-se a ndo-compacidade do MQDL-FBR nos testes com a equagdo de Pois-
son. A implementacdo da formulacdo hermitiana para o MQDL-FBR, que foi comentada na
revisdo bibliogréfica com o trabalho de Wright e Fornberg (2006), permitiria aumentar a pre-
cisdo do método sem aumentar consideravelmente a quantidade de pontos dos suportes locais.
Trabalhos recentes como os de Krowiak (2016) e Stevens e Power (2015) trazem abordagens
hermitianas do MQDL-FBR e algumas aplicacdes, e podem servir como referéncias para futu-

ros trabalhos nessa linha.

(iv) Nesta tese, foi utilizado apenas o método explicito de Euler para a evolug¢ao temporal
das equacgdes dependentes do tempo, vorticidade e temperatura no caso da convecgao natural em
uma cavidade quadrada e vorticidade no caso da cavidade quadrada com tampa mével. Existem
diversos outros métodos, com maior regido de estabilidade que o método de Euler explicito
e/ou mais precisos, que podem acelerar a convergéncia das solugdes das equacdes para um
eventual regime permanente. Métodos como Runge-Kutta, Adams-Bashforth e Euler implicito
sdo alguns exemplos que podem ser estudados em LeVeque (2007). Também pode-se abordar
as equacoes de Navier-Stokes utilizando o método de Adams-Bashforth nos termos convectivos
e 0 método de Crank-Nicolson nos termos difusivos, ambos de segunda ordem, como feito por
Ding et al. (2006).

(v) O MQDL-FBR foi aplicado neste trabalho em uma geometria simples. Porém, o mé-
todo pode ser aplicado em problemas que envolvam geometrias mais complexas, como, por
exemplo, escoamentos aerodinamicos em torno de corpos. Ainda, pode-se implementar mode-
los de turbuléncia no contexto do MQDL-FBR, que € algo ainda nao observado na literatura

atual.

(vi) As nuvens podem influenciar significativamente os resultados obtidos com 0 MQDL-
FBR. Nuvens muito irregulares ou regides com poucos pontos de discretizacdo podem resultar
em aproximagdes pouco acuradas. Algumas metodologias para gera¢do de nuvens quase uni-
formes podem ser estudadas. Destaca-se, por exemplo, o método CVT (em inglés, Centroidal
Voronoi Tessellation, Hateley et al. (2015)), em que as nuvens correspondem aos centréides das
regides de Voronoi. Cita-se também os métodos baseados em dinamica molecular, em que os

pontos da nuvem sdo considerados como particulas interagindo (Zheleznyakova e Surzhikov,
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2013).

(vii) O MQDL-FBR ainda carece de estudos em uma vertente de andlise matematica
como erro de truncamento local, estabilidade e convergéncia de modo mais geral. Bayona
et al. (2010) estudaram o erro de truncamento local para alguns suportes especificos, com uma
quantidade pequena de pontos no suporte local até duas dimensdes espaciais e serve como

referéncia para estudos futuros.

(viti) A comparag@o de resultados com o MQDL-FBR com outros métodos de aproxi-
macao de operadores, como o de diferencas finitas tradicional e o de elementos finitos, podem
servir para destacar vantagens e desvantagens desse tipo de abordagem. Comparacdes entre
o MQDL-FBR e o método de elementos finitos ja foram abordados, para solucdo de alguns
problemas fisicos, como foi relatados em trabalhos de Bararnia et al. (2010) e Soleimani et al.
(2010) na revisao bibliografica, por exemplo. Recomenda-se também o estudo de abordagens
hibridas, em que 0o MQDL-FBR é combinado com outros métodos de aproximacgao de operado-

res, como, por exemplo, o trabalho de Ding et al. (2004) comentado na revisdo bibliogréfica.

(ix) Existem diversos fendmenos fisicos que sdo descritos através de equagdes diferen-
ciais parciais, em problemas de valor inicial e/ou de contorno, que poderiam ser abordados
pelo Método de Quadratura Diferencial Local com Funcdes de Base Radial, tais como eletro-
magnetismo, vibragdes, propagacdo de ondas, transferéncia de calor e de massa, fendmenos

atmosféricos, dentre outros.



Apéndice A

Uma Interpretacao do MQDL-FBR -
Interpolacao e Calculo dos Pesos

De acordo com Flyer et al. (2016b), um interpolante com FBR para dados dispersos, s(xX)

em R?, toma a seguinte forma:

N
s(x) = Aeo(llx — xi]) (A1)
k=1

sendo ||.|| a norma Euclidiana.

Os coeficientes \; podem ser encontrados conhecendo os valores g nos pontos Xy, k =

1,..., N e, por conseguinte, resolvendo o seguinte sistema de equacgdes lineares:
e(llxi —=xil]) .. o(llx —xn[) | [ M 9
: ' : =1 (A.2)
plllxy —xill) o plllxy —xnl)) | [An g
4]

A matriz [A] é simétrica e serd ndo singular para algumas escolhas de FBR, ¢(r). Con-
forme Fasshauer (2007), fun¢des como Gaussiana, Bessel, Multiquéadrica Inversa, dentre ou-
tras sdo estritamente positivas definidas, enquanto a Multiquddrica e Polihamodnica Spline, por
exemplo, sdo condicionalmente positivas definidas. Assim, o sistema (A.2) é frequentemente
modificado para incluir termos polinomiais, em conjunto com restri¢des sobre os corresponden-
tes coeficientes da expansdo, para garantir solucdo dnica quando utiliza-se FBR condicional-

mente positiva-definida (ou negativa) (Fasshauer (2007), capitulo 6). Como exemplo, incluindo
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polindmios de primeira ordem em 2-d (x = (z, y)), tem-se

N

s(x) = > Aeo(lIx = Xe[l) + 71 + 22 + 73y (A.3)
k=1

com as seguintes restri¢oes

D=0 > Map=0 e > Ny =0; (A.4)

| A g1
[A] | [P] : :
| A gn I =z wn
— - — | = = —||=|=|=|,com [P]=]: 1 (A.5)
| T 0 I zn yn
[P | [0] V2 0
| | 4 [ 78] _0_

Flyer et al. (2016b) ainda afirmam que no espago dos parametros de restricao, o sistema
(A.5) ira representar operadores definidos-positivos (ou negativos) € assim garantir uma unica
soluc¢do. E ainda que, 7;, 72 € 73 sdo multiplicadores de Lagrange que restringem os coefici-
entes das FBRs no espago [P]7)\ = 0. Baseados no trabalho de Fornberg et al. (2002), eles
afirmam que incluir polindmios de baixa ordem pode melhorar a precisdo das aproximagodes

nas fronteiras do dominio.

O MQDL-FBR pode ser visto, segundo Flyer et al. (2016b), conceitualmente, como um
caso de superposicdes de um dominio discretizado com subdominios separados em torno de um
ponto juntamente com seus vizinhos mais préximos. Como foi definido no capitulo 2, pode-
se aproximar um operador linear L de qualquer ordem, de uma fungdo f(x), como uma soma
ponderada de valores funcionais em pontos discretos vizinhos do ponto de referéncia x; do R,

incluindo ele préprio. De forma compacta, tem-se
Lf(xi) = wef (xx) (A.6)
k=1

sendo wy, os respectivos coeficientes de ponderagcdo ou pesos associados ao operador L. Nessa

interpretagdo, para calcular os coeficientes de ponderacao, wy, forca-se que a combinagdo linear



102

dos valores da funcdo seja exata para o seguinte interpolante:

Ns (qj;d>
s(x) =Y Mp(llx = x¢l)) + D pol, (x)
k=1

k=1

com as seguintes restricdes

N d
> hpol, 0 =0, =1, (17)
k=1

q

no qual pol, (x) sdo todos os polindmios multivariados de grau .

(A.7)

(A.8)

Para se calcular os coeficientes de ponderagdo para um operador L, por exemplo, com

q = 1, basta resolver o seguinte sistema linear:

e([lx1 — x1]]) elllxi—x ) | 1 a1
: |
e([I%n, — x1]]) e, =% ) | 1z w
1 1 0 0 0
T Tn, | 0 0 O
L Yo, 00 0

Os pesos Wy, 11, Wy, +2, € Wy, 43 sA0 excluidos.

Wn,

s

wnﬁ—l

wns+2

wn5+3

Le([lxi = x1])
Le([lxi = xn.[1)
L1y,

Lz|y,
Ly X;
(A.9)

Tomando a FBR PHS ¢(r) = 7! e L. = 9/0x em (A.9) tem-se 0 mesmo sistema de
equagdes lineares de (2.36). Para interpolacdo, L pode ser visto como uma aproximacao de um

operador de ordem zero, isto é, L é o operador identidade.



Apéndice B

Calculo dos Coeficientes de
Ponderacao Analiticos com
MQDL-FBR(GA)

Um suporte local unidimensional com 3 pontos equidistante (n, = 3), como ilustrado na
Figura (B.1), foi escolhido para esse experimento. O ponto em vermelho € o ponto de reférencia,

que também faz parte do suporte local, e os pontos em preto completam o suporte local com
uma distancia h (h > 0) do ponto de referéncia.

Figura B.1: Suporte local em torno de um né de referéncia

A FBR escolhida foi a Gaussiana e, assim, a matriz [A] do sistema (2.6) é dado por:

h2 h2
1 e 2 e &2
h2 4n?
A=l 1 oW (B.1)
_h2 _an?
e 2 e 2 1

Para o célculo do coeficiente de ponderacdo para a aproximagao da primeira derivada em

relagdo a x e vetor segundo membro, {b}, deve ser calculado. Assim os SELL que é resolvido
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analiticamente pelo software de computacio simbdlica € dado por:

A solugdo analitica para o sistema (B.2) €, portanto:

lz
o

L x0+h

K2
e

4k

e

1x
wzo
1z
zo—h
1z
zo+h

w

w

c? <e

_4h2
£

0

n2

2
c
h2

2he” 2

c2

2he” 2

(B.2)

(B.3)

Tem-se, assim, os coeficientes de ponderagdo para a aproximacao da primeira derivada em

relacdo a x. Os valores dos coeficientes dependem da distancia entre os pontos (discretiza¢do)

e do parametro de forma c. Assim sendo, pode-se tomar o limite de ¢ — oo para a obten¢do dos

coeficientes dependentes apenas da discretizacdo do dominio. Assim, tem-se:

c—00

lim w
c— 00

lim w
| c—00

lim w

1lx
xo

lx
xo—h

1z
xo+h

(B.4)

Os resultados da equacdo (B.4) mostam que os coeficientes de ponderagdo sdo os mes-

mos coeficientes de diferengas finitas (centrada) de segunda ordem quando tomado o limite do
parametro de forma tendendo a oo.

De forma andloga ao procedimento anterior, os coeficientes de ponderacdo para aproxi-
macao da segunda derivada com relacdo a x do suporte da Figura B.1 pode ser obtido resolvendo
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o seguinte SELL:
h2
1 e
h2
e 2 1
h2 2
e 2 e 2

A solucdo analitica para o sistema (B.5) é, portanto, dado por:

—- 2%
Zo

2z
xo—h

2z
| Wao+h

Novamente, tomando o limite do parametro de forma tendendo a oo, tem-se:

2x

lim wg;

c—00

2z

c—00

2z

lim wg,p,

| c—00

lim wy | =

h2 wii
e
e 4ch?2 wg“g nl =
1
_w§:§+h_
L ct

2

2 2
[02(6_4?2 F 1)+ 26 E (202 — &2)

|

4 _4h2 _2hn2
ctle 2 —2¢ 2 +1

2

Ah2e~ ez

|

__4h? _2h2
c4<e 2 — e 2 —|—1>

2 7ﬁ
4hce” 2

2 h2

4h 2
ct <e_7 —2e" e + 1)

-
n?

(B.5)

(B.6)

(B.7)

Os resultados dos coeficientes de ponderacao em (B.7) s@o os mesmos obtidos no método
de diferencas finitas centradas de segunda ordem.

Interessante notar que a matriz [A] é a mesma para os 3 casos estudados anteriormente, e

portanto, algumas informacdes a seu respeito podem ser consideradas. Os autovalores da matriz
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[A] sdo encontrados através do seguinte polindmio caracteristico:

4h2 2 h2 2 h2 2 4h2 2
—3+(6_c2) +(6_2> )\+1—2(e_c2) —(e_c2> +

Pe(A) = =A% +3)7 +

Para alguns valores de h e ¢, tem-se as seguintes tabelas para os autorvalores da matriz A

e também do respectivo nimero de condigdo [Cy(A):

Tabela B.1: Autovalores e nimero de condi¢@o relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

¢ =0,50

Tabela B.2: Autovalores e nimero de condicéo relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

¢ =0,50
)\1 )\2 /\3 ]CQ(A)
h=10"11] 2,07x1073 | 1,48x10~' | 2,85x10° | 1,37x10°
h=10"21] 2,13x10~7 | 1,60x1073 | 3,00x10° | 1,41x107
h=10"3|2,13x10~ 1 | 1,60x10~° | 3,00x10° | 1,41x10™"
h=10"%]2,13x10"1 | 1,60x10~7 | 3,00x10° | 1,41x10™
h=10"° | 2,13x10~ " | 1,60x10~° | 3,00x10° | 1,41x10"
h=10"° | 2,13x1072% | 1,60x10~ ' | 3,00x10° | 1,41x10%°

c=1
c=1
A1 A2 )\3 ICQ(A)
h=10"11] 1,32x107% | 3,92x1072 | 2,96x10° | 2,24x10*
h=10"21] 1,33x10°% | 4,00x10~% | 3,00x10° | 2,25x10%
h=10"3 ] 1,33x10712 | 4,00x10°% | 3,00x10° | 2,25x10'2
h=10"%1]1,33x10"16 | 4,00x10~% | 3,00x10° | 2,25%x1016
h=10"5]1,33x10729 | 4,00x10710 | 3,00x10° | 2,25x10%0
h=10"%1]1,33x1072% | 4,00x10712 | 3,00x10° | 2,25x10%%
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Tabela B.3: Autovalores e nimero de condi¢@o relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

c=10

c=10
)\1 )\2 /\3 ICQ(A)
h=10"11] 1,33x1078 | 4,00x10~% | 3,00 x10° | 2,25x10%
h=10"211,33x10""2 | 4,00x107% | 3,00 x10° | 2,25x10"?
h=10"21] 1,33x10"10 | 4,00x10~8 | 3,00 x10° | 2,25x1016
h=10"%1]1,33x10"20 [ 4,00x10~10 | 3,00 x10° | 2,25x10%0
h=10""] 1,33x1072%2 [ 4,00x10~12 | 3,00 x10° | 2,25x102*
h=10"%1]1,33x10"28 | 4,00x10~ | 3,00 x10° | 2,25x10%®

Tabela B.4: Autovalores e niimero de condigéo relacionados a matriz [A] para alguns valores de h para

¢ =100

c =100

A

A2

A3

Ka2(A)

1,33x10712

4,00x1076

3,00 x 100

2.25%1012

1,33x10°16

4,00x1078

3,00 x10Y

2,25%1016

1,33x10~20

4,00x10~10

3,00 x 109

2,25%10%0

1,33x10~%4

4,00x10~12

3,00 x109

2.25%x10%

1,33x10~28

4,00x10~ 1

3,00 x109

2.25%x10%8

1,33x10732

4,00x10~16

3,00 x 109

2,25x10%2

Note que os autovalores sdo positivos. De acordo com Fasshauer (2007), a FBR GA €

estritamente positiva definida, o que gera matrizes [A] positivas definidas.



Apéndice C
Funcao Gamma Incompleta

Da expansdo em série de Taylor da Fun¢do de Base Radial Gaussiana, equagdo (2.31), o

resto da expansao € denotado e definido por:
J

k—1 . k—1 Zj
Gk(z):eZ—ZF:ez (1—2,—'> (C.1)
=0 7

=0 J°

As defini¢cdes das Fungdes Especiais Gamma Incompleta Inferior e Superior respectiva-

mente sao:
~v(k, z) :/ th=letdt (C2)
0
T(k, z2) = / thte tat (C.3)

sendo k£ um inteiro (k > 0) e z € um nimero real.

Uma vez que a Funcdo Gamma € definida por:

T'(k) = / thletdt (C.4)
0
entdo, pode-se afirmar que:

y(k, 2) + Dk, z) = D(k) (C.5)

Das propriedades envolvendo as Funcdes Gamma e Gamma Incompleta, destacam-se:

—

k— .
Z]

L(k,z) = (k— 1)!(3*22 .'

(C.6)

<

Jj=0
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I'(k) = (k—1)! (C.7)

se k € um inteiro positivo.

Substituindo (C.6) e (C.7) em (C.5), tem-se:

N
—

vk, 2) + (k= 1)le™ ; ]' = (k—1)! (C.8)

N

<.
I
o
<

Dividindo toda a expressdo por (£ — 1)! e multiplicando ambos os lados por e, tem-se:

k)
i (1—2F (C.9)

=0 7

ou seja,

Gk(z):(kizl)!y(k’,z): c '/th’“etdt (C.10)

Outras propriedades importantes sao:
* Relagdo de recorréncia

Yk, 2) = (k—1)y(k—1,2) — 2" e (C.11)

* Valores especiais

v(1,2)=1—¢~ (C.12)

¢ Valores assintéticos

k 1
7<Z;Z> — z quando z — 0 (C.13)




Apéndice D

Fluxograma do MQDL-FBR(GA)
Estabilizado

A Figura D.1 mostra do fluxograma do MQDL-FBR(GA) Estabilizado (Fornberg et al.,
2013) baseado na implementacdo de Lehto (2014) e implementado em Fortran. Na entrada de
dados fornece-se a quantidade de pontos do suporte local, n, a dimensdo do problema, dim, a
matriz com as coordenadas locais, [xi], o pardmetro de forma, ep, os operadores de interesse,
operadores ¢ o vetor com a quantidade de bases que sdo calculadas em cada etapa, [m]. Caso
[m]=0, o programa calcula um novo vetor [m] com as etapas naturais do algoritmo, ou seja, 1,
2,3,4,5,.... Também ha a op¢ao de se fornecer o vetor [m]. Em seguida, calcula-se a matriz
polinomial, [P]. Caso essa matriz possua rank deficiente, ha a necessidade de reordenar os
indices locais para tentar garantir rank completo (mesmo nimero de pontos do suporte local).
Os proximos passos s@o montar a matriz de novas bases, [A], e a matriz segundo membro
de acordo com os operadores escolhidos, [b], do SELL, calculando-se as matrizes, [B], que
contém um conjunto vetores do espaco nulo das matrizes polinomiais. Por dltimo, resolve-se
o SELL [A][w]=[b] obtendo-se uma matriz com os coeficientes de ponderacao dos operadores

requeridos.
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Inicio do Legenda:
programa
[xi] Matriz de coordenadas locais
Xxc Ponto de referéncia
ep Parametro de Forma (epsilon)
operadores Operadores diferenciais desejados
n Numero de pontos do suporte local
nd Ndmero de operadores
. dim Dimensé&o do problema
EnFrada 9'9 Dados: [m] Vetor que contém o nimero de bases de cada etapa
n, dim, [xi], ep, nd, Sum() Somatério
operadores, [m] ar Maior grau dos polinémios da Matriz [P]
[P] Matriz Polinomial
[idx] Vetor de indices
[idx_novo] Vetor de indices reordenados
[m_novo] Vetor que contém o nimero de bases de cada etapa ap6s reordem
rank() NUmero de linhas ou colunas linerarmente independente de uma matriz
Reescalona o [cs] Vetor que contém o nimero de colunas de [P]
suporte local em [rows] Vetor que contém os indices das novas bases que se&o calculadas na etapa
um dominio [B] Mgtnz que contém vetores do espaco nulo
. A k NUmero de etapas
circular unitario [A] Matriz com as novas bases
[b] Matriz segundo membro - derivadas das novas bases
[w] Coeficientes de ponderagéo
Péara o
[m] £ 0? Sim » Sum([m]) Sim Programa -
#n? FIM
Nio Né&o
v
Toma gr de Calcula-;e o]
acordo com dim Grau do
Polindémio, gr,
a partir de [m]
PN A
Toma [m] de .
[m] Sim-» Completa [m]

acordo com dim

Toma [cs] de
acordo com dim

Célculo da
Matriz
Polinomial [P]

Toma [cs] de
acordo com dim

Célculo da
Matriz
Polinomial [P]

PR A
[idx] de
entrada

Continuacao
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Continuacéo

Reordenagéo
dos indices
locais

Saida
[idx_novo]
[m_novo]

Muda a ordem
de [xi]

b

enrada Caiodlo do o
a partir de
[m_novo]

Toma [cs] de
acordo com dim

Célculo da
Matriz
Polinomial [P]
v
Célculo da
™ Matriz [Z]

H

Célculo de r2

:

Céculo do
Vetor exp_r2

%

Inicializacéo da
Matriz [A] e da

Matriz [b]

Contador de
etapasr=0

Etapas
k=0, gr

Sim.‘ [B]=1

-

I

I

I

I

I

I Né&o

|  J

I Célculo da

| Matriz [B]

I

: P B

I Caélculo de [A]

| da etapa k

| [ De acordo comos |

| |operadores desejados

I

did

' Edld;} [ | Caleulo de [o]

| [didz] da etapa k

l [d2/dx2]

: [d2/dy2]

l l Implementa-se

e _ r de acordo

com [m]
Resolve o
sistema
[Al[w] = [b]
Saida

[w]

Fim do

Programa

Figura D.1: Fluxograma do MQDL-FBR(GA) Estabilizado



Apéndice E

Pesos para um suporte defeituoso -
Matlab vs Fortran

A Figura E.1 a), b), ¢) e d) mostra os coeficientes de ponderacio w'*, w?*, w'¥ e w?,
respectivamente, calculados para o suporte local defeituoso da Figura 3.44 com o programa
fornecido por Lehto (2014) em Matlab®. O pardmetro de forma usado foi de 10~°. Note que,
em todos os casos, na saida dos dados, hd uma mensagem de perigo (warning) informando
que a matriz de novas bases, [A], é quase singular ou mal-dimensionada, e fornece o inverso
do nimero de condi¢do da matriz, RCOND, que em todos os casos € muito pequeno. Os re-
sultados dos coeficientes de ponderacio w'?, w?* e w? sdo extremamente elevados enquanto
wl¥ todos os coeficientes sdo zeros. Isso mostra que esses pesos ndo devem ser utilizados para

aproximacdo de derivadas.

Uma outra opcao fornecida pelo algoritmo de Lehto (2014) € calcular os coeficientes
de ponderacdo em etapas diferentes das naturais fornecidas pelo algoritmo de Fornberg et al.
(2013), isto é, 1, 2, 3, 4, 5, .... Assim, a Figura E.2 a), b), ¢) e d) sdo os coeficientes de

2wl e w?, respectivamente, andlogos aos anteriores, substituindo-se as

ponderagio w'?, w
etapas naturais pelas etapas 1, 1, 1, 1, ... (ns vezes). Note que, na saida dos resultados, também
neste caso, hd a mesma mensagem de perigo (warning) € com o inverso do nimero de condi¢ao
pequeno. Neste caso, os coeficientes de ponderacdo também ndo devem ser utilizado para

aproximacdo de derivadas.

Os exemplos anteriores realcam o fato de que o MQDL-FBR(GA) Estabilizado ainda nao
€ robusto o suficiente para calcular coeficientes de ponderacao para todos os tipos de suportes

locais, principalmente descentrados e préximos a fronteira.
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>> [weights] =
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND =
2.573454e-31.
> In rbfga_weights (line 181)

rbfga_weights('x"',1le-5,x,x(1,:))

a
) weights =
1.0e+15 *
-1.8131 -0.0000 0.0000 1.0934 -0.0000 -0.0000 0.7197 0.0000 -0.0000
>> [weights] = rbfga_weights('xx',1e-5,x,x(1,:))
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND =
2.573454e-31.
> In rbfga_weights (line 181)
b
) weights =
1.0e+17 x
2.0257 0.0000 0.0000 -1.2216 0.0000 0.0000 -0.8041 0.0000 0.0000
>> [weights] = rbfga_weights('y',1le-5,x,x(1,:))
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND =
2.573454e-31.
C) > In rbfga_weights (line 181)
weights =
0 0 0 0 0 0 0
>> [weights] = rbfga_weights('yy',1le-5,x,x(1,:))
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND =
2.573454e-31.
> In rbfga_weights (line 181)
d) weights =
1.0e+03 x
-1.6035 0.0000 0.0000 0.6531 -0.0000 -0.0000 0.9504 -0.0000 -0.0000

Figura E.1: Coeficientes de ponderacio calculados com o programa em Matlab® (Lehto, 2014) para
um suporte defeituoso - etapas naturais do algoritmo

Os coeficientes de ponderacio w'®, w

2x
9

w' e w?Y da Tabela E.1 sdo obtidos pelo pro-

grama implementados em Fortran, cujos SELLs foram resolvidos pela decomposicdo SVD e

mostram, apesar da diferenca de grandeza com os obtidos em Matlab®, que também no devem

ser utilizados para aproximacdo de derivadas (coeficientes de w'¥ todos iguais a zero).

Tabela E.1: Coordenadas do suporte deficiente da Figura 3.44

1 2 3 4 5 6 7 8 9
w'® 7,333 | -44,000 | 14,667 | 7,333 | -0,000 | 0,000 | 7,333 | 7,333 | 0,000
w* 10 -1,291 | 1,936 | 1,936 | -1,291 | 0,000 | 0,000 | -1,291 | -0,000 | -0,000
wh? 0 0 0 0 0 0 0 0 0
w® .1071% -0,667 | 0,001 | 0,001 |-0,667 | -0,000 | 0,0000 | -0,667 0 0,0000
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>> opts=struct('m',[111111111]);

>> [weights] = rbfga_weights('x',1e-5,x,x(1,:),opts)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may
1.598950e-18.

> In rbfga_weights (line 181)

weights =

1.0e+03 x*

-2.9504 -0.0440 0.0147 3.0178 -0.0000 -0.0000 -0.

be inaccurate. RCOND =

0453 0.0073 0.0000

b)

>> [weights] = rbfga_weights('xx"',1e-5,x,x(1,:),opts)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may
1.598950e-18.

> In rbfga_weights (line 181)

weights =

1.0e+03 x*

-6.5339 1.9360 1.9360 2.6996 -0.0000 -0.0000 -0.

be inaccurate. RCOND =

0377 -0.0000 0.0000

>> [weights] = rbfga_weights('y',1e-5,x,x(1,:),o0pts)

Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may
1.598950e-18.

> In rbfga_weights (line 181)

weights =

0 0 0 0 0 0 0 0 0

be inaccurate. RCOND

d)

>> [weights] = rbfga_weights('yy',1e-5,x,x(1,:),opts)
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled. Results may
1.598950e-18.
> In rbfga_weights (line 181)
weights =
1.0e-09 *

-0.2000 0 0 0 0 0

be inaccurate. RCOND

Figura E.2: Coeficientes de ponderacio calculados com o programa em Matlab® (Lehto, 2014) para
um suporte defeituoso - etapas diferentes das naturais



Apéndice F

Problema de Conveccao Natural em
uma Cavidade Quadrada

As seguintes hipéteses simplificadoras sdo adotadas para a formulacdo do modelo fisico
(Souza (2006)):

* Regime nio permanente;

¢ Escoamento bidimensional e laminar;
* Escoamento incompressivel;

* Funcdo dissipacdo viscosa desprezada;

* Propriedades termodinamicas do fluido constantes, exceto a massa especifica no termo de

empuxo (aproximacao de Boussinesq);

» Sem geracdo de calor interno.

As equagdes diferenciais que regem o movimento do fluido em uma cavidade bidimensio-
nal sujeita a aquecimento e/ou resfriamento sdo a equacdo de Conservagdo de Massa, equacdes
de Navier-Stokes e a equacdo da Energia. A equagdo de Conservacdo da Massa ou equagdo da
Continuidade é dada por:

dp -

LV (ol) =0 (F.1)

sendo p a massa especifica do fluido. Supondo p constante, a equacao da continuidade toma a

seguinte forma:

V-U=0 (F.2)
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Essa equacdo em duas dimensdes, onde U = uz + vy, sera:

ou Ov

T F.
oz "oy =Y (F.3)

As equagdes de Quantidade de Movimento ou equagdes de Navier-Stokes, em duas di-

mensoes, adicionando o termo de empuxo (hipétese de Boussinesq) na equagdo em y, sdo dadas

por:
ou ou ou\  Op Pu  O0%u
P(a”a—x“a—y)— aﬁ’v‘(@%?) (9
ov ov ov\  Op v v
P(a*“%”a—y) __a_y+”(a_+ﬁ> T rgfT 1) >

sendo [ o coeficiente de expansdo volumétrica do fluido e x a viscosidade dindmica do fluido.

Também pode-se representar ;1 = pv, sendo v a viscosidade cinemética do fluido.

A equacdo da Energia € dada por:

2 2
or or = or _ N (8 T 0 T) (E6)

E—l—u%%—va—y— @4_8_1/2

onde « € o coeficiente de difusdo térmica. o = k/pc, sendo k a condutividade térmica e ¢, o

calor especifico do fluido a pressdo contante.

As seguintes varidveis adimensionais sdo introduzidas a fim de adimensionalizar as equa-
¢oes de conservacdo (as varidveis dimensionais ¢, z, y, u, v, p, T', representam o tempo, as coor-

denadas espaciais, velocidades, pressdo e temperatura, respectivamente):

T:@ X:i Y:y U v D T —1Ty

H H’ H’ Uy Uy U2 T T — Ty

(FE.7)

sendo H o comprimento de referéncia (lado da cavidade), U, a velocidade de referéncia dada
por Uy = /gBATH, com AT =T, — T. e T;, e T, representando as temperaturas das superfi-
cies quente e fria, respectivamente. A temperatura de referéncia Ty é dada por Tp = (T}, +7.) /2.

g € a aceleracdo da gravidade.

Substituindo (F.7) em (F.3), tem-se

ou oV

8_X+8_Y:O (E.8)

Substituindo (F.7) em (F.4) e (F.5) obtém-se

(F.9)

8_U+U8_U+V8U LoP 1 (PU 90U
or 1 TOX U9y T 9X | JGr \0X2  av?



118

atVaxtVay T v T e oz tave) 2

sendo Gr o nimero de Grashof e definido como sendo Gr = gBATH?/v?. Essa grandeza

2 2
ov ov ov 8P 1 <8V 8V) 0 (E.10)

adimensional expressa a relacdo entre a sustentacdo de um fluido e sua viscosidade (White,
2011).

De forma andloga, substituindo (F.7) em (F.6) tem-se

2 2
00 00 86 1 ((99 (99> E11)

o " Vax T Voy T pove \axz oy

sendo Pr = v/a € o nimero de Prandtl. Essa grandeza adimensional expressa a relacdo entre
a difusdo de quantidade de movimento e a difusdo da quantidade de calor de um fluido repre-
sentando uma medida de eficiéncia destas transferéncias nas camadas limites hidrodindmica e
térmica. O nimero de Rayleigh, que é um nimero adimensional é definido por Ra = PrGr,
pode ser introduzido na expressdo (F.11), e expressa a relacao entre a difusividade dinamica e a
difusividade térmica em um fluido (White, 2011).

Derivando a equacao (F.9) comrelacdo a Y, a equacdo (F.10) com relagdo a X e subtraindo-

as, obtém-se

O (V. _QUY 0 (0V U\ 0 (0V U
or \oX 9Y 0X \0X oY oY (9X 8Y

1 0 (oV  oU 0% [oV 1 00
=— |l lsv |t lavy 55 )| T 55w (F.12)
VGr [0X?2 \0X 9Y Y2 \0X 6Y 20X
Definindo a vorticidade por
oV oU

== "3y (F.13)
Assim, a equacao (F.12) serd
Ow Ow 8w 1 [  Ow 106
- - F.14
or Vox T Vavy = U {axﬁaw} Toax E14)
A definicdo da fun¢@o-corrente adimensional € dada por

_ oy _ W
U= 9y V= X (F.15)

Substituindo (F.15) em (F.13) tem-se a formulagdo da fun¢do-corrente adimensional, que
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satisfaz a equagdo da Conservacdo da Massa dada por (F.8). Assim,

Oy 0%
aXz‘Fm:w (F16)

Portanto, as equacdes adimensionalizadas que governam o movimento do fluido dentro da

cavidade, dadas pela formulagao vorticidade, w, funcao corrente, v, € temperatura, ¢, assumem

a forma:
Ow Ow Ow 1 Pw  Qw 1 06
—+t U=+ V== —— F.17
or “Vax TVay T Vor (axz * aw) Toax E17)
0%y 0%

- F.18
oxz gy Y (F18)
00 00 00 1 020 020
— 4+ U=+ V== F.19
or " 0X " oY  PrvGr (3)(2 - @Y2> (F.19)
O niimero de Nusselt local para uma superficie S é definido como:

1 06
Nup = - — F.20
YT 0x |, (20
Para a superficie S, o nimero de Nusselt Médio € calculado da seguinte maneira:
1
Nu:—/NuL\SdS (F21)
S Js

O Numero de Nusselt € uma grandeza adimensional que expressa a relagdo entre a trans-
feréncia de calor por convecgdo e a transferéncia de calor por condugdo e ¢ bastante usada na

determinacdo do coeficiente de transferéncia de calor por conveccao (Incropera et al., 2014).



Apéndice G

Parametros das Simulacoes -
Problema de Conveccao Natural

G.1 Parametros e Resultados para Ra = 10*

G.1.1 Referentes a Tabela 4.1

Tabela G.1: Parimetros e resultados obtidos com o MQDL-FBR(Mq) em NPE parans = 9eng = 12

ns =9 H ng =13
NPE 61x 61 93x 93 | 118x 118 || 61x 61 93x 93 | 118x 118
Nmedio 1,67.1072 | 1,09.107% | 8,55.107% || 1,67.107% | 1,09.1072 | 8,55.1073
fr 1,75 1,75 1,75 1,25 1,25 1,25
tol 107 107 107 104 1074 1074
0T 3,04.1073 | 1,29.1072 | 8,00.10~* | 3,04.107% | 1,29.1073 | 8,00.10~*
itermax 16162 24925 31771 32325 49850 63543
c 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,10
TP(s) 26,21 92,35 219,19 82,28 406,46 781,24
Nu 2,2460 2,2446 2,2446 2,2468 2,2447 2,2397
Desvio (%) | 0,3575 0,2949 0,2949 0,3932 0,2994 0,0760
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Tabela G.2: Parametros e resultados obtidos com o MQDL-FBR(Mq) em NPE parang; = 17 e ng = 21

ne =17 | ne =21
NPE 61x 61 93x 93 | 118x 118 | 61x 61 93%x 93 | 118x 118
Romedio 1,67.1072 | 1,09.102 | 8,55.10~% || 1,67.1072 | 1,09.10~% | 8,55.10~*
fr 1,25 1,25 1,05 0,75 0,75 0,75
tol 107° 107° 107° 107° 10~° 107°
0T 2,34.107% 1 9,96.10~* | 6,15.10~* | 2,34.1073 | 9,96.10~* | 6,15.10~*
intermax 42023 64805 82606 42023 64805 82606
c 0,15 0,09 0,07 0,10 0,10 0,07
TP(s) 140,31 894,25 1336,26 195,45 964,28 1590,76
Nu 2,2482 2,2545 2,2568 2,2636 2,2510 2,2571
Desvio (%) | 0,4468 0,7373 0,8400 1,1439 0,5809 0,8534

Tabela G.3: Pardmetros e resultados obtidos com o MQDL-FBR(Mq) em NPE parang = 25 e ng = 49

ng = 25 H ns =49
NPE 61x 61 93x93 | 118x 118 || 61x 61 93x 93 | 118x 118
Romedio 1,67.1072 | 1,09.102 | 8,55.1073 || 1,67.107% | 1,09.107% | 8,55.1073
fr 0,75 0,30 0,75 0,10 0,10 0,10
tol 107° 107° 107° 107° 107° 107°
0T 2,34.1073 | 9,96.10~* | 6,15.107* || 2,34.1073 | 9,96.10~* | 6,15.10~*
itermax 42023 64805 82606 42023 64805 82606
c 0,06 0,04 0,03 0,07 0,06 0,05
TP(s) 281,10 1393,63 1850,13 589,19 2561,33 3256,05
Nu 2,3156 2,3526 2,3747 2,2643 2,2563 2,2660
Desvio (%) | 3,4674 5,1206 6,1081 1,2511 0,8177 1,2511

G.1.2 Referentes a Tabela 4.2

Tabela G.4: Pardmetros e resultados obtidos com 0 MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE para ns; =

12ens, =17
ne =12 | ne =17
NPE 61x 61 93x 93 | 118x 118 61x 61 93x 93 | 118x 118
Rmedio 1,67.107% | 1,09.1072 | 8,55.10% || 1,67.1072 | 1,09.10~2 | 8,55.1073
fr 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75
tol 107° 107 107 107 107 107
oT 2,34.107° 1 9,96.10~* | 6,15.107% || 2,34.107° | 9,96.10~* | 6,15.10~*
itermax 42023 64805 82606 42023 64805 82606
€ 10~4 10™° 10° 107° 10~ 10~
TP(s) 86,56 343,29 765,43 158,69 870,27 1381,02
Nu 2,2540 2,2481 2,2463 2,2465 2,2444 2,2448
Desvio (%) | 0,7149 0,4513 0,3709 0,3798 0,2860 0,3038
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Tabela G.5: Parimetros e resultados obtidos com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE para n; =

2lens =25
ns = 21 H ng = 25
NPE 61x 61 93x 93 | 118x 118 | 61x 61 93x 93 | 118x 118
Pomedio 1,67.1072 | 1,09.102 | 8,55.1073 || 1,67.107% | 1,09.1072 | 8,55.1073
fr 1,75 1,75 1,75 1,25 1,25 1,75
tol 107° 107° 107° 107° 107° 107°
0T 2,34.107% 1 9,96.10~* | 6,15.10~* | 2,34.1073 | 9,96.10~* | 6,15.10~*
itermax 42023 64805 82606 42023 64805 82606
€ 107° 107° 107° 107 107° 107
TP(s) 203,97 1023,87 1667,89 274,48 1368,52 197391
Nu 2,2435 2,2443 2,2446 2,2435 2,2444 2,2446
Desvio (%) | 0,2458 0,2815 0,2949 0,2458 0,2860 0,2941

Tabela G.6: Parimetros e resultados obtidos com o MQDL-FBR(GA) Estabilizado em NPE para n; =

49
ne = 49
NPE 61x 61 93x 93 | 118x 118
honedio 1,67.1072 | 1,09.10~2 | 8,55.107°
fr 0,40 0,40 0,40
tol 10— 10~ 10~°
oT 2,34.107% | 9,96.10~* | 6,15.10~*
itermax 49027 75606 96373
€ 107 107° 107°
TP(s) 919,19 3553,95 4843.,44
Nu 2,2448 2,2449 2,2432
Desvio (%) | 0,3038 0,3083 0,2323

G.1.3 Referentes a Tabela 4.3

Tabela G.7: Pardmetros e resultados obtidos com 0 MQDL-FBR(Mq) em NPNE parans = 9ens; = 17

ns =9 H ns =17
NPNE 3738 8636 13931 3738 8636 13931
Nmedio 1,66.1072 | 1,09.1072 | 8,54.1073 || 1,66.1072 | 1,09.1072 | 8,55.1073
fr 0,75 0,75 0,50 0,25 0,25 0,20
tol 107 107° 107° 107° 107 107°
oT 2,33.107° | 9,97.107* | 6,15.10~* || 2,33.107% | 9,97.10~* | 6,15.10~*
itermax 49143 75548 96398 49143 75548 96398
c 0,20 0,10 0,07 0,10 0,07 0,05
TP(s) 73,43 262,53 608,41 203,28 739,64 2305,91
Nu 2,2342 2,2211 2,2312 2,2582 2,2576 2,2636
Desvio (%) | 0,2589 0,8437 0,3928 0,8125 0,7857 1,0536




G.2. Pardmetros e Resultados para Ra = 10°

Tabela G.8: Parametros e resultados obtidos com 0 MQDL-FBR(Mq) em NPNE parans; = 21 eng = 25

ne = 21 | ns = 25
NPNE 3738 8636 13931 3738 8636 13931
Romedio 1,66.1072 | 1,09.10~2 | 8,54.103 | 1,66.10~2 | 1,09.10~% | 8,55.10~3
fr 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25
tol 107° 107° 107° 107° 107° 107°
ST 2,33.1073 1 9,97.107* | 6,15.107% || 2,33.107% | 9,97.10~* | 6,15.107*
itermax 63184 97134 123940 63184 64756 96398
c 0,10 0,05 0,05 0,10 0,07 0,05
TP(s) 282,08 1097,78 - 334,98 899,43 3226,24
Nu 2,2536 2,2794 2,2568 2,2488 2,2490 2,2532
Desvio (%) | 0,6071 1,7589 0,7500 0,3929 0,4018 0,5893

Tabela G.9: Parametros e resultados obtidos com o0 MQDL-FBR(Mq) em NPNE para ng = 49

ns =49
NPNE | 3738 | 8636 | 13931
Pmedio | 1,66.1072 [ 1,09.1072 [ 8,55.10~°
fr 0,25 0,25 0,15
tol 10-° 10~° 10°
o7 2,33.107% ] 9,96.10~" | 6,15.10~"
itermax 63184 | 97134 | 123940
c 0,05 0,07 0,05
TP(s) 802,38 | 2576,98 | 9872,19
Nu 2,2570 | 2,2455 | 2,2459
Desvio (%) | 0,7589 0,2455 0,2634

G.2 Parametros e Resultados para Ra = 10°

G.2.1

Referentes a Tabela 4.5

Tabela G.10: Paridmetros para as simulacdes com Ra = 10° - Decomposicio LU

NPE NPE NPNE
61 x 61 | 93 x93 | 13931 pontos
Ns 17 21 9
Pomedio 1,67.107% | 1,09.1072 | 8,55.107°
0T 1,17.1072 | 1,19.1072 | 4,92.1073
itermax 28016 43204 59501
[b sem RCM 489 748 26869
lb com RCM 599 659 726
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G.2.2 Referentes a Tabela 4.6

Tabela G.11: Maior grau dos polindmios suplementares em NPE

s 45x45 | 65%65 | 85x85 | 105x105 | 125x125
9 g=a 2 2 2 2 2
25 ¢ =q¢ 3 3 3 3 3
33 g =q 4 4 4 4 4
45 ¢ =q¢ 3 3 3 3 3
55 ¢s=q¢ 5 5 5 5 5

Tabela G.12: Parametros e resultados obtidos com 0 MQDL-FBR(PHS) em NPE

45%45 65x65 85x85 | 105x105 | 125x125
N Romedio 2,27.107%2 ] 1,56.1072 [ 1,19.1072 | 9,62.1073 | 8,06.1073
o 2,18.1072 [ 1,03.1072 [ 5,97.1073 | 3,89.1073 | 2,74.1073

o itermax 12201 26201 46801 70601 97201
Ib sem RCM 185 265 345 425 505

b com RCM 172 252 410 555 492
TP(s) 14,10 96,75 369,22 - 2041,97
o 2,17.1072 [ 1,08.1072 [ 5,97.1073 | 3,89.1073 | 2,74.1073

55 itermax 18901 29301 49301 74601 90601
Ib sem RCM 451 589 851 1051 1129

b com RCM 468 602 891 1109 1306
TP(s) 65,39 278,23 950,64 | 2662,47 | 4601,77
o 2,17.1072 | 1,28.107%2 | 5,97.1072 | 3,89.1073 | 2,74.103

13 itermax 13001 34201 42301 60101 83801
Ib sem RCM 457 657 857 1057 1257

b com RCM 410 583 825 1013 1130
TP(s) 71,82 472,09 1203,01 | 2886,70 | 5954,85
oT 2,17.1072 | 1,02.107% | 5,97.107° | 3,89.1073 | 2,74.103

45 itermax 14001 18201 43101 65001 95701
Ib sem RCM 631 911 1191 1471 1751

b com RCM 592 776 1069 1621 1622
TP(s) 100,47 342,32 1511,04 | 3961,92 | 8035,03
oT 2,17.1072 | 1,02.1072 | 5,97.1072 | 3,89.1073 | 2,74.1073

55 itermax 13801 28301 47901 70901 75201
b sem RCM 637 917 1197 1477 1757

b com RCM 576 823 1053 1289 1513
TP(s) 116,11 680,31 1953,61 | 4805,16 | 6904,48
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G.2.3 Referentes a Tabela 4.7

Tabela G.13: Maior grau dos polindmios suplementares em NPNE

n, 2048 | 4230 | 7284 | 11030 | 15739
5 s
N EEEEEEEEE
e e o
R e e A

Tabela G.14: Parametros e resultados obtidos com 0 MQDL-FBR(PHS) em NPNE

2048 4230 7284 11030 15739

N Romedio 2,26.107%2 ] 1,56.1072 [ 1,19.1072 | 9,62.1072 | 8,06.10~3
o 2,15.1072 [ 1,03.107°2 [ 5,92.1073 | 3,89.1073 | 2,72.1073

55 itermax 20401 36701 63301 68601 70601
Ib sem RCM 3886 8129 13963 21418 30597

b com RCM 477 688 934 1235 1709
TP(s) 68,23 335,49 1354,80 | 2297,68 | 4226,90

o 2,15.1072 | 1,03.107%2 | 5,92.107° | 3,89.1073 | 2,72.103

13 itermax 21601 25701 41801 60201 82701
Ib sem RCM 3888 8130 14027 21420 30597

b com RCM 508 767 1036 1298 1516
TP(s) 114,76 324,85 1247,00 | 2515,62 | 5741,51

o 2,15.1072 | 1,02.107% | 5,92.1072 | 3,83.1073 | 2,72.1073

45 itermax 18901 37401 58501 66201 135001
Ib sem RCM 3927 8132 14027 21420 30662

b com RCM 583 903 1223 1940 1970
TP(s) 163,98 773,77 | 2504,74 | 3930,85 | 10988,17

o 2,15.1072 | 1,02.107%2 | 5,92.1072 | 3,83.1073 | 2,72.1073

55 itermax 17901 31001 39701 56501 92701
Ib sem RCM 3929 8226 14027 21422 30679

b com RCM 600 915 1220 1582 1789
TP(s) 172,47 782,27 | 2010,55 | 4041,94 | 877745




Apéndice H

Problema Hidrodinamico - Cavidade
Quadrada com Tampa Mével

As seguintes hipéteses simplificadoras sdo adotadas para a formulacdo do modelo fisico
(Souza (2006)):
* Regime nio permanente;
¢ Escoamento bidimensional e laminar;
* Escoamento incompressivel;
* Propriedades do fluido constantes.
O movimento de um fluido em uma cavidade bidimensional sujeito a uma velocidade
constante em sua superficie superior € dado pelas equacdes de Conservacdo de Massa e de

Navier-Stokes. A equacdo de Conservacdo da Massa, também chamada de equagao da Conti-

nuidade, é dada por:

el \VAR U) = H.1
t—l— (p ) 0 ( )

sendo p a massa especifica do fluido. Supondo p constante, a equacao da Continuidade torna-se:

V-U=0 (H.2)

Em um problema bidimesional, considerando o vetor velocidade como sendo U = uz +

vy, a equagdo (H.2) torna-se:

ou Ov

8_:1:+8_y:0 (H.3)
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As equacgdes de Quantidade de Movimento ou equagdes de Navier-Stokes bidimensionais

sdo escritas da seguinte forma:

ou ou  Ou op Pu  *u
(a o ”a—y) "oz T H (a_ * @) H
ov ov o\ _ dp v v
p (875 Tuge Y ay) =Ty (83:2 + ay2> (H)

sendo p a viscosidade dinamica do fluido.

Afim de adimensionalizar as equagdes de conservagdo, as seguintes varidveis adimensio-

nais sao introduzidas:
t
U=—, V=— 71=— (H.6)

sendo as varidveis dimensionais o tempo, ¢, as coordenadas espaciais, x e ¥, as velocidades, u e
v, € a pressdo, p. Ainda, H o comprimento de referéncia (lado da cavidade) e U, a velocidade

de referéncia, adotada como sendo a velocidade da parede superior da cavidade.

Substituindo (H.6) em (H.3), tem-se:

ou oV

(9_X+8_Y:O (H.7)

Ainda, substituindo (H.6) em (H.4) e (H.5), obtém-se:

oU oU oU OP 1 0*U  0%*U
o TUox tVoy = a_X+§(aX2+W) (H.8)
oV oV oV OP 1 02V 0%V
E*Ua—xwa—y:—a—y*E(aXﬁm) (H9)

sendo Re o ndmero de Reynolds e definido como sendo Re = pusH/u. A velocidade caracte-
ristica € definida por v, = Ujy. O nimero de Reynolds expressa a relacdo entre forgas inerciais

e forcas viscosas em um fluido (White, 2011).

Derivando a equacdo (H.8) com relacdo a Y e a equacdo (H.9) com relacdio a X e

substraindo-as, obtém-se:

9 (U Lol (2 Ly 2 (oY 9V
or \oy aX 0X aY aX oY 8Y aX

0? ov 0? ov
e [aXQ (a_y B a_X> T oy (a_y IX )] (H.10)
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Define-se a voticidade como sendo o seguinte termo:

ou oV
Portanto, a equacgdo (H.10), substituindo (H.11), € escrita como:
Ow Ow Ow 1 [Pw O*w
U4V = — — H.12
or TYox TV oy T Re {a)@ + aw} (H.12)
A definicao das velocidades adimensionais em termos da funcdo-corrente é:
oY
U=_-=_ H.13
5y (H.13)
o
V=-— H.14
X (H.14)

Substituindo (H.13) e (H.14) em (H.11) tem-se a formulacdo da fun¢ao-corrente adimen-
sional, que satisfaz a equacdo da Conservacdo da Massa, dada por (H.7), e €, portanto, dada
por:

Y 0%

i tayr =Y (H.15)

Assim, as equacdes adimensionalizadas que governam o movimento do fluido dentro da

cavidade, dadas pela formulagao vorticidade e fungao-corrente (w - 1), assumem a forma:

Ow Ow Ow 1 [(*w  w
E+U3_X+V3_Y_E(W+W) 1O
oy 0%

oxz Toyz ¢ (A7
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