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Resumo

Apresentamos um estudo sobre cones invariantes em sistemas lineares por partes continuos
e observéaveis em R3. Utilizando uma forma paramétrica, estabelecemos a aplicacao de
Poincaré P, essencial para o estudo da estabilidade da origem e também da existéncia,
unicidade e estabilidade de cones invariantes de duas zonas. Mostramos que a estabilidade
da origem estd bem definida quando o sistema estudado nao possui cones invariantes de
duas zonas e apresentamos um exemplo nao intuitivo de um sistema linear por partes
continuo no qual as matrizes que definem os sistemas lineares envolvidos sao Hurwitzianas,

mas a origem ¢ um ponto de equilibrio instavel.

Palavras—chave: Sistema linear por partes continuo, Cone invariante, Estabilidade.



Abstract

We present a study about invariant cones in observable piecewise linear continuous systems
in R®. Using a parametric form, we established the Poincaré map P, essential for the
study of the stability of the origin and the existence, uniqueness and stability of two-
zonal invariant cones. We have shown that the stability of the origin is well-defined
when the studied system has no two-zonal invariant cones and we present a non-intuitive
example of a piecewise linear continuous system in which the matrices that define the

involved linear systems are Hurwitzian but the origin is an unstable equilibrium point.

Keywords: Piecewise linear continuous system, Invariant cone, Stability.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos uma introducao a esta dissertagao, descrevendo a estrutura

do presente texto e dando uma motivagao a este estudo.

1.1 Motivacao

Nesta dissertacao de mestrado apresentamos uma aplicacao da Teoria Qualitativa das
Equacgoes Diferenciais Ordindrias. Mais precisamente, estudamos cones invariantes em
sistemas lineares por partes continuos e observéveis em R3.

O interesse atual em sistemas lineares por partes advém de suas aplica¢goes em modelos
mecanicos, eletronicos e biologicos, veja, por exemplo, [5] e as referéncias 14 apresentadas.
Dentre estes sistemas, possuem especial relevancia os sistemas lineares continuos de duas
zonas, 0S quais possuem a origem como o Unico ponto de equilibrio sobre a regiao de
separagao. Uma primeira tarefa no estudo de tais sistemas é a determinacao da estabi-
lidade e do tipo topologico da origem. A estabilidade da origem pode ser estabelecida,
conforme [10], mediante o uso de fungoes de Lyapunov. Como é bem sabido, a busca de
fungoes de Lyapunov nao é uma tarefa simples e, ademais, a existéncia de uma funcao
de Lyapunov nao é uma condigao necessaria de estabilidade. Portanto, é preciso lancar
mao de outras técnicas para determinar a estabilidade do ponto de equilibrio. No caso

de sistemas lineares planos com duas zonas, a estabilidade da origem esta caracterizada,



conforme [8]. Agora, se considerarmos um sistema linear por partes continuo e observavel
em R3, como veremos no Capitulo 5, situacoes muito interessantes podem acontecer.

Para campos vetoriais suaves, o Teorema de Hartman-Grobman (ver [10], pagina 107)
nos permite caracterizar a estabilidade de um ponto de equilibrio hiperboélico analisando
apenas os sinais das partes reais dos autovalores da parte linear do campo de vetores
calculada neste ponto de equilibrio. Como é bem sabido, quando as partes reais dos
autovalores sao negativas, o ponto de equilibrio é localmente assintoticamente estavel,
conforme o Teorema 2.1.4. O mesmo nao ocorre, em geral, para campos vetoriais suaves
por partes. De fato, no estudo dos sistemas lineares por partes continuos e observaveis
em R3 que possuem um ponto de equilibrio na regiao de separacao, os resultados gerais
acerca de sistemas suaves nao podem ser aplicados diretamente. Em particular, o tipo
topologico de tal ponto de equilibrio nao pode ser determinado, em geral, por métodos
de linearizagao. Com efeito, como veremos no decorrer desta dissertacao, mesmo quando
as partes lineares envolvidas indicarem estabilidade assintotica, é possivel obter dinamica
instavel para o ponto de equilibrio.

Neste sentido, o objetivo desta dissertacao de mestrado é estudar a estabilidade de
sistemas lineares por partes continuos e observéaveis em R? com duas zonas e com um tnico
ponto de equilibrio sobre o plano de separacao, e apresentar um exemplo nao intuitivo
de tais sistemas, com as matrizes que definem os sistemas lineares envolvidos possuindo
todos os autovalores com partes reais negativas, mas com a origem sendo um ponto de

equilibrio instavel.

1.2 Revisao de Literatura

Os resultados discutidos nesta dissertagao foram elencados por meio de estudos dos mate-
riais indicados nas Referéncias Bibliograficas. Apresentamos resumidamente o que aborda
cada trabalho citado.

Utilizamos [1| para a demonstracdo do Teorema 2.1.3. Ja em [2| ¢ apresentada
uma fungao auxiliar (ver Segao 3.1), a qual possibilita determinar uma forma paramétrica

para as semiaplica¢oes de Poincaré P~ e PT apresentadas no Capitulo 2. No artigo [4]



é apresentada a demonstragdo do Teorema 4.2.1, o qual foi conjecturado em [6]. Além
disto, no artigo [5] e no Capitulo 1 de [3] foram estudados os conceitos acerca de sistemas
observaveis e a forma canonica generalizada de Liénard, os quais podem ser vistos na
Secao 2.4.

Esta dissertacao esta embasada nos artigos [6] e [7]. Grande parte dos conceitos aqui
apresentados foram retirados destes dois artigos. A titulo de curiosidade, um estudo
detalhado sobre sistemas lineares planos com duas zonas ¢ apresentado em [8].

Utilizamos o software Wolfram Mathematica |9] para a realizagdo de célculos, simu-
lagoes e construgao de grande parte das figuras apresentadas nesta dissertacao. Todos
os conceitos apresentados sobre Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias,
presentes na Secao 2.1, foram extraidos de [10].

O livro [11] fornece a defini¢ao de matriz de Householder (ver Defini¢ao 2.1.1). Por
fim, [12] é um livro que apresenta o Lema do Complemento de Schur, ver Lema 2.1.1,
sua demonstracao e também aplicacoes. Este livro aborda o historico da vida e trabalhos

do matematico russo Issai Schur (1875-1941).

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao esta constituida de cinco capitulos. Nos proximos paragrafos discorremos
sobre cada um deles.

No presente Capitulo 1 apresentamos uma introducao a esta dissertacao, damos uma
motivagao a este estudo e falamos brevemente da estrutura deste texto. J& no Capitulo
2, iniciamos relembrando de maneira sucinta alguns conceitos essenciais para a leitura
dos demais capitulos e estabelecemos algumas notacgoes. Definimos os sistemas lineares
por partes continuos e observaveis em R? que serdo estudados ao longo da dissertacao,
apresentamos uma introducao a teoria dos cones invariantes e provamos dois resultados
para um sistema linear por partes continuo e observavel em R?, sendo um deles sobre
a existéncia de cones invariantes de duas zonas (Teorema 2.3.1), e o outro sobre a

estabilidade da origem de um sistema que nao possui cones invariantes (Proposigao

2.3.6).



Prosseguindo, no Capitulo 3, lancando mao de uma func¢ao introduzida por Andronov
e colaboradores em [2], estudamos as semiaplicagoes de Poincaré em uma forma para-
métrica. Utilizando os conceitos estabelecidos nos capitulos anteriores, no Capitulo 4
estudamos no Teorema 4.1.1, a existéncia, unicidade e também estabilidade de cones
invariantes de duas zonas, resultados que nos permitiram construir diagramas de bifurca-
¢oes na Segao 4.2.

No Capitulo 5 provamos um teorema que caracteriza a dindmica das oérbitas restritas
a um cone invariante de duas zonas (Teorema 5.1.1), provamos também algumas condi-
¢oes suficientes para a estabilidade assintotica da origem (Teorema 5.2.1) e, utilizando
todos os resultados anteriores, apresentamos alguns exemplos envolvendo a estabilidade
da origem de sistemas lineares por partes continuos e observaveis em R? que possuem co-
nes invariantes de duas zonas. Para finalizar, apresentamos nossas Consideracoes Finais

acerca da realizacao desta dissertacao.



Capitulo 2

Sistemas Lineares por Partes Continuos

e Observaveis em R>

Iniciaremos este capitulo com uma se¢ao contendo alguns resultados que servirao de ali-
cerce para o leitor e estabeleceremos algumas notagoes que serao utilizadas no decorrer do
texto. Logo apos, definiremos os Sistemas Lineares por Partes Continuos e Observdveis
em R? que serao estudados nesta dissertacao, apresentaremos um primeiro passo para se
definir duas semiaplicagoes de Poincaré, introduziremos a nocao de cone invariante em
tais sistemas, relacionaremos a existéncia de cones invariantes de duas zonas em R? com a
existéncia de érbitas periddicas em S? e, por fim, sob certas hipoteses, provaremos um te-
orema sobre a existéncia de cones invariantes de duas zonas e uma proposicao abordando
a estabilidade da origem na auséncia de cones invariantes, ambos os resultados validos

para sistemas lineares por partes continuos e observaveis em R3.

2.1 Conceitos Iniciais

Nesta secao apresentamos uma coletanea de resultados fundamentais para a leitura desta
dissertacao e também estabelecemos algumas notagoes que serao utilizadas ao longo do
texto.

No decorrer desta dissertagdo, denotaremos por M, (R) o espago vetorial real das



matrizes n X n com elementos no corpo dos numeros reais, diremos que A é uma matriz

de ordem n se A for uma matriz n x n, indicaremos o produto interno canénico em R? por

(,) R3xR® — R
((E, y) — <£L‘,y> = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3

sendo x = (x1, 22, x3) € y = (Y1, Y2, Y3), a norma euclidiana por

2]l = V{z,2), = €R’

a esfera unitaria por
S? = {(21, 22, 3) € R : 2} + 2} + a5 = 1},

7 indicara a matriz identidade n x n, cuja ordem deve ficar clara no contexto em que a
mesma aparecer e, como ¢ usual, denotaremos a base canoénica do espago euclidiano R”
1 .2 n

por {e1,es,...,¢e,}, sendo e; = (e, e?,... e

J o i . .
51 €5 ,j), come; = 1ee; =0, para i # j. Por

fim, apesar de na Lingua Portuguesa utilizarmos virgula para separar a parte inteira da
parte fracionaria de um nimero real, nesta dissertacao utilizaremos um ponto no lugar da
virgula. Assim, por exemplo, indicaremos o nimero 1,23 por 1.23.

Vamos relembrar rapidamente o conceito de assintota obliqua ao grafico de uma fungao
real a valores reais. Dados um ponto p = (¢, %) € R? e uma reta s definida pela equacao

ax + by + ¢ = 0, a distancia entre p e s é dada por

laxo + byo + ¢
d(p,s) = )

\ /a2 + b2
Assim, dados uma fungdo f : R — R, um ponto p = (z, f(x)) e a reta s de equagao

y —mx — b =0, temos que a distancia entre o ponto p e a reta s é

|t f(x) =] _ |f(x) —mz—b
W) =7 = Jizm

Dizemos que a reta y = mx + b, m # 0, € uma assintota obliqua do grafico da fungao f

quando a distancia entre o ponto (z, f(x)) e tal reta tender a zero quando x — 400 ou

T — —00, isto &,
, |f(:v)—mx—b|7
im =
r—+o0 \/1 + m2

0,



ou seja, quando

lim [f(z) — mxz —b] = 0.

r—7Fo00
Para determinarmos uma assintota obliqua, inicialmente encontramos o valor de m, caso
exista, através do limite
f(z)

m= lim —=.
T——+00 €T

Em seguida, calculamos

b= lim [f(x)— mx].

T—r+00

Como sabemos, se b for finito, entao a reta y = mx + b serd uma assintota obliqua, para
xr — +00. Procedemos de modo analogo para r — —oo. Este método de determinagao
da equagao de uma assintota obliqua sera tutil a partir do Capitulo 3.

Os resultados a seguir serao utilizados na demonstracao da Proposicao 2.3.2.

Proposigao 2.1.1. Se B € M,(R) e x,y € R", entio (Bz,y) = y Bz, sendo y* o

transposto do vetor y.

Demonstracao. De fato, escrevendo

b1 bin T hn
B = ) xr = ) y = )
bnl bnn T Yn
¢ imediato mostrar que (Bx,y) =y’ Bu. |

Definicao 2.1.1. Seja w € R™ um vetor unitdario. A matriz
H=T-2uww"
€ chamada matriz de Householder.

Proposicao 2.1.2. Se H é matriz de Householder, entao H é simétrica e ortogonal.

Demonstracao. Com efeito, basta notar que

H' = (T - 2ww™)’ =77 — Quuw")" =T - 2(w")"w’ =7 — 2uw™ = H



e, como HT = H,

HH" = (T - 2wuw™)’
=7? — dww” + 4(ww”) (ww)
=7 — dww’ + dw(wTw)w”
=T — 4ww’ + 4w (w, w) w”"
=7 — dww” + 4ww”

=1,

visto que (w,w) = ||w||* = 1. Logo, H = HT = H™'. |

Teorema 2.1.1. Sejam z,y € R"™ wvetores unitarios distintos. FExiste uma matriz de

Householder H tal que Hx=y.
Demonstracao. Sabemos que
Hr = (T - 2ww")r =z — 2ww'z = v — 2w (z,w) = v — 2 (z,w) w

para algum vetor unitario w € R™. Como por hipdtese temos que = # y, definindo

T —y
W= —-r:,
|z —

segue que w € vetor unitario e

Hx—x—2<:z;, T > T
lz =yl / llz =yl

—r—2wa—y) — L
lz =yl

_ ., 2(we) — (@ y) (@ —y)
(x—y,xz—y)

_2({m,z) — (z,y) (r —y)
(z,2) = 2(z,y) + (y,y)

_2({z,2) — (z,9) (x—y)

2((z, 7) — (z,9))

=z —(z—y)

Note que usamos o fato de ser ||z]| = |ly|| = 1. |



Lema 2.1.1 (Complemento de Schur). Seja M uma matriz de ordem n escrita em blocos,

a saber,

A|B
C|D

Y

com A uma matriz de ordem p e D uma matriz de ordem q, de modo que n = p + q.

Entao, se A € nao singular,
det(M) = det(A)det(D — CA™'B)
e, se D € nao singular,
det(M) = det(D)det(A — BD™'C).
Demonstragao. Sugerimos a leitura de [12]. |

Definigao 2.1.2. O conjunto dos autovalores de uma matriz A é chamado espectro de A

e € denotado por o(A).

Sejam A uma matriz de ordem 3 possuindo um autovalor § € R\{0} e x um autovetor
unitario de A associado ao autovalor 5. Suponha que H é uma matriz de Householder tal
que Hx = e;. Assim,

H'AH = HAH

¢ matriz similar a A e verifica
HAHe, = HAx = HfBx = PHx = Sey,

ou seja, e; ¢ um autovetor de H 'AH associado ao autovalor 3 e, portanto, H ' AH tem

a estrutura de blocos
goiag— (PP ,
Os1 | By
sendo By, uma matriz 1 x 2, Oy a matriz nula 2 X 1 e Byy uma matriz de ordem 2. Resulta

que

o(A) = {f} Uo(Bx)
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pois, pelo Lema do Complemento de Schur, por um lado, sendo 5 — rZ nao singular,

5 — TI ‘ B12
021 ‘ BQQ — ’f’I

0= det(H_lAH —71Z) = det = det(f — rZ) det(Byy — 17),

implicando que det(Bys — rZ) = 0 e, por outro lado, sendo By — rZ nao singular,

5 —rZL ‘ 312
021 ‘ BQQ — ’I“I

0 =det(H 'AH —rT) = det = det(Bgy — rZ)det(8 — rZ),
evidenciando que det(3 — rZ) = 0. Assim, os autovalores de H 'AH e, portanto, de A,
sao (8 e os autovalores da matriz Bss.
Abordaremos agora alguns resultados referentes a Teoria Qualitativa das Equagoes
Diferenciais Ordindrias. Indicamos [10] como principal referéncia sobre este assunto.
Sejam A um subconjunto aberto do espaco euclidiano R" e F' : A — R" um campo
vetorial de classe C*, k > 1, em A. Como sabemos, para cada x € A existe um intervalo

aberto I, C R tal que
O I, — A

t > o(t)

é solugao maxima tnica do problema de Cauchy
¥ = F(x),
z(0) = z.

Além disto, o conjunto D = {(t,z) € R"™ : z € A, t € I} ¢ aberto em R""! e a aplicacao

v: D — A

(t7x) — Sp(th):@x(t)a

chamada de fluxo gerado pelo campo vetorial F' ou fluxo local, é de classe C* em D.
Seja agora
op: I, — A
t o ()
a curva integral do campo vetorial F' passando pelo ponto p e definida no intervalo maximal

I, = (w (p),w™(p)). O conjunto v, = {p,(t) € A :t € I,}, isto é, a imagem da curva
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integral do campo vetorial F' pelo ponto p, chama-se 6rbita de F pelo ponto p. No caso de
se ter 7, = {p}, entdo a drbita é chamada de ponto singular e, no caso de v, ser difeomorfa
a um circulo, dizemos que 7, ¢ uma orbita fechada ou periédica.

Quando w™(p) = 400, define-se o conjunto w-limite de p, w(p), como sendo o conjunto
dos pontos ¢ € A para os quais existe uma sequéncia {¢,} tal que

lim ¢, =400, lim ¢,(t,) =q.

n——+oo n——+o00

Analogamente, quando w™(p) = —oo, define-se o conjunto a-limite de p, a(p), como sendo

o conjunto dos pontos ¢ € A para os quais existe uma sequéncia {t,} tal que

it =00 L enltn) =4

O teorema a seguir seré essencial na demonstracao dos Teoremas 2.3.1 ¢ 5.2.1 e da

Proposicao 2.3.6.

Teorema 2.1.2 (Poincaré-Bendixson em S?). Sejam F : R® — R3 um campo vetorial de
classe C*, k> 1, em R?, e ¢ : D — R? o fluzo gerado por F. Suponha que para todo
p € S? vale ¢,(t) € S?, para todo t € R, e que F possui um nimero finito de pontos
singulares em S%. Entdo, existem as sequintes alternativas para o conjunto w-limite de

uma orbita por um ponto p € S?:
(a) Se w(p) contém apenas pontos requlares, entao w(p) € uma drbita periddica;

(b) Sew(p) contém pontos regulares e singulares, entao w(p) consiste de um conjunto de
orbitas, cada uma delas tendendo a um desses pontos singulares quando t — +o0.

Em outras palavras, w(p) € um grdfico;
(c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) € um ponto singular.
Demonstracao. Ver ideia da demonstragao na péagina 141 de [10]. |

O proximo teorema, juntamente ao Teorema de Green, serao importantes na demons-

tracao da Proposigao 3.3.6.
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Teorema 2.1.3 (Critério de Dulac). Considere o sistema
' = P(z,y),
Q(z,y),

sendo P e Q funcoes de classe C*° em um aberto A C R? e seja G C A wma regico

(2.1)

y/

simplesmente conexa. Assuma que B = B(x,y) é uma funcio de classe C' definida em G

de tal modo que a fung¢ao

0 0
%(BP)Jra—y(BQ)

nao € identicamente nula e nao muda de sinal em G. Entao, nao existem orbitas fechadas

do sistema (2.1) em G.

Demonstra¢ao. Suponha que exista uma orbita fechada £ do sistema (2.1) em G e consi-

dere a integral de linha
I = §1§ —BQdx + BPdy.
c

Afirmamos que I = 0. De fato, sejam

as equacoes da curva L, para 0 <t <T. Entao,

IZ/O B(p(t), ¥ () [=Q(p (1), (1)) (t) + P(e(t), ¥ ()¢ (t)]dt

e, além disto

porque (p,%) é uma solugdo do sistema (2.1). Logo, a expressao entre colchetes no

integrando verifica

—Q(e(t), Y1) P(e(t), (1)) + P(e(t), ¥(£))Q(e(t), (1)) =0, 0<t<T,

ou seja, I = 0. Por outro lado, pelo Teorema de Green

[ //Q [%(BP)JF%(BQ) dxdy,

sendo (2 a regiao limitada pela curva fechada £ (€ C G). Mas esta integral nao pode se
anular, visto que o integrando, por hipotese, possui sinal fixo e nao é identicamente nulo

em G. Portanto, ndo existem orbitas fechadas do sistema (2.1) em G. [ |
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Sejam
T ={ppt) €eA:0<t <1}
uma orbita periddica de F' com periodo 79 > 0 e X uma segao transversal de F' em p.
Pela continuidade de ¢,, se ¢ € ¥ ¢ um ponto suficientemente proximo de p, entao ¢,(t)
permanece proxima de 7, para ¢ em um intervalo compacto contendo [0, 7p]. Definimos a
aplicacdo de Poincaré 7w : ¥y C ¥ — ¥ como a aplicacdo de retorno do fluxo a X, isto é,
para cada ponto de Xy pertencendo a uma Orbita especifica, a aplicacao m nos fornecera
o primeiro ponto no qual a érbita intercepta ¥ em tempo positivo. Desta forma, 7(q) é

o primeiro ponto no qual 7, intercepta . Sendo ¥, o dominio de , entao é claro que

p € Xgem(p) =p.

O Lema 2.1.2 sera utilizado para a demonstracao do Lema 5.1.3.

Lema 2.1.2. Se p € X Nw(7,), sendo ¥ uma segao transversal do campo vetorial F' e
Yy ={p,(t) EA:t €T, wh(q) = +oo}

uma orbita de F', entdo p € o limite de uma sequéncia {@,(t,)}, com ¢,(t,) € ¥, para

todon € N e t, = +00 quando n — +00.

Demonstracao. Ver pagina 136 de [10]. |

Quando A € M,(R) e F(z) = Az, x € R", 2/ = F(z) é chamado de sistema linear.
Neste caso, I, = R para todo z € A = R" e o fluxo gerado por F' é um fluxo linear,

conforme a Definigao 2.1.3.
Definicao 2.1.3. Uma aplicac¢ao

p: RxR* — R»
(t,x) +— o(t,x)

de classe C' é dita ser um fluxo linear se
(a) ¢(0,z) =z, para todo x € R";

(b) p(t+s,2) = @(t,o(s,x)), para todo t,s € R e todo x € R™;
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(c) Para cadat € R,
Pt - R* — R”
o= o) = et x)

€ uma aplicagao linear em R™.

Na péagina 47 de [10] é provado que para cada fluxo linear ¢ : R x R" — R"| existe

uma unica matriz A € M, (R) tal que
o R* — R”
o gi(r) =,

para todo t € R e todo x € R™.

Por exemplo, dado o problema de Cauchy

¥ = Az,
z(0) =z,
com z € R3 e
a B 0
A=|—-p a 0] (2.2)
0 0 A

resulta que
e cos(Bt)  e*sen(Bt) 0
pi(r) = er = [ —egen(pt) e*cos(ft) 0 |z
0 0 et
Definicao 2.1.4. Um sistema linear ' = Az (ou a origem do R™) chama-se atrator (do
sistema) se para todo x € R",

lim ¢z =0 e R
t—+oo

Definicao 2.1.5. Uma matriz A € M,,(R) é chamada Hurwitziana se as partes reais de

todos os seus autovalores sao negativas.

Teorema 2.1.4. Seja A € M, (R). O sistema z' = Ax é um atrator se, e somente se, A

¢ matriz Hurwitziana.
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Demonstracao. Ver pagina 61 de [10]. |

Como sabemos do estudo dos sistemas lineares hiperbolicos em R3, dado um sistema
linear ' = Ax, com A tendo autovalores A e o + i e escrita na forma dada em (2.2), a
configuragao do retrato de fase depende dos sinais de A\, e 3, ou seja, o retrato de fase
¢ dado por uma composi¢ao de movimentos definidos pelos sinais de tais parametros.

Para ilustrar, na Figura 2.1 apresentamos trés exemplos de sistemas da forma mencio-
nada anteriormente, sendo que nos dois primeiros exemplos as érbitas (uma delas, indicada
em vermelho) se aproximam da origem e, no terceiro exemplo, as orbitas se afastam da

origem. Este comportamento é devido ao sinal do autovalor real .

(i) A = —0.05, a =
8=1. —0.1eg=1. e =1

Figura 2.1: Sistemas lineares hiperbolicos ' = Az e respectivos valores de A\, « e 3, sendo A
escrita na forma (2.2). Em vermelho apresentamos uma orbita, que se aproxima da origem nas
Figuras 2.1i e 2.1ii e se afasta da origem na Figura 2.1iii. Dada uma condicdo inicial z € R3,
temos a existéncia de uma superficie invariante (em violeta) que contém a respectiva solu¢ao do

sistema linear 2z’ = Ax com condicao inicial em x.

Ao estudarmos sistemas lineares hiperbolicos em R3, surgem os seguintes questiona-

mentos:

No estudo dos sistemas lineares por partes continuos e observdveis em R3,
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podemos aplicar diretamente o Teorema 2.1.47 No caso negativo, por qué?
O que pode ocorrer neste estudo? FExiste algum objeto geométrico que seja um

ntermediador neste estudo?

As respostas a estes questionamentos, bem como as devidas defini¢oes envolvidas,

serao dadas no decorrer desta dissertacao.

2.2 Sistemas Lineares por Partes Continuos em R?

Vamos estudar os sistemas lineares por partes continuos (SLPC) em R? com um plano

de separacao, escritos na forma

) Atx, se x>0,
o' = F(z) = (2.3)
A"z, se 11 <0,

com x = (1,2, 73) € R3 2’ representando a derivada de x com respeito ao parametro t,

chamado aqui de tempo, F' indicando o respectivo campo vetorial e

tt =1 0 t— -1 0
At=m* 0 -1, A =[m 0 -1}
dt 0 0 d- 0 0

sendo t*, m* e d* ntmeros reais.
Note que a origem é sempre um ponto de equilibrio do sistema (2.3) e, ainda, é Gnico

quando as matrizes AT e A~ sdo nao singulares, isto ¢, quando

dt #0, d” #0,
sendo d* = det AT e d~ = det A~. Vamos assumir que tal situacao sempre ocorre.
Dada a matriz
t -1 0
A=|m 0 -1]1
d 0 0

seu polinémio caracteristico na variavel y é

paly) = det(A —yI) = —(y° — ty* + my — d).
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Note, entdo, que t*, m* e d* sao coeficientes dos polinémios caracteristicos das matrizes
Aj:

Estudaremos o sistema (2.3) quando os autovalores das matrizes A* sdo da forma
N ot +ipE, oF —ipT

com At # 0 e % > 0, ou seja, quando ambas as matrizes tém um autovalor real nao nulo
e dois autovalores complexos conjugados com partes imaginarias positivas.

Indicaremos o plano de separacao do sistema (2.3) por
Il ={z = (21,20, 23) € R*: 2, = 0}.
Dado um ponto x € II, como
Atx = (—xy, —13,0) = A",

concluimos que o campo vetorial F' é continuo em II.
Note que F' nao é diferenciavel em II porque, se fosse, entao existiria uma tunica

transformacao linear B : R? — R3 tal que

lim |F(z+ h) — F(xz) — Bh| _

0.
h—0 Al

Desde que F' é continuo em II, temos que

Flo)=ATx=A"2, zell

Logo,
+ — AT () —
lim |AT(z + h) — AT (z) — Bh|| 0
h—0 17|
apenas se B =A%t e
A h) A - BH|
h—0 17|

somente quando B = A~. Entretanto, como em geral At # A~ segue que B nao ¢ unica.

Assim, o campo vetorial F' nao é diferenciavel em II.
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Proposicao 2.2.1. Considere a equagao diferencial ordindria definida em (2.3). O pro-

blema de Cauchy
z(0) = xo,
com xo € R3 possui uma tinica solucio, a qual estd definida em R.

Demonstragao. Conforme [10], basta provar que o campo vetorial F' é uma fungao Lips-

chitziana em R3. De fato, considere z,y € R3 e k = max{|| A", ||A7]}.
(a) Se x; >0ey; >0, entao

1F(z) = F(y)ll = |47z — ATy|| < |AT|| Iz = yll < kllz = yll;

(b) Sex; <0ey; <0,

IF(z) = F(y)ll = [[A72 — A7y[| < [[A7|[ lz — yll < klla = yll;

(c) Sex; >0 ey <0, tomamos

U1
z = (x —y) +v.
1 — 1

Entao, z; = 0 e, pela continuidade do campo vetorial F', segue que
1F(z) = Fy)ll = |F(x) = F(2) + F(z) = F(y)|
< |[|F(z) = F)I + 1F(z) = F(y)ll
= [|[ATz — ATz + A7z — A7y
< AT lz = =l + [[ A7 = =yl
< max{[|AT|[, [[A7[]} (= — 2l + |z — )

=kl =yl

ao utilizarmos a norma da soma.
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Os demais casos sao analogos. Logo, F' é globalmente Lipschitziana em R? e, portanto, o
problema de Cauchy em questao possui uma tnica solu¢ao. Como (2.3) representa uma

equacao diferencial ordinaria linear por partes a coeficientes constantes, tal solugao esta

definida em R. [}

O sistema (2.3) é bastante geral e constitui a chamada forma candnica generalizada
de Liénard, fortemente relacionada & forma canoénica observdvel (ver Definigao 2.3.4)
presente no contexto da Teoria de Controle Linear. Vamos mostrar na Secao 2.4 que,
assumindo algumas hipéteses, todo SLPC e observavel com duas zonas em R? pode ser
escrito, em termos de uma mudanga linear de varidveis, na forma dada em (2.3).

Para analisar o comportamento dindmico do sistema (2.3), utilizaremos duas aplicagdes
de transi¢ao, as quais denominaremos semiaplicacdes de Poincaré. Tais aplicagoes serao
definidas a seguir. Antes, observe que podemos escrever as respectivas formas canodnicas

de Jordan das matrizes AT e A~, como

at BT 0 a” 70
JJF == —B+ O[Jr 0 ) Jﬁ = _ﬁi o 0
0 0 AT 0 0 A~

Na regiao {z € R® : z; > 0}, o retrato de fase do sistema 2/ = Atz é descrito por
uma composicao de movimentos definidos pelos sinais de at, 7 e A", conforme vimos na
Segao 2.1. Situagao anéloga ocorre na regiao {r € R : z; < 0}. Como nas duas regioes
temos BT > 0, uma caracteristica comum em tais retratos de fase ¢ que, em ambos, as
solugoes irao espiralar no mesmo sentido.

Vamos definir agora uma aplicagao de Poincaré para o sistema (2.3). Para todo ponto

p = (Tp, Yp, 2,) € R3 a fungao ¢,, dada por

pp(t) = (2p(1), 4p(1), 2(1)), t el CR,

denotara a solucao do sistema (2.3) com condigao inicial ¢,(0) = p. A correspondente
orbita sera denotada por 7,.

Tomando p € {x € R®: x; <0}, temos que se xz, =0,isto &, pell, e

<617 A+p> > 07
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entdo a orbita 7, intercepta transversalmente o plano II com z,(t) > 0 e x,(—t) < 0,
para t > 0 suficientemente pequeno. Continuando por 7,, se z,(t) = 0 para algum
t € (0,400), entdo definimos 7,7 > 0 como o menor tempo que verifica x,(7,7) = 0 e
xp(t) > 0 em (0,7,7). Neste caso, definimos a semiaplicacdo de Poincaré P* no ponto
(0, yp, 2,) como
P+(anpvzp) = (anp(T;)’ZP(T;)) eIl

Observe que tal semiaplicacao depende apenas do fluxo do sistema linear / = At x.

Analogamente definimos a semiaplicacao de Poincaré P~. Considerando um ponto

p=(Tp,Yp,2p) E{x €R3: 27y >0}, sex,=0,isto &, pell e
<61,A_p> < O,

entdo a orbita 7, intercepta transversalmente o plano II com z,(t) < 0 e x,(—t) > 0,
para t > 0 suficientemente pequeno. Continuando por 7,, se z,(t) = 0 para algum
t € (0,+00), entdo definimos 7,7 > 0 como o menor tempo que verifica z,(7,7) = 0 e
x,(t) < 0 em (0,7,). Neste caso, definimos a semiaplicagao de Poincaré P~ no ponto
(0, yp, 2p) como

P(0,4p: ) = (0,4p(7, ), 2p(7, ) € 1L
Veja que tal semiaplicagdo depende apenas do fluxo do sistema linear ' = A~ x. Para

ilustrar, considere a Figura 2.2.

.

Figura 2.2: Semiaplicagoes de Poincaré P~ e PT associadas ao sistema (2.3).
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Ressaltamos que P e P~ estdao bem definidas, porque o fluxo do sistema (2.3) so6 é
tangente ao plano de separacao no eixo z. De fato, vale esta afirmacao se, e somente se,
o fluxo é ortogonal ao vetor e;. Mas isto acontece, pois dado um ponto p = (0,y, z) € II,

temos que
AT (p) = (—y,—=2,0) = A" (p)
e, dai,
(e1, A%(p)) = —v,
o qual ¢é zero se, e somente se, y = 0, donde p esta sobre o eixo z.
Logo, podemos definir a aplicagao de Poincaré P por

P=ProP.

Daqui em diante, sempre que nos referirmos a aplicagao e as semiaplicagoes de Poin-
caré, consideraremos que as mesmas estao definidas no plano de separacao II.

Observe que o campo vetorial F' satisfaz

F(px) = pk(x),
para todo z € R? e u > 0, porque

) = At (ux), se x>0, _ u(Atx), se x>0, P ()
A= (ux), se x <0, p(A~x), se x; <0,

Assim, se x é uma solu¢ao do sistema (2.3), entdao pz, p > 0, também é solugao.

Proposigao 2.2.2. Cada uma das aplica¢oes P, P~ e P leva uma semirreta partindo da
origem e contida no plano de separac¢ao em uma semirreta partindo da origem e também

contida no plano de separacao.
Demonstra¢ao. Como o campo vetorial F' do sistema (2.3) é homogéneo, isto €,
Flp) = pF(2),

para todo x € R? e 1 > 0, o mesmo ocorre para as aplicacoes P+, P~ e P. Com efeito,

provaremos apenas para P~ , visto que as outras demonstragoes sao anédlogas.
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O caso em que p = 0 é imediato. Sejam, entao, u > 0 e x € II tal que x5 > 0. Logo,
pr € II e, em termos do fluxo do sistema 2/ = A~ x, existe um menor 7~ > 0 tal que
P~ (ux) € II. Assim,

P (px) =€ (ux) = pe” N x = pP(x).
Logo, P*, P~ e P transformam semirretas contidas no plano de separagao e partindo da

origem em semirretas contidas no plano de separacao também partindo da origem. |

2.3 Cones Invariantes

Definicao 2.3.1. Uma variedade C C R3 € chamada de cone se para todo x € C tivermos

px € C, para todo p > 0.

Definicao 2.3.2. Se existir uma semirreta em 11, partindo da origem e invariante pela

aplicagao de Poincaré P, entdo o sistema (2.3) tem uwm cone invariante de duas zonas.

Figura 2.3: Cone invariante de duas zonas do sistema (2.3).
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Em outras palavras, se a aplicacao de Poincaré P possui uma semirreta invariante que
parte da origem, entdo o sistema (2.3) possui um cone invariante de duas zonas que é
gerado pela transformacao, mediante o fluxo do sistema, de tal semirreta.

Da Definigao 2.3.2, vemos, entao, que um plano invariante (de duas zonas e contendo
a origem) para o fluxo do sistema (2.3) é um cone invariante de duas zonas.

A hipotese da existéncia de autovalores complexos em ambas as zonas é crucial, pois,
caso contrario, as variedades invariantes lineares nao possibilitariam a definicao da apli-
cacao de Poincaré no plano de separacao II e, consequentemente, a Definigcao 2.3.2.

Para definir o conceito de cone invariante de uma zona, considere r uma semirreta em
R3 partindo da origem e fora do plano de separacao. Suponha que exista ¢ > 0 de tal
modo que a solugao ¢, do sistema (2.3) com condigao inicial (0, z¢), sendo o € 7, retorna
a semirreta r em t = t, ou seja, @, () € r. Veremos na Segao 3.2 que ¢ verifica p,,(t) € r

para todo ponto zy € r.
Definicao 2.3.3. A superficie C em R?® definida pelo conjunto
©r(t) = {pap(t) : mo €7}

e que nao intercepta transversalmente o plano de separacao é chamada cone invariante de

uma zona.

Figura 2.4: Representacao de um cone invariante de uma zona. Ressaltamos a semirreta r

invariante pelo fluxo na zona {(z,y,2) € R3: z < 0} e indicamos dois pontos z,, T, € 7.
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Vamos agora caminhar para demonstrar um teorema que nos fornece condicoes para a
existéncia de cones invariantes de duas zonas para o sistema (2.3). Para isto, estudaremos
tal sistema projetado em S?.

Dado x € R*\{0}, considerando a mudanga de variaveis

x 1
= — = — = E SZ

pela homogeneidade do campo vetorial F', resulta que
o [|z]| — ()’

[

_ W <F(Q;) ||| - H:;_H <x’,x>)
N ?(n) HiH - Hiu <||9§:||’ ||§||>
- (Hm - HiH <F (niu) ’ Hiu>

= F(u) —u(F(u),u)

= F(u) = (F(u), u)u,

isto é,
Atu— (Atu,u)u, se wuy >0,
u = (2.4)
A u— (A u,u)u, se wuy <O0.
O sistema (2.4) serda chamado aqui de sistema projetado e 0 mesmo pode ser pensado
como a projegao central das orbitas do sistema (2.3) sobre S2.
A projecao sobre S? de uma solugao nao nula z do sistema (2.3) ¢ uma o6rbita u

do sistema projetado (2.4). Reciprocamente, toda orbita do sistema projetado (2.4) se

corresponde com um conjunto de 6rbitas do sistema (2.3).
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Note que o campo vetorial associado ao sistema (2.4) ¢, de fato, tangente a S?, ja que
<’U/,'LL> = <F(u) - (F(u),u> u7u> = <F(u),u> - <F<U)7u> <u>u> = 07

porque ||ul| = 1.

Observe também que a projegao das orbitas do sistema (2.3) sobre S? ndao nos fornece
informagoes sobre a evolugao das orbitas de tal sistema. Entretanto, considerando a
variavel adicional

r=|zl|, zeR?

temos que, ao deslocar sobre uma orbita do sistema (2.3), r indicara se tal orbita se
aproxima, se afasta ou se permanece a uma distancia fixa da origem.

Para = # 0, derivando, obtemos

(Pl el (T, s

= : 2]l = (F(u),u)r,
[ || [l ||l’||>
isto é,

r' = (F(u),u)r, u€S?

o qual, juntamente a (2.4), define o sistema

que é entdo, por sua vez, equivalente ao sistema (2.3).

Como a aplicacao

T R\{0} — §?

X
Tr +—— W(l‘):m

é a projecao radial, segue que existe uma correspondéncia biunivoca entre semirretas
partindo da origem e pontos em S2.

Sabemos que o sistema (2.3) possui um cone invariante de duas zonas se existir uma
semirreta partindo da origem que é invariante pela aplicacao de Poincaré P. Entao, se
existe um cone invariante de duas zonas para o sistema (2.3), pela projegao radial existe

uma orbita periédica de duas zonas em S? para o sistema (2.4). Reciprocamente, se existe
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uma 6rbita periédica de duas zonas em S? para o sistema (2.4), pela homogeneidade do
campo vetorial F', existe um cone invariante de duas zonas para o sistema (2.3). Logo,
concluimos a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre cones invariantes de duas
zonas do sistema (2.3) e orbitas periodicas de duas zonas do sistema projetado (2.4).
Assim, destas consideragoes, a procura de cones invariantes de duas zonas para o
sistema (2.3) pode ser transferida para a procura de 6rbitas periddicas de duas zonas do

sistema ctbico por partes continuo (2.4).

Exemplo 2.3.1. Considere o sistema (2.3) definido pelas matrizes

—-0.18 -1 0 —-062 -1 0

AT =1 10096 0 -1f A =[ 09456 0 -1

—0.10016 0 0 —-0.70112 0 O
Os autovalores de At sio At = —0.1 e at £ i = —0.04 &7 e os autovalores de
A7 sao A\m = —0.7 e a” £ = 0.04 & 7. Sugerimos que o leitor, utilizando o item

(a) do Teorema 4.1.1, verifique que este sistema possui um unico cone invariante de
duas zonas. Nas Figuras 2.5 e 2.6, apresentamos, sob dois dngulos (para wma melhor
visualizagao), uma parte deste cone invariante de duas zonas (em verde) interceptando o

plano de separagao (em rosa).

Figura 2.5: Cone invariante de duas zonas (em verde) interceptando IT (em rosa).
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Figura 2.6: Figura 2.5 por um segundo angulo.

Na Figura 2.7, apresentamos parte do cone invariante de duas zonas em questao in-

terceptando a esfera unitdria em R? e o plano de separacao I1.

Figura 2.7: Interseccio do cone invariante do Exemplo 2.3.1 com S%. A curva em vermelho é
a intersec¢ao de S? (em azul) com o plano de separagdo (em rosa), a superficie em verde ¢ parte
do cone invariante de duas zonas e a curva em preto é a orbita periddica de duas zonas em S?

resultante da existéncia do cone invariante de duas zonas.
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Veremos agora um resultado que relaciona solugdes dos sistemas (2.3) e (2.4).

Proposicao 2.3.1. Se o sistema projetado (2.4) tem uma solug¢do y que € w-periddica,

entao o sistema (2.3) tem uma solugao x, definida por

o0 =ty ( [ F (), 9(9)) &) ek

sendo s — (F(y(s)),y(s)) w-periddica. Reciprocamente, se x € solu¢io w-periddica do

sistema (2.3), com x(t) # 0, para todo t € R, entdo

y:R — R

to— y(t) =

(@)

¢ solugao w-periddica do sistema (2.4).

Demonstracao. Que s +— (F(y(s)),y(s)) é w-periddica é imediato, visto que y o é, ou seja,

(Fy(s +w))yls +w)) = (Fy(s)),y(s)), s eR.

Vamos mostrar que z, definida por

o =ty ( [ (). 5(s)) &) tew

¢ solugao do sistema (2.3), sendo y solugao do sistema (2.4). De fato, pelo Teorema

Fundamental do Cdlculo,

'(t) = y'() exp (/0 (F(y(s)),y(s)) dS) +ax(t) (Fy(1)),y(t))
= (F(y(@)) — (F(y()), y()) y(t)) exp </O (F(y(s)),y(s)) d8> +x(t) (Fy(1)), y(t))

= F(y(t)) exp (/0 (F(y(s)),y(s)) dS) — (F(y(), y(1)) =(t) + x(8) (F(y (1)), y(1))

~ 7 (s ([ v as))

= F(z(t), teR,
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em virtude da homogeneidade do campo vetorial F', como queriamos provar.
Por outro lado, sendo z solugao w-periddica, entao claramente y sera w-periddica. Vamos

mostrar que y, dada por
_ o x(t)
(@)

com z(t) # 0 para todo t € R, é solugao do sistema (2.4), sendo z solu¢ao do sistema

y(t) t eR,

(2.3). Com efeito, como

ool = 2,
vem que —
20) o)) - )
y/(t)_ 2
=@
P alt) (@),em)
EOR GG
P al) <F<x<t>> () >
Ol Tl \ Tl Tl
(e e )\ ()
= (qu)n) B0 <F (H:v(t H) ’ Hx<t>u>
— F(y(t)) — (t) (F(y(1)). y(1))
como esperado. [ ]

Desde que o sistema (2.3) restrito ou a regiao {x € R® : x; > 0} ou a regido

{z € R®: x; <0} ¢é linear, estudaremos inicialmente o sistema
u' = Au— (Au,u)u, u€S? (2.6)

associado ao sistema linear z’ = Ax.
A proxima proposicao fornece os autovalores da parte linear do campo de vetores
associado com o sistema (2.6) e calculada nos pontos de equilibrio, os quais também sao

dados.

Proposigao 2.3.2. Um ponto u € S* € ponto de equilibrio do sistema (2.6) se, e somente

se, u € autovetor de A associado a um autovalor real. Adicionalmente, se A1, s € A3
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sio autovalores de A, com A\ € R possuindo i € S* como respectivo autovetor, isto é,
Au = Mu, entdao os autovalores da parte linear do campo de vetores associado com o

sistema (2.6) e calculada no ponto de equilibrio u sao
po = Ao — A1, pi3 = Az — AL

Demonstragdo. Suponha inicialmente que # € S* ¢ ponto de equilibrio do sistema (2.6).
Entao,
Au — (Au,u)u =0,
isto é,
Au = (Au,u) u,
donde u é autovetor de A associado ao autovalor A\ = (Au, u) € R.

Reciprocamente, se @4 € S? é autovetor de A associado a um autovalor real )\, entdo @ é

ponto de equilibrio do sistema (2.6), pois,
Au — (Au,u)u = u — (M, u) u = \u — A = 0,

e a primeira parte esta provada.
Vamos provar agora a segunda parte. Para estabelecermos os autovalores da parte linear
do campo de vetores associado com o sistema (2.6) e calculada no ponto de equilibrio «,

estenderemos tal sistema para o seguinte sistema em R?
v =G(r) = Ar — (Az,z)x, x € R’ (2.7)

Note que se 4 € S* ¢ ponto de equilibrio do sistema (2.6), entao u é ponto de equilibrio
do sistema (2.7), isto ¢, dentre os pontos de equilibrio do sistema (2.7) estdo os pontos
de equilibrio do sistema (2.6). Desta forma, a parte linear do campo de vetores associado
com o sistema (2.6) e calculada no ponto de equilibrio @ sera a parte linear do campo de
vetores associado com o sistema (2.7) e calculada no ponto de equilibrio 4, a qual é dada
pelo sistema

' = DG(u)x. (2.8)

Observe que



31

DG(u)x = %G(ﬂ + tx)

= o7 (A +tr) — (A + tz), @ + tz) (@ + tx)) ~
- % (Au + Atx — ((Au, u) + (Au, tx) + (Atx,u) + (Atx, tx))(a + tx))

_9 (Au+ Atz — ((Au,u) +t (Au, z) +t (Az,u) + t* (Az, z))(a + tz))

ot t=0
Logo,
_ o ., o, . _
DG(u)x = —=G(u+tr)] = —(Au+ Atx — M(t)u —tM(t)x) (2.9)
ot o Ot t=0
com
M(t) = (Au, u) + t (Au, ) + t (Az,u) + t* (Az, z)
= (Au, u) + t((Au, z) + (Az, @) + t* (Az, x)
= (Au,a) + t ((A+ AT)u,z) + t* (Az, z) .
Assim, em (2.9),
%G(u +tr)] =Arx—M(@t)u— Mt)r —tM'(t)x] = Ax— M'(0)a — M(0)x.
t=0 t=0
Como
M'(t) = ((A+ A")u,z) + 2t (Az, x)
segue que

M(0) = (Au,a), M'(0)=((A+ A", z)
e, portanto,

DG(u)x = %G(u + tz)

= Az — ((A+ AD)u,z) u — (Au,u) x
= Az —u(u, (A+ AT)z) — (Au,u) x
= Az —u((A+ AT)z,u) — (Au,u) x
= Az — L(u)(A+ AT)z — (Au,u) x

— (A — L(a)(A + AT) — (Au, ) T)z,
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sendo L a aplicagao

L:R — My(R) 210
r — L(z)=aza". .

Entao, em (2.8), temos
v’ = DG(u)r = (A — L(u)(A + AT) — (A, 1) T)z.
Vamos, entao, calcular os autovalores da matriz
DG(u) = A — L(u)(A+ AT) — (Au,u) T.

Sendo Aj, Ay e A3 autovalores de A com \; € R e @ € S? o respectivo autovetor, o # ey,
conforme o Teorema 2.1.1, existe uma matriz de Householder H (ver Definicao 2.1.1
e Proposicao 2.1.2) tal que

Hu = ey.

Portanto, como vimos anteriormente, a matriz

)\1 B12
021 B22

B=HAH ' =

possui os mesmos autovalores que a matriz A, sendo O, a matriz nula de ordem 2 x 1,
By € M1 2(R) e By uma matriz de ordem 2 que possui os autovalores Ay e Az.

Tendo em vista que H é matriz de Householder,
DG(u) =A— L(u)(A+ AT) — (Au,u) T
=H 'BH — (H 'e;)(H 'e))"[H'BH + (H'BH)T] — (\ju,u)Z
=H 'BH — H 'L(e))(H Y'[H'BH + H'BT(H V)] — A\ (u,u) T
= H'[BH — L(e;)(BH + BTH)] — \\H'H
= H'[B— L(e,)(B+ B") — \\Z|H
=H'NH,

donde vemos que os autovalores de DG(u) sdo os autovalores de N, ja que tais matrizes

sdo similares.



33

Note que

N =B—L(e))(B+ BT) = M T

A 0O
A1 | Biz 1 |02 2)\1‘312
= |—7T | —10X0
Os1| B 021|022 B, |2By,
0 0 X\
B A1 | Bi2 B 2M1|Bi2 B A1 |Or2
Oaz1| B 021|022 O | ML
—on| O
O |Bo — MT

a qual claramente possui os autovalores
p1 = =2\, p2=A2— A1, 3= A3— AL

Assim, os autovalores de DG(@) s@o iy, pi2 € pig, com g € R e pg, us € C.

Consideremos o plano tangente a S? em 1, a saber,
T,S* = {zr e R® : v Lu}.

Afirmamos que T;S? é invariante para o sistema (2.8). Com efeito, dada uma condigao

inicial x € T3S?, temos que o fluxo por x permanece em T;S? para todo t € R se
(exp(tDG(u))x,u)y =0, teR.
Vamos mostrar isto. Como DG(u) = HNH, entao
exp(tDG(u)) = He'™ H
e, dai, visto que Hu = eq,
(exp(tDG(u))z,u) = (HeVHz,u)y = (e Hz,e1). (2.11)
Sendo

2(1_6 — el)T(ﬂ — 61)

H=T- . .
[z — e

Y
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temos que H é matriz de Householder e

Hrp— 1 — 2(11 — €1)T(’a — 61)

17— eq]|?
o -2z e)
|7 — e1]]
B u—e
=x —2({(z,u) — (x,e1))— ! 5
@ — el
u—e
:$+2<x,€1> _—12
[u— e

Assim, em (2.11),

(exp(tDG(u))z,u) = ("N Hz, ;)

= <€tN <3§’ + 2 <£L', €1> jl;%) ,€1>
[ — e

= (N, e)) + 2<£C,—61>2 (eN(u—er),e1)

[ — el
- 21, _

= e Mgy + T—2u,+1 1(<€tNUa €1> - <€tN€17 €1>>
— 672)\1t1.1 _|_ 1 (672)\11‘/,“1 . 672)\1t)

1-— (51

—2X\1t
_ o2\t € 1 1—
e iy = (1 —uy)
= 0.
Como podemos escrever
Rg - TES2 @ Eﬁ,

sendo B = {x € R® : x = au,a € R}, entdo, dado x € R?, escrevemos x = w + z, com

w € TyS? e z = Ey. Logo,

DG(u): R® — R3
r +—— DG(u)x = DG(u)w + DG(u)z.

Para analisar DG(u)|r,s2, observamos que
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DG("L_L) . TﬂSQ — TﬁSZ
TyS?
w — DG(u) w = DG(u)xr — DG(u)z.
TyS?

Como DG(u) = HNH, com

—on | O
On | B — NI

Y

segue que

DG () w=HNHr—- HNHz = HNHuw.
T;S?

Pela definicao de N, vemos claramente que

Ne; = =2\ e
e, como H é matriz de Householder que verifica Hu = e, temos da equacao acima que
NHu= -2\ Hu = H(-2\a).
Tomando H !, obtemos
HNHu = —2\u,

ou seja, i1 = —2\; é autovalor de HN H associado ao autovetor u € S2.

Assim, os autovalores da aplicagdo linear DG(u)|r,s2 sdo os autovalores do bloco
By — MZ, a saber,
po =X — A1, p3=2A3— M\

e a demonstracdo estd completa, visto que S? é invariante para o sistema (2.7) e T;S? ¢

invariante para o sistema (2.8). [

Agora, a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (2.6) pode ser caracterizada.

Corolario 2.3.1. Se A\, \y e A3 sao autovalores de A e i € S* é um autovetor de A
associado com o autovalor A\; € R, entdo u € um ponto de equilibrio do sistema (2.6) que

€ assintoticamente estdavel se as partes reais de
P =X — A1, p3=A3— A\

sao negativas, e instavel se a parte real de py ou a parte real de ps € positiva.
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Demonstracao. Que @ € S? é ponto de equilibrio, decorre da primeira parte da Propo-
sicao 2.3.2. Agora, resulta da segunda parte desta mesma proposi¢ao que ps € fi3 Sao
autovalores da parte linear do campo de vetores associado com o sistema (2.6) e calculada
no ponto de equilibrio w. Sobre a estabilidade, é imediato, pois, sendo Re(us) # 0 e
Re(us) # 0, vemos que o sistema 2’ = DG (u)x restrito a T;S? é hiperbdlico e, portanto,

podemos aplicar o Teorema de Hartman-Grobman. |

Provaremos agora que os pontos de equilibrio do sistema (2.6) sdo do tipo centro
quando os autovalores da matriz A sao da forma A\ e A + i3, com 3 > 0, ou seja, quando

os trés autovalores da matriz A tiverem as mesmas partes reais.

Proposicao 2.3.3. Suponha que os autovalores da matriz A sao X\ e a=£if3, sendo 3 > 0.

Entao, toda solugao do sistema (2.6) € periddica se, e somente se, a = \.

Demonstracao. Como por hipotese os autovalores da matriz A sao A e a i, com § > 0,

existe uma matriz nao singular P que reduz a matriz A a sua forma canénica de Jordan

J, isto é,
a B 0
P'"AP=J=|-8 a 0
0 0 A
Definindo
Pu
v=—"——, u€S?
[ Pull
segue que
Pu' (Pu, Pu)'/* — Pu<Pu’—Pu;>2
- (Pu, Pu) /
B (Pu, Pu)
_ {(Pu, Pu) Pu' — (Pu, Pu’) Pu
(Pu, Pu)®/*
_ (Pu, Pu) P(Au — (Au,u) u) — (Pu, P (Au — (Au,u) u)) Pu
- | Pulf?

(Pu, Pu) PAu — (Au, u) (Pu, Pu) Pu — ((Pu, PAu) Pu — (Au,u) (Pu, Pu) Pu)
| Pull®




Como

entao

donde

Resulta que

_ (Pu, Pu) PAu — (Pu, PAu) Pu

|Pull?
_ PAu < Pu PAu> Pu
[Pull N\ Pull” [|[Pull /' [|[Pull
Pu
V=
[ Pull
u
—— =PIy,
[ Pull
o — PAu _< Pu PAu> Pu
[ Pull [Pull” [[Pull / | Pul
= PAP ‘v — (PAP 'v,v)v
= Jv — (Ju,v)v, veES?.
= Jv— (Ju,v)v
a [ 0 U1 a [0 (5 U1
=|-8 a 0 vg—<—5a0 U27U2>
0 0 A (%] 0 0 A Us (%}

avy + Bug
—ﬂvl -+ QU2 - < —5111 + (X)) 3 (%) > V2

avy + By (] vy

>\U3 (%] V3

vy + oy U

—Buy 4 avy | — (@vf + avi + \v3) | v,

avy + oy
= | —Bu +avy | — (@i + Bravr — Borvg + avi + v3)

U3

U1
%

U3

%1
V2

U3

37
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avy + Buy — avd — avdv; — )\vgvl

— By + avy — avivy — avi — )\’U?Q)UQ

vz — quivs — avivy — Avs

By — Avsvy + avy — v — vivg)
= | —fv1 — Mivy + a(vy — vivy — v3)
vz — A3 — a(vivs + v3vs)

By — Mvdvy + a(l — v3 — v3)v;
= | —fv1 — Ajvs + a(l — v} — v3)v,
3 2.2
Avz — Avs — avi 4+ v3)vs
Como v € S?, temos v + vi +v3 = 1 e, dai,
Buy — Avivy + aviv

Vo= —Bu; — Av§v2 + cwgvg

Avg — Avs — a(l — v2)us

By /\vgvl — av§v1
= — By — | Mlvy — avivy
vz — Qg Avs — av
Bug (A — a)viv
= — By — | (A= a)vivy
vz — Qg (A —a)vs
0 8 0 U1 U1
=|[-80 0 vy | = (A= a)v3 | v
0 0 A=« U3 V3
0 p 0
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ou seja,
0o B 0
V=1-8 0 0 v — (A — a)viv. (2.12)
0 0 A=«

Agora, pela tltima equagao do sistema (2.12), a saber,
vy = (A —a)vs — (A — a)vs = (A — a)vz(1 —v3), (2.13)

decorre que toda solugao do sistema (2.12) é periddica se, e somente se, A = a.

Vamos provar a ultima condigao necessaria e suficiente mencionada. Vejamos que se
a = A, entao as solugoes de (2.13) sao constantes e, dai, toda solu¢do do sistema (2.12) é
periodica. Reciprocamente, suponha que toda soluc¢ao do sistema (2.12) seja periddica e
mostremos que o = \.

De fato, dada uma condigao inicial vs,, temos que
t
vs(t) = P Vlyg — (X — a)e(’\“)t/ e~ A =53(s)ds
0
é solugao de (2.13), pois
t
vi(t) = (A — a)eP Yty — (X — a)2ePo)t {/ e_(’\_a)svg(s)ds] —
0
_()\ _ a)e(/\—a)te—(/\—a)tvg(t)
t
= A—a) [ePDtys — (A — a)e(’\_o‘)t/ e(Aa)svg’(s)dsl — (A —a)v3(t)
0

= (A= aJus(t) — (A — a)vi(D).

Logo, pela hipotese, esta solugao é periddica, digamos de periodo 7 > 0. Entao, em

particular,
vs, = v3(T) = €Ay, — (N — a)e(A_O‘)T/ e~ M =53(s)ds
0

o que fornece a = .
Portanto, toda solugao do sistema (2.12) é periddica se, e somente se, « = A e, como 0s

sistemas (2.12) e (2.6) s@o equivalentes, segue o resultado. |
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Veremos agora que os pontos de equilibrio do sistema (2.4) podem ser obtidos da

Proposicao 2.3.2.

Proposigao 2.3.4. O ponto u = (uy, U, u3) € S* € um ponto de equilibrio do sistema

(2.4) se uma das sequintes condi¢oes € verdadeira:
(a) u € autovetor de AT associado a um autovalor real e w; > 0;

(b) u € autovetor de A~ associado a um autovalor real e u; < 0.

Demonstracao. Basta notar que, neste caso, a matriz A da primeira parte da Proposicao

2.3.2 sera ou AT ou A~ [ ]

Definicao 2.3.4. Um sistema de controle da forma

¥ = Az + Bu + a,

y=C"z,
com A € M,(R) ea, B, C € R", é observavel se a matriz de observabilidade
ol
CTA
O = OT A2

CTAn—l
tem posto completo, ou seja, Po(O) = n.

Da Definigao 2.3.4 resulta que o sistema (2.3) é observavel, pois

eT 1 0 0
O=| T4 |= t —1 0 (2.14)
el'(A)? t)2-m- —t 1

tem posto completo. Na Secao 2.4 ficara claro do porqué de se considerar somente a
matriz A~ e C' = e; em (2.14).
Quando o sistema (2.3) é observavel, entao os pontos de equilibrio do sistema (2.4),

os quais podem ser determinados pela Proposigao 2.3.2, verificam #; # 0. Com efeito,



41

suponha que @ € S? seja um ponto de equilibrio do sistema (2.4) tal que @; = 0. Entao,
pela Proposicao 2.3.4, existe A~ € R tal que u é autovetor de A~ associado a A7, isto

¢,

€ segue que

el A Ya=eNu=Xelu=X0=0,
eT(A-)i = (T A~ A=t = T A=A~ = ¢PA- A=t = ' A MA@ = (A )27 = (A-)20 = 0.

Logo, a matriz de observabilidade do sistema (2.3) satisfaz Ou = 0 € R3, com @ # 0 € R3,
isto €, existe um vetor nao nulo % no nucleo de O. Desta forma, O nao tem posto completo,
o que diz que o sistema (2.3) nao é observavel. Provamos, assim, a contrapositiva.
Sabendo que as matrizes A* tém um par de autovalores complexos conjugados, po-
demos deduzir do Corolario 2.3.1 e da Proposigao 2.3.3 a estrutura topologica local

destes pontos de equilibrio, como segue.

Proposigao 2.3.5. Suponha que o sistema (2.3) € observdvel e as matrizes A* tém auto-
valores A\ e a® £ 8%, com * > 0. Entdo, o sistema (2.4) tem exatamente dois pontos
de equilibrio, a saber ™ e u~, com u; > 0 e @, < 0. Além disto, valem as sequintes

afirmagoes:

(a) Se a™ — AT < 0 (respectivamente a~ — A\~ < 0), entao ut (respectivamente u~) €

assintoticamente estavel;

(b) Se a™ — AT > 0 (respectivamente o~ — A\~ > 0), entdao u™ (respectivamente u~) €
instdvel;
(c) Seat — At =0 (respectivamente o~ — A\~ = 0), entao u™ (respectivamente u~) é um

ponto de equilibrio do tipo centro.

Demonstracao. Decorre do Corolario 2.3.1, das Proposigoes 2.3.3 e 2.3.4 e do fato

+

que 43 sao nao nulos. |
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Veremos agora um primeiro resultado sobre a existéncia de cones invariantes de duas

zonas para um SLPC e observavel em R3.

Teorema 2.3.1. Suponha que o sistema (2.3) € observdvel e as matrizes A* tém autova-
lores \* e at +i8%, com BT > 0. Entdo, tal sistema tem pelo menos um cone invariante

de duas zonas quando

(at = AN (a™ = A7) >0.

Demonstracao. Do Teorema de Poincaré-Bendizson em S?, sabemos que os conjuntos a-
limite e w-limite do sistema (2.4) sdo ou pontos de equilibrio, ou o6rbitas periddicas ou
graficos.

Pela Proposigao 2.3.5, o sistema (2.4) tem exatamente dois pontos de equilibrio, a saber,
u" e @, os quais ndo estdao no plano de separagao, pois @} # 0 e u; # 0.

Da Proposicao 2.3.2, os autovalores da parte linear do campo de vetores associado com

o sistema (2.4) e calculada nos pontos de equilibrio @t e @~ sdo, respectivamente,
po =t = AT i, puz=a — N\ Lip".
Queremos mostrar que, quando
sign(a™ — \") =sign(a” — A7)

e ambos sdo nao-nulos, entao o sistema (2.3) tem pelo menos um cone invariante de duas
zonas.

Com efeito, suponha que at — A" > 0 e a” — A~ > 0. Entao, resulta da Proposi¢ao
2.3.5 que ut e @~ sdo focos instéaveis, donde o sistema (2.4) nao tem graficos. Logo, pelo
Teorema de Poincaré-Bendizson em S?, os conjuntos w-limite devem formar pelo menos
uma Orbita periddica de duas zonas (porque a™ — AT > 0ea” — A~ > 0), isto ¢, o sistema
(2.3) tem pelo menos um cone invariante de duas zonas.

Agora, se a — AT < 0ea” — A~ <0, entdao os pontos de equilibrio a™ e u~ sao focos
estéveis e, aplicando novamente o Teorema de Poincaré-Bendizson em S?, os conjuntos o-
limite devem formar pelo menos uma orbita periodica de duas zonas (porque at — AT < 0
e a” — A" < 0), donde o sistema (2.3) tem pelo menos um cone invariante de duas

7Zonas. [ ]
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O proximo resultado aborda a estabilidade da origem quando o sistema (2.3) nao tem

cones invariantes.

Proposicao 2.3.6. Suponha que o sistema (2.3) € observdvel, nio tem cones invariantes
e as matrizes AT tém os autovalores \* e ot £i8F, com B > 0. Entdo, a origem é um
ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se, e somente se, os dois autovalores reais A+

e A\~ sa0 negativos.

Demonstra¢ao. Como o sistema (2.3) é equivalente ao sistema (2.4), segue que a origem
¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema (2.3) se, e somente se, a

solucao trivial da equacao
' = (F(u(r)),u(t))r, r>0 (2.15)

¢ assintoticamente estéavel, para toda solu¢ao u do sistema projetado (2.4).

Como a fungao r : R — R definida por

(0= e ([ (Pt atmar)

pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, é solu¢ao da equagao (2.15), segue que a origem

¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estével do sistema (2.3) se, e somente se,

tlg—noo,r(t) - O,
isto é, se, e somente se,
lim (F(u(s)),u(s))ds = —oo (2.16)

T+ o

para toda soluc¢do u do sistema projetado (2.4).

Desta equivaléncia, resulta que devemos provar que vale (2.16) se, e somente se, A* < 0.
Com efeito, suponha inicialmente que vale (2.16) para toda solugao u do sistema (2.4).
Pela Proposicao 2.3.5, o sistema (2.4) tem exatamente dois pontos de equilibrio, a
saber, 4™ e @™, os quais nao estao localizados no plano de separacao. Pelo Teorema de
Poincaré-Bendizson em S?, o conjunto w-limite de uma 6rbita passando por um ponto

regular p € S? serd ou uma orbita periédica, ou um gréafico, ou um ponto de equilibrio.
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Como por hipotese o sistema (2.3) ndo tem cones invariantes, segue que o sistema (2.4)
nao tem orbitas periddicas.

No Teorema 2.3.1 vimos que se (o™ —A1)(a™ — A7) > 0, entdo o sistema (2.3) tem pelo
menos um cone invariante de duas zonas. Entretanto, como o sistema (2.3), por hipotese,

nao tem cones invariantes, vem que
(at =AM (a™ = A7) <0.

Como o sistema (2.4) ndo tem orbitas periodicas, os pontos de equilibrio ndo sdo do tipo

centro. Logo, pela Proposigao 2.3.5, temos, entao, que
(at =AM (a™ = A7) <0

e, dai, decorre que
sign(a™ — A1) = —sign(a™ — \7).

Assim, pela Proposigao 2.3.5, um ponto de equilibrio é instével e o outro é assintotica-
mente estavel.

Dado um ponto regular p € S?, temos que w(p) serd o ponto de equilibrio que é assinto-
ticamente estéavel, isto é, w(p) ndo serd um grafico. Portanto, pelo Teorema de Poincaré-
Bendizson em S?, segue que toda solucao u do sistema projetado tende ou & 4™ ou & u~
quando 7 — +00.

Entéo, se u(r) — a*, temos

lim (F(u(r)),u(r)) = <F< lim u(T)), lim U(T>>

T—+00

e, analogamente, se u(7) — @, temos

lim (F(u(r)),u(r)) = A".

T—+00
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Para concluir, afirmamos que At < 0 e A= < 0. De fato, por hipotese temos que vale
(2.16) para toda solugao u do sistema projetado (2.4). Logo, como u* é ponto de equilibrio

de tal sistema, tomando a solugao constante u(s) = u*, s € R, segue que

—o00 = lim / <A+ﬂ+,ﬂ+>ds: lim Ads = lim AT,
0

T—r+00 T—+00 0 T—>+00

implicando que A* < 0. Analogamente mostramos que A\~ < 0.

Reciprocamente, se A = A\* < 0, entdo para toda solucio u do sistema (2.4), temos

lim (F(u(r)),u(r)) = A < 0.

T—+00

Vamos mostrar que vale (2.16). Com efeito, como vale o limite anterior, existe T" > 0 tal

q (Flufr))ulr)) <5, 72T

Logo,

i [y = i [ ) s+ i [ ), )
< lim_ 0T<F<u(s)>,u<s)>ds+Tng TT %ds
= i [ F). ) ds b i 5 -T)

Como u e F' sao, em particular, continuas, temos que existe £ € R tal que

/0 (F(u(s)),u(s))ds < k.

Entao, sendo A < 0,

i ' A
TEIEOO ; (F(u(s)),u(s))yds < k +T£££100 E(T —T)

= _OO,

como queriamos demonstrar. |

No Lema 2.3.1 temos uma informacao sobre o comportamento assintético das orbitas

em S?.
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Lema 2.3.1. Assuma que as matrizes do sistema (2.3) sao Hurwitzianas, isto €, que
af <0 e Xt <0. Se uma drbita vy, do sistema projetado (2.4) se aprozima de um ponto
de equilibrio, entio as orbitas do sistema (2.3), que projetadas sobre v,, permanecem em

uma unica zona e, portanto, tendem para a origem assintoticamente.

Demonstragao. Como os pontos de equilibrio em S? nao estao sobre o plano de separacao,
temos, entao, que quando uma orbita =, do sistema projetado (2.4) se aproxima de um
ponto de equilibrio, todas as orbitas do sistema (2.3), que projetadas sobre 7, permane-
cem em uma Unica zona, em virtude da projecao radial.

Sabemos que o sistema projetado (2.4) tem exatamente dois pontos de equilibrio em S?,
digamos ut e u~, os quais estao fora do plano de separacao. Pela Proposigao 2.3.2, os
autovalores da parte linear do campo de vetores do sistema projetado (2.4) calculada em
u't (respectivamente u ) sdo o™ — At +ifT (respectivamente a” — A” £i57), donde, pela
Proposicao 2.3.5, os pontos de equilibrio sao do tipo foco ou do tipo centro.

Agora, se em S? uma 6rbita 7, se aproxima de um ponto de equilibrio do sistema proje-
tado (2.4), digamos u™ € S?, entao este ponto de equilibrio nao pode ser do tipo centro,
logo 0 mesmo é um foco atrator e, dai, pela Proposigao 2.3.5, segue que at — AT < 0.
Esta conclusao, juntamente com a hipotese de que a matriz AT ¢ Hurwitziana e com o
fato de que o sistema 2’ = A%z é linear, implicam que as orbitas do sistema (2.3), que

projetadas sobre 7,, tendem para a origem assintoticamente. |

2.4 Forma Canonica Observavel de Liénard

Nesta se¢ao, provaremos um resultado mencionado anteriormente, a saber, que todo
SLPC e observavel pode ser escrito, por meio de uma mudanca linear de variaveis, na
forma descrita em (2.3).

Considere inicialmente a seguinte definigao.

Definicao 2.4.1. A equacao diferencial ordindria autéonoma
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com x = (x1,...,x,) € R", define um sistema linear por partes continuo em R"™ com duas

zonas se existem ay,as, v € R", comv # 0, A, Ay € M, (R) e d € R tais que

Az +a, se (x,v)+06<0,
F(z) =
Aoz +ag, se (z,v)+4d >0,

All’ +a; = Azl’ + as.

(2.17)

O hiperplano (x,v) + ¢ = 0 é chamado de regido de separa¢do, o qual divide o espago

em duas regioes lineares.

Proposicao 2.4.1. Qualquer sistema linear por partes continuo em R™ com duas zonas

pode ser escrito na forma

A"x+a, se x1<0,

Atz +a, se x>0,
com a € R™ e as matrizes AT, A~ € M, (R) verificando a relagao
(A7>1JZ(A+)U, ?;:1,2,...,717 j:2,3,...,n,

isto €, as n — 1 ltimas colunas das matrizes AT e A~ coincidem.

Demonstragao. Conforme a Definicao 2.4.1, seja v € R™\{0}. Assim,

e, dai, existe uma matriz de Householder H tal que

v
- = 61
o]

ou, equivalentemente, Hv = (||v],0,...,0) € R™.

Considere a mudanga de variaveis

(2.18)

(2.19)
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Entao, sendo Hx = x — 2 (z, w) w, para algum vetor unitario w € R", temos

Y= (1:—1—5 U2) —2w<x+6L2,w>
o] o]

e, dai,

y =12 — 2wz, w)
= F(z) — 2w (F(z),w)

— HF(z). (2.20)

Sendo (x,v) + ¢ < 0, vem que (x,v) < —§. Como H é de Householder, H = H~! = HT

e, dai, em (2.19), temos que

v=HY) o
Logo,
—6 > (x,v)
= S
<H(y) o >
— (H(y)v) — ﬁ (v,v)
= <H(y)7v> - (57
ou seja,
0> (H(y).v)
— (g, H(v))

= (1,92, -, 9w), (0], 0, 0)),
donde concluimos que y; ||v]| < 0, o que fornece y; < 0, pois, por hipdtese, temos que
v # 0, o que implica em ||v|| > 0. Analogamente, se (x,v) + 9 > 0, obtemos y; > 0.
Agora, para simplificar a escrita, escrevemos A = A;5 e a = a12. Assim, dos sistemas

(2.20) e (2.17), resulta que
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y = HF(z)
= H(Az + a)
= (Az +a) — 2w (Az + a,w)
= Az + a — 2w (Az, w) — 2w {a, w)

= HAz + Ha

_ HA (Hy—é#) + Ha
v

— HAHy + H <a - A8, UH2>'
v

Logo, chegamos ao sistema

v
HAHy+ H (CH - Aﬁw): <0,

/

Y = (2.21)
HAgHy + H (CLQ — AQé#), Y1 > 0.
v

Como o campo vetorial é continuo, temos que as matrizes HA;H e HA;H sao idénticas

em suas n — 1 ultimas colunas e

H (a1 - Al(SLQ) =H <a2 - AQ&%)
[Vl V]l

Entao, tomando
A = HAlH, AJr = HAQH, a=H (0,172 - A1’25#).
v
concluimos a demonstragao chamando y de x. |

Observamos que, se no sistema (2.18), fizermos a = 0 € R™, obtemos seu sistema

homogéneo associado

, Az, se x; <0,
= (2.22)
Atx, se x>0,

o qual pode ser escrito na forma

¥ = A"x + Bn((z,e1)), (2.23)
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com

N 3 0, se u<0,
B= (A" = A)er, nlu) =

u, se u>0.

De fato, se 1 < 0, ent@o n((z,e1)) = n(z1) = 0 e, dai, temos que
¥ =A"x+ Bn((z,e;)) = A" .
Agora, se z1 > 0, entao n((z,e1)) = (x,e1), donde
v =Ax+ (AT — A ey (z,e)) = A x4+ (AT — A )erela = At

porque como vimos na proposicao anterior, AT e A~ compartilham as n — 1 tltimas

colunas e
10 0
00 - 0
elef =
00 --- 0

Portanto, podemos escrever o sistema (2.18) na forma
¥ = A"x+ Bn((z,e1)) + a. (2.24)

Conforme [5], pagina 612, uma observagao interessante é que sistemas do tipo (2.24)

para a = 0 sao casos particulares de sistemas de controle da forma

' = A~ x + Bu,
(2.25)
y=eir,

sendo z € R", A~ € M,(R), B € R", u = n(y) o qual é chamado sinal de controle ou
entrada do sistema e y é a saida do sistema. Reveja a Definigao 2.3.4.
Como o posto de uma matriz é preservado ap6s uma mudanga linear (invertivel) de

varidveis, sendo a matriz

0 = (A7) erl (A7) erl - (A7) " er)
de tal modo que Po(®) = n, entdo a matriz

(AT ™ el (4" er]-- (=47 erler)

é nao singular.
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Teorema 2.4.1. Se o sistema (2.18) € observavel, existe uma mudanga linear de varidveis

que o transforma na forma canénica generalizada de Liénard

M~y +a, se <0,
Y = Y . (2.26)
M*ty+a, se vy >0,

com
5§ -1 0 - 0 0
& 0 —1 - 0 0
M*E=| : Do , a= e R,
5>, 0 0 - —1 0
&0 0 - 0 ap
sendo 67,05,..., 05 |, 0F € R os coeficientes do polindmio caracteristico de A* e a, € R.

Demonstracao. Se o sistema (2.22) é observavel, entao sua matriz de observabilidade

T

O = (al(A7) el (A7) el - (A7) 1)
tem posto completo, donde temos a existéncia de um tnico vetor z € R"™ tal que
(A el (A el A el ) = (220)
Assim, considerando a matriz nao singular
P i= (A7) (=AY 2] | — A7),
temos que
AP=—(—A")P
= (=(=A7)"2| = (A7) 2] = (A7) 2] | = (= A7)z = (=A7)2)
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, considerando
pa-(N) = (=1)" A" + (=) 1oy A (=) 2o AN TR e+ (= 1)6, A+ 6,
o polinémio caracteristico de A~, temos que A~ satisfaz ps— (A7) = 0 e, dali,

—(—A )= (67 (AT S (AT TP 5, (—AT) +6,T) 2
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Logo, A~ P seréa da forma
(AT o et 4 (A7)0, g2+ 0,2 = (A7) 2] | = (=A7)%2] = (A72)),

0 que é equivalente ao produto

0y —1 0 0
0y 0 -1 0
((—A*)”*lz|(—A*)”*2,z| s | = A*z\z) : : S ],
0,1 O 0 —1
0, 0 0 0
sendo este ultimo igual a PM~. Portanto, temos que PM~ = A~ P ou, equivalentemente,
P'A P=M".

Da equagao (2.27), vemos que

Zr ((—A_)T)n er =1, 2" ((—A_)T)n Te1 =0, Jj=2,3,...,n.

Entao,
T (—AT) e = (ZT((—AT)T) ley) =1
€
(=AY 2= (ZT((=A))e) =0, j=2,3,...,m,
ou seja,
el (A7) (=AY 22| = A7 2]z) = (1,0,...,0) = €],
isto é,
elP=el. (2.28)

Agora, escrevendo o sistema (2.18) na forma (2.24) e realizando a mudanca de variaveis

X = P!z, obtemos
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X' =Pl
=P YAz +bn((z,e1)) + a)
=P 1A PX +bn((z,e1)) +a)
=P 'A"PX + P 'on({x,e1)) + P la

= M~X +bnp((x,e1)) + a,
com M~ =P AP, b=P'eda=P'a:=(a,as,...,a,) € R". Fazendo a mudanca

y=X—Fa
00 --- 00
a1
10 --- 00
a2
=X—-101 --- 00
Qn,
00 --- 10
=X — (O,CLl,CLQ, RN ,an,l),
temos
M~ FEa = (—al, —Aag, ..., —an_l,O).

Utilizando esta ultima equagao e também a equagao (2.28), chegamos a
yl — XI
=M~ X +bn({x,e1)) +a
— M~y + M~ Ea+ bn((Py+ PEa,e,)) +a
= M~y +bn((Py,e1)) + M Ea+a

= M~y +bn((y,e1)) +a,
com a = (0,0,...,a,) € R" expressdo que coincide com (2.26), lembrando que o sistema,

(2.24) & equivalente ao sistema (2.18). Sobre os calculos acima, vale ressaltar que

<PEEL7€1> = G{PEZJ’ = G?Ed = <E(~1’7 61> = O’ <Py7€1> = B?Py = e{y = <y7€1> .



Capitulo 3
Aplicacao de Poincaré

Neste capitulo estudaremos as aplicagoes de transigao (chamadas aqui de semiaplica¢oes
de Poincaré) P~ e PT em uma forma paramétrica. Desde que o fluxo do sistema (2.3)
é formado pela composicao de dois fluxos lineares, estudaremos cada semiaplicacao de
Poincaré separadamente como um primeiro passo para calcular a aplicacao de Poincaré

P=PtoP .

3.1 Funcao Auxiliar

Para descrevermos as semiaplicacoes de Poincaré P~ e PT, apresentadas no capitulo

anterior, utilizaremos a funcao auxiliar
oy (1) =1—¢€"(cosT —ysent), 7,7 €R,

a qual, conforme consta em 6], foi introduzida na literatura por Andronov e colaboradores
em [2], para estudar sistemas planares lineares por partes. Veja na Figura 3.1 os graficos

das funcoes ¢, e ¢_., para v = 0.2.

54
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0 X 0
s ] s
2 ] 2 \/
, ,

L L
-5 0 5 -5 0 5

(i) Grafico de ¢,. (ii) Grafico de ¢_.

Figura 3.1: Gréficos de ¢, para v = 0.2.

Note que ¢, satisfaz
(P—"/(_T) = 90’Y<7_)7 T, € R.
Com efeito,
o (—1)=1- 6(_7)(_7—)(608(—7') — (—y)sen(—7)) =1—¢€""(cosT —ysenT) = @, (7).

Além disto, para cada v > 0, existe um tnico valor 7 € (, 27] tal que

0, (7) = 0.
De fato, sendo v = 0, entao
wo(T) =1 — cos()

e a afirmacao vale para 7 = 27w. Agora, tomando v > 0, veremos que existe um unico

7 € (m,2m) verificando ¢, (7) = 0. Com efeito, claramente ., é continua em (m, 27),

oy(m) =1—€"(cosm —ysenm) =14+¢€"" >0

0, (2m) =1 — ™ (cos(2m) — ysen(27)) =1 — *™ < 0

donde, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, temos a existéncia de 7 € (m,27) tal que

©(7) = 0. Como
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il — 21— _
dTg07(7') dT(l e’ (cosT — ysenT))

= —ye"(cosT —ysenT) — e’ (—senT — YOS T)
= —ve'" cosT + %" senT + €' senT + ve)T cos T
= e (v + 1)sent
<0, 7é€(m2m), v>0,
segue que 7 ¢é Gnico. Temos também que ¢.(7) > 0 para todo 7 € (0,7) e (1) < 0

para todo T € (7, 2m).

3.2 Semiaplicagoes de Poincaré

O proximo resultado estabelece o comportamento angular das semiaplicacoes de Poincaré

P~ e PT em uma forma paramétrica, usando os respectivos parametros
T =\ L oat = TF
’y = — Y ’y - + N
p 5
Proposigao 3.2.1. Suponha que as matrizes A* do sistema (2.3) tenham autovalores \*

e ot £iBT, com BT > 0. Entio, sio vdlidas as sequintes afirmacoes:

(a) Se a semiaplicagao de Poincaré P~ do sistema (2.3) transforma o ponto (0, o, 20)
no ponto (0,y1,21), com yoy1 # 0, entao existe um unico 7~ € (0,77), com 7~ a

menor solugdo positiva de p,—|(17) =0, tal que

R R A G R M

Yo Py (77)
(3.1)
A ot e’ 7 sen(r”)
; =A B [('7 ) + 1] 90—7* (7__)
E = —eX - /\__ T L(T_)
Rl (G 5 Rl by e

(b) Se a semiaplicagcao de Poincaré Pt do sistema (2.3) transforma o ponto (0,y1,21)

no ponto (0,ys, 22), com y1ya # 0, entao existe um unico 7+ € (0,71), com 7+ a
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menor solugdo positiva de pp,+(17) = 0, tal que

L+ 4 B2 ¢’ sen(r7)
U +ﬁ [(ry ) _'_1] SD»Y+(T+) )
(3.3)
22\t gH[(at)2 e sen(r)
.
e
y AT Pt (TF)
y—j = —exp {(27+ + 5—+) 7'+:| —(p,y+ (7"") . (3.4)

Demonstragao. Provaremos somente o item (a), visto que o item (b) é totalmente ana-
logo.
Como a semiaplica¢do de Poincaré P~ transforma o ponto (0, yo, z0) no ponto (0,y1, 21),

com y1y2 # 0, isto é, y; # 0 e yo # 0, entao existe t; > 0 tal que
etlA_ (073/0720) = (anhzl)- (35)

No que segue, desconsideraremos todos os indices sobrescritos, para simplificar a escrita.

Dada a matriz

t -1 0
A= m 0 —11,
d 0 0

com d =det A et o traco de A, sendo A e a £ i seus autovalores, podemos escrever

d = Mo +iB8)(a—iB) = Aa? + 32

t=XA+(a+if) + (a—if) = A+ 2a.
Além disto, como vimos no Capitulo 2 que

palr) =d —mzx +to* — 2°

é o polinomio caracteristico de A, sendo A\ autovalor, entao

pa(N) =d —mA+tX* = X3 = 0.



o8

Substituindo os respectivos valores de t e d, temos que
Ma? + 8%) —mA+ (A +20)A* = N = 0.
Como A # 0, encontramos
(@®+B) —m+A+20)) -\ =0

e, dai,

m = ao? + 3% + 2.

Vamos obter uma matriz P que nos possibilitara escrever a matriz A em sua forma
canonica de Jordan.

Como A é autovalor de A, afirmamos que v = (1,£ — A\, d/\) é autovetor associado. De

fato,
t -1 0 1 1 0
d
Avo—Avs=1|m 0 -1 t—=X | = Al t—X | = _X+m+)\()\_t)
d 0 0 d/\ d/\ 0
e

Aa? + %)
IS

Vamos calcular agora um autovetor associado ao autovalor a + 8. Afirmamos que

—%—Fm-l—)\()\—t): + (@ + B2 +2a)) + A(A = A —2a) = 0.

v = (1,t —a—if,d/(a+1ip)) é autovetor associado. Com efeito,

t =10 1 1
Avy — (a+if)Jvi = |m 0 —1 t—a—if | —(a+iB) | t—a—ip
d 0 0 d/(o+1if) d/(a+1ip)
0
d

= —a+iﬁ+m—(a+i6)(—a—iﬁ+t)

0

e, sendo

n=- +m— (a+if)(—a—if +1),

o+



temos
n = _%4_(@2—#52—1—2@/\) —(a+if)(—a —if + A +2a)
_ e ti)%_ B 1 (@2 4 8+ 200) — (a+ iB)(a— B + )

= —Ma —iB) + (a? + B2+ 2a)) — (a +iB)(a — iB) — Ma +iB)
= —da+ X+ a® + 3%+ 22\ — a? — 2 — da — \if
= 0.

Como sabemos, sendo

_ d
v = (1,t-(%-l5,m>,

autovetor associado ao autovalor complexo o + i3, entao

d Bd
Re(v1> = <].,t — Q, ﬁﬁz) s Il’Il(Ul) = (07 _ﬁ7 _m>

sao linearmente independentes.

A matriz P sera definida da seguinte maneira

1 0 1

P = (Re(vy)|Im(vq)|vg) = t—a —f t—A
od B d
O[2 +/32 042 +62 >\

Atribuindo os respectivos valores de d e t, obtemos

1 0 1
P=1 a+) -5 2a
aX  —BX a?+ 32

Invertendo P e substituindo os valores de d e t em P~!, encontramos

a? — 2\ + (2 A B 1
B2+ (a— A)? B2+ (a— A)? B2+ (a— A)?
Pl a® —a? + BPa+ N a(d—a) — B2 a— A
BB+ (= A)?) BB+ (a=A)?) B(B+ (a=A)?)
A2 A 1

B2+ (a—\)? B4 (a—A? B (a— )2

29
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A matriz A pode ser escrita como

20+ A -1 0
a2 +2 a+p2 0 -1
(a® + %) A 0 O

Assim,
a B 0
J=P'AP=|_-8 a 0
0 0 A

é a forma canonica de Jordan de A, implicando que A = PJP!.

Dado (0, yo, 20), temos de (3.5) que

etIA(Oa?JOaZO) = Petljp_l(oayoa 2) = (079172’1)- (3.6)

Resultam as trés seguintes equagoes

Yo (—e* (a? — aX + 5?) sen (Bty) + BAe™ cos (Bty) — BAe)
- 5(a? —2ah 1 B+ 22) *
20 ((v — N)e* sen (Bt1) — Be®™ cos (Bt) + Ber)
B (a? = 2aX + 5% + \?) ’

0

_|_

Yo (—a (e (@ + 2 — N?) sen (Bt1) + 2B e M) + e (2 + B2 + A?) cos (Bt1)) N
B (a? — 20\ + 5% + \?)
20 (e (2 — B2 — A?)sen (Bt1) + 2aBe* — 2a8e®™ cos (Bt1))
B (a? = 2a\ + 5% + \2) ’

Yy =

o (@2 4 B2) (—(a— N)e*™ sen (Bty) + Be™t cos (Bty) — Ber™)
= B (a? = 2aX\ + 52 + \2) +
N 20 (B (0?4 B2) M — Xe®™ (—a? + aX + 2) sen (Bt1) — BA(2a — N)e™™ cos (Bty))

B (a? = 2a\+ %2 4+ \?)

Resolvendo a primeira equagao, segue que

~ yo (e ((0® — aX + B?) sen (Bty) — BAcos (Bt)) + SAer)
0= BeMr 1 eotr ((a— \)sen (Bt1) — B cos (Bth))




Fazendo algumas simplificagoes e usando que yy # 0, chegamos a

@ ) . at1 (62 ( ) )sen (Btl) B—le—)\tl
Yo 6)\751/8 + eott (—ﬁ COS (6?51) ( — ) sen (ﬁtl)) 6—16—)\“

oM (5 + %) sen (Bt;)
1 — el@=Mh(cos (Bty) — vsen (fty))

el M B(y? + 1) sen (Bt)
1 — ela=Mt1 (COS (ﬁtl) — 7ysen (Btl)) '

Na verdade, como suprimimos todos os indices sobrescritos, temos
20

DL TR ¢ tsen (50)
Yo 1—e(a At (cos (B~t1) — vy~ sen (B ty))

= A+

— A+

Considerando 7~ = 7 t;, vem que

T Y sen(r)
Yo 1—er 7 (cos(t™) — vy~ sen(77))

<0

=\ 467 ) +1]

donde temos, assim, a primeira parte de (3.1).
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Agora, substituindo o valor de zy na terceira equacao e usando que y; # 0, encontramos

z1 M (% + (o — \)?) sen (Bt1) plemon

E At et 3 + M (—ﬁ cos (Bt1) + (—a+ \) sen (Bty)) fte—oh

—eA—a)t <ﬂ~|— (o 5/\)2> sen (Sty)
— A+

1 — eA—a)ty (COS (ﬁtl) —|— —A sen (5751))
—eP VM B(y2 4 1) sen (Bt)

=AT 1 — Xt (cos (Bt1) + ysen (Bt1))

Novamente, como suprimimos todos os indices sobrescritos, temos

Gy e ET()? + 1 sen (5t)
o 1 — e 2Dt (cos (B~t1) +v sen(B7t1))

Sendo 7~ = [7t1, segue que
21

e T sen(T”

A - e’ T B7[(v7)? + 1]sen(77)

Y1 1—e 7 (cos(tm) + - sen(r7)) S+

(T~
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donde resulta a segunda parte de (3.1).
Por fim, vamos obter y;/yo conforme descrito em (3.2). De fato, substituindo z;, na

segunda equacao e usando que yy # 0, chegamos a

yo B — etV (B cos(Bty) + (o — N) sen(Bty)) —e M1 g1
Yo —eMB+eati(Beos(Bty) + (—a + A)sen(Bt;)) —e 131

—e2a=Nt 4 et (cos(Bty) + ysen(Bt))
1 — ele=Nti(cos(Bty) — ysen(fty))

20y L — €N (cos(Bt) +ysen(ft))
1 — ele=Nt1(cos(Bty) — ysen(Bt1))’

= —e

Na verdade, temos

R O e~ ) (cos(Bt) +9” sen(Bt))
Yo 1 —ele™ 2t (cos(Bt1) — vy~ sen(Bt1))

Fazendo 7= = 7 t; e observando que

(207 — A7)t = (20~ —6é)5t1 _ (2a~ — 2;_+ A7) T— _ <2’Y . g__) .

temos

>~

g — exp [(27_ +

Yo
= —exp [(27 +

como querfamos provar em (3.2).

_) T_} 11—_ e;:(E;(;S(f__))jj—_ssef(f‘_))))

A unicidade de 77 é imediata, pois 77 = 7 t1, com 87 > 0 e t; > 0 fixos. ]

Vimos na Proposi¢ao 2.2.2 que as semiaplicagoes de Poincaré do sistema (2.3),
quando estao definidas, transformam semirreta contida no plano de separacao que parte
da origem, em semirreta contida no plano de separagao que também parte da origem.
Neste sentido, fixando uma semirreta s que é levada em uma semirreta r pela aplicacao
P, por exemplo, vemos que todo ponto p € s é levado para a semirreta r com o mesmo
tempo de percurso, digamos t;. De fato, consideremos a equagao (3.5) e seja k > 0.
O vetor (0, Kyo, kK2o) esta sobre a mesma semirreta que contém o vetor (0,7, z9). Logo,

na equagao (3.5), tomando (0, Kyo, kzo) no lugar de (0, yo, 20), encontraremos, como na
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equagao (3.6),

Yo (—e® (a? — aX + B2) sen (Bt1) + BAe®™ cos (Bt1) — BAer)
B(a? —2ah+ B 1 00) *

20 ((a — N)e*™ sen (Bt1) — Be™ cos (Bt1) + Pe)

+ K ,

B(a? = 2a\ + B2+ \?)

0=~k

donde resulta exatamente a primeira equacao obtida por (3.6), isto é, ¢; é o tempo de
percurso de todo ponto p € s.

Das consideragoes anteriores, podemos muito bem perguntar o porqué de se utilizar a
funcao auxiliar de Andronov para estudar cones invariantes de duas zonas. A resposta é
imediata. Seja p = (0,0, z9) uma dada condicao inicial sobre o eixo z (fora da origem, a
qual é ponto de equilibrio). Como p € TI, entéo, em termos do fluxo do sistema '’ = A*x,

p € levado em um ponto (0,y;, z1) € II. Assim, existe um menor tempo ¢; > 0 que verifica
e 7(0,0, 20) = (0,41, 1) (3.7)
Resolvendo este sistema, chegamos, em particular, a equacao
(at = A)e® i sen(B) — e M cos(BHE) + ST = 0.
Como AT > 0, multiplicando esta dltima equagdo por (37) e *" obtemos
) P quagao p )
el AN gen(BH) — e A cos(BT) 4+ 1 = 0,

ou seja,

e i sen (Bt ) — €7 P cos(BT) 4+ 1 = 0.

Fazendo 7,7 = 87t; > 0, segue que

+ot
1—¢e" ™ (costim —~Fsent) =0,

isto ¢, 7" é a menor solugao positiva de @+ (1) =0, ja que t; é o menor tempo positivo

que verifica (3.7). Desta forma, sabendo que 7% é a menor solucéo positiva de ¢,+(7) = 0,
resulta que 77 = 77, o qual pertence a (7, 27).

Por outro lado, supondo (3.7) vélido, sendo t; < 0, entdo

6t1A+ (0’ yla Zl) = (07 07 ZO)~
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Resolvendo este sistema, segue em particular que
_62a+t15+ _|_ e(a++)\+)t1 (/B+ COS(5+t1) + (Oé+ _ )\+) Sen(ﬁ+t1>> — O

e, dai,

1— e 7P (cos(B7 ) + 7 sen(B7 1)) = 0.

Definindo 7,7 = 37t;, temos
1—e """ (costy +~ T senty) =0,

donde 7 ¢ a menor solugdo nao nula de ¢_.+(7) =0e |7| =7+ € (m,2m).

Portanto, os dois ultimos paragrafos justificam a utilizacao da funcao auxiliar de
Andronov neste estudo.

Prosseguindo com nossa discussao acerca da Proposigao 3.2.1, analisando as expres-
soes (3.1) e (3.3), vemos que as mesmas fornecem, na forma paramétrica, o comporta-
mento angular das semiaplicagoes de Poincaré P~ e P, respectivamente, para o sistema
(2.3). Deste modo, se denotamos por S~ a aplicagdo que transforma a inclinac¢ao g da
semirreta z = woy, com y > 0, a qual parte da origem e passa pelo ponto (0, o, 29), na
inclinacao u; da semirreta z = w1y, com y < 0, que parte da origem e passa pelo ponto
(0,91,21) = P~(0,90,20), y1 < 0, entdo u; = S~ (ug) e S~ & dada na forma paramétrica
pela expressao (3.1). Similarmente, uma aplicagdo S que envolve as inclinagoes das se-
mirretas contidas no plano II e relacionadas por P* pode também ser definida na forma
paramétrica em termos da expressdo (3.3). Desta forma, a aplicagdo ST o S~ pode ser
definida.

Pela Proposigao 3.2.1, quando a igualdade

20 Z2

Yo _?JQ

é satisfeita para valores 77 e 77, entdo ST o S™ tem um ponto fixo e, dai, o sistema (2.3)

tem claramente um cone invariante de duas zonas.

Definicao 3.2.1. O quociente
Y2 _
Yo 2o

22



65

€ chamado de medida de contracdo ou expansdo nas orbitas do cone invariante de duas

zZonas.

A Proposigao 3.2.2 a seguir apresenta algumas equivaléncias acerca da existéncia de

cones invariantes de duas zonas para o sistema (2.3).

Proposigao 3.2.2. Suponha que as matrizes A* do sistema (2.3) tenham autovalores \*

e at £iB% com B > 0 e considere o sistema projetado (2.4). Sao equivalentes:
(a) O sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas;
(b) O sistema projetado (2.4) tem uma drbita periddica de duas zonas;
(c) A aplicagao ST o S~ tem um ponto fixo;
(d) Eziste n € R tal que ambas as fungoes
d(k) = (ST o ST)(k) =k, q(k)=(S)""(k) = S™(k)
para k € R, se anulam em k = n.
Demonstracao. As implicagoes
(a) = (b) = (c) = (a)

sao imediatas por tudo o que ja estudamos até aqui. Vamos provar a equivaléncia entre

(c) e (d).

De fato, basta notar que n € R é ponto fixo de ST o S, isto &,
(ST 087)(n) =n,

se, e somente se,
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Gragas a Proposicao 3.2.2, os conceitos de estabilidade, estabilidade assintotica e
instabilidade para os cones invariantes de duas zonas do sistema (2.3) podem ser definidos
a partir dos respectivos conceitos envolvendo o6rbitas periodicas do sistema projetado (2.4)

e pontos fixos da aplicagao ST o S™.

-

Definigao 3.2.2. Diremos que um cone invariante de duas zonas para o sistema (2.3) €
estavel (respectivamente hiperbdlico) quando o correspondente ponto fixo de ST o S~ ou a

orbita periddica do sistema projetado (2.4) € estavel (respectivamente hiperbdlico).

Defini¢ao 3.2.3. Diremos que p é ponto fixo hiperbdlico da aplicagio St o S~ se
| (St oS™) (p)] # 1. Neste caso, um cone invariante de duas zonas C serd dito ser
hiperbélico e assintoticamente estavel se | (ST 0 .S™) (p)| < 1 e serd chamado de hiperbélico

e instavel se | (ST 0S7) (p)| > 1.

Em (3.1), colocando

I o R
wlr) =2 =X+l P re ),
m() =2 = x g+ D e 00

1 @—7*(7-) ’ ’

para 77 € (m,27n] de modo que ¢},-|(77) = 0, temos a representagao paramétrica da
aplicacdo S~ que, neste caso, verifica u; = S~ (ug).
No Lema 3.2.1 adiante sao apresentadas algumas propriedades das fungoes ug e u;.

Lembramos que 7~ é a menor solugao positiva de ¢}, (1) = 0.
Lema 3.2.1. Para as fungoes ug e uy definidas acima, valem as sequintes afirmagoes:

(a) A fungao ug verifica

_ . dug NN
up(m) = A7, llir(l]uo(T) = 400, E(T) <0, 7€(0,77);
(b) A func¢ao uy verifica
_ . duy .
up(m) =", limwu(r) =—-o00, —(7)>0, 7€ (0,77);

7—0 dr
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(c) Sey~ >0, entdo

lim up(7) = —o0, lm u(7) =a  — [ cot(77) =: uy;
T—=T~ T—=7~

(d) Se~y~ <0, entao

lim ui(7) = 400, lm ug(7) =a + 7 cot(77) =: uy,.

Demonstracao.
(a) Colocando 7 = 7, segue que sen(7) = 0 e, dai, ug(r) = A~. Além disto, quando
7 — 0, temos que sen(7) — 0 e ¢,-(7) — 0. Aplicando a Regra de L’Héspital, resulta

que hH(l) uo(7) = +o00. Por fim,
T—

(r) = _/37 (v )2+1)er ™ (eV_T — v~ sen(T) — cos(7‘)>
dr =’ (y-e7 Tsen(r) — 77 cos(1) + 1)°

B (v ) +1)er T 7 (1 —e 7 (v sen(T) + cos(7))>
(y—er" T sen(t) — 777 cos(7) + 1)

P T T (1)
(y—e¥ Tsen(r) — e T cos(T) + 1)

2

<0,
porque =~ >0e p_,—(7) > 0em (0,77).
(b) Colocando 7 = m, segue que sen(7) = 0 e, dai, uy(7) = A\~. Ademais, quando 7 — 0,
temos que sen(7) — 0 e ¢_,—(7) — 0. Aplicando a Regra de L’Héspital, resulta que

lim u; (7) = —oo. Finalmente,
7—0

) 80P D) (e e entr) 1)
ar T (—e7"7 4 4~ sen(t) + cos(7))?
50+ 1) (1= ¢ (eostr) 1 seni))
B (—e"" 7+ vy~ sen(T) + COS(T))2

_ ()P e-(1)
(—e7"7 4y~ sen(r) + cos(7))?

>0,
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porque = > 0e @, (1) > 0em (0,77).

(c) Sey~ >0, entao 7~ é solugao de ¢, (7) = 0. Assim, quando 7 — 7~, o denominador
tende a zero e o numerador é negativo, pois 7~ € (m, 27), intervalo em que a fungao seno
¢ negativa. Portanto, o limite serd —oo. Agora, sendo v~ > 0, entao ¢, |(7) = ¢, (7) €
04~ (77) =0, isto &,

1—¢€" 7 (cos(77) —y sen(77)) = 0,

ou seja,

e’ " (cos(77) —y sen(77)) = 1,

donde

A— A—

e T =cos(7) = sen(77).
Como v~ > 0, temos ¢_.-(77) > 0. Logo, uy é continua em 7~ e, dai,

lim w(7) = w1 (77)
T—T"

A

e’ 7 sen(77)

=X A

A A

(cos(77) — v sen(77))sen(7")

= A =BT ] 1 —e 77 (cos(77) + vy~ sen(77))

(cos(77) — sen(77))sen(77)
1 — (cos(77) — v~ sen(77))(cos(7~) + v~ sen(77))

= A" = B87[(v)?+1]

(cos(77) — sen(77))sen(77)
(sen?(77) 4 cos?(77)) — (cos?(77) — (y~)?sen?(77))

= A =57+ 1

=\ = 07[(v)2+1]

(cos(77) —~ sen(77)
(

- sen (7~
=\ =5 (cot(%—) _ O‘B—_)\)
— A - (ﬁ‘ Cot(%—;__ o A_>
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(d) Sey~ < 0, entao 7~ ésolugao de p_.,-(7) = 0. Assim, quando 7 — 77, o denominador
tende a zero e o numerador é negativo, pois 7~ € (m, 27), intervalo em que a fungao seno
é negativa. Porém, como temos —f multiplicando o numerador, resulta que o limite
serd +o0o. Agora, se v~ < 0, entdo |y7| = —y~ e, dai, ¢,,-|(7) = ¢_,-(7), donde
o (77) =0, isto &,

ou seja,

-7 ~A—

e’ T =cos(77) 4+ sen(7).

A

Como v~ < 0, temos ¢, (77) > 0, logo ug é continua em 7~, o que implica

lim wo(7) = uo(77)

TT
e’ 7 sen(77)
= B+
Py-(77)
3 o cos(77) + vy sen(77))sen(7~
by 1SS £ sen(i ) sen()
Py (77)
=a 4 [~ cot(77),
em virtude que v~ = (o~ — A7)/, conforme fizemos no item anterior. [
Omitindo o indice sobrescrito —, vejamos os graficos das fungoes ugy e uy, os quais

podem ser obtidos do Lema 3.2.1, conforme os itens indicados nas respectivas figuras.

o) uo(7) 4

3
|
1 A

y

I
I
I
I
1 0 ™
I
|
|
|

(i) Funcao ug com v > 0, pelos itens (a) e (ii) Fungao up com ~y < 0, pelos itens (a) e

(c). (d).

Figura 3.2: Gréficos da fungao ug, conforme sinal de ~.
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ui () 4

hA 4
Y

(i) Funcao uj com vy > 0, pelos itens (a) e (ii) Fungao u; com ~y < 0, pelos itens (a) e

(c). (d).

Figura 3.3: Gréficos da fungao u1, conforme sinal de ~.

Note que podemos escrever a equagao (3.2) como

R N D RS (3.8)

Yo - (7)
visto que

2_+)\_ _+a_—)\_+)\_ 7__i_of
v =+t == yomd
B~ B~ B~ B
Além disto, quando 7 # 7, dividindo uy(7) = z0/yo por ui(7) = z1/y1, valores dados em
(3.1), temos
() =X BT O e (1) e ()
w(r) —A~ o e (T) - (7)
e, como
5 < +of A) ( _+a) A~
T = —— = 5 | T = — | T — T,
! DT T T8 E

encontramos B

w(r) =N o (1) sty 3o

ur (1) — A~ 4 (7)

_ yl(T) 6_§T
Yo(T)
Entao,
- A7 A A~
n(r) = o(7) eg‘ T€(0,77), T#m. (3.9)
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Agora, quando 7 = 7, temos

n(m) oy (1) 42)n

= e B
Yo (™) Py ()
eV o
:_1 € _ ( 1)67*W6Fﬂ'
1—erm(—1)
eV T+1 o,
= -8~
14+er ™
= _es " (3.10)

Trocando o indice sobrescrito — por +, as fungoes uy (1) = 21 /y1 € ua(7) = 22/, definidas
pela equagao (3.3), satisfazem as propriedades mostradas no Lema 3.2.1 para ug e uy,
respectivamente. Assim, claramente, expressoes similares a (3.9) e (3.10) podem ser

obtidas para a razao y,/y; dada na equacgao (3.4), ou seja,

up(7T) — AT At N
y2(7) U;ET) T TE 0.75), 7 #m,
p— -1].
yi(7) ot (3.11)

—es™" T =,
Além disto, temos que up(7) < ujy, paray™ > 0e 7 € (0,71), sendo

uf = lim uy(7) = a™ — BT cot(77),
T—7+

pelos itens (b) e (c) do Lema 3.2.1 para us.

Vimos na Proposicao 3.2.2 que se existe um ponto u de tal modo que ST(S~(a)) = @,
entao existe uma semirreta invariante para a aplicacao de Poincaré P e, consequentemente,
existe um cone invariante de duas zonas para o sistema (2.3). Ademais, a existéncia de
pontos fixos para a aplicacao ST oS~ corresponde a existéncia de solu¢oes para a equacao
S~ (u) = (ST)~Y(u) ou, o que significa 0 mesmo, corresponde a existéncia de solugoes para

as equagoes
(3.12)
porque, pela Definigdo 3.2.1, temos que 29/yo = 22/y2, isto &, ug(77) = uz(77), e

também, sendo S”(ug) = uy e ST(uy) = ug, entdo ST(S~(up)) = wue, donde temos

57 (ug) = (ST) " (uz), ou seja, ur(17) = ur (1%).



72

Para analisarmos os pontos fixos da composicao St o S~, observando a semelhanca

das aplicagoes St e S~ (veja Proposi¢ao 3.2.1), introduzimos a aplica¢ao

S:R — R

u — S(u) =wv,

definida por

e’ senT
u(t) = A+ B[ + HW?

S = (3.13)

0(r) = A= Bl + 1T

sendo v = (e —\)/B, 8> 0, 7 € (0,7) e 7 verifica a condigao ¢, (7) = 0.

)

A Proposicao 3.2.3 traz algumas propriedades da fungao S.
Proposicao 3.2.3. A funcao S definida em (3.13) possui as sequintes propriedades:
(a) S(A) =AX;

(b) S € decrescente e sua primeira derivada € dada por

st = —e-or (£

com

S'(A\) = —e 7 (3.14)
(c) S tem a reta

2
v:OA(u):—u—l—gt, t =20+ A\,

como uma assintota obliqua quando u — —+00;
(d) Sevy =0, entio S(u) = OA(u) = —u+ (2/3)t, para t =2+ A;
(e) Sey >0, entao S € definida em R e a reta
v=vyg =a— fcotT

€ uma assintota horizontal quando u — —o0;
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(f) Sey <0, entao S € definida em (uy,+00), sendo
uy =a+ Bcot 7,
e a reta u = uy € uma assintota vertical;

(g) Se~y #0, entao
Y1+ S (u)] > 0;

(h) Se~ #0, entao a sequnda derivada da fungao S verifica

vS" (u) < 0.

Demonstra¢ao. Provaremos aqui os itens (a) até (f). Os dois ultimos itens serao deixados
para a Secao 3.3, pois os mesmos requerem alguns resultados preliminares que ainda nao
discutimos.

(a) Basta observar que, como u(m) = v(m) = A, segue que S(A) = .

(b) Como S(u(r)) = v(7), pela Regra da Cadeia,

donde

Apos alguns célculos, encontramos

' (u) = —e—b (%_(T))?’

P (7)

e, para termos u(7) = A, pelo item (a), devemos ter 7 = 7, o que implica
S'(A\) = —e .
(c) Como queremos determinar uma reta de equagao
v=mu-+b
que seja assintota obliqua de S, sabemos que podemos facilmente obter tal reta, pois
S(u)
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desde que estes limites existam, conforme vimos na Secao 2.1.

Pelo Lema 3.2.1 e pela definigao de S vemos que uy(7) = u(7) e uy (1) = v(7). Além disto,
pelo lema mencionado, temos que se 7 — 0, entdo u = u(7) = 400 e v = v(1) = —00.
Assim,

S(u) v ui(7)

lim = lim — = lim ,
u—400 U T—=0 U 7—0 UQ(T)

uma indeterminacao. Logo, pela Regra de L’Héspital e pelo item (b) desta proposicao,
temos

3
lim w = lim S'(u) = lim —e <M> = -1,

u—+oo U T—0t T—0F gO_,Y(T)
ou seja, m = —1.

Para obtermos o valor de b, calculamos

lim (S(u) —mu) = lim (v(7) + u(7))

u—+00 T—0t
o qual fornece uma indeterminacao. Entretanto, tomando as expressoes das funcoes u e

v e aplicando sucessivamente a Regra de L’Hdospital, encontramos

lim (S(u) —mu) = lim (S(u)+u) = g(204 +A) = ;t.

u——+00 u—>—+00 3
Resulta que b = (2/3)t e, dali,

+2t
v=—u+ -
3

é uma assintota obliqua de S quando u — +o0.

(d) Se v =0, entao

w= g PsenT o s
1—cost 1—-cost
Logo,
S(u) =v
o bsenTt
1—-cosT
BsenT 2
= —A— —(2\+ A
1—COS7‘+3( +A)
\ bsent +2(2 )
= —A— e
1—cos7 3
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para todo 7 € (0, 2m).
(e) Vimos no item (c¢) do Lema 3.2.1 que u — —oo quando 7 — 7, pois, por hipotese,

v > 0. Assim, pelo item (c) do lema mencionado,

lim S(u)=limv=a— BcotT,
u——00 T

isto é, v = vy = a — fcot T é assintota horizontal de S quando u — —oo.

Note que S estéa definida em R pois dado 7 € (0,7), temos que u é continua neste conexo,

lim u(7) = +o0, limu(7) = —0o0.
7—0 T=T

(f) Sendo v < 0 e 7 tal que p_(7) = 0, segue entao do item (d) do Lema 3.2.1 que

limu(r) = o+ fcot 7 =: uy
T—T

e, do item (a) do mesmo lema, vem que

lim u(7) = +o0,
70

donde S esta definida em (uy, +00).

Além disto, uy é assintota vertical de .S, pois

lim S(u) = lim v(1) = +o0.

u—uy T—7

Como dissemos no inicio da demonstracao, deixaremos as provas dos itens (g) ¢ (h)
para a Secao 3.3.

Pelos itens (c), (d), (e) e (f) da Proposigao 3.2.3, a posigao relativa do gréfico da
funcao S e sua assintota obliqua pode ser facilmente analisada. A saber, se v > 0, entao
S(u) < OA(u), isto &, o grafico de S esté abaixo de sua assintota obliqua. Se v = 0, entéo
S coincide com sua assintota obliqua e, quando v < 0, entao S(u) > OA(u), ou seja, o
grafico de S esta acima de sua assintota obliqua.

Na Figura 3.4, dependendo do sinal do pardmetro 7, aparece o grafico de S e sua
correspondente assintota obliqua quando ¢ > 0 e A > 0. Tal figura é imediata pela

Proposicao 3.2.3 e pelas consideragoes feitas no paragrafo anterior.
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v >0

Figura 3.4: Grafico de S de acordo com sinal de v para valores fixos det > 0e A > 0.

Observe que o grafico e a assintota obliqua de S coincidem ao mantermos fixo o valor
de t = 2a + A, sendo este o caso quando v = 0.
Vejamos agora o tltimo resultado desta segdo. A Proposicao 3.2.4 apresenta trés

propriedades da funcao S™, as quais serao utilizadas adiante.
Proposicao 3.2.4. Para a fungao S™, sao validas as sequintes afirmagoes:

(a) O intervalo [\~,+00) € aplicado por S~ sobre o intervalo (—oo, \~]. As representa-

¢oes paramétricas uy(T) e ui(7) para estes pontos estao definidas para T € (0, 7];

(b) Se~y~ >0, entdao S"(up) < 0 para todo ug e a imagem de (—oo, \~| por S~ € (ug, A7],
sendo uy definida no Lema 3.2.1. Para estes pontos, a representagao paramétrica

de S~ werifica T € [1,77);

(c) Sey™ <0, entdo S"(up) > 0, quando definida. Tomando u,, como aparece no Lema
3.2.1, a imagem por S~ do intervalo (uy,, A\~| € o intervalo [\~,+00). Para estes

pontos, a representa¢ao paramétrica de S~ verifica T € [w, 7).
Demonstracao. Estes resultados sao imediatos.

(a) Segue dos itens (a) e (b) do Lema 3.2.1.



77

(b) Segue dos itens (b) e (c) do Lema 3.2.1 e dos itens (e) e (h) da Proposigao 3.2.3.

(c) Segue do item (d) do Lema 3.2.1 e dos itens (f) e (h) da Proposicao 3.2.3.

3.3 Prova dos itens (g) e (h) da Proposicao 3.2.3

O objetivo desta segao é apresentar as demonstragoes das afirmagoes (g) e (h) da Pro-
posicao 3.2.3.

Da afirmagao (b) de tal proposi¢ao, podemos escrever
S/(u) = _192(7)7

sendo

9. (7) = e 377 fjf(?)? 9.(0) = 1, (3.15)

a qual esta definida para 7 € [0,7), com 7 € (7, 27| de modo que ¢, (7) = 0. Logo, as

derivadas S" e S” podem ser estudadas em termos da funcao 9,.

A principio, tal estudo parece imediato, mas é necessario determinar o sinal de al-
gumas expressoes, o que ¢ uma tarefa nao muito simples, devido a presenca de algumas
fungoes envolvidas. Neste sentido, um argumento diferente sera utilizado. Um sistema
especifico sem cones invariantes de duas zonas sera construido, o qual implicaré algumas
propriedades da fungao 9, e, dai, as afirmacgoes (g) e (h) da Proposicao 3.2.3 serdo
deduzidas. A nao existéncia de cones invariantes de duas zonas deste sistema especifico
serda mostrada diretamente.

Antes de proceder, apresentamos algumas propriedades de superficies planas invarian-
tes para o sistema (2.3) e sua posicao relativa com os cones invariantes de duas zonas do

sistema, caso existam.

Definigao 3.3.1. Seja A uma matriz real de ordem 3 com autovalores A e a i3, sendo
B > 0. O plano invariante do sistema ¥’ = Ax contendo a origem € chamado de Plano

Focal da matriz A, o qual indicaremos por I1g.
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Note que se A € Mj3(R) possui um autovalor real A e dois autovalores complexos
conjugados a + i3, entao os autovalores complexos possuem autovetores da forma w + iz,
com w,z € R®. Neste caso, o plano focal de A é o plano gerado pelos vetores w e z, o

qual indicaremos por Iy = [w, z].

Lema 3.3.1. Seja A wma matriz real de ordem 3 que possui autovalores \ e a + i3, com

B> 0. Sew é autovetor de AT associado ao autovalor real \, entio v € ortogonal ao plano

focal de A.

Demonstragao. Sabemos que A € M3(R) tem os autovalores A\, a + i e a — i3, com
B > 0, logo todos distintos. Como sabemos da Algebra Linear, tais autovalores também
o sao de AT, porque dada uma matriz quadrada N, como det N = det N7, segue que se

colocarmos N = A — \Z, temos
(A= XD)T = AT - \T" = AT — )T,

donde det(A — \Z) = det(AT — \T).
Pela hipotese, v é autovetor de AT associado ao autovalor real )\, isto é, ATv = Av.

Afirmamos que v = (A%, =\, 1). De fato,

t m d A2 A2 ANt —mA+d— N\ 0
ATo—xw=1-1 0 0 Al =220l = A2 4 )2 —| o |
0 -1 0 1 1 A—A 0
ja que p(A) = =A% + A% — mA + d é o polindmio caracteristico de AT e A é raiz de tal

polindmio. Logo, v = (A%, =\, 1) é autovetor de AT associado ao autovalor real \.
Como a + i e a — i3 sdo autovalores complexos de A, fixemos o autovalor o + i3. No

decorrer da demonstracao da Proposicao 3.2.1, vimos que

ad , Bd .
(17t—a,m> +1 <O, —6,—m) =w+1z

¢ autovetor associado a este autovalor. Como t = 2a + A e d = A(a? + 3?), ¢ imediato
verificar que

<'va> = <U72> =0,
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donde v é ortogonal aos vetores w e z. Logo, v é ortogonal a toda combinacao linear de
w e z, pois, para todos a,b € R,

(v,aw + bz) = a(v,w) +b(v,z) =0,
isto é, v é ortogonal ao plano I1p = [w, z]. |

Veremos agora que quando o sistema ' = Ax estéa escrito na forma canénica observavel

de Liénard, a equacao do plano focal da matriz A pode ser facilmente encontrada.

Lema 3.3.2. Se a matriz A tem a forma

t —1 0
A=|m 0 -1
d 0 0

e seus autovalores sao A e at1if3, com B > 0, entao seu plano focal € descrito pela equacao
Mo — My +z2=0.

Demonstracao. Dada uma matriz quadrada A, vimos que A e AT tém os mesmos autova-
lores e que v = (A%, =\, 1) é autovetor de AT associado ao autovalor real . Pelo Lema
3.3.1, v é ortogonal ao plano focal I1p de A.

Considerando p = (0,0,0), o qual pertence a I1r por definigao e ¢ = (z,y, z) € llg, segue

que o vetor pg = q —p = q € Illg e é ortogonal ao vetor v, isto &,

A2 x
0_<’U7pq>_< _)\ , Yy >—)\2I—)\y+z,
1 z
implicando que A2z — Ay + z = 0 é a equacao de IIp. |

Analisando o Lema 3.3.1, vale ressaltar que nem sempre o autoespacgo gerado pelo
autovetor associado ao autovalor real A de A é ortogonal ao plano focal de A. Com efeito,
dados os autovalores A\, « + i3 e a — i3, com (8 > 0, sabemos que o plano focal da matriz
A tem equacgao

Nz — A y+2=0.
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Logo, o vetor normal ao plano focal é
n= (A, —-\1).

Vimos no decorrer da demonstracao da Proposicao 3.2.1 que se v é autovetor associado

d
=(Lt=X\~|
v (7 ’A)

Vamos mostrar que, nem sempre, o autoespago gerado por v é ortogonal ao plano focal

ao autovalor real A de A, entao

de A. Note inicialmente que o autoespago nao esta contido no plano focal, porque, sendo
os trés autovalores distintos, os respectivos autovetores sao linearmente independentes.
Como o plano focal contém a origem e como o autoespac¢o passa pela origem, temos,
entao, que a interseccao do autoespago com o plano focal contém a origem. Para ilustrar,

considere a Figura 3.5.

A
Vetor Normal

Autoespago

0
Plano Focal

Figura 3.5: Interseccao do autoespago gerado pelo autovetor v com o plano focal da matriz A.

Vamos determinar o angulo 6 na Figura 3.5. De fato, sabemos que
(n,v) = ||| ||v]| cos

e, fazendo alguns calculos, vemos que

f = arccos el GV
VIt at+ 512022+ VI F AT F M)
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Por exemplo, tomando o = —0.1, =1 e A = 0.05, encontramos # = 0.78 com duas casas
decimais. Assim, como 0 # 0, temos que o autoespago nao é ortogonal ao plano focal da
matriz A.

Agora, dado o sistema (2.3), como as matrizes A* tém autovalores A\* e ot & if*,
com 3* > 0, entdo existem dois planos focais, a saber, II}. e 1. Estes planos nos
permitirao identificar as regices do R? nas quais podem ser encontrados, caso existam,
os cones invariantes de duas zonas de tal sistema. Uma vez localizadas essas regioes do
espaco, veremos que a busca de cones invariantes de duas zonas do sistema em questao se
reduz ao estudo da existéncia de orbitas periddicas em alguns sistemas planos por partes
continuos.

Vamos definir semiplano focal a partir da nogao de plano focal.

Definigao 3.3.2. Assuma que as matrizes do sistema (2.3) tém autovalores \* e a+i3*,

com BT > 0. Entio, o semiplano
Uy =1z {(z,y,2) e R®: 2 <0}

¢ chamado de semiplano focal a esquerda do sistema (2.3) e o semiplano
5, =10 {(z,y,2) €eR*: 2 >0}

¢ chamado de semiplano focal a direita do sistema (2.3).

Pelo Lema 3.3.2, as equagoes dos semiplanos focais 11}, e [T, sdo

Az Aty +2=0, >0

A )Pz —XNy+z=0x<0,

respectivamente.
Desde que o semiplano focal a esquerda I, do sistema (2.3) ¢ invariante para o
sistema ' = A~ z, todo ponto (0,yo, z0) no dominio de P~ e localizado acima de I,

ou seja, zp > A\ ¥, € transformado, pelo fluxo, no ponto (0,y;, z1), 0 qual também esta
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localizado acima de I, isto é, 21 > A7y;. Analogamente, quando zy < A~ yp, obtemos
21 < A y;. Consideragoes analogas envolvendo o sistema 2’ = A™x sdo claramente validas.

Além disto, quando A™ = A~ a uniao dos semiplanos focais constitui um plano inva-
riante para o sistema (2.3) e, consequentemente, um cone invariante planar de duas zonas
para tal sistema. Neste caso, o sistema (3.12) trivialmente tem a solu¢ao 7= = 77 = T,
desde que S(A) = A

Agora sera estabelecida a posicao relativa dos semiplanos focais e dos cones invariantes
de duas zonas, se existirem, para SLPC e observaveis.

Diremos que um cone C esta acima de um plano se, para todo ponto (z1,y1,21) € C
fora da origem, existir um outro ponto (1,1, 22) pertencente ao plano tal que z; > zs.

Veja a Figura 3.6.

(x17y17zl)

N

\/

(x17y1722)

Figura 3.6: Cone invariante de duas zonas acima do plano z = z».

Analogamente, dizemos que um cone C esté abaixo de um plano se, para todo ponto
(x1,11,21) € C fora da origem, existir um ponto (xy, 41, 22) pertencente ao plano tal que

21 < Z9.
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Lema 3.3.3. Assuma que as matrizes AT no sistema (2.3) tém autovalores AT e at+ipT,
com % > 0. Se o sistema (2.3) tem um cone invariante nao planar de duas zonas C,

entio C estd ou acima ou abaizo de ambos os semiplanos focais 1}, € Iy p.

Demonstragao. Note que se AT = A7, entdo o sistema (2.3) tem um plano invariante de
duas zonas e, consequentemente, um cone invariante planar de duas zonas. Logo, no que
segue, consideraremos o caso

AT AN
Os semiplanos focais

Az Aty +2=0, >0

A )Pz —Ay+z=0 2<0,

interceptarao o plano de separacao I1 = {(z,y,2) € R* : z = 0} =: {x = 0} nas retas

rt={z=X"y}nl

r-={z=Xy}NIL

Sabemos que I1\{(0,0,z) € R3 : z € R} constitui uma segao transversal para o campo
vetorial F' subjacente ao sistema (2.3). Logo, sabemos que o fluxo adentra a regido
{(x,y,2) € R®: x <0} paray > 0 e adentra a regiao {(x,y,z) € R*: z > 0} paray < 0.
Assuma que o sistema (2.3) tem um cone invariante nao planar de duas zonas C e que a
semirreta

ro={z=Xy,y >0} NII

gere C (gerar no sentido de ser invariante pela aplicagdo de Poincaré P).

Entao, rg é transformada na semirreta
r1="P (ro) ={z=Ay,y <0} NIl

por meio do fluxo da regiao {(x,y,2) € R®: x < 0} e, como 7y gera C, temos ro = P (r)

por meio do fluxo da regiao {(z,y,z) € R?: z > 0}.
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Como tomamos A\~ # AT, assuma que A\~ > AT. O caso AT > A\~ é analogo. Queremos
provar que C estd ou acima ou abaixo dos semiplanos focais 11, e I}, isto &, se C esta
acima de IT;,, entdo C esta acima de I1};,. e, se C esta abaixo de 15, entdo C esta abaixo
de II},-. Vamos mostrar que se C esta acima de Iy, entdo C esta acima de I} ,. O
outro caso segue raciocinio anélogo, logo nao faremos aqui.

Como a semirreta ry gera C, assuma que C esta acima do semiplano Il .. Logo, estamos

assumindo que A\g > A~. Veja a Figura 3.7.

z=0

Figura 3.7: Representagao da semirreta rg acima do semiplano II7; .

As posicoes das retas T e v~ advém da hipotese A~ > AT. Vamos mostrar que C esta
acima de 1T}, isto é, que r; = P~ (rg) estd acima de r*, ou seja, que \; < A*.
Caso 1: )\ > \*.

Neste caso, a Figura 3.8 descreve a presente situacao.

z To —

Y

' T1 z=0

Figura 3.8: Representaciao da semirreta r; com inclinagao maior do que A*.
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Segue que 71 esta abaixo de r*, pois r* ={z = ATz} Nl er = {2z = \iy,y <0} NII,
com A} > AT,

Afirmamos que Pt (r;) esta abaixo de r*. De fato, se P*(r1) coincidisse com r*, entdo
r1 seria invariante pelo fluxo e, dai, r; coincidiria com r*, o que é uma contradi¢ao. Além
disto, se P*(r1) estivesse acima de rT, o fluxo do sistema ' = AT« seria transversal ao
semiplano I1}; ., contradizendo a defini¢do de semiplano focal. Logo, vale a afirmacdo e,
entdo, P*(ry) # ro, porque rq esta acima de r*, donde ¢ nao gera C, contradigao.

Caso 2: \; = \T.

Neste caso, ry coincide com r* e, daf, PT(r;) coincide com rT, pois I}, ¢ invariante pelo
fluxo do sistema 2’ = ATz. Entao, novamente encontramos P (ry) # rg.

Portanto, como os dois casos anteriores nos levaram a uma contradicao, pela Lei da

Tricotomia, devemos ter que A™ > \;, ou seja, C esta acima de IT};,.. Veja a Figura 3.9.

=10

Figura 3.9: Representacido da semirreta r; com inclinacao menor do que A™.

A seguir, provaremos que os cones invariantes nao planares de duas zonas do sistema
(2.3), se existirem, nao compartilham pontos (além da origem) com os planos focais das

matrizes A*.

Proposigao 3.3.1. Assuma que as matrizes A* no sistema (2.3) tém autovalores \* e
ot £iB*, com BT > 0. Se o sistema (2.3) tem um cone invariante nao planar de duas

zonas C, entdao C estd ou acima ou abaizo de ambos os planos focais 1}, e 11;.
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Demonstragao. Observe que se tivermos AT = A\~ entdo I}, U IT, forma um plano focal
para o sistema (2.3) e, como tal plano é invariante, segue que se o sistema (2.3) tem um
cone invariante nao planar de duas zonas C, o mesmo deve estar ou acima ou abaixo de
ambos os planos focais IT} e IT5.

Seja, entdo, AT # A7, Suprimindo os indices sobrescritos no sistema (2.3), escrevemos

x t -1 0 x
yl=1m 0 -1 Y
2! d 0 0 z
e, dai,
' =tr—y,
R — (3.16)
2 =dz.

Vamos provar inicialmente que se o sistema (2.3) tem um cone invariante nao planar de
duas zonas C, entdo ele nao intercepta IT} e I1,. De fato, supondo que o sistema em
questao possua um cone invariante nao planar de duas zonas C, para mostrarmos que C

nio intercepta I}, consideremos a mudanca linear de variaveis
7=\ — Aty + 2.
Assim, z = Z — (AT)?z + ATy e, do sistema (3.16), temos
7' = (A% — ATy + 2
= (A2t —y) — AT (mx — 2) + dx
= ANtz —y) — AT (mx — Z + (\7)2x — ATy) + dz
= (A\P)2x — (AT)2y — ANtma + AT Z — (AT)Pe + (AF)2y + da
= (O ) = X d) 4 A Z
= pa(A)z + A" Z,

sendo p4(AT) o polindmio caracteristico de A avaliado em A*. Além disto, temos também

que

y=mz—z=mx—Z+ A2z - Ay=m+ Nz - A\y—-Z
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Portanto, chegamos ao sistema

' =tr —vy,
y'=(m+ () - Aty - 7,
Z, = pA()\Jr)I + )‘+Za

e, como suprimimos todos os indices sobrescritos, na verdade, temos

¥ =ttr — v,
Yy =(m*+ A\ -y -2, (3.17)
7' =par(AN)x + AT Z,

Pela mudanca de variaveis realizada, segue que o semiplano focal a direita do sistema

317 é{Z =0t Nn{z > 0}, ou seja
( ) { — 9 .]7
(A )295—)\ y+z2=0, x>0.

Se o sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas C, entdo o sistema (3.17) tem

também um cone invariante de duas zonas C, visto que a mudanga

X 1 0 0 x
Z (AT)2 —AT 1 2

além de preservar o plano de separacao, nos diz que tais sistemas sao topologicamente

equivalentes. O cone C nio intercepta o semiplano focal
{Z =0}n{z >0},

porque o cone C, pelo Lema 3.3.3, nao intercepta o semiplano focal a direita 11}, do
sistema (2.3). Logo, o cone C pode apenas interceptar o plano Z = 0 para = < 0. Vamos
mostrar que isto também nao acontece.
Como AT # A7, pelo sistema (3.17) temos que Z' restrito ao semiplano {Z = 0} N{z < 0}
é dado por

Z'=ps-(Ax #£0,
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isto ¢, a derivada Z’ ndao muda de sinal neste semiplano, porque z < 0 e pa-(AT) # 0.
Logo, todas as orbitas do sistema (3.17) restritas ao semiplano {Z = 0} N {z < 0} tém
o mesmo sentido, donde concluimos que o cone invariante C nio pode interceptar tal
semiplano, porque se C cruzasse este semiplano, entdo cada orbita tangente ao cone C
cruzaria este semiplano em dois pontos com sentidos distintos, o que contraria o fato
de que todas as orbitas do sistema (3.17) interceptam tal semiplano no mesmo sentido.
Portanto, C néao intercepta IT}..

Analogamente mostramos que o cone invariante nao planar de duas zonas C nao pode

interceptar o plano II;. Com efeito, consideremos a mudanga linear de variaveis
Z=M\)Pr—-\y+z
Assim, z = Z — (A\7)%z + A7y e, pelo sistema (3.16),
7=\ =y + 2

= (A7)t —y) — A\ (mx — 2) + dx

= A2tz —y)— A (mx—Z+ (N )2x— Ay +dz

=N ) e — (A )Py—Ame+ N Z— (A )Pr+ (N )y +de

= (AP +tN)P = A m+d)z+ 1 Z

=pa( A )z + A Z,
sendo p4(A7) o polindmio caracteristico de A avaliado em A~.
Temos também que

Y=mr—z=mzx—Z+\ )Vr-XNy=m+A\))z—-\Ny—2.

Portanto, chegamos ao sistema

' =tr—y,
y=m+ A\ ))r-Ay-7
7 = pA()\_)IL" + )\_Z,
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e, como suprimimos todos os indices sobrescritos, na verdade, temos

' =ttr — v,
v =m "+ N ))r—-\y- 27, (3.18)
Z' =par(A\7 )z + A" Z,

e o resultado segue conforme fizemos no caso anterior. ]

Projetando o sistema (2.3) sobre os planos focais IT}. e I, o proximo resultado mostra
que a procura de cones invariantes de duas zonas do sistema (2.3) pode ser transferida

para a procura de orbitas periddicas de duas zonas em alguns sistemas planos.

Proposicao 3.3.2. Se A\* é um autovalor real da matriz AT, entdo os cones invariantes

de duas zonas do sistema (2.3) que estao acima do plano
AT =Xty +2=0

correspondem injetivamente com as orbitas periodicas de duas zonas do sistema planar

quadrdtico por partes

N = = A —&—pax(A)n?, (3.19)
g = (m* + (A")*)n — 207 — pax (A T)né — 1,

sendo pa=(AT) o polindmio caracteristico de A* avaliado em \T.
Demonstracao. Vimos na Proposigao 3.3.1 que a mudanca de variaveis
Z =M= ATy + 2

transforma o sistema (2.3) no sistema (3.17) e o plano focal I}, invariante para o sistema
2’ = A%z, no plano Z = 0.

Considere

para Z > 0, isto ¢, a mudanca de variaveis mencionada ¢ valida para oérbitas do sistema
(3.17) que se encontram acima do plano focal Z = 0. Omitindo os indices sobrescritos,

temos
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., 2 Z—axZ
=
(tx —y)Z — x(pa(AT)z + AT Z)
2
oY T o)~ It
tZ 7 ZQPA()\ ) Z)\
=t —§ —1’pa(AF) — A"
= (t =X =& —pa(X)p?
e
5, B y/Z_yZ/
=
m+ ANz - Ny—2Z gy
- e ) L a0+ X7 2)
T T Y Y x Y
o oL Y o -y

= mn+ (A")?n — AT — 1 —népa(AF) — AT¢
= (m+ (A")?)n =207 — pa(A*)né — 1.
Como suprimimos todos os indices sobrescritos, encontramos
Z'=par (AN + AT Z,
= (" = A — & — pas (A,
= (m*+ (A1) =207 — par (N )né — 1.
Assim, obtemos os sistemas planares
n= (" = A —&—pa- (A7’
= (m™ + (A7)0 — 22 — pa-(AF)n€ — 1

n=({"=An—¢

, n>0.
§=(m"+(A")%)n—22¢ -1

Observe que se AT = A7, entao os sistemas acima sao lineares em cada semiplano. Além

disto, se AT # A7, entd@o o sistema (3.19) é linear no semiplano n > 0 e quadratico no

semiplano 17 < 0. Observe também que na reta de separagao n = 0, o respectivo campo
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vetorial é claramente continuo.
Agora, assuma que o sistema (2.3) possui um cone invariante de duas zonas. Logo,
uy = Yo/ 20 € levado pela fungdo S~ em u; = y1 /21, o qual é levado pela fun¢ao ST em wg.

Entao, temos a seguinte representacao na Figura 3.10.

flk

uo = (0,up)

A\

Uy = (07 ul)

Figura 3.10: Orbita periédica no plano né.

Como mencionamos anteriormente que o campo vetorial associado ao sistema (3.19) é
continuo, temos que este sistema possui uma o6rbita periddica. Por outro lado, dada uma
orbita periddica para o sistema (3.19), segue imediatamente que o sistema (2.3) tem um
cone invariante de duas zonas. Portanto, existe uma correspondéncia injetiva entre 6rbitas

periodicas do sistema (3.19) e cones invariantes de duas zonas do sistema (2.3). |

Proposicao 3.3.3. Se AT é um autovalor real da matriz A", entdo os cones invariantes

de duas zonas do sistema (2.3) que estao abaizo do plano
A=Aty +2=0

correspondem injetivamente com as orbitas periodicas de duas zonas do sistema planar

quadrdtico por partes

n = (5 = A — &4 par(AT)n?,

(3.20)
g = (m* 4+ (A2 = 2XTE + par (A )né + 1,

sendo pa+ (A7) o polinémio caracteristico de A% avaliado em \T.
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Demonstracao. Consideremos
Z=\"z - A\Ty+z

Como antes, obtemos

7' =par(NDz + AT 2Z,
e chegamos ao sistema (3.17). Fazendo a mudanca de variaveis
Y
=—— =—=, Z<0
77 Z7 g Z’ )
chegamos ao sistema (3.20) e o resultado segue. |

Proposicao 3.3.4. Se A\~ é um autovalor real da matriz A~, entdo os cones invariantes

de duas zonas do sistema (2.3) que estao acima do plano
AP =XNy+z2=0

correspondem injetivamente com as orbitas periodicas de duas zonas do sistema planar

quadrdtico por partes

N === A7) —&—pax(A7)n?,

(3.21)
g = (m* + (A7)0 = 2A7€ — pas (A )n€ — 1,
sendo pa+ (A7) o polinémio caracteristico de A* avaliado em \~.
Demonstracao. Analoga & demonstracao da Proposigao 3.3.2. ]

Proposigao 3.3.5. Se A= é um autovalor real da matriz A~, entdo os cones invariantes

de duas zonas do sistema (2.3) que estao abaizo do plano
AP =XNy+z2=0

correspondem injetivamente com as orbitas periodicas de duas zonas do sistema planar

quadrdtico por partes

0= F =2 ) —E+par(A)n?,

. . ) B (3.22)
= (m*+ (A7) =227+ pas(A7)né + 1,

sendo pa+ (A7) o polinémio caracteristico de A% avaliado em \~.
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Demonstracao. Analoga a demonstracao da Proposicao 3.3.3. |

Observe que os sistemas (3.19) até (3.22) sempre tém uma regido linear, desde que

par(AT) =pa-(A7) =0.

Proposigao 3.3.6. Assuma que os autovalores das matrizes do sistema (2.3) sio \* e

at +iB%, com BT > 0. Considere também que uma das sequintes condigoes é verificada:
(@) v =07 #0 ey (t" —t7) <0;

(b) 7F=0,7"#0ery (- —t")<0.
Entao, o sistema (2.3) ndao tem cones invariantes de duas zonas.

Demonstracao. De acordo com a Proposicao 3.3.1, os possiveis cones invariantes nao
planares de duas zonas do sistema (2.3) estdo ou abaixo ou acima de ambos os planos
focais 1T} e M. Em particular, estes cones estdo ou acima de II}. ou abaixo de IT;.
Portanto, pelas Proposigoes 3.3.2 e 3.3.5, o sistema (2.3) tem cones invariantes de
duas zonas quando ou o sistema (3.19) ou o sistema (3.22) tem 6rbitas periodicas de duas
zonas.

Sejam Fj o campo vetorial associado ao sistema (3.19) e F» o campo vetorial associado

ao sistema (3.22). Entao, resulta que

divEy(1.€) = a%«ti — A — € — pas (A )R)+
+ a%((mi + (A)?)n = 2A7E — pas (AT )€ — 1)

= (17 = A" = 2pae (AF)n) + (20" = pa= (A "))
= tF — 3\T = 3ps (M)
Como t* = \* + 2a%, segue que
divE;(n, &) = M 4 2aF — 30T — 3pu= (A1),
Assim, se n > 0,

divFi(n,€) = AT +2a" = 3XT = 3pa+ (M) =2(a™ — A1)
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e, se n <0,
divFi(n, &) = A" +2a” —3AT = 3pa-(AT )= (20~ + X7 = 3\T) — 3pa- (M),

isto é,
2(a™ = AT), >0,

divFi(n,&) =
(2a~ + A7 =3AT) =3pa-(AT)np, 7 <O.

Analogamente,

AvF.€) = (= A7) = €+ pas (V)P)+

(0 + (V)0 = 2X€ + s (V) + 1)

= (F = A" +2pa=(A7)n) + (=217 +pa=(A7)n)

=t — 3\ 4+ 3paz (A 7).
Como t* = A\* + 2a%, temos

divEy(n, &) = M 4+ 2aF — 3X™ + 3pa= (A 7).
Assim, se n > 0,
divFy(n, &) = AT +2a" =32 +3par (AN )= (2aT + AT —3X7) +3par (A7)

e, se n <0,

divFy(n,&) = A" +2a =3\ +3pa-(A ) =2(a” — A7),

ou seja,
(2aT 4+ At —=3X7) +3par (A7), n >0,
2(a” = A7), n<0.

divEy(n, &) =

Vamos supor que vale o item (a) desta proposigao. O caso de supormos valido o item (b)
é anéalogo, por isso nao faremos aqui.
No item (a), consideremos inicialmente o caso em que v~ =0, 7" > 0 e tt — ¢t~ < 0.

Assim,

(i) Sey~ =0, entdo a~ = A7,



(ii) Se y™ >0, entdao a™ > AT

(iii) Sendo t* = 2a* + A\*, entdo

0>ttt —t~
= (2ot +AT) = (20 + A7)
=20+ AT —2a" —a”
=2aT + At —3a~
> 2T + AT —3a~

=3\ —a),

ou seja, AT —a~ < 0, donde AT < A™.

(iv) Como pa- (A7) =0 e pa- é decrescente, sendo AT < A\™, entdo ps- (A1) > 0.

(v) Como pa+(AT) =0 e pa+ & decrescente, sendo AT < A7, entao pa+ (A7) < 0.

Esta analise detalhada nos possibilita determinar o sinal das divergéncias
divFi(n,€), divFy(n,§).
Com efeito, para todo 1 # 0, temos que divFi(n, &) > 0, pois, se n > 0,
2 = AT) >0
e, se n <0,
(207 + A7 = 3XT) = 3pa-(A ) =3(a” = AT) = 3pa-(AT)p > 0.
Além disto, sendo 1 > 0, temos que divFy(n,§) < 0, porque
(20 + AT = 3X7) + 3par (A7) <0,
visto que (2at + AT —3X7) <0 e, sendo 1 < 0, temos que divFy(n,§) = 0, pois

2(a” = A7) =0.

95
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Note que se mostrarmos que os sistemas (3.19) e (3.22) nao tém oOrbitas periodicas de
duas zonas, concluimos, entao, que o sistema (2.3) nao tem cones invariantes de duas
zonas. De fato, suponha que o sistema (3.19) possua uma orbita perioédica de duas zonas
C' (o caso de supor que (3.22) possua uma oOrbita periodica de duas zonas é analisado de
maneira semelhante). Considere a representagao dada na Figura 3.11, na qual A; indica

a area delimitada pela curva C; U C3 e A, indica a area delimitada pela curva Cs5 U Cl.

A

£

Cl 03

\/

Ay U
Cs

Figura 3.11: Possivel orbita periodica de duas zonas C' = C} U Cy para o sistema (3.19).

Escrevemos

5 :F1(£7n>

= (P(&m), Q(&,n))-
Pelo Teorema de Green, para A = Ay U A, temos

%(Pdn Qd¢) = // (8—P + a—Q) dédn = // divE, (&, m)dedn.
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Como a curva C deve estar orientada no sentido anti-horario, pela Figura 3.11, temos que

%(Pdn ~Qde) = / (Pdn — Q) + / (Pdn — Qde) +
C C1 C3
+ /C (P - Q) - /C (P - Qi)
= / (Pdn — Qd§) + / (Pdn — Qd¢). (3.23)
C1 C?2

Por um lado, sendo C' o6rbita periddica do campo vetorial Fj, conforme fizemos na de-

monstragao do Teorema 2.1.3, temos que

%(Pdn —Qde) =o.
C

Por outro lado, sendo

/Cl(Pd” — Qd¢) + /Cs(Pdn —Qd¢) = //A divFy (&, y)dédn

/02(Pd’7 - Qdg) — /C?)(Pdn —Qd¢) = //AZ divFy (€, n)dedn,

como divF;(£,n) < 0 para todo n # 0, segue de (3.23) que

0= (pay—ue) = | A E (€ n)dci + J i€ n)ddy £,

o que é um absurdo.
Agora, supondo v© < 0 e tT — ¢~ > 0, analogamente se mostra que divF;(n,) < 0 para
todo n # 0, divFy(n,£) > 0 para todo n > 0 e divFy(n,&) = 0 para todo n < 0. A

conclusao segue utilizando os mesmos argumentos aplicados para o caso anterior. ]

Prosseguindo com o nosso estudo, no Lema 3.3.4 sao elencadas algumas propriedades

da funcao ¥, definida pela equagao (3.15).
Lema 3.3.4. Para todo v # 0 e 1 € (0,7), a fungao 9, verifica

779’7(7') <0, 70, (r)—1)<0.
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Demonstragao. Suponha inicialmente que v > 0. Como ¥,(0) =1, 9,(7) = 0 pois v > 0
e ¥, é continua em [0,7) e ndo se anula em [0, 7), segue que 0 < J,(7) < 1 para todo
7€ (0,7).

Considere, entao, a funcao 5‘7 :[0,7) — (—00,0), definida por

= log — =7, T€(0,7
o (7) (%)
Assim,
d ~ d
L5 () = - log(0(7)
1 d
- 79“/<7'> Eﬁ(ﬂ
1

4 N ( (72 4+ 1) sen(7) N (72 + 1) sen(7) )

3 e 7T —cosT +ysenT  —€V'T 4+ COST + ysenrt
4 e’ (7?2 + 1) sen(T) e (v + 1) sen(7)
-3 * (1 — e (cosT —ysent) 1—e7(cosT + ’yserw))

e’ e T

pi(T) (T

4
)) sen(7) — 3 (3.24)

=(72+1)<

para todo 7 € (0, 7).
Vamos determinar o sinal da equag@o (3.24). Para isto, fixemos v > 0 e consideremos
um sistema (2.3) bem especifico, a saber, no qual as matrizes A tém os autovalores \*

e a® +ip*, com BT > 0, verificando

+ )\ 20+ 4+ \T
_ 4@ - - _
y=7" = G A= = 5
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Logo, v~ =0,vtT=v>0¢e
tH—t==2a" + A7) — (2a” + A7)

= (27 + AT) — 3~

= (2aT + A7) — 3@

=0.
Desta forma, pela Proposigao 3.3.6, deduzimos que o nosso sistema especifico nao possui
cones invariantes de duas zonas.
Assim, a fungdo ¢ introduzida no item (d) da Proposigao 3.2.2 verifica q(u) # 0, para
todo u € R.

Como 7~ = 0, pelo item (d) da Proposigao 3.2.3, temos que

Entao, sendo ST(AT) = AT e AT = u(m),
g(\*) = (ST) I (A = ST (AT)
= AT — (=AT+2)\7)

=2(AT = \7). (3.25)
Como T > 0, temos que a™ > AT e, sendo t+ — ¢t~ = 0, resulta que
0=t"—t

=2aT4+AT) = (2a" + A7)
=2at + A\t — 3\~
> 20T AT =3\

=3\t — A7),
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donde vemos que AT — A~ < 0, ou seja, AT < A™.

Logo, na equagao (3.25), temos
g(A") = (ST)TI(AT) = ST(AF) <0.

Como o sistema nao tem cones invariantes de duas zonas, a aplicacao S o S~ nao tem
ponto fixo, donde segue que ¢(u) # 0 para todo u € R e, desde que g(A") = g(u(r)) < 0,

resulta que

<0, uwelR. (3.26)

Como ST (v) = u, da equagao (3.3) que define z;/y; e 22/ys, temos que

T -
(S+)_1(u)+u:v+u:2)\+—|—6+(72+1)(e nT_C Sem)

P4(t) - (1)
Entao, pela desigualdade obtida em (3.26),

(ST)7H(w) +u =207 =27 = A7)+ B7(* + 1) (:(;) B soe-_:(;)) sen(r) <0

Como St >0,

2 A‘)+(72+1)( o )sen( ) <0

AL - - T .

pr oy(t) oy (t)
Mas

+ 4\t + _9nt — )\ + )\t
%W_M:i@_u) _ 232207 2N 4ol oA 4y
B Bt 3 pt 3 3 Bt 3
Logo,
9 e’YT _ ef’YT _é
0 (5 o) = <o 327

para 7 € (0,7), com ¢, (7) = 0.

Portanto, em (3.24), temos
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isto é,

pois 0 < ¥,(7) < 1, donde

Resulta que, para v > 0,

~

9, <0, T7€(0,7)
Além disto, sendo ., (1) decrescente, para todo 7 € (0,7) temos
1= 0,(0) > 0,(7),
implicando que
Uy (1) —1<0

e, dai,

Y0, (1) = 1) <0, 7€(0,7), ~>0.

Concluimos, entao, a demonstragao para v > 0.

Agora, observando que

9 (7) = exp (ﬁw) I L 04,

30 ) Oy(r) (1)
temos que
1
V(1) = ——, T7€[0,7).
D=5 TE0D)

Sendo v < 0, entao —y > 0, valendo, assim, o resultado provado anteriormente para
U_ (7).

Logo, sendo ¥’ (1) < 0, segue que
_ -
V(1) = =55 >0

e, para v < 0, temos . (1) < 0.

E também, como ¥_,(7) —1 < 0, isto &, 9_(7) < 1, temos (J_,(7))~! > 1, o que fornece

V(1) — 1= —-1>0

0 (7)



102

e, sendo v < 0,
A0, (7) ~ 1) < 0.

Portanto, a funcao 1, verifica o Lema 3.3.4. |
Veremos, enfim, as provas dos itens (g) e (h) da Proposigao 3.2.3.

Demonstragao do item (g). Como pelo item (b) da Proposicao 3.2.3, vale
§'(u) = —92(7),
resulta que
Y1+ 8" (w) =y(1 = 95(7))
= —y(95(r) - 1)

= —=(05(7) = D7) + 9,(7) + 1).
Temos dois casos para analisar.
Caso 1: v < 0.
Pelo Lema 3.3.4, v(9,(7) — 1) < 0 e, como ¥2(7) + ¥,(7) + 1 > 0, segue que

v(1 + 8'(u)) > 0.

Caso 2: v > 0.
Pelo Lema 3.3.4, sendo v > 0, segue em particular que ¥, (7) — 1 < 0. Além disto, como

2 (1) + U4 (7) +1>0e —y <0, resulta que
(1 + 5 (u)) > 0.
Portando, vale o item (g). |

Demonstracao do item (h). Temos que

d

75" (u) = Y (=05(7)) = =3y (05 (7)), () 2.

Pelo item (a) do Lema 3.2.1, segue que se du/dr < 0, entao dr/du < 0. Como 92(7) > 0,
basta analisar o sinal de —y17. (7).

Temos dois casos para serem analisados.
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Caso 1: 7 < 0.

Pelo Lema 3.3.4, v/ (1) < 0 e, dai, =379 (7) > 0, donde concluimos que vS"(u) < 0.
Caso 2: v > 0.

Pelo Lema 3.3.4, sendo v > 0, segue em particular que ¥/ (7) < 0 e, dai, =39’ (7) > 0,
implicando que 75" (u) < 0.

Logo, vale o item (h). |

Os conceitos desenvolvidos neste capitulo, que agora se encerra, serao essenciais para
estudarmos, no Capitulo 4, a existéncia, unicidade e estabilidade de cones invariantes do

sistema (2.3).



Capitulo 4

Existéncia, Unicidade e Estabilidade de

Cones Invariantes

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia, unicidade e estabilidade de cones inva-
riantes quando o sistema (2.3) é observavel e as matrizes A* tém um par de autovalores
complexos conjugados. Finalizaremos este capitulo com uma secao na qual apresentamos

diagramas de bifurcagoes de cones invariantes.

4.1 Existéncia, Unicidade e Estabilidade

O principal resultado deste capitulo é o Teorema 4.1.1 desta secao. Antes de enun-
ciarmos e demonstrarmos tal teorema, precisamos fazer algumas consideracoes sobre as
fungdes vy e uy introduzidas, respectivamente, nas afirmacgoes (e) e (f) da Proposicao
3.2.3.

Como ja sabemos, para cada v > 0 existe um tunico 7 € (m, 27) que verifica
0, (7) = 0.
Logo, 7 é (implicitamente) fun¢ao de ~y e escrevemos

7:(0,400) — (m,27)

v o= 7).

104
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Provamos na pagina 56 que

d
d—gow(T) <0, 7€ (m2m), v>0. (4.1)
-

Sendo ¢, de classe C*, k > 1, e como ¢, (7) = 0, pelo Teorema da Fungio Implicita, 7 é

funcao de classe C*, k > 1. Além disto, tendo em vista que ©,(7) = 0, obtemos

") (cos(7(7)) — ysen(7(7))) = 1.
Assim, quando v — 0T, temos que cos(7(7)) — 1 e, dai,

lim 7= lim 7 = 27.
~y—0t ~y—0t (7)

Como 7 € (m,27), vale (4.1) e, do limite acima, resulta que

lim 7= lim 7(y) =m.
Y—r+00o Y—r+00

Os fatos mencionados no ultimo paragrafo serao fortemente utilizados na demonstracao

dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 a seguir.

Lema 4.1.1. Considere v > 0 e seja X um nimero real fizo em (3.13). Entao, sendo

0, (7) =0, vy = a — B cot T verifica as sequintes propriedades:
(a) Para todo B > 0 fizado, temos

limovyg =400, lim vy =X
a—A a—+00

(b) Para todo valor o > X fizado, temos

lim vy =400, lim vy = A.
B—+o0 B—0+

Demonstracao. (a) Assuma que § > 0 ¢ um valor fixado. Assim, se & — A, entao

e, dai,
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Logo, cot 7 — —oo, implicando que

lim vy = lim (o — Bcot 7) = +00.
a—A

T2
Além disto, se @ — 400, entdao v — +oo e, dai, 7 = 7(y) — 7, o que implica em

cot T — 400, ja que 7 € (m,27). Portanto,

lim vy = lim (a— fBcot7)
a——+o0 a——+o00

) < a—X\ 1 )
= lim (a— —
a—+00 v tgT

aytgT —a+ A

= lim -
a—+00 ytgT
A—al(l —~tg7T
_ g 20U =7te7) (4.2)
a—+00 ytgT

Sabendo que ¢, (7) = 0, isto &, 1 — €77 (cos 7 — ysen7) = 0, segue que
(1—~tg?)e’ cos? =1

donde
e " = (1 —ytg?)cost.

Resulta que

e "
1l—~vtgT = ~.
CosS T
Assim,
. R . ae T _ a 1
lim a(l —~tg7)= lim — = lim -— =10
a—+00 a—+00 COST y—-+00 COS T €77
e

. ) . e 7 . 1 1
lim ytg7= lim (1-— ~— | = lim (1-— -— ] =1.
a—+00 y—=400 COST Y—r+o0 cosT erT

Logo, em (4.2),
A 1—~tgT
lim vy = lim ( — — o VAgT)) = A,
a—+o00 a—+oo \ Y tg T ytgT

terminando, assim, a demonstragao do item (a).

(b) Assuma que @ > A é um valor fixo. Entao, se § — +00, segue que 7 — 0 e, dai,

7 — 2m, implicando que

lim vy = lim (o — Bcot 7) = +o0.
B—~+o00 T—=27
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Agora, se f — 01, entdo v — +00, e, como fizemos na demonstragao do item (a),

lim vy = lim (a—a_/\> =a— lim Oé_/\—a—a—l—)\:)\,

B0+ B0+ yotoo Ytg T

como queriamos provar. |

O Lema 4.1.2 a seguir apresenta para uy propriedades analogas as de vy, elencadas

no Lema 4.1.1.

Lema 4.1.2. Considerey < 0 e assuma que A € um nimero real fitado em (3.13). Entao,

uy = o+ feot 7, sendo p_.(7) = 0, verifica as sequintes propriedades:
(a) Para todo valor >0 fizado, temos

lim uy = —o0, Iim wuy = A
a—A a——00

(b) Para todo valor fizado o < A, temos

lim uy = —o00, lim uy = A
B—+o0 B—0t

Demonstracao. Seguiremos os mesmos passos descritos na demonstragao do Lema 4.1.1.

Como v < 0e7 e (m2m) étal que p_,(7) = 0, entdo, como antes

lim 7 =2m, lim 7=m.
=0~ Y——00

(a) Seja B > 0 valor fixado. Assim, se « — A, entdo v — 0~ e, dai, 7 = 7(y) — 2.

Logo, cot 7 — —o0 o que implica em

lim uy = lim (o + S cot 7) = —oc.
a—A T2

Além disto, se & — —oo, entdo v — —o0 e 7 = 7(y) — 7w. Entdo, cot7 — +o0o e,

portanto,
lim uy = lim (a+ BcotT)
a——00 a——00
, < a—X\ 1 )
= lim (a+ -
a——00 v tgT
avtgT +a — A

= lim -
a——00 ytgT
—A 1 tg T
_ g 2FelAoted) (4.3)
a——o0 ytgT
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Sabendo que ¢_.(7) = 0, isto é, 1 — e 7" (cos 7 + ysen7) = 0, segue que
(1+~ytg?)e Tcost =1,

donde
e’ = (14 ytg+)cos?.

Resulta que

e’
1+~ytg7 = ~.
cosT
Assim,
ae®
lim o(l+~vtg7) = lim - =0
a——00 y——00 COS T
e

YT
lim vtg7 = lim ( ¢ — — 1) = —1.
a——00 y—=—o0 \ COS T

Logo, em (4.3),

lim wy = _—)\ =\
a——00 —1
(b) Sendo a < A, entao
a—A <0
T8

Note que se 8 — 400, entao v — 0~ e, dai, 7 — 27, o que implica

lim wy = lim (a+ fcot7) = —o0.
B——+o0 T—21

Agora, se f — 0" e a — X <0, entdo v — —oo. Assim, como antes, temos

R a— A
a+ pfeotT=a+ -
vtgT
e, dai,
- A - A
lim uy = o+ lima A:oz—i-a =\
B—0+ y—=—oo ytg T —1

A Definicao 4.1.1 estabelece um conceito que sera discutido no Teorema 4.1.1, o

qual é o principal teorema deste capitulo e, indubitavelmente, da dissertacgao.



109

Definigao 4.1.1. Dizemos que o sistema (2.3) tem um continuo de cones invariantes de
uma zona quando o sistema projetado (2.4) possuir um ponto de equilibrio do tipo centro

cujas orbitas periodicas nao interceptam transversalmente o plano de separagao.

Teorema 4.1.1. Suponha que o sistema (2.3) é observdvel e os autovalores das matrizes

A* sao AT e aT £i*%, com BT > 0. Entdo, sio vdlidas as sequintes afirmacoes:

(a) Se yty~ > 0, entdo o sistema (2.3) tem um wnico cone invariante de duas zonas
hiperbélico, sendo que tal cone é assintoticamente estdvel se v© +~~ > 0 e instdvel

seyt +47 <0;
(b) Se~yt =~7 =0, entao valem as sequintes afirmagoes:

(b1) Sett =t~, entdo R3 € folheado por cones invariantes do sistema (2.3);

(b2) Sett #£t~, entdo o sistema (2.3) tem dois continuos de cones invariantes de

uma zona e nao possui cones invariantes de duas zonas;

(c) Se ™y~ =0 eqy™ +~v # 0, entao o sistema (2.3) tem um continuo de cones

mvariantes de uma zona e surgem 08 Sequintes casos:

(c1) Seyt =0 e (t" —t7)y" < 0, entao o sistema (2.3) tem um tnico cone
mvariante de duas zonas hiperbolico, sendo tal cone assintoticamente estdvel

se v~ > 0 e instdvel se v~ < 0;

(c2) Seqt =0e(t"—t7)y~ >0, entao o sistema (2.3) nao tem cones invariantes
de duas zonas;

(c3) Seqy™ =0 e (tT —t7)y" > 0, entao o sistema (2.3) tem um wunico cone
mvariante de duas zonas hiperbolico, sendo tal cone assintoticamente estdvel

se vt > 0 e instavel se v© < 0;

(c4) Seqy==0e(tt—t7)yT <0, entao o sistema (2.3) nao tem cones invariantes

de duas zonas;

(d) Se~yty~ <0, entdo o sistema (2.3) tem, no mdzimo, dois cones invariantes de duas

zonas. Quando o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de duas zonas distintos,
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entao ambos os cones sao hiperbolicos, sendo que um deles é assintoticamente estdvel

e 0 outro € instdvel. Além disto, ocorrem as sequintes afirmacaoes:

(d1) Se (tT —t7 )yt <0, entao o sistema (2.3) ndao tem cones invariantes;
(d2) Se (tT —t7)yt > 0, valem os sequintes casos:
(d2.1) Se (AT —=A7)yT >0, entao o sistema (2.3) tem dois cones invariantes
de duas zonas;

(d2.2) Se AT = A7, entao o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de duas
zonas para y* 4+~ # 0 e tem um nico cone invariante de duas zonas
quando v+~ =0, o qual ndo € hiperbolico;

(d2.3) Se (AT — A7 )vT <0, entdo o sistema (2.3) tem dois cones invariantes
de duas zonas se ou |y*| ou |y~| € suficientemente pequeno. Além disto,
assumindo que A\t e X~ estao fizados, sdo vdlidas:

(i) Para todos os valores fixrados de a® e a~, o sistema (2.3) nao tem
cones invariantes quando St e B~ sdo suficientemente pequenos;
(ii) Para todos os wvalores fizados de St e f~, o sistema (2.3) nao tem

cones invariantes quando |at| e |a”| sao suficientemente grandes.
Demonstragao. (a) Sendo vy~ > 0, entao
(@t =X (a” = A7) >0.

Pelo Teorema 2.3.1, o sistema (2.3) tem pelo menos um cone invariante C de duas
zonas. Vamos mostrar que C é tnico. De fato, suponha inicialmente que v+ > 0.

Vimos anteriormente que

sendo
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Assim, pela Regra da Cadeia,

(5% 057 (w) = (§)(S(w)(S ) (w)

porque, pelo Lema 3.3.4, 0 < ﬁii (7%) < 1, para todo 7 € (0,7%) e todo v* > 0.
Como o sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas, entdo a funcdo d
introduzida no item (d) da Proposigao 3.2.2 se anula em um ponto, digamos k,
isto é,

d(k) = (SToS7)(k)—k=0.
Como para todo u € R temos

d(u)=(SToS)(u)—u' <1-1=0,

pelo resultado provado anteriormente, segue que a funcao d é estritamente decres-
cente e se anula em um ponto. Sendo d diferenciavel, a mesma é continua e, dai,
pelo Teorema do Valor Intermedidrio, o ponto no qual d se anula é tnico, donde
concluimos que o sistema (2.3) tem um unico cone invariante de duas zonas. Neste
caso, como 0 < (ST o S7)(u) < 1, temos que tal cone invariante é hiperbolico e
assintoticamente estavel, porque |(S™ o S7)'(u)| < 1.

Supondo agora o caso em que vt < 0, encontramos que
(STo87)(u) > 1,

para todo u no dominio de S* o S~ pois, neste caso, pelo Lema 3.3.4, ¥.,=(7) > 1
para v* < 0. Como fizemos anteriormente, é facil mostrar que a funcao d é crescente
(d'(u) > 0) e que existe um tunico cone invariante de duas zonas, o qual é hiperbdlico

e instavel porque |(ST o S7) (u)| > 1.

(b) Sey" =~ =0, entdo

at =AMt =a —A" =0
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e, dai,

donde
tt =2+ AT =3\T, t7 =20 +\" =3\

Segundo o item (d) da Proposigao 3.2.3, se y* = 0, entao
+ 2 4
S*(u) = —u+ =t
3
Logo, para todo u no dominio de S™ o .S, temos que

(570 57)(u) = ST(5™(u))

2
P — —_ __
=9 < u—|—3t>

=— —u+2t— +2t+
N 3 3

Surgem os seguintes casos:

(bl) Sett =t~ entdo a fungao d introduzida no item (d) da Proposigao 3.2.2 ¢
identicamente nula. Além disto, pelas Proposicoes 2.3.3 e 2.3.5, temos que
o sistema projetado possui orbitas periodicas de uma zona, desde que o™ = At
e a~ = A\7. Portanto, todas as solugoes do sistema projetado sao periddicas
e, entao, R3 é folheado por cones invariantes, tanto de uma quanto de duas

zonas, do sistema (2.3).

(b2) Se t™ # t~, entdo d(u) # 0, para todo u € R. Desta forma, o sistema (2.3)
nao tem cones invariante de duas zonas. Entretanto, como 4+ =~ = 0, pelas
Proposigoes 2.3.3 e 2.3.5, segue que o sistema (2.3) possui dois continuos

de cones invariantes de uma zona.

(c) Neste caso, como ou y* ou 7~ é zero, segue das Proposigoes 2.3.3 e 2.3.5 que o

sistema (2.3) possui um continuo de cones invariantes de uma zona.
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(c1) Temos por hipotese que v© =0e (t7 —t7)y~ < 0, sendo v~ # 0. Assuma que
v~ >0, logo tT —t~ < 0. A fun¢ao d introduzida no item (d) da Proposigao
3.2.2, verifica

diu)=(Sto S )(u) —u
=57(5(u)) —u

=—5"(u) +2\" —u
pelo item (d) da Proposigao 3.2.3, visto que v+ = 0, o que implica o™ = \*.

Logo, utilizando o item (c) da Proposigao 3.2.3,

lim d(u)= lim (=S (u) + 2" —u)

Uu——+00 u——400

=— lim (S (u) +u)+ lim 2A*"

Uu——+00 U—r—+00

P
= I ot
S+

2 2
= St + ot
37 73

e, pelo item (e) da referida proposicao,

lim d(u) = lim (=S~ (u) +2\" — u)

U—r—00 U——0o0

=— lim S (u)+ lim 2\T — lim u

U——0o0 U——0o0 U——0o0

=—(a”—f cot7)+2\" — lim u

U——00

= +00.

Note que se t7 —t~ < 0, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, temos a exis-
téncia de um valor u € R tal que d(u) = 0, donde vemos que o sistema (2.3)
possui pelo menos um cone invariante de duas zonas.

Agora, no caso em que y* = 0,7~ < 0ett —t > 0, pelo item (f) da Pro-
posicao 3.2.3, S~ tem uma assintota vertical uy = o= + 7 cot 7~ quando
u — Uy, com

lim S™(u) = +o0.

u—uy
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Com isto, vemos que

lim d(u)=— lim S~ (u) + lim 2A* — lim u

u—uy u—uy u—ruy u—uy

= —0OQ.

Como antes,

2
lim d(u) = §(t+ —t)>0.

u—r+00
Assim, aplicamos novamente o Teorema do Valor Intermedidrio para termos
a existéncia de pelo menos um cone invariante de duas zonas para o sistema
(2.3).
Para concluir, conforme fizemos no item (a) deste teorema, sendo 7y~ > 0
(respectivamente v~ < 0), entao a derivada da aplicagao ST o S™, em valor
absoluto, é menor do que um (respectivamente maior do que um), tendo em
vista que se vt = 0, entdo Jg(7) = 1 para 7 € (0,71). Isto nos permite
concluir, como no item (a), que o cone invariante de duas zonas é tnico, sendo
assintoticamente estével (respectivamente instavel) e hiperbélico.

(c2) Temos por hipotese que v+ =0e (t+ —¢7)y~ > 0. Observe que o caso 7y~ =0
nao acontece, porque, pela hipotese do item (c¢), v© +~~ # 0.
Sejam 7 = 0,7~ > 0ett —t~ > 0. Assim, para y© = 0, o item (d) da
Proposigao 3.2.3 nos diz que S*(u) = —u+ 2\", e isto nos permite concluir

que

(ST (u) = —u + 22T,
bastando notar que
(S*) oS8T (uw) =u, (STo(S*))(u)=u.
Como t*+ — ¢t~ > 0, a assintota obliqua de S~ verifica

2 2 2
—ut St < —us §t+ =—u+ 5(204+ + A1) = —u+ 22T,

ou seja, o grafico de (ST)~! é uma reta paralela a assintota obliqua de S~

situado acima ou coincidente com esta assintota.
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Vimos anteriormente que se v~ > 0, entao o grafico de S~ esta sempre abaixo
de sua assintota obliqua. Logo, as curvas (S*)™! e S~ nao se interceptam e,
dai, o sistema (2.3) nao possui cones invariantes de duas zonas, visto que, neste
caso, a fungao ¢ introduzida no item (d) da Proposigao 3.2.2 nao se anula.
Observe que, quando v© = 0, v~ < 0 e t7 — ¢t~ < 0, seguindo estes mesmos
passos, concluimos que o sistema (2.3) também nao possui cones invariantes
de duas zonas. No entanto, pelas Proposigoes 2.3.3 e 2.3.5, o sistema (2.3)

tem um continuo de cones invariantes de uma zona, pois ¥y =
(c3) Segue analoga & demonstracao do item (cl).
(c4) Segue analoga a demonstracao do item (c2).
(d) Temos por hipotese que yt4~ < 0. Para mostrarmos que o sistema (2.3) tem,
no maximo, dois cones invariantes de duas zonas, basta mostrar que a funcao d

introduzida no item (d) da Proposigao 3.2.3 tem, no méaximo, duas raizes. De

fato, assuma que y* < 0 e v~ > 0. Entao, pelo item (b) da Proposicao 3.2.3,

segue que
o) <0, Lstw) <o
au” @ Y
e, sendo S’(u) = —¥3(7), como vimos na demonstracao do item (h) da Proposigao
3.2.3,
d d
T < 0, %197(7') <0, 7€(0,7),
temos que
. d 3
ws (u) = @(—1977(7))
d d
— 292 _ _ —_
- 319')/* (T) d'T (19“/ <T>>duT
<0
e, pelo Lema 3.2.1, sendo
d
%T > O,

resulta que
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em seus respectivos dominios de defini¢ao. Logo, sendo d(u) = (ST o S7)(u) — u,

segue que
d d oo, o d
- (d(u)) = (S5 () 7 (S (w) — 1
> Coorond o d d oo @ o
) = (575 ()) 7 (S (W) (S (w) 4+ (7S (1) 5 5(S(w)

>0,

para todo v no dominio de ST o S~.

Agora, paray~ < 0e~' > 0, raciocinando de maneira analoga, temos que d”(u) < 0
em seu dominio de definicao. Como o sinal da derivada segunda fornece a conca-
vidade do grafico da funcao, temos que d possui, no maximo, duas raizes. Logo, o
sistema (2.3) tem, no méaximo, dois cones invariantes de duas zonas.

Prosseguindo com a demonstrac¢ao do item (d), vamos provar agora que quando o
sistema (2.3) tem exatamente dois cones invariantes de duas zonas distintos, entao
ambos os cones sao hiperbodlicos, sendo que um deles é assintoticamente estavel e o
outro é instavel.

Com efeito, suponhamos y* < 0 ey~ > 0. O caso " > 0 e v~ < 0 é andlogo.
Quando o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de duas zonas distintos, entao a
funcao

d(u) = (SToS7)(u) —u, ueR,

tem dois zeros distintos, digamos p e ¢, com p < gq.
Nestas mesmas hipoteses, vimos que a segunda derivada da funcao d é positiva.

Assim, decorre que
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Como
d'(u)=(SToS7)(u) -1,
segue que ambos os pontos p e ¢ sao hiperbdlicos, sendo que p é assintoticamente

estavel e ¢ é instavel.

(d1) Temos por hipotese que (t+ — ")yt <0, com v # 0. Assuma que v < 0.
Logo, t™ —t~ > 0. Dos resultados discutidos anteriormente acerca das posi¢oes
relativas entre o grafico de S e sua assintota obliqua, concluimos que se v+ < 0,

entao ST (u) > OA*(u) e, sendo v~ > 0, temos S~ (u) < OA™(u), com

OA* (u) = —u + gti.

Destas inequagoes, concluimos que a fungao ¢ introduzida no item (d) da

Proposicao 3.2.2 verifica

g(u) = (57)7H(u) = 57 (u)

> + 2t+ + 2t‘
3 3
2

ou seja, q(u) > 0, donde o sistema (2.3) nao tem cones invariantes de duas
zonas. O caso vyt > 0 é analisado de maneira similar.
Note ainda que, pela Proposigao 2.3.5, o sistema (2.3) nao tem cones inva-

riantes de uma zona.

(d2) Temos por hipotese que (1t —t7)yT > 0, sendo vy~ < 0. Suponhamos que

vt <0 (o caso y* > 0 é anélogo). Assim, tT — ¢~ < 0, ou seja,
t— 1t = (20" + A) — (20~ + A7)
=2(at—a)+ (AT =A7)
< 0.

Vamos analisar o sinal de AT — \~.
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(d2.1) Temos por hipotese que (AT — A7)yT > 0. Como assumimos que
~T < 0, temos, entao, que AT — A7 < 0, ou ainda, AT < A™.
Como v~ > 0, entdao S~ (u) estd abaixo de sua assintota obliqua, o que
fornece

lim S~ (u) = —o0.

uU—r—+00

Além disto, pelo item (e) da Proposigao 3.2.3,

lim S™(u) =vg.

U——00
Prosseguindo, como v < 0, entdo S*(u) estd acima de sua assintota

obliqua e ST tem assintota vertical para u — uy (reveja a Figura 3.4).

Logo,
lim (8%)7 (w) = uy.
Portanto,
L= L (5070 - L 870
= uy — (—00)
= +00.

Por outro lado, como pela Proposigao 3.2.3 podemos concluir que

lim S*(u) = —o0,
uU—+00
entao
lim (S*) ™' (u) = +o0
U——00
e, portanto,
. o . +\—1 . . —
o aw) = I (857 ) - H 570
= +00 — vy
= +00.
Note que

g(AT) = (ST)7H(A) = 57 (AF)

= AT — S=(\).
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Pelo item (b) da Proposigao 3.2.3, S~ é decrescente e, sendo AT < A\~
entdao ST(AT) > S7(A7), donde =S~ (A1) < —=S7 (A7) = —A". Assim,
g(AT) = AT =57(A7)
<At =\
<0.
Portanto, a func¢ao ¢ se anula em um ponto u; € (—oo, A™) e em um ponto

uy € (A1, 400). Portanto, o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de

duas zonas.

(d2.2) Sendo AT = A~ =\, entao
gA\) = (SN =S () =A-A=0

e o sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas. Na verdade, este
cone invariante é o plano focal de equacao A2z —A\y+2 = 0. Vamos mostrar
que existe outro cone invariante de duas zonas.

Vimos no item anterior que a funcao g verifica

lim ¢(u) = lim gq(u) = +o0.

u—+00 U——00

Além disto, como sabemos do item (b) da Proposi¢ao 3.2.3 que ST é

decrescente, segue que

1 —\/
BCRID
1 o
= e +e
ey 1 — e’Y+7T
er T

1 — e r)m
er T ’
donde surgem os seguintes casos:

Caso 1: v" ++7 <.
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Neste caso, temos que ¢’'(\) > 0, isto é, ¢ é estritamente crescente em \ e,

como ¢(u) — +oo quando u — +o0o e g(A) = 0, existe u < A tal que

Portanto, o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de duas zonas.
Caso 2: v" ++7 > 0.
Neste caso, temos que ¢'(\) < 0 e, como ¢(u) — 400 quando u — F00 e

q(\) =0, existe u > A tal que

Logo, o sistema (2.3) tem dois cones invariantes de duas zonas.
Caso 3: v" ++9~ =0.

Neste caso, temos que ¢(A) = ¢’(\) = 0, e ¢ ndo tem mais zeros, visto que
q(u) = 400 quando u — +oo. Entdo, o sistema (2.3) tem um tnico cone
+

invariante de duas zonas. Como " + v~ = 0, segue que 7y -~ e,

disto, resulta que
(70 87) (u) = (S7)(S(u)(S7) (u)

= (=03 () (=93-(7))

(o () 25 (= () 25)

=exp(dy T —4y"T)
= 17

implicando que [(ST o S7)/(u)] = 1, ou seja, o tnico cone invariante de
duas zonas nao é hiperbolico.

(d2.3) Vamos analisar o caso |y*| suficientemente pequeno. O caso |y~ | sufi-
cientemente pequeno é similar. Assuma, a principio, que y© =0e~y~ > 0.
Entao, pelo item (cl), existe um tanico cone invariante de duas zonas,

o qual é hiperbodlico e assintoticamente estavel. Logo, existe uy tal que
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tendo em vista que v© = 0 e, sendo 7~ > 0, entao 0 < ﬁi, (1) < 1, para
T € (0,7).

Afirmamos que um ponto 4y com ¢(u;) = 0 e ¢'(u;) < 0 também existe
quando |yT| é suficientemente pequeno.

De fato, escrevendo
g: R> — R
(w, ) — q(u,7)
temos que ¢(up,0) = 0 e (d/du)q(ug,0) < 0. Assim, pelo Teorema da
Funcao Implicita, existe € > 0 tal que podemos escrever u como funcao de
~ em uma vizinhanca de v = 0, isto é,
u:(—ee) — R
v o u(y)
de modo que
q(u(7),7) =0, 7€ (=¢2).

Assim, para cada |y| < ¢, existe um tnico u; = u(y) tal que

Q<a1a 7) = 0.

Adicionalmente, na vizinhanga de 4, temos que (d/du)q(u,0) < 0, pelo

Teorema da Conservagdo do Sinal, como queriamos mostrar.
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Como estamos considerando v* < 0, em virtude do item (d2.1), temos
que

lim ¢(u) = lim ¢(u) = 400,

u—r+00 u——00
e, como existe uy verificando g(u;) = 0 e ¢'(u1) < 0, existe ug > u; tal que
q(uz) = 0 e ¢' () > 0, pela continuidade de g. Portanto, o sistema (2.3)
tem dois cones invariantes de duas zonas quando |y"| é suficientemente
pequeno. Como assumimos 7+ < 0 e temos pela hipotese do item (d2.3)
que (AT — A7)yt <0, segue que AT > A,
(i) Assuma que at e a” sdo valores fixados. Como v < 0, pelo item (f)
da Proposigao 3.2.3, ST esta definida em (uy,+00) e, do item (b)
do Lema 4.1.2,

Hm wy = AT >\,
/B+4)0+

Nao obstante,
(S Hu) >upy > AT > A =5 (A7),

ou seja, a assintota horizontal de (ST)~! é maior do que A~. Ainda,

como S~ é decrescente,
STAT) > S (u), u>AT>\.

Logo,
(ST uw) > A" > 8 (u), u>At>\",

donde segue que g(u) > 0, para todo v > AT, implicando que o sistema
(2.3) nao tem cones invariantes de duas zonas.

Vamos provar agora que o mesmo acontece para todo u < A*. Com
efeito, como v~ > 0, pelo item (e) da Proposicao 3.2.3, S~ esta
definidaem R e vy = o~ —f~ cot 7~ é uma assintota horizontal quando

u — —oo. Como S~ ¢é decrescente, é claro que

S™(u) <vg, ueR.
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Pelo item (b) do Lema 4.1.1,

lim vy =X~ < A\'.
B~—0t

Logo, S~ (u) < AT, para u < AT e, dai, como vimos anteriormente,
S™(u) < AT < (ST Hu), wu< A .

Entao, q(u) > 0, para todo u € R e, portanto, o sistema (2.3) néo tem
cones invariantes de duas zonas.

(ii) Suponhamos agora que 87 e 5~ sdo valores fixados. Como vt < 0, dos
resultados discutidos anteriormente sobre as posicoes relativas entre o

grafico de S e sua assintota obliqua, concluimos que
ST(AT) > OAT(\1)

e, pelo item (f) da Proposicao 3.2.3, ST esta definida em (uy, +00).

Como ST é decrescente e, pelo item (a) do Lema 4.1.2,

lim wy = AT,
at——oo

é imediato que
(ST Hu) >uy > AT > A7, w>at
Agora, como v~ > 0, das posi¢oes relativas entre o grafico de S e

sua assintota obliqua, segue que S~(A7) < OA~ (A7) e, como no caso

anterior, S~ (u) < vy para todo u € R. Pelo item (a) do Lema 4.1.1,

lim vy =X < )\+,
o~ —+00

donde concluimos, como antes, que
S™(u) < AT < (ST Hu), wu< AT

Logo, q(u) > 0,u € R, e o sistema (2.3) nao possui cones invariantes

de duas zonas.
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4.2 Diagrama de Bifurcacao de Cones Invariantes

Nesta secao, veremos rapidamente algumas bifurcagoes de cones invariantes que podem
ser deduzidas do Teorema 4.1.1.
Comegamos apresentando um resultado conjecturado em [6] e demonstrado posterior-

mente em [4].

Teorema 4.2.1. Set™ £t~ e AT #£ A\, entao existe uma fungao v = SN(y~) definida
no intervalo infinito sign(vy~) = sign(t~ — t*) e verificando vy~ < 0 de tal modo que o

sistema (2.3) tem wm cone invariante semiestdvel para cada ponto

(v ") =0, SN(Y)).

Note que, sendo sign(y~) = sign(t~ — ¢t*) = —1, entdo o intervalo infinito é (—o0, 0)
e, se sign(y~) = sign(t~ —t*) = +1, o intervalo infinito & (0, +0c0).

Quando t* <t~ e AT < A7, o conjunto de bifurcacao dos cones invariantes de duas
zonas do sistema (2.3) é mostrado na Figura 4.1 a seguir, sendo que, em cada regiao do
plano v~ v*, o indice j em C}, j € {0,1,2}, indica o namero de cones invariantes de duas

zonas.

C() C’1

\/

C Co

SN

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacao de cones invariantes quando t+ <t~ e AT < A™.
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Note que a Figura 4.1 foi construida com base no Teorema 4.1.1, o qual faz conside-
racoes acerca dos valores de v e v~, e também conforme o Teorema 4.2.1. Indicaremos
os respectivos itens do teorema mencionado que foram utilizados para construir o dia-
grama de bifurcacoes apresentado. Utilizando o termo quadrante, como em um plano
cartesiano, temos que o indice j = 1 do primeiro e terceiro quadrantes é garantido pelo
item (a), o indice j = 0 do segundo quadrante existe em virtude do item (d1), o indice
j = 2 do quarto quadrante existe pelo item (d2.1) e o indice j = 0 no quarto quadrante
é garantido pelo item (d2.3). A curva SN esta no quarto quadrante porque, neste caso,
sendo t~ — tT > 0, entao sign(y~) = +1 e, como vy~ < 0, segue que sign(y*) = —1.

Podemos observar que as retas y* =0, v~ = 0 e a curva SN sao curvas de bifurca-
¢ao que separam algumas regioes abertas com diferentes niimeros de cones invariantes.

Conforme a Figura 4.1, vemos que na regiao
Co={(v"7) 7" <0<y FU{(ry 7" 7" <SN(y) <0<v7}
o sistema (2.3) nao tem cones invariantes de duas zonas, na regiao
Cr={(y"7") v >0}
o sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas e na regiao
Co={(y"7"):SN(v7) <" <0<y},

o sistema (2.3) tem dois cones invariantes nas duas zonas.

Ainda com respeito a Figura 4.1, vejamos que nas retas y© = v~ = 0, o sistema
passa por uma bifurcagao consistindo do aparecimento ou desaparecimento de um cone
invariante de duas zonas vindo de um continuo de cones invariantes de uma zona que
existe pelo item (b2) do Teorema 4.1.1, nos valores criticos de bifurcagao.

A seguir, faremos alguns comentarios para estender o diagrama de bifurcacoes descrito
na Figura 4.1 para outros casos. Para isto, vamos analisar SN conforme definicao dada
no Teorema 4.2.1.

Quando tT = ¢~ temos que t~ — tT = 0 e, dai, sign(y~) = 0. Logo, o diagrama de
bifurcagoes do sistema (2.3) pode ser obtido colapsando a curva SN nos eixos coordenados,

donde a regiao Cy desaparece.
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Quando t+ <t~ e AT > A7, o diagrama de bifurcacoes pode também ser obtido da
Figura 4.1 movendo a curva SN para o infinito (pois se t* < ¢~ entao t~ — t* > 0 e dai,
sign(y~) = +1), logo todo o quarto quadrante corresponde a uma zona Cs.

Quando tT >t~ e AT # A7, o diagrama de bifurcagoes pode ser obtido do tltimo
diagrama por meio da mudanga de variaveis © — —x (porque, neste caso, t~ —tT < 0 e
sign(y”) = —1).

No caso de se ter AT = A7, toda a informacao pode ser coletada em um tnico diagrama
de bifurcagoes, conforme a Figura 4.2, a qual foi construida utilizando os itens (a) e (b2.2)

do Teorema 4.1.1.

Cy
Cy

Cy

C
ol 2

Cy

Figura 4.2: Diagrama de bifurcagiao de cones invariantes do sistema (2.3) quando AT = \~.

Na regiao (] temos 1 cone invariante de duas zonas, na regiao C5 temos 2 cones
invariantes de duas zonas e, na reta vt +~~ = 0, existe um tnico cone invariante de duas
zonas nao hiperbolico, em virtude do item (d2.2) do Teorema 4.1.1.

Temos também um continuo de cones invariantes de uma zona nas retas y© = 0 e
v~ =0, o que produz dois continuos destes cones invariantes no ponto v* =~~ = 0.

Finalizamos aqui este capitulo. No préximo capitulo estudaremos a estabilidade da
origem quando o sistema (2.3) possui um cone invariante de duas zonas. Estudaremos

também comportamento das 6rbitas de um cone invariante de duas zonas.



Capitulo 5

Estabilidade da Origem e Dinamica em

um Cone Invariante de Duas Zonas

Quando as matrizes de cada parte linear de um SLPC sao Hurwitzianas, parece razoavel
esperar estabilidade assintotica do ponto de equilibrio localizado no plano de separagao.
Neste sentido, foi provado em 8| que para SLPC planares com duas zonas e possuindo
matrizes Hurwitzianas, o ponto de equilibrio na reta de separacao ¢ globalmente assin-
toticamente estavel. Estes resultados sao bem naturais e sugerem que dado um SLPC
geral com matrizes Hurwitzianas, o ponto de equilibrio deve também ser globalmente as-
sintoticamente estavel. No entanto, seguindo [6], na Se¢ao 5.2 apresentamos um SLPC
e observavel de duas zonas em R? constituido por matrizes Hurwitzianas e que possui a
origem como tunico ponto de equilibrio, o qual é instavel. Isto induz um exemplo nao
intuitivo que mostra que o comportamento de um SLPC e observavel pode ser bem com-
plexo. Neste capitulo, estudaremos a estabilidade da origem do sistema (2.3) na presenca
de cones invariantes de duas zonas e apresentaremos os possiveis comportamentos das

orbitas restritas a um cone invariante de duas zonas de tal sistema.

5.1 Dinamica em um Cone Invariante de Duas Zonas

Consideremos um lema técnico que sera util adiante.

127
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Lema 5.1.1. Seja 7 > 0. Assim, se v < 0, entdo senh(y7) < ysen(r) e, se vy > 0,

senh(y7) > vsen(r).
Demonstragao. De fato, definindo
F. (1) = senh(y7) — 7 sen(7),

para v < 0 fixo e 7 > 0, temos, para 7 = 0, que F,(7) =0 e

d

d—F,Y(T) = —vycos(T) + ycosh(y7), 7 >0.
-

Como | — ycos(7)| < |y| = —v, porque v < 0, temos que
7 < —ycos(t) < =y
e, sabendo que para todo z € R tem-se cosh(z) € [1, + c0), sendo v < 0 é claro que
v cosh(y1) < 7.

Assim,
—vcos(7) 4+ ycosh(yr) <0, 72>0,

donde

d
—F
dr 7

Logo, F,(1) < 0 para todo 7 > 0, ou seja, senh(y7) < ysen(r), 7 > 0 e v < 0, como

(1) = —vycos(T) + ycosh(y7) <0, 7>0.

querfamos mostrar.
Agora, observando que
F_, (1) = senh(—v7) + ysen(r)
= —senh(y7) + 7y sen(7)

= _F'y (7')7
isto é,
FL (1) = =Fy(7),
entdo, se v > 0, —y < 0 e, dai, vale para F_,(7) o resultado provado anteriormente para
F. (1), ou seja,
d

%F_W(T) <0
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e, portanto,
d

EF«,(T) >0, ~v>0,

e o resultado segue. ]
O proximo lema relaciona as razoes y1/yo e y2/y1 estudadas no Capitulo 3, as quais

possuem papel importante na determinagao do comportamento assintético das érbitas dos

possiveis cones invariantes de duas zonas.

Lema 5.1.2. Assuma que o < 0, A < 0 e 8 > 0. Seja 7 a menor solu¢ao positiva de

@l4/(17) =0, sendo v = (o« — X\)/B. Entao, a fungdo continua V¥ : [0,7) — R, definida por

90—’}’(7_) e(*y—l—%)r

se 0<T<T,
U(r)={ ()

1, se 7=0,
verifica a equagao

sign <\I/(7') - e%T> =sign(y), 0<7<T.

Demonstracao. Claramente, ¥ é continua. Agora, como

B 8

podemos escrever
-
_ 80*’Y<7—>6’y %‘r

Cpy(T)e T
(1 —e " (cosT+ysenTt))e’™ A

v(r)

T

(1 —er(cosT —ysenT))e 1"
e’ —cosT —ysenT A

= e’ (5.1)
e~7T —CcosST +ysenTt

Note que se v = 0, entao

1—costT 2 A
— —eﬁ‘r e eBT

v(r)

1—-cosT

e, dai,

sign <\I/(T) - 6%T> = sign(v),
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concluindo a demonstragao. Por outro lado, se v < 0, pelo Lema 5.1.1, temos valida a

desigualdade
senh(y7) < vsen(r), 7 >0,
isto é,
e —e 7
5 < 7ysenr,
donde
e’ —e 7T < 2ysenT. (5.2)

Em (5.1), como para 0 < 7 < 7, temos W(7) > 0, usando (5.2) encontramos

e’ —cosT —ysenT 2
U(r)=— es’

e T —CcosST +ysenrt

e T+ 2ysenT —cosST — ysent Ar
e

A\

e —cCcosT +ysenTt

A
es’.

Assim, sign (\IJ(T) — 6%T> = sign(7y).

Analogamente, para v > 0, pelo Lema 5.1.1,
senh(y7) > vsen(r), 7> 0,

donde segue que

e’m —e 7" > 2vysenT,
permitindo-nos concluir novamente que
sign (\II(T) - €%T> = sign(7y).
|

Vamos introduzir coordenadas polares no plano de separagao IT = {(0,y,2) € R? :
y,z € R}, colocando

y=rcost, z=rsenb.
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Entao, identificando o ponto (0,cosf,senf) como sendo (cosf,senf), temos que se
(cos 0, sen f) pertence ao dominio da aplica¢ao de Poincaré P, sua imagem pode ser escrita

como

P(cosf,send) = ||P(cos,send)| (cos ©,sen ©)

= G(0)(cos O, sen 0),
sendo © o argumento do ponto P(cosf,send). Decorre da definigdo das aplicagoes ST e
S~ que
tg® = ST(S™ (tgh)).
Agora, se em termos do fluxo, o ponto (rcosf,rsenf) ¢é transformado no ponto

(Rcos©, Rsen©), entao, usando a homogeneidade do campo vetorial e, consequente-

mente, da aplicacao P, podemos concluir que

P(rcosf,rsend) =rG(0)(cos O, sen ©)
= R(cos ©,sen 0),

sendo R = rG(#). Note que os pontos (y,z) na interseccdo de um cone invariante de
duas zonas com o semiplano IT* =11 N {(0,y,2) € R®: y > 0,2 € R} compartilham seu
argumento 6. Assim, dado um ponto (y,z) = (rcos@,rsenf) pertencente a intersecgao

de um cone invariante de duas zonas com o semiplano IIT, temos que
P(y,z) = P(rcosf,rsend)
=7rG(0)(cos O, sen O)
= R(cos O, sen O)
= (v, 2),

tendo em vista que a imagem de um ponto do cone pela aplicagao de Poincaré P ainda

pertence ao cone. Entao, P(y,z) = (Y, Z) e, como y # 0

Y_ReosO _R_ o). (5.3)

Y r cos 6 r

Este namero indica a razdo entre a distancia da origem até um ponto (z,y) e a distancia

entre a origem até o ponto P(x,y), imagem do ponto (x,y) pela aplicagdo de Poincaré P
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ap6s uma volta no cone. Claramente, se G(f) < 1 as 6rbitas no cone estao se aproximando
da origem, se G(#) = 1 todas as orbitas no cone sao periodicas e, se G(0) > 1, as orbitas
no cone estao se afastando da origem.

Utilizando os tltimos conceitos discutidos, no Lema 5.1.3 a seguir descrevemos o
comportamento assintotico das o6rbitas do sistema (2.3), as quais projetadas sobre 6rbitas

do sistema (2.4) tém uma curva fechada como conjunto w-limite.

Lema 5.1.3. Assuma que as matrizes do sistema (2.3) sao Hurwitzianas e suponha que
alguma orbita periodica C seja o conjunto w-limite de uma orbita v, do sistema projetado
(2.4). Considere o cone invariante do sistema (2.3) determinado por C. Se uma drbita
no cone converge para a origem, entao todas as orbitas do sistema (2.3) projetadas sobre

Vp também convergem para a origem.

Demonstragao. Pela equagao (5.3), é claro que quando uma o6rbita no cone converge para
a origem, entao todas as orbitas no cone também convergem para a origem, pois, neste
caso, R < r.

Suponha que 7, nao estd em uma tnica zona, logo, temos a existéncia de um cone invari-
ante de duas zonas para o sistema (2.3). Considere ¢ € w(~,)NII. Pelo Lema 2.1.2, como
o plano de separagao constitui uma secao transversal para o campo vetorial F', existe uma
sequéncia {©,(t,)} de elementos de II N'S? tal que

g= lim ¢,(t,),

n—-+o00

ou seja, {p,(t,)} intercepta a curva (0,y(t), z(t)) = IINS? infinitas vezes, se aproximando
da orbita periodica C' = w(7,). Logo, todas as orbitas do sistema (2.3) projetadas sobre
7, também interceptam o plano II infinitas vezes, aproximando do cone invariante de duas
zonas determinado por C.

Para analisarmos o comportamento das o6rbitas do sistema (2.3), utilizamos coordena-
das polares. Sabemos que os pontos (rcosf,rsenf) na interseccio do cone invariante

determinado por C' com o semiplano II", definido anteriormente, verificam

P(rcosf,rsenf) = (Rcosf, Rsenf),
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sendo R = rG(0), com

G(0) = — < 1,

~ R

’
porque as Orbitas no cone invariante convergem para a origem. Observe que # nao muda
devido a existéncia de um cone invariante de duas zonas para o sistema (2.3).

Por outro lado, um ponto (rcosé,rsenf) na intersec¢do de uma orbita projetada sobre

7, com o semiplano IT* verifica
P(rcosf,rsend) = (Rcos©, Rsen®), R =rG(0).

Agora, tomando o ponto (rcosf,rsenf) como condi¢do inicial, para sucessivas iteradas
por meio da aplica¢do de Poincaré P, obtemos, entao, uma sequéncia de argumentos {0, }
tal que
lim 6, = 6.
n—-+o0o

Como G é claramente continua, vale o limite acima e G(0) < 1, dado ¢ > 0 tal que

G(0) +¢e =1, existe N € N tal que
|G(0,) —G(0)] <&, n>N,

em particular,

G(0,) <G@) +e=1, n>N.

Logo, para todo n > N, temos que R/r < 1, donde segue que as érbitas projetadas sobre
7p também tendem para a origem.

Por fim, se v, permanece em uma tnica zona e se C' ¢ uma 6rbita periédica de uma zona
que € o conjunto w-limite de ,, entao, nesta zona existe um ponto de equilibrio do tipo
centro e, consequentemente, um continuo de cones invariantes de uma zona. Neste caso,
7p ¢ a propria orbita perioddica C' e, assim, se uma 6rbita no cone invariante de uma zona
gerado por C' converge para a origem, entao todas as érbitas projetadas sobre v, também

convergem para a origem. |

Utilizaremos as ideias discutidas até agora para demonstrar o Teorema 5.1.1, o qual
aborda as possiveis dinAmicas em um cone invariante de duas zonas quando v© > 0 e

v~ > 0.
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Teorema 5.1.1. Assuma que as matrizes no sistema (2.3) sao Hurwitzianas e possuem
um par de autovalores complexos. Assuma também que v© > 0 e v~ > 0. Valem as

sequintes afirmagoes:

(a) A origem tem uma variedade unidimensional estdvel e uma variedade bidimensional
invariante, a qual € um cone atrator de duas zonas. Genericamente, ambas as

variedades nao sao suaves;

(b) A dindmica no cone é ou do tipo foco atrator, ou do tipo centro, ou do tipo foco

repulsor, e existem sistemas especificos para o0s trés casos.
Demonstracao. (a) Pela hipotese do teorema, temos que os vetores
vt = (1,20%, (%) + (5%)7)

sdo autovetores associados aos autovalores reais A\*, porque, omitindo os indices

sobrescritos,
t -1 0 1 1
Av—Xv=|m 0 =1 200 - A 200
d 0 0 a? + 32 a? + 32
t—(2a+ M)
= | m— (o + B%+2a))
d— \a? + %)
=(0,0,0).

Logo, a variedade estavel unidimensional da origem é a uniao de duas semirretas
(autoespagos gerados pelos autovetores v*). Claramente, como o campo vetorial
nao é diferenciavel no plano de separacao, entao, a menos que o™ =a~ e T = 37,
isto é, a menos que v = v~, esta variedade nao é suave.

Pelo item (a) do Teorema 4.1.1, como ¥ > 0 e~ > 0, o sistema (2.3) possui um
unico cone invariante de duas zonas, o qual é assintoticamente estavel e hiperbdlico.
A menos que AT = A~ este cone nao é suave, visto que 0 mesmo nao é suave no

plano de separagao. Portanto, em geral, ambas as variedades nao sao suaves.
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(b) Vamos provar aqui a primeira parte. Veremos posteriormente um exemplo para cada
situagao. Como (y1,21) = P~ (Yo, 20), (Y2, 22) = PF(y1,21) e o sistema (2.3) tem um

cone invariante de duas zonas, entao (s, 22) = P(yo, 20) €, dai,

B_v_np (5.4)
r Yo Yo

Como R/r indica o quociente das distancias da origem entre o ponto (yo, z9) € sua
imagem (yq, 22), entao, temos um comportamento do tipo foco atrator para R < r,
do tipo centro se R = r e do tipo foco repulsor quando R > r. Para verificar que

todos os trés casos sao possiveis, vamos comegar considerando o caso degenerado

AT = A7 = X no qual, como ja vimos, existe um cone invariante plano de duas
zonas. Nestas condigoes, o sistema (3.12) tem a solu¢do 7= = 77 = 7. Como

nm) e ) _ st

Yo(m yi (7

por (5.4), temos que

E—yl(ﬂ)yZ(W) =ex 7T£ 7T£
r o gmun(n) p( gt @-)“

porque, por hipdtese, as matrizes sao Hurwitzianas, ou seja, at < 0 e o~ < 0. Logo,

a dinamica no cone planar é do tipo foco atrator.

Note que se perturbarmos esta situagao, obtemos dinadmica similar para um cone
nao planar, visto que o cone invariante de duas zonas planar é hiperbdlico, em vir-
tude do item (a) do Teorema 4.1.1.

Para mostrar a possibilidade de dinAmica instavel no cone, seja A\~ < A" e consi-
deremos o quociente descrito em (5.4). Entao, pela afirmagao (a) da Proposigao
3.2.4, temos que 0 < 7~ < m, sendo 7~ associado a aplicagao S~ no ponto fixo u.
Pelo Lema 5.1.2, para as orbitas no cone, sendo v~ > 0, temos W (77) — 627:7_ >0
e, dai, usando a equagao (3.8), encontramos

Y1

= MG(TJF;%)T? =V(r) > =T > egéw, (5.5)
Yo

©y-(177)

sendo esta ultima desigualdade valida devido ao fato de ser A\™ < 0, visto que A~ é

matriz Hurwitziana e 0 < 7= < 7. Vimos logo ap6s a equagao (3.11) que 0 < u < u};
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e 7T verifica m < 7T < 7T < 27. Além disto, pela hipotese de ser A\~ < AT e pelo

item (a) da Proposigao 3.2.4, temos que, no cone invariante,

u (7)< AT < AT <.

Sendo w = ST(S~(u)), segue que 4 = uy e, dai, por (3.11), temos, para as orbitas

no cone, que

sendo a ultima desigualdade valida porque 77 < 27 e AT < 0.

Y2 . U1<T+) )\+ % +
MO
() = AT 2;;7
a(re) — AF
Jur(77) = AF| atoe
ufy — At
AT — A" 6%7—4’
ufy — At
AT A b,

Agora, tomando 7 = —AT > 0 e impondo que

—B7 = A" < AT — (uf; — AT,

por (5.4), (5.5) e (5.6), concluimos que

R_npe
Yo Y1
Ao )\+ —A” igﬂp
> eB~ est
ufy — At
—T >\+ — )\_ 2
=e
ufy — At

(5.6)
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Logo, as orbitas no cone invariante satisfazem R > r e, portanto, as mesmas se
afastam da origem.

Finalmente, considerando o caso analisado para AT = A~ e usando a continuidade,
também existe um certo valor de A~ tal que R = r e, entao, temos que todas as
orbitas no cone sao periodicas. Note que esta tltima consideracao é valida porque,
por continuidade, se iniciarmos mudando o caso estavel para o caso instavel fixando

AT e mudando A\, por exemplo, entao existe um valor de A~ de tal modo que R = r.

Vamos apresentar agora um sistema proposto em [7]| que ilustra as possiveis situagoes
descritas no item (b) do Teorema 5.1.1. Note que sem o conhecimento adicional dos

valores dos parametros, nao é possivel discriminar os trés casos em questao.

Considere
—0.18 -1 0
AT =1 10096 0 -1
—0.10016 0 O
cujos autovalores sao AT = —0.1 e a™ £ i8" = —0.04 & 4. Sendo o~ £ i~ = —0.03 £ 97,
temos que
£~ = A" + 20~ = A~ — 0.06,
m~ =2a"A" + (@) + (87)? = 81.0009 — 0.06",
d==X"[(a™)*+ (87)% = 81.0009\".
Logo, para A~ = —0.1, temos
-0.16 -1 0
A" =1 810069 0 -1
—8.10009 0 O
e ambas as matrizes sdo Hurwitzianas, com 4+ = 0.06 > 0 e v~ = 7/900 > 0. Pelo item

(a) do Teorema 4.1.1, o sistema correspondente possui um tunico cone invariante de

duas zonas e, com alguns calculos, obtemos

R = 0.872724 < 1,
r
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donde segue que as Orbitas no cone invariante de duas zonas tendem para a origem. Nas
Figuras 5.1 e 5.2 apresentamos esta situacao. Observamos que, como AT = A\~ = —0.1, o

cone invariante de duas zonas é planar.

Figura 5.1: Cone invariante planar de duas zonas (na cor verde), interceptando o plano de
separagao (em rosa) e a esfera unitaria (em azul). Em preto, na regido limitada pela esfera,
ressaltamos que para uma dada condic@o inicial (ponto vermelho) no cone invariante de duas

zonas, a solucgao tende para a origem.

Para uma melhor visualizagao de que para uma dada condicao inicial sobre o cone
invariante planar de duas zonas, a solugao tende para a origem, apresentamos novamente

a Figura 5.1 sob um segundo angulo.
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1.0

Figura 5.2: Cone invariante planar de duas zonas (na cor verde), interceptando a esfera unitaria
(em azul). Destacamos uma condigao inicial (ponto vermelho) no cone invariante e a trajetoria

da solucao com condicao inicial neste ponto.

Agora, colocando A\~ = A\ = —0.26949, obtemos

ou seja, todas as 6rbitas no cone invariante de duas zonas sao periddicas, conforme vemos

nas Figuras 5.3 e 5.4 a seguir.



140

Figura 5.3: Cone invariante de duas zonas (em verde), interceptando o plano de separagao (em

rosa) e a esfera unitaria (em azul). Em preto, destacamos quatro orbitas periodicas no cone.

Para uma melhor visualizacao das 6rbitas periddicas no cone, considere a Figura 5.4.

Figura 5.4: Trés orbitas periodicas (em preto) no cone invariante de duas zonas (em verde).
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Por fim, para A\~ < A7, digamos A\~ = —0.4, encontramos

g = 1.10707 > 1,

isto é, as orbitas do cone invariante de duas zonas se afastam da origem, veja as Figuras

2.5 e 5.6.

Figura 5.5: Cone invariante de duas zonas (na cor verde), interceptando a esfera unitaria (em
azul) e o plano de separagdo (em rosa). Destacamos uma condigao inicial (ponto vermelho) no

cone invariante de duas zonas e a trajetoria da solugao com condi¢ao inicial neste ponto.

Para melhor visualizar que uma Orbita no cone invariante de duas zonas se afasta da

origem, veja a Figura 5.6.
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Figura 5.6: Orbita (em preto) no cone invariante de duas zonas (em verde) se afastando da

origem.

A estabilidade da origem pode ser garantida em alguns casos, como veremos na pro-

Xima secao.

5.2 Estabilidade da Origem

Na Proposicao 2.3.6 do Capitulo 2 vimos que se o sistema (2.3) é observavel e nao tem
cones invariantes de duas zonas entao a origem ¢ assintoticamente estavel se, e somente
se, os autovalores reais A\* das matrizes AT sdo negativos. Entretanto, na presenca de

cones invariantes de duas zonas a historia é outra.
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Considere o sistema (2.3) definido pelas matrizes

-32 -1 0 -1 -1 0
At =1 2561 0 —-1| A = 1.28 0 -1
—-7503 0 0 —-0.624 0 0

Temos que os autovalores de A' sdo —3 e —0.1 & 5i e os autovalores de A~ sao —0.6

e —0.2 + 14, donde as matrizes sdo Hurwitzianas. Pelo item (a) do Teorema 4.1.1, sendo

+ + - -

a’ — A _aT — A

yh=——"—=058>0, v :T:0.4>0,

o sistema tem um tunico cone invariante de duas zonas, o qual é hiperbolico e assintoti-
camente estdvel. Vamos mostrar que as érbitas no cone se afastam da origem, ou seja,

a origem ¢ instavel. De fato, ja vimos que a expansao ou contracao das orbitas no cone

invariante é dada pelo quociente ¥, /1y. Entao, usando as expressoes (3.2) e (3.4), temos

que
v _py
Yo Y1 Yo i B . .
= (oo (o) ] 5) ool (o 3) 7 269
sendo

a unica solugao positiva do sistema obtido pelas equagoes (3.1) e (3.3), a saber,

20 Z9
===
Yo Y2
Z1 21
===
n n

isto &,

e T sen(7T)

AT+ B7 (V) + HW = AT = BF(vh)? + 1] o (77)
AT =B7[(v)F+1] 7 T senlT) _ ey B2+ 1]—ew+ sen(T”)
P—y- (7_—7) Pyt (7_—+)
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Substituindo todos os valores fornecidos anteriormente e resolvendo numericamente

este sistema, encontramos

(74,77) = (2.5843,4.2017).

Com estes valores, obtemos

2 11815 > 1,
Yo

donde segue que as orbitas do cone se afastam da origem.

Além disto, como o sistema tem duas variedades estaveis associadas aos autovalores
reais e negativos AT e A7, concluimos que a origem ¢ uma sela-foco em R3, sendo o cone
invariante de duas zonas a variedade bidimensional instavel.

Nas Figuras 5.7 e 5.8 apresentamos o cone invariante de duas zonas em questao.

Figura 5.7: Interseccio do cone invariante de duas zonas (em verde) com S? (em azul). A curva
P ~ 2 ~ .
em vermelho é a intersecgdo de S* com o plano de separagao (em rosa) e a curva em preto é a
orbita periddica de duas zonas em S? resultante da existéncia do cone invariante de duas zonas.
Em preto, na regiao limitada pela esfera, ressaltamos uma o6rbita do cone invariante de duas

zonas, a qual se afasta da origem.
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Figura 5.8: Cone Invariante de duas zonas (em verde) do sistema (2.3) definido por duas

matrizes Hurwitzianas. Em preto ressaltamos uma de suas 6rbitas, a qual se afasta da origem.

Vemos, assim, que quando sistemas do tipo (2.3) possuem um ponto de equilibrio no
plano que separa duas zonas lineares, os resultados gerais sobre sistemas suaves nao podem
ser aplicados diretamente. Em particular, o tipo topolégico de tal ponto de equilibrio
localizado no plano de separagao nao pode ser determinado, em geral, por métodos de
linearizacao. De fato, como vimos anteriormente, mesmo quando as partes reais envolvidas
indicam estabilidade assintotica, pode-se obter uma dindmica instavel para o ponto de
equilibrio. Observe que isto é possivel devido ao Teorema 5.1.1, o qual garante uma
dinamica sela-foco para a origem mesmo quando o campo vetorial é formado por dois
sistemas lineares com matrizes Hurwitzianas.

No proximo teorema apresentamos algumas condi¢oes que garantem a estabilidade

assintotica da origem quando o sistema (2.3) é constituido por matrizes Hurwitzianas.
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Teorema 5.2.1. Suponha que as matrizes A* do sistema (2.3) sdo Hurwitzianas e pos-
suem os autovalores A\t e ot £iB%, com % > 0. Assuma também que tal sistema cumpra

uma das sequintes condigcoes:

(a) O sistema (2.3) nao tem cones invariantes de duas zonas;

(b) As desigualdades v+ < 0 e vy~ < 0 sao vdlidas;

(c) Ambas as matrizes tém os mesmos autovalores reais, isto €, \T = \~;

(d) Ambas as matrizes possuem os mesmos autovalores complexos, ou seja, at = a~ e
pgr=p".
Entao, a origem do sistema (2.3) é globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstra¢ao. Como o sistema projetado (2.4) tem exatamente dois pontos de equilibrio,
pelo Teorema de Poincaré-Bendizson em S? e dos Lemas 2.3.1 e 5.1.3, acontece que,
para se provar a estabilidade assintotica da origem é suficiente provar que as 6rbitas nos
cones invariantes do sistema (2.3), quando existem, tendem & origem, ja que as matrizes
A* sdo Hurwitzianas. Vamos, entdo, provar que quando o sistema (2.3) verifica uma das

condi¢oes mencionadas no teorema, a origem ¢é assintoticamente estavel.

(a) Se o sistema (2.3) nao tem cones invariantes de duas zonas, entdo o conjunto w-limite
de uma orbita do sistema projetado (2.4) é ou um ponto de equilibrio ou uma 6rbita
periodica de uma zona, neste tltimo caso o sistema (2.3) possui um cone invariante
de uma zona. Para o primeiro caso, o Lema 2.3.1 se aplica e, no segundo caso, as
orbitas no cone se aproximam da origem porque, nesta zona, a respectiva matriz é
Hurwitziana, logo podemos aplicar o Lema 5.1.3. Portanto, em ambos os casos,

toda solugao do sistema (2.3) tende assintoticamente para a origem.

(b) Sendo~y* < 0e~y~ <0, entdo, pelo item (a) do Teorema 4.1.1, o sistema (2.3) tem
um unico cone invariante de duas zonas, o qual é instavel. Logo, temos a existéncia
de um tnico ponto fixo u para a aplicacdo ST o S™. Assim, as orbitas no cone

verificam
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_ P—ry- (7—_)6(7’—1—‘;% T~ 9077+<7—+) ( ++%)T+
Pry- (77) Pyt (1)
— ()
AT AT
< exp (ﬁ—_T + ﬁ—+7'+>
<1,

pois A* < 0, visto que as matrizes sao Hurwitzianas. Entdo, como as érbitas no
cone convergem para a origem, podemos concluir, pelos Lemas 2.3.1 ¢ 5.1.3 que

todas as orbitas do sistema (2.3) tendem para a origem assintoticamente.

(c) Se AT = A~ = A, entdo o sistema (3.12) tem a solugdo 77 = 77 = 7 e, possivelmente,
em alguns casos, tem uma solugao adicional 77 # 7 e 7~ # 7. Vamos analisar os
dois casos separadamente.

Inicialmente, se 77 = 77 = 7, entdao S™(A) = ST(\) = X e o plano N2z — Ay +2 =0
¢ um cone invariante de duas zonas. Logo, pelas equagoes (3.10) e (3.11), as orbitas

no cone verificam

()1

<1,
visto que a® < 0 porque, por hipétese, as matrizes AT sdo Hurwitzianas. Entéo, as
solugoes no plano invariante de duas zonas tendem para a origem.
Agora, assuma que o sistema (3.12) tenha uma solugao 7 # 7w e 7~ # 7. Entdo,

o sistema (2.3) tem um cone invariante de duas zonas e, dai, existe um ponto fixo
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para a aplicagdo ST o S™, donde, pelas equagoes (3.9) e (3.11), as orbitas no cone

verificam

_ up(17) — /\*657:7— ur (77) — /\+€%T+
u (77) — A~ ug () — At
_ ug(77) — )\+€;—_T* uy (77) — )\+€%T+
uy () = At ug () — At
A +
=exp | —7" + —T+>
(=5
<1,

lembrando que, por hipotese, AT = A\~ < 0. Assim, as solu¢oes no cone invariante
nao planar de duas zonas também tendem para a origem. Pelos Lemas 2.3.1 e

5.1.3, a conclusao segue.
(d) Assuma que a = at =a~, § =7 =~ e considere a mudanga de variaveis
v X, y—=2aX+Y, z—(@®+)X+ 2

Em forma matricial,

T 1 0 0 X
y =] 22 10|] VY | (5.7)
2 a2+52 0 1 Z
Assim,
/ -1 /

X 1 0 0 T

Y = 20 10 y

Z a?+ 52 0 1 z

Pelo sistema (2.3) e da equagao (5.7), segue que

/ —1

X 1 00 £ -1 0 T
Y | = 2c0 10 mt 0 -1 Y
Z a?+p% 01 ¢ 0 0 z
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1 00 Y —-1 0 1 00 X
= 20 10 m* 0 -1 2 1 0| Y [
a2+ 5% 01 a4 0 0 a?+5% 0 1 Z
isto €,
X / A —1 0 X
Y =10 20 -1 Y
Z 0 a®>+5% 0 A
Logo, temos o sistema
A —1 0
d=Mz=1 0 20 —1|=, (5.8)
0 o>+3% 0

ou seja,

T = N — 2y,

xh = 2axy — T3,

Ty = (a? + %)z,
segue que as variaveis x9 e x3 estao desacopladas e definem o sistema linear planar

xh = 2axy — X3,

rh = (a® + %)zo,
ou, em forma matricial,
T4 200 -1 T

A o+ 5% 0 T3

Como a matriz que define este ultimo sistema planar possui os autovalores o + i3
e a—1if, sendo a < 0 e 8 > 0 segue que a origem deste sistema planar é um foco
atrator.
Portanto, o sistema (5.8) tem um plano invariante de duas zonas que contém a
origem, isto ¢, tal sistema tem um cone invariante de duas zonas no qual as 6rbitas
tendem para a origem. Além disto, como as matrizes A* sao Hurwitzianas, temos

que A* < 0, implicando que a origem é globalmente assintoticamente estével.
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5.3 Situacoes Interessantes

Nesta tltima se¢ao, apresentamos mais alguns topicos interessantes envolvendo o estudo
de cones invariantes em SLPC em R3.
Inicialmente, segundo [5], um SLPC e observével planar de duas zonas pode ser escrito
na forma
v=troy, (5.9)
Y =dtr —a,
sendo a um numero real. Estes sistemas podem ser inseridos na classe dos SLPC obser-

véaveis em R? de duas zonas considerando uma terceira variavel z de tal modo que (5.9)

assuma a forma
= ttr — vy,

y/ — diI — 2z, (510)

pois, integrando z’ = 0, obtemos z = ¢ € R. Logo, tomando ¢ = a, chegamos ao sistema

(5.9). Podemos escrever este ultimo sistema na forma matricial

x t= —1 0 x
y | =1 d 0 -1 Y
z 0O 0 O z

e, com um simples célculo, vemos que os autovalores das duas matrizes de ordem 3 acima
sao
1

1
M=0, do=7 (ti — \/—4d* + (ti)2), Ao =3 (ti +\/—4d* + (ti)2>,

ou seja, A} = 0 é um autovalor comum das matrizes do sistema (5.10). Logo, o plano focal
z = 0 de ambas as matrizes coincide e tal plano é um cone invariante de duas zonas do
sistema. Consequentemente, as orbitas periddicas de duas zonas do sistema planar (5.9)
para a > 0 (respectivamente a < 0), se correspondem de forma injetiva com os cones
invariantes de duas zonas do sistema (5.10) que se encontram acima (respectivamente
abaixo) do plano invariante z = 0. De fato, suponha que a > 0 (o caso a < 0 é analogo)
e considere que o sistema (5.9) tenha uma orbita peridédica de duas zonas I', conforme a

Figura 5.9.
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0,97)

<

\ 4

0,y7)

Figura 5.9: Orbita periddica I' de duas zonas do sistema (5.9).

Temos no plano z = a a respectiva érbita periédica de duas zonas I', veja a Figura 5.10.

zlk

N

\/

Figura 5.10: Plano z = a em R3.

Como o plano z = a é invariante, dado um ponto o pertencendo a I' sobre o plano de

separagao, ou seja, o ¢ um ponto da forma
o= (0,y",a), y" >0,
entao, pela aplicacao P~, o é levado em um ponto
k=(0,y",a), y <0

com o tempo 7, o qual, como sabemos, é o mesmo para todos os pontos no dominio da

aplicacao P~. Prosseguindo, pela aplicagao P, k é levado em o com o tempo 7. Logo,
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a semirreta que parte da origem e passa pelo ponto o, por meio da composicao Pt o P,
gera um cone invariante de duas zonas C, o qual esta acima do plano invariante z = 0.
Note também que se o sistema (5.10) possui um cone invariante de duas zonas C situado
acima do plano z = 0, entao, tomando z = a, neste plano existe uma érbita periddica de
duas zonas do sistema (5.9). Além disto, se as matrizes do sistema (5.9) tém autovalores
complexos, isto é, quando —4d* + (t¥)? < 0, entdo seu comportamento dinamico pode
ser deduzido do item (d2.2) do Teorema 4.1.1. O sistema (5.9) ¢ estudado em [§].

Considere agora o sistema (2.3) definido pelas matrizes

—4 -1 0 -1 -1 0
At=19 0 -1} A =] 44 0 -1
~10 0 0 ~150 0 0

as quais possuem os autovalores —2, —1+£2i e —3, 1477, respectivamente, ou seja, a matriz
AT & Hurwitziana e a matriz A~ nao é Hurwitziana. Resulta que v~ =4/7 e v = 1/2.
Logo, pelo item (a) do Teorema 4.1.1, tal sistema possui um tnico cone invariante de
duas zonas assintoticamente estavel. E possivel mostrar que R/r = 0.325796 < 1, donde
segue que as Orbitas neste cone tendem para a origem. Na Figura 5.11 apresentamos parte

do respectivo cone e uma de suas Orbitas, a qual tende para a origem.

y
""'"'""’""’""""""""w
|

\ 710/"""' -

| -05

100/

0‘5/ .
106—"""

Figura 5.11: Cone Invariante de duas zonas (em verde) do sistema (2.3) definido por uma

matriz Hurwitziana e outra nao Hurwitziana. A origem é um atrator para as 6rbitas do cone.
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Para concluir esta se¢do, veremos agora um caso de um sistema do tipo (2.3) que
possui um tnico cone invariante de duas zonas, ambas as matrizes que o definem nao sao

Hurwitzianas, mas as 6rbitas no cone tendem para a origem. De fato, considere

0081 —1 0 —01 —1 0
A =1 006058 0 —1} AT=]003 0 -1
0.0063226 0 0 0005 0 O

as quais possuem os autovalores 0.101, —0.01 £ 0.25¢ e 0.1, —0.1 &£ 0.2¢, respectivamente.
Temos que v~ = —0.444 e v+ = —1, implicando que o sistema possui um tnico cone
invariante de duas zonas instéavel, pelo item (a) do Teorema 4.1.1. Com alguns célculos,
mostra-se que R/r = 0.182817 < 1, donde segue que as Orbitas neste cone invariante de
duas zonas tendem para a origem. Na Figura 5.12 a seguir, apresentamos o respectivo

cone invariante de duas zonas e uma de suas 6rbitas, a qual tende para a origem.

Figura 5.12: Vista superior de um cone Invariante de duas zonas (em verde) do sistema (2.3)
definido por duas matrizes nio Hurwitzianas. Tal cone intercepta IT (em rosa) e S? (em azul).

Em preto ressaltamos uma de suas orbitas, a qual tende para a origem.



Consideracoes Finais

Por meio da realizagao desta dissertagao confirmamos que nem sempre é possivel aplicar
diretamente a teoria dos sistemas suaves para se estudar sistemas suaves por partes, pois,
como vimos, dado um sistema do tipo (2.3) possuindo matrizes Hurwitzianas, a origem
pode ser um ponto de equilibrio instavel.

Vimos também a importancia de se exibir as semiaplicagoes de Poincaré em uma forma
paramétrica, algo que nos permitiu realizar todo este estudo.

Os Teoremas 4.1.1 e 4.2.1 nos permitiram construir os diagramas de bifurcacao para
os cones invariantes de duas zonas do sistema (2.3), diagramas que ilustram a variagao
do nimero e também da estabilidade de cones invariantes de duas zonas. O Teorema
4.1.1 é, sem duavida, o principal resultado desta dissertacao. Ainda sobre o teorema em
questao, cabe aqui mencionar o fato de que um cone invariante de uma zona nao é isolado
e que o numero maximo de cones invariantes de duas zonas de um SLPC e observavel é
dois.

Vimos que estao bem definidas a dinamica das 6rbitas de um cone invariante de duas
zonas e também a estabilidade da origem quando o sistema (2.3) nao tem cones invariantes
de duas zonas. Entretanto, conforme [4] e, até onde sabemos, nao estd determinada a

estabilidade da origem quando o sistema possui um cone invariante de duas zonas.
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