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“ Reconhecia Leibniz que a linguagem matemdtica poderia nos comunicar muitos dos
segredos da natureza, e nao foram poucas as vezes que se repetiu, na filosofia, que a
matemdtica € a linguagem de Deus.”

Mdrio Ferreira dos Santos



Resumo

O objetivo desta dissertacao é definir e relacionar os conceitos de majoracao, inclusao de
imagens e fatoracao para operadores lineares. Apresentamos resultados para operadores
limitados e nao-limitados atuando em espacos de Banach. Além disso, abordamos algumas

aplicacoes na teoria de frames e operadores quociente.

Palavras—chave: Operadores lineares, Majoragao, Inclusao de Imagem, Fatoracao.
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Abstract

The aim of this dissertation is to define and relate the concepts of majorization, range
inclusion and factorization for linear operators. We present results for bounded and
unbounded operators acting on Banach spaces. Furthermore, we discuss some applications

in frames and quotient operators theory.

Keywords: Linear operators, Majorization, Range Inclusion, Factorization.
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Introducao

Em 1966, Douglas 9] definiu os conceitos de majoracdo, inclusdo de imagens e fa-
toracao e apresentou o seguinte resultado, o qual chamaremos de Teorema de Douglas,
relacionando-os no contexto de espacos de Hilbert: Dados T, S operadores lineares limi-
tados definidos em um espaco de Hilbert H e com valores em H, tais que R(S) e R(T)
denotam o conjunto imagem de S e T, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) R(S) € R(T);

(23) |[S*z|| < M ||T*z||, para algum M > 0 e para todo x € H, isto é, o adjunto de T’
majora o adjunto de S,

(17i) S = TU, para algum operador limitado U definido em # a valores em H.

A questao natural que surge, diz respeito sobre a validade deste teorema em espacos
de Banach arbitrarios. Em 1973, Embry [11] estendeu parcialmente o teorema. Inspirado
por estes trabalhos em 2004, Bruce Barnes [3| apresentou um conjunto de resultados
relacionando os conceitos de majoracao, inclusao de imagens e fatoragao de operadores
lineares limitados entre espacos de Banach distintos.

Ainda em [9], Douglas expds uma versao do Teorema para operadores nao limitados
em espacos de Hilbert. Motivado por este teorema, M. Forough [12] apresentou uma
generalizacao para operadores lineares nao limitados em espacos de Banach, e outros
relevantes resultados conectando os referidos conceitos.

O objetivo desta dissertacao é definir e relacionar os conceitos de majoracao, inclusao
de imagens e fatoracao para operadores lineares.

Iniciaremos, apresentando no Capitulo 1 algumas definicoes e teoremas classicos da
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X

Analise Funcional envolvendo operadores lineares, espagos de Banach e espagos de Hilbert.
Usaremos do mesmo espaco para expor outros resultados que serao utilizados ao longo do
texto e estabelecer algumas notacoes.

No Capitulo 2, apresentaremos os resultados envolvendo majoracao, inclusao de ima-
gens e fatoracao de operadores lineares limitados entre espacos de Banach distintos tendo
como referéncia o artigo do Barnes [3].

No Capitulo 3, comecaremos estudando a nogao essencial de inversa generalizada e em
seguida, os resultados estabelecidos por Forough [12].

Finalmente, apresentaremos duas aplicagoes. A primeira, no Capitulo 4, refere-se a
frames para operadores em espacos de Hilbert e é baseada no artigo de Laura Gravuta [13].
A segunda aplicacao, que abordaremos no Capitulo 5, refere-se ao estudo de operadores
quociente limitados, compactos e de Fredholm. Conduzidos por [2] e [1] veremos por
exemplo, a caracteriza¢do do operador quociente 7'/S limitado utilizando o Teorema de

Douglas.



Capitulo 1

Preliminares

O intuito dessa dissertacao é definir e relacionar os conceitos de majoragao, inclusao
de imagens e fatoracao de operadores lineares entre espacos de Banach. Temos assim,
os operadores lineares e os espacos de Banach como protagonistas dessa tarefa. Desse
modo, convém iniciarmos apresentando formalmente as definicoes de espago de Banach e
de operador linear e também os teoremas classicos que os envolvem. Beneficiaremos do
mesmo capitulo para apresentar outros resultados que serao utilizados ao longo do texto,

bem como algumas notacoes.

Defini¢ao 1.0.1. Um espaco normado (X, ||.||) € dito ser um espago de Banach quando

€ completo com respeito a métrica induzida pela norma
d([E,y) - HJ] - y||7 T,y € X.

Definicao 1.0.2. Para cada nimero real p > 1, definimos

= {{aj}j laj €K, jeNe Z|aj|p< oo}.

=1

Proposicao 1.0.1. O espaco das sequéncias (P, p > 1 munido da norma

Haghlly = (zjram);

€ um espaco de Banach.



Demonstracao. Veja [16] - Pagina 61. O

Definicao 1.0.3. Para p = oo, definimos

> = {{aj}j |a; €K, jeNe supla;j| < oo}.

JEN

Proposicao 1.0.2. O espaco das sequéncias £°° munido da norma
[{a;}illeo = sup{las| | j € N}
€ um espaco de Banach.
Demonstracao. Veja [4] - Pagina 15. O

Proposicao 1.0.3. (Desigualdade de Hélder) Sejam n € N, ay, .., a,, by, ..., b, escalares

ep,q>1 tais que %—i—é = 1. Entao

> lash] < (Z ’aj|p) ' (Z |bj|q> "
=1 j=1 j=1

Demonstracao. Veja |4] - Proposigao 1.4.1. ]
Denotamos o fecho de um subconjunto V' de um espaco normado X por V.

Proposicao 1.0.4. Seja X um espaco de Banach. Um subsespaco vetorial Y C X é

completo se, e somente se, Y € fechado em X.
Demonstracao. Veja [16] - Teorema 2.3-1. O

Definicao 1.0.4. Um operador linear T é um operador tal que
(i) o dominio de T, denotado por D(T), é um espago vetorial e a imagem de T, denotada
por R(T), estd contida em um espago vetorial sobre o mesmo corpo;

(1) para todo x,y € D(T) e escalar A,
Tx+y) =Tz +Ty

T(A\z) = ATz



Sejam X e Y espacgos vetoriais sobre o corpo K tais que D(T) C X e R(T) C Y. FEscreve-
se T:D(T) =Y. Sendo T um operador linear, o nicleo de T, denotado por N(T), € o
subespaco de D(T) definido por

N(T)={xeD(T) | Tz = 0}.
O grdfico de T, denotado por G(T), é o subespago de X x Y definido por
G(T)={(z,y) e X xY |2 €D(T),y =Tx}.

Defini¢ao 1.0.5. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) C X — Y um operador

linear. Diremos que T € limitado se existe um nimero real K > 0 tal que
|Tx|| < K||z||, para todo = € D(T).

Proposicao 1.0.5. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) C X — Y um operador
linear. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(1) T é continuo;

(2) T € continuo na origem;

(8) sup{[|Tz|| : x € D(T), [|z[| <1} < o0;

(4) Eziste uma constante K > 0 tal que ||Tz|| < K||z||, para todo x € D(T).

Demonstracao. Veja [16] - Teorema 2.7-9. O

Proposicao 1.0.6. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) C X — Y um operador

linear limitado. Entao,

IT]| = sup{[[T|| | = € D(T), ||| = 1}

1]

= sup{[|T|[ | z € D(T), [|z[| <1}

:smp{M |z € D(T),x#0

Demonstracao. Veja [16] - Pagina 92. O

Denotamos por B(X,Y) o espago vetorial de todos os operadores lineares limitados

entre espagos normados X e Y. Quando X =Y, escreveremos B(X).



Proposigao 1.0.7. Sejam X e Y espacos normados e T € B(X,Y).
(1) A expressao
T[] = sup{||Tz|| | « € D(T), ||| <1}

define uma norma no espa¢o B(X,Y).
(2) ||Tx|| <||T|| ||x||, para todos T € B(X,Y) ex € D(T).
(3) Se Y for Banach, entao B(X,Y) também serd Banach.

Demonstracao. Veja [4] - Proposicao 2.1.4. O

Proposicao 1.0.8. Sejam X e Y espacos normados, T : D(T) C X — Y um operador
linear limitado e {x,}, uma sequéncia em D(T). Entao,
(1) lim,, o x, = x implica lim,,_,o Tx, = Tx.

(2) O nicleo de T, N(T), é um subespago fechado de X.
Demonstracao. Veja [16] - Corolario 2.7-10 O

Teorema 1.0.1. Sejam X um espago normado, Y um espa¢o de Banach e T : D(T) =Y

um operador linear limitado. Fntao T tem uma tnica extensao, T: (T) = Y, tal que

T ¢ um operador linear limitado de norma ||T|| = ||T|.
Demonstragao. Veja [16] - Teorema 2.7-11. O

Proposicao 1.0.9. Sejam X e Y espacos de Banach e T € B(X,Y). Entao eziste uma
constante C' > 0 tal que
I Tz|| = Cllzl], Vo € X

se, e somente se, N(T) = {0} e R(T) ¢é fechado em Y .
Demonstracao. Veja |7] - Proposigao 6.4, pagina 208. ]

Definicao 1.0.6. Um funcional linear limitado ¢ é um operador linear limitado com

dominio D(¢) em um espag¢o normado X e imagem no corpo de escalares K. Assim
¢:D(p) > K,

onde K =R se X € real e K = C se X € complexo, é limitado se existe um niumero real

K >0 tal que



lo(x)| < K||z||, para todo x € D(p).

O conjunto de todos os funcionais lineares limitados definidos em um espaco vetorial X
€ denotado por X* e denominado espaco dual. O espaco dual de X*, o chamado bidual

de X, ¢ denotado por X**.

Definicao 1.0.7. Sejam X um espaco normado e
Jx X — X
x Jx(r) =g, X* =K
P galp) = @),

a aplicacao canonica de X em X**. Diremos que X € reflexivo se R(Jx) = X**.

Definicao 1.0.8. Seja X um espaco vetorial e M um subespaco vetorial de X. O espaco

quociente de X por M, € o espago vetorial X /M, formado pelas classes de equivaléncia
r+M={z+m|meM}xecX

munido de duas operacoes, dadas por:
o (x+M)+(y+M) = (xr+y)+ M;
e Nz +M)=(\x)+ M.

Proposicao 1.0.10. Seja X um espaco normado e M um subespaco de X. FEntdo a
fungao definida em X/M por ||z + M|| = inf{||x +m]|| | m € M} é uma semi-norma. Se

M for um subespago fechado, entao ||.|| é uma norma.
Demonstracao. Veja [7] - Pagina 70. O

Proposicao 1.0.11. Sejam X um espaco de Banach e M um subespaco fechado de X.
Entao X/M é um espago de Banach.

Demonstracao. Veja 7] - Teorema 4.2, pagina 70. [

Teorema 1.0.2. Sejam X um espaco normado e M um subespaco fechado de X. A
aplicacao quociente

m: X - X/M



x> m(r) =x+ M
tem as sequintes propriedades:
(1) 7 é linear e continua;
(2) 7 leva a bola unitdria de X em X/M;
(3) ™ é uma aplicagio aberta;

(4) N(m) = M.
Demonstracao. Veja 7] - Teorema 4.2, pagina 70. [

Teorema 1.0.3. Sejam X e Y espacos normados e T' : X — Y linear. Suponha que
M seja um subespago fechado de X contido em N(T). Entdao existe uma unica fung¢do
S:X/M =Y tal que T = Som, onderm: X — X/M, n(x) =x+ M. Tal funcdo S ¢é
linear e R(S) = R(T). Se M = N(T), entao S serd injetora. S é continua se, e somente

se, T é continua. Nesse caso, ||S|| = ||T|.
Demonstracao. Veja [7] - Pagina 370. O

Proposigao 1.0.12. (Desigualdade de Schwarz) Seja X um espaco vetorial munido de

um produto interno < .,. >. Entao
| <y > [ <|lz|llyll;
para quaisquer x,y € X.
Demonstragao. Veja [16] - Lema 3.2-1. O

Definicao 1.0.9. Sejam X um espaco vetorial com produto interno e S C X. Denomi-
namos o subconjunto
St={yeX|<z,y>=0,VrcS}

de complemento ortogonal de S.

Definicao 1.0.10. Seja X um espaco vetorial com produto interno. Um conjunto S C X

€ dito ortonormal se para todos x,y € S,

0, se x#uy,
<xy >=

1, se x=uy.



Um conjunto ortonormal S tal que St = {0} € chamado de sistema ortonormal completo.

Nesse caso diremos que S € uma base ortonormal.

Teorema 1.0.4. Sejam H um espago de Hilbert e
S=A{x;|iel}

um conjunto ortonormal em H. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) Para cadax € H, x =) .., < x,2; > ;]

(2) S é um sistema ortonormal completo;

(8) [S]=H;
(4) Para cada x € H, ||z||* = ,c; | <z, 2; > |; (Identidade de Parseval)

(5) Para todos v,y € H, <z,y>= ., <z, > < Y, T; >.
Demonstracao. Veja [4] - Teorema 5.3.10 O

Teorema 1.0.5. Um espaco de Hilbert H de dimensao infinita é separdvel se, e somente

se, existe em H um sistema ortonormal completo enumerdvel.
Demonstracao. Veja [4] - Teorema 5.4.3. O

Teorema 1.0.6. (Critério da Compacidade) Sejam X eY espagos normados e T : X —
Y wm operador linear. Entao T € compacto se, e somente se, dada uma sequéncia limitada

{zn}n em X, a sequéncia {Tx,}, em Y possuir subsequéncia convergente.
Demonstracao. Veja [16] - Teorema 8.1-3. O

Teorema 1.0.7. Seja {T,}, uma sequéncia de operadores lineares compactos definidos
em um espago normado X a valores em um espa¢o de Banach Y. Se {T,}, converge

uniformemente, digamos lim, . ||T,, — T'|| = 0, entdo o operador T é compacto.
Demonstracao. Veja |16] - Teorema 8.1-5. O

Teorema 1.0.8. Seja X um espaco normado. Se T : X — X € um operador linear

compacto ¢ S : X — X um operador linear limitado, entao T'S e ST sdo compactos.

Demonstracao. Veja [16] - Pagina 422. O



Teorema 1.0.9. (Teorema de Schauder) Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y
um operador linear limitado. Entao T é compacto se, e somente se, o operador adjunto

deT,T* :Y* — X*, é compacto.
Demonstracao. Veja [4] - Teorema 7.2.7. O

Definigao 1.0.11. Sejam X e Y espacos de Banach. Entao, T € B(X,Y) € dito ser um
operador de Fredholm se valem as sequintes condigoes:

(1) R(T) € fechado;

(1) dimN(T) < oo,

(i13) dimY/R(T) < 0.

O conjunto de todos os operadores de Fredholm de X em Y é denotado por Fred(X,Y).
Quando X =Y, escreve-se Fred(X).
Concluiremos o capitulo enunciando alguns relevantes teoremas da Analise Funcional,

dos quais faremos uso no decorrer do texto.

Teorema 1.0.10. (Principio da Limitacao Uniforme) Seja {1}, uma sequéncia de ope-
radores lineares limitados T, : X — Y de um espaco de Banach X em um espaco normado
Y, tal que {||Thx||}n € limitada para todo x € X, digamos, ||Tx|| < Cy, n=1,2,... onde
C, > 0. Entio a sequéncia de normas {||T,||}n € limitada, isto é, existe C > 0 tal que

T, < C,n=1,2,..
Demonstragao. Veja |16] - Teorema 4.7-3. O

Teorema 1.0.11. Se X é um espaco de Banach, Y um espaco normado ¢ T,: X —
Y uma sequéncia de operadores lineares continuos que converge pontualmente para uma
aplicacao T, 1sto €,

T: X —=Y, Tx= lim T,x,

n—o0

entao T € um operador linear e continuo.

Demonstracao. Veja [4] - Corolério 2.3.3. O



Teorema 1.0.12. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam X e Y espacos de Banach e

T : X — Y um operador linear. Entao, T € continuo se, e somente se, o grifico de'T’ é

fechado.
Demonstracao. Veja [18] - Teorema 9.9. O

Teorema 1.0.13. (Teorema de Hahn-Banach - Espa¢os Normados) Sejam Y um subes-
paco de um espaco normado X sobre K =R ou K = C e ¢ : Y — K um funcional
linear continuo. Entdo, existe um funcional linear continuo ¢ : X — K cuja restricio a

Y coincide com ¢ e ||o]| = ||¢]l-
Demonstracao. Veja |4] - Pagina 60. O
O proximo resultado é uma aplicagao do Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.0.14. Seja X um espaco normado nao trivial.

(1) Se p(x) = p(y) para todo ¢ € X*, entio x = y.

(2) Se 0 # x € X, entdo existe f € X* tal que f(z) = ||z|| e ||f]| = 1.
Demonstracao. Veja [18] - Pagina 66.

Teorema 1.0.15. (Teorema da Representacio de Riesz) Sejam H um espaco de Hilbert
e © um funcional linear limitado em H. Entao ¢ pode ser representado em termos de

produto interno,

or) =<x,2>x€H,

onde z € unicamente determinado por ¢ e tem norma

211 = llell-

Demonstracao. Veja [16] - Teorema 3.8-1. O



Capitulo 2

Majoracao, Inclusao de Imagens e
Fatoracao de Operadores Lineares

Limitados

Definiremos neste capitulo os conceitos de majoracgao, inclusao de imagens e fatoragao
no contexto dos operadores lineares limitados em espacos de Banach. Apresentaremos os
relevantes resultados obtidos por Barnes [3] relacionando esses conceitos. No que segue,
salvo mengao contraria, X, Y, Z e W serdo espacos de Banach, B(X,Y’) o espaco dos
operadores lineares limitados definidos em X com valores em Y. Sendo T' € B(X,Y),
denotaremos por D(T'), R(T) e N(T') o dominio, a imagem e o nicleo de T, respectiva-
mente.

Antes de iniciarmos, é conveniente registrar o teorema que Barnes buscou generalizar
e que desse modo o inspirou na realizagao de [3]. R. Douglas [9] estabeleceu o seguinte
resultado:

Teorema. (Douglas - 1966) Sejam S e T operadores lineares limitados definidos em um
espaco de Hilbert H e a valores em H. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) R(S) € R(T);

(1) ||S*x|] < M||T*x||, para algum M > 0 e para todo x € H, isto é, T majora S*;
(17i) S = TU, para algum operador U € B(H).

10
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Observacao 2.0.1. Se Hy, Ho e H sao espacos de Hilbert e T : Hy — H e S : Ho — H
operadores lineares limitados, o Teorema de Douglas continua vdlido considerando U €

B(H27 Hl)

2.1 Majoracao

Nesta secao, apresentaremos algumas consequéncias da propriedade “ T" majora S. ”

Definicao 2.1.1. Sejam T € B(X,Y) e S € B(X,Z). Diremos que T majora S, se
existe M > 0 tal que

||Sz|| < M||Tz||, para todo x € X.

Observacao 2.1.1. i) Seja T € B(X,Y). Suponhamos que V € B(Y,Z) e S = VT.

Entao, T majora S:

[|Sz|| < ||V ||Tz||, para todo z € X.
it) Sejam T € B(X,Y) e S € B(Z,Y). Note que, quando U € B(Z,X) com S = TU,
entdo R(S) C R(T). De fato,
R(S)={Sz|2€Z}={TU)z |2€Z} C{T(Uz) | Uz X} C{Tx |z € X} =R(T).
iii) SejaT € B(X,Y). Se 51,5, € B(X,Z) e T majora Sy e Sy, entao T majora S+ Ss.
De fato, como T majora Sy, existe My > 0 tal que

||Sz|| < My||Tz||, para todo x € X.
Analogamente, existe My > 0 tal que

||Sz|| < Ms||Tz||, para todo x € X.

Entao,
1(S1+ S2)zl| = (|1 + Saz|| < [[S12|[ 4 |[Sax|| < Myf|Tx||+ My||Tz|| = (My+ My)||T].

Logo, T majora Sy + Ss.
iv) Se S € B(X,Z), Re B(Z,W) eT majora S, entao T majora RS.
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De fato, como T magora S, existe My > 0 tal que ||Sx|| < M;||Tz||, para todo x € X.
Seque que
|RSz|| < ||R[| [|S=|| < ||R||M:]|Tz], € X.

Portanto, T majora RS.

Proposicao 2.1.1. Sejam T' € B(X,Y) e S € B(X,Z). As sequintes afirmacdes sao
equivalentes:

(1) T majora S;

(2) Eriste V€ B(R(T), Z) tal que S = VT;

(3) Se {z,}n € uma sequéncia em X com lim,,_, ||Tz,|| =0, entao lim,,_, ||Sz,|| = 0.
Demonstrac¢ao. (1) = (3) Suponhamos que T' majora S. Entdo, existe M > 0 tal que

||Sz|| < M||Tz||, para todo z € X.

Seja {x,}, uma sequéncia em X, tal que lim, o ||Tz,|| = 0. Como ||Sz,|| < M||Tx,||

para todo n € N, entao temos que lim,, . ||Sz,|| = 0.

(1) = (2) Suponhamos que T majora S. Entdo, existe M > 0 tal que
||Sz|| < M||Tz||, paratodo xz € X.

Defina
Vo :R(T)— Z

Tx — Vo(Tx) = S,

e notemos que dados Tz,Ty € R(T) com Tz = Ty, entdo © —y € N(T). Por hipo-
tese, v —y € N(S5), e assim Sx = Sy. Portanto, Vo(Tx) = Vo(Ty) mostrando que Vj esté

bem definido. Além disso, V4 é um operador linear limitado, pois se o é um escalar, entao
Vo(aTz+Ty) = Vo(T(ax+y)) = S(ax+y) = S(ax)+Sy = aSx+Sy = aVo(Tz)+Vo(Ty),

e 1} é limitado, pois

[Vo(Ta)|| = [|Sa]| < M|[Ta||, para todo a € X.
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Sendo R(T) um espaco normado e Z um espago de Banach, pelo Teorema 1.0.1, existe

uma tnica extensao linear e limitada de Vj,
V:R(T) = Z,

satisfazendo S = VT
(2) = (1) Seja V e B(R(T'), Z) tal que S = VT. Entao,

||Sz|| = [|[VTz|| < ||V|| ||Tz||, para todox € X.

Logo, T majora S.
(2) = (3) Sejam V € B(R(T), Z) talque S = VT e {x,},, em X com lim,, ;o ||T2,|| = 0.
Assim,

1S@n|| = [[VTza|] < VI {[T2n]] = 0.

Logo, lim,, o |[S2,|| = 0.

(3) = (2) Suponhamos valida a afirmacao (3), e notemos que isso implica N (T') C N(S).
Defina Vj : R(T) — Z por Vo(T'x) = Sz e seja {T'z,}, uma sequéncia em R(T") tal que
lim,, . ||T2,]| = 0. Como, por hipotese, lim,,_, |[Sz,|| = 0 e Vo(Tx,) = Sz,, obtemos
que

lim ||[Vo(T'z,)|| = 0.
n—oo
Isso mostra que Vy é um operador limitado. Sendo assim, Vj possui uma extensao
VR(T)— Z
também continua, e tal que S = V'T. O]

Proposicao 2.1.2. Seja T € B(X,Y) e suponha R(T) fechado. Se S € B(X,Z) é tal
que N(T) C N(S), entao T majora S.

Demonstracao. Defina
S:X/N(T) = Z
(z + N(T)) = S(z +N(T)) = Sz
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T:X/N(T) =Y
(z +N(T)) = T(x+N(T)) = Tx.
e T ¢ S estdo bem definidos.
Mostraremos a afirmacao para S , e de forma analoga mostra-se para T. Sejam 1+ N (T,

zo+N(T) € X/N(T) tais que x1 + N(T') = x5 + N(T'). Devemos mostrar que
S(z1+N(T)) = S(zs + N (T)).

Como 21+ N (T) = 22+ N(T) e N(T) C N(S), vem que z1 — 25 € N(S). Da linearidade
de S, segue que Sx; = Sz,.

e S é limitado.

Devemos exibir uma constante real C' > 0 tal que

1S+ N(T))|| < Cllz + N(T)|| = Cint{|lx +nl| | 1 € N(T)},

para todo = + N (T) € X/N(T). Se S = 0, nao ha o que provar. Supondo S # 0, entao

temos
1S(z + MDD = (1S = [|S(@ +m)|| < (S| le+nll, n € N(T) CN(S).
Dai,
S(z + N(T
ISt + Ny
15|
Segue que, 15z —|+|—5{\||/(T))|| é cota inferior do conjunto {||z +n|| | n € N(T)}, e
S(z+N(T .
1 S O < it 4l e VD))
Portanto,

1S + N(T))I| < [|Sllin{]le + 0l | n € N(T)}.

o T R(T) — X/N(T) é um operador linear fechado.

Mostraremos que o conjunto

G={(u,T ") |ue R}
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é fechado.
Seja (a,b) € G. Entdo existe uma sequéncia {u, }, em R(T), u, = Tx,, com lim,_,q t, =

aelim, oo T U, =b=x+ N(T). Devemos mostrar que T—'a = b. Temos que

Ty, =T YTx,) =2, + N(T) = b=2+N(T).
Por outro lado, T'(z, + N'(T)) = Tz, = u, — a. Como T ¢ limitado,

lim T(x, +N(T)) = Tb.

n—o0

Logo, Tb = a, o que implica que T*a = b. Temos que X/N(T) é um espaco de Banach e
como R(T) C Y é fechado, R(T') também ¢é Banach. Portanto, pelo Teorema do Grafico
Fechado T™! ¢ limitado em R(T).

Agora, seja {x,}, uma sequéncia em X, com lim,,_,, ||Tx,|| = 0. Temos que mostrar que
lim,, o ||Sz,|| = 0, e assim, pela Proposi¢ao 2.1.1 concluir que 7" majora S. Notemos
que

1Szl = IS (0 + N(T))|

e
[lzn + N(D)|| = |7 (Tza)l| = 0,
pois limy, o0 ||T%]| = 0 ¢ T~ & continuo. Logo, como S é continuo, temos que
lim (|8 (z, + N (D) =0,
e portanto lim,, . ||Sz,|| = 0. O

Lema 2.1.1. Sejam L € B(X,Y) e Qr: X — X/N (L) dada por Qr(x) = x + N(L).

Entiao R(L) € fechado se, e somente se, existe M > 0 tal que

M||Qr(z)|| < ||Lx||, para todo x € X.

Demonstragao. Como L € B(X,Y), pela demonstracdo da proposi¢ao anterior temos que

L' R(L) = X/N(L)
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¢ um operador fechado. Se R(L) é fechado, temos que R(L) é um espago de Banach, e
portanto, pelo Teorema do Grafico Fechado, L1 limitado, isto é, existe uma constante
C > 0 tal que

1Lyl < Cllyll y € R(L).

Como para cada y € R(L) existe z € X tal que y = Lx, vem que
|IL7H(La)|| < C||La]
|z + N (L)]| < C||Lx||

1
Q@) < [ La]]

1
MIQu(@)ll < |[Lall, Vo € X, M = —.

Reciprocamente, suponhamos que existe M > 0 tal que

M|Qu(x)]| < [[Lal], = € X.

Queremos mostrar que R(L) é fechado, isto é, R(L) = R(L). Seja z € R(L). Logo, existe
{zn}n = {Lxp}n em R(L), com {z,}, em X e tal que lim,_,, z, = z. Segue da hipotese
que

1
1QL(zn)]| < MHZ”H’ n € N.

Notemos que {z,}, é uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado € > 0 existe Ny € N tal
que

||Zm_zn|| < M&, Vm,n Z NO'

Segue que

1
||QL(95m) - QL(lli‘n)H < MM%: =g, Ym,n > Ny,

ou seja, {Qr(x,)}, é uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach X/N(L). Logo,
existe u + N (L) € X/N (L) tal que

lim Qr(x,) =2, + N(L) = u+ N(L).

n—oo

Em virtude da linearidade e continuidade de L, o operador
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P:X/N(L) =Y
(x+N(L)) — P(x+N(L)) = L.

também ¢é linear e continuo. Assim,

lim P(x, + N(L)) = P(u+ N(L)).

n—oo

Pela unicidade do limite, z = L(u), isto é, z € R(L). Portanto, R(L) = R(L). O
Para T' € B(X), denotemos por r(7') o raio espectral de 7. Sabemos que
r(T) = lim ||T"||5.
n—o0
Recordemos que 7' é quasinilpotente se, e somente se, r(71") = 0.

Proposicao 2.1.3. Sejam T € B(X,Y), S € B(X,Z) e suponhamos que T magjora S.
(1) Se R(S) € fechado e N(T) = N(S), entao R(T) é fechado.

(2) SeT,S € B(X) e ST =TS, entao T™ majora S™ para n > 1. Também
r(S) < Mr(T),

onde M € uma constante positiva. Assim, se T € quasinilpotente, entao S € quasinilpo-

tente.

Demonstracao. (1) Seja U € B(X,Y) e defina
Qu: X = X/N(U)

T Qu(z) = 2+ N(U).

Suponhamos que R(S) é fechado e que N(T') = N(S). Definindo,

z = Qs(z) = z+N(9),

temos, pelo Lema 2.1.1, que S majora Qg. Como N(T) = N(S), vem que Qs = Q7.
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Além disso, concluimos que T' majora Q7. Usando novamente o lema anterior, R(7T') é

fechado.

(2) Mostraremos que para todo n > 1,
[|S"x|| < M™||T"x||, Vx € X.

Faremos a prova por inducao.

e Se n = 1, entdo a desigualdade ||Sxz|| < M||Tz|| ¢ valida por hipotese.

e Hipotese de Inducao

Suponhamos que ||S™z|| < M™||T™z|| é verdadeira para todo = € X. Vamos mostrar

que também é verdadeira para m + 1. De fato,

57 1a]| = [|S™(S2)]| < M™||T™(S2)]| = M™||S(T™a)]| < M™M]|T(T™)]|| -
M [T g

Logo, T™ majora S™, Vn > 1. Além disso,
||S™]|% < M||T"||=, para todo n € N.
Portanto, r(S) < Mr(T). 0

Proposicao 2.1.4. Sejam T € B(X,Y), S € B(X,Z) e suponhamos que T majora S.

Se T € compacto, entdo S € compacto.

Demonstracao. Suponhamos que T é compacto e que T majora S. Segue da Proposicao

2.1.1 que existe V € B(R(T), Z) tal que S = VT. Pelo Teorema 1.0.8, o operador S é

compacto. O]

2.2 Propriedades do Dual

Sejam T € B(X,Y) e T* € B(Y*, X*) o adjunto de T'. Nesta se¢do apresentaremos
dois resultados que envolvem os conceitos de majoragao e inclusao de imagens no contexto

de espaco dual.
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Teorema 2.2.1. (1) Sejam T' € B(X,Y) e S € B(X, Z). Se T majora S, entao R(S*)
C R(T™).

(2) Sejam T € B(X,Y) e S € B(X,Z). Se R(S*) C R(T*), entao T magora S.

(3) Sejam T € B(X,Y) e S € B(Z,Y). Se R(S) C R(T), entao T* majora S*.

(4) Sejam T € B(X,Y), S € B(Z,Y) e suponhamos X reflexivo. Se T* majora S*,
entiao R(S) C R(T).

Demonstrac¢ao. (1) Suponhamos que 7' majora S. Entao, pela Proposi¢ao 2.1.1, existe

um operador

VR(T)— Z
linear e limitado tal que S = VT. Seja a € Z*, e consideremos S*a. Assim, para todo

reX
(S*a)(x) = a(Sx) = a(VTx) = V'a(Tx),

onde

V7" - R(T)
a—Va:R(T) - K

¢ um funcional linear continuo em R(T).
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensao linear e continua, 5 € Y*, 5 : Y — K,

de V*a. Entao, para todo x € X
(S*a)(z) = (V') (Tz) = B(Tx) = (T"B)(x).
Assim, dado S*a € R(S*), resulta que S*a € R(T*), ja que S*a = T*f3. Portanto,

R(S*) C R(T™).

(2) Suponhamos que
R(S*) ={S"a|acZ'} CR(T*)={T"p| Y} (2.1)

Notemos que N (T) C N(S). De fato, seja x € N(T). Entdo, para qualquer § € Y*
tem-se que

0 = B(Tz) = (T"5)(x).
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Por outro lado,
a(Sz) — (S*a)z, para todo a € Z*.
Por (2.1) temos que S*a = T*( para § € Y*, o que resulta
a(Sz) = (S*a)(xz) = (T*F)(z) = B(Tx) =0, para todo a € Z*.

Logo, segue do Teorema 1.0.14, que Sz = 0. Portanto, N (T) C N(S). Sendo assim, a
aplicacao linear

W :R(T) = Z

Tx— W(Tz) =Sz, z € X
estd bem definida. Observe ainda que S = WT, e suponhamos W ilimitado. Entao existe
uma sequéncia {z,}, em X com ||Tz,|| = 1, para todo n € N e lim,,_, ||S2,| = 00. Seja
« € Z* arbitrario e escolha § € Y* tal que S*a = T*S. (Lembrando que tal § € Y* existe
pois R(S*) C R(T™)). Entao,

|(Swn)| = [S"a(wn)| = [T"B(xn)| = |B(Twn)| < [[Tall [|156]] = 1I5]]-

Logo, |a(Szn)| < (Il , n = 1.
Para cada n € N seja

o 2" =K

a— pn(a) = a(Sz,).
Entao temos que para cada a € Z*, |¢,(a)| = |a(Sz,)| < ||5]], para todo n € N. Pelo
Principio da Limitagdo Uniforme, existe C' > 0 tal que ||p,|| < C, para todo n > 1.

Do Teorema de Hahn-Banach resulta que existe ¢ € Z*, com ||¢|| = 1, tal que

_ |n ()] x } IS _ Y(Szn) _
lonll=sup {1 e 20,0 20} < sl = £10
a) ()
ol =" Ul

|aez*,a7éo}:||%||.

Logo, ||enll = ||STn||, ¥ > 1, e segue que ||Sz,|| < C, para todo n > 1. Obtemos assim,
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que ||[Sz,|| é limitada, o que é uma contradi¢do. Assim, W € B(R(T),Z), S = WT e
existe uma extensao V' € B(R(T), Z) tal que

S=VT.

Portanto, pela Proposicao 2.1.1, T majora S.
(3) Suponhamos R(S) C R(T') e notemos que N (T*) C N (S*). De fato, seja f € N (T*).
Segue que

T f=0= (T"f)(x) = f(Tz) =0, Vx € X.

Como R(S) C R(T), para todo z € Z existe u, € X, tal que f(Sz) = f(Tu,). Assim,
(")) = [(S52) = f(Tu.) = 0= (57f)(2) = 0,Vz € Z = (57f) = 0.

Logo, f € N(5%).
Segue disso que o operador

U:R(T*) = Z*

T*a — U(T"a) = S*a, YVa € Y*
esta bem definido. Se U é ilimitado, entdo existe {a,,}, C Y* tal que ||T*«,|| = 1, para
todo n, e lim, o ||U(T*a,)|| = 0o. Logo, lim, o |[S*an|| = co. Como R(S) C R(T),

dado z € Z arbitrario, podemos tomar x € X, tal que Tx = Sz. Entao
(S ) (2)] = [an(52)] = lan(T)| = |T*an(@)] < llal] 1T anl] = |12l
Logo, |S*an(2)| < ||z||, Yn > 1. Para cada n > 1, seja
on:Z —K

z = on(z) = an(S2).

Entao temos que para cada z € 7
on(2)] = lan(52)| = [S"an(2)| < ||z]], para todo n > 1.

Pelo Principio da Limitagdo Uniforme, existe C' > 0 tal que ||p,|| < C, para todo n > 1.

Além disso, ||¢n|| = |[S*anl||. Logo, ||[S*ay|| é limitada, contradizendo o que supomos.
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Assim, U : R(T*) — Z* é linear e limitado e S* = UT*. Pelo Teorema 1.0.1, existe uma

extensdo linear e limitada de U, V : R(T*) — Z*, tal que ||U|| = ||V]|] e S* = VT™.
Portanto, pela Proposicao 2.1.1, T* majora S*.

(4) Como T* majora S*, pela Proposicao 2.1.1, S* = VT™*, onde

V:iR(T*) — Z*

¢ um operador linear limitado. Entao, para cada z € Z fixado, o operador adjunto de V/,
V*, é dado por

Ve Zo o R(T7) C X*.

Considere a aplicacao canonica

J22Z—>Z**
Z 7 Gz
g, : 2 =K

f=g:.(f) = f(2).
Para cada z € Z, V*(g.) € W* Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe 5 : X* — K,
uma extensao linear e limitada de V*(g,). Como X é reflexivo, a aplica¢do candnica
Jx : X = X
T ga
é tal que R(Jx) = X**. Logo, existe y € X tal que Jx(y) = [ e assim ¢(y) = B(v) para
todo ¢ € X*. Entao, para todo o € Y*,

a(5z) = (5"a)(z) = (VT™)())(z) = g.(VT")(a)) = g(V(T"x))
= (V¥(g:))(T*) = B(T"a) = (T ) (y) = a(Ty).
Logo, pelo Teorema 1.0.14, Sz = Ty, o que implica em R(S) C R(T). [

Proposigao 2.2.1. Sejam T € B(X,Y) e S € B(Z,Y). Se R(S) C R(T) eT ¢ com-

pacto, entao S € compacto.

Demonstra¢ao. Como R(S) C R(T), temos pelo teorema anterior que 7% majora S*.
Como T é compacto, pelo Teorema de Schauder T também é compacto. Segue da
Proposicao 2.1.4 que S* é compacto, e novamente o Teorema de Schauder garante a

compacidade de S. O
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2.3 Operadores Quasinilpotentes e Operadores de Ri-
esz

Nesta secao apresentaremos teoremas que envolvem os conceitos de majoracao e in-
clusao de imagens para a classe dos operadores quasinilpotentes e operadores de Riesz.
Faremos uso de um resultado sobre operadores de Riesz (Proposi¢ao 2.3.2) cuja demons-

tracao, bem como mais detalhes sobre tais operadores, podem ser encontrados em [5].

Teorema 2.3.1. Sejam T,S € B(X). Suponhamos que T'S = ST e T quasinilpotente.
(1) Se T magjora S, entio S € quasinilpotente.
(2) Se R(S) C R(T), entao S € quasinilpotente.

Demonstracao. (1) Segue imediatamente da Proposicao 2.1.3.

(2) Suponhamos que R(S) C R(T). Entdo pelo Teorema 2.2.1, T* majora S*. Além

disso,
i) T*S* = S*T*, ja que T*S* = (ST)* = (T'S)* = S*T*.
i) ||T]] = |[T].

iii) (T™)* = (T*)", para todo n > 2. De fato, usando indugao temos que para n = 2,
(T%)" = (TT)* = T*T* = (T*)%
Suponhamos que a afimacao ¢ véalida também para n = 7, isto é,
(T7)" = (T").
Entao,
(T = (TIT) = T (T7)* = (") = (T
iv) Resulta que T* é quasinilpotente, pois T' é quasinilpotente e

n|+ nyk| |+ NIES
(T = 1) [ = [[(T)"| |

Com isso, usando o item (1) temos que S* é quasinilpotente. Pelo mesmo argumento

acima, S é quasinilpotente. [
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Sejam T € B(X) e °(X) o espago de todas as sequéncias limitadas {z,}, em X

munido da norma do supremo,

[{#n}nllee = sup{fzal | n > 1},

Definindo
Too : 0°(X) = £2°(X)
{zn}n = Tos{zntn) = {Tnin,
resulta que:
e T ¢é linear, pois T' ¢é linear.
e T, estd bem definido, ou seja, {T'z,}, € £*(X).
De fato, ||Tz,|| < ||T]| ||z.]| < ||T||C, ¥n € N, onde C > 0 & constante. Logo, {1z, },
€ (~(X).
o T & limitado.
De fato, [|Too({#n}n)llec = [{T%n}nlloc = sup{l[Tn|| [ n > 1}
< 7] sup{lfeall | 1= 13 = [1T1] [{n ol e

Observacao 2.3.1. O subespago M de (> (X), formado pelas sequéncias {x,}, tal que
toda subsequéncia de {x,}, tem subsequéncia convergente, é fechado. De fato, sejam

{Yn}n € M e e > 0. Entio existe {x,}, em M tal que

I{zn}n = {¥Untnlloo <

Como {x,}, € M, toda subsequéncia {x,, }r de {z,}, tem subsequéncia {xnk,j }; conver-

£
>

gente, digamos
lim z,, = L.
n—oo J

Ou seja, existe J € N tal que para todo 7 > J,
€
foms, — Il < 5.

Seja {yn, }r uma subsequéncia arbitrdiria de {yn}n. (Note que tal subsequéncia tem os
mesmos indices de {x,, }r). Devemos provar que {y,}, € M. Para isso, vamos mostrar

que {ynkj }; € uma subsequéncia de {y,, }r que converge para L. Temos que

€
[l2n = yall < sup{[lan —yall [ 2 1} < 3.
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Assim,
s, = LI < g, = ||+ g, = LIl < <, para todo j > J.

Logo, lim,, Yn, = L e M ¢ fechado.

Notemos que para todo T' € B(X), tem-se que T(M) C M, e denotemos por X o
espaco quociente (>°(X)/M. Como M é fechado e £°(X) é Banach, X ¢ Banach. Defina

T: X - X
({&n}n + M) = T({ap}n + M) = {T2,}, + M.

Tome {@ptn + M, {yntn + M € X, tais que {2, }n + M = {yn}n + M, isto ¢

{Zn}n = {Un}n € M.

Seja z, = x, — y,. Entao,
Tz, =T(xp —yn) = Ty =Tz, + Ty,.
Assim, como {T'z,}, € M, temos que
T({xutn +M) = {Tan}by+ M = {T2,} 0 + {Tyn}n + M = {Ty,}0 + M = T({ya}n + M),

0 que mostra que T esta bem definido. Além disso, Té limitado, pois
T+ M)|| = {0} + M| = inf{|{T 20} + bl | {mn}a € My > 1}
< AT wn}n + {Tmn}nllo
= [Tz + Tmninlloo = [HT (20 4 mn) bnloo
= sup{[|T'(zn + ma)|| | n > 1} < ||T|[sup{[zn + ma|[ | n > 1}
= [IT[[ 1{zn + man}nlloo-
Logo,
1T + M)|| < |IT])inf{]|{zn + madull | 2> 1} = || T|[inf{|{zn}n + {ma}al| [ 0> 1},

Em vista disso, para cada T € B(X) podemos associar Te B()A(), de modo que fica bem

definida a aplicacao linear
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~

¢: B(X)— B(X)

T oT)=T.
Seja K(X) o espago dos operadores lineares compactos em X. Mostremos que N (p) =
K(X).
i) N(p) € K(X).
Sejam T € N(¢) e {z,}n € 2°(X). Entio, p(T) =0 =T = 0= {Tap}n+ M = M =
{Tz,}, € M = Toda subsequéncia de {T'z,}, tem subsequéncia convergente = {T'z,},
tem subsequéncia convergente = 1" é compacto. Logo, T € K(X).
it) K(X) € N ().
Sejam T € K(X), {zn}n € £2°(X) e {Tx,, }r uma subsequéncia de {T'z,,},,. Como {x,, }«
¢ limitada e T' é compacto, {Tx,, }x tem subsequéncia convergente. Logo, {T'z,}, € M e

assim, T € N ().

-~ o~

Proposicao 2.3.1. Sejam T, S € B(X) com R(S) C R(T). Entdo, R(S) C R(T).
Demonstracao. Consideremos os operadores

S X 5 X
{z,} + M — S{z,} + M) = {Sz,} + M = Soo(zn) + M

T: X - X
{z,} + M — T({zp} + M) = {Tz,} + M = Too(z,) + M.

E suficiente mostrar que R(S) € R(Tx). Seja
T:X/N(T)— X

(x +N(T)) = T(x+N(T)) = Tx.
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Entao,

T=': R(T) = X/N(T)

Tz, — x, + N(T)
é¢ um operador linear fechado. Como Té linear, temos que T ¢ linear.
Para mostrar que T-1 ¢ fechado, verificaremos que o grafico de T ¢ fechado, isto é,

mostraremos que o conjunto
G ={(u,T ") | ue R(T)}

¢ fechado. Seja (a,b) € G. Entdo existe uma sequéncia {u,}, em R(T), u, = Tx,, com
lim,, o, = a e lim, oo T 'u, =b=x +N(T). Devemos mostrar que T-'a = b. Temos
que

T 'y =T Y (Tx,) =2, + N(T) = b=a + N(T).

Por outro lado, T'(z, + N'(T)) = Tz, = u, — a. Como T ¢ limitado,

lim T(x, +N(T)) = Tb.

n—oo

Logo, Tb — a, o que implica que T~'a — b.

O operador T71S : X — X/N(T) é fechado. De fato, seja {2,}, uma sequéncia em X
tal que z, — 29 € X e T7'S(z,) = 20 + N(T) € X/N(T). Como S € B(X) e R(S)
C R(T), temos que lim, o S(2,) = S(20) em R(T). Como T~ ¢ fechado, obtemos que
20+ N(T) = T71S(2). Logo, T~1S & fechado, e pelo Teorema do Grafico Fechado, T—1S
é limitado.

Seja {z,}n, uma sequéncia em X com ||z,|| < C, para todo n, onde C' > 0 é constante.

Entao T-1S(2,) = yn + N(T), para todo n e
[y + N (D) = IT7S )| < (17718 |20/ < (IT7S]IC
Tomando [|T15|| = A, vem que ||y, + N (T)|| < AC. Ou seja,

inf{||y, +m|| | m e N(T)} < AC, Vn.
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Pela defini¢do de infimo, para cada n € N, existe w,, € N (T) tal que ||y, +w,|| < AC+1.
Entao, T(yn 4+ wy) = T(yn + w, + N(T)). Como T715(z,) = yn + N(T) e w, € N(T),
vem que T(yn 4+ wy) = T(T15(2,)) = S(z,), para todo n. Isso mostra que R(Ss) C
R(Tw). O

Recordemos que um operador 7' € B(X) é um operador de Riesz se para todo A € C,
A#0, N[ —T € Fred(X).

Proposicao 2.3.2. Seja T € B(X).
(1) T é um operador de Riesz se, e somente se, T ¢ quasinilpotente.

(2) T é um operador de Riesz se, e somente se, T* é um operador de Riesz.
Demonstragao. Veja [5]. O

Teorema 2.3.2. Sejam T,S € B(X) tais que T é um operador de Riesz e TS — ST ¢
compacto.

(1) Se R(S) C R(T), entdo S é um operador de Riesz.

(2) Se T majora S, entio S é um operador de Riesz.

-~

Demonstragio. (1) Como R(S) C R(T), pela Proposicio 2.3.1 temos que R(S) € R(T).
Segue da compacidade de T'S — ST que TS = ST. Além disso, como T é um operador
de Riesz, vem que Té quasinilpotente. Assim, usando o Teorema 2.3.1 obtemos que Sé
quasinilpotente e portanto, S é um operador de Riesz.

(2) Suponhamos que T majora S. Entao, pelo Teorema 2.2.1 R(S*) C R(T*). Como
TS — ST é compacto, segue que T*5*—S*T™ é um operador compacto. Ja pela Proposigao
2.3.2 T* é um operador de Riesz. Aplicando o item (1) obtemos que S* é um operador

de Riesz e portanto, S é um operador de Riesz. O

2.4 Fatoracao

Sejam T € B(X,Y), S € B(X,Z). Diremos que S é miltiplo a esquerda de T se
existe V € B(Y, Z) tal que S = VT. Similarmente, escreveremos S = TU quando S é

um miultiplo a direita de 7. Em ambos os casos diremos que S fatora com respeito a
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T. Mostraremos nesta segao (Teorema 2.4.1) sob quais condi¢oes podemos afirmar que S
fatora com respeito a T'. Tais condigoes envolvem os conceitos de majoracao, inclusao de
imagens e de subespaco complementado. Recordemos que um subespaco fechado F de X
é complementado se existe um subespaco fechado ' de X tal que X = E @ F. Por fim,

apresentaremos uma aplicagao deste resultado em B(X).

Teorema 2.4.1. Seja T € B(X,Y). Entdo:

(1) Se S € B(X, Z) é majorado por T e R(T) é complementado, entdo existe V € B(Y, Z)
tal que S =V'T.

(2) Se S € B(Z,Y) com R(S) C R(T) e N(T) é complementado, entio existe U €
B(Z,X) tal que S =TU.

(3) Se S € B(X,Z) com R(S*) C R(T*) e R(T) é complementado, entio existe V €
B(Y,Z) tal que S =VT.

(4) Suponhamos X reflexivo. Se S € B(Z,Y), T* majora S* e N(T) é complementado,
entio existe U € B(Z,X) tal que S =TU.

Demonstracao. (1) Sejam T' € B(X,Y), S € B(X, Z) e suponha que T" majora S. Pela
Proposicao 2.1.1, existe V; € B(m, Z) tal que S = ViT. Como ﬁ é complementado,
existe um subespaco fechado N de Y tal que Y = m @ N. Entao, basta tomar
V:Y = Z VeB(Y,Z) aextensdo de V; tal que V |y = 0.

(2) Assuma as hipoteses de (2). Como N(T) é complementado, existe um subespaco

fechado W de X tal que X = N(T) @ W. Assim, dado x € X arbitrario existem tnicos
ueN(T) ew e W tais que = w + u. Logo,

Tr=Tw+Tu="Tw,

e portanto

Seja Ty : W — Y. Resulta que
Tv}lz R(T) - W
Tz — Ty (Tx) = 2

é uma aplicacao linear fechada.
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De fato, sejam G = {(u,Tjy'u) | u € R(T)} e (a,b) € G. Entdo, existe uma sequéncia
{un}n em R(T), u, = Tx, = Tw, tal que

U, =Tx, =Tw, — a,
e {Tv}lun}n converge para b € W. Devemos mostrar que Tv}la = b. Temos que
Tt = Ty (Tw,) = Ty (Tww,) = w, — b.
Como Ty é limitado, tem-se que

n—o0

Por outro lado,
Tw(wy,) = Tw, = u, — a.
Logo, Twb = a e va,la =b.
Seja
TS : 2 =W
z = Ty'S(2)
e mostremos que 7 V;IS ¢ um operador linear fechado. Com efeito, sejam
G(Ty'S) = {(2, Tj7'82) | = € 2}

e (u,v) € G(Ty'S). Logo, existe uma sequéncia {z,}, em Z tal que

lim z, = u
n—o0

lim ij,lSzn = .
n—oo

Como S é limitado e R(S) C R(T), vem que
Tv, = Sz, = Su = Txg,
com {v,}n € D(T) e 2y € D(T). Assim, Ty, (Tv,) = Ty' (S2,) — v e segue que

(T, Ty (Tw,)) € G(Ty)
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(Txo,v) € G(Ty') = G(Tyy'),

ja que Ty é fechado. Portanto, v = Ty (Tro) = Ty Su. Pelo Teorema do Grafico

Fechado, Ty;'S ¢ limitado. Tomando U = T};'S, temos que U € B(Z, X) e
S=TTy'S =TU,
pois como R(S) C R(T'), entdo para todo z € Z existe x € X tal que Sz =Tz e

TTy' Sz =TTy ' Te =TTy Tw =TTy Tww = Tw =Tz = Sz, 2 € Z,we W,

(3) Pelo Teorema 2.2.1 (2), temos que 7" majora S. Usando a afirmagao (1) obtemos o
resultado.

(4) Pelo Teorema 2.2.1 (4), temos que R(S) C R(T). Usando a afirmagao (2) o resultado

segue imediatamente. O
Estudaremos agora, uma aplicagao de fatoragao em B(X). Sejam

Xp=X®X®.. 06X, x€X,.

m copias de X
Entao, x é da forma

X=21PxsD... DTy,

e ¢ facil ver que a aplicacao

.|| : Xm = K
2 lxl] = [lo1 © oo @ al] = S5y Nl
¢ uma norma.
Seja V € B(X,,, X), dado por
V:X,—>X

x> VX)) =V(@®..0x,) = >0 Vilze),
onde V;, € B(X), Vk.
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Proposicao 2.4.1. Sejam S € B(X) e T}, € B(X), 1 <k <m. Suponhamos que R(T},)
é complementado para todo k e que uma das condi¢oes (1) ou (2), dadas abaizo, vale:
(1) Eziste M > 0 tal que ||Sz|| < M > ", ||Tyz||, para todo x € X.

(2) R(S") € I R(TY).

FEntao, existe Vi, € B(X), 1 <k <m, tal que

S=vn+Vh+.. +V,T,.
Demonstragao. Defina T € B(X, X,,) por

T(x)=Ti(z) ®To(z)® ... T(x),r € X.

Note que, como R(T}) é complementado para todo k, entdo R(T") é complementado.

Suponhamos que (1) vale. Entdo, existe M > 0 tal que
12l] < M EJ, |Tial ], para todo = € X.

Agora, notemos que
|Tz||x,, = [Tz ® ... ® Tnx|| = >, ||Tkz||. Logo, T majora S. Assim, aplicando o
Teorema 2.4.1 (1), existe V € B(X,,, X) tal que S = VT. Pelo que vimos, V' tem a
seguinte forma

V. X,—>X

x o Vix) = X0 Vi),

onde V; € B(X), para todo k = 1,...,m. Além disso, para todo x € X
Sx = (VD)z = V(Tz) = V(Tix @ ... & Thx)=> 1 Vi(Tpr) = ViTiz + ...+ V, T
Supondo (2) valida, segue que R(S*) C >, | R(Ty). Além disso, sendo T* € B(X,, X*),

R(T*) ={T"¢p | e X5} = {30 Ti(@n) | o € X7}
= 2Ty (en) | or € X7}
- kale(TI:)-

Portanto, R(S*) C R(T*). Aplicando o Teorema 2.4.1 (3), existe V € B(X,,, X) tal

que S = VT. Analogamente ao caso anterior, existe V;, € B(X), k = 1, ..., m tal que para
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r e X,
Se=VTe=V(Tiz®..®T,x)=VTiz+.. +V, Tz,
ou seja, S = V' Ty + ... + V,, T,. O
Definigao 2.4.1. Seja Ty, € B(X), 1 <k <m. Entao o conjunto {11, ...,T,,} € dito ser
mutuamente limitado inferiormente se existe M > 0 tal que
l|z|] < MY, || Tex||, para todo x € X.

Corolario 2.4.1. Suponha que T, € B(X), para 1 < k < m, e que R(Ty) é comple-
mentado para todo k. Se {T1, ..., Ty} é mutuamente limitado inferiormente, entao existe

Vi € B(X), 1 <k <m, tal que
I=vin+..+V,T,.

Demonstracao. Basta tomar S = I na proposi¢ao anterior. 0



Capitulo 3

Majoracao, Inclusao de Imagens e
Fatoracao de Operadores Lineares nao

Limitados

Em [9] tem-se uma versio do Teorema de Douglas no contexto de operadores nao
limitados em espagos de Hilbert. Com essa motivagao, Forough apresenta em [12| uma
generalizacao para espacos de Banach. Assim como Barnes, Forough expde resultados que
relacionam os conceitos de majoragao, inclusao de imagens e fatoracdo. Em detrimento
da hipotese da limitacao dos operadores assumiremos que eles sao fechados e densamente
definidos. Iniciaremos o capitulo definindo tais operadores e apresentando outros conceitos
que serao lteis ao longo do capitulo, como por exemplo, o conceito de operador fechavel

e fecho de operador.

Definicao 3.0.1. Sejam X e Y espacos normados. Diremos que um operador linear

T:DT)CX =Y

é densamente definido se D(T) é denso em X, isto é, D(T) = X.

A norma do espago vetorial X x Y ¢é definida por ||(x,v)|| = +/||=]|? + ||y||?.

Definicao 3.0.2. Sejam X e Y espacos normados. Diremos que um operador linear

T:D(T) C X =Y € fechado se o grifico de T, G(T), é um subespago fechado de X XY

34
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Ou seja, T' € fechado quando dada qualquer sequéncia {x,}, em D(T) com lim, ., T, =
r e X elim, oo T(x,) =y €Y tem-se que x € D(T) ey = Tx. Evidentemente, todo

operador continuo € fechado, quando o seu dominio € fechado.

Teorema 3.0.1. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y uma transformacao
linear. Entao o grifico de T ¢é fechado se, e somente se, para qualquer sequéncia {x,}n

em D(T) com lim,,_,oo ¢, = 0 e lim,,_, Tz, =y, tem-se que y = 0.
Demonstracao. Veja 7] - Proposigao 12.7, pagina 92. ]

Definicao 3.0.3. Sejam X e Y espacos normados. Diremos que um operador linear T :
D(T) C X =Y € fechdvel quando dada uma sequéncia {x,}, em D(T) com lim,_,o x, =

0 e {Tx,}, convergente em 'Y, tem-se que lim,_,., Tx, = 0.

Definicao 3.0.4. Sejam X eY espagos normados. SejaT : D(T) C X — Y um operador

linear fechdvel. O operador fecho de T € a aplicacio T com dominio
DT)={re X |3I{2,}, D),z = x,Tx, >y €Y}

e definido como

Tx = lim Tz,.

n—o0

3.1 Inversas Generalizadas

O conceito de inversa generalizada serd essencial no cenario de operadores nao li-
mitados. Em vista disso, reservamos esta primeira se¢do, a qual serd baseada em [17]
para definir este conceito e apresentar alguns resultados relevantes ao desenvolvimento do

capitulo.

Definicao 3.1.1. Seja X um espaco de Banach. Sejam T e T operadores fechados
densamente definidos em X a valores em X. Entdao T' é uma inversa generalizada de T

R(T) € D(T"), R(T") < D(T),

Tu =TT'Tu, para todo u € D(T),
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T'v=T'TT'v, para todo v € D(T")
e serd denotada por T (inv)T".
Observacao 3.1.1. A relacio acima definida é simétrica, isto €, T(inv)T" < T'(inv)T.

Definicao 3.1.2. Seja X um espaco de Banach. Uma projecao P em X é um operador
linear

P:DP)CX =X
tal que P* = P, isto é, Pr € D(P) e P*’x = Px para todo x € D(P). Se P ¢é uma

projecao em X, entao

R(P)={Px|x€DP)}={x€DP)| Px=ux}

N(P)={x € D(P) | Pxr =0}
sao subespagos de X tais que R(P) NN (P) = {0}.

Proposigao 3.1.1. Sejam T e T" operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X com T'(inv)T". Entao,

(1) TT' € uma projecao de D(T") sobre R(T) de nicleo N (T").

(2) T'T € uma proje¢io de D(T) sobre R(T") de niicleo N(T).

Demonstracao. Se v € D(T") = D(TT"), entao
(TT')’v =TT (TT"v) = (TT'T)T"v =TT'v.
Além disso, R(TT") € R(T) e N(T") C N(TT"). Se v € R(T), entao existe u € D(T)
tal que
v=Tu= (TT'T)u =TT (Tu) € R(TT").
Portanto, R(TT") = R(T). Se v € N(TT"), entao (TT")v =0,
T'v = (T'TT")v = T'(TT'v) = 0

e assim, N(TT") = N(T'). A prova do item (2) é analoga ja que se T'(inv)T" entdo
T’ (inv)T. O
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Observacao 3.1.2. Sejam T e T" operadores fechados densamente definidos em um es-
pago de Banach X a valores em X com T(inv)T". Entao, D(T") = N(T")&R(T) e D(T)
=N(T)® R(T).

Proposicao 3.1.2. Sejam X um espaco de Banach e T, T' operadores fechados densa-
mente definidos em X a valores em X com T (inv)T". Se T" € limitado, entio D(T') =

X.
Demonstracao. Pela Observagao 3.1.2 temos que

D(T') = N(T') & R(T).

Ja sabemos que D(T") = X e assim resta mostrar que D(T") C D(T"). Seja u € D(T").
Entao existe {u,}, em D(T") tal que lim, ., u, = u. Como 7" é limitado, temos que
{T"up}n € uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado € > 0, como {u,}, é sequéncia de

Cauchy existe Ny € N tal que
1Tt = Tt || < || 7| ||tim = || < €, ¥, > No.
Como X é Banach, {T"u,}, é convergente, digamos

v = lim T'u,.
n—o0

Assim,
lim (un, T'u,) = (u,v) € G(T") = G(T"),

n—oo

e resulta que

(u,v) = (2,T'2), 2 € D(T").
Logo,u=2€ D(T") e X = D(T"). O

Proposigao 3.1.3. Sejam T e T" operadores fechados densamente definidos em um espago
de Banach X a valores em X com T (inv)T'. Entao, TT' : D(TT') — X € fechado se, e

somente se,

R(T) N N(T') = {o}.

Neste caso, temos D(TT') = R(T)® N (T"), R(TT") = R(T), N(TT') = N(T") e TT" ¢
uma projecio de D(TT') em R(TT') de niicleo N'(T").
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Demonstra¢ao. Suponhamos que TT" : D(TT') — X é fechado. Pela Proposi¢ao 3.1.1,

TT' é uma projecao de D(T") sobre R(T), de nicleo N(T”). Seja v € R(T) N N(T").

Entao existe uma sequéncia {u, }, em D(T) tal que lim,,_,o, Tu, = v. Seja
wy, = Tu, —v.
Como v e N(T") CD(T") e R(T) € D(T"), vem que w,, € D(T") e
(TT"w, = TT'(Tu, —v) = (TT'T)u, — TT'v = Tu,.

Logo, lim,, o w, = 0 e lim, o, TT"(w,) = v. Ou ainda, lim,, .. (w,, TT'(w,)) = (0,v).
Como TT" é fechado, temos que (0,v) € G(TT"), isto é, TT'0 = v e, portanto, v = 0.
Logo, R(T) NN(T") = {0}.

Reciprocamente, suponhamos que R(T) NN (T") = {0} e seja {v,}, uma sequéncia em

D(TT') = D(T") tal que lim, oo v, = 0 e lim,, oo (T7")v, = w. Segue que w € R(T).

Consideremos a sequéncia {u,}, dada por
un = (I — TT v,

Entao, u, € N(T") e lim,, o u, = —w. Além disso, sendo G(T") o gréfico de T", temos
que

lim (u,, T'u,) = (—w,0) € G(T") = G(T"),

n—oo
isto ¢, (—w,0) = (u, T"u) para algum u € D(T"). Logo, u = —w e T'u = 0. Segue também
que T"(w) = T'(—(—w)) = =T"(u) = 0, ou seja, w € N(T"). Portanto,

w e R(T)N N(T/)
e assim

w = 0.

Isso prova que TT" é fechado. Suponhamos agora que TT" é fechado e seja u € R(T) @

N(T"). Entao, u = v+ w com v € R(T) e w € N(T"); e existe uma sequéncia {x,}, C

D(T) tal que lim,,_,o, Tx,, = v. Consideremos a sequéncia {u,}, dada por
U, = 1Tx, + w.

Entao, {u,}, CD(T") e
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TT (up) =TT (Txy +w) = TT'Tx, + TT'w = Ty,

Logo, lim,, o TT" () = v € liMy,_yo0 U, = v + w = u. Assim, u € D(TT") e TT'u = v, e

portanto R(T) +N(T") C D(TT’). Como v = TT'u, v € R(TT’) temos

R(T) C R(TT).
Finalmente, como w € N(T") e a sequéncia {u, — Tz, }, em D(T') = D(TT") converge
para w e TT'(u, — Tx,) =TT, — TT'Tx,, = Tz, — Tz, = 0, temos que

TT'w = lim TT (u, — Tx,) = 0.

n—oo

Logo, w € N(TT') e assim N (T') C N(TT’). Para mostrar as desigualdades opostas,
sejam u € D(TT') e v = TT'u. Entdo v € R(TT') e existe uma sequéncia {u, }, C D(T")

tal que lim, o0 u, = u e lim,_,oo(TT")u, = v. Portanto, v € R(T) e R(TT') C R(T).

Como
U, = (I =TT u, + TT'uy, — u,

entdo (I — TT )u, - w=wu—v, com u—v € N(T") pois, como TT" & fechado

(tn, TT'wp) = (u,v) € G(TT') = G(TT'),
e assim v = TT'u. Resulta que

Tov=TTT'u=Tu=Tu—-Tv=0=T(u—v)=0=u—v e N(T).

Logo, D(TT") C R(T) & N(T"). Agora seja z € N(TT’). Entdo existe uma sequéncia
{zn}n em D(TT") = D(T") tal que lim,,_,o, 2, = z € lim,, oo TT"z, = 0. Logo,

(2,0) € G(TT") = G(TT),

ou seja, TT'z = 0. Dai, segue que, T'TT'z = T'0. Como T'(inv)T", temos T’z = 0. Logo,
z € N(T"). Portanto, N(TT') C N(T"). E imediato verificar que (T71")? = TT". O

Corolario 3.1.1. Sejam T e T' operadores fechados densamente definidos em um espaco

de Banach X a valores em X com T(inv)T'. Entao, TT' é fechado se, e somente se,

R(T) é fechado.
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Demonstrag¢ao. Suponhamos que TT' : X — X é fechado. Pela Proposicao 3.1.3, obtemos
que R(T) = R(TT"). Seja v € R(T). Entdo, v € R(TT") e existe u € D(TT") tal que
TT'u = v. Mas isso implica que existe uma sequéncia {uy,}, em D(T") = D(TT") tal que
lim,, o0y, = w e lim, oo TT"u, = v. Equivalentemente, (u,v) € m = G(TT"), ja
que TT" é fechado. Logo, v = TT'u e assim, v € R(T).

Reciprocamente, suponhamos que R(7") é fechado. Entdo, novamente pela Proposicao

3.1.3, basta mostrarmos que R(T)NN(T") = {0}. Sejay € R(T)NN(T"). Logo, T'y =0
e existe xg € D(T) tal que T'zg = y. Segue que T"Txy = T"y = 0 e dai,

(TT'T)zo = TT'y = TO = 0.
Como (TT'T)xy = Txg, vem que y = 0. O

Corolario 3.1.2. Sejam T e T’ operadores fechados densamente definidos em um espaco

de Banach X a valores em X com T (inv)T'. Entdo, TT' é limitado se, e somente se,

X.

R(T) @ N(T")

Demonstragao. Suponhamos que R(T) & N(T') = X. Como

X =R(T) & N(T') C R(T) & N(T") C X,

temos que

X =R(T) & N(T).

Segue que R(T) NN (T") = {0}, e pela Proposi¢ao 3.1.3, TT" & fechado. Notemos que
D(TT') = D(T") = R(T) & N(T") = X,

ou seja, TT" é um operador definido em X a valores em X. Pelo Teorema do Grafico

Fechado T'T" ¢é limitado. Para provar a reciproca, assuma que 77" é limitado. Logo, TT"

é um operador continuo. Seja x € R(T) NN (T"). Entao existe uma sequéncia {u,}, em
D(T) tal que

r = lim Tu,
n—o0
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e T'x = 0. Resulta que,

0=(TT")x =TT'(lim Tu,) = lim (TT")(Tu,) = lim Tu, = z,

o que implica em R(T) NN (T") = {0}. Assim, pela Proposigiao 3.1.3, TT" é fechado e
pelo Corolario 3.1.1, R(T') é fechado. Agora, notemos que D(7") C D(TT1"). De fato,

seja & € D(T"). Entao existe uma sequéncia {£,}, C D(T”) tal que lim,_,» &, = £. Logo,

{&.}n € uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado € > 0 existe N € N tal que
16 — &ml| < mrryne para todo m,n > N.

Temos que {TT'¢,},, ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, pois para todo m,n > N

€
|TT||+ 1

e como X & Banach, {TT"(¢,)}, é convergente em X. Logo, £ € D(TT"), e assim

| TT'(&n) = TT' (&)l < [ITT|[ |16 — &ml| < [ITT"]|

X =D(T) CD(TT) =R(T) @ N(T') = R(T) & N(T").

Utilizaremos o seguinte resultado da referéncia [12].

Lema 3.1.1. Sejam S,T operadores fechados e densamente definidos em um espaco de
Banach X a valores em X. Se R(S) + N(T) € fechado e R(S) N N(T) = {0}, entao
R(S) € fechado.

Proposicao 3.1.4. Sejam T e T’ operadores fechados densamente definidos em um espaco

de Banach X a valores em X com T'(inv)T'. Se T' é limitado entdo R(T) € fechado.

Demonstracao. Sejam T,T' operadores tais que T é limitado e T'(inv)T". Como T é

densamente definido, se mostrarmos que D(7") C D(T") e usarmos a Observacao 3.1.2,

obtemos

X =D(T") = D(T") = N(T") & R(T).

Logo, N(T") + R(T) ¢é fechado e N(T") N R(T) = {0}. Dai, segue do Lema 3.1.1 que
R(T) é fechado.

Seja u € D(T"). Entao existe uma sequéncia {u,}, € D(T") tal que lim, o u, = u.

Assim, {u,}, é de Cauchy, isto é, dado £ > 0 existe N € N tal que para todo m,n > N
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[|Jtn — uml| < W
Como T é limitado, temos que {T"(u,)}, é uma sequéncia de Cauchy, pois para todo

m,n > N temos que

Tt = T || < (|T7|] [t — wml| < [|T" = e

i

Como X é Banach, {T"(uy)}n € convergente em X, digamos lim, . T"u, = v. Segue

que (u,v) € G(T") = G(T"). Assim, existe z € D(T") tal que (u,v) = (2,7"z). Logo,
u =z € D(T") e portanto,

D(T") € D(T").

3.2 Majoracao, Inclusao de Imagens e Fatoracao de
Operadores nao limitados em espacos de Banach

Encontra-se em [9] uma versdo do Teorema de Douglas para operadores lineares nao
limitados definidos em espacos de Hilbert. Motivado por este teorema, Forough apresentou
em [12] um resultado que generaliza o Teorema de Douglas no contexto de operadores
lineares fechados densamente definidos em espacos de Banach. Nesta secao, abordaremos

este e outros resultados estabelecidos por Forough no mesmo artigo.

Teorema 3.2.1. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X. Suponha que T tem inversa generalizada T'. Se R(S) C
R(T), entao existe um unico operador V densamente definido em X, tal que S =TV e
R(V) C R(T"). O operador V é chamado de solu¢ao reduzida para T" da equagdo S =

TX. Também, existe um nimero M > 0 tal que
[V (@)[]? < M(||2]|* + [1S(2)[|), para todo x € D(V).
Além disso, se S € limitado entao V € limitado; e se T € limitado, entao V € fechado.

Demonstragao. Seja x € D(S). Entao S(z) € R(S). Como R(S) C R(T) segue que
S(z) € R(T). Pela Observagao 3.1.2, temos que D(T') = N (T) & R(T”"). Logo, existe um
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tinico y € R(T") tal que S(x) = T'(y). Agora, defina
V:D(S) —» X
= V(z)=uy.

As observagoes do inicio da prova, mostram que V esta bem definido. Como D(S) = X,

V esté densamente definido, e como S(z) = T'(y), temos
S(x) =T(V(z)) = S(x) = (TV)(2).
Logo, S = T'V. Observe também que

R(S) € R(T) € D(T')

R(V) CR(T"), pois y € R(T").

Dai, TS = T'(T'V)) = V, pois pela Proposi¢ao 3.1.1, T"T é projecao sobre R(T"). Supo-
nhamos que ¢ é um operador densamente definido em X tal que S = T e R(v) C R(T").
Entao temos TS = T"Tvy = 1, o que mostra a unicidade, 1 = V.
Considere o operador
W: G(S) - X

(z,5(x)) = W(z,S(z)) = V(x),
onde G(S) é o grafico de S. Mostraremos que o grafico de W, G(W), é fechado no
espaco de Banach G(S) @ X. Seja (z,y,2) € W Logo, existe uma sequéncia
{(zn, S(xn), V(zy))}n em G(S) @ W convergindo para (z,y, z). Assim,

xy — x,S(x,) =y, Vix,) — 2.

Como G(S) é fechado, (z,y) € G(S) e y = S(z). Resta mostrar que W(z,y) = z, ou
equivalentemente, que z = Vz. Temos que lim,,_,., V(x,) = z, isto &, lim,, o (7"5)(x,)z.
Assim, lim,, oo (S(2y), T'(S(2,))) = (S(x), z). Como G(T") é fechado, ja que T é fechado,
vem que T'(S(z)) = z, ou seja, (1T"S)(x) = z, e portanto V(x) = z implicando que G(WW)
¢ fechado. Usando o Teorema do Grafico Fechado, temos que W é um operador limitado,

isto é, existe C' > 0 tal que
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[|W (z, S(z))|| < C||(z,S(z))||, para todo x € D(S) = D(V).

Notemos que

V]| = [[W(z, S(2))]] < Cll(z, S(x))|| = C(VIz]2 +[S(2)]]?).
Logo,

[[Vx||? < M(||z]]* + ||S(x)]?), para todo z € D(V), onde M = C?.
Suponhamos S limitado. Temos que mostrar que V' é limitado. Observe que
V(@) < C2(||2]* + [[S(2)]])

= C*|lz|* + C*[|S(2)]?
< C*[a]]* + C2(|[S|Pllx]]?) = (C* + C?[[S|]?)||2] [, para todo = € D(V').
e assim, V' é limitado.

Agora, suponhamos que 7' é limitado. Devemos mostrar que V' é um operador fechado.

Para isso, vamos provar que o grafico de V' ¢ fechado. Seja (z,y) € G(V). Entao existe
uma sequéncia {z,}, em D(V) tal que lim, .o z, = x e lim,_,o, V(z,) = y. Como T &
limitado, segue que

S(an) = (TV)(xn) = T(V(2n)) = T(y)-

Logo, temos a sequéncia {(z,,S(x,))}, em G(S) convergindo para (z,7(y)). Como S
¢ fechado, G(S) é fechado, e portanto S(z) = T'(y), isto &, (z,T(y)) € G(S). Como T
é limitado, a Proposi¢ao 3.1.4 garante que R(7") é fechado. Logo, sendo y o limite da
sequéncia
Vi) =T"(S(xa)),
tem-se que y € R(T"). Pela defini¢do do operador V', V(x) = y, e portanto V é fechado.
O

Defini¢ao 3.2.1. Seja S : D(S) € X — X um operador linear onde X é um espaco

normado. Um operador linear
V:DV)CX —X

é chamado S-limitado se D(V) C D(S) e existe M > 0 tal que
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IV (@)[[? < M(||z]]* + [|S(2)|[*), para todo x € D(V).

A prova do teorema acima mostra que para operadores fechados densamente definidos S
e T em um espaco de Banach X, {T'S | T(inv)T'} é um conjunto de solugdes da equagao
S =TV que sao S-limitados.

Corolario 3.2.1. Seja T uma inversa generalizada de T eV solucao reduzida para T’

da equagao S = TX. Entao, N(V) = N(S).

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.1, temos que V =T"S e S = TV. Segue que N (V) C
N(S). Como V =TS, temos N (S) C N (V). O

Proposicao 3.2.1. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X, ambos admitindo inversa generalizada. Se R(T) = R(S)
e N(T) = N(S), entio existe um operador invertivel V, densamente definido, tal que

S=TV.

Demonstracao. Sejam T e S’ inversas generalizadas de T e S, respectivamente. Pelo

Teorema 3.2.1 existem aplicacoes lineares
Z:D(S) —» X
z— Z(x) = (T"S)(x), com S =TZ

W .D(T)— X
z— W(x)=(5T)(x), com T = SW.
Notemos que:

a) WZ = 5'S. De fato, temos que WZ = S'TT'S, e seja u € D(S). Entao,
S(u) € R(S) =R(T) € D(T").
Assim, como TT" é uma projecao sobre R(T"), obtemos
(S'TYT'S)u = S"TT'(S(u)) = (S'S)u.
b) WZ|g(sy = I é identidade. De fato, seja € D(S"). Entao,

WZ(S'(x)) = S'S(S'(x)) = (8'SS")(x) = §'(x).
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¢) R(T) = R(S) = R(SS") e R(T") = R(T'T). De fato, dado S(u) € R(S5), entao
S(u) = S885'S(u) = SS'(S(u)) € R(SS").

Se SS'v € R(S95’), entao S(S'(v)) € R(S). Vale também que R(T") = R(T'T), pois se
T'(x) € R(T") entao

T'(x) = T'TT'(z) = T'T(T'(z)) € R(T'T).

Por outro lado, se T'T'(v) € R(T'T), entao T'(T'(v)) € R(T"). Seja Z = Z|r(s). Temos
que R(Z;) = R(T"). De fato, segue de ¢) que

Z(S'(x)) =T'SS"(x) =T'Tv=Tg.

Pela Observagao 3.1.2, D(S) = R(S") & N(S).
Defina

V:D(S) = X

(5(x) +y) = V(5'(2) +y) = Z(5 (@) +y, = € D),
y € N(9).
Segue que R(V) = R(T") + N(T) = D(T), pois R(T") = R(Z1), N(T) = N(S) e vale a
Observagao 3.1.2. Temos que V' ¢ injetor, pois dado S’(z) +y € N(V), entéao
V(' (@) +y) =0= Z1(5(x) +y =0 = Z1(5(2)) = —y = WZi(5'(x)) = W(-y)
= S'(z) =W(-y) = S'(z) = S'T(-y) = S'(z) = 0, pois y € N(S) = N(T).

Resulta que y = —Z,(5"(x)) = —Z1(0) = 0, ou seja, S'(x) +y = 0, e portanto N'(V) ¢
trivial. Logo V' é invertivel sobre R(V'). Agora, seja S’(x) +y € D(V), com z € D(5) e
y € N(S). Entao,

S(8'(x) +y) = S(5'(x)) + Sy = S(5'(x)),

TV(S'(x)+y) =TZ(S'(x) + Ty = TT'S(S'(x)) = S(S'(x)),

e, portanto S =TV. n

Estudaremos agora o problema sobre a existéncia de um operador V' tal que S é uma
extensao de VT, assim

D(VT) S D(S)eVT =5 |pwr),
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com T e S operadores fechados densamente definidos. Usaremos a notagao
Vics

para indicar que S é uma extensao de V1. Para este estudo, introduziremos a propriedade

T majora S, agora no contexto de operadores nao limitados.

Definicao 3.2.2. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X. Diremos que T magjora S se D(T') C D(S) e existe A > 0
tal que

1S (@) < AT (2)]],

para cada x € D(T).

O proximo resultado fornece condicoes que garantem a majoracao de operadores con-
forme a definicao anterior. Veremos ainda que a propriedade de majoracao é uma hipotese

essencial na Proposi¢ao 3.2.3. Comecaremos com o seguinte lema.

Lema 3.2.1. Sejam X um espaco de Banach e T e S operadores fechados densamente
definidos em X a valores em X, com T (inv)T" e T' limitado. Entdo o operador
ST DT CX - X
x+— ST (x)

é limitado.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que como 7" ¢ limitado, temos pela Proposicao
3.1.2 que

D(T") = X.
Como X é Banach, se mostrarmos que ST’ é fechado, pelo Teorema do Grafico Fechado
ST’ ¢ limitado. Seja (y,z) € G(ST"). Entao existe uma sequéncia {y,}, em D(ST") tal
que lim,, o ¥, = y € lim,, oo ST (y,) = 2. Como T" é limitado

lim T'(y,) =T'y.

n—o0

Além disso, (T"(yn), ST (yn)) € G(S) e limy oo (T"(yn), ST (yn)) = (T"y, z). Resulta que

(T"y, 2) € G(5) = G(5),
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e portanto,

z=S(T"y).

Ou seja, G(ST") é fechado, o que implica que o operador ST’ é fechado, e portanto
limitado. O]

Proposicao 3.2.2. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X. Suponha que D(T) C D(S), N(T) C N(S) e que T tem

inversa generalizada, T, limitado. Entao T majora S.

Demonstracao. Assuma as hipoteses da proposicao e defina
V:R(T) — X
T(x)— V(T(z)) = S(x).
Resulta que:
o VV estd bem definido.
De fato, sejam T'(z), T(y) € R(T) com T(x) = T(y). Entdo (x —y) € N(T) C N(9), e
assim S(z) = S(y), ou seja, V(T'(x)) = V(T (y)). Portanto, V estd bem definido.

e IV é limitado.

Vamos mostrar que V' ¢ um operador fechado, e assim, pelo Teorema do Grafico Fechado,

concluir que V' ¢ limitado. Seja (y,z) € G(V). Entao existe uma sequéncia {u,}, em
R(T), u, = T(x,) com lim, oo up, = y, {n}n em D(T) e lim, o V(T(2,)) = 2. Como

T’ é inversa generalizada de T, entao temos que T = TT'T, o que implica que
V(T(x,)) = (VT)(x,) =VTT'T(x,) = ST'T(x,).
Como vimos no Lema 3.2.1, ST’ ¢ um operador limitado e assim,
V(T(zn)) = (ST')(Tn) — ST'(y),

o que implica que z = ST'(y).
Como 7" é limitado, pelo Lema 3.1.4, R(T') é fechado. Logo y € R(T), e como TT" é
projecao sobre R(T') obtemos y = TT"(y). Segue que

V(y) =V(IT(y) =VT(Ty) = ST'(y) = z,
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e V é fechado. Sendo V' limitado, existe C' > 0, tal que
|V (Tz)|| < C||Tz||, para todo T'(x) € R(T).
Mas isso implica que ||S(z)|| < C||T(z)||, para todo x € D(T) e, portanto, T majora
S. O
Utilizaremos o seguinte resultado que se encontra na pagina 98 de [14].

Lema 3.2.2. Sejam X e Y espagos de Banach e T : D(T) C X — Y um operador linear
fechado com N(T) fechado. Entao R(T) € fechado se, e somente se, existe C > 0 tal que

Clle + N(D)|| < ||Tx]||, para todo x € D(T).

Proposicao 3.2.3. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco
de Banach X a valores em X, tal que T majora S. Se R(S) e N(S) sao fechados e N(T')
= N(S), entio R(T) ¢ fechado.

Demonstracao. Consideremos o seguinte operador
Qs X — X/N(9)
r— Qs(x) =z + N(9).
Como supomos R(S) fechado, pelo Lema 3.2.2 existe M > 0 tal que

M|Qs(@)]] < |1S()]], para todo & € D(S),
ou equivalentemente,
||z +N(9)|| < M~1|S(2)||, para todo = € D(S).
Como N(S) = N(T) e T majora S, entdao D(T) C D(S) e existe C > 0 tal que
|z + N(D)|| < M7H[S(2)]| < C|[T()]], para todo x € D(T).
Logo, pelo Lema 3.2.2 R(T') é fechado. O
Teorema 3.2.2. Suponha que T e S sao operadores fechados densamente definidos em

um espaco de Banach X a valores em X, e que T tem uma inversa generalizada. Se T

magjora S, entao existe um operador V densamente definido em X a valores em X tal
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que VI C S. Além disso, se T admite uma inversa generalizada limitada, entao V € um

operador limitado.

Demonstracao. Defina
Vo :R(T) — X
T(z) — Vo(T(z)) = S(x).

Como T majora S, D(T') C D(S) e segue que N (T') C N (S). Assim V; esta bem definido.

Para todo = € D(T), como T tem inversa generalizada 7", vem que
Vol (2) = Vo(TT'T)(x) = (VoT)(T'T)(x) = ST'T(x) = ST'(T(x)), = € D(T).

Logo, Vo = ST" em R(T). Assim, podemos considerar V', extensao de 1 como um
operador densamente definido:
V:DT) — X
z— V(z) = ST'(z).
Supondo 7" limitado, pelo Lema 3.2.1, V = ST’ é um operador limitado definido em
X. O

No Lemma 1 de [11], Embry obteve uma caracterizacao de imagens de operadores
limitados em um espago de Banach. A seguir, mostraremos um resultado analogo, valido

no contexto de operadores densamente definidos em um espago de Banach.

Definicao 3.2.3. Sejam X e Y espagos de Banach ¢ T: D(T) C X — Y um operador
linear densamente definido em X. O conjugado T de T’ estd definido em

D(T*) = {y* | y* € Y*, y*T é continuo em D(T)}.
Para y* € D(T*), seja T* o operador que leva y* € D(T*) em y*T, onde y*T ¢ a unica

extensao linear continua de y*T para todo X.

Lema 3.2.3. Seja T um operador densamente definido em um espaco de Banach X a

valores em X. Entdo, z* € R(T*) se, e somente se, existe um nimero real C' > 0 tal que

|z*(z)] < C||T(2)||, para todo x € D(T).
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Demonstra¢ao. Suponhamos que z* € R(T™), entdo T*y* = z*, y* € D(T*). Logo, para
x € D(T),
2" (2)| = [Ty ()| = [y"T'(@)| < |ly*[| [[T(2)]]-
Reciprocamente, assuma que z* € X* e que existe um niamero C' > 0 tal que
|z*(z)| < C||T(2)||, para todo x € D(T).
Defina
fR(T)—K
Tx— f(T(x)) = x*(z).
E facil ver que f esta bem definido, e que f é linear devido a linearidade do funcional z*

e de T. Além disso, f é continuo, pois
|f(Tz)| = |x*(x)| < C||T(z)||, para todo z € D(T).
Pelo Teorema de Hahn-Banach, f tem uma extensao linear limitada y* em X*. Dai,
y*(Tz) = x*(z), para todo x € D(T).
Note que y*T' é limitado em D(T') e segue que y* € D(T*). Portanto, z* = T*(y*) €
R(T™). O
A proxima proposi¢do é uma extensao de uma parte do Teorema 1 de Embry [11].

Proposigao 3.2.4. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espa¢o
de Banach X a valores em X. Suponha que existe um operador limitado V definido em
X tal que VT C S. Entao,

R(S*) CR(T™).

Demonstragao. Sejam z* € D(S*) e V : X — X um operador limitado tal que V7T'(z) =
Sz para todo x € D(T) C D(S). Entao S*(z*) € R(S*), e paray € D(T)

1" (@) ()] = =" (S| = = (VT )| < ll=*[HIVIFIT ()]

Pelo Lema anterior, S*(xz*) € R(T™). O
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Corolario 3.2.2. Sejam T e S operadores fechados densamente definidos em um espaco

de Banach X a valores em X. Suponha que T tem inversa generalizada, T', limitada. Se

T majora S, entdao R(S*) C R(T*).

Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 3.2.2 e da Proposicao 3.2.4. O



Capitulo 4

Frames para Operadores

Frames em espacos de Hilbert foram apresentados pela primeira vez em 1952 por
J. Duffin e A.C. Schaffer [10| no contexto de séries de Fourier nao-harmonica, isto é,
expansoes de funcoes em L2([0, 1]) em exponenciais complexas e*** onde {\, },ez é uma
familia de nimeros reais ou complexos. Apesar de possuirem mais de meio século, os
frames ganharam popularidade apenas nas ultimas décadas, devido principalmente ao
trabalho de I. Daubechies, A. Grossmann e Y. Meyer [8].

A propriedade de independéncia linear para uma base, que permite que cada vetor
possa ser representado de forma tinica como uma combinacgao linear dos vetores que com-
poem a base é muito restritiva para problemas praticos. Nessas circunstancias os frames
surgem como uma poderosa ferramenta na Teoria de Operadores e na Teoria de Espacos
de Banach.

Pode-se considerar que frames sao generalizacoes de bases ortonormais. Um frame
permite que cada elemento do espago possa ser escrito como uma combinacao linear
de elementos do frame, mas a independéncia linear entre os elementos do frame nao é
necessaria. Este fato tornou-se importante no processamento de sinais, processamento de
imagens, teoria da codificacao e teoria da amostragem. Baseado no trabalho de Laura
Gavruta [13] apresentaremos neste capitulo, como aplicacdo do Teorema de Douglas e
dos demais conceitos estudados, uma generalizagdo de frames (K-frames) que permite

reconstruir elementos da imagem de um operador linear e limitado K em um espaco

53
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de Hilbert. Abordaremos uma caracterizacao de K-frames usando operadores lineares
limitados. Elucidaremos a nocao de sistema atdmico associado a um operador linear
limitado e suas propriedades e, por fim faremos uma descricao de familias de dtomos

local.

4.1 Sistemas atomicos e K-frames

Definigao 4.1.1. Seja H um espago de Hilbert. Uma familia de elementos {f,}52, C H

n=1

€ chamada de frame de H se existem constantes A, B > 0 tais que

Allzl? <> | <, fo > [P < Blfa|?, Vo € M.

n=1
As constantes A e B sdao chamadas de limites frame. Se apenas a ultima desigualdade da

definicao acima € vdlida, diremos que {f,}>2, € uma sequéncia de Bessel.

Exemplo 4.1.1. Seja {ex}32, uma base ortonormal de um espago de Hilbert H separdvel.

Repetindo cada elemento de {e,}32, duas vezes, obtemos

{fk}?:l = {617617627627 }

que € um frame com limite frame A = 2. Repetindo somente o elemento ey, obtemos

{fk}liozl = {617617627637 }

que € um frame com limites A=1, B = 2.

Exemplo 4.1.2. Sejam {e;}32, uma base ortonormal de um espaco de Hilbert H separdvel

e

(f)e { 1 1 1 1 1 }

C, =461, —=€y, —€y, —€3, —E€3, —=E€3, ... 0}

k k=1 1 \/§ 2 \/§ 2 \/§ 3 \/§ 3 \/§ 3

isto €, { fx}r € uma sequéncia onde cada vetor \/LEek € repetido k vezes. Entao, para cada

feH,

o0

Si<ffi=P=3# <f,%ek> 2 = |IfI1%
k=1

k=1

Assim, {fr}32, € um frame em H com limite frame A = 1.
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Outros exemplos e mais detalhes sobre frames podem ser encontrados em |[6].

Proposicao 4.1.1. Seja {fx}r uma sequéncia no espago de Hilbert H e suponhamos que

> vy crfr € convergente para toda sequéncia {cy}y € (2. Entao

T:0? > H
{entr = T({erke) = Dopt crfr

€ um operador linear limitado, cujo adjunto € dado por

T :H — (2
[T =A< [ fu >
Além disso,

Yl < fife > P < TIP AP Vf €.

Demonstracao. Consideremos a sequéncia de operadores lineares limitados

T,: 0> > H
{eutr = Tul{ertr) = 2y it

Claramente, T,, — T pontualmente quando n — oo. Pelo Teorema 1.0.11 temos que

T ¢é limitado. Resta encontrar a expressao de T*. Sejam f € H e {c;}x € ¢*. Entdo,
<L THah) >=<£Y afi>= > <ffi>a (4.1)
k=1 n=1

Temos, para todo {c;}r € (%, que a convergéncia da série Y - | < f, fr > ¢ implica que
o

< f, fr >}x € 2. Para verificar isso, note que ~ . < f, fr > ¢ também converge.
n=1 g
Defina

Wn('r) :Z < fafk > Ck
k=1

p(x) = Z < [, fe > cx,
k=1
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onde z = {cx }x € (. Pela Desigualdade de Holder, temos que

(@)l < Q< £ Su > P2 Q) < QL < £ fu > )2 |l
k=1 k=1 k=1

Logo, ¢, é continua, e

n

leall < O 1< £ fi > )Y neN.

k=1
Como ¢, — ¢ pontualmente, segue do Teorema 1.0.11 que ¢ também é limitado. Logo,

para toda sequéncia x = {c;}r em %, temos que

(@) = 1Y < e > el <@l O el (4.2)
k=1 k=1

Seja n € N fixado, e consideremos a sequéncia x = {¢ }, dada por

<fife> se 1<k<n,<f f>#0
Cp —

0, caso contrario.

Entao, {cx}r € 2. Além disso, para k=1,...,n

el =< [ e >P =1 <[ fr >|?

< fvj% > Cp — <:f7j% > <:faj% >'::| <:f7fk:> P ::|CkF'

Assim, da desigualdade (4.2) obtemos
Cha | <> PV (Cpo [ < > PV =0 < f i > P

= >k lewl

=Y < fife >

< el (ke lenl)'7?

= [lell e | < i fi > P)V2.
Logo,

n

D U< ffe>P) < el

k=1
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Como essa desigualdade é valida para todo n € N, segue que {< f, fr, >}, € (.. Com

isso, escrevemos a identidade (4.1) na forma

< f,iT({cetr) > = <A< f, fu >t {ertr >,

e concluimos que
T*f={<f. frx >}n

O adjunto de T' é limitado e ||T'|| = ||T*||. Temos
1T A2 < NP 1112 = 1T AP, VF € R

Portanto,

STI< £ fe> P<ITIP ISR VS € He

k=1

]

Proposigao 4.1.2. Seja {fi}x uma sequéncia em H e B > 0 dado. Entdao {fy}r € uma
sequéncia de Bessel se, e somente se,
T:0>—H
{eubr = T{ade) = 25l e
¢ um operador limitado com ||T|| < v/B.

Demonstra¢ao. Suponhamos que { fx}r é uma sequéncia de Bessel com a constante po-
sitiva B. Seja {c,}r € (? e mostremos que T estd bem definido, isto &, que >~ ¢k fi €

convergente. Para isso, consideremos m,n € N com n > m. Entao,

n

Z i fr

k=m-+1

= sup {’< Z Ckfkag>’}

llgll=1 Mttt

n m
Z chfre — Z i fr
k=1 k=1

n
< sup Y ek < frg>|
lgli=1 5

n n

<3 1 sup (Y 1< fuug > )2

k=m+1 llgll=1 =1
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g\/ﬁ( Z |ck|2>1/2.

k=m+1

Como {cy}i, € €2, segue que {d 7 | |ex|*}, € uma sequéncia de Cauchy em C. Logo, temos
que {> 7 _, ¢rfr}n € uma sequéncia se Cauchy em H, e portanto convergente. Além disso,
¢ facil ver que T ¢é linear, e como
T (extr)ll = ||S|L\1p1{| <T{crte), 9> 1},
g =
fazendo um calculo semelhante ao que foi feito acima, concluimos que 7' é limitado com
|T|| < V/B. Reciprocamente, suponhamos 7 um operador linear limitado com ||T|| <

V/B. Pela Proposicio 4.1.1, temos que

o0

SoU< fofe> P <ITIPISI VS € B,

k=1

Logo,

Sveil < fofe > P < B|If||* e {fx}r ¢ uma sequéncia Bessel.

Definigao 4.1.2. Seja {f,}, uma sequéncia de Bessel em H. O operador
T:0?—H
{catn = T({eatn) = 20sicnfn

€ chamado de operador sintese ou pré-frame.

O operador adjunto, dado por
O=T*:H — (?
r— O(x) = {<z, f, >},

€ chamado de operador andlise.

Fazendo a composicao de T com T™* obtemos o operador frame
S H—->H
e S(x) =TT (x) =37, <, fo> fa
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Definigao 4.1.3. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e K € B(H). Diremos que uma

sequéncia { fn}n em H é um sistema atomico para K se valem as sequintes afirmacoes:

(1) A série Y 7 | ¢ fy converge para todo ¢ = {c,}n € (2.

(ii) Eziste C' > 0 tal que para todo x € H existe a, = {a,}, € €* tal que ||a,|| < C||z||
e Ko =% > anfn.

Observacao 4.1.1. A condi¢ao (i) da definicao anterior é equivalente a dizer que { f,}n
€ uma sequéncia de Bessel, o que pode ser verificado através da Proposicao 4.1.1 e Pro-

posicao 4.1.2.
O proximo resultado trata da existéncia de sistema atdémico para um operador.

Teorema 4.1.1. Seja H um espago de Hilbert separdvel e K € B(H). Entao K tem um

sistema atémico.

Demonstracao. Seja {e,}2; uma base ortonormal em H. Entao, para todo © € H

[e%s)
r = E < T,€n > En,
n=1

e segue que
o0
K(z)= Z < x,e, > Ke,.
n=1
Tome f, = Ke, e a, = < x,e, >, n=1,2,.... Usando a Identidade de Parseval, temos
que
oo oo [e.e]
dl<afu>P=) | <aKey>[=) [<Kuwe, > =Kzl <||K|]||lz]*,z € H,
n=1 n=1 n=1
o que mostra que {f,}, é uma sequéncia de Bessel. Além disso |[{a,}.|| = ||z||- De fato,
oo o
Hoadoll = Y Joal? = 31 < 0,0 > 2 = 0 € 7.
n=1 n=1
Logo, K tem um sistema atomico. O]

O proximo resultado de Gavruta [13] fornece uma caracterizagao de sistemas atomicos.
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Teorema 4.1.2. Seja H um espaco de Hilbert separdvel e { f,}, C H. Entao as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
(1) {fu}n € um sistema atomico para K;

(2) Ezistem A, B > 0 tais que

A" z|? <) | <, fo > [P < B|lz]]”, Vo € H;

n=1

(3) {fu}n € uma sequéncia de Bessel e existe uma sequéncia de Bessel {g,}, tal que

szz<x,gn>fn,x€7-[.

n=1
Demonstracao. (1) = (2) Suponhamos que {f,}, ¢ um sistema atomico para K. Nesse

caso, {fn}n € uma sequéncia de Bessel, e portanto existe B > 0 tal que
o0
Sol<afu> [ < Bllall, v € 1.
n=1

Para provar a desigualdade oposta, notemos que, para g € H com ||g|| = 1 e usando a

Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| < K, g > | < |[K"x[ [[g]] = || K7x]]

Sup {| <K'z, g> [} < |[K"]].
gl|=1

Por outro lado,

* *

K*x
|| K>z

| K z|| = < K"z, >=|< K'z,——>| < sup{| < K"z,9 > |}.

|| K] T lgll=1
Logo, temos que
[ 2|| = HStulp {l <K'z, 9>} = ||Slﬁp {| <o, Kg>|}
gll=1 gl|=1

Substituindo x por g na condicao (i) da Defini¢do 4.1.3, obtemos

o0

Kg:Zanfn.

n=1
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Entao,

|| K z|| = SUP\|g||:1{| <@, ol anfa > |} = Sup||g\\:1{| Dot @ < Ty fr >}
o) 1 00 1
< supyg e d (s lan?)2 Q202 | < 2, fu > 17)2}

< supy g = {C gl (202 | <z, fu > )2},

Logo,
[z < C|Slﬁp1{!|g|\(2\ <, fo > %)z},
g =

n=1

e portanto,

o0

K 2| <CO I <a fu> )2

n=1

1 [o.¢]
S|P < fu > P
n=1
o que conclui a prova.

(2) = (3) Assuma (2). Como visto na Observagao 4.1.1, {f,}, ¢ uma sequéncia de
Bessel. Segue que f, = Te,, onde T : (> — H é um operador linear limitado (operador

sintese) e {e,}°2, ¢ a base ortonormal canonica de 2. Assim,

[o.¢] oo
AP <Y <2, Tey > P =D | <Tze, > | = |||

n=1 n=1
Entao,

|K*z|| < A7Y|T*]|, Y € H.

Desse modo, valendo a condigao (ii) do Teorema de Douglas, temos que existe um operador
linear e limitado M : H — ¢% tal que K = T'M. Consideremos a sequéncia de funcionais
F,:H—C
x— Fy(z) = (Mx),,

onde (Mx), é o n-ésimo termo da sequéncia Mz. Note que para cada n € N, F, esta
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bem definido e

Fuw)] = | (M) < (D(Mx)nﬁ)"’ — \|ga]] < M| llall, = € Hon € N,

n=1
Segue do Teorema da Representacao de Riesz que, para cada n € N, existe g, € H tal

que F,(x) = < x,g, > para todo x € H. Dali,

Ko =TMz = T({Fy@)}) =3 Fu(@)fa =3 < 2,00 > far n €N,
n=1

n=1

Além disso,
Yl<zga>P =) |Fu@)f =) |(Mz),[* = |[Mz|]* < [[M|]* ||z]|*, Vo € H.
n=1 n=1 n=1

Portanto, {g,}, é uma sequéncia de Bessel.

(3) = (1) Seja {fn}n € H e suponhamos (3). Como {f,}, ¢ uma sequéncia de Bessel,
a primeira exigéncia da Definicdo 4.1.3 ja esta satisfeita. Além disso, por hipotese,

o0

Kx:z<x7gn>fn'

n=1
Isso nos leva a tomar, para cada x € H, a sequéncia a, = {< x,9, >},. Como {g,}n
é uma sequéncia de Bessel, vem que existe B > 0 tal que >_.>7 | < x,9, > |*> < B|z|?
e isso mostra que a, € €% e ||ag|| < VB||z||. Assim {f,}, ¢ um sistema atémico para

K. [l

Definicao 4.1.4. Seja K € B(H). Diremos que {fn}n € um K-frame para H se existem
constantes

A, B > 0 tais que

ARl <3| <, o> P < Bllal?, Ve € H.

n=1
O seguinte resultado ¢ uma caracterizacao de K-frames através de operadores limita-

dos.
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Teorema 4.1.3. Sejam H um espaco de Hilbert separdvel, K € B(H) e {e,}2, uma base
ortonormal para (2. Entio, {fn,}n € um K-frame se, e somente se, existe um operador

linear limitado L : (> — H tal que f, = Le, e R(K) C R(L).

Demonstra¢ao. Suponhamos que {f,}, é um K-frame e consideremos a aplicacao
S:H — (2

e S(x) =300 <, fn> ey

Note que S esta bem definida, é linear e limitada, pois
oo o0
1S2[[> = |ID> <@ fa>eall? =D | <, fu>]" < Bllz|f,
n=1 n=1

onde a 1ltima desigualdade segue da definicao de K-frame. Além disso, sendo S* : /2 — H,
temos que S*(e,) = fn, n € N, pois para y € (2
<Seny>=<e,Sy>=<e,» <y fi>e>=<y fo> =<fuy>.
j=1

Logo, S*(e,) = fn. Da hipotese de {f,}, ser K-frame existe A > 0 tal que

AK 3|2 < Y <2 fu > 2

n=1
E, pelo que mostramos,
I1S@I2 =S| <, fu> P Vo e M.
n=1

Resulta que
Al K =]|* < [[S(2)]]%,

e consequentemente, ||K*z|| < A7!||L*z|| para todo z € H, onde L = S*. Pelo Teorema
de Douglas,
R(K) C R(L).

Reciprocamente, seja L : /> — H um operador linear e limitado, e suponha que f,, = Le,

e R(K) C R(L). Temos que L* : H — (* ¢ dado por

L*(z) = Z <z, fn>en.
n=1
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De fato, para g € (2,

< L*w,g> =< L'z, 7 cpen > = 0 Gy < L*w,e, > = > ¢, <ux, Le, >
TG S < fa> = N < g > >
= <> <X > en g >

Notemos que

Z!<wfn>!2 Z\<xLen>\2 1< Loy > [ = |l < 1E1Plel

n=1

ou seja, {f,}52, ¢ uma sequéncia de Bessel. Como R(K) C R(L), usando o Teorema de
Douglas, temos que existe uma constante A > 0 tal que ||K*z|| < A7Y|L*z||. Segue que

A 2P < |L2|P =) | <@ fo > P < IL7|Pll2 P, Ve € .

n=1

4.2 Familias de Atomos locais

Apresentaremos agora uma relacao entre os resultados anteriores sobre sistemas ato-
micos e uma nova familia de sistemas de anélise e sintese para um subespaco fechado H
de um espacgo de Hilbert H. Os problemas que surgem na teoria da amostragem motiva
o estudo desses sistemas, que diferentemente dos frames, nao necessariamente pertencem
a Hy. Provaremos que uma familia de atomos local para Hy ¢ um Py -frame, onde Py, é

projecao ortogonal sobre H,.

Definicao 4.2.1. Seja {f,}, uma sequéncia de Bessel em H e Hy um subespago fechado
de H. Chamaremos { f,}n de uma familia de dtomos local para Hy se existe uma sequéncia
de funcionais lineares {c,}n tal que

(i) Eziste C >0 com Y o2 |en(2)|? < Clz|)?;

(id) x =Y 0" cu(2) [, para todo x € H,.

Diremos que o par { fn, ¢y tn fornece uma decomposicao atomica para Hy e C' é um limite

atomico de { fn}n.

Usando o Teorema 4.1.2 e o Teorema 4.1.3 obtemos caracterizacoes de familias de

dtomos locais.
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Teorema 4.2.1. Seja H uma espago de Hilbert separdvel e {f,}, C H uma sequéncia de
Bessel. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) {fu}n € uma familia de dtomos local para Hy;

(2) {fn}n € um sistema atomico para Pg,;

(3) Existe A > 0 tal que

Al|Puya|? <> | <, fu > [P, Vo € H;
(4) Eziste uma sequéncia de Bessel {gn}n em H tal que

PHOx:Z<x,gn>fn,x€X;

n=1
(5) Existe um operador linear limitado L : (> — H tal que f, = Le, e Hy C R(L), onde

{en,}5°, € uma base ortonormal para (*.

Demonstracao. (1) = (2) Imediata.
(2) & (3) & (4) Segue do Teorema 4.1.2.

(4) = (1) Seja z € Hy e de (iv) segue que
:E:Z<x,gn>fn.
n=1
Denotando ¢,(z) = < z, g, > temos que existe B > 0 tal que

[e's) )
D lea(@)P =D | < 2,90 > > < Bllz|?
n=1

n=1

pois {g,}5°, é uma sequéncia de Bessel e ¢, sdo funcionais lineares em Hy.

(2) & (5) Segue do Teorema 4.1.2 e do Teorema 4.1.3. O



Capitulo 5

Operadores Quociente

O conceito de quociente, um dos mais antigos da Matematica, se revela presente em
inimeros de seus ramos, passando pelas licoes de Euclides para a definicao da divisao
euclidiana e alcancando a Matemética abstrata, quando utilizado para descrever espacos
cujos elementos sao classes de equivaléncia concernente a alguma relacao de equivaléncia.

Em 1978, Kaufman [15] introduziu os operadores quociente com o objetivo de estender
a classe de todos os operadores fechados em um espacgo de Hilbert H. Tais operadores tem
sido estudados em diversas areas, como por exemplo, na teoria espectral de operadores
fechados e na resolucao de equacoes diferenciais abstratas e equacoes diferenciais parciais.

Em [1], Abdellah apresenta uma condigdo necessaria para a existéncia do quociente
entre dois operadores lineares limitados em um espaco de Hilbert. Esta condigao se rela-
ciona com o conceito de grafico de um operador linear. Fundamentado em [2], usaremos
o Teorema de Douglas para caracterizar os operadores quociente limitados e estudaremos

os operadores quociente compactos e de Fredholm.

5.1 Operador Quociente Limitado

Sejam ‘H um espago de Hilbert e TS € B(H). Denotaremos por G(S,T) o subespaco de
‘H x H dado por
G(S,T) ={(Su,Tu) | u e H}.

66
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Temos que G(S,T) é grafico de um operador linear definido em R(S) se, e somente se,
N(S) C N(T). Se G(S,T) é grafico, denotemos por F o operador linear tal que G(F) =
G(S,T). Portanto, F' sera a aplicacao

Su — Tu,Yu € H,

ou seja, Tu = FSu, para todo u € H. Isso nos conduz a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1.1. Sejam T e S dois operadores limitados em um espaco de Hilbert H tal
que N'(S) C N(T). Chamamos de operador quociente T por S e denotamos por T/S, a
aplicacao

Su v Tu,u € H.

Observacao 5.1.1. Os subespacos R(S), R(T) e G(S,T) sao o dominio, a imagem e o
grdfico de T'/S, respectivamente.

Observacao 5.1.2. O quociente de dois operadores limitados, nao € necessariamente um
operador limitado. De fato, seja A € B(H) um operador injetor tal que R(A) ndo é
fechado no espago de Hilbert H. Temos que N(A) C N(I). O operador quociente I/A

nao € limitado, pois se fosse limitado existiria C' > 0 tal que

|1y

‘ < Cl|Az||, Yz € H,
1sto €,
|lzl] = [Hz]] < C[|Azl]], V2 € H.
Logo, pela Proposicao 1.0.9, R(A) é fechado em H, o que é uma contradicio.

A partir do Teorema de Douglas, obtemos o seguinte resultado para um operador

quociente 7'/S:

Proposicao 5.1.1. O operador T'/S € limitado se, e somente se, R(T*) C R(S*).

Demonstragao. Suponhamos 7'/S limitado. Logo, existe M > 0 tal que

[(T/S)z|] < Mllx|], Vo € D(T/S) = R(S).
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Equivalentemente, ||(7/S)Su|| < M||Sul|| = ||Tu|| < M||Sul|, para todo u € H e assim,
S majora T. Pelo Teorema de Douglas R(7*) C R(S*). Reciprocamente, se R(T™*) C
R(S*), entao S majora T e pelo Teorema de Douglas existe um operador limitado V* em
‘H tal que
T =85"V*".
Segue que
T=VS,
onde V = (V*)* e V & uma extensao limitada de T'/S. Portanto, T'/S é limitado em
H. O

Ja vimos que se R(T™*) C R(S*), entdo N (S) C N(T). Utilizando a Proposicao 2.1.2

e o Teorema de Douglas, temos uma reciproca para essa afirmacao.

Proposicao 5.1.2. Sejam T e S operadores limitados em um espaco de Hilbert H tal que
R(S) € fechado e N(S) C N(T'). Entao R(T*) C R(S*).

Teorema 5.1.1. Se T//S é um operador quociente com dominio fechado, isto é, R(S)

fechado em H, entao T/S € limitado.

Demonstragao. Temos que N(S) C N(T). Se R(S) é fechado, pela Proposigao 5.1.2,
R(T*) C R(S*). A Proposicao 5.1.1 garante que 7'/S ¢é limitado. O

Notemos que esta condicao é, em geral, suficiente, mas nao necessaria. Veja o seguinte

exemplo:

Exemplo 5.1.1. Seja
A2 02
{z;}; = Al{z;}) = {7},

R(A) = {{7} o)y e )

e consideremos o operador quociente AJA. Temos que AJA = I ¢é limitado e R(A) néo

onde

é fechado. Mostraremos que R(A) nao contém todos os seus pontos de acumulag¢ao, ou

seja, mostraremos que existe uma sequéncia em R(A) cujo limite nio pertence a R(A).
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Seja {y;}; = {;} . Entao {y;}; € (, pois
J

o0 o0

Syl =)

j=1 j=1

mas {y;}; ¢ R(A).
De fato, se {y;}; € R(A), entao existe {x;}; € (* tal que {y;}; = {&} , ou seja,
J )

1 .
_.:x_?@szl,VjEN.
J J

Seque que
Z |$]’2 Z 1

diverge, e portanto, {z;}; = {1}; ¢ 62, o que é uma contradicao.

Agora, tome {z,}n € R(A) dada por

e note que
1 1 2 oo 1 2 00 1
|z — L||? = H (0, .., 0, ——> -3 || = -
n+1 n+42 PtV etV

1
onde L = {—} . Seja € > 0. Entao existe Ny € N tal que para todo n > Ny
JJ

Mas note que,

[e.9]

>

j=n+1 J

1
lim zn:L:{—,} ,

0 que mostra que R(A) ndo é fechado.

- < 5,\V/n > No.

=1
P

Logo,
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Proposicao 5.1.3. Seja T'/S um operador quociente limitado tal que R(T) é fechado em
H e N(T) = N(S). Entao R(S) € fechado em H.

Demonstracao. Pela Proposigao 5.1.1, R(T*) C R(S*). Assim, segue do Teorema de

Douglas que S majora T, isto é, existe A € R, A > 0 tal que
|1 Tz|| < Al[Sz||, Vo € H.

Pela Proposicao 2.1.3 , R(S) ¢ fechado em H. O

Teorema 5.1.2. Seja T/S um operador quociente em H.

(1) Se N(S) = N(T), entio T/S € invertivel e (T)S)™' = S/T.

(2) Se N(S) = N(T) e R(T) ¢ fechado em H, entiao T/S tem uma inversa limitada
S/T.

Demonstragdo. (1) Como N(S) = N(T), temos que N(T) C N(S). Logo, fica bem
definido o operador quociente S/T:

Ty~ (S/T)(Ty) = Sy, y € H.

Como R(T/S) C D(S/T) = R(T) e R(S/T) C D(T/S) = R(S) ficam bem definidas as

composicoes
(S/T)(T/S) : D(T/S) = R(S) — R(S/T)
Sz — (S/T)(T/S)Sx = (S/T)Tx = Sz
(T/S)(S/T) :D(S/T) =R(T) — R(T/S)
Ty o (T/S)(S/T)Ty = (T/S)Sy = Ty.
(2) Segue do item anterior e do Teorema 5.1.1. O

5.2 Operador Quociente Compacto e de Fredholm

Teorema 5.2.1. Sejam S, T € B(H) tais que N(S) C N(T). Se o operador quociente

T/S é compacto, entao T é compacto.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que 7'/S é compacto e seja {x,}, uma sequéncia limitada
em #H. Segue que {(7/S)Sx,}, possui subsequéncia convergente em H. Mas, notemos
que

{(T)8)Swp}n = {Twp}n.

Logo, T' é compacto. O

A reciproca do teorema anterior nao é verdadeira. Considere, por exemplo, o operador
compacto A definido no Exemplo 5.1.1 da Secao 5.1. Temos que o operador quociente
A/A = I nao é um operador compacto ja que dimR(A) = oo. Mostra-se também com esse
exemplo que se T' é compacto, mas R(S) nao é fechado, entao 7'/S nao é necessariamente

compacto.

Teorema 5.2.2. Sejam S, T € B(H) tais que N(S) CN(T). SeT é compacto, S injetor

e R(S) € fechado em H, entao o operador quociente T /S é compacto.

Demonstragao. Seja {Sx,}, uma sequéncia limitada em D(7'/S). Pela Proposigao 1.0.9,
{z,}» ¢ uma sequéncia limitada em H, e ja que T é compacto, {T'z,}, tem subsequéncia

convergente. Como
(T/S)<{Swn}n) = {Txn}m

temos que o operador quociente (7'/5) é compacto. O

Coroléario 5.2.1. Sejam S, T € B(H) tais que N(S) C N(T). Se T é compacto, S é

injetor e R(S) tem dimensdo finita, entdo o operador quociente T'/S é compacto.

Demonstracao. Temos que R(S) é fechado, ja que dimR(S) < oco. Portanto, o resultado

segue do Teorema 5.2.2. O

Definicao 5.2.1. Seja H um espago de Hilbert. Um operador T € B(H) é dito um
operador de Fredholm se satisfaz as sequintes condicoes:

(i) R(T) € fechado em H;

(it) dimN(T) < oo;

(i17) dimH/R(T) < oo.
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Teorema 5.2.3. Sejam S, T € B(H). Se T é um operador de Fredholm, entdo o operador
quociente T /S € Fredholm.

Demonstra¢ao. Como T é um operador de Fredholm, temos que R(T') é fechado em H,

dimN (T) < oo e dimH/R(T) < co. Logo, usando o fato de que

R(T/S) = R(T)

N(T/S) ={Su|ueN(T)},
concluimos que 7'/S é Fredholm. O

Exemplo 5.2.1. Considere os operadores lineares limitados S : (2 — (2 ¢ T : (2 — (2,
definidos por
SH{x;}5) = (0,21, 29,73, ...)

T({IJ}]) = (5(72, T3, L4, )7

respectivamente. Sendo S injetor e
N(T) = {{z;}; € € | 2;=0, V) > 2}
podemos definir o operador quociente

(T/S)(O,fﬁl,ﬂfg,l‘g, ) = (x2,$3,1'4, )

Como T € um operador de Fredholm, seque do Teorema 5.2.3 que T/S é Fredholm. Note
que

R(T/S) =

N(T/S) = {{w;}; € R(S) | (T/9){w;}; = {0};}
={(0, 21,29, 23,...) € R(S) | (T'/5)(0, 21, 2, 23,...) = (0,0,0,..)}
={(0, 21,29, 23,...) € R(S) | (z2,23,24,...) = (0,0,0,...) }
={(0,21,0,0,...) | ; € K}.
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