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Resumo

O foco principal deste trabalho é estudar o surgimento de um ciclo limite, a partir do
infinito, no retrato de fase de sistemas de controle lineares por partes, bidimensionais e
simétricos. Estes sistemas estao relacionados com a classe de campos vetoriais nao dife-
renciaveis nos quais os teoremas classicos de bifurcagoes nao sao aplicaveis, de modo que
técnicas especificas sao necessarias em suas analises. Para tais sistemas, quando linear-
mente dominados no infinito, sao conhecidos resultados que fornecem condigoes suficientes
para que haja uma bifurcacao, a partir do infinito, de uma orbita peridédica. Assumindo
que esta bifurcagao ocorra para um valor critico de um parametro, apresentaremos con-
digoes para a existéncia local, unicidade, estabilidade e uma estimativa assintética para
a amplitude da orbita periddica bifurcada. Para isto faremos um estudo da primeira e

segunda derivadas da transformagao de Poincaré, numa vizinhanga do infinito.

Palavras—chave: Ciclo Limite no Infinito, Bifurcagao, Sistema de Controle.
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Abstract

The main focus of this work is to study the appearance of a limit cycle from the infinity,
in the phase portraits of bidimensional symmetric piecewise linear control systems. These
systems are related to the class of non-differentiable vector fields for which the classical
bifurcation theorems are not applicable so that specific techniques are needed in their
analysis. For such systems, when linearly dominated at infinity, results are known which
provide conditions in order that a periodic orbit bifurcates from the infinity. Assuming
that this bifurcation occurs for a critical value of a parameter, we will present conditions
for the local existence, uniqueness, stability and an asymptotic estimate for the size of the
bifurcated periodic orbit. For this, we will make a study of the first and second derivatives

of the Poincaré transformation in a neighborhood of the infinity.

Keywords: Limit Cycle at Infinity, Bifurcation, Control System.
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Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo, serd apresentada a ideia geral desta dissertacao. Na Secao 1.1
serd apontada a finalidade deste estudo. Ja na Secao 1.2 elencaremos as questoes que
esta dissertagao pretende responder, bem como onde foram encontrados recursos para
a solucao destas. A Secao 1.3 consiste de uma revisao de literatura, na qual estarao
elencadas as principais referéncias utilizadas. A Segao 1.4 trata da estrutura global deste

trabalho.

1.1 Proposta de Trabalho

E conhecido na literatura, o surgimento de um ciclo limite, a partir do infinito, no retrato
de fase de sistemas diferenciais bidimensionais associados com campos de vetores suaves.
Seguindo esta linha, a proposta desta dissertacao ¢ estudar o surgimento de um ciclo limite,
a partir do infinito, no retrato de fase de um sistema de controle linear bidimensional,
autonomo, observavel, simétrico e em malha fechada. A diferenca aqui é que o sistema
de controle em malha fechada agora ¢ linear por partes.

Tendo por base as referéncias [3] e [7], a ideia ¢ utilizar a propriedade de observabilidade
e a transformacao de Bendixson para reescrever o sistema de controle em malha fechada
em uma forma conveniente e mostrar que pode ocorrer de nao bifurcar nenhum ou bifurcar

um tunico ciclo limite, a partir do infinito, e este pode ser estavel ou instavel.



1.2 Questoes Norteadoras

Para sistemas de controle lineares por partes, bidimensionais, simétricos e linearmente
dominados no infinito, Glover [3| e He [4] fornecem condigoes suficientes para que haja
uma bifurcagao, a partir do infinito, de uma o6rbita periddica. Considere as seguintes

questoes:

(1) Se a bifurcagao ocorrer para wm valor critico de um pardémetro, digamos
p = 0, a orbita periddica bifurcada existe para p < 0 ou p > 0, com |ul

suficientemente pequeno?
(2) A orbita periddica bifurcada é inica?
(3) O que se pode dizer a respeito da estabilidade da orbita periddica bifurcada?

(4) Hd uma estimativa assintética para a amplitude da orbita periddica bifur-

cada?

Apresentaremos, com detalhes, os resultados de Llibre e Ponce [7| que respondem & estas

quatro questoes.

1.3 Revisao Bibliografica

Nas referéncias [5] e [12] encontram-se as principais definigdes, resultados e demonstra-
coes referentes a Teoria de Controle, dos quais fizemos algumas modificagoes a fim de
evitar o uso do conceito de controlabilidade. Como, no contexto desta dissertagao, um
sistema de controle é um caso particular de equacao diferencial, alguns conceitos da Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais Ordinérias sao empregados. Tais conceitos podem
ser verificados em [11].

Foram necessarias, em nosso estudo, algumas defini¢oes e resultados das &areas de
Algebra Linear e Teoria da Medida, que podem ser vistos em [6] e [10], respectivamente.

Resultados que dao condigoes suficientes para que haja uma bifurcagao, a partir do
infinito, de uma orbita periddica, podem ser estudados em [3| e [4]. Faremos uso da

transformagao de Bendixson que se encontra em [1] e [2].



O céalculo da primeira e segunda derivadas da transformagao de Poincaré para campos
de vetores suficientemente diferencidveis é feito em [9]. Utilizamos o artigo [7] como
referéncia principal e para demonstrar o resultado central fizemos uso de lemas presentes

nas referéncias [2] e [8].

1.4 Contetdo dos Capitulos

Este trabalho esta dividido conforme a estrutura a seguir.

No Capitulo 2 serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados referentes a Teoria
de Controle Linear, teoria necesséria ao estudo de sistemas de controle lineares, com énfase
no conceito de observabilidade.

Ja no Capitulo 3 serao demonstrados os resultados principais desta dissertacao, dentre
eles um teorema que responde as questoes norteadoras, o qual faz uso da primeira e
segunda derivadas da transformagao de Poincaré, numa vizinhanca do infinito.

Este trabalho é finalizado com as principais consideragoes em Conclusoes.



Capitulo 2

Observabilidade de Sistemas de

Controle Lineares

Neste capitulo, serao apresentadas algumas defini¢coes e resultados referentes a Teoria de
Controle Linear, com énfase na observabilidade de sistemas de controle lineares. Seré
analisado o problema de obter informagcoes sobre o estado presente de um sistema de
controle linear, a partir da observacao do vetor de saida deste sistema em tempos passados.
A Secao 2.1, trata das definicoes e resultados iniciais, dentre os quais, condig¢oes necessérias
e suficientes para que um sistema de controle linear seja observavel num dado intervalo de
tempo. Na Secao 2.2, o interesse estard voltado para a caracterizacao das componentes
nao observaveis e detectaveis de um sistema de controle linear auténomo. Na Secao 2.3,
serd apresentada uma técnica de reconstrucao dos vetores de estado, a partir do vetor
de observacao. A Secao 2.4 é dedicada a forma normal dos sistemas de controle lineares
autonomos. Cabe ressaltar que alguns dos resultados apresentados encontram—se em [5]
e [12], porém certas demonstragoes sofreram algumas modificagdes, a fim de evitar o uso
do conceito de controlabilidade. A observabilidade, termo recorrente nesta dissertagao, é
uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um sistema de controle em malha fechada
tenha uma orbita periddica no infinito, fato que serda mostrado no Capitulo 3. E apesar do
sistema de controle em malha fechada tratado nesta dissertacao ser nao linear, se divide

em sistemas de controle lineares. Tais fatos motivam os estudos feitos neste capitulo.



2.1 Sistemas de Controle Lineares

Um sistema de controle linear ¢é um sistema da forma

¥ = A(t)x + B(t)u,
(2.1)
y = Ct)r,

sendo t € [tg,t1] € R um pardmetro denominado tempo, = : [tg,t1] — R"™ o vetor de
estado, u : [tg, t1] — R™ o vetor de controle ou vetor de entrada, y : [to, t1] — R? o vetor
de observagao ou vetor de saida e A : [tg,t1] = R™™, B : [to, t1] = R"™ e C : [ty, t;] — RP"
transformagoes lineares continuas em [tg,?;]. Aqui, R™™ denota o conjunto de todas as
matrizes reais com n linhas e m colunas.

O sistema de controle linear (2.1) sera denotado pela terna (A, B,C). Quando as
funcoes matriciais A, B e C nao dependem explicitamente do tempo t, o sistema de
controle é denominado auténomo ou invariante no tempo e, caso contrario, o sistema é
denominado n&o auténomo.

No caso autdénomo, as transformagoes lineares A : R* - R", B: R™ - R"e (' : R" —
R? em (2.1) serao identificadas com matrizes que as representam e os elementos de R™, R™
e R? com matrizes coluna. A transformacao identidade, bem como a matriz identidade,
serao denotadas por E. A seguir, apresentaremos algumas defini¢ées e introduziremos

algumas notagoes que serao utilizadas no decorrer do texto.

Definicao 2.1.1. O produto interno usual de elementos do R™, x = (x1,22,...,2,) €

Y= (yla Ya, .- 7yn); € deﬁmdo por

=1

Definicao 2.1.2. A norma (induzida pelo produto interno usual) de um elemento do R™,

x = (x1,T2,...,2,), € definida por

1
n 2
_ _ 2
lall = /(@) = (Z ) .
i=1
A inversa de uma transformacao linear A, assim como a inversa de uma matriz A,

serao denotadas por A7!. A transformacao adjunta de uma transformacao linear A e a

transposta de uma matriz A serao denotadas por A*.



Considerando z € R como um elemento de R™!, temos que z* € RY". Em particular,
escrevemos

(@y) =a"y e |z]* = (z,2) = 2"z

Uma matriz A € R™" é dita simétrica se A = A*. O conjunto de todas as matrizes

simétricas é parcialmente ordenado pela relagao
Ay > As se, e somente se, (x, Ajz) > (x, Asx), Vo € R".
Definicao 2.1.3. Uma matriz simétrica M € R™" é denominada:

a. Positiva definida, quando (x, Mz) > 0, Vo € R"\{0};
b. Positiva semidefinida, quando (x, Mz) > 0, Yz € R";
c. Negativa definida, quando —M for positiva definida;

d. Negativa semidefinida, quando —M for positiva semidefinida.
Definicao 2.1.4. Seja f: D — R™ uma fun¢ao com dominio D C R™. Entao:

a. f € dita ser de classe C(D,R™) se, e somente se, for uma fun¢ao continua;

b. f ¢ dita ser de classe C*¥(D,R™), k € N={1,2,...}, se, e somente se, todas as suas

deriwadas parciais, de ordem até k, forem funcoes continuas;

c. f € dita ser suave ou de classe C>(D,R™) se, e somente se, for de classe C*(D,R™)

para todo k € N.

Quando nao quisermos explicitar o dominio e o contradominio de uma funcao f, na
definicao anterior, diremos apenas que f é de classe C', C* ou C°.
Derivadas de primeira e segunda ordens de uma funcao ¢ € R +— z(t) serao denotadas
por ,
%x(t) e %x(t)
ou por z’ e 2", respectivamente, e as de ordem n por

dn
am ()

ou por ™,



Definigao 2.1.5. Se F(t) = (f;;(t)) € R*™, t € [0,T] e f;; € integrdavel em [0,T],

1<i<n, 1< 75 <m, entao

/OT F(t)dt = (/OT i) dt) .

Finalizadas as defini¢oes iniciais, analisaremos a seguinte questao:

Dado um sistema de controle linear (A, B,C), em que circunstancias € pos-
siwel, a partir do conhecimento do vetor de controle u e do vetor de saida v,

reconstruir o estado inicial xo 1= x(to) ¢

Uma vez conhecido o vetor xg, é possivel substituir o vetor de controle u na equacao
diferencial em (2.1) e obter o vetor de estado z = z(t) em qualquer instante de tempo
t € [to, t).

Como vetores de controle admissiveis consideramos as fungoes
u € Ll([to, tl]; Rm),

isto é, as funcoes pertencentes ao espaco vetorial de todas as classes de equivaléncia de
fungdes v : [to,t1] — R™ Lebesgue mensuraveis (que diferem apenas em um conjunto de

medida nula) tais que

/1|]v(t)Hdt < 0.

to

Definigao 2.1.6. Uma solugdo, em [to, t1], do Problema de Cauchy

' = A(t)z + B(t)u, (2.2)

J](to) = X,
com ty € [to, t1] e u € Ly([to, t1], R™) € uma fungao absolutamente continua,
Q. [to,tl] — Rn,

que satisfaz a equacdo integral

o(t) = zo + /{ A(s)x(s) + B(s)u(s)ds

ou, equivalentemente, satisfaz a equagdo diferencial em (2.2) em quase todo ponto e a

condi¢ao inicial.



O conceito de fun¢ao absolutamente continua pode ser visto em [10]. A seguir, vamos
demonstrar um teorema que fornece a solugao analitica de (2.2). Antes disso, precisaremos

de trés lemas.

Lema 2.1.1. Uma funcio [ : [to,t1] — R™ é absolutamente continua em [ty t;] se, e

somente se, f € diferencidvel em quase todo ponto de [to,t1], f' € Li([to, 1], R") e

/t Fy)dy = F(£) = f(te), to<t<t.

Demonstracao. Veja a Secao The Fundamental Theorem of Calculus em [10].

No lema a seguir, p denota a medida de Lebesgue e  — ¢.t.p. a expressao “p—quase

todo ponto”.

Lema 2.1.2. Se f e Li(R,R") e

t
F(t):/ fdu, —oo<t< oo,

entao

F'(t) = f(t), n—qtp.

Demonstragao. Veja a Se¢ao Derivatives of Measures em [10].

Lema 2.1.3. Sejam ¢ : I — R, ¢ : I — R fungdes continuas em I = [tg,t1]. Se 1 é ndo

negativa em I e
t
o(t) < K+ L/ v(s)p(s)ds, tel,
to
com K e L constantes reais, L > 0, entao

o(1) < K exp (L /t:@D(s) ds) tel

Demonstracao. Defina,

v(t) = K+ L/ttw(s)gb(s) ds, tel.



Entao, ¢(t) <w(t), tel e

V(1) = Lo(He(t) < Le(u(t), e L.

Multiplicando ambos membros da tltima desigualdade por

em(ilﬁ@@)

resulta que

exp( /w ) Ly (t)o exp< /¢ )go,tef.

Ou, equivalentemente,

oo (-2 /totws) 1) vu)}’ <o, tel

Assim,

exp (—L /tot¢(s) ds) o(t) < exp (—L /: (s) ds) o(te) = v(t), tel.

De onde temos que

o(t) < v(to) exp <L /t:i/J(s) ds) ~ Kexp (L /t0t¢(s) ds) tel

o(t) < v(t) < K exp (L /t:@/)(s) ds) , tel

Portanto,

Dado um sistema diferencial da forma

a matriz

Dy(t,s) = V()W (s), (t,5) € [to, t1] X [to, 1],

(2.3)

serda chamada matriz de transigdo, sendo ¥(¢), t € [to, 1], uma matriz fundamental de

(2.3). As propriedades destas matrizes podem ser vistas em [5].

Como mencionado anteriormente, vamos agora demonstrar um teorema que fornece a

solugdo analitica de (2.2).
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Teorema 2.1.1. A solugao ¢ : [to, t1] = R™ de (2.2) € da forma

t

(1) = DAt )70 + / B a(t, ) B(s)u(s) ds. (2.4)

fo
Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que ¢ dada em (2.4) satisfaz a equagao
diferencial em (2.2), verifica a condi¢do inicial e além disso é absolutamente continua.
Para isso, usaremos o Lema 2.1.2 para a fun¢ao 7 dada por 7(t,s) = ® (¢, s)B(s)u(s),
(t,s) € [to, t1] X [to,t1]. Substituindo a matriz de transiao ®a(t,%) por W (t)¥'({y) e

derivando ¢, com respeito & variavel ¢, temos

t

o(t) = D 4(t,to)xo +/ D 4(t, s)B(s)u(s)ds

to
t

— VOV ()0 + V(1) [ V76 Bs)u(s)ds,

to

O'(t) = W ()0 (o) o + \If’(t)/t_ U (s)B(s)u(s)ds + () (#)B(t)u(t)

— AUV (fy)ao + A1) / U0 (s)B(s)u(s) ds + B(t)u(t)

to
t

= AWt fo)wo + A(1) / Ba(t, ) B(s)u(s) ds + B(t)u(?)

to

= A(t) [@A(t,to)xo +/t D A(t, s)B(s)u(s) ds] + B(t)u(t)

= A)p(t) + B(t)u(?)

e, ainda, _

to

(i) = B alfo, fo) o + / B.1(fo, $)B(s)u(s) ds

to
= U(to) U (ty)xo = 0.
Como as colunas da matriz U(t), t € [to, 1], sdo solugoes de (2.2), para u = 0, temos
que ¥ é absolutamente continua e, consequentemente, ®4. Assim, ¢ é absolutamente
continua se ¢ for, sendo

o(t) :/t D 4(t,s)B(s)u(s)ds, t € [to,t1].

0

Como a funcao 7 € Lq([to, t1] X [to, t1], R™), segue do Lema 2.1.2 que ¢ é diferenciavel,



11
isto é7 ¢, € Ll([t(]?tl] X [t07t1]7Rn) e

/ ¢(s)ds = g(t) — p(a).

Logo, pelo Lema 2.1.1 ¢ e, consequentemente, ¢ é absolutamente continua.

Para mostrar a unicidade, suponha que = = z(t) e y = y(t) s@o solugoes de (2.2). Assim,

la(t) - y(&)] = \ [ 46— ot ds

S/t [A() [ lz(s) — y(s) ds.

Para t € [to, 1], segue do Lema 2.1.3 que

0= (0 y(0) < vexp / 4] as) =0

Portanto, ||z(t) — y(t)|| = 0, o que implica que x(t) = y(t), para todo t € [to, 1].

Para t € [to, o], vem que
[z(t) —y(@®)|| < i [A(S)]] lz(s) —y(s)|| ds

= /OHA(S)H lz(s) = y(s)ll dH/t [A(s) [ (s) = y(s)Il ds

to
= K+ /t: [A()[[ |z (s) = y(s)] ds,
com t
K= /too A x(s) = w(s)ll ds < 0.
Pelo Lema 2.1.3,

0= s(t) -~ y(0)] < Keso ( / 4] as) <o,

o que implica que x(t) = y(t) para todo t € [tg, to].

Para ¢y = t(, nas hipoteses do Teorema 2.1.1, temos

x(t) = P a(t, to)xo +/ D, (t, s)B(s)u(s)ds

to
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y(t) = CBa(t) = CPa(t, to)o + / C()®(t, 5)B(s)u(s) ds,
ou ainda,
y(t) = C(t)Pa(t, to)ro + yi(t),
sendo

yl(t)Z/ C(t)Pa(t,s)B(s)u(s)ds.

to

Note que, conhecido o vetor de entrada u, a fungao y; pode ser calculada a priori,
independentemente de conhecermos ou nao a condicao inicial zy. Portanto, a determina-
cao de zg a partir do par (y,u) é equivalente a determinacao de zy a partir da diferenga
y(t) — y1(t) = C(t)Pa(t,to)zo, a qual corresponde ao vetor de saida do sistema linear
homogéneo (2.3). Logo, para estudar a determinagao do estado inicial zy de um sistema
de controle linear (A, B,C), basta estudar os sistemas de controle lineares homogéneos
da forma

(2.5)
y = C(t)x.
O sistema de controle (2.5) sera denotado pelo par (A4, C). Estamos agora em condigoes

de formalizar o conceito de observabilidade para sistemas de controle lineares.

Definigao 2.1.7. Diremos que o sistema de controle linear (A,C') é observavel, em

[to, 1], quando para toda fungio x de classe C([to, t1],R™) a condigao
(2.6)

para todo t € [to,t1], implicar em x(ty) = xo = 0.

Em outras palavras, a observabilidade do sistema (A, C') é equivalente ao fato da aplicac¢ao

linear a seguir ser injetiva,
G: R — C([to,tl],Rn)

rg +— G(x0),
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com
G([L’())Z [to,tl] — R”

t — G(z0)(t) = C(t)Palt, to)xo.
No teorema a seguir analisaremos uma forma equivalente de se definir a observabilidade

de um sistema de controle linear.
Teorema 2.1.2. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

a. O par (A,C) é observdvel em [ty,t];
b. A matriz

W(to,t1) = / " B4 (t10) C(t) C DAL 1o) dt

to
€ positiva definida.
Demonstracao.
(a) = (b). Suponha que W (tg,t;) nao é positiva definida. Logo, (x, W (to, t1)x) < 0 para
algum z € R™"\{0}.

A matriz W (to,t;) é simétrica, pois

W(to,t1)" = /tl D (t,10)"C ()" C(t)Da (t, 1) dt = W (to, t1)

to
e, além disto, satisfaz (z, W (to,t1)z) > 0, Vo € R". De fato,

(2, W (to, t1)x <x { Dy (L, 1) C (1) Ct) D (t,to) dt] x>

/ T, Pa (1) C () Ct)Pa (¢ to) x) di

/ (C(H)@ (1 10) 2. C(6)D s (t.1) )

to
t1
:/ |C(t)D 4 (t,to) x| dt >0, VzeR™
to

Logo, existe zo € R"\{0} tal que (x¢ , W (ty,t1)zo ) = 0. Definindo agora a func¢ao = por

x(t) = ®a(t, to)wo, t € [to, 1], temos que esta é solu¢ao do Problema de Cauchy
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De fato,

e, ainda,

[E(t()) = (I)A(t(),to)QTo = \I/(to)\lf_l(to)l‘o = EZEQ = 29-.

Como

[ e O = [ 1@ bt aol i

to to

= /t1 <O( )(I)A (t to) Zo, C(t)‘IDA (ta tO) x0> dt

t1
/ (w0, Pa (t,10) " C(t)"C(t)Pa (t,tg) o) dt

%o, [ D (1) C (1) CH) D4 (L, to) dt} x0>
= <I0, W(to, t1>$0> = O,

segue que C(t)x(t) = 0, para todo t € [to, t1], com z(ty) # 0 e, portanto, o sistema (A, C)

nao é observavel em [to, t].

(b) = (a). Seja x uma fungao satisfazendo (2.6) para todo t € [ty,t;]. Logo, temos
x(t) = Pa(t, to)zo, Vt € [to, t1], no qual z(ty) = zg e
t1 5
to
Como W (ty,t1) é positiva definida, segue que xy = 0. Portanto, o par (A, C') é observavel.
|

A seguir, enunciaremos um lema que seré 1util na demonstracao do préoximo teorema.
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Lema 2.1.4. Uma matriz simétrica M € R™" € positiva definida se, e somente se, for

positiva semidefinida e nao singular.

Demonstragao. Veja a Secao Operadores AutoAdjuntos em [6].

Os sistemas de controle lineares auténomos representam um importante caso especial
que é abordado no teorema a seguir. No que segue adotamos a notagao Po(M), Nuc(M) e
Im (M) para representar o posto, o niicleo e a imagem de uma matriz M, respectivamente.

As matrizes

C
CA
MO = CA2 s

CAnfl

chamada de matriz de observabilidade, e
T
Wr = / eV CrCetds, T >0,
0
denominada Gramiano de observabilidade, serao importantes no teorema a seguir.

Teorema 2.1.3. Seja (A,C) um sistema de controle linear auténomo. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

a. O par (A,C) € observdvel em [0,T) para todo T > 0;
b. O par (A,C) é observdvel em [0,T] para algum T > 0;
c. A matriz Wy € nao singular para algum T > 0;

d. A matriz Wr € nao singular para todo T > 0;

e. Po(My) =n;

n—1

f. () Nuc (CA¥) = {0}.
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Demonstragao.

(a) = (b). Nada a fazer.

(b) = (c). Assuma que o par (A, C) é observavel em [0,7] para algum 7" > 0. Assim,
do Teorema 2.1.2, segue que Wy é positiva definida para algum 7" > 0 e do Lema 2.1.4
temos, portanto, que Wy é nao singular para algum 7" > 0.

(c) = (d). Suponha que Wr é néo singular para algum 7" > 0, escolhido de acordo com

(c) e seja T > 0. Da identidade

T
(20, Wray) = / |C ()| ds,
0

temos que

<$0, ijflfo> = 0

implica em

a(t) == Cetzy =0, Vte[0,T).

Logo,
a®(0) = CAketAxo‘tzo = CAF2y =0, k=0,1,....

Portanto, CA¥s*xy = 0, para k = 0,1,... e s € [0, T]. Desta igualdade, temos

T
(xo, Wrag) :/ HC’eSAa:OH2ds
0

T 0 1
= / C (Z EAkSk> x

0 k=0

IS 2
-1

ds
=0.

2

ds

| —

'C'Akskxo

o

Pelo fato de Wy ser nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema 2.1.4, que W é

positiva definida. Portanto, zo = 0 e, assim,
<x0, fo0> =0 20=0

e, entao, Wy é nao singular. Como 7' é arbitréario concluimos que Wy ¢é nao singular para

todo T > 0.
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(d) = (e). Suponha que Wr é nao singular para todo T' > 0 e, por contradigao, que
Po(Mp) < n. Entao, as linhas da matriz My, n X np, formam um conjunto linearmente

dependente. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (ver [6]), temos que
dim Nuc(Mp) + dim Im(M,) = n,

ou ainda,

dim Nuc(My) + Po(My) = n.

Logo, dim Nuc(My) > 1, isto é, existe g € R™"\{0} tal que Myzo = 0, ou seja,
CA* 2y =0, k=0,1,...,n—1.

Considere o polinémio caracteristico da matriz A

n—1

pa(A) i=det \E—A) ="+ Y b,

k=0
Do Teorema de Cayley—Hamilton (ver [6]), segue que

n—1

ba (A) = A" + Z OékAk

k=0

= A"+, A"+ A+ A+ agE =0,

assim,
A" = —q, AV — o — @ A? — A — agE
e, portanto,
CA"zy = —a,_1CA" xg — - — anCA%*xg — a0y CAzg — agC Exy = 0.
Para n + 1, temos
Al = AnA
= (—ap A" — o —apA? — a A — agE)A
= —a, A" — - — A3 — a1 A% — apA

e, portanto,

CAnJrll’g = —Oénfchn.fCo — = OCQCA?)QJO — @10142370 — OéoCAlL’O =0.
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Por inducdo, segue que C Afzy =0, para k =0, 1,... e, ainda,

A" = 1AV g n A+ 0 A+ g B,

sendo oy, = —ay, para k =0,...,n — 1. Desse modo obtemos

AnJrl

—(Xn_lAn

_an_l(_

—"'—OZQAS—O./lAQ—Oé()A

Oén_lAn_l — = OCQAZ — OélA — Oé()E) —

—OéQAS — 041142 — Oé(]A

(an—l

2_an—2)An_1 + (Ozn,lan,g — Ogn73)A”_2 + ...

+<Oén,1042 — Oél)A2 + (an,1&1 — )A + (an,lao)E.

Logo,

n+1l __ n—1 2
A =11 A" F AT o A+ o B

sendo o p41 = Q109 € Qppi1 = Q10 — g1, para k=1,...,n— 1.

Concluimos que

Isso nos permite escrever

n—1
A" = E akvak, m > n.
k=0

>
=0 7°
n—1 1 ) 00 1
SRS SR
— 41 — 41
7=0 j=n
n—1 1 ) 00 1 n—1

— A iy )
Zj!tA +Zj!t ay A
=0 j=n k=0
n—1 1 ) co n—1 1

Iyt 4] k
YDRTIED 3) SETCINP
7=0 Jj=n k=0
n—1 X n—1 00 1
3 3 (3 o)
k=0 k=0 j:n]'
n—1 00

1, 1
i Y

(k't + Zj!tam)/l,

k=0 j=n
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entao .
et = Z oy, (1) AR,
k=0
sendo
1, 1,
j=n
e, portanto,
n—1
Ce'zy = Z oy, (1) CAFzy = 0.
k=0

Logo,
T
(xo, Wrzg) = / ||C’et‘4:100H2 dt =0,
0

com xg # 0. Como Wy é nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema 2.1.4, que
W é positiva definida e temos, portanto, uma contradicao.
(e) & (f). Como CA*zy =0, para k =0,1,...,n — 1, concluimos que

n—1
T € ﬂ Nuc (C’Ak)

k=0
se, e somente se,

r5(AN*C =0, k=0,1,...,n—1.
n—1
Assim, se x( € ﬂ Nuc (C’Ak) e xo # 0, entao
k=0

CA*2y =0, k=0,1,...,n—1.

Logo, Po(Mj) < n e, portanto, (e) = (f).
Se Po(My) < n, entao CA*zy =0, k=0,1,...,n—1, com zy # 0. Logo,

h Nuc (CA*) # {0}

e, assim, (f) = (e).
(f) = (a). Suponha que 7y € R™ & tal que Cetdzy = 0, V¢t € [0,T]. Como visto
anteriormente podemos concluir que CA*xy = 0, para k = 0,1,.... A hipotese em (f)

implica que xzo = 0. Logo, o par (A, C) é observavel em [0, T] para todo T' > 0.
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2.2 Subespaco nao Observavel

Considere um sistema de controle linear auténomo (A, C'). Como vimos, a observabilidade

deste sistema ¢é equivalente a injetividade da aplicagao linear
G: R" — C([to,tl],Rn)
Tog +H— G(SII(]) = C(I)A(',to)l’o.

Este fato motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.2.1. O nicleo de G é denominado subespago ndo observavel do sistema

de controle linear auténomo (A, C').

Teorema 2.2.1. Sejam (A,C) um sistema de controle linear autonomo e N C R"™ seu

subespaco nao observdavel. Entdo, podemos representar N da sequinte forma

n—1
N = (] Nuc (CA¥).

k=0

Demonstragao. Note que se xg € N, entao CP4(t,t9)zo =0, ¢t € [0,T]. Portanto,

- dk
CAkIO = 7% Ce(t_tO)Axo}
_dt t=to

_ dk
= | — C(I)A(t,tg)l‘o]
_dtk t=to

_ dk
e
_dt t=to

=0, k=0,1,....

Logo, ¢ € (i—s Nuc (CAF) e, consequentemente, N C NrZs Nuc (CAF).
Reciprocamente, se xy € ﬂ:;é Nuc (CA’“), repetimos a argumentacao feita na demons-

tragao do Teorema 2.1.3 em (d) = (e) e concluimos que
T 2
<ZL‘Q, WTiL‘()) = / HCBtAiL‘QH dt = O,
0

provando que o = 0 € N e, portanto, ﬂz;é Nuc (C’Ak) C N. E, assim, a igualdade segue.
|
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Teorema 2.2.2. O nicleo da matriz de observabilidade, Nuc(My), de um sistema de
controle linear autonomo (A, C) € idéntico ao seu subespago nao observdvel.

Demonstragao. Mostraremos que

n—1

() Nuc (CA*) = Nuc(Mp).

Seja € (;—, Nuc (CA*). Logo, CA*z =0, para k =0,1,...,n—1, e

C Czx 0
CA CAzx 0
cAr1 CA" g 0

Assim, z € Nuc(M) e, portanto, ()7, Nuc (CA*) C Nuc(My).
Reciprocamente, tome z € Nuc(My), ou seja, Moz = 0. Logo, CA¥x = 0, para k =
0,1,...,n — 1 e, consequentemente, r € ﬂ:;(l) Nuc (C’Ak), mostrando que Nuc(My) C
Z;S Nuc (C’Ak), donde segue a igualdade desejada.
Para finalizar utilizamos o Teorema 2.2.1 para concluir que Nuc(Mj) é o subespago nao
observavel de (A, C).
|

Na Segao 2.4, mostraremos que Nuc(Mj) ¢ o maior subespago do R", A-invariante,
contido no nicleo de C.

Se um determinado sistema de controle linear auténomo (A, C') ndo é observavel em
[to, 1], para todo t; > ty, podemos ainda indagar sobre a observabilidade das solugdes que

nao decaem, isto é, aquelas que satisfazem

lim z(t) # 0.

t—o0
Tais solugoes estao associadas com os autovalores de A com partes reais positivas. A
fim de analisar melhor esta questao, faremos a seguinte construcao. Seja p4 o polindémio

caracteristico da matriz A e considere a decomposicao
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sendo os polindomios escolhidos de forma que pt possua raizes em {\A € C|Re(\) > 0} e

p~ em {\ € C|Re(\) < 0}. Estes polinémios nos permitem definir os espagos
XT(A) :=Nuc(pt(A)) e X (A) :=Nuc(p (A)).

Definigao 2.2.2. Seja (A, C) um sistema de controle linear auténomo e N seu subespaco
nao observdvel. Sejam ainda X*(A) e X~ (A) como definidos anteriormente. Dizemos

que o par (A,C) € detectdvel quando N C X~ (A).

A nocao de detectabilidade nos permite, enfim, analisar a relagao entre os autovalores de

A e as trajetorias das solugoes do sistema. Antes, facamos uma definicao.

Definigao 2.2.3. O conjunto dos autovalores de uma matriz A € R™", denotado por

o(A), € chamado espectro de A.

Teorema 2.2.3. Seja A € R™" ey € R definido por
v =max{Re(A) |\ € 0(A)}.
Para cada € > 0, existe uma constante ¢ = c(e, A) tal que
||etAH <celr T >0,

Demonstragao. Veja o Apéndice A, pag. 335 de [5].

Teorema 2.2.4. Seja (A,C) um sistema de controle linear auténomo detectdvel. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
a. Cada autovalor \ de A tem parte real negativa;

b. A funcao matricial

definida para t € [0,00) € limitada.
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Demonstragao.

(a) = (b). Seja v = max{Re(\) | A € 0(A)} e tome € = |y|/2. Por hipotese,

v<0 e 5:7+5:7+w7|<0.

Pelo Teorema 2.2.3, existe ¢ tal que

HetAH < ce‘St, Vvt > 0.

Assim, para cada z € R", temos que

(x,V(t)x) = <x ( /0 t e O Cet ds) x>

t
:/ <x,eSA*C*CeSAx> ds
0
t
:/ <C'63Aa:,C’eSAx> ds
Ot 2
:/ HC’eSAx” ds
0
t
< IC) ) / e ds
t
< IO / 2 ds
0
< CP ol [ eas
0

1
) 2 2 o
= &CIP ( —25).

Portanto, V' ¢ limitada, para todo t € [0, 00).
(b) = (a). Suponha, por redugao ao absurdo, que existe um ntmero complexo A, auto-
valor de A, tal que Re(\) > 0 e seja u o autovetor correspondente. Por hipotese, existe

um nimero real M > 0 tal que
t
(u, V(t)u) = / eReNs || Cy|Pds < M, Vit >0.
0
Tomando o limite quando ¢t — oo, temos que C'u = 0, de onde concluimos que

CAfy = NCu=0, k=0,1,2,....
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Pelo Teorema 2.1.3, temos que
n—1
ue N = ﬂ Nuc (CA*) c X~ (A).
k=0

Logo,
ue X (ANXT(A) =0,

o que é um absurdo. Portanto, cada autovalor de A tem parte real negativa.

2.3 Reconstrucao de Estados

Se o sistema de controle linear (A, C') é observavel, em [tg,t;], faz sentido pensar na re-
construcao do estado inicial x, a partir do vetor de observacao y. Uma primeira tentativa
¢é utilizar um operador de reconstrucao linear. Nesse sentido definimos o operador de

reconstrugdo

= Ry d,

to

no qual, a funcao matricial R é denominada nicleo de reconstrugio do sistema.

Para esse esquema de reconstrugao particular temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1. Seja (A,C) um sistema de controle linear observdvel em [tg,t1], ndo

necessariamente autonomo. Entao, a funcao matricial
R : [to, t1] — R™P
dada por
R(t) := W(to,tl)_lch(t,to)*(](t)*,
define um nicleo de reconstrugao para o par (A,C). A aplicagao
N : C([to, t1], R?) — R,

definida por
t1
W)= [ ROy,
to
estda bem definida, € linear e continua em C([to,t1], RP).
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Demonstragao. Do Teorema 2.1.2, temos que W (to,t;) é inversivel, portanto, R (e,

consequentemente, M) estd bem definida. Note ainda que

/f1 R(t)y(t)dt = /ttl R(t) C()Da(t, to)zo dt
- ) W (to, tl)_lq)A (t, to)*C (t)*c(t)(I)A(t, to)xo dt

to

= W(ty, t1)™" /tl D (t,t0)"C (£)" C(t)D (¢, to) dt xg

to

= W(to, t1)71W(t0, t1)1’0

= Xo,
provando que R satisfaz

o= / "Ry dr

to
A aplicac¢ao M é linear, pois se o é um escalar real e y, z € C([ty, t1], RP), entao

Ny + az) = / 1 R(t) (y+ az)(t)dt

to

= [" RO WO +az@)ar

to

_ /tlR(t)y(t)dtJra/tlR(t)z(t)dt

to to

= N(y) + aN(2).

/tl R(t)y(t)dtH < /tl ROy de

to to

Da desigualdade

< / RO o) dt

to
t1

< max ||R max dt
[ w11 s o)

_ [ t " max R dt e {ly(t)]

o tEltost1] tefto

= ¢ max [ly®l = clyll.

temos que 1 é uma aplicagao linear limitada e, portanto, continua.
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2.4 Forma Normal dos Sistemas de Controle Lineares
Autdénomos

A forma normal dos sistemas de controle lineares auténomos, conhecida também como
forma normal de Kalman, é obtida a partir de uma propriedade que tais sistemas pos-
suem, a qual, permite reescrevé—los numa forma especial. Sendo assim, considere o sistema
de controle linear auténomo homogéneo
x = Ax,
(2.8)
y = Cu.
Sejam = = x(t), t > 0 uma solugao de (2.8) e P € R™" uma matriz nao singular.
Definindo z = Pz, temos
Z'(t) = P2'(t)
= PAz(t)
= PAP'2(t),
y=Cx

= CP7'2(t).
Logo,

no qual, A= PAP!' ¢ C =CP.

Definigao 2.4.1. Dois sistemas de controle lineares auténomos homogéneos (A,C) e

(A,C) sao ditos linearmente equivalentes se, e somente se, existir uma matriz nao

singular P € R™" tal que A= PAP™' ¢ C =CP!.

A relagao introduzida na definicdo anterior é uma relagao de equivaléncia. De fato:
i. Reflexividade - O par (A, C) ¢ linearmente equivalente ao par (A, C). Basta tomar

P = FE, aidentidade do R™™;
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ii. Simetria - Se o par (A4, C) ¢é linearmente equivalente ao par (A, C'), entéo existe uma

matriz nao singular P € R™" tal que

A=PAP e C=0CP™".
Logo,

A=P'AP e C=CP
Assim, existe S = P! nao singular tal que

A=SAS™" e C=CS™
e, portanto, o par (121, C’) é linearmente equivalente ao par (A, C);
iii. Transitividade - Se o par (A4, C) é linearmente equivalente ao par (A,C) e o par

(A, C) é linearmente equivalente ao par (A, C), existem matrizes nao singulares P, S €

R™™ tais que

A=PAP!' ¢ C=CP,

A=S5AS™ e C=0S""
Logo,

A=S8AS™' = SPAP7'S,

C=Cst'=cpP's™.
Tomando T'= SP, temos que T' é nao singular e
A=TAT™ ",
C=01!

e, portanto, o par (A, C) é linearmente equivalente ao par (A, C).

Teorema 2.4.1. Se (A,C) e (A,C) sdo sistemas de controle lineares auténomos homo-

géneos linearmente equivalentes, entio Po(My) = Po(My), sendo
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Demonstracgao. Por hipdtese, existe uma matriz nao singular P € R™"™ tal que
A=PAP™' e C=CP™.
Logo,
C=cpr!
CA=CP'PAP'=CAP™!

CA?2 = CAA = CAP'PAP~! = CA2P!

CAv1 = cAr1 P,

o que implica que

CA* =cA*P™t, k=0,...,n—1.

Assim,
C Cp-! C
. CA CApP~! CA
MO = . = . == . Pil - M()Pil
é«An—l CAn—IP—l CAn_l

e, portanto, Po(My) = Po(MyP~') = Po(Mj).

Lema 2.4.1. O nicleo de My € o maior subespaco do R™, A—invariante, contido no nicleo

de C'.
Demonstracao. Considere as transformacoes lineares
My : R* — R™

r — Myx

C:R" - RP

z — Cux.
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Resulta que:

i. Por ser o nucleo de uma transformacao linear, Nuc(Mj) é um subespaco do R™;

ii. Nuc(Mj) é A-invariante. De fato, seja v € Nuc(Mp), isto é, Myv = 0, ou ainda,

C
CA
v=0.
CAt
Logo,
CA*» =0, k=0,1,...,n—1. (2.9)
Note que
C CA
CA CA?
MyAv = . Av = ' .
CAt C A"

Do Teorema de Cayley—Hamilton e de (2.9), temos que
A" = —q, AV — o — A% — o A — apE,
e, logo,
CA™ = —a, 1CA" o — -+« — aCA%v — 0y CAv — agCEv = 0,
o que implica que MyAv = 0. Assim, A(Nuc(My)) C Nuc(My) e, portanto, Nuc(My) é

A-invariante;

iii. Nuc(My) C Nuc(C). De fato, seja v € Nuc(My). Logo, Myv = 0 o que implica em
CA*» =0, k=0,1,...,n—1. Em particular, para k = 0 temos Cv = 0, o que implica
em v € Nuc(C'). Portanto, Nuc(My) C Nuc(C);

iv. Nuc(My) é maximal dentre os subespagos do R", A-invariantes, contidos em Nuc(C).

De fato, seja S C R™ um subespago A—invariante arbitrario contido em Nuc(C').
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Se z € S, pelo fato de S ser A-invariante segue que x, Az, A%z, ..., A"' € S. Como
S C Nuc(C), temos que Cx = CAx = CA?z = --- = CA" 'z = 0. Assim, Moz = 0 e,

logo, € Nuc(My) o que implica em S C Nuc(My). Portanto, Nuc(My) é maximal.

Teorema 2.4.2. Se Po(My) = r < n, entao o par (A,C) € linearmente equivalente ao

par

Ay 0 -
i 4 ) (00

Além disso, o par (Ay1,Cy) € observdvel e Po(My) = r, sendo
Cy
Ny = C~'1z“~111

Cy At
Demonstragao. Do Teorema do Nicleo e da Imagem temos que dim Nuc(My) =n — 7.
Logo, existem n—r linhas da matriz M, formando um conjunto linearmente independente.
Sejam V11, ..., V, estas linhas. Entdo, {V,,1,...,V,} forma uma base do Nuc(M,). Logo,
existem vetores Vq,...,V, € R™ tais que {Vi,...,V,, Viyq,...,V,} forma uma base para
o R™.
Pelo Lema 2.4.1, AV; € Nuc(M,), para j =r+1,...,n, pois Nuc(M,) é A-invariante.

Assim, existem escalares o;; € R,com ¢,j = 1,...,n, eventualmente nulos, tais que

AV, = 041,1‘/1 4+ 4 QT’I‘/; + Oér+1,1‘/r+1 + -+ Oén,lvm

AV, = o Vit Vi Qg Ve + oo 0 Vi,

AV = 0Vi+ -+ 0V + g1 o1 Vi + -+ a1 Vi

AV = OVt -+ OV, Ve + -+ Vi
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Considere a matriz nao singular

Pl=Wi|...|VilVigil ... | Vi)
Note que
APV = (AVi| ... | AV, | AViir | ... | AV)
Qg o oy 0 0
Qr1 Ay 0 0
— Vil Vel Vo] o (V)
Qry11 " Qg Qpgip41 " Opgln
Qp1  Qpp AOpr41 0 Opp
Ay 0
= P_l ,
A?l AQQ

sendo Aj; uma matriz » x r. Logo,

Ay 0
= PAP .
Ay Az
Seja agora {ej,es,...,e,} a base canonica do espago RP. Como C' : R" — RP e V; €

Nuc(My) C Nue(C), para j = r+1,...,n, temos que CV; = 0,para j =r+1,...,n.

Entao, existem escalares v; ;, com ¢ =1,...,pe j=1,...,r, tais que

CVi =m1e1 4+ +pi6p,

CV;“ = Y1,r€1 + -+ Yp,r€p)

CVyi1 = Oep + - + Oey,

CV, = 0ey + - + Oy,
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Assim,

— (V] | OV | OV | ... | CV,)

T e 000 0

(o)
sendo € uma matriz p x 7.
Logo,
(él 0) =CpP.

Agora resta mostrar que (A;;, Cy) é observéavel e que Po(M,) = 7. Para isto basta observar
que

Ci 0
6111411 0

Pelo Teorema de Cayley—Hamilton, para cada j > r, fl{l ¢ combinagao linear de zzlﬁl, com
i=0,1,...,r—1. Assim, segue que Po(My) = r e, portanto, o par (A1, C}) é observavel.
|

Teorema 2.4.3. Sejam A € R™" e C' € R". As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
a. O par (A,C) € observdvel;
b. Eziste P € R™", nao singular, tal que o par (A,C) nas coordenadas z = Px tem a

forma (A,C), com
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0 0 0 0 —ao
10 00 —a
B 01 0 0 —a ~
i- S o=foo 00,
00 -+ 10 —ap-2
00 -+ 01 —a,
Os numeros ag, . .., 0,1 $G0 0S coeficientes do polindmio caracteristico de A.
Demonstragao.
(a) = (b). Devemos encontrar uma base {wi,ws,...,w,} para o R", de modo que a

matriz nao singular P € R™", definida por
exP=w,, 1<k<n,
satisfaca:
i. CP ' =e¢,;
ii. ePAP™! = —age,;
iii. ey 1 PAP ' =¢, —ape,, 1<k<n-—1,
sendo {ej, e, ...,e,} a base candnica de R". Defina wy, da seguinte maneira
w, =0, wp=wp1A+a,C, 1<k<n-—1.

Logo,
CPl'=w,P ' =e,,
provando (i). Além disso,
Wp—1 = WA+ a,_1C =CA+ a,_1C,

Wp—2 = U)nflA -+ an,gC = (CA -+ an,lc)A + CLn,QC = CA2 —+ an,lCA -+ an,gC,

wp = U)QA + alC = (A ! + an_chn_2 +---+ alC.
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Assim, de forma recursiva, concluimos que
n—k
w, = CA"F 4+ E an_jCA”_k_J, 1<k <n.
=1
Como o par (A, C) ¢ observavel, segue que {C,CA, ..., CA" 1} ¢ um conjunto linearmente
independente. Da mesma maneira {wy,ws, ..., w,} também é, visto que forma uma

base para o R™. Do Teorema de Cayley—Hamilton, ps(A) = 0, sendo ps o polindémio

caracteristico da matriz A. Logo,
wlA = (CAnil + an_IC’A"*Z + -+ alC)A + CLOC — CL()C

= (OAn + (ln_chnil + -4+ (11014 + CLQC) — aOC’

n—1
= (CA” + Z akC’Ak> — (ZQC

k=0
n—1

- C (A” + Z akA’“> — a,C
k=0

= CpA(A) — CL()C = —CL()C.

Como C = w,, temos que

w1 A = —agw,.
Visto que e P = wy e P é nao singular, segue que
wy =e, P, k=1,...,n.

Logo,

e1PA = w A = —agw,,

et PAP™! = —qyw,P~' = —age,,

provando (ii). Temos ainda que
wy, = wr1 A + aC,

o que implica que

wk+1A = Wg — akC’.
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Logo,
exr1PA = e P — apw,
= e, P — age, P
= (ex — age,)P
e, entao,

ekHPAP_l =ep —age,, 1<k<n-—1,

provando (iii).

(b) = (a). Considere o par (A, C) tal como em (b). Logo, vem que Po(M,) = n, pois,

. 0 0 0 0 1
C
~ - 0 0 0 1 o
CA '
_ C’AQ 0 O 1 (&5} (6%}
MO - = )
éAn—Q
-~ 0 1 T Qg Qp_3 OQp_3
CAnfl
I an -+ ap3 Qpa Qp
sendo que, paracadai =1,2,...,n—1, a; é obtido em funcao dos coeficientes ag, . . ., ¢,_1.

Portanto, do Teorema 2.1.3, o par ([1, C’) é observavel. Assim, pelo Teorema 2.4.1, o par

(A, C) é observavel.



Capitulo 3

Bifurcacao de Hopf a Partir do Infinito
em Sistemas de Controle

Bidimensionais

Neste capitulo, estamos interessados no aparecimento de um ciclo limite, a partir do
infinito, no retrato de fase de sistemas de controle lineares por partes bidimensionais e
simétricos. Este fendmeno pode ser considerado como uma espécie de bifurcagao de Hopf a
partir do infinito. Os sistemas em estudo sao de grande importancia na Teoria de Controle
e muito comuns em engenharia, uma vez que incluem o caso em que as nao linearidades
envolvidas sao do tipo saturacao. Eles estao relacionados com a classe de campos vetoriais
nao diferenciaveis para os quais os teoremas classicos de bifurcacoes nao sao aplicaveis.
Para esses sistemas, condi¢oes necessarias e suficientes para a bifurcagao de uma orbita
periddica, a partir do infinito, sao conhecidas. Na Secao 3.1 apresentaremos os resultados
principais desta dissertacao, que serao demonstrados na Secao 3.3 utilizando fortemente a
primeira e a segunda derivadas da transformagao de Poincaré no infinito, tema abordado

na Secao 3.2.

36
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3.1 Resultados Principais

Considere um sistema de controle linear auténomo
2 = Ax + Bu,
y = Cu,
comzx € R", u e R, y e RF, A € R B e R"™ e (C € RP". Neste capitulo, ' denota
a derivada de x com respeito a variavel s, chamada também de tempo.
Se u = F(y), sendo F : R? — R™ uma funcgao de classe C(R?,R™) ou C*(R?,R™),

k € N ou k = oo, entao

' = Az + BF(y)

¢ chamado de sistema de controle em malha fechada. Neste caso, o vetor de controle
u = F(y) ¢ chamado de realimentagio estatica de saida.
Seguindo [7], aqui trataremos da classe de sistemas de controle em malha fechada da

forma

' = Ax + By(C*x), (3.1)

nos quais x € R%, A € R?2, B € R*! e C € R*!. A nao linearidade de sistemas desse tipo
resulta da presenca da funcao caracteristica 1) que desempenha um papel de realimentagao
estatica de saida. E comum, em Teoria de Controle, considerar funcdes caracteristicas,

lineares por partes, ¢ : R — R, dadas por

koo — (k1 — ko)w, se 0 < —w,
U(o) = q kio, se —w < o < w, (3.2)

kao + (k1 — ko)w, se w < o,

com ki, ko e w nimeros reais, sendo w > 0. Para ko = 0, temos

—kw, se 0 < —w,
Y(o) = kio, se —w < o < w,

kiw, sew < o,
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que corresponde a uma fun¢ao do tipo saturacao, uma das mais frequentes nao linearidades

envolvidas em aplicacoes. Vejamos alguns possiveis graficos para 1, nas figuras a seguir.

20

Figura 3.1: Gréfico da fungao ¢, dada em (3.2) para (kq, ks, w) = (2,5,2).

Figura 3.2: Grafico da fungao v, dada em (3.2) para (ki, k2, w) = (2, —4,1).

Figura 3.3: Gréafico da fungao v, dada em (3.2) para (ki, k2, w) = (2,0,1). Neste caso,

¢é chamada de saturacao.
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Figura 3.4: Gréafico da fungao ¢, dada em (3.2) para (ki, ko, w) = (=2, —4,1).

Figura 3.5: Grafico da fungao v, dada em (3.2) para (ky, k2, w) = (—2,4,1).

0

Figura 3.6: Gréafico da fungao v, dada em (3.2) para (ki, k2, w) = (0,4,1). Neste caso, ¥

é chamada de zona morta.
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Note ainda que ¥ ¢é uma funcao impar, de fato

—koo — (k1 — ko)w, se —o < —w,
Y(—0) = —ko, se —w < —0 < w,
—kyo + (k1 — ko)w, se w < —o,
koo + (k1 — ko)w, se w < o,
= —9 ko, se —w < o < w,
koo — (k1 — ko)w, se 0 < —w,

= —¢(0).
Pela definigdo da func¢@o 1 em (3.2), claramente, o sistema (3.1) se divide em trés

sistemas de controle lineares auténomos em malha fechada, quais sejam,

' = Ax + BlkoC*x — (k1 — k2)w], se C*z < —w,
¥’ = Az + B[k, C*x], se —w < C*zx < w,

' = Ax + BlkoC*x + (k1 — k2)w], se w < C*z.

Além disto, o sistema (3.1) é invariante sob a simetria = <> —z, pois, fazendo a mudanga

de variavel x = —y, temos

y = (—a)
= —q'
= —(Az + By/(C*x))
= —A(=y) = By(=C"y)
= Ay + By(C*y).
O sistema (3.1) é linearmente dominado no infinito, isto é, existe uma matriz cons-

tante F', 2 x 2 tal que

|Az + BY(C*x) — Fa| 0

2| —o00 ]|
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qual seja, F'= A + ko BC*. De fato,

. ||Az + By(C*z) — Fz| . ||Az + By(C*x) — Az — ko BC* ||
lim = lim
2|00 || lz]| 00 ||l
T||—o0 xZ

Se C*xr < —w, entao

. |[Az + By(C"z) — Fa [[B2C™ — (k1 — ka)w — ko C|

lim < ||B|| lim
]| —o0 ||| [l ]| =00 B4l
by — k
— 1Bl tim MRl
]| —o0 [Ea
Para w < C*z, temos
o 1Az + BY(C ) - Fa < 13| 1im |koC*x + (k1 — ko)w — ko C* x|
]| 00 ]| lz]| o0 [Ea
ki — k
1B tim MRl
lzl|—o0 | ]]

Assim, os resultados de Glover [3] e He [4], que dao condigoes suficientes para que
haja uma bifurcagao de uma orbita periddica a partir do infinito, se aplicam. No entanto,
assumindo que esta bifurcacao ocorra para um valor critico de um parametro do sistema,

digamos ;1 = 0, estes resultados nao fornecem quaisquer informagoes sobre:

(1) A existéncia da orbita periddica bifurcada para p < 0 ou u > 0, com |u| suficien-

temente pequeno;
(2) A unicidade da 6rbita periodica bifurcada,;
(3) A estabilidade da orbita periodica bifurcada;
(4) Uma estimativa assintotica para a amplitude da oérbita periddica bifurcada.

Os resultados fornecidos em [7] respondem a estas questoes.
Conforme o Capitulo 2, o sistema (3.1) é observavel se, e somente se,
C*

Po = 2.
C*A
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Para o sistema (3.1), definimos os parametros T, ¢, D e d que serao uteis nos teoremas

a seguir,

T = tr(A+ k, BCY),
t = tr(A+ ks BC*),
D = det(A + k1 BC*),
= det(A + ko BC™).
Teorema 3.1.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a. O sistema (3.1) tem uma drbita periddica no infinito;

b. O sistema (3.1) € observdvel e 4d — t* > 0.

Quando o sistema (3.1) for observével mostraremos, por meio de uma mudanca de

variaveis linear, que este pode ser escrito como

) 0 —d Ty d—D

= + @(x2) , (3.3)
' Lt T2 T—t
sendo,
—1,se 0 < —1,
plo) =1 o,se —1<0 <1, (3.4)
1,se c > 1.

Figura 3.7: Grafico da funcao ¢, dada em (3.4).
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Destacamos que (3.3) corresponde a forma candnica observavel do sistema (3.1), no qual,
a nao linearidade ¢ é uma saturagao normalizada. Escolhendo ¢, como um parametro de

bifurcagao, usaremos esta forma para mostrar o resultado a seguir.

Teorema 3.1.2. Se o sistema (3.1) tem uma orbita periddica no infinito, entdo valem as
sequintes afirmagoes:

a. Se T # 0, entao, para t = 0, o sistema (3.1) apresenta uma bifurcacio de ciclos
limites. Além disto, um ciclo limite bifurca a partir da érbita periédica no infinito quando
Tt <0y

b. SeT < 0, entao, para € > 0 suficientemente pequeno, o ciclo limite bifurcado existe
para t € (0,¢), € instdvel e nao existe para t € (—e,0);

c. SeT' > 0, entao, para € > 0 suficientemente pequeno, o ciclo limite bifurcado existe
para t € (—¢,0), € estdvel e nao existe para t € (0,¢);

d. O ciclo limite bifurcado estd prozimo da elipse

2 2
x Yy
pER

de semieiros

7t
_(Td=tD HeXp(_\/m)
-\ d Lo (ﬂ_t)
P\Via—r

— ﬁ’
e. SeT =0, entao, para t = 0, nenhum ciclo limite bifurca a partir da orbita periddica
no infinito;

f. Para t # 0, nenhum outro ciclo limite bifurca a partir da orbita periddica no infinito.

Para provar o Teorema 3.1.2, necessitaremos do estudo da primeira e da segunda
derivadas da transformacao de Poincaré numa vizinhanca do infinito. Para calcula—las,
na Secao 3.2 usaremos uma extensao para sistemas suaves por partes. O Teorema 3.1.1 e

a utilizagao dessas formulas para provar o Teorema 3.1.2 estao incluidos na Secao 3.3.
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3.2 Primeiras Derivadas da Transformacao de Poincaré
no Infinito para Sistemas Suaves por Partes

O estudo da transformagao de Poincaré associada com campos vetoriais bidimensionais,
quando esta bem definida e em uma vizinhanca do infinito, pode ser feita usando conve-
nientemente a transformacgao de Bendixson (veja [1] e [2]). Como veremos a seguir, essa
transformacao reduz o problema a um estudo similar, numa vizinhanca da origem, de um

novo sistema bidimensional. Mas antes, fagamos a seguinte definicao.

Definicao 3.2.1. Seja f : D — R™ uma func¢ao, com D um aberto do R™. Diremos que f
€ uma fungdo de Lipschitz se, e somente se, para todo x,y € D existir uma constante

real K > 0 tal que
1f(@) = fW)ll < Kz —yl.

O infimo das constantes K para o qual a desigualdade acima € vdlida € chamado de

constante de Lipschitz.

Considere o seguinte sistema

II1 = f(xlaIQ)a

(3.5)
zy = g(71, 72),
no qual f : R? - Re g : R? — R sao funcoes de Lipschitz e o campo vetorial bidimensional

associado X : R? — R? ¢ dado por

X(x1,29) = (f(21,22), g(x1, 22)).

Seja S? a esfera do R3, centrada na origem, de raio r = 1/2, isto ¢,

1

i {(yl’yz’%) ER’ | y” +yp’ +ys” = Z},

conhecida na literatura como Esfera de Bendixson. Denotamos por N = (0,0,1/2) e
S = (0,0,—1/2) os polos norte e sul de S?, respectivamente. Os planos tangentes a S?,

nos pontos N e S, serao denotados por TxS? e TsS?, respectivamente.
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Primeiramente, construiremos uma projecao que leva pontos de TsS? em pontos de
S*\{N}, a qual denotaremos por Py', que nada mais ¢ do que a inversa da projecdo

estereogréfica a partir do polo norte.

PS e} Pﬁl(xl,l'g)
N =(0,0,1/2)

- ~<

TnS?

('1:17'1:2) TSS2

S =(0,0,—1/2)

Figura 3.8: Representacao geométrica da transformacao de Bendixson.

Seja (r1, 22, —1/2) € TsS? e considere a tinica reta ry que passa por este ponto e pelo

ponto N, qual seja,

1
ry(T) = (0,0, 5) + 7(x1, 29, —1)

1
= TI1,7$2,§—T .

Tal reta intercepta S? se, e somente se,

T2xf + T2x§ —+ (% — 7)2 = Z}l’
isto é, ) )
202 + 72k = (%) - (% — T)
=1-7)r
=7—72
Assim,

@+ +1)—7=0,
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e os valores do parametros 7 na intersecao sao

1

T ou 7T l‘%—f—x%—}—l

Como, para 7 = 0, temos
1
rn(0) = (0,0, 5) =N,

definimos Py da seguinte forma

Pyt TsS* — SP\{N}

3 1 L2 1 1
Pl = 5 )
(21, 22) v (@, m2) (x%+x%+1’x%+x§+1’2 w?+$3+1)

Construiremos agora uma projegao que leva pontos de S?\{S} em pontos de TnS?, a
qual denotaremos por Pg, que nada mais é do que a projecao estereogréafica a partir do
polo sul.

Seja (y1,v2,y3) € S*\{S} e considere a tinica reta rg que passa por este ponto e pelo

1 1
TS(T) - (0707 _§> + 7 (91792793 + §>

T—1
= | TY1, TY2, TY3 + :

ponto S, qual seja,

2

Tal reta intercepta TnxS? se, e somente se,

+7’—1 1
T —_— =
Y3 9 27

1
(o)-
- 2y3+1 —1

2 = 1.

2
T = :
2y3 + 1

—_

Y

Logo,

Definimos Pg da seguinte forma

Ps - 82\{5} — T’NS2

291 AT 1)

) y — P, ) ) = ) '’ o
(Y1, Y2, Y3) s (Y1, Y2, Y3) (st 1 2+ 172



A transformacio de Bendixson é obtida compondo Ps e Py?,

PS e} PJGI (l’l,l’g) == PS (Pjgl (1‘1,1’2))

_P< T ) 1 1 )
T\ 2412+ 22 412 22+a2+1

2I1 23;2
B 4 a3+1 4 a3 +1 1
- 2 ' 2 '
e o T I DR B
i +a5+1 i +a5+1
2%’1 2.73'2
B | 2+ +1 1
202 + 202 +2 -2 222 + 222 4+2-2"2
o+ i+ 1 o+ i+ 1

X1 ) 1
= ’ v |t
22+ 22 22+ a3 2

Logo,
Pgo Pjgl : T582\{S} — TNSQ\{N}

1 1
(551,332) = Psopﬁl (9517172) = ( =L ax —) = <U’77}7§>7

2, 20 2 | 2
xi+ a5 xf +x5 2

ou ainda, utilizando a mesma notacao,

Pso Py': TsS?\{S} — TyS?\{N}

_ T i)
— = Pso Py! = .
(21, 12) (u,v) s 0 Py (1, x2) (x% P x%)

Portanto, via transformagdo de Bendixson

u 1 T

= 2, 2
v T+ 25\
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podemos obter um sistema equivalente que se comporta numa vizinhanga da origem como

o sistema (3.5) numa vizinhanga do infinito. Usando agora as coordenadas polares
u=rcosf e wv=rsenb,

o que, naturalmente, corresponde a fazer desde o inicio a mudanca de variaveis

cosf sen 0
T = € Ty = ;
r r
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temos
9 , cos’@ sen?60 1
T+t = 22
e, logo,
1
r? = .
.1712 + 1’22
Derivando a tltima igualdade, temos
1 2
2rr' = — | ———= | 2z + 22015’

, 3 (cos ,  senf

= —r T+ Ty
r r

= —r?(zy cos§ + x5/ sen )

_ 2 [f <COSQ’ senH) cosf 4+ g <cos@) Senﬁ) sen&] .
r r

r T

Temos também que

To senf r
— = = tan6
1 r cosf

T
f = arctan (—2) .
gl

Derivando a tltima igualdade, obtemos

e, assim,

1 1’1272/ — ngll

2 T 2
1+ (@) '
X

$12 X129 — Tox4

0 =

SL’12+$22 LC12
, (cost) ,  senf
=T To — I
r r

= —r (x1"senf — x5’ cos )

_ {f ((:0397 sen@) senf— g (COSH’ Sen9> cos@] .

T T T r

Assim, o sistema (3.5) torna—se

2 [f (COSH7 sen9> cos0 4+ g (COSQ7 sen@) Sene} |
r

T r T

v, [f (COSH’ Sen9> send — g (cos@) sen@) cos@} |

T r r T

(3.6)




49

e estaremos interessados no fluxo definido no semicilindro
RT x S' = {(r,0) |7 >0, 0 €[0,27)}.

Na maioria dos casos, o sistema (3.6) ndo tem sentido para r = 0, mas esta dificul-
dade pode, em certos casos, ser contornada mediante uma reparametrizagao do tempo e
tipicamente é suficiente multiplicar o campo vetorial por uma poténcia de r adequada.
Para fixar tais ideias, considere o sistema a seguir,

[
x) = P(x1,19),

(3.7)
xh = Q(z1,x9).

no qual P e () sao polinémios de grau no méximo d e o correspondente campo vetorial

X, com uma singularidade na origem, dado por

X([L’l,ZUQ) = (P(x1,$2),Q($1,$2))-

Da transformagao de Bendixson, temos que

T X2
U=—5— € U=—5-—.
i + 23 i + 23
Logo, ) ,
Wl 42 = vty 1 _u_ v
T (2 2)2 T .2 2 - )
(1 + x3) ry+ry X X
Assim,
U v
TN =—F-— € Tg=—5-—7.
u2+1}2 U2+’U2

Substituindo z; e xy, obtidos anteriormente, no sistema (3.7), obtemos

P u v 0 u /L 0 u ,
, =2 =—|——=|u+=—(———= |7,
u? + 02’ u? 4+ 02 Oou \u? + v? ov \u? + v?

0 U v 0 v /L 0 v ,
, =th=—|———=|u+=—|——— |7,
u? + 0?2’ u? + 0?2 Oou \ u? + v? ov \u? + v?

e, portanto,

=~

N~




ou, equivalentemente,

P U v v? — u? 2uv
w2 + 02’ U2 + 02 B (u? + 12)2 (u? + 12)2 o
0 u v 2uv u? —v? v
u? + 0?2’ u? + v? (w2 +02)?  (u?+0?)?
Sendo
v? —u? 2uv
(u? + v?)? (u? + v?)?
A(u,v) =
’ 2uv u? — 2 ’
B (2 +v2)2  (u?+40v?)?
temos que
u? —v? 2uv
1 u? +02)2  (u? +0?2)?
Ail (/U/, ’U) — ( ) ( ) ’
det A(u,v) 2uv v?—u?
(W2 + 022 (u2 + v2)2
com 2 2 2 2 2 2
v — U — uv uv
det Au, v) = (u? +v2)? (u? + v?2)? B (u? + v?)? (u? + v?)?
B v2u? — vt — ut + u?0? — 4u?
N (u? 4 v?2)*
~ —(u' 4 2uP0? 4 0t)
N (u? 4 v2)4
B —(u? + v?)?
(w2 0?)t
B 1
(w2 0?)?
Logo,
u? — v? 2uv
2 .2
A () = — (a4 o) (W2 +v2)?  (u2 + v?)? _ vt —u 2uv
) 2 2
2uv v —u —2uv  ur—w
(W2 +02)?  (u + 02)2
Voltando ao sistema anterior, temos
U
o v?—u?  —2uwv (u2+v2’u2+v2)

_ _ U v ’
v 20V U ) Q( )

20
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isto é,

i 9 9 u v u v
u = (U —u )P <u2+v2’u2—|—1}2> — 2uv() (u2+1)2’u2—|—v2)7

_ u v s u v
v = —2uvP <u2~|—v2’u2+02) + (' —09)Q (u2+v2’u2+v2)‘

Como o sistema (3.7) possui uma singularidade na origem e, consequentemente, o

(3.8)

mesmo ¢ valido para o sistema (3.8), podemos escrever P e () da seguinte forma

d k
Il,l'g § E Pi— jj'rl x27

k=1 7=0
k

d
E :  d
k=1 7=0

Nas variaveis u e v, temos que

k—j J
u v
P(u2—|—212 u2+02) ZZPk i <u2—|—02> (u2+v2)

k=1 5=0
k—j J
) 1 )
k—j J
= u v
L) (o)
d 1
_ k—
i Zmzpk
k=1
d (u? + v2)dk k o
T2 Y
k=1 §=0
d
2)d—k i j
- u2+vzd2“+” Zpk jgut !
k=1 7=0
1
= Gzl )
no qual,
d k
Z u? +v?)4” kZpk Il
k=1 7=0
Analogamente,

@( v ): LG,

u? + 02’ u? + 02 (u? 4+ v?2)d
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sendo
d k
Qu,v) = Z(u2 4 p?)d=F Z Qo "0
k=1 =0

Substituindo essas expressoes para P e ) no sistema (3.8), obtemos

1 _
u = (’02 — UQ)mP<U, U) — 2uva(u, U),
1 _ 1 _
v = —QUUmP<U,U) + <U2 - UQ)mQ(U, U),
ou ainda,
1 ~
W = ———=P(u,v)
2 + 2\d A
(u : v) (3.9)
v = m@(u, v),
no qual
p(um) = (Uz - UQ)P(U, U) - 2UUQ(U7 U)u
. (3.10)
Q(u,v) = —2uvP(u,v) + (u? — v?)Q(u,v).
Faremos agora uma mudanca na escala de tempo, qual seja,
d
— =@+
Logo,
du  duds 1 ~ -
B — © 2 2\d _ P
dr  dsdr  (u2+02)d (u, v)(u® 4 0%) (u,v),
dv  dvds 1 ~ 9 | ond A
dT - dS d7_ - (U2 +U2)dQ<u7?})(u +U ) - Q(“)”)’
Portanto, o sistema (3.7) é equivalente ao sistema
u = P(u,v),
. (3.11)
v = Q(u,v).

Fora do ponto singular na origem, os sistemas (3.9) e (3.11) possuem o mesmo retrato
de fase, visto serem topologicamente equivalentes, porém (3.11) esta definido em todo
ponto de R? e, por isso, estudaremos este sistema.

Para determinar o retrato de fase de um campo vetorial numa vizinhanca de uma
singularidade hiperbélica, utilizamos o método de linearizacao dado pelo Teorema de

Hartman—Grobman.
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Teorema 3.2.1. Sejam X : A — R™ um campo vetorial de classe C, A C R™ aberto e
p € A um ponto singular hiperbolico de X . Existem vizinhangcas W de p em A eV de 0

em R" tais que X|y;, € topologicamente conjugado a DX (p)|,,.
Demonstragao. Veja o Capitulo IX de [11]. |

Quando a singularidade é nao hiperbodlica, este teorema nao se aplica e, por isso,
temos que recorrer a outros métodos, por exemplo, o blow—up. Tal método consiste numa
mudanca de coordenadas que expande (ou “explode”) as singularidades em curvas contendo
um namero finito de singularidades. Apo6s a mudanca de coordenadas, estudamos as
singularidades isoladamente de um novo campo vetorial ao longo dessa curva e, se uma
singularidade ¢ nao hiperbolica, podemos aplicar um novo blow—up na mesma e, assim,
sucessivamente.

Sob certas condigoes, apds uma sequéncia finita de blow—ups serao encontradas apenas
singularidades elementares. Esse resultado é conhecido na literatura como Teorema da
Decomposi¢ao (Veja detalhes em [2]). Finalmente, pelo processo inverso (blow-down),
obtemos o retrato de fase local numa vizinhanga do ponto singular original.

A seguir, vamos descrever o método Blow—up para o campo vetorial X, associado com

o sistema (3.11), dado por

com P e @ tais como em (3.10).
Considere a aplicacao ¢ correspondente & mudanca de coordenadas dada por
¢: R xSt — R?
(3.12)
(r,0) +—— (rcosf,rsenf).
Observe que ¢ leva {0} x S' em (0,0). Logo, a aplicagao inversa ¢! “expande” a origem
em um circulo.

Devemos encontrar um campo de vetores X : R x S' — R?, com

X(.0) = (P(,60).Q(r,0))
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de tal forma que o sistema
r" = P(r,0),

0" = Q(ﬁ 9>a

seja equivalente ao sistema (3.11). Sendo (u,v) = ¢(r,0) = (rcosf,rsend), com r > 0

(3.13)

u = rcosb,
v = rsenf,

temos que
r? = u? + 02,
v
f = arctan (—) .
u
Logo,
uu’ 4+ v’
r
uP(u,v) + vQ(u,v)
r

rcos O P(r cos 0, rsen 0) 4 rsen 0Q(r cos 0, r sen 0)

r

= cos OP(r cos 0,rsenf) + sen 0Q(r cosf,rsenf),

1 uv’ — v’
1+ (9)2 v
u
uv’ — vu’
uQ(u,v) — vP(u,v)

72

o =

7 cos 0Q(r cos 6, rsen 0) — rsen O P(r cos 6, r sen 0)
2

r

cos 0Q(r cos B, rsenf) — sen O P(r cos 0, rsen 0)
. .
Assim, temos

P(r,60) = cos OP(r cos 6, rsenf) 4+ sen0Q(r cos b, rsen f),

cos 0Q(r cos 0,7 sen ) — sen OP(r cos ), 7 sen ) (3.14)

Q(T’ 9) =

r
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Essa construgao nos permite demonstrar o seguinte resultado, no qual utilizaremos a
seguinte notacao

RY ={reR|r > 0}.

Teorema 3.2.2. Sejam X um campo de vetores de classe C= em R2, no qual (zo,v0) =
(0,0) € uma singularidade isolada, e ¢ : R% x S' — R*\{0} como definida em (3.12).

Entio existe um campo X : R* x S' - R x S' tal que
Do(r,0)X (r,0) = X(p(r,0)), V(r,0) € R} x S,

Demonstracao. Basta verificar que X dado pela equagao (3.14) satisfaz a essa condigao.

De fato,

. cost) —rsend cos P + sen 6Q
Do(r,0) X (r,0) =

senfl  rcos0 %[COSHQ - sen@f’]

cos2 P + senf cos Q) — sen B cos0Q + sen20P

sen  cos P + sen20Q + cos? #Q — sen cos P

(sen 6 + cos? 0) P

(sen 26 + cos? 0)Q
= (f’(r coS 9,rsen0),@(r cos®,rsend))
= X(rcosf,rsenf)
= X(¢(r,0)),

para todo (r,0) € R% x S'.

Com este teorema, temos que ¢|R1X§1 ¢ um difeomorfismo de classe C°° sobre R?\{0}.
Logo, X & C>-diferenciavelmente conjugado a X |R2\ {0} -

O campo X ¢ chamado pull back de X por ¢ e esta definido na superficie de um
cilindro e, em r = 0, a singularidade sera expandida, isto é, desingularizada. O esboco do

retrato de fase, no cilindro, é visualizado como mostra o diagrama a seguir.
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Figura 3.9: Diagrama para o esbogo do retrato de fase do sistema (3.13).

Assim, estudar o retrato de fase de X numa vizinhanca V' da origem é equivalente a
estudar o retrato de fase de X na vizinhanca ¢~ (V) do circulo {0} x S' e podemos até
mesmo restringir para r > 0.

Seja j* uma aplicacao, denominada k-jato, que associa a cada funcao diferenciavel f
e cada elemento x do seu dominio o seu polinémio de Taylor, em torno de x, truncado na
k—ésima poténcia j*(f)(z), sendo k € N.

Se X tem a propriedade de jk(X)(O) = 0 e j*(X)(0) # 0 para algum k € N,
definimos

1 -

X:r—kX,

que é um campo de classe O em R x S'. Tal divisao nao muda as érbitas de X, muda

apenas a parametrizacao do tempo. Vejamos um exemplo.
Exemplo 3.2.1. Seja X um campo vetorial tal que
X (u,v) = (u* — 2uv,v? — 2uw).
Note que (ug,vo) = (0,0) € a unica singularidade de X. De fato,
X(u,v) = (0,0)

se, e somente se,

u? — 2uv = 0,
(3.15)

v? —2uv = 0,
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ou, equivalentemente,
u? — 2uv = 0,
2 _

—v° + 2uv = 0.

Somando as duas equagoes do sistema anterior, obtemos
w'—v*=(u+v)(u—v)=0
e, assim,
u=v ou u=-—u.

Substituindo em qualquer uma das equagoes de (3.15), obtemos (u,v) = (0,0). Como,

2u—2v —2u 0 0
DX(0,0) = = ,
—2v  2v—2u 00
(0,0)
temos que (ug,vo) = (0,0) € uma singularidade nao hiperbolica. Aplicaremos entao o

método blow—up. Assim,
X(r,0) = (cos(r? cos? 6 — 2r2 sen f cos 0) + sen O(r%sen 20 — 2r2 sen 6 cos 6),

1
— [cos O(r?sen 20 — 2r?sen § cos ) — sen O(r? cos? 6 — 2r? sen 6 cos 9)])
.

= (r*(cos® 0 — 2sen f cos® O + sen >0 — 2sen 26 cos 0),
r(sen?6 cos @ — 2sen 6 cos?  — sen 6 cos? 6 + 2 sen 6 cos ))
= (r*(cos® 6 — 2senf cos? 6 + sen®0 — 2sen 26 cos b)),
3rsenf cosf(sen — cosb)).
Como X tem componentes polinomiais formadas por mondémios de grau 2, nas varidveis
u e v, seque que k = 1. Logo,

_ 1~
X = ;X = (r(cos® § — 2sen® cos* @ + sen > — 2sen?0 cos ), 3sen f cos O sen ) — cos f)).

Em r =0, temos seis singularidades para X, quais sejam,

(0,0), (0,%), (og) (0, 7). (0,%), e (0%”)
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Calculando a matriz jacobiana de X, temos que

f1(0) rfa(0)
0 f3(0)

DX(r,0) =
sendo
f1(0) = cos® 6 — 2sen B cos® O + sen 30 — 2sen 26 cos 0,
f2(0) = 2sen30 — 2 cos® 6 — Tsen 6 cos? @ + 7sen 26 cos 6,

f3(0) = 6sen 6 cos®§ — 3sen30 — 3 cos® § + 6sen 26 cos b.

Assim, nos pontos singulares de X, temos

. 1 0
DX(0,0) = :
0 —3
V2
v (0 ™) — 9
DX<0’4> 0 3vV2 |’
2
. 1 0
DX(O,E>:
2 0 —3
. -1 0
DX(0,7) = :
0 3
V2
px(oy -2 Y
T4 ) 0 _3\/5 ’
2

. 10
DX (03—”) -
2 0 3

Todas as singularidades sao hiperbolicas e sao pontos de sela. Devemos encontrar a posi-

cao das variedades invariantes. Como

_ 1 0
A:=DX(0,0) = )
0o -3
seus autovalores sGo A\; = 1 € Ao = —3 € 0s autovetores associados sao da forma Vi = (u,0)

e Vo = (0,v), respectivamente.
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Assim, concluimos que em torno de (0,0),

E® =1(0,1)]

EY =[(1,0)],
0s espagos gerados pelos vetores (0,1) e (1,0), respectivamente. E ainda, toda solugao ¢
de 2/ = Az, com z = (21, 22), € da forma
C(s) = c1e%(1,0) + coe73%(0, 1)
=35), s €eR,

= (c1€°, cqe

sendo ¢ e co constantes reais. Logo, na dire¢io de 0, temos que a drbita tende para (0,0)

quando s — oo e, na dire¢ao de r, a orbita tende a (0,0) quando s — —oo.

Figura 3.10: Construcao do retrato de fase de X, em torno de (0,0), a partir do blow-up.

Localmente o retrato de fase é o mesmo para as singularidades (0,7/2) e (0,57/4), pois
em ambas A\ >0 e Ay < 0.

Agora, como
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seus autovalores sao A\y = —1 e Ay = 3. Os autovetores associados 4 A\; sao da forma
Vi = (u,0) e os associados G Aa sio da forma Vo = (0,v). Assim, concluimos que em
torno de (0, ),

E® =(1,0)]

EY = [(07 1)]

0s espagos gerados pelos vetores (1,0) e (0,1), respectivamente. E, ainda, toda solugdo ¢

de 2/ = Bz, com z = (21, 22), € da forma
s(s) = c1e7%(1,0) + c2e*(0, 1)
= (c1e7%,c2¢%), s €eR,

sendo c1 e ¢y constantes reais. Logo, na diregao de 6, temos que a orbita tende para (0,0)

quando s — —o0 e, na dire¢ao de r, a orbita tende a (0,0) quando s — oo.

Figura 3.11: Construcdo do retrato de fase de X, em torno de (0, 7), a partir do blow-up.

Localmente o retrato de fase é o mesmo para as singularidades (0,7/4) e (0,37/2), pois

em ambas \y < 0 e Ay > 0. Portanto, o retrato de fase de X € tal como na Figura 3.12.
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.y

> >

A

Figura 3.12: Retrato de fase de X a partir do blow-up.

Em sequida, voltando a singularidade original, isto €, implodindo, obtemos seis separatri-

zes no retrato de fase local de X, como na Figura 3.13.
> F

Figura 3.13: Retrato de fase de X a partir do blow-down.
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Voltando ao sistema (3.6), observe que apos estender continuamente o fluxo para
r = 0, se necessario, a existéncia de uma orbita periodica no infinito para o sistema (3.5)
¢ equivalente a ter r = 0 como uma orbita periédica no cilindro para o sistema (3.6). Na
sequéncia, assumimos que o sistema (3.6) pode ser estendido para o sistema
"= R(r,0),
(3.16)
0 = 0O(r,0),
nos quais as funcoes R e © satisfazem:

(A1) R e O sao fungoes de Lipschitz e periodicas, com periodo 27 na variavel 6,

(A) R(0,6) =0 e ©(0,0) £0, V0 €S

Note que (As) implica que r = 0 é uma orbita periddica do sistema (3.16) e que nao héa
pontos de equilibrio em [0, p) x S, para algum p suficientemente pequeno. Isto representa
uma condi¢@o necesséria e suficiente para que o sistema (3.5) tenha uma 6rbita periddica
no infinito. Como © # 0, numa vizinhanga de » = 0, podemos considerar o sistema (3.16)

como a equacao de primeira ordem

dr R(r,0)

@:S“m:@mm’

(3.17)

na qual 7 € [0,p) e 6 € S'. Para £ € [0, p), denotamos por r = 7(6, &) a solugao de (3.17)

satisfazendo r(0,£) = £. Consideremos a transformacao de Poincaré definida em [0, p),

§— (&) = r(2m,9).

Note que h(0) = r(27,0) = 0. Como é bem conhecido, h é monétona crescente em seu

dominio de defini¢ao e toda solugao de

corresponde a uma oOrbita periodica de (3.17) e, consequentemente, de (3.16), (3.6) e (3.5).

Através do estudo do comportamento da primeira e segunda derivadas de h, podemos
deduzir se outras solugoes da equagao h(§) — & = 0 bifurcam a partir da solugao £ = 0,
quando um parametro varia. Novas solugoes, se existirem, corresponderao as Orbitas

periodicas do sistema (3.5), bifurcando a partir de uma o6rbita periddica no infinito.
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Quando R e O, e entao S, sao suficientemente suaves, as primeiras derivadas podem
ser calculadas seguindo Lloyd [9]. Entretanto, a falta de suavidade do sistema (3.1) requer
ressalvas adicionais.

No que segue, consideramos o caso em que a funcao S é somente diferenciavel por partes
e estamos interessados em calcular a primeira e a segunda derivadas de uma transformagao

de Poincaré genérica. Assumimos um dominio

D = {(r,0) €[0,p) x [61,6]},

que é dividido em duas partes pelo grafico de uma funcio de classe C*, 8 : [0, p) — [0, 6],

quais sejam,

Dl - {(7‘, 0) S [0,[)) X [€179<T)]}7

Dy = {(r,0) € [0,p) x [0(r), 62]},
de modo que,

Si(r,0), (r,0) € Dy,
S(r,6) = (3.18)
SQ(’I”, 0), (7’, 9) € DQ\Dl,

sendo ambas S;: Dy — R e Sy : Dy — R suaves e S(0,0) = 0 para todo 0 € [0, 0s].

T A

0, 0(6)6. (¢) 0 6

Figura 3.14: Esquema da situagao considerada nesta secao.
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Supomos que a equagao diferencial (3.17), com S dada em (3.18), tem uma solugao
continua, r = r(#,§), definida em 0 € [0, 0], que satisfaz (6,1, &) = £ para cada £ € [0, p).
Assumimos também para cada £ € [0, p) uma condigao de transversalidade,

do

$1(&,0(8) 7 # 1, (3.19)

na curva ([0, p)) e a existéncia de uma fungdo de cruzamento de fase, de classe C*,
0, : [O, p) — [01, 92]

& 0.(8) = 0(r(0.(6).9)),

a qual permite definir a transformacao de Poincaré intermediaria

§— (&) = r(6.(6), ).

Definimos as seguintes fungoes que serao tteis no préximo teorema

ple.on0) = oo ([ S0..01d0).

1

0?8
D(ga 9) = E(€7 917 9)%(7’(9, 5)7 9)’
para § € [0, p) e 0 € [01,0,].
Antes de enuncid—lo faremos um lema que sera tutil nos céalculos envolvidos em sua

demonstragao.

0
Lema 3.2.1. Sejam f = f(z,s) e ot fungées continuas em (x,s), em alguma regiao do

ox

plano xs contendo

{(z,8) |20 <z <179, a(z) < s <b(x)}.
Se a e b sao fungoes de classe C', para x € [xg, 1], entdo

d b(z) B / ) b(z) g
o ( | f(z,s) ds) = f(z,b(x))V (x) — f(z,a(z))d (x) + /a(w) o (z,s)ds.

a(x

Demonstragao. Seja F' = F(z,s) uma primitiva de f. Logo,

b(z)
" f(x,s)ds = F(x,b(x)) — F(z,a(z)).



65

Derivando ambos membros da igualdade anterior, com respeito a variavel x, temos que

d b(x) d
dzx ( a(z) ) ds) = g \F@ble)) = Fla, ale))

dF dF
= Lo b)) - L, aw))
OF OF . OF OF ,
= I b)) + I b (1) — T (o)) — (o ala))a'(x)
= Fl b)) o) (@) + O (2, ba)) — (2 a(x)
Note que,
oF
E(xa‘g) = f(xa 3)
Logo,
o (OF of
B (a(x,s)) = %(x,s)

0 (OF B af
s (a—x(% S)) = %(%S),

v of OF OF
/am g 8)ds = 5o (@,b(x)) = Fo(@, alw)).

Portanto, para cada x € [z, x1], concluimos que

implicando em

d b(x) B / / o) af
@< ” f(z, 8)d5> = f(z,b(x))V (2) — f(z,a(z))a (x)+/ 9 (2, 5) ds.

(z a(z) ox
u

Observamos que as formulas que apresentaremos para a primeira e segunda derivadas
da transformagao de Poincaré, em geral, sdo diferentes daquelas obtidas por Lloyd [9] e,
claramente, ambas coincidem se a fungao S for suficientemente diferenciavel.

Quando R e O, e entao S, sao suficientemente suaves, a primeira derivada pode ser

calculada como a seguir. Primeiramente, podemos escrever

o [or o (oOr
20 <8_§(6’€>) = % (%(9,5))
0

0 or

= 558,000 52(6.9).



66

Temos entao, o Problema de Cauchy

o (or 0
(gws))a S0(0..0)5(0.6),

87“

Resolvendo esta equagao diferencial separavel, temos

n (»

Integrando na variavel ¢, de 6; até 6,

50 = 3506.0,6).

0
0
€(¢ 5) " - o ES(T(Q%&),(?) dqb
e, assim, 5
.
_(975) 0
o€ - 0
o | gestre.0. 000
85 1,
Usando a condigao inicial, obtemos
e,
| G60.9] = [ 550(0.9.0)00

e, exponenciando ambos os membros da igualdade anterior, segue que

0.0 =0 ([ 25010.6.6100).

Portanto,
v = oo =ew ([ Lsio.o.0w (321
= aé_ 2, = exXp " ar v, s . .
Teorema 3.2.3. A transformacgao de Poincaré

§— h(§) = r(02,6),

satisfaz

4 >;E(§,91,92) (3.22)

1(0) = E(0,6;,6,). (3.23)
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Se, além disso, a func¢ao S dada em (3.18) € continua, temos

02

W) = B(&,01,0,) [ D(&,0)d0

E(&, 01, 0(h1(£)))0' (71 (€)) (3.24)
1= 81 (h1(8), 0(ha (£)) (ha(€))
0

X(%%wﬂﬂﬁwﬂ)b % hn(e).0 <<a»)

+E(€7 917 02)

h"(0) = E(0,6,0y) U:Q D(0,6)df + E(0,6,6(0))d(0)

95 95 (3.25)
< (.80 - S2.60) ).
Demonstragao. Inicialmente, considere a equagao
d
5 = 51(r,),
para 6 € [01,0(r)] e sua solucdo, r1 = (6, ), que satisfaz r1(6;, &) = €. Como
0.(€) = 0(r1(0.(€),€)) = 0(ha (),
temos que
0.(&) = 0'(ha(€)) R (8)- (3.26)
Substituindo em
0 0
H() = 55 (06,01 + 52 (0.().€)
obtemos
0 - 0
() = G (6.0 OF (m () (€) + 5 (6.(6).€)
Logo, 5
5 00,0
hi(€) o - (3.27)
1= 210.6),90(m(©))
Como
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segue que

I 9.(e), &)
(€)= o 7 ‘
) TS (9, 0.(0)0 ()

Repetindo os argumentos utilizados para obter a equagao (3.21), obtemos

Ory ©) 98,
g -(9).8) = exp (/@ =5, (11(0,€),0) d9>

(&) 98
exp ( /9 L r1(6,6).0) d@)

1

hy(€) = 1= S1(h(€),0.(€)F (I (€))

na qual a condi¢ao de transversalidade assegura que o denominador nao se anula. De fato,

e, assim,

(3.28)

S1(hi(€),0.(6))0'(h1(€)) = Sl(hl(é),9(h1(§)))3—f(h1(5)) # 1.
Considere agora a equacao .
@ = 52(7’, 0),

para 6 € [0(r),0s] e sua solucio ry = ro(6,7m) que satisfaz ro(6(n),n) = n. Derivando a

ultima equagao, com respeito a variavel 7, temos

a% [r2(6(n),m)] =1,
%_7;;<9( ):11) %(9(77)777)’(77) =1,
(2_7;72(«9(77)777) + SZ(TQ(é(n)an)7é(77))§/(n) —1,
68_77‘72(0_(77)’77) + Sa(n,0(n)0 (n) = 1,
ou seja,
Ors

Definimos hy(n) = 2(02, 7).
Usando os argumentos utilizados para obter a equacao (3.20), temos o Problema de
Cauchy
d 87”2 852 87”2
— | =0 = —(r2(0,1n),0)—(0
3 (520 = S2000.0 52 60,

%—?(é(n),n) =1 - S2(n,0(n)0' (n).

(3.29)
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Resolvendo esta equagao diferencial separavel, temos

4 [In (%_7;72(9,77))} = P2 ,(0,m).0),

integrando na variavel 0, de 0(n) até 0y, segue que

87"2
(625 77) 02
In afn = 8852 (T2(97 77)7 9) do
D200 o) °or
S2(0(0).7)

e, exponenciando ambos membros da tltima igualdade e usando a condi¢ao inicial, obte-

1mos

or: (62, 1)
LA (T
1— Sa(n,0(n)0"(n) P( sy OF (r2(6,n),0) de) :
Resulta que
) = G2 (6a.m)
02
~ s (/e( ) %“2(9, n),0) d@) .

Considerando que

¢ identificando

temos que

W(&) = hy(ha(§))1(E)

1

02 95, 0+(8) 95,
X exp (/0*(5) W(m(@, hi(£)),0) dH) exp (/0 W(m(@,ﬁ),@) d«9>

00 93, 2 98,
X —L(r(0,6),6)db =2 (ro(6, h .0)do
X exp /0 (r1(0,€),0) +/W) o (r2(0, h1(£)),0) )
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no qual,

Bt =oo ([ Z0w.9.00),

01
provando (3.22).

Como hy(0) =0 e S(0,0) =0, para todo 6 € [0, 6], decorre que

(o — L Sa((0) 6 (0 (1 (0) _
O TS ), B o)) PO = EO IR

provando (3.23).

Agora, assumindo que a funcao S é continua, isto é,
Si(r,0(r)) = Sy(r,0(r)), Yr€]0,p),

temos

(€)= exp ( [ B nw.0ms [* P, h1<s>>,e>de).

© Or

Derivando ambos membros da ultima igualdade, obtemos

0+ (&) 02
) = M) 3¢ ( [ e [ e ne) e>de>

0+ (8)
= (0 [d% ( [ w004 )—j—g( A0 h1(£>>,9)d0>]-

Usando o Lema 3.2.1,

85'1 aSl

W(E) = H(E) {me* (€).).0.)0(6) ~ 2(r1(01,).01)0

0:(&) 9 05 05, /
*/91 @g( (r1(8, ), >) 46 — 2 (ra(0.(6). 1 (€)). 6.(£))8.()

0+ (8)
+ %(T2(927h1(§))702>0— /92 865 (8S2 (ro(0, he(€)), 0)) d@] 7

donde concluimos que

() = W(©) [ [ 250002090

2 529 or
A . 1 7 9 ) ,1 (3.30)
T /m 7 (a0, (€0),0) 520, ()i (€) 40

#0:0) (G160.0.9,0.09) = 220,001 (€),0.00)) |-
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Note que, a expressao (3.30) pode adotar uma forma mais compacta escrevendo as inte-

grais convenientemente e utilizando

r1(0,€), se 0 € [01,0.(5)],
r(0,€) =
r9(0,€), se 0 € [0.(€), 02).

Vemos, por exemplo, que h'(§) = E(£, 01, 6,). Note que,
37“1

_(0?5)7 se f € [9179*(§)]7
g—g(ﬁ,é) = gg (3.31)
a_(e hl(&))”l(&)? se 0 € [9*(5>792]

A partir das equagoes (3.27) e (3.28), decorre que

2—2(9,5) =E(£,01,0), 0¢€[01,0.(¢)]. (3.32)

Integrando a equagao (3.29) na variavel ¢, de 6,(&) até 6, obtemos

0
T20.(©) = (1= Syt 0T tn(N]exw ([ G2 0ulo1(©).9)0)

Portanto, a partir de (3.28), (3.31) e da continuidade da funcao S, segue que

ggagzﬁﬂgﬂﬁ) 6 € [6.(6). 0. (3.33)

De fato, para 6 € [0.(€), 05, temos

or Ory ,
06 = 20 mE)m(©

1= 5(h(§),0.(8 NG (h1(€)) o o 9s, )
IEREATG ([ Gtrto ). 0)0)
3

1= Si(l(€),0.(€))0' (I (€)) . Or

6+(8)
p(/ ff( (0.6).0)d )

~ o ([ Surtoe.0000)

= E(€7 917 9)
De (3.32) e (3.33), decorre que

2_2(975) = E(€,0,,0), 0¢€ 0,0
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, or
W(§) = 85(02 ,§) = E(E,01,0). (3.34)
Substituindo (3.26) e (3.34) em (3.30), obtemos
02 92
1) = B ) | [ 5200.0.0516.6)09
. B(E, 01, 0(0:(6))
H T 5,006, 0 )P ©)
(G hn(€0.06) - S20u(9.0.09) )|
e, portanto, ,
19 = B(e.0.0:) [ Dieoyas
B(E, 00,000 ()0 (1 (€))
PG00 TG (), 80 ) (1 (©))

provando (3.24). Assim,

h/l (O)

e, portanto,

h//

provando (3.25).

= E(0,01,02)

852

05;
9 ( 1 (©).0.0) - 22 (o) e*@)))

" D(0,0)ds
E(0,01,0(h1(0))¢'(h1(0))
1= 81(71(0),0(h1(0))) (h1(0))

95,

+E(0, 01, 92) 0
05,
(G 0000 - S0 0).0.00) ).

E(0,6,0,) { D(0,0)dé + E(0,6,,0(0))8'(0)
oS, = 0S5
(ar 0.00) - 20.00) ).
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3.3 Demonstracao dos Resultados Principais

Comecamos demonstrando dois resultados intermediarios que serao utilizados na prova

do Teorema 3.1.1.

Lema 3.3.1. Se o sistema (3.1) tem uma drbita periddica no infinito, entao este sistema

¢ observdvel.

Demonstragao. Suponha que o sistema (3.1) ndo é observével. Logo,

O*
Po < 2.
C*A

Do Teorema do Nicleo e da Imagem, temos que

C* C*
dim Nuc + Po =2
C*A C*A
e, assim,
dim Nuc > 1.
C*A

Entdo, existe um vetor v € R?, v # 0, tal que

C*
C*A

v=20
e, consequentemente, C*v =0 e C*Av = 0. Assim, v é um autovetor da matriz A, pois,
se Av # \v, para todo A € R, temos a contradi¢ao
0=C"Av £ \C*v = 0.

Como

(A+ Ek;BC*)v = Av + k1 BC™v = Av,

v ¢ também autovetor da matriz A + k; BC*. Note que o sistema (3.1) & escrito como

' = (A+ kBC")z,



para |[C*z| < w. Além disso, a reta C*z = 0 é invariante sob seu fluxo. De fato, seja
0y : R — R2
s —> SOx(S) — €(A+leC*)sx
a solugao maxima tnica em R do Problema de Cauchy

v = (A+ kBC*)x,

z(0) = .
Como C*z =0 e C*v =0, segue que x = av, o € R, para C* # 0. Assim,

Atk BCY)s . o(A+kiBC)s

6( v

e k
S *
— QZH(AMIBG )
k=0
OZZE v
k=0

_ k
= E T Naw
k=0

= eMaw

= Mg,

Logo,

CFe(ATRIBC)s 0 o As ) Asreg 0, VseR.
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Consequentemente, temos um par de pontos singulares simétricos no equador da Esfera

de Poincaré (ver [2]). Portanto, o sistema (3.1) ndo tem uma érbita periddica no infinito.

Lema 3.3.2. Se o sistema (3.1) € observavel, entdo pode ser escrito, por meio de uma

mudanga de varidveis linear, na forma dada em (3.3).

Demonstragao. Se fizermos em (3.1) as mudangas

wz=1x, A=A+kBC* e B=(k —k)B,



com z € R?, temos

wz =1

= A(wz) + Y (C*(wz))B
koC*(wz) — (k1 — ko)w, se C*(wz) < —w,
= wAz + ki1C*(wz), se —w < C*(wz) < w,
koC*(wz) + (k1 — ko)w, se C*(wz) > w,
koC*z — (k1 — kg), se C*z < —1,
2 =Az+ ki C* 2, se —1<C*2<1, | B
koC*z + (ki — ko), se C*z > 1,
(ko BC*z — (ky — k) B, se C*z < —1,
= Az 4+ kyBC*z, se —1 < C*z < 1,
| k2 BC*z + (k1 — k2) B, se C*z > 1,
(k,BC*z — (ky — kp)B,  se C*z < —1,
= Az + Q koBC*z + (k1 — kp)BC*z, se —1 < C*z < 1,
| ko BC*2 + (k1 — ko) B, se C*z2>1,
( kyBC*z — B, se Oz < —1,
= Az + Q kyBC*z + BC*z, se —1 < C*z < 1,
| ko BC™ 2 + B, se "z >1,
( —B, se(Cz<—1,
= Az+ 4 BC*z, se —1 < C*z < 1,
\ B, se "z >1,
-1, se C"z < —1,

= Az + C*z,se —1 < C*z < 1, | B.

1, seC*z2>1,
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Assim, obtemos o sistema

2= Az + p(C*2)B, (3.35)
no qual, ¢ é dada em (3.4). Tal mudanca preserva a observabilidade, pois é equivalente a

*

det #0
C*A

c* c* c* c*
det = det = det = det

C*A C*A+ C*ky BC™* C*A+ k,C*BC* C*A
Agora, a partir de (3.35), e por meio de outra mudanca de varidveis linear, podemos

passar para a forma canoénica observavel,

) 0 —d T by
= + (@) . (3.36)
), 1 ¢ To by

O Teorema 2.4.3, garante a existéncia de uma matriz nao singular P € R?? tal que

* p—1 __ T1p—1 0 —d 5 bl
cP~=(01), PAP = e PB=
1 ¢ by

Proximo da origem, temos que ¢(x) = 3 €, assim, o sistema (3.36) tem a seguinte forma
£L‘I1 0 —d + bl T
), 1 t+0by T

Ja o sistema (3.1), perto da origem, tem a forma x’ = (A + ky BC*)z. Comparando os
campos vetoriais associados numa vizinhanga da origem, obtemos
D = det(A + kleC*) =d— bl,
Portanto,
) 0 —d 1 d—D

= + ¢(22)
@ 1t To T—t
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Para o sistema (3.3), utilizaremos a notagao de (3.36) nos quais
blzd—D (§] bQZT—t, (337)

e observamos que este é formado pelos seguintes sistemas lineares

[L'll 0 —d T b1
a. = + ,8€e g > 1,
l’/g 1 t i) b2
,Ill 0 bl —d T
b. = : se |zo| <1, (3.38)
@ 1 b+t T
x 0—d x b
C. L = L ! ,8e To < —1.
{13"2 1 ¢ i) bg

3.3.1 Prova do Teorema 3.1.1

(b) = (a) Assuma que o sistema (3.1) ¢ observavel e 4d — t* > 0. Pelo Lema 3.3.2,
podemos passar para a formulagao equivalente dada em (3.38). Definimos trés regides no
cilindro R* x S!, quais sejam

Dy ={(r,0)|r < senf e 6 € [0,7]},

Dy ={(r,0)|r > |senf| e 0 € [0, 27|},

D = {(r,0)|r < —senf e 6 € [r,27]}.

T
Dy
Dy Drrr
P
0=0 =12 0= 9:37” 0 =2

Figura 3.15: Regides Dy, D;r e Dirr no cilindro RT x St. O conjunto {(r,0)|r =
|senf| e 6 € [0,27]} é obtido a partir da fungao ¢, dada em (3.4), mediante a trans-

formagao de Bendixson e a mudancga para coordenadas polares.
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Fazendo a transformagcao de Bendixson, definida na Se¢ao 3.2, e passando para coordena-

das polares, temos
cosf sen ¢
xr = € Tg9 =
r r

Assim, obtemos a partir de (3.6) e (3.38) trés novos sistemas. De fato, a transformagao

implica em

r" = —r?(z) cos 0 + zsend),
0 = —r(z)senf — xf cosb),
e de (3.38 a),
x’l = —dxg + b1
, se To > 1.
xh = x1 +txg + by
Assim,
0 0 0
r = —r? K—d — + b1) cos 6 + (COS +t > + bz) sen@}
r r r sen 6
0 0 sen 6 oo =1
0 = —r {(—d ven + 61) senf — <COS +t + b2> cos 9]
r T T
, . [ dsenfcosf rbycosf (COSH + tsen@) rby sen@]
o= 2| + + senf +
r r r r
, r < senb,

2
0— [_dsen 0 N rbisent (cos@—l—tsen@) cosd — by cos@}

r r r r

e, entao,
"= —r[(1 —d)sen6 cosf + tsen?d + r(b; cos§ + by sen )]
. (r,0) e D (3.39)
0" = dsen?0 + cos? 0 + tsen @ cos 6 — r(by sen — by cos 0)

A equagao (3.38 b) fornece

J}ll = (bl — d)l‘g
y S€ |$2| S 1
QL’/2 =2+ (bg + t)l’g
Dai,
0 0 0
r = —r? {(b1 —d) "7 cos b + [ﬂ + (b2 + t)ﬂ} sen@}

r r r sen ¢ ]

,r — ?

0 = —r {(b1 —d) send sen — {cos@ + (by + 1) sen@} COSH}
r T r
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"= —r[(by — d)senf cosf + senf cosf + (by + t) sen 26|

, T > |send|,
0 = —[(by — d)sen?d — cos* 6 — (by + t) sen 6 cos 0
e, portanto,
r" = —r[(1 4 by — d)senfcosf + (by + t) sen 20]
, (T’, Q) € Dyy. (340)

0" = —(by — d)sen?0 + cos® 0 + (by + t) sen f cos 0

E de (3.38 c), temos

ili'/l = —d.’L'Q —bl
, se 19 < —1.
x/2 :x1+tx2_b2

r = —r? {(—d sen 6 — bl) cosf + (COSQ thsen@ - bg) sen@}
r r r sen 0

< -1
sen 6 cos sen 6 oo T
0 = —r {(—d — bl) sen ) — ( +t — bg) COSQ:|
r r r
, , | dsenflcos®  1rbycosl cosf +tsend rby sen f
r'=—rc|— — + sen ¢ —
r r r r
) , r< —senb,
| dsen<f  rb;send cosf + tsenf rby cos 6
0 =—r|— - - cos 0 +
r r r
logo,

r" = —r[(1 —d)senfcosf + tsen?0 — r(by cos 6 + bysen )]
, (7", 9) € Dyyy. (341)
0" = dsen?@ + cos? 0 + tsen 6 cos O + r(by sen @ — by cos )

Note que o fluxo global, no cilindro R* x S!, é invariante pela mudanca
(r,0) < (r,0 + 7),

0 que é uma consequéncia da simetria original x <> —z do sistema (3.1). De fato,

(cose sene) . (_cose sene) _ (cos(9+7r) sen(9+7r)).

) - )
r T

r r r r



80

Além disso, o fluxo global verifica a hipotese (A1) da Secao 3.2. Considerando a hipotese
(A3), que é uma condigdo necessaria e suficiente para haver uma orbita periddica no

infinito, vemos que

R(0,6) =0, Y€ [0,27], e
0(0,0) = dsen?d + cos’> 0 + tsenfcosb, 0 € [0,27],

que pode ser vista como uma forma quadratica em (senf, cosf) com matriz

t
43
M = ;
- 1
2
Realmente,
t t
d 3 sen 0 dsen + — cosf
(sen@ cos&) ¢ = (sen@ cos@) 2
-1 cos 0 ésenﬁ—l—cosﬁ
2

t t
= dsen?0 + §sen9c030+ §sen0c030+c0s20
= dsen 26 + cos? 0 + tsenf cos 6.

Consequentemente, a condigao O(0,60) # 0, para todo 0, é equivalente & matriz anterior
ser positiva ou negativa definida. Como isto também é equivalente a ter 4d — t> > 0, o
resultado segue.

(a) = (b) Basta aplicar o Lema 3.3.1 e considerar a necessidade da hipotese (Ay) da

Secao 3.2, que implica em 4d — t* > 0.

3.3.2 Resultados Auxiliares para a Prova do Teorema 3.1.2

Antes de demonstrarmos o Teorema 3.1.2, faremos um trabalho de preparacao. Assumindo
que o sistema (3.1) tem uma 6rbita periédica no infinito temos, do Teorema 3.1.1, que
este sistema é observavel e 4d — t?> > 0. Assim, podemos assumir que d > 0 e passar

a trabalhar com o sistema equivalente (3.36). E, para simplificar os calculos restantes,
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faremos as seguintes mudancas

.
x:\/EX,:E:Yes:—,
1 2 Vi
obtendo ix
S Y hp(y),
d; (3.42)
— = X +tY +byp(Y
= +1Y + byp(Y),
no qual,
- b - by _ t
bp=—, bh=—F—=¢et=—, 3.43
1 2= NG (3.43)

e |t| < 2. De fato,

e, assim,

Para a outra derivada, temos

dy _ dvds
dr  dsdr
_dl’z 1

ds v/d
1 /
= —I‘Z

Vd

1
Vd
= X + 1Y + byp(Y).

(\/c_lX +1Y + go(Y)bQ)

E, como 4d — t* > 0, segue que d > (t/2)%.
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Logo, v/d > |t|/2 e, portanto,

Note que (3.42) é da forma (3.36) e, entdo, se omitirmos a barra dos parametros by,

by e t, podemos escrever

dx

e 0 -1 X b

dr | +oy)| . (3.44)
dy 1t Y by

dr

Basta agora tomar d =1 em (3.39), (3.40) e (3.41) para obter S, no cilindro, que fornece

o fluxo préoximo do ponto no infinito, com

(

S[(T, 6)7 €m Dh

S(T, 9) = Sfl(rv 9)7 €m DIIa (345)

| St (r, 6), em Dypy,

com

Si(r.0) = Ri(r,0)  —r(tsen®0 +r(by cosf + bysen0)]
BT 0,(r,0) — 1+ tsenfcosf — r(bysenf — by cosf)’
S11(r.0) = Ryp(r,0)  —r(tsen?6 + by sen cos 0 + by sen?0)
AR Or(r,0) 1 —Dbysen20+ (by +t)senfcosh '
Ry(r, 0 —r [tsen?0 — r(b; cos O + bysen 6
6,000 - R0 =] (b 036 + by sen)

~ Our(r,0)  1+tsenfcosd +r(bysend — bycosh)’

Isto torna a funcao S suave por partes e de Lipschitz com respeito a varidvel r, para
|t| < 2. De fato, como as fungdes Ry, Rj;, R, ©r, ©5 e Oy, obtidas de (3.39),
(3.40) e (3.41), respectivamente, sdo combinagdes (soma e produto) de fungdes de classe
C*, segue que Sy, S;r e Sy sao suaves. Consequentemente, a funcao S é suave
por partes. Mais & frente mostraremos que S é de Lipschitz com respeito a variavel r,
quando |t] < 2. Tomando r € [0, p), com p > 0 suficientemente pequeno, e escolhendo
adequadamente os parametros T', t e D, temos que as fungoes Oy, ©;; e O sao positivas
e, portanto, a orientacao das orbitas é preservada.

Note que as hipoteses (A1) e (Az) sdo satisfeitas e para verificar parte da primeira

hipotese utilizaremos o teorema a seguir.
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Teorema 3.3.1. Sejam f: M — R™, g : N — R™ ¢ M,N C R" compactos tais que
MNON # g. Se f e g sao funcoes de Lipschitz, entdo

fg: MNN — R™
v fy(x) = f(z)g(z)
€ uma fungao de Lipschitz.
Demonstracao. Como f e g sao funcoes de Lipschitz, existem constantes reais positivas

K e Ky tais que
[f(z) = F)ll < Killz — y]|

lg(x) = gl < Kallz —yl.

Logo,

1fg9(x) = fa)ll = I (@)g(x) = fn)g W)l
= [lf(x)g(x) = f(W)g(z) + Fy)g(z) — f(y)gw)ll
= [Ilf (=) = FW)lg(x) + f(y)lg(z) — 9]
< 1f (@) = F@llg) + 1LFW)lllg(x) = gw)ll
< Killz = ylllg@)l + £ () 12l — yli
< KiMylz =yl + Ko Mylz — g

= (K1My + Ky M)z — g,
sendo My, M, € R os maximos de f e g, respectivamente. Portanto, fg é uma funcao de

Lipschitz.

Agora, observe que

R[(T, 9) = RLl(T, Q)RLQ(T, (9),

sendo

Ryq(r,0) = —r
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Ryo(r,0) = tsen 26 + 7(by cos @ + by send).

As funcoes Ry e Rr2 sao de Lipschitz com respeito a variavel r, pois

|R11(71,0) — Rpa(ra, 0)|| = || — 71 472l < |[r1 — 72|

HRLQ(Tl, 9) — R]}Q(TQ, 9)” = ||7”1(b1 cos + b2 sen@) — 7"2(1)1 cos + b2 S€n9)||
< ||r1 — 7al|||b1 cos O + by sen d||

< Millry = 72|,
sendo M; € R o maximo de fi, no qual, f1(6) = by cos 0+ by send. Portanto, pelo Teorema
3.3.1, temos que R; é uma funcao de Lipschitz com respeito a variavel r.

A funcao ©; satisfaz
1©7(r1,8) — O1(re,0)|| = || — r1(bisend — by cos ) + 72 (by senf — by cos 0) ||
< ||by sen @ — by cos 8[| — 7o|
< Mallry = 7af|,

sendo M, € R o maximo de fy, no qual, fo(0) = by sen — by cos §. Logo, O é uma fungao
de Lipschitz com respeito a variavel r.

Para a fungao R;;, temos
|Rir(r1,0) — Rrr(ra,0)|| = || — 71(tsen? + by sen 6 cos  + by sen 20)
+ ro(tsen 26 + by sen 6 cos 6 + by sen 20)||
< ||t sen 26 + by sen 6 cos 6 + by sen 20||[|ry — 7|
< Msl|ry — ol

no qual, M3 € R é o maximo de f3, sendo f3(f) = tsen? + by sen 6 cosf + bysen?d. E,
entao, R;; ¢ uma funcao de Lipschitz com respeito a variavel r.

A funcao ©;; satisfaz

1©11(r1,0) — Or1(r2,0)]| =0 < [|ry —ra|.
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Dai, ©;; é¢ uma funcao de Lipschitz com respeito a variavel r.

Agora, observe que

RIU(T, 9) = RUI,l(T, H)RIUQ(T, 9)>

sendo

R]]Ll(’l“, 9) = -,
Rirra(r,0) = tsen?0 — r(by cos 0 + bysen).

As funcoes Ryrr1 e Ryrr2 sao de Lipschitz com respeito a variavel r, pois

|Rirra(r1,0) — Rrpra(re, 0)| = || — ro 42l < lr — 7|

| Rrrr2(r1,0) — Rrrra(re, 0)|| = || — ri(by cos @ + basen ) + ro(by cos 6 + bysen )|
< |1 — ro||||br cos @ + bysen ||
< My|[ry — 7ol

Portanto, pelo Teorema 3.3.1, temos que R;;; € uma funcao de Lipschitz com respeito a
variavel r.

Para a fungao Oy, temos
1©111(r1,0) — O111(1r9,0)|| = ||r1(bysend — by cos @) — ro(by send — by cosb)||
< ||bysen @ — by cos B||||r1 — 72|
< Maljry — rof|.

Logo, temos que O;;; é¢ uma funcao de Lipschitz com respeito a variavel r.
Mostremos agora que estas fungoes sao periddicas de periodos 27 na variavel 6. De

fato,
Ri(r,0 4+ 27) = —rtsen?(0 + 27) — r?[by cos(f + 27) + by sen (0 + 27)]
= —rtsen?0 — r*(by cos O + by sen )

= RI<T7 9)7
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Or(r,0 +2m) = 1+ tsen (0 + 2m) cos(f + 2m) — r[by sen (0 + 27) — by cos(6 + 27)]
=1+ tsenfcos — r(bysenf — by cosh)

- ®](T7 0)7

Rir(r,0+27) = —r[tsen?(0 + 2m) + by sen (6 + 27) cos(6 + 27) + by sen?(0 + 27)]
= —r(tsen?0 + by sen @ cos 0 + by sen 20)

= Ry(r,0),

Orr(r, 0+ 2m) = 1 — bysen?(0 + 27) + (by + t) sen (6 + 27) cos(6 + 27)
=1—0bysen?d + (by + t) senf cosd
= Oyy(r,0),
Ryrr(r,0 +2m) = —rtsen?(0 + 27) + r2[by cos(f + 27) + by sen (0 + 27)]
= —rtsen?0 + r2(b; cos 6 + by sen )

= RUI(?“, 9)7

Orrr(r,0+2m) = 1+ tsen (0 + 27) cos(0 + 27) + r[by sen (0 + 2m) — by cos(6 + 2)]
=1+ tsenfcosb + r(bysenf — by cos )
= @[U(T, 6)

Portanto, a hipotese (A;) é satisfeita. Mostremos agora que a hipotese (Az) também se

verifica. Realmente,
R[(O, (9) = R[[(O, 9) = R[[](O, 9) =0, Vo € St
e, ainda, para |t| < 2, temos que

0:(0,0) = O777(0,0) = 1 +tsenfcosf # 0, V§ € S'.
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Observe que

lim @]](0,0) =1 7é 0,
0—0

logo, segue do Teorema da Conservagao do Sinal que existe uma vizinhanca de r = 0, na

qual ©;;(0,0) nao se anula. Portanto,
07(0,0) =1 —bysen?0 + (by +t)senfcosf # 0, VO € S

Para mostrar que a fungao S é de Lipschitz com respeito a variavel r, para |t| < 2,

utilizaremos os teoremas a seguir.

Teorema 3.3.2. Seja g : N — R com N C R" compacto. Se g é uma funcao de

Lipschitz que nao se anula em N, entao

1:./\f—>]R
g
1 1
T r—>§(x):—g(x)

€ uma fung¢ao de Lipschitz.

Demonstracao. Como g é uma funcao de Lipschitz, existe uma constante real positiva

K tal que
lg(x) —g(y)| < K|z —y].
Logo,
HL B LH _ Hg(y) —g(x) ‘
g(z) gy 9(z)g(y)
_ llg(@) =gl
lg(x)g(y)|

< B ey
= To@Ma@
K

<
e
sendo M € R o minimo de g. Portanto, 1/g ¢ uma funcdo de Lipschitz.

Iz =y,
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Teorema 3.3.3. Sejam f: M — R™, g: N =R e M,N C R" compactos tais que
MNN # g. Se f e g sao fungoes de Lipschitz e g nao se anula em N, entao

gzMﬂJ\/’—HRm
oy @)
! Hg( >_g(w‘)

€ uma funcao de Lipschitz.

Demonstracgao. Segue diretamente dos Teoremas 3.3.1 e 3.3.2.

Deste modo, como Ry, ©r, Ry e O sao fungoes de Lipschitz com respeito a variavel
r e Dy e Dy sao compactos, segue do Teorema 3.3.3 que St e Srrr sao de Lipschitz com

respeito a variavel r. Para Sy;, temos que

S][(’l“, 9) = ’I“f(@),

com (r,0) € Dyy e
t sen 26 + by sen 6 cos 0 + by sen 26

1 —bysen26 + (by + t)senfcosf’

f0) =
Logo,

1S11(r1,0) — Sri(ra, )| = [[r1 f(0) — r2f(O)]] < [ £(O) |[[r1 — 72.

Mostremos que f é limitada. Temos que f(6) = g(0)/h(0), na qual

g(0) = —tsen?d — by sen 6 cos @ — by sen 20

h(0) =1 —bysen?d + (by + t) senf cos 6.
Observe que
1g(0)| = | —tsen?) — bysenfcosf — bysen?d |
< |tsen?d |+ |bysen6cosf |+ | bysen?d |
(3.46)
< |t|] sen@|*+ | by || sen@|| cosf |+ | by || send |?

<24 |by |+ b2
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Observe também que

| senfcosf| <1

e
| sen?0| < 1.
Logo,
| (by +t)senfcosO| < |by+ 1|
e

|bysen?0| < |by .

Entao, temos que

—|by+t] < (by +t)senbfcosf < |by+t|

—| by | € —bysen?d < |by|.
Assim,
T—|by|—|by+t]| <1—bysen?d+ (by+t)senfcosf < 14 |by |+ |by+ 1],
de onde obtemos

1
<
h(0) = 1—1[b1|—|bx+ 1]

e, consequentemente,
1

< .
[AO) [ = (1= ]br] = b2+ ]|
Portanto, das equagoes (3.46) e (3.47) concluimos que

’9(9)‘§ 24 by [+ | b2 | <C
| h(@)] = |1 —[by| —|by+1]]

(3.47)

| f(0)] =
sendo C' uma constante real. Assim, temos que
1511 (r1,0) = Str(r2, 0)|| = [[r1f(0) = r2 f(O) || < Cllry — 72|

e, portanto, Sy; € de Lipschitz com respeito a variavel r. Tomando K como a maior
das constantes de Lipschitz de Sy, Sy e Sy, segue que S é de Lipschitz com respeito a

variavel r e com constante K.
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Note que, existe p > 0 tal que, para £ € [0,p), a solu¢ao r = r(0,§) satisfazendo
r(0,€) = &, na qual S é dada em (3.45), esta bem definida para 6 € [0,27). E, ainda,
a transformagao de Poincaré & — h(§) = r(2m,&) ¢é analitica, pois é obtida a partir da
composicao de cinco fungoes analiticas, para p suficientemente pequeno, quais sejam, os
fluxos definidos em Dy;, Dy, Dyr, Dirr e Dy (veja a Figura 3.15).

Devido a invariancia da equag@o (3.17) com a mudanga (r,0) < (r,0 + m), com S

dada em (3.45), podemos considerar a transformagao de Poincaré h como

h(f) = hl(hl(g))>

sendo, hi(§) = r(m,&). Note que & é um ponto fixo de h se, e somente se, & é um
ponto fixo de h; e, nesse caso, tem a mesma estabilidade para ambas transformacoes,
pois, '(&) = hi(6o)hi(&o) = M1 (&)

De fato, primeiramente suponha que &, é um ponto fixo de h, isto é, h(&) = &o.
Como h; é estritamente crescente, & > & implica que hq(&2) > h(&1). Se hy(&) # &o,

entdo hy(&) < & ou hy(&) > &. Considerando o caso hy(&y) > &, temos que

o = (&) = h1(h1(&0)) > hi(So),

0 que gera uma contradigdo. Analogamente, o caso hy(&) < & gera uma contradigao.
Logo, hi(&) = &, isto &, & ¢é um ponto fixo de hy. Reciprocamente, se hi(&y) = &,

entao
h(&) = h1(h1(&0)) = h1 (&) = o,

isto é, & é um ponto fixo da h.
A seguir, faremos cinco lemas necessarios para provar um resultado que fornece a

primeira e a segunda derivadas da transformagao de Poincaré h;.

Lema 3.3.3. Seja p € R tal que |p| < 1. Entao,

/ T 1 40 — T
o 1+ pcosf */1—p2.
Demonstragao. De uma identidade trigonométrica, decorre que

1 — tan? (g)

cosf = m,



e, logo,

/;déz/ L dé.
1+ pcostd 1—tan2( )
1+p| ———7%

1+tan2( )

Dol

Fazendo a mudanca de variavel u = tan (g), temos que

du 1 ,/(0\ 1 2 (0\] 1+
@—gsec (5)—5[1—1—&11& (5):|— 5

1 1 2
1 — tan? ( T\ 1
— tan —

e, portanto,

o
5
I

1+ tan? ( 1+u?

NI[D(ND

| e
= u
1+ u?+p(1—u?)

2
:/<1—p>u2+<1+p>d“

2 1
1 —p du
tr u? 41

14+p

14+p

2 1
:1+p/‘ 1 I
( _p)+1

Fazendo agora a mudanca de variavel

[L—p

v =4/ —u,

L+p

dv  [1—p

du  V14p
2 1 2 /1 1

/ 5 du = +p/ 5 dv

1+p < 1_p) 1 1+pV1—pJ) v2+1

u
14+p

segue que

e, assim,

- 2 / L
VA =p)(+p) ) vl
2

= —————arctanv

i-p

2 1-—
= —— arctan ( i 4 tan (g
1+

i-p
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Portanto,

T 1 2 1-— 0
/ ——df = lim arctan [ P tan <—>] = LI
o 1+ pcosé 0-m /1 — p? 1+p 2 1—p

Lema 3.3.4. Se f € uma funcgao continua e periddica, de periodo 2w, entao:

a. Vale a sequinte identidade

a+2m 2m
/ F(6)do :/ £(6)d0, Va € R;
a 0

b. Se além disso f é uma funcdao par, entao

" H0)d0 = 2/ﬂf(9) a9,

0

Demonstracao.

a. Defina a funcao g, dada por

Logo,

oo = [ @+ [ iww= [ s a- o

Derivando g, obtemos

Decorre que g é constante e

g(a) = 9(0) = / " 1(6) 0.

Portanto,

a+2m o
/ f(0)do = / f(0)do, Ya cR.
a 0

/O%f(e)dez/wa(é)dQJr/:wf(@)d@.

b. Note que

92



Para a integral
2w
| s

fagamos a mudanca de varidvel s = 2r — 6. Logo, —ds = df e

/W%f(e)d@:—/:f(%r—s)ds
:/Oﬂf(s—27r)ds

- / " f(s)ds.

Portanto, )
f(0)do = f(0)de + f(0)do = f(0)de.
/0 ©®) /o ©) /o ©) 2/0 ®)

Lema 3.3.5. Seja p € R tal que |p| < 1. Entao,
T 2 20 T 1
/ i do = / o= ——
o 1+ 2psenfcosf o 1+ 2psenfcosf 1—p2

Demonstragao. Se p = 0, temos

/7r 2sen?f
d
o 14 2psenfcosf
T 1 ™ -
/ d@-/ 1d0 = 6| =m, e
o 14+ 2psenfcosf 0

0 :/ 2sen’0df = 6 — senf cosd|; = T,
0

e o resultado segue. Para p # 0, temos que

T 1 T 1
do = —df
/0 1+ 2psenfcosf /0 1 + psen (20)

T 1
:/0 1+pcos(29—%)

dé.

Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = 20 — 7, decorre que d¢ = 2d6 e

3

1 [z 1
do = - —do.
2/ 1+ pcoso ¢

s
2

T 1
/0 1+pcos(20—§)
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A partir dos Lemas 3.3.3 e 3.3.4, resulta que

3m
2

1 1 1 [ 1
- ——d¢ = - —d
2/_; 1+ pcoso ¢ 2/0 14+ pcose ¢
1 g 1
=12 —d
2( /0 1+ pcoso ¢)

i 1
_/0 1+pcos¢d¢

s
i

e a segunda igualdade segue. Para a primeira igualdade, observe que

2sen 26 sen 20 — cos? 6 1

1+ 2psendcost - 1+ 2psenf cost + 1+ 2psenfcosf

Como
™ sen2f — cos? 6 1 i
df = ——log(1+2 Ocosf)| =0
/0 1+ 2psenf cos 2p 0g(1 +2psen cos 6) 0 ’
a primeira igualdade é satisfeita.
|
Lema 3.3.6. Defina, para |p| <1 e g € R, as expressoes
T sen 6 o q
JTs(p,q :/ - exp (/ dqb) do, 3.48
(#:9) o (14 2psenfcosh)2 o 1+ 2psen¢cos¢ (3.48)
" cos 0 0 q
J(p; q Z/ exp (/ dgb) de. 3.49
(7. 9) 0 (1+2psen900s9)% o 1+ 2psen¢cos ¢ (3.49)

Entao, temos

_ Tq
€
~ ptg mq

Demonstracao. Trabalharemos com as duas expressoes paralelamente. Para isso consi-

dere as fungoes auxiliares ug, u. € v definidas, respectivamente, por

sen 6
(1+ 2psenf cosf)2

us(0, p) = , (3.52)
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cos 6
(14 2psenfcosb)

’ q
v(0,p,q) = exp </o T P — dgb) , (3.54)

(6, p) = (3.53)

ol

de modo que

_ [T ugsey (0, p)v(0, p, q)
Tiser(,q) = /O It 2psenfcos de. (3.55)

Primeiramente, consideramos o caso ¢ = 0. Como v(6,p,0) = 1, para todo #, podemos

escrever

_ [T upaldp)
Tis,}(p,0) = /0 25 cendoosd O (3.56)

A partir das equagoes (3.52) e (3.53), obtemos
(14 2psenf cos 9)%10{570}(9,]7) = {send,cos b},

e derivando com respeito a variavel 6,

1 cos? 6 — sen 26
(1 + 2p sen 6 cos 8);u:fs,c} (07])) + p(l n 2p om0 cos 0)% Ufs,c) (9,])) = {COS 6), —sen 0}

Agora, multiplicando por (1 + 2psenf cos @),
(1 + 2psenf cosf)2u (0, p) + p(cos® § — sen20)(1 + 2psen d cos 0)2u, (0, p)
= (1 +2psenf cosf)cosb,
e utilizando a equagao (3.52), segue que
(1 + 2psen cos )2 (0, p)
= (1 + 2psenfcos®) cos — p(cos? § — sen?6)send
= cosf + 2psen 8 cos? § — psen 8 cos? 6 + psen 36
= cosf + psend.
Para a outra equagao, temos que
(1 + 2psenf cos 0)2u.(0,p) + p(cos? @ — sen26)(1 + 2psen d cos 0)zu.(6, p)

= —(1+4 2psenfcosf)senb,



96

e da equacgao (3.53), decorre que
(1 + 2psenf cos)2u.(0, p)
= —(1+ 2psenfcosf)senf — p(cos® @ — sen?0) cos b
= —senf — 2psen 20 cosh — pcos® O + psen?0 cos
= —senf) — pcosb,
de modo que

1+ 2psen 6 cos 0) 2/, 0,p) = {cost + psend, —senf — pcosO}.
(1+2p (5.} (0P p p

Usando novamente as equagoes (3.52) e (3.53), obtemos

, cosf + psent
us(67p) = 3
(1 +2psenfcosh):
= (1 + 2psenfcosf)~? cos -+ p sen : (3.57)
(14 2psenfcosf)? (14 2psenfcosf)z
= (1+ 2psenfcos ) u.(0,p) + pus(6,p)]
e
o (6, p) —senf — pcost

(14 2psenf cosf)2

= (1+ 2psenfcosf)~!

p
(1+ 2psenfcosf)2 (1+ 2psenf cosf)2

send cos 6 ] (3.58)

= (1+ 2psenfcos )~ —us(0, p) — pu.(0, p)].
Integrando ambos os membros da equagao (3.57), na variavel § de 0 a 7 e utilizando a
equagao (3.56), vem que

T _ [T ue(,p) + pus(0,p)
/0 us(ﬁ,p)dQ—/o 1 + 2psen 6 cos 6 49,

< [T ul,p) /” us (0, p)
us (6, p)lo _/0 1+2psen6cos6d9+p 0 1+2psen9<:os€d9’

us(ﬂ-7p) - us(Oap) = \Zz(pa O) +p\78(p7 0)

Logo,
Je(p,0) + pTs(p,0) = 0.
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Integrando ambos os membros da equagao (3.58), na variavel 6 de 0 a 7 e fazendo uso da

equagao (3.56), obtemos

0 0

1 4 2psené cos 6
. T us(9,p) / YD)
c 97 - - do — de’
uc(0,p)lg /0 1+ 2psenfcosd P o 1+ 2psenfcosf

uc(ﬂ-7p) - uc(oap> = _Js(pv 0) - px7c(pa O)

e, portanto,

—=Js(p,0) = pJe(p,0) = 2.

Resolvendo o sistema )

J.(p,0) + pJs(p,0) =0,

| —Js(p,0) = pJe(p,0) = -2,

temos que,

.

pJe(p,0) + p*Ts(p,0) = 0,

| —pJ:(p,0) = Ti(p, 0) = —2.

Logo,
(> — 1)Ts(p,0) = —2
e, assim,
Ti(p.0) = —
S p; - 1 — p2

Substituindo na primeira equagao, segue que

Je(p,0) = —pTs(p,0) = —p

1 —p?

e, entao,
2p
1—p?
Portanto, as equagoes (3.50) e (3.51) se verificam para ¢ = 0. Suponha agora que ¢ # 0.

Je(p,0) =

Derivando ambos os membros da igualdade (3.54), obtemos

v(6,p.q)
1+ 2psenfcosf

v'(0,p,q) =q
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Da equagao (3.55), decorre que

4 v(0,p,q)
s.c y - S,C 97
Ts.e} (0, Q) /0 Use)( p)1+2psen06089

b (3.59)
- 5/ ugse} (6, p)0'(0,p, q) 6.
0

Utilizando o método da integragao por partes na equagao (3.59), e considerando as equa-

¢oes (3.52), (3.55) e (3.57), temos

Ts(p, q)

1
q

= _/ us(evp)v,(eapa Q) de
0

O~ [ 60)000,p.0) 00

v(0,p,q)do

Q= Q=

T uc(ﬁ,p) +pus<97p)
|ius(7r7p)v(7r?p7 q) us(o’p)v(()’p’ q) /0 1 =+ 2])861’16(3086

[ 2l0air) gy, [ 0001 )

a 1+ 2psenécosf 1+ 2psend cosf

—% (Te(p, @) + pTs(p, )] -

Utilizando o método da integragao por partes na equagao (3.59), e considerando as equa-

¢oes (3.53), (3.55) e (3.58), segue que

Je(p, q)

1 [™ ,
- [ wprop0w
qJo

é [uc(G,p)v(G,p, 9o — /0” ue(6. ) (0. p.q) de]

1 " —ug(0,p) — puc(6,p)
q[uc(mp)v(mp,q) uc(0,p)v (0, p, q) /0 T+ 2psenfoosd v(0,p,q)do

_% {1+U(mp’ 2 _/O’f us (0, p)o (0, p, q) de_p/o” ue(®,p)v(d,p, q) d@]

1+ 2psenf cosf 1+ 2psenécosb

_é [1+o(m,p,q) — Ts(p, q) — pTe(p. q)]

—g [1+v(m,p,q)] + é[js(p, q) +pJe(p. a))-

Do Lema 3.3.5, segue que

v(m,p,q) = ex /7r ! d0) = exp | ——L—
P @)= Exp A4 o 1+ 2psenfcosd - V1i—p2)
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Assim, ha o seguinte sistema

1

1 p) 1
—Tsp,g) +|1—~= W, q) = ——
qJ(pQ) ( . Je(p.q) .

Tq
1+exp | —m— ||,

e multiplicando—se a primeira equagao por (p — q), temos o seguinte sistema equivalente

1—p?
mq
l4+exp | —— ,

(1 + g) (p—a)Ts(p,q) — (1 - S) Je(p,q) = 0,

1 p) 1
——Js\Ds +11-= c\D, = -
qJ(p q) ( . Je(p, q) .

Logo,
(G CRUEHECES

ou, simplificando,

2 2
p*—q —1) 1 mq
——— | T(p,g) = —= |1 texp | ———
( q ) q V1= p?
e, portanto,
1 Tq
Jsp,q) = ———— |1l +exp | —— .
(p:q) T p( *1_]92)]

Assim, decorre que

Je(p:q) = =4 (1 + g) Tulp,q) = —1 P _

mq
l4+exp | —— ,

ou seja,
P+q

Je(p,q) = Y

concluindo a demonstracao.



Lema 3.3.7. Defina, para |p| <1 e q,C,D € R, a expressao

"™ Csenf + Dcost ® q—2psen?¢
D) — de | dé.
J(p.4.C,D) /0 (14 2psenf cosd)? exp (/0 1 + 2psen ¢ cos ¢ ¢

Entao, temos que

C—qD

Y 7C7D = T a4 . 9

1+ exp (T}i—:%)] .

Demonstragao. Primeiramente, note que

° q—2psen?¢p f q—p
dop = do
o 1+ 2psen¢coso o 14 2psen¢cosp

+/9 p(cos® ¢ — sen?¢) a0
o 1+ 2psen¢coso
e
0 2 2
p(cos® ¢ — sen o) 1
dp = = log(1+ 2 fcosh).
/0 1+ 2psen ¢ cos ¢ ¢ 2 og(1 +2psen cos 6)
Assim,

Csen® + Dcosb
1+ 2psen® cos6)?

Ipac) = [

1 o —
X exp (5 log(1 4 2psenf cos @) + /0 T 2pqsen]:;§ pr— d(b) dé

[N

T 0 + D cosb
= / ( Csend + D cos 1 4 2psenf cos )
0

1+ 2psenf cos 0)2<

’ q—7p
do | df
X exp (/0 1+ 2psen ¢ cos ¢ (b)
T D 0 _
:/ Csend + COSQSeXp(/ . d¢> dé.
o (14 2psenfcosf)?2 o 1+ 2psen¢cos ¢
Das equagoes (3.48) e (3.49), segue que
J(,q,C,D) C/Tr send e (/9 — d¢>) a9
[ SRl = X
b 0 (1+2psen6?cos€)% P o 1+ 2psen¢cos o

m cos 0 qg—p
—|—'D/ exp (/ d ) deo
0 (1+2psen90080)% o 1+ 2psen¢cos¢ ¢

= CJs(p,q —p) +DIe(p,q —p).

100
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Portanto, do Lema 3.3.6, concluimos que

J(p,q,C,D) =C

p+(qg—p) m(q —p)
=+ (-pr | P <\/1—p2>]
C—qD

Enfim, o préximo resultado fornece a primeira e a segunda derivadas da transformacao

de Poincaré h;.

Lema 3.3.8. A transformag¢ao de Poincaré hy associada com (3.17) satisfaz

h1(0) = exp (— \/ﬂ—t?> :

R (0) = —2R{(0)(byt + bs) {1 + exp (—\/;—i—ﬁ)]

P{(0)],=g = —4ba.

Demonstracao. Para demonstrar este lema, faremos uso do Teorema 3.2.3 e para aplica—
lo adequadamente iremos decompor a transformacao de Poincaré em duas aplicagoes,
quais sejam,

& — hia(§) =7 (5:€).

para £ € [0, p), com p suficientemente pequeno, e

n— hia(n) = r(m,§),

para & tal que r (7/2,§) =n e n € [0,r(w/2,p)), sendo r =r(6,£) asolugdo da equagao
diferencial (3.17) que satisfaz r(0,&) = &.

Note que hi; ¢ a aplicagao de transi¢do que aplica o intervalo [0, p) de geratriz {6 = 0}
na geratriz {# = 7/2} (veja a Figura 3.15). Da mesma forma, h;, é a aplicacdo de

transigao que aplica o intervalo [0,7(7/2,p)) de geratriz {6 = w/2}, na geratriz {0 = 7}.
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Temos também que hy1(0) =0 e hy5(0) =0, pois r(6,0) = 0, para todo 0 € S*.
Claramente, h;; faz uso apenas do fluxo na regido 0 < 6 < /2, no qual, S é suave por
partes e coincide com Sy; de (3.45), para 0 < 6 < f(r) = arcsen (1), e coincide com S;
de (3.45), para 0(r) < 0 < /2.

Para aplicarmos o Teorema 3.2.3, devemos ainda verificar a condi¢ao de transversalidade

(3.19) para S;;. Como 6(r) = arcsen (r), temos que

6(0) = arcsen (0) =0

que implica em

Logo, para & =0, temos que
Sr1(0,6(0))6'(0) = Sr7(0,0)8'(0) = 0 # 1.

Por continuidade, segue que
Srr(€,0(€))0'(€) # 1.

para todo £ € [0, p) e, portanto, a referida condigao é satisfeita. De (3.23), temos que

Wy, (0) = E (0,0, g) ,

sendo

0
E(0,0,0) = exp ( i %(0,@25) dgb) : (3.60)

visto que o valor de 9Sy;/0r nao contribui para a integral. Como

Si(r,0) = —r [tsen?d + r(by cos @ + bysen )]
s 71—i—tsen@cos@—r(blsenﬁ—bgcosé)’

decorre que

05

(r.0) [1+ tsenf cosf — r(bysen — by cos 0)][—t sen 20 — 2r(by cos O + by sen )]
or 7

[1 4 tsenfcosf — r(by senf — by cos 6)]?
r[t sen 260 + r(by cos 0 + by sen 0)][—by sen 6 + by cos 0]
[1+4 tsenfcos® — r(by sen — by cos h)]?
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Logo,
%(070) _ @ + tsenf cos ) (—t sen 20) _ tsen 20 . (3.61)
or (1 +tsenfcosf)? 1+ tsenfcosb
Para a segunda derivada, temos que
8251 4
—(r,0)[1 + tsenf cos @ — r(bysen — by cos )]

or?
= [1+ tsenf cos — r(by send — by cos 0))?

xg([l +tsenf cosf — r(by sen® — by cos 0)][—t sen 20 — 2r(by cos O + by sen )]
r

+r[tsen?0 + r(by cos @ + by sen §)][—by sen § + by cos 6])

—{[1 + tsenfcosf — r(b; send — by cos §)][—t sen 20 — 2r(by cos § + by sen 6)]

+r[tsen?0 + r(by cos 6 + by sen )][—by sen 6 + by cos 6]) }

x% ([1 + tsen 6 cos — r(by send — by cos 0)]?) .

Assim,
%(r, 0)[1 + tsen 6 cos® — r(by send — by cos 0)]*
= [1 +tsen6 cos® — r(by send — by cos 0)]?

x{(—by sen f + by cos 0)[—t sen 20 — 2r(by cos O + bysen §)]
+[1 4 tsenf cos@ — r(bysen @ — by cos )] (—2by cos § — 2bysen )
+[tsen?6 + 2r(by cos O + by sen 0)][—by sen 6 + by cos 6]}
—{[1 + tsenfcosf — r(bysen — by cos §)][—t sen 20 — 2r(by cos § + by sen 6)]
+r[tsen?0 + r(by cos @ + by sen )][—by sen 6 + by cos 6]) }

x2[1 + tsenf cos — r(by send — by cos )] (—by sen 6 + by cos 6)

e, portanto,

2
%(O, 0)(1 + tsenfcos )t = (1 + tsenf cosd)?[(—by sen B + by cos ) (—t sen 20)

+(1 + tsenf cos @) (—2b; cos O — 2by sen b))

+(t sen20)(—by sen 6 + by cos 0)] — 2(1 + tsen f cos 6)

X (—tsen?0)(1 + tsen 6 cos 0)(—by sen d + by cos ).



Simplificando, temos
025,

5,2 ——(0,0)(1 + tsenfcosf)? = —(—by sen O + by cos 0)(t sen 20)

+(1 + tsenf cos @) (—2b; cos O — 2by sen h)

+(tsen?0)(—by sen 6 + by cos 0)
+2(t sen 20)(—by sen 6 + by cos 6)
= (14 tsenfcosB)(—2by cos @ — 2bysen )

+2(tsen 20)(—by sen 6 + by cos ),
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(3.62)

ou ainda,
0*S; 2 2 2
57 ——(0,0)(1 4+ tsenfcosh)* = —2by cos @ — 2bysen @ — 2byt sen 6 cos® 6§ — 2byt sen “60 cos 0
—2bitsen 3@ + 2bsyt sen 26 cos @
= —2by cosf — 2bysenf — 2byt sen O cos? § — 2byt sen 30
= —2[by cos O + by sen § + byt sen O(cos® 0 + sen?0)]
= —2(by cos O + bysen + byt senf)
= —2[by(cos 0 + tsenf) + bysen b
e, assim,
8251(0 9) = b (cos @ + tsen ) + bysend
or? (14 tsenfcosf)?

A expressao (3.25) se reduz a

B L(0) = B (o, 0, g) /0 D(0,6) df

ja que

(98] 8511

0,0 0,0) =0.

SL0,0) = Z(0,0) =

Temos também que
0?5y
D(0,0) = E(0,0,0) —- 52 (0,8),
pois a integragao pode ser feita completamente em D;. Em resumo, obtemos
2 929,

hi1(0) = E(O 0, 2) N (0,0)E(0,0,6) d.
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Agora, aplicaremos o Teorema 3.2.3 para h; 3. Note que todos os calculos sao similares,

mas 0(r) =7 — arcsen (1), 0, = 7/2 e 0, = w. Assim, obtemos

W 4(0) = E (o, gw> ,

D(0,6) = E (o, ge) %(0,9)
€
W/ ,(0) = E (o, f,w) ; %(0, 0)E (o, g 0) de.

Observe que
h1<§> = h1,2(h1,1(§))7

e, derivando com respeito a variavel &, decorre que

hi(f) = h/1,2(h1,1(5))h/1,1(5)
e, assim,
hll(o) = h/1,2<h1,1(0))hl1,1<0) = hll,Q(O)hll,l(O)'

Para a segunda derivada, temos que

(&) = hi o(h1a(§))h7 1 ()R 1 (§) + Iy 5 (R a (§))RY 4 (€)
e, calculando em & = 0, segue que
hi(0) = Y 5(h11(0)A] 1 (0)R 1 (0) + I 5(ha2(0))AY ,(0)
- h/1/,2<0)h/1,1(0)h/1,1(0) + h/1,2(0)h/1/,1(0>
= h/1,,2<0)h,1,1(0)2 + h/1,2<0)h,1/,1(0)-

Usando as expressoes para h}(0), h{(0) e a igualdade

E(0,0,%)E(O,%,Q) — £(0,0,6),

obtemos

1,(0) = 1, ,(0)h, 4(0) = E (o, gw) E (o, 0, g) — E(0,0,7) (3.63)
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12(0)h71(0)

)? +
/ 8281 0)E 0 ge) d0E<O,O,g>2

< e (oo
:E(O,O,w)/T o

+E(0,0,7)

hi(0) = 17 5(0)hy 1 (0

)/ %Sf(o 0)E (0,0,0) do

1(0,6)E(0,0,6) d6

5 929
& —--(0,0)E(0,0,6) df,

de onde
T 0%S;
o Or?

1!(0) = E (0,0, ) (0,0)E (0,0,6) do. (3.64)

Para avaliar E (0,0, 7), escrevemos

™ 2 ™ ™ 20 2
/ tsen 0 dQ:l/ t d9—1/ t(cos® 0 — sen=0) 40,
o l+tsentcosf 2 )y 1+tsenfcosf 2 )y 1l+tsenfcost

Como

™ t(cos? 6 — sen?0) )
= log(1
/0 1+ tsenfcosf df = log(1 + Zsend cosf)],

= log(1 4 tsenmcosm) — log(1 4 tsen0cos0)
=0,

segue que

™ 2 ™
/ tsen <0 dgzl/ t a0,
o l+tsenfcosf 2 )y 1+tsenfcost

Entao, de (3.60) e (3.61), obtemos

1 [T t
E -~ -5 '
(07 07 7T) eXp ( 2 /0 1 + tsen 0 COS 0 de)

Utilizando o Lema 3.3.5, segue que

1/7r t 40 — 7t

2 Jy 1+tsenfcosb (L)2 \/4—152
\/ (3)

e, assim,

E(0,0,7) = exp (—\/Z—i_ﬁ) . (3.65)



107

Portanto, de (3.63) ¢ (3.65), obtemos

(0) = exp (— %)

provando a primeira identidade. Agora, de (3.64) e usando (3.60), (3.61) e (3.62), temos

™ by(cos® + tsen ) + bysen 6 /9 tsen?¢
h(0) = —2FE(0,0 — de | db
1(0) (0, ’W)/O (14 tsenf cosf)? exp< o Ll+tsengcosg ¢

™ (byt + by) sen @ + by cos 6 /6 tsen2¢
= —92F — .
(0,0,m) /0 (1 + tsenf cosh)? P o 1+tsen¢coso de ) d0

Utilizando o Lema 3.3.7, com C = byt + by, D = by, p =t/2 e ¢ = 0, resulta que

™ (byt + by) sen @ + by cos 6 /9 tsen2¢
— de ) db
/0 (14 tsenf cosf)? P o l+tsen¢pcose ¢

(—t/2)
(3

= (bit +bs) |1+ exp <_\/47Ti—t2)] '

= (blt + bg) 1 -+ exp

Logo,

B/(0) = —2E(0,0,7)(bit + by) {1 +exp (- \/ﬁ_ﬁﬂ .

Portanto, de (3.63), decorre que

R (0) = —2h5(0)(bit + bo) {1 T exp (_ \/47Ti—152)]

e, assim,

70
HOo = =2 WOy (4:0-+13) |1+ exp (- )

A seguir, analisaremos a ocorréncia de uma bifurcacao transcritica. De modo nao
rigoroso, uma familia de aplicagdes F,, = {f, : R = R|pu € R} de classe C"(r > 2)
apresenta, para y = 0, uma bifurcagao transcritica, se existem duas curvas de pontos

fixos que passam pela origem do plano & = {(p, &) | 1, & € R} e (os pontos fixos) trocam

de estabilidade ao passarem por ela.
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Lema 3.3.9. Considere, para algum 6 > 0, suficientemente pequeno, uma familia de

aplicacoes a um pardmetro p, de classe C?,

h R — R

§ — hu(f),

com | | <6, tendo um ponto fixro em & = 0, isto €, h,(0) = 0, para todo | | < 6. Suponha
que para = 0 este ponto fizo € nao-hiperbdlico, isto €, h{(0) = 1. Se as condigoes
0

—h!,(0 0
50| #

hy,(0) # 0
sao satisfeitas e entao a familia de aplicagoes apresenta, para p = 0, uma bifurca¢ao
transcritica em £ = 0, isto €, além do ponto fivzo & = 0, existe uma curva & = {(u) de
pontos fixos no plano p& passando pela origem e dando origem a um ponto fixo adicional
para < 0 e outro para p > 0. A inclinacao dessa curva na origem €
a /
0 8_Mh“<0) -
T (0]
1\ ] =0
Demonstracao. Inicialmente, note que h, pode ser vista como uma funcao de duas
varidveis, qual seja
h: R — R
(& p) — (& p) = hu(§).
Dessa forma, utilizaremos a notagao h; para indicar a derivada de h, com respeito a
variavel £ ou, equivalentemente, a derivada parcial de h com respeito a primeira variavel.
Do mesmo modo, a notacao 0h,,/Op significa que estamos considerando a funcéo h,, em sua
forma equivalente h e calculando a derivada parcial de h com respeito a segunda variavel.

O mesmo raciocinio se aplica para as proximas familias de aplica¢oes que definirmos.

Agora, defina a funcao de classe C?,

h,: R — R

£ — hu(§) =h,(§ —¢&
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Observe que

para todo p € R tal que || < 0.

A curva dada por ¢ = 0 passa pela origem do plano &, assim, tomaremos ﬁu da forma
h(€) = EH,.(€) = €(Fu(€) = 1),

sendo

Como

segue que F),(e, consequentemente, H,) é continua, mais ainda é de classe C*, visto que

h,, ¢é de classe C*. Assim,

WO Ly (RO,

H, (&) = ¢ $
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Derivando H,,, com respeito a variével ;o em £ = 0 e avaliando em p = 0, segue que

SE0| =i
Logo, H, tem uma tnica curva de zeros que passa por § = 0 e existe para u <0 e p > 0.
Como H, é de classe C', Hy(0) =hy(0) —1=1—-1=0¢e

L)
o

segue do Teorema da Funcao Implicita que existem um aberto W C R e uma tnica fungao

£ 0.

pu=0

pu=0

40,

pn=0

de classe C1, p: W — R, tais que:
(a1) 0 € W e pu(0) = 0;
(a2) Hye)(§) =0, para todo § € .

Derivando implicitamente a tltima igualdade, decorre que

0
ou seja,
OH ue) OHye) A oy
Avaliando em & = 0, obtemos
8H0 8Hg d,u o
S0+ SLOTEO) =0
e, assim, 5
H
dp 8_50(0>
d—5<0) T 0H,
E(O)

Como W C R & aberto, u : W — R ¢é uma aplicagao de classe C*, 0 € W, u/(0) # 0 e
1(0) = 0, segue do Teorema da Fungdao Inversa que:

(b1) Existem abertos U,V C R taisque 0 e UNV e u: U — V é bijetora;

(b2) A inversa de pu, v : V — U, & de classe C' e V/'(n) = [1/(v(n))] "

Entao, -
0
——(0)
d¢ - 1 _ 1 - 8u
d,u(o) = d_M = —om, ) = — OH, O). (3.66)
O GO G
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Note que
(€)= ha(€) + €
— EH,(6) + ¢
Logo,
€)= i) + €750 + 1,
9 OH, 0°H,

" aH
h(0)] = 28—50(0).

Substituindo as duas ultimas identidades na equacéo (3.66), concluimos que

0Hy 90
L0 = —-;257(O> -5 M(I) .
dps 9o R (0)],

o (0) I 0

Mostremos que, para g < 0 e para p > 0, as estabilidades sao opostas. Do Teorema de

Taylor, temos que

oh oh 10%h
(e, 1) = (0,0) + TEO.06 + 0.0+ 5 5

2 2

0°h
+ 3ea 0 06+ 550,02 + Ou € P ).

(0,0)¢?

Utilizando as hipoteses, segue que

10%h 9?h *h

& p) =&+ 5 E 50,0062 + agaﬂ(oﬁ)iu + a—/ﬂ(oﬁ)ﬂ2 +On(| P, [1]?)

0 9?h
=4 5 IO,y €+ O] Gt Fa0)

2 3 3
i 2+ O, )

p=0

p=

=4 al? +bépu+ cp® + On([ €13, 1 ]?),
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sendo 1
a=3 hZ(O)\M:O 40,
0
b= —"n(0 # 0,
50|
0%h
c= —(0
aMQ( )u:o
Logo,
I oh 2 3
h(§) = 8_5(5’“) =1+42af+bu+ Op(I€1% [ 1]”).
Avaliando em £ = 0, temos
/ ah 3

Suponha que b > 0. Logo, temos que:

(c1) Se p > 0, entao

h(0) > 1,
o que implica que & = 0 ¢ instavel;

(c2) Para p < 0, decorre que

R, (0) < 1,

e, portanto, £ = 0 ¢é estavel.
Agora, suponha que b < 0. Assim, segue que:

(c3) Se p > 0, entao
h,(0) < 1,

m

o que implica que & = 0 é estavel;

(c4) Para p < 0, decorre que
h,(0) > 1,

e, portanto, & = 0 é instavel.
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Do Teorema de Taylor, temos também que

E(p) = £(0) + &' (0)u + Oc(| 1 ?)

94 0)
— b o)
h,ﬁ(O)‘u:O
b 2
= Yurodup.

Assim, obtemos

W(E() = 1+ 2a&(p) + b+ Ow (| €(p) 12, | 11 ]?)
b
142 {—a“ o |2>} byt O (€60 P )
=1—2bp+2a0:(| p|*) + bu+ Ow (| E() 12, | 11]?)

=1=bu+O(I&) . |1 ),

no qual
O &) I, [ n]*) = 2a0¢(| ) + Ow ([ (1) I, [ 1 [°).
Suponha que b > 0. Logo, segue que:
(d1) Se > 0, entao
h(§(p) < 1,

o que implica que &(p) é estavel;
(d2) Para pu < 0, decorre que

R (§(w)) > 1,

e, portanto, £(u) é instéavel.
Agora, suponha que b < 0. Logo, temos que:
(ds) Se > 0, entao
W(E(n) > 1,

o que implica que &(p) ¢ instavel;
(dy) Para p < 0, decorre que
h(§(p)) <1,
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e, portanto, £(u) é estavel, finalizando a demonstragao.

Por fim, faremos a demonstracao do Teorema 3.1.2 mas, antes disso, precisaremos dos

lemas a seguir.

Definigao 3.3.1. Um sistema fundamental ¢ um sistema da forma (3.1), que tem a

origem como ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, no qual a func¢ao caracteristica

Y € da forma

—w, se 0 < —w,
w(a): o, se—-—w<o<w,

w, sew <o,

sendo w > 0 uma constante real fivada.

Lema 3.3.10. Se um sistema fundamental tem uma orbita periddica ou uma conexao

dupla de selas, entao seu pardmetro bdsico t € maior que zero.

Demonstragao. Veja a demonstracao da Proposigao 3 de [8].

Lema 3.3.11. Se existir uma fungdo ¥ = V(x,y) de classe C*, em uma regidgo R sim-

plesmente conexa, tal que
20P) | 99Q)
Ox oy ’

tem sinal constante e nao € identicamente zero em nenhuma sub—regiao, entao o sistema

' = P(z,vy),

y = Q(z,y),

no qual P e @ sao fungoes de classe C', nao tem uma orbita periddica inteiramente

situada na regiao R.

Demonstragao. Veja a demonstracao do Teorema de Dulac no Capitulo 7 de [2].
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3.3.3 Prova do Teorema 3.1.2

Aplicaremos o Lema 3.3.9 para a transformacgao de Poincaré h;, tomando p = ¢, sendo
que

h(§) = hu(ha(€)),

hi(§) = r(m,€).

Do Lema 3.3.8, temos que £ = 0 é ponto fixo nao hiperbélico de hy para t = 0. De fato,

h(0) = r(m,0) = 0

e
t
B (0) = ex (—”—> — exp(0) = 1.
1( ) p \/m o p( )
Temos também que
d d 7t
—n - _
a0 = @ eXp( %4—t2) o

7d B 7t o B Tt

“a\ vi—g) P\ T a—p
—mVA— 2 47t (—
- [4— ]

t=0

T oy ()

t=0

R (0)],=g = —4bo.

Logo, do Lema 3.3.9 temos, para by # 0, que a aplicagdo h; apresenta, para t = 0, uma

bifurcagao transcritica em £ = 0. De (3.37) e (3.43), obtemos

_ b T —t
b 2

SRV RV
SeT #0et =0, temos que by # 0. Logo, um tinico ciclo limite bifurca a partir da érbita

periodica no infinito, para ¢t < 0 ou ¢t > 0, o que prova o item (a).
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A curva adicional de pontos fixos £ = £(t) tem, na origem do plano ¢, a inclinagao

v
&, .73 o«
E(O)_ 2—4b2_ 4by

Os pontos fixos, com & > 0, correspondem as 6rbitas periodicas do sistema (3.1) e para
T<0et>0,te€ (0,6) com e > 0, suficientemente pequeno, temos que by < 0. Logo,

d§
—(0) > 0.
30

Pelo Teorema da Conservacao do Sinal, existe uma vizinhanca V; de 0, na qual £ = £(t)

é estritamente crescente. Logo, se t € (0,¢), entdo

§(t) > £(0) =0

e, set € (—&,0), segue que,

§(t) <£(0) =0.
Portanto, o ciclo limite bifurcado existe para t € (0,¢) e nao existe para t € (—¢,0).
Como, b= —7/2 < 0 e t > 0 segue, dos calculos do final da demonstragao do Lema 3.3.9,
que o ciclo limite bifurcado ¢ instavel, o que prova o item (b).
ParaT >0et <0, t € (—¢,0), temos que by > 0. Logo,

dg

; (0) < 0.

Pelo Teorema da Conservagao do Sinal, existe uma vizinhanca V5 de 0, na qual £ = £(t)

é estritamente decrescente. Logo, para t € (0,¢), temos que

§(t) <£(0) =0

e, set € (—¢,0), entdo
£(t) > £(0) = 0.

Portanto, o ciclo limite bifurcado existe para t € (—e,0) e nao existe para t € (0,¢).
Como, b < 0 et < 0 segue, dos calculos do final da demonstragao do Lema 3.3.9, que o

ciclo limite bifurcado ¢ estavel, o que prova o item (c).



Considere agora a funcao hy, dada por hy(€) = hy(€)

que
ha(€) Ohy

9¢

hi(0) + —(0)¢ + =
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— &. Do Teorema de Taylor, temos

18%h,
2 €2
18%h,

O, (1€],12]) =

(0)¢*

= {%—?(0)—1]§+

+We o (610

2
O; 3
3 hu(’f , ‘t‘)]

3 02 (0)&% + O, (12| 121)

= a(t)§ +

aft)
B OO

= b(t)th@),

sendo

ol 5 oueL e,

Oy, (1€, [t])
b()g

Lt(g) =

O (1€ ] [t]) =

Defina a funcao

Note que

9 o)

ot =0
—,—7&0
hi (0)]1=o

Logo, existe um intervalo J C I tal que ¢'(t) # 0, para todo t € J. Assim, estd bem
definida (localmente) a inversa de ¢,

¢t K =¢(J)

— J

Y1) =t.

T — O
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Reescrevendo a fungao L;, temos

L) = 6(1) + 5 + O, (| €111
e, assim,
M-(§) == Ly-1(n)(8)
= 97 (7)) + 5 + O (1€ 1167 )
= 4 S+ On (L1670,
no qual,

O, (1€ 1167 7)) = Or (1€ |, 167 (7) ])-

Como M, ¢é de classe C', My(0) =0 e
oM,
23
segue do Teorema da Funcio Implicita que existem um aberto K C K e uma tnica funcio

de classe C*,

(0)= 5 #0,

g: K — K

T — B(r)=¢
tais que 0 € K, (0) =0 e M,(8(r)) = 0, para todo 7 € K.

Derivando implicitamente a tltima identidade e avaliando em 7 = 0, obtemos
OM,

50 = Loy = =t
02
Assim,
€= B(r) = B(0) + #(0)7 + Os(| 7)) = =27 + Oyl 7 )
ou ainda,
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ou seja,

e =20t 4 Ol (1)) (367

Logo, para a aplicagao hy, temos pela equagao (3.67) que

60 =2 b + Ol (1))

Pelo Lema 3.3.8, temos que

() = 2 1_exp( N )
9N (0) (bt + by) [1+exp(

—t2

N )

nt+tayesp (s ) |1+ o (-2 ) +0s(10(0) ),

+Os(lo(t) )
Al

isto é, sem a omissao da barra, temos

mt
1 —exp (— — )
4 — 2
() = ——— Y -+ 04| 6(D) P)
bit +by)exp | — = l+exp| ———
it + esp (T ) |1+ o (-2 )
e, entao, o ciclo limite bifurcado para o sistema
dX
ar 0 —1 X b,
N I o (]
dy 1t Y by
dr

esta proximo do circulo de raio 7 = 1/£(t), ou seja
X2 4+Y? =72

Voltando para a forma candnica observavel, através das mudancas de variaveis
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temos que
t
mt Wﬁ ot
Vi-1© N2 VAd—
(%)
Vd
¢ bt bad
Dl + by = —— 4 —
bit + baod

dvd

Portanto, o ciclo limite bifurcado para o sistema (desconsiderando Op)

) 0 —d 1 d—D
() ) )
Ty It T T—1t

esta proximo da elipse dada por

() v =[]

sendo
- (b1t + bod) exp (—\/%) [1 + exp (—\/%)}
L e
Note que
bit +bod=(d—D)t+ (T —t)d=dt — Dt +Td—td=Td—tD
e, portanto,

(x1>2+(3§2)2: _(Td—tD)exp (—4‘7{9) [1+exp <_ /—4;Tt_t_2)] 2:z2
mt ’
_ — d
[1 exp ——ﬁ)} Vd

(Td — tD) exp (—%) {1 +exp <_\/%)] .
1o (- )|
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Assim, temos que
2 2
xl + .T_; — 1’
(V) 2

¢ uma elipse de semieixos a = 2v/d e b=a / Vd. Observe que

el )] i)
e () ava o ()
_ (Td - tD> 1@:2%?
Vid—F
) (Td ; tD) 1+ exp (%)
|~ exp (ﬁ)

Portanto, para o sistema (3.1) em sua forma candnica observavel (3.3), o ciclo limite

a=—

bifurcado esta proximo da elipse de semieixo x

e semieixo y

o que prova o item (d).

SeT'=0et # 0, entdo o trago da matriz do sistema (3.44) tem sinal constante e nao
¢ identicamente zero. Logo, pelo Lema 3.3.11 (adequadamente modificado para sistemas
C' continuos por partes, como no Lema 3.3.10), segue que nenhum ciclo limite bifurca a
partir da orbita periddica no infinito, o que prova o item (e).

Pelo Lema 3.3.8, se t # 0, entao a érbita periddica no infinito é hiperbolica, ja que

1L(0) = exp (— Wf_tJ .

Logo, nenhuma outra orbita peridédica bifurca a partir da érbita periddica no infinito, o

que prova o item (f). |
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subsequente.

exemplo

elucidar alguns itens do Teorema 3.1.2, apresentaremos o

Para

\S)

~3

-

~

3

~

-~

e -
S-IE
S

S
v

2 Q
g o
I

x

" —
L I
=2 =
=]

>

8 <o
= _
=

e

3 I
S +
ow

Exemplo 3.3.1. Escolhendo os

estavel. Assim, o

ciclo limite bifurcado é
obtido a partir do sistema (3.44), mediante a transformagao

ma 5.1.2, que o

j\8)

temos, pelo item (c) do Teor
retrato de fase local do sistem

]

GUILT.

+~

—

Figura 3.16: Retrato de fase local do sistema obtido a partir do sistema (3.44), mediante a
transformagao de Bendixson, para T'=1/5,t = —4/5,d=1e D = 11/10. O ciclo limite

bifurc

infinito via

sponde ao

presentado pela linha preta. A origem corre

stavel e re

ado é e

transformacao de Bendixson.
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Para verificar que o ciclo limite bifurcado estd proximo da elipse descrita no item (d) do

Teorema 3.1.2, escolhemos

T=L t=—"y d=1 ¢ D=1t
) 20 10

Com estes pardmetros obtemos os semieizos da elipse, dados por

a =0b=14.5845

e, novamente, pelo item (c) do Teorema 3.1.2, temos que o ciclo limite bifurcado € estdvel.

Entao, o retrato de fase do sistema (3.44), assim como a elipse, € como ilustrado a sequir.

Figura 3.17: Retrato de fase local do sistema (3.44), para T =1/5,t = —1/50, d =1 e
D = 11/10. O ciclo limite bifurcado ¢é estével e representado pela linha preta. A elipse,
com a = b = 14.5845 e representada pela linha vermelha, é a aproximacao assintética

para o ciclo limite bifurcado.



Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos o aparecimento ou desaparecimento de uma érbita periodica,
a partir do infinito, através de uma alteracao local nas propriedades de estabilidade de
um ponto de equilibrio, isto é, um tipo de bifurcacao de Hopf, a partir do infinito, em
sistemas de controle bidimensionais e simétricos. Apds um estudo inicial sobre teoria
de controle, para compreender melhor o conceito de observabilidade de um sistema de
controle linear, apresentamos uma série de resultados que culminam no Teorema 3.1.2 que
responde aos questionamentos iniciais. Tal teorema fornece condigoes para que o sistema
(3.1), tendo uma orbita periddica no infinito, nao tenha nenhum ou tenha um tnico
ciclo limite bifurcado, para a existéncia do ciclo limite diante de uma pequena variacao do
parametro de bifurcacao, assim como sua estabilidade e por fim uma estimativa assintética

para a amplitude da o6rbita periddica bifurcada.
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