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Epigrafe

“Faca as coisas o mais simples que puder,
porém, nao as mais simples”

Albert Einstein
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Resumo

Esta tese de doutorado apresenta uma nova abordagem para a sintese de controladores
via Principio de Recuperacao da Malha Objetivo. O Principio de Recuperacao da Malha
Objetivo, tal qual como classicamente é conhecido, é uma abordagem que visa recuperar
as propriedades de robustez do Regulador Linear Quadréatico ou do Filtro de Kalman-
Bucy para a sintese de controladores LQG. A este controle foi dado o nome classico de
LQG/LTR. Para que este principio ocorra, é necessario fazer algumas suposicoes acerca
da planta a ser controlada e determinar especificamente alguns parametros de controle.

Sabe-se que o controle LQG pode ser reinterpretado como a sintese H, com pondera-
¢oes constantes no dominio da frequéncia, e que a sintese H., tende a sintese Ho quando
o parametro v tende ao infinito. A linha geral que norteia este trabalho é pesquisar se o
Principio de Recuperacao da Malha Objetivo pode ser aplicado a sintese Ho, com sucesso
de maneira similar a sintese Ho/LQG, e se novas propriedades de controle surgem desta
nova perspectiva. Busca-se entao neste trabalho comprovar que a tese é verdadeira e que
de fato novas propriedades de controle sao atingidas para abordagem proposta para a sin-
tese de controladores H.,. Além disso, outro objetivo é estabelecer um paralelo, sempre
que conveniente e necessario, para demonstrar que a metodologia H,/LTR, nome este
dado a metodologia desenvolvida nesta tese, pode ser compreendida como uma general-
izagao do ja classico e tao conhecido controle LQG/LTR.

Para a comprovar a efetividade e a validacao da tese proposta, dois exemplos de
aplicagao sao considerados para concluir o trabalho. Um dos exemplos lida com o controle
da dinamica longitudinal linearizada de um caga F'8 e o outro com o controle de arfagem
e guinada de um helicéptero de dois graus de liberdade em escala reduzida. O primeiro
exemplo de aplicagao é focado em mostrar numericamente a eficacia da tese proposta e
o segundo mostra também resultados experimentais em um prototipo desenvolvido pela
empresa canadense QUANSER.

Palavras-Chave: Principio de Recuperacao da Malha Objetivo, Controladores H, e
Hso, Controle LQG/LTR, Controle Robusto, Formatagao da Malha Objetivo.



Abstract

This doctorate thesis presents a new approach on the Loop Transfer Recovery con-
troller design. Loop Transfer Recovery, as classically known, is an approach which aims
to recover the robustness properties of the Linear Quadratic Regulator or the Kalman-
Bucy Filter for the LQG controller synthesis. This control methodology was classically
named LQG/LTR. In order to make this approach happen, it is necessary to make some
assumptions on the controlled plant and specifically assign some of the design parameters.

It is known that the LQG control can be reinterpreted as the H, synthesis with
constant frequency weighting functions, and that the H., synthesis will tend to the H,
synthesis as the v parameter tends to infinity. The overall guideline to this work is to study
if the Loop Transfer recovery can be successfully applied to H,, synthesis in a similar way
to the Hy/LQG synthesis, and if new design properties can be achieved within this new
framework. The aim of this work is then to prove that the proposed thesis is true and in
fact new design properties can be achieved with the proposed approach on H., controller
synthesis. Moreover, another goal is to establish a link, wherever convenient and necessary,
to show that the H.,/LTR control, the name given to the proposed methodology on this
thesis, can be viewed as a generalization of the already known and classic LQG/LTR
control.

In order to prove the effectiveness and to validate the proposed thesis, two design
examples will be considered to conclude the work. One of the examples is concerned with
the linearized attitude control of a F8 fighter aircraft and the other example is about
the pitch and yaw control of a two degree-of-freedom reduced scale helicopter. The first
design example is focused on numerically showing the effectiveness of the proposed thesis
and the second one shows experimental results obtained from a prototype designed by
Canadian manufacturer QUANSER.

Keywords: Loop Transfer Recovery, H, and H,, Controllers, LQG/LTR Control,
Robust Control, Loop Shaping Design.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

Em 1987, Stein e Athans [1] consagraram o controle LQG/LTR (Linear Quadratic
Gaussian - Loop Transfer Recovery) enfatizando que os engenheiros de controle necessitam
de procedimentos sistematicos de projeto de controladores para atender a requisitos de
desempenho de sistemas de controle cada vez mais exigentes. Uma vez estabelecidos
na forma de um procedimento sistematico, tais técnicas de engenharia, como o controle
LQG/LTR, se tornam metodologias rigorosas capazes de serem aplicadas com facilidade

a sistemas cada vez mais complexos.

Uma das grandes vertentes na teoria de controle e que atrai muitos pesquisadores é
o chamado controle robusto. Em termos gerais, o controle robusto considera que ha uma
diferenca entre o modelo matematico da planta (processo a ser controlado) - conhecido
como modelo nominal - e o modelo matematico real da planta. Logo, requisitos de esta-
bilidade e desempenho do sistema de controle devem ser mantidos em face as incertezas

no modelo da planta [2].

O controle 6timo LQG, que é a combinacao de um controle por realimentacao de
estados conhecido como LQR (Linear Quadratic Regulator) e um observador de estados
conhecido como Filtro de Kalman-Bucy, foi amplamente estudado na década de 60 e pos-
sibilitou grandes avancos tecnolégicos principalmente no setor aeroespacial. Entretanto,
o controle LQG mostrou-se ineficiente quando analisado sob o viés do controle robusto.
Tal afirmacao a principio parece incoerente, devido ao fato de que tanto o LQR quanto o

Filtro de Kalman-Bucy apresentam boas propriedades de robustez isoladamente [2].

Dentre uma série de fatores que podem ser utilizados para explicar este fato, o que mais
se aproxima em justificar tal incoeréncia é que as suposicoes acerca das ponderagoes sao
frequentemente irrealistas do ponto de vista de controle robusto, embora sejam bastante

adequadas sob o ponto de vista de controle étimo (estocdstico). Em 1981, Doyle e Stein
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[3], baseados nos resultados de Kwakernaak e Sivan [4], propuseram um procedimento
para recuperar a robustez do controlador LQG, em uma metodologia que ficou conhecida
como Loop Transfer Recovery, ou Principio de Recuperacao da Malha Objetivo [3]. Este
artigo e a edicao do periédico no qual ele foi publicado, o IEEE Transations on Automatic
Control Volume 36 Numero 1, também ficaram conhecidos como um dos marcos da teoria

de controle robusto.

Desde entao, novas abordagens para o controle robusto comegaram a ser desenvolvidas.
Uma delas ¢ a otimizacdo de normas, e o influente trabalho de Zames [5] na otimizacao
Ho originou uma mudanca significativa nesta direcao. Ainda em 1981, Safonov et. al.
[6] apresentaram uma reinterpretacao do controle LQG, mostrando que este nada mais é

do que um caso especifico da otimizacao Hs.

Conforme a teoria da otimizagao H., se desenvolvia, as abordagens H, e H, foram
vistas mais relacionadas do que se imaginava. Em 1989, Doyle et. al. [7] apresentaram as
solucoes de controle Hy e Ho, no espago de estados e constataram que ambas as solugoes
possufam uma correlagado de modo que, quando o parametro 7 (norma H., da func¢ao de

malha fechada), a solugao do controle H,, central tende & solu¢ao do controle Hs.

Sendo assim, pode-se enunciar o raciocinio que motivou este trabalho:

Se o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo € possivel de ser aplicado
ao controle LQG, que € uma reinterpretacdo do controle Ho, serd que este
principio também ocorre de maneira similar para o controle Hoo? E, caso
afirmativo, quais novas propriedades decorrentes desta generalizacao surgem e

que ndo podem ser obtidas pelo controle LQG/LTR?

1.2 Justificativas

O Principio de Recuperacao da Malha Objetivo é uma metodologia sistematica que
tem sido utilizada e pesquisada desde sua proposi¢ao original por Doyle e Stein [3] e
consagragao por Stein e Athans [1]. Suas principais vantagens consistem, mas nao estao

limitadas, em:

e Formatacao a critério do projetista: a metodologia fornece um procedimento formal
para formatar (verbo este que deve ser entendido, no contexto deste trabalho, no

sentido de “dar forma”) a func¢do de sensibilidade da malha objetivo (malha de
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controle que possui o desempenho desejado). Esta é uma propriedade desejavel do

ponto de vista de formatagao da malha (loop shaping).

e Simplicidade do controlador: a ordem do controlador serd igual ao niimero de estados

da representacao em variaveis de estado do sistema a ser controlado.

e Simplicidade do projeto: a esséncia do projeto do compensador - se existir para
os parametros desejados - envolve a solucao de duas equagoes algébricas matrici-
ais, sendo que diversos pacotes computacionais, como por exemplo o MATLAB®
[8], possuem rotinas que resolvem tais equagdes. Também ressalta-se a quantidade

reduzida de parametros envolvidos na sintonia do controlador.

No entanto, entre as principais desvantagens do Principio de Recuperagao da Malha
Objetivo estao o fato de sua proposicao original nao contemplar plantas subatuadas ou de
fase nao-minima, falta de um procedimento com parametro livre para formatar também
o rastreamento e a possibilidade dos ganhos encontrados serem muito altos (fisicamente

nao implementéveis).

Em relagao ao problema de fase nao-minima, diversas metodologias foram sendo pro-
postas ao longo dos anos para contornar o problema do efeito de zeros de transmissao no
SPD (Semiplano a Direita) em rela¢ao ao procedimento LTR. Em [9], os autores desen-
volvem um procedimento para recuperar as propriedades da realimentacao de uma classe
de controladores por realimentacao de estados os quais realimentam apenas os “estados
de fase-minima” de uma planta fatorada através de um modelo “de fase-minima passa
tudo” (all pass minimum phase). J& Stein e Athans [1] propoem diversas abordagens
para estes problemas, entre os quais esta a incorporacao dos efeitos dos zeros de trans-
missao no SPD como uma restri¢ao na otimizacao Hy. Em [10], é constatado, sem prova,
que o procedimento LTR é aplicavel a sistemas de fase nao-minima quando seus zeros
de transmissdo no SPD estao fora da banda passante da malha recuperada. Em [11] é
sugerido que ¢ possivel obter recuperacao da malha em diregoes ortogonais aos dos zeros
de transmissao no SPD. Finalmente em [12] um procedimento sistemético de recuperagao
da malha objetivo é apresentado, o qual consiste em fatorar o modelo da planta em uma
parte de fase-minima com um fator “passa tudo” (all pass) estéavel que contém os zeros de

transmissao no SPD.

Ja em relagao aos ganhos elevados, metodologias baseadas na minimizacao da norma
Hoo do erro entre a malha real recuperada e a malha objetivo de alguma funcao - de malha

aberta ou fechada - como sensibilidade ou rastreamento, por exemplo, sao empregadas
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[13, 14, 15, 16].

Por outro lado, trabalhos que envolvem a aplicagao do Principio de Recuperacgao
da Malha Objetivo que permitem formatar a fungao de rastreamento no loop shaping
da malha objetivo com um parametro livre de projeto ainda nao foram explorados na
literatura, e portanto este trabalho apresenta uma contribuicao importante e nova nesta

area.

Ainda recentemente o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo vem recebendo
atencao de pesquisadores. Como exemplo, cita-se o trabalho de Pereira [17], onde duas
estruturas de controladores robustos utilizando o Principio de Recuperacao da Malha
Objetivo sao investigados. Neste trabalho também pode ser encontrada uma descricao e
revisao bibliogréafica de trabalhos que utilizam o Principio de Recuperacao da Malha Ob-
jetivo. Também recentemente trabalhos que utilizam o controle LQG/LTR em aplicagdes
praticas foram desenvolvidos. Cita-se como exemplos os trabalhos de Zarei et. al. [18],

Jaimoukha et. al. [19], Kulcsar [20] e Suh et. al. [21].

Existe também, fora do escopo de metodologias que utilizam o Principio de Recu-
peracao da Malha Objetivo, uma metodologia de formatacao da malha baseada numa

otimiza¢ao He, bastante conhecido e popular [22].

1.3 Objetivos

O que se busca neste trabalho é comprovar a tese principal de que o Principio de
Recuperagao da Malha Objetivo ocorre para a sintese H., de maneira similar a sintese
LQG/H,. Para isto, busca-se provar que a solucdo da Equagdo Algébrica de Riccati
Generalizada (para a sintese H,,) para o regulador de estados também tende a uma
matriz nula (assim como na sintese LQG/Hs, a qual pode ser encontrada em [4]) quando
o parametro de projeto p tende a zero pela direita. De forma dual, prova-se que a solucao
da Equagao Algébrica de Riccati Generalizada para o observador de estados também tende
a uma matriz nula (assim como na sintese LQG/Hz, a qual pode ser encontrada em [3])

quando o parametro de projeto u tende a zero pela direita.

Provando-se a tese principal, outro objetivo é investigar se o fato da malha objetivo
para sintese H., ser possivel de ser recuperada pode traduzir em novas propriedades de
formatagao da malha no dominio da frequéncia em termos de sensibilidade mista (sensi-

bilidade e rastreamento).
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De forma a comprovar a eficacia e os beneficios da tese proposta, sao elaborados dois
exemplos de aplicagao, sendo um deles um problema de controle do tipo servomecanismo
cujo objetivo € rastrear sinais de entrada do modelo longitudinal de uma aeronave F8, e
o outro ¢ um problema de controle do tipo regulador cujo objetivo é rejeitar eventuais
disturbios do modelo em escala reduzida de um helicéptero de dois graus de liberdade,
sendo este 1ltimo apresentado também resultados experimentais em um modelo de escala
reduzida fabricado pela QUANSER [23].

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta aspectos do
projeto de controladores para sistemas multivariaveis, abordando uma breve revisao de
fundamentos de controle multivariavel, a formulacao do modelo em variaveis de estado da
planta que serd abordada neste trabalho, uma breve revisdo da metodologia LQG/LTR e

as solucoes de controle Hy e Ho, aplicados a planta especifica deste trabalho.

Os Capitulos 3 e 4 apresentam o cerne do desenvolvimento do trabalho realizado nesta
tese de doutorado, sendo o Capitulo 3 responsavel por apresentar a formulagao matema-
tica do Principio de Recuperagao da Malha Objetivo aplicado ao controle H., englobando
o comportamento assintético de reguladores e observadores baseados na sintese H.o, 0
detalhamento do procedimento de recuperacao da malha objetivo e as relagoes do com-
portamento assintético com as funcgoes de custo. Ja o Capitulo 4 trata entao de como
formalizar a metodologia H..,/LTR, apresentando a Identidade de Kalman Generalizada

e as propriedades de formatacao da malha que a metodologia oferece.

O Capitulo 5 traz dois exemplos de aplicacao da metodologia proposta, sendo um o
controle da dinamica longitudinal de um caca F8 e o segundo o controle de arfagem e
guinada de um modelo em escala reduzida de um helicéptero de 2 graus de liberdade,

sendo este ultimo apresentado com ensaios experimentais.

Por fim, a conclusao revisa principais contribuicoes deste trabalho e traz as propostas

de trabalhos futuros que envolvem a continuidade deste trabalho.

1.5 Notacao

Buscou-se neste trabalho empregar a notacao padrao utilizada em grande parte da

literatura de controle e das referéncias utilizadas. Letras minusculas, como u e y, sao



1.5 Notacao 21

utilizadas para denotar sinais (vetoriais ou escalares) e letras maiusculas, como G e K,
sao utilizadas para denotar sistemas (matriciais ou escalares). Para sistemas representados
através de varidveis de estado, utiliza-se a notagao padrao (A, B, C, D) para as matrizes

de estado com letras maitsculas.

s A . . . o~ ’ S . .
O simbolo = significa definicao e o simbolo = significa que o modelo representado
através de varidveis de estado (no dominio do tempo) foi convertido para uma represen-
tagdo em matriz de transferéncia (no dominio de Laplace). O simbolo := significa que o

sistema dinamico esta representado em variaveis de estado da seguinte forma usual

A|B
G = =C(sI-A)""B+D. (1.1)
C|D

O sobrescrito T denota matriz transposta e o sobrescrito * denota matriz complexo-
conjugada transposta. Os subscritos como ; denotam o i-ésimo elemento de um vetor ou
i-ésima linha de uma matriz (em conjunto com o subscrito ;, que denota a j-ésima coluna
da matriz). A notagdo sup denota supremo (que quando existe é a menor cota superior),
max denota maximo e min denota minimo. A notacao dim denota a dimensao de um

vetor ou matriz e a notagao tr denota o trago de uma matriz.

O simbolo N* denota o conjunto dos nimeros naturais excluindo-se o elemento 0, o
simbolo R denota o conjunto dos nimeros reais, o simbolo R™ denota o conjunto dos
nimeros reais positivos (excluindo o zero), o simbolo C denota o conjunto dos nimeros
complexos e C* denota o conjunto dos niimeros complexos cuja parte real nao é negativa
(SPD do plano complexo incluindo o eixo imaginario). O simbolo € denota “pertence”. O

simbolo |.| denota médulo e ||.|| denota norma.

O simbolo > denota muito maior e o simbolo < denota muito menor. Os sinais de
desigualdade quando acompanhados de matrizes indicam a definicao da matriz no contexto
de algebra linear. A notagao > 0 denota positiva definida, a notagao > 0 significa positiva
semidefinida, a notacao < 0 significa negativa definida e a notacao < 0 significa negativa

semidefinida.

De maneira geral, a dependéncia das variaveis no tempo sera omitida por clareza

tipografica.
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2 Projeto de Controladores para
Sistemas Multivaridveis

2.1 Fundamentos de Controle Multivariavel

Esta secao ¢ dedicada a fazer uma breve revisao sobre a estrutura béasica de um sistema
de controle multivaridvel em realimentacao negativa. Sera dado um enfoque na abordagem
classica do dominio da frequéncia, uma vez que as propriedades de loop shaping sao muito

mais claras vistas por esta perspectiva. Maiores detalhes sdo encontrados em [2].

2.1.1 Estabilidade, Desempenho e Robustez

Considere o diagrama de blocos de uma malha de controle com realimentagao negativa

e unitaria, representado pela Figura 1.

N(s)

Figura 1: Diagrama de blocos convencional de um sistema de controle.

Os sinais e sistemas presentes na Figura 1, tomados no dominio de Laplace, sao os

seguintes:



2.1 Fundamentos de Controle Multivaridvel 23

e ((s) € C™™ representa a matriz de transferéncia (matriz de fungoes de transfe-
réncia) da planta a ser controlada. Neste trabalho assume-se que a planta é linear,
invariante no tempo e de dimensao finita (no caso, a planta possui dimensao m,

onde m € N¥);

o K(s) € C™™ ¢ a matriz de transferéncia do controlador (ou compensador) também

LITDF com dimensao m;
e R(s) € C™ representa o vetor de entradas de referéncia,
e E(s) € C™ é o vetor de erros de rastreamento;
e U(s) € C™ representa o vetor de entradas da planta (entradas de comando);
e Y(s) € C™ é o vetor de saidas da planta (saidas a serem controladas);
e D,(s) € C™ representa o vetor de disturbios refletidos nas entradas da planta,
e D,(s) € C™ ¢ o vetor de disturbios refletidos nas saidas da planta;

e N(s) € C™ é o vetor de ruidos de medigao.

Nas defini¢oes anteriores, assumiu-se que a planta é multivariavel de multiplas entra-
das e multiplas saidas. Assumiu-se também que a planta é quadrada, ou seja, possui o
mesmo numero m de entradas e saidas. Esta suposicao, conforme sera visto adiante, sera
necessaria e simplifica o desenvolvimento da metodologia. Caso a planta seja monovaria-
vel, as matrizes e vetores anteriormente descritos dimensionalmente tornam-se escalares.

Neste texto sera assumido, exceto quando explicitamente indicado o contrario, que a
planta é MIMO.

Também assume-se que o vetor de erro é dado pela diferenca entre o vetor de entradas
de referéncia e o vetor de saidas medidas, embora outras defini¢coes consideram que o erro
deva ser definido como a diferenca entre o vetor de entradas de referéncia e vetor de saidas

da planta (sem considerar o ruido de medigao ou eventuais dinamicas do sensor) [2].

No projeto de um sistema de controle a etapa que consiste no projeto de um contro-

lador K ¢é feita de forma que o sistema em si possua os seguintes requisitos basicos:

e Fstabilidade: isto equivale dizer que as saidas da planta y devam permanecer limi-
tadas em magnitude para todas as entradas de referéncia r limitadas em magnitude,

todos os distirbios d (na entrada ou saida) limitados em magnitude e todos os ruidos
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de medicao n limitados em magnitude (conceito de estabilidade BIBO). Em outras
palavras, as saidas nao podem ir para o infinito se alguma perturbacao nao infinita
incidir sobre o sistema. Um conceito mais amplo de estabilidade, conhecido como
estabilidade interna, requer que, além da saida, outras variaveis internas, como o
sinal gerado pelo controlador e o erro, devam ser levadas em consideracao. Neste

trabalho o conceito estabilidade deve ser entendido entao como estabilidade interna;

e Desempenho: os erros de rastreamento e devem permanecer pequenos em magnitude
em virtude da presenca das entradas de referéncia r, das entradas de distirbios d
e dos ruidos de medicao n. Para sistemas de controle do tipo regulador o objetivo
é fazer com que a saida y se mantenha no ponto de equilibrio desejado em funcgao
da presenca de distirbios d, e para sistemas de controle do tipo servomecanismo o
objetivo é fazer com que a saida rastreie a entrada de referéncia (ou seja, y = r) na
presenca de ruidos de medicao n. Ambos os casos requerem que o vetor de erros e

seja tao pequeno quanto especificado;

e Robustez: nenhum modelo matematico, por mais detalhista que seja, é capaz de
descrever com perfeicao o comportamento de um processo fisico. Desta forma, um
sistema de controle que mantém estabilidade e desempenho assegurados em face de

incertezas no modelo deste processo ou dos sinais forcantes é dito robusto.

Pelo Teorema da Superposi¢ao (possivel de ser aplicado uma vez que o sistema é
linear), se a malha de controle for quebrada (no sentido de interrompida) no ponto (2)

indicado na Figura 1, tem-se a seguinte matriz de transferéncia

Lo(s) = G(s)K(s) . (2.1)

Logo, ao se quebrar a malha na saida da planta obtém-se o que é comumente chamado
de matriz de transferéncia da malha aberta Lo(s), ou matriz de transferéncia vista pela

saida.

Ao se quebrar a malha no ponto (1) indicado na Figura 1, ou seja, na entrada da

planta, tem-se a seguinte matriz de transferéncia
Li(s) = K(s)G(s) , (2.2)

também comumente conhecida como matriz de transferéncia em malha aberta vista pela

entrada.
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Estas matrizes de transferéncia em malha aberta sao bases para a definicao das se-

guintes matrizes de transferéncia em malha fechada:
e Matriz de transferéncia sensibilidade na saida
So(s) 2 (I4 Lo(s))™" ; (2.3)
e Matriz de transferéncia sensibilidade complementar (ou rastreamento) na saida
To(s) £ Lo(s) (I + Lo(s)) ™" = (I + Lo(s)) ™" Lo(s) ; (2.4)
e Matriz de transferéncia sensibilidade na entrada
Si(s) & (I +Li(s)) ™" ; (2.5)
e Matriz de transferéncia sensibilidade complementar (ou rastreamento) na entrada
Ti(s) £ Li(s) (I + Li(s)) " = (I + Li(s)) " Li(s) ; (2.6)

Uma relagao fundamental entre as matrizes de transferéncia de malha fechada é dada
por
50(8) + To(5> =1 > (27)

ou seja, a soma das matrizes de transferéncia de sensibilidade e rastreamento definidas

por Lo(s) sempre fornece a matriz identidade.

A mesma relacao pode ser provada para as matrizes de transferéncia que envolvem
L;(s), resultando em
S](S) —+ T[(S) =1. (28)

De acordo com o Teorema da Superposicao, os sinais de interesse (internos a malha)
na Figura 1 em fungdo dos sinais forcantes (externos a malha) sdo matematicamente

expressos por

E(s) = So(s) (R(s) = Dy(s) = N(s) = G(s) Du(s)) (2.9)
Y(s) =To(s) (R(s) = N(s)) + So(s)Dy(s) + G(s)S1(s) Duls) (2.10)
U(s) = K(s)So(s) (R(s) = Dy(s) = N(s)) = Ti(s) Du(s). (2.11)

De acordo com as equagoes (2.9) a (2.11), vé-se que o projeto do compensador K
de forma a atender os requisitos de estabilidade, desempenho e robustez busca objeti-

vos conflitantes: a minimizagao de uma determinada matriz de transferéncia em malha
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fechada de forma a minimizar os efeitos de um determinado sinal forcante pode levar a
maximizacao de outra matriz de transferéncia em malha fechada que ira maximizar o
efeito de outro sinal forcante. Felizmente, os sinais for¢antes externos a malha em geral
possuem magnitude relevante em faixas de frequéncias distintas. Desta forma, o objetivo
¢ minimizar cada matriz de transferéncia em malha fechada na faixa de frequéncia na qual

a perturbacao externa relacionada diretamente a ela é mais critica.

Este processo é conhecido como formatacdao de matrizes de transferéncia em malha
fechada na frequéncia, um conceito mais amplo do ja tradicional conceito de formatacao da
malha na frequéncia (frequency loop shaping) empregado em sistemas SISO. Quando outra
ou outras matrizes de transferéncia em malha fechada sao levadas em consideracao, além
da sensibilidade no projeto do compensador, da-se o nome de problema de sensibilidade
mista, como os problemas de sensibilidade mista S/KS (sensibilidade e energia gasta pelo

controle) e S/T (sensibilidade e rastreamento).

2.1.2 Quantificando Magnitudes em Sistemas Multivariaveis

Para sistemas SISO, quantificar os sinais ou sistemas em relacao a magnitude, como
“grande” ou “pequeno”, é feito de forma intuitiva, analisando-se o médulo do niimero com-
plexo associado para cada frequéncia desejada. Para sistemas multivariaveis tal extensao
nao ¢é tao trivial por varios motivos, sendo um deles um conceito que é irrelevante para

sistemas SISO mas muito importante em sistemas MIMO: a presenca de direcao.

Um vetor » € C™ é quantificado em relacao a magnitude de acordo com a sua norma

euclideana convencional

172 £ Vrer . (2.12)

No entanto, para quantificar a magnitude de matrizes serd utilizado o conceito de
valores singulares. Dada uma matriz G € C™, o funcional “i-ésimo valor singular” de G é

definido como
0; [G] & Vi [G*G] (2.13)

onde ); [.] denota o i-ésimo autovalor de uma matriz. Se G é quadrada, entao o funcional

“1-ésimo valor singular também pode ser dado por

0; [G] & VN [GG*] . (2.14)
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O maior valor singular oy, [G] (ou @ [G]) é definido como

Omnax [G] £ V/ Amax [G*G] (2.15)

onde Apax [.] denota o maior autovalor (em médulo) de uma matriz. O menor valor singular

Omin |G] (ou g [G]) é definido como

Omin [G] =V Amin [G*G] (2.16)

onde Api, [.] denota o menor autovalor (em médulo) de uma matriz.

O conceito de valores singulares é antigo, no entanto sua extensao para quantificar
matrizes no contexto da teoria de controle multivariavel e robusto foi proposto por Doyle
e Stein [3] e sua popularidade e aceitacao se justifica uma vez que o funcional “maior valor

singular” pode ser considerado uma norma, isto é, possui as seguintes propriedades [24]

Omax |G| > 0 ; (2.17a)

Omax [G} =0« G=0 ; (217b)

Omax [G] = |a|Omax [G] VaeC; (2.17¢)
Omax |G+ H] < Opmax [G] + Omax [H] - (2.17d)

Outras propriedades importantes de valores singulares sao [2]

Omax |G'] = Um: a (2.18a)

Omax [GH] < Oumax [G] Omax [H] ; (2.18b)

Omin [GH] > Omin [G] Owin [H] (2.18¢)

Omax [GH] 2 Owin [G] Owax [H] ; (2.184d)

Omax [GH] > Oumax [G] Omin [H] ; (2.18e)

0; |G + Omax [H] > 0; |G+ H] > 0, [G] — omax [H] . (2.18f)

A equacao (2.18f) é conhecida como Teorema de Fan [2].

2.1.3 Loop Shaping e Sensibilidade Mista

O termo loop shaping, em tradugao livre “formatacao da malha”, é uma abordagem

para o projeto de controladores que esta relacionado a como escolher os parametros de um
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compensador de forma que a malha aberta L(s) = G(s)K(s) possua certas propriedades
desejadas. Classicamente, em sistemas SISO, a formatacao da malha estd relacionada a

magnitude de L(s) em funcao da frequéncia, ou seja, |L(jw)| = |G(jw)K (jw)|.

Como exemplo, considere o sistema de controle na Figura 1. Denotando-se So(s)
por S(s) e To(s) por T'(s), e tomando-se a equacao da saida, supondo-se que todos os

disturbios estao refletidos na saida (D, (s) = 0), tem-se que

Y(s) =T(s)R(s) + S(s)Dy(s) —T(s)N(s) . (2.19)

Idealmente é desejavel que a saida rastreie com perfeicao a entrada de referéncia, ou
seja, y = r. Para isso, é necessédrio que T'(s) — 1. Também é desejavel que a saida rejeite

os disturbios, e para isso é necessario que S(s) — 0. Uma vez que
S(s)+T(s)=1, (2.20)

entao se a magnitude de L(s) for grande, a magnitude de S(s) serd pequena e a magnitude
de T'(s) seré préxima a unidade. No entanto, se a magnitude de 7' é préxima da unidade,
isto significa que na saida aparecera nao so a referéncia r, mas também o ruido n. Para
que o ruido n nao apareca na saida, é necessario que 7" — 0, ou seja, a magnitude de L seja
pequena. Felizmente, as frequéncias nas quais a magnitude de L(s) deve ser feita grande
ou pequena sao diferentes. Em geral, as entradas de comando e os distirbios sao sinais
caracteristicos de baixas frequéncias, enquanto que os ruidos sao sinais caracteristicos de

altas frequencias.

No loop shaping classico SISO a “forma” desejada da malha aberta L(s) afeta direta-
mente o controlador K (s), uma vez que L(s) = G(s)K(s), e reciprocamente K (s) afeta
L(s). Entretanto, nesta abordagem nao sao considerados diretamente as fungdes de malha
fechada S(s) e T'(s), que sao as que determinam na realidade a resposta final como visto.
Nos limites da magnitude de L(s), ou seja, magnitude de L(s) muito grande ou muito

pequena, as seguintes aproximagoes sao validas [2]
|L(jw)| > 1 = S(jw) ~ L7 '(jw) e T(jw)=1 (2.21a)
|L(jw)| < 1 = S(jw)~1 e T(jw)=~ L(jw) . (2.21b)

No entanto, nas frequéncias onde a magnitude de L(s) é intermedidria, como por
exemplo perto da frequéncia de cruzamento de ganho (em sistemas SISO), as magnitudes

de S(s) e T(s) nao podem ser inferidas a partir da magnitude de L(s). Uma estratégia
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para isso é dar forma diretamente as fungdes de malha fechada e nao a malha aberta L(s).
A sensibilidade é uma das matrizes (ou fungoes) frequentemente escolhidas, pois muitos
dos problemas de controle desejados envolvem rastreamento de referéncias ou rejeicao a
disturbios, sinais as quais a sensibilidade esta diretamente relacionada. Logo, o processo
em geral envolve escolher uma func¢ao de ponderagao Wp(s) de forma que

1

[S(jw)| < W )

(2.22)

ou equivalentemente

1S(jw)Wp(jw)| <1, (2.23)
para w € [0,00).

No entanto, em muitos problemas de controle a serem considerados, dar forma somente
a sensibilidade nao é suficiente, pois outros requisitos como reducao da ultrapassagem ma-
xima (overshoot), diminui¢ao da taxa de atenuagao em altas frequéncias ou limitagao na
magnitude dos sinais de controle podem ser desejados. Os dois primeiros estao relacio-
nados com a fungao 7T'(s), enquanto que o dltimo com a fungao K(s)S(s). Quando uma
ou mais fungdes além de S(s) sao levadas em consideragao na formatacao da malha da-se
o nome de sensibilidade mista. Alguns dos problemas de sensibilidade mista mais co-
muns sao S/T (sensibilidade e rastreamento), S/KS (sensibilidade e consumo de energia)

e S/T/KS (sensibilidade, rastreamento e consumo de energia).

Portanto, neste trabalho a abordagem utilizada para o projeto de compensadores
é o loop shaping de fungbes (matrizes) de malha fechada. Como serd visto adiante, a
metodologia desenvolvida ird propiciar um grau de liberdade a mais na formatacao da

matriz de transferéncia do rastreamento do que o que pode ser encontrado no controle

LQG/LTR.

2.2 0O Modelo da Planta em Variaveis de Estado

Considere um sistema dinamico LITDF descrito através do seguinte modelo em va-
ridveis de estado
& = Ax + Bu + Lw,

2y = Hx
, (2.24)
zy = plu

y = Cz + plw,
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onde:

e © € R"” é o vetor de estados do sistema;

e y € R™ o vetor das saidas medidas;

e 1 € RP o vetor de entradas de comando da planta;

e w, € RP é o vetor de perturbacoes refletidas nos estados do sistema;

e w, € R™ ¢é o vetor de perturbacoes refletidas nas saidas medidas;

e z, € R™ é um vetor de saidas auxiliares relacionadas aos estados do sistema;

e 2, € R? é um vetor de saidas auxiliares relacionadas as entradas da planta.

Considere, por clareza tipografica, que as matrizes identidade em (2.24) possuem
dimensao compativel. As matrizes A € R™", B € R™? ¢ C' € R™*" formam uma
representacao em variaveis de estado do que ¢é usualmente conhecido como planta de

processo GG, dada por
A|B

cC|o0

G = (2.25)

As matrizes L € R™P e H € R™"™ e os escalares p € R e 4 € R serao definidos
posteriormente. Note que devido ao fato da planta de processo ser propria a matriz de
termo direto D em (1.1) deve ser nula. Como pode ser observado através de (2.24) e
(2.25), a planta a ser considerada contém a planta de processo G(s) além dos parametros
(ou fungoes) de ponderagao e entradas e saidas exdgenas, tais como distirbios e ruidos,
entre outros. Por este motivo, esta planta é conhecida como planta generalizada, e esta é

a planta padrao a ser estudada nesta tese.

Convertendo-se a representagao em varidveis de estado em (2.25) em uma representa-

¢ao em matriz de transferéncia, tem-se
G(s) =Cd(s)B (2.26a)

com

D(s) = (sl —A)~" . (2.26b)

De acordo com as dimensoes de A, B e C e as equagdes (2.25) e (2.26a), pode-se inferir
que a planta G possui n estados, m saidas e p entradas sendo G(s), portanto, uma matriz

de transferéncia composta por m x p funcoes de transferéncia com n poélos multivariaveis.
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Colocando-se a planta generalizada em uma forma matricial mais conveniente, tem-se

=lop| P, (2.27)
P Wy
Yy u
com ) R
AlL 0B
Hl0 0'0
P= | . (2.28)
0|0 0 pI
Clo urio

A planta generalizada P descrita em (2.28) tem uma estrutura particularmente muito
adequada e comum para a formulagao dos problemas de controle em geral, em especial o

controle LQG e as sinteses Hs e Ho, € sua estrutura é essencialmente a mesma descrita
por [1].

Em aplicacoes tipicas do controle LQG, sob o ponto de vista de controle 6timo esto-
castico, os parametros p, p, L e H possuem interpretagao fisica clara. A matriz H esta
correlacionada com a dinamica da malha, o escalar p com o consumo de energia e L e
i estao correlacionados com propriedades estatisticas dos ruidos de processo e medicao,
respectivamente. A solucao 6tima fornece entao os ganhos do regulador e do observador
baseados na interpretacgao fisica dos parametros mencionados, como diminuir consumo de

energia, atenuar ou eliminar ruidos brancos de processo e medicao, entre outros.

No entanto, do ponto de vista do projeto de controladores baseados na formatacao
da malha objetivo, tais parametros serao tratados como parametros livres de projeto sem
interpretacao fisica, como um meio para um fim. No caso deste trabalho, tais parame-
tros serao designados com o objetivo de formatar as matrizes de transferéncia em malha
fechada no dominio da frequéncia, sendo neste caso as matrizes de sensibilidade S(s) e

rastreamento 7'(s) no dominio da frequéncia.

2.3 Controle LQG/LTR

Esta se¢ao é dedicada a fazer uma breve revisao da metodologia LQG/LTR, com foco

nas propriedades de loop shaping para a sensibilidade mista S/T.

Considere a planta descrita em (2.24). A matriz de transferéncia do controlador LQG
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aplicado a esta planta é dada por [1]
K(s) = Ko (sI = A+ BK¢ + KpC) ™ K | (2.29)

onde K¢ e Kp sao, respectivamente, os ganhos do regulador e do observador de estados,
calculados da seguinte forma
Ko =p2BTX (2.30)

Kp=u2YCch. (2.31)

As matrizes simétricas X e Y sao, respectivamente, as solugoes das seguintes equacoes

conhecidas como Equagoes Algébricas de Riccati
ATX + XA - p2XBB"X +H"H =0, (2.32)
YA + AY — i 2YCTCY + LLT =0 . (2.33)

O controlador LQG existe, e é tnico, se as matrizes X e Y forem positivas semide-
finidas e se os pares (A,B) e (A,L) forem estabilizaveis e os pares (C,A) e (H,A) forem

detectaveis.

No contexto de controle 6timo estocastico, o controle LQG foi muito importante e
extensivamente estudado e aplicado na década de 1960, principalmente no setor aeroespa-
cial no qual a otimizacao era uma solucao adequada. No entanto, quando o controle LQG
foi estudado sob o ponto de vista do controle robusto, descobriu-se que a solucao por ele
fornecida era inadequada. Isto deve-se ao fato de que as suposicoes acerca dos distirbios
de processo e ruidos serem modelados com propriedades gaussianas é, na maioria das vezes

nesta area de estudo, irrealista [2].

Sabe-se que, isoladamente, o Regulador Linear Quadratico e o Filtro de Kalman-Bucy
possuem boas propriedades garantidas de robustez - em termos de margens de estabilidade
relativa classicas da resposta em frequéncia, a margem de ganho situa-se entre 6 [dB] e
oo [dB] e margem de fase ¢ igual a 60°. No entanto, para o controle LQG tais margens
nao sao garantidas. De fato, Doyle [25] mostrou através de um contraexemplo que tais
margens nao sao garantidas para qualquer controlador LQG. Curiosamente, neste artigo
em que Doyle trata da falta de margens de robustez garantidas para o controlador LQG,

o abstract do artigo contém somente a seguinte frase marcante: “There are none”.

Em 1972, Kwakernaak e Sivan [4] motivados a estudar qual era a “maxima precisao

alcancédvel” de reguladores lineares 6timos sem limitagdo na entrada (ou seja, p — 07),
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mostraram que, para um sistema dinamico LITDF com funcao de custo quadréatica do
tipo .
0< min/ (2520 + pu”u) dt = 27 (0) X z(0) , (2.34)
v Jo
o custo tende a zero para qualquer z(0) quando p tende a zero pela direita se dim (z,) =
dim (u) e H®(s)B nao possui zeros de transmissao no SPD. A este fato os autores dao o
nome de “regulagao perfeita”, e quando isto ocorre
pli}r(r]l+ X=0. (2.35)
Este comportamento assintético da solugao da EAR para o regulador de estados LQG
desencadeou uma teoria que é conhecida como Principio de Recuperacao da Malha Obje-
tiwo (Loop Transfer Recovery). Primeiramente proposto por Doyle e Stein [3] e consagrado
por Stein e Athans [1], o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo diz que, quando p
tende a zero pela direita e o parametro de projeto H for feito igual a C', o controlador em
(2.29) tende a
lim K(s) = (C®(s)B)"" C®(s)Kp . (2.36)

p—0F

Isto significa dizer que a matriz de transferéncia da malha aberta Lo(s) tende a

lim G(s)K(s) = CP(s)Kp , (2.37)

p—0F

que é a propria matriz de transferéncia do observador de estados (Filtro de Kalman-
Bucy). Diz-se que houve uma recupera¢ao da matriz de transferéncia da malha aberta, e
que a matriz de transferéncia recuperada é, de fato, o préprio Filtro de Kalman-Bucy, e
que conforme comentado anteriormente, possui boas propriedades de robustez (na saida
da planta). Por este motivo, este procedimento também é conhecido como Principio de
Recuperagao da Malha Objetivo pela saida (Output LTR). A condi¢ao para a ocorréncia
do Principio de Recuperagao da Malha Objetivo (pela saida) é que o controlador LQG
exista e que p — 07, H = C e que a planta G(s) seja quadrada e nao possua zeros de

transmissao no SPD.

Ha um procedimento que é conhecido como Loop Transfer Recovery pela entrada
(Input LTR). Este é um procedimento dual do caso LTR pela saida, no qual para u — 07,
L = B e G(s) nao possuindo zeros de transmissao no SPD, recupera-se a seguinte matriz
de transferéncia de malha aberta L;(s)

lim K(s)G(s) = Kc®(s)B (2.38)

u—0t
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que é a matriz de transferéncia do Regulador Linear Quadratico.

A EAR em (2.33) pode ser vista no dominio da frequéncia da seguinte forma

(I + CO(jw)Kp) (I + CP(jw)Kp)" =1+ p 2CP(jw)L (CP(jw)L)* . (2.39)

Como uma consequéncia de (2.37) e (2.39), as seguintes propriedades de loop shaping
em termos de sensibilidade mista S/T para o Principio de Recuperagao da Malha Objetivo

pela saida podem ser obtidas

lim opax (So(jw)) <1, (2.40a)
p—0t
lim opax (To(jw)) < 2, (2.40b)
p—0+
1ir(r)1+ Omax (So(jw)) < 14 Omax [(C(I)(jw)L)fl} , (2.40c)
p—
lm opax (To(jw)) < Omax (CP(Jw)KE) . (2.40d)
p—0t

As equagoes (2.40a) e (2.40b) mostram que a sensibilidade e o rastreamento nunca
se tornam muito grandes e os maximos valores singulares estao limitados por, respectiva-
mente, 1 e 2. Entretanto, em algumas frequéncias é desejado que o maximo valor singular
seja ainda menor. Para a sensibilidade é possivel designar os parametros livres de projeto
L e e contar com a restrigao (2.40c), entretanto para o rastreamento nenhum parametro
livre de projeto adicional (além de L e p) pode ser utilizado e é necessario contar apenas
com a restri¢ao (2.40d) imposta pelo ganho Kr (que depende de L e ). Se for priorizado
o rastreamento na escolha de L e u (através de Kr), a sensibilidade ficard entao amarrada

a estes parametros.

Este é o procedimento usual de loop shaping aplicado ao controle LQG/LTR: formatar
a malha objetivo (através de L e p) e ent@o obter a recuperagao da malha objetivo (com
H = Cep—0). Os parametros de projeto sao L, H, p e p, designados em total dedicacao

a formatacao e recuperacao da malha objetivo.

2.4 Controle H, e H

Os resultados obtidos no chamado controle LQG durante as décadas de 60 e 70 mo-
tivaram estudos e pesquisas na utilizagao da otimizacao H., na formulagao de problemas
de controle e robustez de sistemas dinamicos. O desenvolvimento dessas pesquisas teve

como inicio o influente trabalho de Zames [5], embora algumas aplicagoes da otimizagao
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M~ em engenharia tenham sido utilizadas no trabalho de Helton [26]. Segundo Zames, as
propriedades insatisfatorias de robustez do controle LQG podem ser atribuidas ao critério
integral quadratico da norma H, e a representagao, na maior parte das vezes irrealista,
dos disturbios (incertezas) como ruidos brancos. No entanto, conforme a teoria do con-
trole H., evoluia, ambas as abordagens H, e H., foram vistas mais correlacionadas do
que originalmente se pensava. Em 1989, Doyle et. al. [7] apresentaram e consagraram as
solucoes para o controle Hy e H., no espaco de estados, e que serao brevemente revistas

nesta secao.

Existem diversas maneiras de se formular um problema de controle a ser descrito na
forma de otimizacao via Hs ou H,, dependendo geralmente do objetivo inicial, dentre
as quais podem ser descritas como Controle Pleno (Full Control), Informagao Plena (Full
Information), Estimacao da Saida (Qutput Estimation) e Injecao de Distirbio na Saida
(Disturbance Feedforward). Entretanto o caso mais geral, e de maior interesse deste
trabalho, é o problema de Realimentagao da Saida (Qutput Feedback), e que serd discutido

nesta secao.

O diagrama de blocos geral de um sistema de controle para o problema de controle

denominado realimentagao da saida pode ser visto na Figura 2.

W ———p —» Z

P

-
)

K

Figura 2: Diagrama de blocos geral da malha de controle.

Na Figura 2, o bloco P representa a planta generalizada, que € real-racional e prépria,
e inclui além da planta de processo G todas as fungoes de ponderacao sobre disturbios,
ruidos, saidas controladas, etc. O bloco K representa o bloco controlador ou bloco com-
pensador, também real-racional e proprio, que deve ser determinado a partir das pondera-
¢oes impostas. O sinal w contém todos os sinais de entrada exdgenos, tais como entradas
de referéncia, distirbios de processo, ruidos de medicao, entre outros, enquanto que o
sinal z contém as variaveis a serem controladas. O sinal y contém as saidas medidas e o

sinal u corresponde as entradas de comando da planta.

Em termos de equagoes matematicas, pode-se representar o diagrama de blocos da
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Figura 2 através de

Z(s) _ Pii(s) Pia(s) W (s) (2.41)
Y(s) | | Puls) Puls) | | UGs) ’
P(s)
com a lei de controle dada por
U(s) = K(s)Y(s) . (2.42)

Note que ao se aplicar a lei de controle (2.42) a planta em (2.41) obtém-se uma matriz
de transferéncia em malha fechada. A esta matriz de transferéncia é dada o nome de
T..(s), que é obtida através de uma transformagao linear fracional (Linear Fractional
Transformation - LFT) inferior’ de P(s), onde K(s) é denominado o parametro da LFT
e é dado por

T.u(s) & F(P(s), K(s)) , (2.43)

onde o subscrito ; denota lower (inferior).

Ao fazer-se a substituigao (2.42) em (2.41) a fim de eliminar u(s) e y(s), obtém-se

finalmente

T.w(s) = Pi1(s) + Pia(s)K(s) (I — ng(s)K(s))*1 Py (s) . (2.44)

Entao, define-se a formulacao geral do problema de controle: encontre um controlador
K que, baseado na informacgao provida por y, gere um sinal de comando u que ird neu-
tralizar a influéncia de w em z, através da minimiza¢do da norma da matriz (ou fun¢ao)
de malha fechada T,,.

Desta forma, uma das implicagoes que a definicao geral do problema de controle
acarreta é escolher qual norma deve ser utilizada para medir o desempenho de T,,. Entao,
duas excelentes candidatas para servir de medigao de desempenho de T, sao as normas

H> e Hoo e assim define-se os dois seguintes problemas de controle

Definicao 2.1. Problema de controle Hs: o problema de controle Ho se resume a

encontrar o controlador admissivel > K (dtimo) que minimize a norma ||Tyll2, que no

10O termo inferior é dado por convencido ao se tratar da LFT obtida com um controlador e a planta
generalizada. Quando o parametro da LFT sao as incertezas acerca da planta, geralmente denota-se LF'T
superior.

2Um controlador ¢ dito admissivel quanto o sistema de controle é internamente estavel.
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dominio da frequéncia € definida por

+oo
ITeuls)]l2 2 \/ o | @Gt (2.45)

Definicao 2.2. Problema de controle H.,: o problema de controle Ho, se resume a

encontrar um controlador admissivel K que faga com que || Topl|leo < 7y, onde v € RT €

um parametro designado pelo projetista e deve ser maior ou igual a um parametro minimo
Yopt- A norma de T, no dominio da frequéncia € definida como

| T (5) [0 2 SUP Omase (Lo () - (2.46)

Observe que o problema de controle Hy determina “o controlador” (linico) que resolve

o problema, enquanto que o problema de controle H, determina “um controlador” (dentre

vérios) que resolve o problema. Quando o problema de controle é achar tal parametro Yopt,

diz-se que entao esse controlador H,, ¢ 6timo. Esclarece-se que o objetivo deste trabalho

nao ¢ achar este parametro 7opt, € 0 parametro v também serd designado exclusivamente

com proposito de formatacao da malha objetivo.

Existem algoritmos bastante eficientes utilizados para se resolver os problemas de con-
trole dados pelas Definigdes 2.1 e 2.2, sendo o consagrado por [7] um dos mais vantajosos
e conhecidos, pois ja fornece as solugoes no espago de estados. Outros algoritmos incluem

o de Kwakernaak [27] entre outros.

Segundo o algoritmo proposto por [7], é necessario que a planta generalizada P atenda
algumas hipoteses. Analisando tais hipdteses acerca da planta generalizada P apresentada

na segao 2.2, chega-se as seguintes conclusoes:

(S1) O par (A, B) deve ser estabilizavel e o par (C, A) deve ser detectével. Isto deve ser
testado para cada planta. Esta hipétese é necessaria para garantir a existéncia de
controladores K estabilizantes.

0
(S2) [ ; ] e [ 0 ul } devem possuir posto completo (full rank) de linhas e colunas,
P

respectivamente. Esta hipdtese garante que os controladores K serao proprios e

fisicamente factiveis [7].

(S3) As saidas z, e z, nao devem estar correlacionadas com as entradas exégenas w, e

Wy .

(S4) A saida y nao deve estar diretamente correlacionada com a entrada de comando u
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da planta, ou seja, a matriz de transferéncia direta deve ser nula.
T

[0 H
(S5) ; ] [ ] = 0. Esta hipdtese garante que nao ha ponderacoes cruzadas na
L P 0

funcao de custo.

- T
(S6) | L 0 ] [ 0 wul } = 0. Esta hipdtese garante que os disturbios de processo e de

medi¢ao nao sao correlacionados.

(S7) Opar (A, L) deve ser estabilizavel e o par (H, A) deve ser detectavel. Esta suposicao,
juntamente com as hipéteses (S5) e (S6), garantem que o controlador nao ira cancelar

polos e zeros sobre o eixo imagindrio. Esta hipotese deve ser testada.

As hipdteses (S2) a (S6) sao confirmadas pela estrutura da planta. Apesar das hipé-
teses (S1)-(S7) parecerem um tanto restritivas a primeira vista, a maioria dos problemas
de controle passiveis de terem solugoes ird apresentar as caracteristicas desejadas. E im-
portante relembrar ainda que na maioria dos casos o problema de controle H., envolve
encontrar um controlador subétimo K (s) de forma que a norma ||7,,(s)|« seja menor
que um fator 7. Se um controlador étimo é desejado, é necessario um processo iterativo
onde o fator v deve ser reduzido gradualmente, o que gera um processo teoricamente e
computacionalmente complicado. Esta é uma importante diferenca para o controle Ho,
onde o controlador 6timo determinado € 1inico e pode ser determinado resolvendo-se duas

Equagoes Algébricas de Riccati.

Se a planta generalizada P atender aos requisitos (S1)-(S7), o controlador estabilizante

que minimiza a norma ||7%,(s)l2 é

[ A-BKe, - KnC | Kp,

Ky, = : (2.47)
’ Ke, 0
onde
Ke, = p?BTX, | (2.48a)
Kp, = p 2Y,CT . (2.48b)

As matrizes simétricas X, e Y5 sdo matrizes positivas semidefinidas que solucionam,

respectivamente, as seguintes Equagoes Algébricas de Riccati
AT Xy + XoA — p 2 XoBBT Xy + H'H =0, (2.49a)

VoA + AY, — 572,00 Y + LLT =0 . (2.49D)
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Uma vez que Xy > 0, diz-se que A — BK¢, é estavél, ou seja, todos os autovalores de
A — BK¢, estdo no SPE do plano complexo (excluindo o eixo imaginario). Também uma
vez que Yy > 0, diz-se também que A — Kp,C é estavel. Uma propriedade importante é

que, se X5 e Y5 sao solucoes estabilizantes de uma EAR, entao elas serao unicas.

Relembrando-se a definicao 2.2, o problema de controle H,, consiste em encontrar um
controlador K que faga com que a norma || T, |l < 7, onde 7 deve ser maior que o fator
6timo 7opt. Embora nao tao evidente e conhecido como no controle Hy/LQG, o problema
de controle H,, também apresenta uma estrutura de separagao bastante conveniente [7].

O controlador estabilizante que faz com que a norma ||T.ylle < 7y é

[ A+y2LL"X. — BKc, — 2. Kp C | ZoKp.,

Ky = (2.50)
K. 0
onde
Zoo = (I =7 Yo Xo) ™, (2.51a)
Ke, =p °B"X,, , (2.51b)
Kp_ = u 2y, ,Ch. (2.51c)

As matrizes simétricas X, e Y5, sa0 as matrizes positivas semidefinidas que solucio-

nam, respectivamente, as seguintes Equacoes Algébricas de Riccati
ATX o+ XA+ v 2 X LL" X — p X BB" X+ H'H =0, (2.52a)
Yo AT + AY v Y o HTHY o — Y CTCY + LLT =0 . (2.52b)

Para que o controlador H, exista, também é necessario que o raio espectral (maior

autovalor) de X, Y., seja estritamente maior que 2.

Conforme notado em [7], quando o parametro v tende ao infinito, as equages do
controle H,, tendem as equagoes do controle H,, e esta observacao é de fundamental
importancia e motivacao deste trabalho para demonstrar e investigar sob quais condigoes
o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo pode ser aplicado ao controle H., € quais
propriedades e/ou vantagens podem ser obtidas nesta nova configuracdo. Em fungao de
v — oo “recuperar” a sintese Hs, as EARs em (2.52a) e (2.52b) seréo entao chamadas de
Equacoes Algébricas de Riccati Generalizadas. Convém salientar também que a solugao

estabilizante de uma EARG é tnica.

Sabe-se que, através de uma transformacao de similaridade, é possivel converter uma
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representacao em variaveis de estado em outra representagao em variaveis de estado, dado
que a matriz de transformacao linear nao seja singular. Sendo assim, considere a seguinte

proposicao.

Proposicao 2.1. O controlador admissivel Ho, em (2.50) pode ser convertido na sequinte
representacao em varidveis de estado

KH =

o]

(2.53)

A4y Y H'H — BK¢ Zo. — Kp C | Kp,
Ko Za o |

através de uma transformacgao de similaridade com matriz de transformacao linear T =

Do
Prova: Considerando um sistema dinamico LITDF G modelado através de

A|B
c|o0

e aplicando-se a este sistema uma transformacao de similaridade, as novas matrizes de

estado (A, B, C’, 0> serao

G := (2.54)

)

A=T1AT , (2.55a)
B=T"'B, (2.55b)
C=CT. (2.55¢)

Aplicando-se uma transformagao de similaridade em (2.50) com T = Z,, e através

do conjunto de equagoes (2.55), as novas matrizes de estado serdo definidas como

A=2."(A+~°LL" X — BKc,, — ZoKp, C) Zoo (2.56a)
B=Kp_, (2.56b)
C=Ke Zo | (2.56¢)

e entao o controlador em (2.50) pode ser reescrito como

Zoo™ (At v LU Xoo + BEc., + 2K, C) Zoo | K,

(2.57)
Ko Za 0

Ky, (s) =

O problema reside, portanto, em determinar qual é a nova matriz A. Aplicando-se a

propriedade distribuitiva em (2.56a) resulta em

A=Z T AZ + 722\ LLT X oo Zno — Zoo 'BK¢ Zoo — K, .CZos . (2.58)
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Da definicdo da matriz Z.,, tem-se que Z,, = (I — 7*2YOOXOO)_1. Entao, paralela-

mente, considere as seguintes identidades que serao 1teis no desenvolvimento da prova

Zoo ' =T 7Y Xo , (2.59a)
Zoo =1 +7 22 Yoo X (2.59Db)
Zoo =T +7 Yo XooZos . (2.59¢)

Usando-se a substitui¢do (2.59a) em (2.58), tem-se

A= (I - 7YauXoo) AZoo + 72 (I — v Voo Xoo) LL " X oo Zoe
— (I =y *YoXw) BKc, Zoo — Kr,.CZs . (2.60)

Mais uma vez aplicando-se a propriedade distributiva, agora em (2.60), segue que

A=AZy — v Yoo XooAZoo + v 2LLT X oo Zoo — 7 Yoo Xoo LLT X oo Z oo
— BKe, Zoo + 7 Yoo XooBK¢. Zoo — K CZ, . (2.61)

Sabendo-se que a matriz de ganhos do regulador é dada por (2.51b) e fazendo-se esta

substituigdo em um dos termos de (2.61), tem-se

A=AZy — v Yoo XooAZoo + Y 2LLT X oo Zoo — 7 Yoo Xoo LLT X oo Z oo
—~ BKe Zoo +7 2Yoop 2 X BB X Zoo — K. . CZ,, . (2.62)

Reagrupando os termos na equagao (2.62) resulta em

A=AZ+~*LL" X Zo — BK¢ Zoo — K CZs,
+9 Yoo (XA = Y X LL" X oo 4+ p? X BB" X o) Zoo . (2.63)

Agora utilizando-se a EARG do regulador em (2.52a) a fim de substituir o termo entre

paranteses em (2.63), chega-se a

A=AZ +~72LL"X o Zo — BK¢ Zos
~ Kp Clu+7 Voo (A" X + H'H) Zs, . (2.64)
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Aplicando-se mais uma vez a propriedade distributiva, mas agora em (2.64), vem que

A=AZ+~*LL" X Zo — BK¢ Zoo — K CZs,
+ Y Y AT X T + v Y H T HZ,, . (2.65)

Agora aplica-se a propriedade associativa em (2.65) a fim de agrupar alguns termos

luteis no decorrer do desenvolvimento, resultando em

A=AZ~BK¢, Zo—Kp Cloty Yoo H HZ o+ (Yoo AT + LL") v 2 X Zo, . (2.66)

Desta vez, utiliza-se a EARG do observador em (2.52b) a fim de substituir o termo

destacado pelos parénteses em (2.66), fornecendo

A=AZ, —BK¢_Zo — Kp CZo +7 2V, H HZ,,
+ (—AYoo — v Yoo H T HY oo + Yo CT OV ) v * X Zoo . (2.67)

Recorrendo-se mais uma vez a propriedade distributiva de matrizes, desta vez em

(2.67), chega-se a

A=AZ,—BK¢_Zo — Kp CZo +7 Y H HZ,,
Y 2AY o XooZoo = Wao H  HY 5o X oo Zno + 7 2117 2Y o CT CY oo X oo Zoo . (2.68)

Sabendo-se que a matriz de ganhos do observador é dada por (2.51¢), e substituindo-a

em um dos termos de (2.68) resulta em

A=AZ,—BK¢_Zo — Kp_ CZo +~7 Y, H HZ,,
Y 2AY  XooZoo — 7 W H HY oo X oo Zoo + 7 2 K5, OYoo Xoo Zoo . (2.69)

No entanto, através da identidade em (2.59¢c), sabe-se que Zo, — I = 72V X0 Zoo.

Fazendo-se esta substituicdo em alguns termos de (2.69) resulta que

A=AZ,—BK¢_Zo — Kp CZo + v Yo H HZ,,
~A(Zo = 1) =7V Yoo H'H(Zo — I) + K, ,C(Zoo — 1) . (2.70)
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Logo, chega-se a

A=AZ,—BK¢_Zo — Kp CZo +~y Yoo H' HZ,,
~ AZ + A=Y H ' HZ o + v Y oH'H + K. CZy — K C . (2.71)

Finalmente, a matriz A é dada entao por

A=A+~2Y H'H — BK¢._Zo — Kp C . (2.72)

Logo, a matriz de transferéncia do controlador pode ser finalmente reescrita, através

de uma transformacao de similaridade, como
K (5) = Koo Zoo (sT — A=y Yoo HTH + BK¢ Zoo + Kp ,C) Kp, ,  (2.73)

conforme indica a equagao (2.53).

]

A representagao do controlador H,, conforme (2.73) simplifica e torna dual a de-
monstracao do Procedimento de Recuperacao da Malha Objetivo pela entrada. Esta
representagao do controlador He, em (2.73) pode ser encontrada em [28] e [29]. Aqui foi

demonstrada a transformacao de similaridade que converte uma representagao na outra.

2.5 Funcoes de Custo e Controle H,, de Minima En-
tropia

O conceito de entropia se estabeleceu como uma importante nogao, com ampla apli-
cabilidade em um grande nimero de dreas de estudo [29]. O controlador H., de minima

entropia é um controlador H., admissivel que minimiza a seguinte integral

Joo( Loy 7, 00) £
,72 400
lim —— In|det (I — 7 *T.w* (jw) Tew(jw))| [

S0—00 T

802

502 + w?

] dw | (2.74)

—00

conhecida como integral de entropia no infinito [28] e [29], sendo o parametro sy conhecido
como entropia. A partir deste ponto, por entropia entende-se entropia no infinito (sg —

00), e o valor da integral de entropia serda denotado por Jeo(T%uw, )

Este conceito é importante pois a entropia pode ser compreendida como uma limi-
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tagao superior no custo Hy de T, e, intuitivamente, em teoria de controle custo é algo

fisicamente mais compreensivel. Lembrando-se da integral de custo Hs

B(To) 2 / Tt (T (je0) T () o (2.75)

2r J o

que ¢ igual a norma H, elevada ao quadrado de T3, tem-se que

Joo(Tow,v) = Jo(Tew) >0 . (2.76)

Neste trabalho, tomar-se-a a liberdade de denotar o valor da entropia por “custo H.".
Sabe-se que para 7 — 00, ou seja, Ho, — Haz, tem-se que primeira desigualdade em (2.76)
tende a uma igualdade, ou seja

lm Joo(Tow,y) = J2(Th) - (2.77)
y—00

De fato, uma das propriedades da entropia é que ela é monotonicamente decrescente
em relagao a 7. Avaliar-se os custos J5(7y) € Joo(Tow,y) em funcdo das integrais que os
definem nao é algo trivial. Felizmente, os custos podem ser computados em funcao da

solucoes das solugoes das Equacoes Algébricas de Riccati e das matrizes do sistema no

espaco de estados. Para o custo Jy(T%,), tem-se [29]

Jo(Tow) = tr (LT X,L) + tr (p BT X,Y2 X, B) =
tr (HY2H") + tr (1 ?CYaX,Y2CT) , (2.78)

e para o custo Joo(Tow, )

Joo(Tew,7) = tr (LT XooL) + tr (p7° BT Xoo ZoYou Xoo B) =
tr (HYooH") + tr (172 CYoe X Zo Yoo C) . (2.79)

A igualdade em (2.77) é verificada sabendo-se que, quando v — o0, Xoo — X,
Yoo = Yoe Zy — [ e, entao, Joo(Thw,y) em (2.79) tende a Jo(7%,,) em (2.78). Rassalta-se
também que ambos o0s custos Ja(T%y) € Joo (T, ) possuem uma interpretagao na qual o

custo total é composto de dois custos de problemas de controle distintos [29]:

e O termo tr (LTXQL) - termo tr (LTXOOL) no custo Joo(T,yw,y) - estd relacionado
ao custo do problema de Informacao Plena e o termo tr (p‘zBTXgYQXgB) - termo
tr (p_QBTXOOZOOYOOXOOB) no custo Joo (T, 7y) - estd relacionado ao custo do pro-

blema de Estimacao da Saida;
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e O termo tr (HYQHT) - termo tr (HYOOHT) no custo Joo(Thw,y) - esta relacionado
ao custo do problema de Controle Pleno e o termo tr (pf2CY2X2YQCT) - termo
tr (M_QC’YOOXOOZOOYOOCT) no custo Joo (7%, y) - esta relacionado ao custo do pro-

blema de Injegao de Distirbios na Saida.

Os problemas de Informacao Plena e Estimacao da Saida sao, respectivamente, pro-
blemas duais aos problemas de Controle Pleno e Injecao de Distiurbios na Saida. Ja os
problemas de Informacao Plena e Estimacao da Saida sao, respectivamente, equivalen-
tes aos problemas de Injecao de Distiirbios na Saida e Controle Pleno. O problema de
Realimentacao da Saida possui uma estrutura de separacao dada pelos problemas de In-
formagcao Plena e Estimacao da Saida (ou entre Controle Pleno e Injecao de Disttirbios na
Saida), e entao o custo total é a soma do custo de cada um dos problemas que compoem o
problema de Realimentagao da Saida. Maiores detalhes acerca da natureza dos problemas
e da construgao das solugoes e da estrutura de separa¢ao podem ser encontrados em [7] e

[30].

Em relagdo aos custos, sabe-se que quando 7 tende ao infinito o custo Joo(7%w, )
tende ao custo J5(T%,). Mas o que ocorre com o custo Jo(T%,) quando p — 0T, ou seja,
uma das condigoes do PRMO?

Assumindo-se que as condigoes para que p — 01 sdo atentidas no controle LQG/LTR

(ou seja, H®(s)B é quadrada e de fase-minima), sabe-se que [4]

lim X, =0 (2.80a)
p—0t+
lim p'BTX, = H (2.80b)
p—0t

Logo, tem-se que nestas condigdes limites o custo Jy(T%,,) €

lim J2 (Tzw) =

p—0+t

lim [tr (LTOL) +tr (p7'B"X,Yop ' XoB)| = lim tr (HY>H") , (2.81)

p—0t p—0t

o que confere com

lim Jo(T.,) = tr (HY2H") + lim tr (1 >CY20Y>,C") = lim tr (HY2H") . (2.82)

p—0+ p—0+ p—07F

A pergunta que surge agora é: o que ocorre com 0 custo Ju(T%y,y) nas condigoes
de PRMO? Também nestas condigoes, qual a relagao entre Jo(T,y) € Joo(Tow,y)? Tais

questionamentos serao respondidos no capitulo a seguir.
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3 Principio de Recuperacao da
Malha Objetivo para a Sintese

Hoo

No capitulo anterior os principios de controle multivaridvel foram brevemente revistos,
juntamente com uma revisao do controle LQG/LTR e aspectos da sintese de controladores
Hs e Hoo. Neste capitulo, o cerne desta tese serd apresentado e desenvolvido: demonstrar
que o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo ocorre para a sintese H., de maneira
similar & sintese Ho/LQG.

Desta maneira, serao vistos o problema de Jogo Linear Quadratico, onde o compor-
tamento assintético da solugao da EARG para o regulador de estados é sugerido, a prova
de fato de que sob as condicoes de PRMO a solucao da EARG para o regulador e para
o observador de estados tende a uma matriz nula e o procedimento de recuperacao da
malha objetivo que demonstra o comportamento assintético da matriz de transferéncia de
malha aberta. Por fim, as relagoes entre o comportamento assintético dos reguladores e

observadores com as fungoes de custo Jo(71,y) € Joo(Thw, 00) serdo analisados e discutidos.

3.1 O Problema de Jogo Linear Quadratico

Como uma forma de motivacao para compreender o comportamento assintético dos

reguladores baseados na sintese H.,, considere a EARG do regulador de estados
ATX + XA+~ 2XLL"X — p?XBB"X + H'H =0, (3.1)

onde X = X7 > 0 ¢ a solugao tnica de (3.1) que mantém A +~y2LLTX — p2BBTX

assintoticamente estavel. O problema regulador H, associado a EARG em (3.1) tem sua
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funcao de custo dada por [28, 29]

+oo
0 < min max/ (252 + pu"u — Ywlw,) dt = z7(0)Xx(0) , (3.2)
0

u Wy

onde o sinal “6timo” de entrada (para qualquer estado inicial z(0)) é dado por
u= Kex =p *B" Xz, (3.3)
e o sinal “6timo” de disturbio (também para qualquer x(0)) ¢ dado por

w, =y L' Xz . (3.4)

Uma vez que o sistema dinamico em questao é linear e a funcao de custo é quadratica,
0 jogo min-max em (3.2) é chamado de problema de jogo linear quadrdtico (linear quadratic
game problem), em analogia ao problema regulador linear quadratico, no qual o sinal u
tem o papel de um “jogador” minimizador e sua funcao é minimizar a funcao de custo
em oposicao ao sinal w,, que possui o papel de um “jogador” maximizador cuja funcao é

maximizar a funcao de custo.

Em outras palavras, o problema de jogo linear quadratico pode ser enunciado da

seguinte forma: dado o sistema linear

= Axr + Bu+ Lw, ,

2y = plu,

com um estado inicial nao-nulo z(0), encontre um sinal de entrada « minimizante e um
sinal de disturbio w, maximizante que levam o estado final do sistema a zero, ou seja,

z(00) = 0, em um caminho 6timo dentro de todas as trajetérias possiveis deste sistema.

No entanto, considere agora que o parametro p tende a zero pela direita, ou seja,
p — 0. Agora a fungao de custo do regulador H., pode ser expressa em funcao das

seguintes desigualdades

+o0 +oo
0< max/ (252 — Ywlw,) dt < / 2L z,dt (3.6)
0 0

A transformada de Laplace do sinal z, é
Z.(s) = HP(s)BU(s) + H®(s)z(0) , (3.7)

e, sendo assim, deve existir um sinal u limitado em magnitude, cuja transformada de
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Laplace deve ser

U(s) = — (H®(s)B) " H(s)x(0) , (3.8)

de forma que o sinal Z,(s) seja nulo e entdo a func¢do de custo se aproxima de zero
para qualquer estado inicial 2(0). Observe que tal sinal U(s) existird se H®(s)B for de

fase-minima e quadrada, de modo que sua inversa exista e nao possua modos instaveis.

Logo, a pergunta que surge deste fato é: quando p tende a zero pela direita, qual
deve ser a solugdo X = X7 > 0 de (3.1) capaz de manter a funcao de custo nula nesta
trajetoria possivel deste sistema? Observe que na trajetéria dada por (3.8) o sinal de
disturbio maximizante w, deverad tender a zero para manter a segunda desigualdade em

(3.6).

3.2 O Comportamento Assintéotico dos Reguladores
e Observadores baseados na Sintese H

Esta secao se dedica a provar que a solu¢ao da EARG para o regulador ou observador
de estados tende a uma matriz nula quando o parametro p (parametro p para o observa-
dor, no caso dual) tende a zero pela direita se determinadas condigoes forem atendidas.

Inicialmente serd dada atengao para a solucao da EARG para o regulador de estados.
Considere as seguintes Equacoes Algébricas de Riccati para o regulador de estados
AT Xy + XA — p2XoBBT X, + H'H =0, (3.9)

ATX o+ XA+ v 2 X LI X — p 2 X BB X+ H'H =0 . (3.10)

A equacao (3.9) surge da sintese Hy enquanto que a equagao (3.10) surge da sintese
Hoo, 0 que justifica os subscritos 5 e o na solucao X. Conforme explicitado no capitulo
anterior, se Xo > 0 e X, > 0 sdo, respectivamente, solugoes para (3.9) e (3.10), entdo

elas sao tnicas ! e através da propriedade da monotonicidade

X, < X . (3.11)

Além disso, se X = X7 > 0 ¢ a solucao para uma EAR, entdo a matriz de sistema da

malha fechada Acp deve ser assintoticamente estével [7], ou seja, os autovalores de Acy,

LA solugéo estabilizante (ou seja, positiva semidefinida) de uma EAR é sempre tnica [31]. Para o caso
Hs a solugao é 6tima, pois minimiza ||, ||2, € para o caso Heo é subdtima, pois faz com que || Tow ||co < 7-
Se 7 = Yopt €ntdo a solucdo para a sintese Ho, serd étima.
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devem estar todos situados no semiplano esquerdo do plano complexo, excluindo o eixo

imaginario. No caso da planta generalizada abordada neste trabalho
Acp, = A—p*BB'X, (3.12)
é a matriz de sistema da malha fechada para a sintese H, e
Acp = As — p 2BBT X (3.13)
é a matriz de sistema da malha fechada para a sintese H,, onde

A =A+7y?LL" X, . (3.14)
Sendo assim, existem duas condigoes para que X e X, sejam iguais:

e A primeira ¢ imediata e conhecida: se «y tender ao infinito, (3.10) tende a (3.9) e

desta forma X, tende a X5.

e A segunda, nao imediata, requer que o parametro p tenda a zero pela direita. Na
realidade, esta condicao, como sera vista a seguir, diz que ambas as solugoes tendem
a uma matriz nula. A implicagdo desta afirmacao no sentido fisico sera dado a

posteriori.

Para a sintese Hs, o fato que X5 tende a uma matriz nula foi amplamente estudado e
demonstrado em [4] como a maxima “exatidao” que reguladores ou filtros lineares étimos
podem alcancar e que produziu um resultado fundamental no desenvolvimento do procedi-
mento de recuperagao da malha por [3]. Desta forma, o objetivo desta subsecao é estender
este conhecido e importante resultado para a sintese H., e, para este fim, enuncia-se o

seguinte teorema.

Teorema 3.1. Considere a matriz de transferéncia H®(s)B. Se H®(s)B for quadrada
e de fase-minima (sem zeros de transmissio no SPD aberto) e o escalar p tender a zero

pela direita, entio a solugio X = XT >0 da EARG em (3.1) tende a uma matriz nula.

Prova. A estratégia geral para provar este teorema é a prova por construcao. Primeiro
provar-se-& que X — 0 quando p — 0% é uma solugao possivel para a EARG em (3.1) se
H®(s)B é quadrada. Em seguida, provar-se-4 que X — 0 quando p — 07 mantém Aqp

estavel se H®(s)B é de fase-minima.
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Para estabelecer o primeiro caso, suponha que X; = X, = X — 0 é verdadeiro
quando p — 0%, Desta forma, ambas as EARs em (3.9) e (3.10) irdo tender a

lim [p'BYX)"[p'B*X| = H"H , (3.15)

p—0t

uma vez que o termo H'H é finito e ndo depende de p. Note que o termo extra
v 2XLLT X, que surge da sintese H, também se torna uma matriz nula. Note também
que o membro esquerdo de (3.15) é uma indeterminacao do tipo 0/0. De [4], considere o

seguinte lema.

Lema 3.1. Considere a sequinte equacao matricial
Vv =qQ, (3.16)

onde V' € uma matriz desconhecida de dimensao v X ¢ com v < q e Q) € uma matriz
conhecida e nao-negativa definida simétrica de dimensao q X q. A equacao em (3.16)

possui uma solugcao se, e somente se,

posto(Q) < wv . (3.17)

Se a condi¢ao expressa em (3.17) for satisfeita entao a solugdo geral de (3.16) € da
sequinte forma
V=UR, (3.18)

onde a matriz R de dimensdo v X q € qualquer solu¢ao de (3.16) e U é qualquer matriz

unitdria arbitraria de dimensao v X v.

Através do Lema 3.1, o limite

lim [p~ BT X [p~' BT X] (3.19)

p—0t

em (3.15) ir4 existir se a matriz HZ H tiver posto menor ou igual a p, onde p é o nimero
de entradas da planta (dim(u) = p), uma vez que BT X fornece uma matriz de dimensio
p x n. Observe também que H'H é, por construcio, simétrica e positiva semidefinida.

Uma vez que
posto(H' H) = posto(HH") = posto(H) = posto(H') =m , (3.20)

se HP(s)B for quadrada, entdo m = p, e a condi¢do em (3.17) é satisfeita através da

igualdade. Desta forma, conclui-se que a hipétese X — 0 quando p tende a zero pela di-
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reita é possivel se H®(s)B for quadrada (note que isto é uma condicao suficiente, mas nao
necessaria, e hd um certo conservadorismo aqui que se justificara adiante). Entretanto,

ainda é necessario verificar se X — 0 é a unica solucao estabilizante admissivel para a
EARG em (3.1).

Sabendo-se que A, — BK¢ deve ser assintoticamente estdvel, onde Ko = p~2BT X,

considere os seguintes passos
det (sI — Ao + BK¢) = det (sI — Ay)det [I + BK¢ (sI — As) '] (3.21)
e, por uma propriedade matricial

det (sI — A + BK) = det (sI — Au)det [I + K¢ (sI — Ax) ™' B] . (3.22)

Suponha agora que H®(s)B é uma matriz de transferéncia quadrada e entao as con-
digoes do Lema 3.1 sdo satifeitas. Entao, pode-se reescrever (3.15) como

lim Ko =p 'WH (3.23)

p—0F
onde W é qualquer matriz ortogonal. Sem perda de generalidade, faca W ser igual a
uma matriz identidade de dimensao compativel. Agora, se p tender a zero pela direita e
utilizando-se (3.23), pode-se reescrever o membro direito de (3.22) como
lim det (s] — A + BKc) = det (sI — A)det (I + p"'H®(s)B) . (3.24)
p—0
Em geral, dada uma matriz de transferéncia quadrada G(s), os pdlos e zeros multiva-
ridveis de G(s) sao os pélos e zeros de det(G(s)) se nao houver nenhum cancelamento de
polos e zeros indevidos (pélos e zeros em diregoes diferentes) [2]. Observando-se (3.24),

vé-se que as raizes da equacao caracteristica da malha fechada que se mantém finitos

quando p tende a zero pela direita irao se aproximar das raizes de
det (sI — A) det (H®(s)B) (3.25)

e entao, considerando a seguinte notagao

¥s)
JON

onde 9 (s) é o polinémio de zeros multivaridveis de H®(s)B e ¢(s) é o polinémio de pélos

det (H®(s)B) = (3.26)

multivariaveis de H®(s)B. Conclui-se entdo que os pélos finitos da malha fechada iréo se

aproximar de ¥(s), uma vez que ¢(s) = det (s — A). Uma vez que foi assumido que o par
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(A, B) é controlavel e o par (H, A) é observavel (desde a definigao da planta generalizada),

(A, B, H) possui realizagdo minima e, portanto, ndo hé cancelamento de pélos e zeros.

Este resultado mostra que se H®(s)B apresenta um ou mais zeros no SPD aberto a
hipotese de que X — 0 pode nao ser verdadeira, uma vez que A, — BK¢ é incondicio-
nalmente estavel. Por outro lado, se todos os zeros multivariaveis de H®(s)B se situam
no SPE aberto conclui-se que a hipétese X — 0 é obrigatoriamente verdadeira, uma vez

que a solugao estabilizante para a EARG em (3.1) é tnica.

]

O teorema anterior prova que quando p tende a zero pela direita a solu¢ao da EAR
do regulador tende a uma matriz nula, resultado este que ja era conhecido para a sintese
H2/LQG e que agora foi estendido para a sintese Ho,. Como uma consequéncia direta do

Teorema 3.1, tem-se o seguinte corolario:

Corolario 3.1. Considere a matriz de transferéncia H®(s)B. Se H®(s)B for quadrada
e de fase-minima (sem zeros multivaridveis no SPD aberto) e o escalar p tender a zero

pela direita, entao

lim pKo=WH . (3.27)

p—0t

Prova: A prova decorre imediatamente de (3.15) e do Lema 3.1 uma vez que o Teorema
3.1 é valido. O

Considerando o problema de jogo linear quadratico novamente, o questionamento
feito e que motivou esta se¢@o era qual deveria ser a solugao X de (3.1) capaz de manter
a trajetéria deste sistema e consequentemente levar o disturbio maximizado w, a zero
quando p — 01. Provou-se entao que

lim X =0. (3.28)

p—0+

Com isto, tem-se dois fatos:

e De acordo com o afirmado na secao 3.1, quando p tende a zero pela direita é suficiente
para o sinal U(s) existir que a matriz H®(s)B seja quadrada e de fase-minima. Tais

condicoes sao também suficientes para provar o Teorema 3.1;

e Com as condigoes suficientes impostas, provou-se que quando p tende a zero pela

direita, a matriz X tende a uma matriz nula. Isto leva o distirbio maximizante w,
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a zero, condigao afirmada na se¢do 3.1 para manter as desigualdades em (3.6), e por

consequéncia para o sinal U(s) existir.

Isto mostra que as suposicoes e conclusoes feitas na Secao 3.1 se mantém com os

resultados do Teorema 3.1.

Considerar-se-a agora o caso dual, ou seja, o comportamento assintético do observador
de estados. Considere as seguintes Equacgoes Algébricas de Riccati para o observador de
estados

YoAT + AY, — o0 CYy + LLT =0 (3.29)

Yo AT + AY 4+ v Y HTHY  — Y, CTCYo + LLT =0 . (3.30)

A equacao (3.29) surge da sintese Hs enquanto que a equagao (3.30) surge da sintese
Hoo, 0 que justifica os subscritos 5 e o na solugao Y. Conforme explicitado no capitulo
anterior, se Yo = Y/ > 0 e Y, = YL > 0 sao, respectivamente, solugoes para (3.29) e

(3.30), entao elas sao tdnicas e através da propriedade da monotonicidade

Y < Voo . (3.31)

Além disso, se Y > 0 é solucao para uma EAR, entao a matriz de sistema da malha
fechada Acy deve ser assintoticamente estével [7], ou seja, os autovalores de Acp devem
estar todos situados no SPE do plano complexo, excluindo o eixo imaginario. No caso da

planta generalizada abordada neste trabalho
Acp = A — u™2Y,0"C (3.32)
é a matriz de estados da malha fechada para a sintese H, e
Acp = As — 12V ,CTC (3.33)
¢ a matriz de estados da malha fechada para a sintese H.,, onde

Aw=A+~yY H'H . (3.34)

Sendo assim, existem duas condigoes para que Y, e Y, sejam iguais:

e A primeira é imediata: se 7 tender ao infinito, (3.30) tende a (3.29) e desta forma
Y, tende a Y5.

e A segunda, nao imediata, requer que o parametro u tenda a zero pela direita. Na
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realidade, esta condicao, como sera vista a seguir, diz que ambas as solugoes tendem
a uma matriz nula. A implicagao desta afirmacao no sentido fisico sera dado a

posteriori.

Para a sintese H,, o fato que Y, tende a uma matriz nula foi amplamente estudado e
demonstrado em [4] como a maxima “exatidao” que filtros lineares étimos podem alcangar
e que produziu um resultado fundamental no desenvolvimento do procedimento de recu-
peragao da malha por Doyle e Stein [3]. Desta forma, o objetivo desta subsecao é estender
este conhecido e importante resultado para a sintese H,, e, para este fim, enuncia-se o

seguinte teorema.

Teorema 3.2. Considere a matriz de transferéncia C®(s)L. Se C®(s)L for quadrada e
de fase-minima (sem zeros de transmissao no SPD aberto) e o escalar u tender a zero

pela direita, entdo a solucio Y =YT >0 da EARG
YAT + AY + vy *YHTHY — p?2YCTCY + LLT =0, (3.35)
tende a uma matriz nula.

Prova. A estratégia geral para provar este teorema é a mesma que para o Teorema 3.1.
Primeiro provar-se-4 que Y — 0 quando g — 0" é uma solucao possivel para a EARG
em (3.35) se CP(s)L é quadrada. Em seguida, provar-se-4 que Y — 0 quando pu — 07

mantém Acy, estavel se C®(s)L é de fase-minima.

Para estabelecer o primeiro caso, assuma que a hipétese Yo = Yo =Y — 0 é ver-
dadeira quando p — 07. Desta forma, ambas as EARs em (3.29) e (3.30) irao tender
a

lim [p*CY ) [~ t0Y] = LL" | (3.36)

p—07F

uma vez que o termo LL? é finito e nao depende de . Note que o termo extra v 2Y HTHY ,
que surge da sintese H.,, também se torna uma matriz nula. Note também que o membro
esquerdo de (3.36) é uma indeterminagao do tipo 0/0. Através do Lema 3.1, o limite em
(3.36) ird existir se a matriz LLT tiver posto menor ou igual a m, onde m é o ntimero de
saidas da planta (dim(y) = m), uma vez que C'Y" fornece uma matriz de dimensao m x n.
Observe também que LLT é, por construcao, simétrica e positiva-semidefinida. Uma vez
que

posto(LL") = posto(L” L) = posto(L) = posto(L”) = p , (3.37)

se C®(s)L for quadrada, entdo p = m, e a condicao em (3.17) é satisfeita através da

igualdade. Desta forma, conclui-se que a hipétese Y — 0 quando p tende a zero pela
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direita é possivel se C®(s) L for quadrada (note que isto é uma condigao suficiente, mas nao
necessdaria, e hd um certo conservadorismo aqui que se justificara adiante). Entretanto,

ainda é necessario verificar se Y — 0 é a unica solugao estabilizante admissivel para a
EARG em (3.35).

Sabendo-se que A, — KrC deve ser assintoticamente estdvel, onde Kp = pu=2YC7,

considere os seguintes passos
det (sI — Ao + KpC) = det (s — Au) det [1 + KpC (sI — Ax) '], (3.38)
e, por uma propriedade matricial

det (s — Ao + KpC) = det (s — Ax)det [1 +C (sI — Ay) ' Kr] (3.39)

Suponha agora que C®(s)L é uma matriz de transferéncia quadrada e entao as con-
digoes do Lema 3.1 sdo satifeitas. Entao, pode-se reescrever (3.36) como

lim Kp=p LW, (3.40)

u—0t
onde W é qualquer matriz ortogonal. Sem perda de generalidade, faca W ser igual a
uma matriz identidade de dimensao compativel. Agora, se i tender a zero pela direita e
utilizando-se (3.40), pode-se reescrever o membro direito de (3.39) como
lim det (s] — A + KpC) = det (sI — A)det (I + p~'CP(s)L) . (3.41)
pn—0
Observando-se (3.41), vé-se que as raizes da equacado caracteristica da malha fechada

que se mantém finitas quando p tende a zero pela direita irao se aproximar das raizes de
det (sI — A)det (CP(s)L) (3.42)

e, entao, considerando a seguinte notacao

det (CP(s)L) = % ) (3.43)

onde ¥(s) é o polindémio de zeros multivariaveis de C®(s)L e ¢(s) é o polinomio de pélos
multivaridaveis de C®(s)L. Conclui-se entao que os pdlos finitos da malha fechada irao se
aproximar de 9J(s), uma vez que ¢(s) = det (s — A). Uma vez que se assumiu que o par
(A, L) é controlavel e o par (C, A) é observavel (desde a defini¢ao da planta generalizada),

(A, L, C) possui realizagdo minima e, portanto, ndo ha cancelamento de pdlos e zeros.

Este resultado mostra que se C®(s)L apresenta um ou mais zeros no SPD aberto a
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hipétese de que Y — 0 pode nao ser verdadeira, uma vez que A, — KpC é incondicio-
nalmente estavel. Por outro lado, se todos os zeros multivaridveis de C'®(s)L se situam
no SPE aberto conclui-se que a hipotese Y = 0 é obrigatoriamente verdadeira, uma vez

que a solucao estabilizante para a EARG em (3.35) é tnica. O

O teorema anterior prova que quando p tende a zero pela direita a solucao da EAR
do observador tende a uma matriz nula, resultado este que ja era conhecido para a sintese
H2/LQG e que agora foi estendido para a sintese Ho,. Como uma consequéncia direta do

Teorema 3.2, tem-se o seguinte corolério.

Corolario 3.2. Considere a matriz de transferéncia C®(s)L. Se CP(s)L for quadrada e

de fase-minima e o escalar u tender a zero pela direita, entao

lim uKp=LW . (3.44)

n—0t

Prova: A prova decorre imediatamente de (3.36) ¢ do Lema 3.1 uma vez que o Teorema
3.2 é valido. O

3.3 Procedimento de Recuperacao da Malha Obje-
tivo

Nesta secao sera detalhado o procedimento de recuperacao da malha objetivo para a
sintese Ho, ou seja, sera aplicado o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo para
o controle H., dada a planta com estrutura definida no capitulo anterior. Primeiro sera
mostrado o procedimento de recuperacao da matriz de transferéncia de malha aberta
vista pela saida G(s)K(s) e depois da matriz de transferéncia de malha aberta vista pela
entrada K (s)G(s).

Considere a representagao em matriz de transferéncia do controlador K (s) via sintese

Ho mostrada no capitulo anterior
K(s) = Ko (sT — A=~y LL"X + BK¢ + ZKpC) ™ ZKp (3.45)
onde Z = (I —y2Y X))\

Corolario 3.3. Considere a matriz de transferéncia H®(s)B. Se H®(s)B for quadrada

e de fase-minima e o escalar p tender a zero pela direita, entao a matriz de transferéncia
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do controlador H. pode ser reduzida a

lim K(s) =Ko (sI — A+ BK¢ + KpC) ' Kp . (3.46)

p—0t

Prova: Pelo Teorema 3.1, X — 0, e entao Z — I. Logo, avaliando o controlador em

(3.45) com essas condigoes resulta em (3.46). O

Teorema 3.3. Considere a matriz de transferéncia da planta de processo C®(s)B. Se
C®(s)B for quadrada e de fase-minima e o escalar p tender a zero pela direita, entdo o

controlador em (3.46) se reduz a

lim K(s) = (C®(s)B)" C®(s)Kp (3.47)

p—0t

e consequentemente a matriz de transferéncia da malha aberta vista pela saida é

lim G(s)K(s) = CP(s)Kp , (3.48)

p—0t

que € a matriz de transferéncia do observador de estados.

Prova: Considere a seguinte expressao, cuja finalidade é simplificar as expressoes a serem

desenvolvidas adiante
1

D(s) = (@7 '(s) + KpC) ™ (3.49)
Utilizando-se a expressao (3.49) com o intuito de simplificar (3.46), tem-se
lim K(s) = Ko (6‘1(3) + BKC) K (3.50)
Desenvolvendo-se (3.50), através do Lema da Matriz Inversa, resulta em
lim K(s) = Ke [6(5) —B(s)B (I + Kc®(s)B) " KC@(S)] Kp . (3.51)
Com manipulagoes algébricas, pode-se reescrever (3.51) como
lim K(s) = Ko®(s)Kp — Ko®(s)B (I + Ko®(s)B) ™ Ko®(s)Kp . (3.52)
Agrupando-se os termos comuns, (3.52) pode ser reescrita como
lim () = |1~ Kc®(s)B (I + Kc@(s)B)‘l] Ke®(s)Kr (3.53)
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que por sua vez, através de propriedades matriciais, resulta em

lim K(s) = (I + Kc®(s)B) " Ko®(s)Kp . (3.54)

p—0t
Multiplicando-se 0 membro direito da equacgao (3.54) por p~!p resulta em

lim K(s) = (pI + pKc®(s)B) ™ pKc®(s)Kp . (3.55)

p—0t
Pelo Corolério 3.1, pode-se reescrever (3.55) como

lim K(s) = (WH®(s)B)  WH®(s)Kp , (3.56)

p—0t

onde W ¢é qualquer matriz ortogonal. Tomando-se W como a matriz identidade e escolhendo-
se H =C, tem-se
lim K(s) = (C®(s)B) " CB(s) K , (3.57)
p—0+
Desenvolvendo o termo ®(s) pelo Lema da Matriz Inversa, tem-se que (3.57) pode ser
reescrita como
lim K (s) = {C[®(s) — ®(s)Kp (1 + CP(s)Kp) ' CP(s)] B}—l
p=0 (3.58)
{C[®(s) — ®(s)Kp (I + CP(s)Kp) ' CPB(s)] K} .

Através de manipulagoes algébricas, pode-se reescrever (3.58) como

lim K(s) = [C®(s)B — CB(s)Kp (I + CB(s)Kp) ™ CP(s)B]
PO (3.59)
[CO(s)Kp — CO(s)Kp (I + CO(s)Kp) " CP(s)Kp]| .

Agrupando-se os termos comuns de (3.59) resulta em
lim K(s) = {[I = CO(s)Kp (I + CO(s)Kr) '] C(s)B} "
0 (3.60)
{[1-CP(s)Kp(I+CP(s)Kp)"'| CO(s)Kr} .

Através de propriedades matriciais, a equacao (3.60) pode ser reescrita como

lim K(s) = {(I+C®(s)Kp) " CO(s)B} " (I + CB(s)Kp) ' CB(s)Kp .  (3.61)

p—07t

Lancando-se mao da propriedade de inversao de uma multiplicacao de matrizes, pode-
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se reescrever (3.61) como

lim K(s) = (C®(s)B)"" (I + CO(s)Kp) (I + CB(s)Kp) " CB(s) K . (3.62)

p—0t

Logo, de (3.62) ¢ imediato concluir que

lim K(s) = (C®(s)B)" CP(s)Kp , (3.63)
p—0F
e, por consequéncia,
lim G(s)K(s) = CP(s)Kp . (3.64)
p—0F
0

Logo, a equagao (3.64) mostra que a matriz de transferéncia da malha aberta G(s) K (s)
tende a matriz de transferéncia do observador de estados C®(s)Kp, ou seja, que o Prin-
cipio de Recuperacao da Malha Objetivo ocorre para a sintese H., da mesma forma e
com as mesmas condigdes que no controle Hs/LQG. E interessante ressaltar que, embora
tanto no controle LQG quanto na sintese H., a malha a ser recuperada é o observador de
estados, a dinamica sera diferente uma vez que o ganho Kz nao é o mesmo para ambas

as sinteses.

Também é importante ressaltar a necessidade da planta G(s) ser quadrada e de fase-
minima: através de (3.63), verifica-se que nas condigdes do Principio de Recuperagao da
Malha Objetivo o controlador K (s) produz efetivamente uma inversa da planta. Desta
forma, a planta G(s) deve ser quadrada para sua inversa existir e caso G(s) possuisse
zeros de transmissao (ndo ser de fase-minima) o controlador K (s) possuiria pélos no SPD,
levando a malha de controle a instabilidade (o sistema nao seria internamente estdvel).
As condigoes do Teorema 3.3 sao obtidas ao se tomar as condigoes dos Corolarios 3.1 e
3.3 para H =C.

Uma vez que quando p tende a zero pela direita, as solugoes Xy = Xoo = X — 0, é
natural esperar que a matriz de transferéncia da malha aberta G(s)K (s) tenda a matriz
de transferéncia do observador de estados, uma vez que X — 0 e isto ja esta provado para
a sintese Ho/LQG. Entretanto, o desenvolvimento das equagoes do controlador é feito de
forma a reforgar e estender o conceito do Principio de Recuperacao da Malha Objetivo

para a sintese Ho.

Também ¢ interessante ressaltar que o Teorema 3.3 sera valido para o controlador com
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a seguinte estrutura [32]
K(s) = Ko (sl — A+ 2LL"X + BKo) ' Ky | (3.65)

uma vez que lim X = 0 ¢é valido para a sintese H,, conforme o Teorema 3.1 comprova.
p—0t

Sera demonstrado agora o procedimento dual, conhecido como Principio de Recupera-

cao da Malha Objetivo pela entrada. Considere a representacao em matriz de transferéncia

do controlador K (s) via sintese H., mostrada no capitulo anterior
K(s)= Ko Z (sl = A=~y2YH"H + BKoZ + K¢C) ™ Kp (3.66)

onde Z = (I —y2YX) ™"

Corolario 3.4. Considere a matriz de transferéncia C®(s)L. Se C®(s)L for quadrada e
de fase-minima e o escalar p tender a zero pela direita, entao a matriz de transferéncia

do controlador Ho, em (3.66) pode ser reduzida a

lim K(s) = K¢ (sl — A+ BKe + KpC) ™' Kp . (3.67)

nu—0t+

Prova: Pelo Teorema 3.2, Y — 0, e entao Z — [I. Logo, avaliando o controlador em

(3.66) com essas condicoes resulta em (3.67). O

Teorema 3.4. Considere a matriz de transferéncia da planta de processo (planta a ser
controlada) CP(s)B. Se CP(s)B for quadrada e de fase-minima e o escalar p tender a

zero pela direita, entdo o controlador em (3.67) se reduz a

lim K(s) = Ko®(s)B (C®(s)B) ™ (3.68)

u—07t

e, consequentemente, a matriz de transferéncia da malha aberta vista pela entrada serd

lim K(s)G(s) = Kc®(s)B , (3.69)

u—0t

que é a matriz de transferéncia do regulador.

Prova: Considere a seguinte expressao, cuja finalidade é simplificar as expressoes a serem
desenvolvidas adiante
B(s) = (®7(s) + BEK¢) ™ (3.70)

Utilizando-se a expressao (3.70) com o intuito de simplificar (3.67), tem-se

lim K(s) = Kc (6‘1(3) + KFC> K (3.71)

u—0t+
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Desenvolvendo-se (3.71) através do Lema da Matriz Inversa, segue que

lim K(s) = Ko [5(3) —B(s)Kp (I + CB(s)Kp) c@(s)] Kr . (3.72)

n—0t
Com manipulagoes algébricas, pode-se reescrever (3.72) como

lim K(s) = Ko®(s)Kp — Ko®(s)Kp (I + CB(s)Kp) ' CB(s)Kp . (3.73)

u—0+t
Agrupando-se os termos comuns, (3.73) pode ser reescrita como

lim K(s) = Ko®(s)Kr [1 — (I +CB(s)Kp) C@(s)KF} : (3.74)

u—0t
que por sua vez, através de propriedades matriciais, resulta em

-1

lim K(s) = Kc®(s)Kp (I + C0(s)Kr) (3.75)
u—0
Multiplicando-se o membro direito da equagao (3.75) por p~!u resulta em
lim K (s) = Ko®(s)uKrp (1] + CB(s)ukr) " . (3.76)
p—
Pelo Corolério 3.2, pode-se reescrever (3.76) como
lim K(s) = Kc®(s)LW (CP(s)LW) | (3.77)

u—0t

onde W é qualquer matriz ortogonal. Tomando-se W = [ e escolhendo-se L = B, tem-se

lim K(s) = Kc®(s)B (CP(s)B) ", (3.78)

n—0t

Desenvolvendo o termo ®(s) pelo Lema da Matriz Inversa, tem-se que (3.78) pode ser
reescrita como
lim K(s) = {Kc [P(s) — D(s)B (I + Kc®(s)B) ' Kc®(s)] B}
H0 (3.79)
{C[®(s) — B(s)B (I + Ko®(s)B) ™ Kod(s)] BY .

Através de manipulagdes algébricas, pode-se reescrever (3.79) como

lim K(s) = [Ke®(s)B — Kc®(s)B (I + Kc®(s)B) ™ Ko®(s)B]
po0* (3.80)
[CP(s)B — C®(s)B (I + Ko®(s)B) ™" Ko®(s)B]
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Agrupando-se os termos comuns de (3.80) resulta em

lim+ K(s)={Kc®(s)B[I — (I + Kc®(s)B) ™ Kc®(s)B]}
H0 B (3.81)

{C2(s)B[I — (I + Kc®(s)B) ™' Kc®(s)B]}

Utilizando-se a Identidade Matricial A2 novamente, (3.81) pode ser reescrita como

lim K(s) = Kc®(s)B (I + Kc®(s)B) ™" [CO(s)B (I + Kc®(s)B) '] . (3.82)

p—0t

Lancando-se mao da propriedade de inversao de uma multiplicacao de matrizes, pode-

se reescrever (3.82) como

lim K(s) = Ko®(s)B (I 4+ Kc®(s)B) ™' (I + Ko®(s)B) (C®(s)B) ™" . (3.83)

p—0t

Logo, de (3.83) é imediato concluir que

lim K(s) = Ko®(s)B (C®(s)B)™" (3.84)
p—
e, por consequencia,
lim K(s)G(s) = Kc®(s)B . (3.85)
p—0t
0

Logo, a equacao (3.85) mostra que a matriz de transferéncia da malha aberta (vista
pela entrada) K(s)G(s) se aproxima da matriz de transferéncia do regulador Ko®(s)B,
ou seja, que o Principio de Recuperagao da Malha Objetivo ocorre para a sintese H., da
mesma forma e com as mesmas condigoes que no controle Hy/LQG. E interessante ressal-
tar que, embora tanto no controle LQG quanto na sintese H,, a malha a ser recuperada é
o regulador, a dinamica sera diferente uma vez que a matriz de ganhos K¢ nao é a mesma

para ambas as sinteses.

Também é importante ressaltar a necessidade da planta G(s) ser quadrada e de fase-
minima: através de (3.84), verifica-se que nas condigdes do Principio de Recuperagao da
Malha Objetivo o controlador K (s) produz efetivamente uma inversa da planta. Desta
forma, a planta G(s) deve ser quadrada para sua inversa existir e caso G(s) possuisse zeros
de transmissdo no SPD o controlador K(s) possuiria p6los no SPD, levando a malha de
controle a instabilidade (o sistema nao seria internamente estdvel). As condigdes do

Teorema 3.4 sao obtidas ao se tomar as condi¢oes dos Corolarios 3.2 e 3.4 para L = B.
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Uma vez que a matriz de transferéncia da malha aberta vista pela saida G(s)K(s)
tende a matriz de transferéncia do observador de estados quando p tende a zero pela
direita (ou, no caso dual, K(s)G(s) tende & matriz de transferéncia do regulador quando
p — 07), quais as propriedades no dominio da frequéncia que este fato pode proporcionar?
Ou seja, como desenvolver uma metodologia de controle com os resultados obtidos até

aqui? E desta questao que o proximo capitulo ira tratar.

Entretanto, antes disso serao vistos as implicagoes que ambos os procedimentos tem

nas funcoes de custo do controle Hs e do controle H..

3.4 Relacoes entre o Comportamento Assintético com
as Funcoes de Custo

Considere novamente as fungoes de custo Ja(7%y,) € Joo(Tow,Y), expressas em fungao

das solugoes das EARGs e das matrizes de estado da planta generalizada

Jo(Tow) = tr (LT XoL) + tr (p* BT X,Y2 X, B) =
tr (HY2H") + tr (1 2CY2X,Y2C") , (3.86)

Joo(Tow,7) = tr (L"Xoo L) + tr (p7° BT Xoo Zoo Yoo X oo B) =
tr (HYoH") + tr (1 °CYou Xoo Zos Yoo C) . (3.87)

Suponha que G(s) seja quadrada e de fase-minima. Entao, sabe-se que, para o controle
LQG/LTR, se p tender a zero pela direita e H = C, a solugao X5 ird tender a uma matriz

nula e o limite

lim p'BTX, =C (3.88)

p—0t
ird existir [3], [4]. Consequentemente, ter-se-4 o seguinte limite para a fungao de custo
J2 (Tzw)

lim J5(T%y) = lim tr (L70L) + tr (p7' B X5Yap ' XoB) = lim tr (CY2C") . (3.89)

p—0F p—07t p—07t
Equivalentemente, ter-se-& o seguinte limite para a fungao de custo Jo(7%y,)

lim Jy(Thy) = tr (CY2CT) + tr (0 2CY20Y2CT) = tr (CY2CT) (3.90)

p—0F

que, naturalmente, fornece o mesmo valor para o custo Ho quando p — 0.
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Na sec@o 3.2 provou-se que, se H®(s)B for quadrada e de fase-minima, e se p tender
a zero pela direita, entao a solugao X, também ird tender a uma matriz nula, Z,, ira
tender a uma matriz identidade e para H = C' (agora considera-se a planta G(s) quadrada
e de fase-minima), o limite

lim p~'BTX,, =C (3.91)

p—0t

também ird existir. Consequentemente, a funcao de custo J (7, y) ird tender a

lim Joo(Tow, ) = lim tr (L7OL) + tr (p7' BT XooIYaop™ ' X B) =

p—0t p—0t

lim tr (CYC") , (3.92)

p—0t

ou, de forma alternativa, ird tender a
lim Joo(Tow,y) = lim tr (CYooCT) + tr (0 2CY01Y, CT) =
Jp, Joo(Lown ) = Ji, tr (CYooCT) -t )
lim tr (CY,C") . (3.93)

p—0t

Desta forma, conclui-se que:

e Se G(s) for quadrada e de fase-minima, e se p — 07, o custo total, seja Jo(T%,) ou
Joo (T, 7v) sera dado somente pelo “custo de observacao”, ou seja, o “custo de regu-
lacao” sera sempre nulo. Como é sabido que, pela propriedade da monotonicidade,
Y, <Y, tem-se que

Iim Joo (Tow,y) = Jo(Tow) > 0, (3.94)

p—0F

outro resultado também j& conhecido e que pode ser novamente comprovado;

e Quando o custo de regulagao é nulo, diz-se que hé “regulagao perfeita” [4]. Para que
isto ocorra é necessario que o nimero de entradas seja igual ou maior que o niimero
de saidas, que nao haja zeros de transmissao no SPD (condigoes estas atentidas se
G(s) for quadrada e de fase-minima) e que a energia de controle seja infinita, ou

seja, p — 07 implica que nao hé limitagdo em magnitude nas entradas.

Suponha que G(s) seja quadrada e de fase-minima. Entao, sabe-se que, para o controle
LQG/LTR, se p tender a zero pela direita e L = B, a solugao Y, ird tender a uma matriz

nula e o limite
lim p'Y,CT =B, (3.95)

u—0t
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ird existir [3], [4]. Consequentemente, a funcao de custo J»(7T,,) ird tender a
lim J5(T.) = lim tr (B"XoB) + tr (p > BT X20X,B) =
u—0t u—0+
lim tr (B"X,B) . (3.96)

u—0t

Equivalentemente a funcao de custo J5(7%,,) pode ser computada através de

lim J5(T.) = lim tr (COCT) + tr (0 ' CYaXou 'V2C") =

u—0t u—0+

lim tr (B"X,B) , (3.97)

u—0t

que, naturalmente, fornece o mesmo valor para o custo Hs.

Na segao 3.2 provou-se que, se C®(s)L for quadrada e de fase-minima, e se p tender a
zero pela direita, entao a solugao Y., também ird tender a uma matriz nula, Z., ird tender
a uma matriz identidade e para L = B (agora considera-se a planta G(s) quadrada e de
fase-minima), o limite

lim ¢ 'Y, CT =B (3.98)

u—0t
também ird existir. Consequentemente, a funcao de custo Ju (7%, ) ird tender a

lm Joo(Tow,7) = lim tr (B"XoB) + tr (p7°B" Xool0p ' X B) =

n—0t n—0t

lim tr (B"X.B) , (3.99)

n—0t

ou, alternativamente, ird tender a

lim Joo(Tow,v) = lim tr (COCT) 4+ tr (0 OV Xoo I 1Yo 1) = lim tr (BT X B) .
Jimn Joo(Tow, ) = lim, tr (COCT) + tr (4 pTYCT) = lim )
(3.100)

Desta forma, conclui-se que:

e Se G(s) for quadrada e de fase-minima, e se u — 07, o custo total, seja Jo(T%,,) ou
Joo(Tow, ) serd dado somente pelo “custo de regulacao”, ou seja, o “custo de filtra-
gem” serd sempre nulo. Como ¢é sabido que, pela propriedade da monotonicidade,
Xy < X, tem-se que

lim Joo(Tow,y) = J2(Th) > 0, (3.101)

n—0+

outro resultado também ja conhecido e que pode ser novamente comprovado;

e Quando o custo de filtragem é nulo, diz-se que ha “filtragem perfeita” [4]. Para
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que isto ocorra € necessario que o numero de saidas seja igual ou maior que o de
entradas, ndo haja zeros de transmissao no SPD (condigoes estas atentidas se G(s)
for quadrada e de fase-minima) e que nao haja ruidos de medigao, ou seja, u — 0F

implica que a saida é deterministica.
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4 Hoo/LTR Loop Shaping

No capitulo anterior demonstrou-se que para a sintese Ho, se G(s) for quadrada e de
fase-minima, o parametro p tender a zero pela direita e a matriz H for igual a matriz C,
entao a matriz de transferéncia da malha aberta vista pela saida ira tender a matriz de
transferéncia do observador de estados. De forma dual, também provou-se que se G(s) for
quadrada e de fase-minima, o parametro p tender a zero pela direita e a matriz L for igual
a matriz B, entao a matriz de transferéncia da malha aberta vista pela entrada ird tender
a matriz de transferéncia do regulador de estados da sintese H.,. A estes procedimentos

da-se o nome classico de Principio de Recuperacao da Malha Objetivo.

Neste capitulo serd mostrado como obter um “procedimento simples” (easy-to-use)
para o controle ‘H., tomando-se como base a teoria desenvolvida no Capitulo 3. Para
isto, sera demonstrada uma conversao do dominio do tempo para o dominio da frequéncia
conhecido como “Identidade de Kalman” (Kalman’s Dual Equality) para o observador e
regulador de estados baseado na sintese H,,. Em sequéncia serao derivadas as proprieda-
des de loop shaping em decorréncia da Identidade de Kalman Generalizada e por fim uma
descricao, de como seria um procedimento geral para a utilizacao da solugao de controle

proposta, sera elaborada.

4.1 Identidade de Kalman Generalizada para a Sin-
tese Ho

Nesta secao sera demonstrado como obter uma relacao de uma EARG entre o dominio
do tempo e o dominio da frequéncia, conhecida como Identidade de Kalman (em inglés,
Kalman’s Dual Equality). Como isso serd feito para uma EARG, dar-se-4 o nome entéao

de Identidade de Kalman Generalizada.

Proposigao 4.1. Considere a EARG do Observador de Estados baseado na sintese Hoo

YAT + AY + 7y 2YHTHY — p ?YCTCY + LL" =0 . (4.1)
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Através de manipulagoes algébricas, € possivel converter a equagao (4.1) na seguinte

equacao

(I+CP(s)Kp) (I +CP(s)Kp)" = 4
[+ p200(s)L (CB(s)L)" + 2y 2CD(s) K (CO(s) K )" '

que, por sua vez, estd no dominio da frequéncia ao se tomar a resposta em frequéncia

através de s = jw.

Prova: Sabendo-se que para que o Principio de Recuperacao da Malha Objetivo ocorra

H deve ser igual a C, e rearranjando-se a equagao (4.1), tem-se

—YAT — AY 4+ 2YCTCY =~472YCTCY + LLT . (4.3)

Adicionando e subtraindo-se o termo s/Y ao membro esquerdo da equacao (4.3), e

sabendo-se que sIY = Ys/, tem-se

~YAT — AY + Y CTOY 4+ sIY —YsI =y 2YCOTCY + LL" . (4.4)

Agrupando-se os termos comuns de (4.4) resulta em

Y (=sI—A")+ (s —A)Y +pu’YCTCY =~47°YCTCY + LL" . (4.5)

Tomando-se a resposta em frequéncia de (4.5), ou seja, fazendo-se s = jw, tem-se
Y (—jwl — A") + (jwI — A)Y + Y CTCY =y72YC'CY + LL" . (4.6)
Sabendo-se que (— Jwl — AT) é o complexo-conjugado transposto de (jwl — A), pode-
se reescrever (4.6) como

Y (jwl — A) + (jwl — A)Y + p2YCTCY =~y 2YCTCY + LL” . (4.7)

Simplificando-se (4.7) através de ®(jw) = (jwl — A)~", tem-se

Y (@7 (jw))" + @ (jw)Y + u Y CTOY =42V CTCY + LLT . (4.8)

Multiplicando-se (4.8) por C®(jw) pela esquerda resulta em

CP(jw)Y (27! (jw))" + CP(jw)P ™ (jw)Y + p2CP(jw)Y CTCY = "
7 20B(jw)Y CTCY + C®(jw)LLT . '
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Agora multiplicando-se (4.9) por (C®(jw))" pela direita chega-se a

CO(jw)Y (7' (jw))" (CP(jw))" + C 2(jw) " (jw) Y (CP(jw))" +
—_——

I

(20D (jw)Y CTCY (CP(jw))" = v 200(jw)Y CTCY (CD(jw))” + (4.10)
CO(jw)LLT (CP(jw))" .

Manipulando-se algebricamente (4.10) resulta em

Cd(jw)Y \(C@(jw)d)’l(jw))ijt (CP(jw)YTCT)" +

20D (jw)Y CT (CO(jw)YTCT) = 4200 (jw)Y CT (Co(jw)YTeT) + (1)

CO(jw)L (CD(jw)L)* .

No entanto, sabendo-se que Y = Y7 pode-se reescrever (4.11) como

CO(jw)YCT + (CP(jw)YCT)" + p2C0(jw)Y CT (CO(jw)Y CT)" = @12)
V20D (jw)Y OT (CO(jw)Y CT)" + Cd(juw) L (CO(jw)L)* . '

Isolando-se o termo Y C7 na matriz de ganhos do observador de estados e substituindo-

o em (4.12) resulta em

WCO(jw)Kp + 1 (CO(jw)Kr)" + p2CP(jw) Kp (CO(jw)Kp)" =

iy 2C0(jw)Kp (CP(jw)Kp)™ + CP(jw)L (CP(jw)L)" . -
Adicionando-se %I em ambos os membros de (4.13) chega-se a
121+ p2CO(jw) K + 12 (CO(jw) KF)™ + 2CP(jw) Kp (CP(jw)Kp)" = (414)
P21+ pty PO (jw) Kp (CO(jw) Kr)" + CO(jw)L (CR(jw)L)" .
Dividindo-se (4.14) por p? tem-se
I+ CO(jw)Kr + (CP(jw)Kp)" + CP(jw) K (CO(jw)Kr)" = (4.15)

I+ 52y 2C0(jw) K (CO(jw) Kr)" + p=2CO(jw) L (CO(jw)L)" .
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Através de uma identidade matricial, finalmente é possivel reduzir (4.15) a

(I + CO(jw)Kr) (I + CP(jw)Kr)* =

(4.16)
I+ p2C0(jw)L (CP(jw)L)" + 2y 2CP(jw)Kr (CP(jw)Kr)* |
e consequentemente, através de s = jw, chega-se a
(I 4+ CP(s)Kr) (I +CP(s)Kp)" =
(4.17)
I+ u2Co(s)L (CO(s)L)" + p*y2CP(s)Kp (CP(s)Kp)"
O

A equagao (4.16) mostra a Identidade de Kalman para o observador de estados baseado
na sintese H,,. Observe agora a Identidade de Kalman para o observador de estados da

sintese Ho/LQG (que é o Filtro de Kalman-Bucy em si)

(I 4+ CO(jw)Kp) (I +CP(jw)Kp) =1+ u2CP(jw)L (CP(jw)L)" . (4.18)

Comparando-se a estrutura das duas Identidades de Kalman, verifica-se que a Iden-
tidade de Kalman para a sintese H., possui um termo adicional nao visto na sintese
Ho/LQG. Este termo adicional, como sera visto, possui um papel primordial na andlise
das propriedades de loop shaping do controle H,, e, portanto, a Identidade de Kalman

para o observador de estados baseado na sintese H., ¢ entao chamada de Identidade de
Kalman Generalizada (IKG).

E preciso ficar claro que a IKG em (4.16) somente é valida para H = C, uma das
condigoes para a ocorréncia do Principio de Recuperacao da Malha Objetivo, ao passo que

a Identidade de Kalman em (4.18) é valida sob quaisquer condi¢oes (nao necessariamente
para as condi¢oes de PRMO).

Outro ponto importante a se observar é que, como esperado, se v tende ao infinito,
ou seja, voltando-se a sintese Hy /LQG, a Identidade de Kalman Generalizada na equagao
(4.16) tende a Identidade de Kalman da sintese H,/LQG, uma vez que o termo adicional
vai a zero e a matriz de ganhos do observador de estados Kr da sintese H, tende a matriz
de ganhos K do Filtro de Kalman-Bucy (sintese H2/LQG).

Proposicao 4.2. Considere a FARG do requlador de estados baseado na sintese Hoo

ATX + XA+~ 2XLL"X — p?XBB'X + H'H=0. (4.19)
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Através de manipulagoes algébricas, é possivel converter a equagao (4.19) na sequinte
equacao

(I + Kc®(s)B)" (I + Kc®(s)B) = (4.20)
I+ 572 (H®(s)B) (HO(s)B) + p*y~2 (K ®(s) B)' Kod(s)B |

que, por sua vez, estard no dominio da frequéncia ao se fazer a substituicao do operador

de Laplace s = jw.

Prova: Sabendo-se que ao aplicar o PRMO a matriz L deve ser igual a matriz B e

rearranjando-se a equagao (4.19), tem-se que

~ATX — XA+ p2XBB"X =~2XBBTX + H'H . 4.21
p v

Adicionando-se o termo s/ X a ambos os membros da equagao (4.21), e sabendo-se

que sI X = Xsl, resulta em

~ATX — XA+ p2XBBTX + XsI =y ?XBB'X + H'H +sIX . (4.22)

Rearranjando-se a equagao (4.22) fornece

(—sI —A") X+ X (sI —A)+ p°XBB"X =y ?XBB"X +H'H . (4.23)

Tomando-se a resposta em frequéncia de (4.23), ou seja, fazendo-se a substituigdo

s = jw em (4.23), tem-se que

(—jwl — AT") X + X (jwl — A)+ p >XBB"X =+ *XBB"X + H'H . (4.24)

Sabendo-se que (— jwl — AT) é o complexo-conjugado transposto de (jwl — A), pode-

se reescrever (4.24) como

(jwl — A" X + X (jwl — A) + p 2 XBB"X =y 2XBB'X + H'H . (4.25)

Simplificando-se (4.25) através de ®(jw) = (jwl — A)~" fornece

(@' (jw))" X + X' (jw) + p*XBB"X =y 2XBBTX + H'H . (4.26)
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Multiplicando-se a equagao (4.26) por (®(jw)B)" pela esquerda resulta em

(®(jw)B)" (7 (jw))* X + (®(jw)B)* X' (jw) + p~2 (®(jw)B)* XBBTX = .
v 2(®(jw)B)" XBBTX + (®(jw)B)" H'H . '

Agora multiplicando-se (4.27) por ®(jw)B pela direita, tem-se que

(P(jw)B)" (27! (jw))" X P(jw) B + (®(jw) B)" X &~ (jw)P(jw) B+
1

p2(®(jw)B) X BBTX®(jw)B = v~ 2 (®(jw)B)* X BBT X ®(jw) B+ (4.28)
(®(jw)B)" HTH®(jw)B .

Através de manipulagoes algébricas em (4.28) é possivel chegar a

(<I>‘1(jw)<I>(jw)B)iX(I>(jw)B + (BTXT®(jw)B)" +

(.

v~

BT
(4.29)
p 2 (BTXT®(jw)B)" BTX®(jw)B = v~ 2 (BTXT®(jw)B)" BT X ®(jw)B+

(H®(jw)B)" HP(jw)B .
No entanto, sabe-se que X = X7 e entdo a equagao (4.29) pode ser reescrita como
BTX®(jw)B + (BT X®(jw)B)" + p~2 (BTX®(jw)B)" BT X ®(jw)B =

(4.30)
72 (BTX®(jw)B)" BT X®(jw)B + (H®(jw)B)" HO(jw)B .

Isolando-se o termo BT X da matriz de ganhos do regulador de estados e substituindo-o

em (4.30) fornece

pQKCq)(jw)B + p2 (KC(I)(]UJ)B)* + p2 (ch)(jw)B)* ch)(jw)B =

(4.31)
77?0 (Ko®(jw)B)" Ko®(jw)B + (H®(jw)B)" HO(jw)B .
Adicionando p?I a ambos os membros da equagao (4.31) fornece
P+ p*Ke®(jw) B + p* (Ke®(jw) B)" + p* (Ke®(jw) B)" Ke®(jw)B = (432)

Pl +72p* (Ke®(jw)B)" Ke®(jw)B + (H®(jw)B)" H®(jw)B .
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Dividindo-se a equacao (4.32) por p? resulta em

I+ Ko (jw)B + (Ke®(jw)B)' + (Kc®(jw)B) (Ko®(jw)B) =

(4.33)
I+772p* (Kc®(jw)B)" (Kc®(jw)B) + p~* (HP(jw)B)" (Kc®(jw)B)
Através de uma identidade matricial, é possivel reduzir a equagao (4.33) a
(I + Kc®(jw)B) (I + Kc®(jw)B) =

(4.34)

I+ p72 (HO(jw)B)" (HP(jw)B) + p*7* (Kc®(jw)B)" Kc®(jw)B ,

e finalmente tomando-se s = jw novamente, tem-se que
(I + Kc®(s)B)" (I + Kc®(s)B) =

(4.35)

I+ p72 (H®(s)B)" (H®(s)B) + p*v7? (Kc®(s)B)" Kc®(s)B ,
]

A equagao (4.34) mostra a Identidade de Kalman para o regulador de estados baseado
na sintese H.,. Observe agora a Identidade de Kalman para o regulador de estados da

sintese H2/LQG (que é o Regulador Linear Quadratico em si)

(I + Kc®(jw)B)" (I + Kc®(jw)B) = I + p~2 (HO(jw)B)* (H®(jw)B) . (4.36)

Comparando-se a estrutura das duas Identidades de Kalman, verifica-se que a Iden-
tidade de Kalman para a sintese H,, possui um termo adicional nao visto na sintese
Ho/LQG. Este termo adicional, como serd visto, possui um papel primordial na anélise
das propriedades de loop shaping do controle H., e, portanto, a Identidade de Kalman
para o regulador de estados baseado na sintese H., é entao chamada de Identidade de

Kalman Generalizada.

E preciso ficar claro que a IKG em (4.34) somente é vélida para L = B, uma das
condicoes para a ocorréncia do Principio de Recuperacao da Malha Objetivo, ao passo que

a Identidade de Kalman em (4.36) ¢ valida sob quaisquer condi¢oes (ndo necessariamente
para as condigoes de PRMO).

Outro ponto importante a se observar é que, como esperado, se v tende ao infinito,
ou seja, voltando-se a sintese Hy/LQG, a Identidade de Kalman Generalizada na equagao
(4.34) tende a Identidade de Kalman da sintese H,/LQG, uma vez que o termo adicional

vai a zero e a matriz de ganhos do regulador de estados K¢ da sintese H,, tende a matriz



4.2 Propriedades de Loop Shaping para o Controle Hoo /LTR pela Saida 74

de ganhos K¢ do Reguldor Linear Quadrético (sintese Ha/LQG).

A Identidade de Kalman Generalizada em (4.34) ja havia sido apresentada em [16],

porém, propriedades de loop shaping nao foram derivadas dela, como sera feito a seguir.

4.2 Propriedades de Loop Shaping para o Controle
H./LTR pela Saida

A sec@o 3.3 mostrou que a matriz de transferéncia de malha aberta G(s)K (s) tende a
matriz de transferéncia do observador de estados C®(s)Kr a medida que o parametro p
tende a zero pela direita. Se o parametro p fosse idealmente feito igual a zero, recuperar-
se-ia a matriz de transferéncia do observador de estados C®(s)Kr completamente. No
limite de p tendendo a zero pela direita, a sensibilidade na saida da malha se torna

lim So(s) = (I +Cd(s)Kp) ™", (4.37)

p—0t

e o rastreamento na saida (ou sensibilidade complementar na saida) é

lim Tp(s) = CO(s)Kp (I +CO(s)Kp) " . (4.38)

p—0t
Como visto no Capitulo 2, o rastreamento também é dado por

lim To(s) = (I + CO(s)Kp) " CP(s)Kp . (4.39)
p—
Considere a IKG em (4.16). Considere também um vetor v € C™ qualquer, onde m é
o numero de entradas da planta, tal que v # 0. Multiplicando-se a IKG em (4.16) por v*
pela esquerda e por v pela direita, tem-se que
v (I 4+ CP(jw)Kp) (I + CO(jw)Kr) v =v*v+

(4.40)
20 CO(jw)L (CP(jw)L)* v + p2y20*CP(jw)Kr (CP(jw)KFp) v .

Por construgio, a matriz (I + C®(jw)Kp) (I + C®(jw)Kp)* é positiva semidefinida,
e entdo o membro esquerdo de (4.40) fornece um escalar positivo ou igual a zero. Também

por construcao, todos os termos do membro direito de (4.40) fornecem um escalar positivo.

Sejam M € C™*™ e N € C™™ duas matrizes. A seguinte equagao

M>N (4.41)
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¢ dita uma desigualdade matricial se

v*"Mv > v*Nv , Yo #0. (4.42)

Uma vez que cada um dos trés termos do membro direito de (4.40) é no minimo
positivo ou igual a zero e o membro esquerdo de (4.40) também é positivo ou igual a zero,

tem-se que as seguintes desigualdades podem ser obtidas

(I +CP(jw)Kp) (I +CO(jw)Kp)" > 1T, (4.43)
(I 4+ CO(jw)Krp) (I + CP(jw)Kp)" > pu 2Co(jw)L (CP(jw)L)" | (4.44)
(I + CO(jw)Krp) (I + CO(jw)Kp)" 2 p*y*CO(jw) Kr (CO(jw)Kr)" . (4.45)

Uma vez que (I + CP(jw)Kr) e CP(jw)L devem ser matrizes quadradas e inversiveis,

pode-se reescrever (4.44) como
(T + CO(jw) Kr)' ] (T + CO(jw)Kr) ™" < p? [(CB(jw) L) (CO(jw)L) ™", (4.46)
[(T+ CO(jw)Kp) '] (I + C®(jw)Kp) ™" < p® [(CO(jw)L) ] (CO(jw)L) ™" (4.47)
Como consequéncia de (4.37), tem-se que

lim S5 (jw)So(jw) < 4 [(CP(jw)L) ™| (CD(jw)L)™" . (4.48)

p—0t
Extraindo-se o valor singular ' maximo de (4.48) resulta em

1 G [S0(je)] < 1 o [(CR()L) 7] (4.49)

A equagao (4.49) mostra que o méximo valor singular da sensibilidade na saida da
malha é limitado pelo maximo valor singular de (C®(s)L)"". A equacio (4.49) j& é um
resultado conhecido da teoria de controle LQG/LTR. Naturalmente, este também é um
resultado que se esperava para o controle H.,/LTR apresentado neste trabalho. Logo,
tem-se um procedimento formal para dar forma a funcao de sensibilidade na saida da

malha objetivo no dominio da frequéncia em termos de valores singulares.

As seguintes expressoes sao obtidas ao se inverter (4.43)

(I 4+ CO(w)Kp)] " (I +CO(juw)Kp) ' <1 . (4.50)

1Pela expressao “extrair os valores singulares” entenda-se aplicar a definicao de valores singulares.
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(1 + CV(jw)Kr) '] (I + CO(jw)Kp) " < T (4.51)
Como consequéncia de (4.37), a equagao (4.51) pode ser reescrita como
pl_i}r(1)1+ So(jw)So(jw) < I . (4.52)
Extraindo-se o valor singular maximo de (4.52), chega-se a
lim+ Omax [So(jw)] < 1. (4.53)

p—0

A equacgao (4.53) mostra que a sensibilidade na entrada da malha ¢ limitada e nunca

assume valores elevados. Em algumas faixas de frequéncia este valor pode nao ser ade-

quado, e entdo é necessario contar com a restricdo imposta por (4.49). Este resultado

também j& era conhecido do controle LQG/LTR e foi também demonstrado para o con-

trole H.,/LTR proposto.

Somando-se 1 a ambos os membros de (4.53), tem-se que

im0y [So(jw)] +1< 2.

p—0
De [24], tem-se que a seguinte desigualdade é valida

Omax [TO(]UJ)] S Omax [SO(]W)] +1.

Combinando-se as desigualdades em (4.54) e (4.55), tem-se que

hHl7L Omax [To(jw)] < Omax [SO(jw)] +1<2

p—0

que por sua vez pode ser reescrita como

im0y To(jw)] < 2.

p—0

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

A equacao (4.57) mostra que o rastreamento do sistema também é limitado e nunca

assume valores elevados. Este também ¢é um resultado conhecido do controle LQG/LTR

e que naturalmente se apresenta no controle H.,/LTR proposto.

Considere a equagao (4.51). Multiplicando-a por (C®(jw)Kr)" pela esquerda e por
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C®(jw)KF pela direita, tem-se que

(CO(jw)Kr)* [(I + CP(jw)Kr) '] (I + CO(jw)Kr) ' CO(jw)Kr <
(CP(jw)Kr) CO(jw)Kr , (4.58)

(1 + CP(ju)Kp) " CO(jw)Kr] (I + CP(jw)Kr) ' CO(jw)Kr <
(CP(jw)Kp) CO(jw)Kp . (4.59)

Como consequéncia de (4.39) e extraindo-se o valor singular médximo de (4.59), chega-

se a

lm opax [To(jw)] < Omax [CP(Jw) K| . (4.60)

p—0+t

Embora a equacao (4.60) nao fornega uma ferramenta com um parametro livre para
dar forma ao rastreamento na saida assim como na sensibilidade na saida, ela é 1til para
verificar os valores singulares do rastreamento na saida principalmente em altas frequén-
cias. Esta também é uma propriedade encontrada no controle LQG/LTR e naturalmente

também estd presente no controle H../LTR.

No entanto, conforme mencionado anteriormente, existe um termo na IGK que nao é
encontrado na sintese LQG/Hs, o qual se origina da sintese H,,. Multiplicando-se (4.45)
pela esquerda por (I + C’<I>(jf,u)Kp)71 e pela direita por [(I + C@(jw)KF)*]fl, tem-se

2

«Q

(I + CP(jw)Kr) ' CO(jw)Kp (CO(jw)Kp) [(I + COP(jw)Kp)] " < M—f o (4.61)
(I + CO(jw)Kp) ™ CB(jw)Kp (CP(jw)Kp)" [(I + CO(jw)Kp) '] < 2—21 , (4.62)
(I +CP(jw)Kr) ' CO(jw)Kp [(I + CO(jw)Kr) ™ CP(jw) K] < 2—21 . (4.63)

Como consequéncia de (4.39) e extraindo-se o valor singular médximo de (4.63), chega-
se a

lim Omax [T()(]CU)] <

p—0+

(4.64)

“‘:IQ

A equagao (4.64) mostra a propriedade fundamental do controle H.,/LTR: uma fer-
ramenta para limitar ainda mais o rastreamento na saida da malha além daquela obtida
através de (4.57). Um conceito intuitivo para sistemas SISO é o de que o maximo pico do
rastreamento estd diretamente relacionado com o maximo pico da saida na resposta ao

degrau [33]. Espera-se entao que tal conceito possa ser estendido para sistemas MIMO,
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e entdo a ferramenta adicional proporcionada pela equagao (4.64) permite ao controle
Hoo/LTR uma diminuigao do overshoot da malha através de um procedimento em essén-
cia similar ao controle LQG/LTR. Observe que se v tender ao infinito, a equagao (4.64)
perde seu significado em face a equagao (4.57), mostrando de outra forma que o controle

Ho/LTR pode ser visto como uma generalizagao do controle LQG/LTR.

Desta forma, as restri¢oes de loop shaping do controle H, /LTR pela saida sao resu-

midamente dadas por

plig{r Omax [So(jw)] <min (1, 1 Omax [(C’(I)(jw)L)fl}) (4.65a)
,}L%i Omax [T0(Jw)] < min (2 I O max (C@(jw)KF)) : (4.65b)

4.3 Propriedades de Loop Shaping para o Controle
H~/LTR pela Entrada

A se¢ao 3.3 mostrou que a matriz de transferéncia de malha aberta vista pela entrada
K (s)G(s) tende a matriz de transferéncia do regulador de estados K¢®(s)B a medida que
o parametro u tende a zero pela direita, se G(s) for quadrada e de fase-minima e a matriz L
for feita igual a matriz B. Se o parametro u fosse idealmente feito igual a zero, recuperar-
se-ia a matriz de transferéncia do regulador de estados Kc®(s)B completamente. No
limite para p tendendo a zero pela direita, a sensibilidade na entrada da malha se torna

lim S;(s) = (I + Kc®(s)B) ™", (4.66)

n—0t+

e o rastreamento na entrada (ou sensibilidade complementar na entrada) é

lim Ty(s) = Kc®(s)B (I + Ko®(s)B) ™" . (4.67)

u—0t

Como visto no Capitulo 2, o rastreamento na entrada também pode também ser dado
por
lim Ty(s) = (I + K¢®(s)B) ' Ko®(s)B . (4.68)

u—0t

De maneira semelhante ao que foi feito para a IGK do observador de estados, a IGK

para o regulador de estados em (4.34) pode ser vista em fungao das seguintes desigualdades

(I + Ke®(jw)B)* (I + Ke®(jw)B) > I, (4.69)
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(I + Kc®(jw)B)" (I + Kc®(jw)B) > p~* (H®(s)B)" (H®(s)B) , (4.70)
(I + Kc®(jw)B)" (I + Kc®(jw)B) = p*7~* (Kc®(jw)B)" Kc®(jw)B . (4.71)

Uma vez que (I + Ko®(jw)B) e HP(jw)B devem ser matrizes quadradas e inversiveis,

pode-se reescrever (4.70) como
(I + Ke®(jw)B) ™' [(I + Ko®(jw)B)) < p* (H(s)B) ™ [(HP(s)B)] ",
(I + Ke®(jw)B) ™ [(I + Ke®(jw)B) '] < p* (H®(s)B) " [(HO(s)B)™']"  (4.72)

Como consequéncia de (4.66), tem-se que

lim Sy (jw)S; (jw) < o (H(s)B) " [(He(5)B)"']" . (4.73)

n—0
Extraindo-se o valor singular maximo de (4.73) resulta em

lim+ Omax [S1(JwW)] < P Omax [(H@(jw)B)_l} : (4.74)

n—0

A equagao (4.74) mostra que o maximo valor singular da sensibilidade na entrada da
malha é limitado pelo méximo valor singular de (H®(s)B) ™. A equacio (4.74) j& é um
resultado conhecido da teoria de controle LQG/LTR. Naturalmente, este também é um
resultado que se esperava para o controle H.,/LTR apresentado neste trabalho. Logo,
tem-se um procedimento formal para dar forma a funcao de sensibilidade na entrada da

malha objetivo no dominio da frequéncia em termos de valores singulares.

As seguintes expressoes sao obtidas ao se inverter (4.69)

(I + Kc®(jw)B) ' [(I + Ke®(jw)B) ' < 1, (4.75)
(I + Ke®(jw)B) ™ [(I + Ke®(jw)B) '] < T (4.76)

Como consequéncia de (4.66), a equagao (4.76) pode ser reescrita como

lim S;(jw)S;(jw) < 1. (4.77)

u—0+t
Extraindo-se o valor singular méximo de (4.77), chega-se a

lim+ Omax [S1(Jjw)] < 1. (4.78)

n—0

A equagao (4.78) mostra que a sensibilidade na entrada da malha é limitada e nunca
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assume valores elevados. Em algumas faixas de frequéncia este valor pode nao ser ade-
quado, e entdo é necessario contar com a restricdo imposta por (4.74). Este resultado
também j& era conhecido do controle LQG/LTR e foi também demonstrado para o con-

trole Ho/LTR proposto.

Somando-se 1 a ambos os membros de (4.78), tem-se que

lm ogay [ST(Jw)] +1 < 2. (4.79)
u—0+
Sabendo-se que [24]
Omax [11(jw)] < Omax [S1(jw)] + 1, (4.80)

e entdo combinando-se esta desigualdade com (4.79), tem-se que

. O [T7(j0)] < O [S1(jw)] +1 < 2 (4.81)

pn—0

que por sua vez pode ser reescrita como

. 0y [T7(je)] < 2. (4.82)

n—0

A equagao (4.82) mostra que o rastreamento na entrada do sistema também é limitado
e nunca assume valores elevados. Este também ¢é um resultado conhecido do controle
LQG/LTR e que naturalmente se apresenta no controle H.,/LTR proposto.

Considere a equacao (4.76). Multiplicando-a por (Kc®(jw)B)* pela direita e por
Kc®(jw)B pela esquerda, tem-se que

Kc®(jw)B (I + Kc®(jw)B) ™' [(I + Kc®(jw)B) '] (Ke®(jw)B)* <
Ko®(jw) (Ke®(jw)B)* , (4.83)
Ko®(jw)B (I + Kc®(jw)B) ™ [Ke®(jw)B (I + Ko®(jw)B) '] <
Ke®(jw)B (Ke®(jw)B)* . (4.84)

Como consequéncia de (4.67) e extraindo-se o valor singular maximo de (4.84), chega-
se a
lim+ Omax [T1(jw)] < Omax [KcP(jw)B] . (4.85)

n—0

Embora a equagao (4.85) nao fornega uma ferramenta com um parametro livre para
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dar forma ao rastreamento na entrada assim como na sensibilidade na entrada, ela é ntil
para verificar os valores singulares do rastreamento na entrada. Esta também é uma

propriedade encontrada no controle LQG/LTR e naturalmente também estd presente no
controle H.,/LTR.

No entanto, conforme mencionado anteriormente, existe um termo na Identidade de
Kalman Generalizada que nao é encontrado na sintese LQG/Hsz, o qual se origina da
sintese Hoo. Multiplicando-se a equacao (4.71) por (I + Kc®(jw)B)™" pela direita e por
(I + KC(I)(jw)B)*]_l pela esquerda, tem-se

(I + Ko®(jw)B)] (Ko®(jw)B)" Ke®(jw)B (I + Ko®(jw)B) ™" < Z—zf , - (4.86)

(7 + Ko®(je)B) ] (Ko®(jw) BY Ked(jw) B (I + Keb(w)B) " < L1, (487)

[Ko®(jw)B (I + Ko®(jw)B) ] Ke®(jw)B (I + Ko®(jw)B) ™ < 121 . (4.88)

Como consequéncia de (4.67) e extraindo-se o valor singular médximo de (4.88), chega-

se a

. Oy [T7 ()] <

pn—0

. (4.89)

ESR R

A equagao (4.89) mostra a propriedade fundamental do controle H.,/LTR pela en-
trada: uma ferramenta para limitar ainda mais o rastreamento na entrada da malha além
daquela obtida através de (4.82). Observe que se 7 tender ao infinito, a equacao (4.89)
perde seu significado em face a equacao (4.82), mostrando de outra forma que o controle

Ho/LTR pode ser visto como uma generalizagao do controle LQG/LTR.

Desta forma, as restri¢oes de loop shaping do controle H.,/LTR pela entrada sao

resumidamente dadas por

,}E& Omax [Sr(jw)] < min (1, p omax [(H(I)(jw)B)fl}) (4.90a)
ng(r)l+ Omax [17(jw)] < min (2 ) Tmax [KC<I>(jw)B]> . (4.90b)

4.4 Formalizacao das Etapas do Procedimento

O procedimento geral para a aplicacao da solucao de controle H,/LTR poderia ser

dividido nas seguintes etapas:
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e Definicao da Malha Objetivo: através da escolha de L, e v (ou H, p e 7,
para o caso de PRMO pela entrada) apropriados projete uma malha objetivo que
tenha o comportamento dinamico desejado no dominio da frequéncia através do
conjunto de restri¢oes (4.65) (ou conjunto de restri¢oes (4.90), no caso de PRMO
pela entrada). Neste passo, apesar das escolhas dos parametros L, p e 7 serem
feitas de forma empirica, é interessante notar o comportamento da malha objetivo
ao se alterar os valores como, por exemplo, acelerar a resposta do sistema ao se
diminuir o parametro p, diminuir o overshoot da malha ao se diminuir 7, entre
outros fatores. Um bom ponto de partida para se determinar a matriz L é fazé-la
inicialmente igual a matriz B, e depois alterar iterativamente os valores de forma a
se obter uma malha objetivo aceitavel. Convém lembrar que os parametros L, u e
~ aqui sao designados livremente para cumprir com o propésito de loop shaping, ao
invés de um contexto de estimagao e controle estocastico 6timo (como no controle
LQG tradicional). Neste passo também ja deve ser definido se é desejada a inclusao
de integradores para a eliminagao do erro em regime permanente, uma vez que esta
expansao ird alterar a dimensao da matriz L. Existem métodos classicos para a

parametrizacao da malha objetivo no controle LQG/LTR [10], [34].

e Recuperacao da Malha Objetivo: de posse de uma malha objetivo com ca-
racteristicas de desempenho desejaveis, tanto no dominio da frequéncia como no
dominio do tempo, projeta-se uma série de matrizes de ganhos do regulador de es-
tados K¢ através da EARG para o regulador de estados (matrizes de ganhos K,
para o caso de PRMO pela entrada) de forma a se aproximar a malha de controle
“real” G(s)K(s) a malha objetivo C®(s)Kp, através da reducdo iterativa do para-
metro p, fazendo-o tender a zero pela direita (de forma dual, aproximar K(s)G(s)
de Kc®(s)B diminuindo-se ). Nesta etapa, é importante observar o grau de recu-
peragao da malha objetivo em relagao aos valores do ganho K¢, pois ganhos muito
elevados podem prejudicar a factibilidade fisica do compensador, saturar os atua-
dores e aumentar o consumo de energia. Logo, o mais importante neste passo é
buscar uma boa solu¢ao de compromisso entre recuperacao da malha objetivo e o
“esforco” de controle, representado pelos aspectos citados anteriormente. Como um
bom critério para se aproximar a malha de controle real a malha objetivo, pode-se
comparar a resposta ao degrau de ambas. Existem outras literaturas que sugerem
diversas formas de se determinar um grau satisfatério de recuperacao. Em [32] é
sugerido um método para avaliar se o erro entre a malha “real” G(s)K(s) e a malha

objetivo C®(s)Kr é pequeno em uma ampla faixa de frequéncias como uma forma
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de determinar o grau de recuperacao da malha objetivo. Em [13], [14], [15], [16] e
[18], entre outros, sugere-se minimizar a norma H., da funcdo erro entre a malha
“real” e a malha objetivo. Ressalta-se que neste trabalho a metodologia para avaliar
o grau de recuperacao da malha objetivo serd simplesmente comparar a resposta ao

degrau da malha “real” e da malha objetivo.
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5 FExemplos de Aplicacao

Nesta secao serao vistos dois exemplos de aplicagdo da metodologia H.,/LTR pro-
posta: primeiro, o controle da dinamica longitudinal linearizada de um caca F8 sera apre-
sentada. Em seguida, o controle de arfagem e guinada de um modelo em escala reduzida

de um helicéptero de dois graus de liberdade (2 DOF Helicopter) sera apresentado.

O primeiro exemplo de aplicacao é conduzido com o objetivo de demonstrar, como um
exercicio numérico, a eficacia da metodologia proposta. Portanto, os controladores obtidos
nao tem como objetivo aplicacoes praticas reais. J4& o segundo exemplo de aplicagao
contard com, além de resultados numéricos de simulacao, resultados experimentais feitos
um um protétipo fabricado pela empresa canadense QUANSER, direcionado ao problema

de regulagao para rejeicao de disturbios no angulo de guinada.

5.1 Controle da Dindmica Longitudinal de um Cacga
F8

5.1.1 Modelo da Planta

O caga F8 foi utilizado no desenvolvimento do sistema digital “fly-by-wire” pela Agén-
cia Espacial Norte Americana (NASA) em 1972, através do Centro de Pesquisas de Voo
Dryden (Dryden Flight Research Centre). A dinamica longitudinal linearizada para o
caca voando a uma altitude constante de 30000 pés e com velocidade constante 1,2 Mach
é [20]

g = —0,8G —0,0006a — 13,24 — 190, — 2,50

it = —0,0140 — 16,646 — 32,20, — 0,665, — 0,5, (5.1)
& = G—0,0001d — 1,654 — 0,163, — 0, 65; |
0=1q,

onde ¢ é a perturbacao na taxa de variacao do angulo de arfagem, u é a perturbagao

na velocidade horizontal, & é a perturbacao no angulo de ataque e 6 é a perturbacao no
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angulo de arfagem. As entradas de comando sao a perturbacao na deflexdo do angulo
do profundor o, € a perturbacao na deflexao do angulo do flapperon Sf. As saidas a
serem controladas sao o angulo de arfagem perturbado e o angulo da trajetéria de voo
perturbado 7, = 0—a. Portanto, a planta é quadrada de dimensao 2x2. Reescrevendo-se

o modelo em variaveis de estado, tem-se

(i1 [ -08 —0,0006 —13,2 o |[4¢] [ —-19 —25]

i _ 0 —0,014 —16,64 —32,2 i . —0,66 —0,5 de

& 1 —0,0000 —1,65 0 & —0,16 —0,6 | | &,

o 1 0 0 0 0 0 0
- N L -7 N N (5.2)
- q -

6| |00 0 1 i 0 0 de

| oo -1 1]]a 003

0

De (5.2), é possivel inferir que o sistema apresenta dois pares de pdlos multivariaveis
complexo-conjugados em 515 = —1,2261+5 3,6083 e s34 = —0,0059%75 0, 0264, e um zero
de transmissao no semiplano a esquerda do eixo imaginario, localizado em s = —0, 0139,
caracterizando assim um sistema de fase-minima e estavel em malha aberta. Ainda pode
ser verificado que o modelo em varidveis de estado deste sistema é controlavel e observavel.

O diagrama de valores singulares do caca F8 em malha aberta é apresentado na Figura

3.

50
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min

Médulo [dB]
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Figura 3: Diagrama de valores singulares do caca F8 em malha aberta.

As Figuras 4 e 5 representam a resposta do sistema a um degrau unitario aplicado na

entrada de comando d, e & #, respectivamente.
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Figura 4: Resposta ao degrau unitario aplicado na deflexao perturbada do profundor do

caca F8 em malha aberta.
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Figura 5: Resposta ao degrau unitario aplicado na deflexao perturbada do flapperon do

caga F8 em malha aberta.

Observando-se as Figuras 4 e 5 nota-se que a resposta ao degrau unitario em cada
uma das entradas de comando do caca F8 em malha aberta apresenta grandes oscilacoes

e erro em regime permanente, além de um alto tempo de acomodacao.

O sistema nao apresenta poélos na origem em malha aberta. No intuito de eliminar o
erro em regime permanente para uma entrada do tipo degrau no sistema, faz-se necessario
a inclusao de integradores na malha de controle. O uso de integradores, além de auxiliar
o loop shaping da malha objetivo [33], é recomendado nos casos onde sejam necesséarios

e possiveis de serem utilizados [10]. A expansao por pélos na origem (na entrada) de um
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sistema descrito através de variaveis de estado é dada por

A B0
Geg=|0 0[I]. (5.3)
C D|0

E importante ressaltar que esta expansao pode afetar a controlabilidade ou a observa-
bilidade do sistema. No entanto, para o caso especifico estudado, a expansao por polos na
origem nao afeta a controlabilidade ou observabilidade, uma vez que as matrizes de con-
trolabilidade e observabilidade do sistema expandido possuem posto completo de linhas e

colunas, respectivamente.

5.1.2 Definicao da Malha Objetivo

Para este exemplo de aplicacao sera o utilizado o PRMO pela saida. Por isso, em
toda esta secao, quando for dito sensibilidade deve-se entender na realidade sensibilidade

na saida, e quando for dito rastreamento subentende-se rastreamento na saida também.

O primeiro passo para o projeto H.,/LTR é definir a malha objetivo. Existem algumas
metodologias que auxiliam a parametrizacdo da malha objetivo para o controle LQG/LTR
[10, 34] e recentemente uma metodologia proposta e generalizada para o controle H.,/LTR
foi apresentada em [35]. No entanto, para efeito de simplicidade e com o objetivo de

demonstrar a eficicia da sintese proposta, utilizar-se-a os seguintes parametros

C -
0
0
0

0,1
0

_ o O O o O

que foram encontrados através de um processo de tentativa e erro. Através de diversas
simulagoes, verificou-se que a malha objetivo fornecia melhores resultados se a matriz L
fosse particionada em uma matriz “superior” de ordem 4 X 2 e uma “inferior” de ordem
2 x 2. Inicialmente, ajustou-se a matriz superior para uma matriz de zeros e a matriz
inferior para uma matriz identidade. Ainda assim alguns ajustes na matriz inferior de
L foram feitos para se obter uma malha objetivo desejavel. Ja o parametro u = 6 foi

escolhido de forma a adequar a resposta da malha objetivo e o parametro 7 foi escolhido
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para se obter uma restricao do rastreamento na saida em termos de valores singulares

entre 1 e 2, e foi adotado entao o valor v = 7.

De posse dos parametros anteriores, calcula-se o ganho K, que é igual a
T
P 0,0727 0,0727 0,0411 0,5435 —0,0322 0,0345 (5.5)
" 0,0774 4,0202 —0,0709 0,5024 0,0035 0,3217 ' '

Com isto, pode-se elaborar o diagrama de valores singulares com as restrigoes de loop
shaping da malha objetivo em termos da sensibilidade (equac@o (4.65a)) e rastreamento

(equacao (4.65b)), que podem ser visualizadas, respectivamente, pelas Figuras 6 e 7.
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Figura 6: Restricoes de loop shaping para a sensibilidade da malha objetivo para o caca
F8.
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Figura 7: Restricoes de loop shaping para o rastreamento da malha objetivo para o caca

F8.

Em seguida, obtém-se a resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia R,



5.1 Controle da Dinamica Longitudinal de um Caca F8 89

(que esté relacionada com a saida ) e Ry (que estd relacionada com a saida 4p) da malha

objetivo, que pode ser vista na Figura 8.
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Figura 8: Resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia da malha objetivo para
o caga F8.

Verificando-se a Figura 8 conclui-se que os overshoots em ambas as saidas estao bem
préximos e equivalem a aproximadamente 8,5%. Cabe salientar aqui novamente que o
proposito de se aplicar um degrau nas duas entradas de referéncia ao mesmo tempo é

simplesmente um exercicio numérico.

Num procedimento padrao, as restricoes de loop shaping de sensibilidade e rastrea-
mento e a resposta ao degrau da malha objetivo deveriam ser verificadas se estao satis-
fatérias. No entanto, como o objetivo é demonstrar a eficicia da metodologia proposta
numericamente, assumir-se-a que esse desempenho esta satisfatério e entao os parametros

L, v e v vistos anteriormente serao adotados.

5.1.3 Recuperacao da Malha Objetivo

A préxima e ultima etapa consiste em aproximar a malha de controle “real” G(s) K (s)
a malha objetivo C®(s) K, através de uma série de ganhos K¢, que sao feitos reduzindo-
se o valor do parametro p. Conforme descrito anteriormente, um bom método para se
averiguar o grau de recuperagao da malha objetivo é comparar-se a resposta ao degrau
em ambas as entradas de referéncia da malha de controle real G(s)K(s) com a da malha

objetivo C®(s) K.

Com os parametros L, p e v adotados anteriormente e mantidos constantes, o para-

metro p foi feito primeiramente igual a 1 e entao obteve-se o grafico da resposta ao degrau
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unitdrio em ambas as entradas de referéncia R; e Ry da malha real (p = 1) e da malha

objetivo (p — 0), como pode ser visto na Figura 9.
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Figura 9: Resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia para a malha de controle
com parametro p = 1 e para a malha objetivo do caca F8.

Da Figura 9, depreende-se que a malha real nao estd satisfatoriamente aproximada
a malha objetivo desejada, sendo necessaria uma reducao no parametro p. Sendo assim,
reduz-se o parametro p em dez vezes. Desta forma, um novo grafico de resposta ao degrau
unitario em ambas as entradas de referéncia para a malha real com p = 0,1 e a malha

objetivo é entao plotado, que pode ser visto na Figura 10.
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Figura 10: Resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia para a malha de
controle com parametro p = 0,1 e para a malha objetivo do caca F8.

A Figura 10 mostra que, para o parametro p = 0,1 a malha de controle real G(s)K(s)
ainda nao estd satisfatoriamente aproximada da malha objetivo C®(s)Kp. Reduzindo-se

o parametro p mais dez vezes, obtém-se um novo grafico de resposta ao degrau unitario
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em ambas as entradas de referéncia para a malha real com p = 0,01 e a malha objetivo,

que pode ser visto na Figura 11.
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Figura 11: Resposta ao degrau em ambas as entradas de referéncia para a malha de
controle com parametro p = 0,01 e para a malha objetivo do caca F'8.

Analisando-se Figura 11, pode-se inferir que as respostas da malha de controle com
p = 0,01 e da malha objetivo estao muito préximas, indicando que um grau satisfatorio de
recuperacao da malha objetivo foi alcancado. Reduzindo-se ainda mais o parametro p nao
acarretaria uma melhoria no desempenho, mas somente traria problemas como um maior
consumo de energia e factibilidade fisica do compensador (em funcao dos altos ganhos).

Para p = 0,01, o ganho K¢ é

. _ | 14,6830 0,0004 26,7990 1153005 23,4266 0,7568 56)
¢ 0,4041 0,0015 —73,7078 81,8842  0,7568 9,2658 | '

Convém salientar que para os parametros escolhidos as condigoes para a existéncia do

controlador H., sao satisfeitas.

Os valores singulares da sensibilidade mista para a malha de controle podem ser visu-
alizadas através das Figuras 12 e 13, nas quais a curva em vermelho denota as restrigoes

impostas pelo conjunto de equagoes (4.65).

H&4 uma pequena violacao na restricao da sensibilidade que é justificada pelo fato
do parametro p nao poder ser idealmente igual a zero. Se essa violagao fosse critica e
indesejada em uma aplicagao real, poderia diminuir-se ainda mais o parametro p para

atenué-la.
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Figura 12: Diagrama de valores singulares para a sensibilidade da malha de controle do
caca F8.
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Figura 13: Diagrama de valores singulares para o rastreamento da malha de controle do
caca F8.

5.1.4 O Efeito do Parametro ~

Sabendo-se que a metodologia proposta tem como principal atrativo a redugao do
overshoot através da reducao do parametro v, e que para y tendendo ao infinito recupera-
se a sintese LQG, é interessante notar o comportamento do sistema em funcao de varios
parametros v, para a resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia R;
e Ry, e que pode ser visto na Figura 14. Os outros parametros de controle permanecem

OS IMesImos.

A Figura 14 mostra um resultado esperado para a metodologia proposta H.,/LTR

na saida: uma redugao no overshoot do sistema possibilitada pela redugao do parametro
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Figura 14: Resposta ao degrau nas entradas de referéncia R, e Ry para diferentes para-
metros v da malha de controle do caga F8.

v (uma vez que p foi mantido constante). Observe que o controle LQG (v — o0),
que nao apresenta este grau de liberdade na definicao da malha objetivo, apresenta o
maior overshoot entre os parametros v testados. De certa forma, a Figura 14 resume
graficamente as vantagens da metodologia proposta em relacao ao ja tradicional controle

LQG/LTR.

5.2 Controle de Arfagem e Guinada em um Modelo
Didatico de Helicéptero 2 DOF

Nesta secao serd visto um exemplo de aplicacao envolvendo um modelo didético de he-
licéptero de dois graus de liberdade em escala reduzida fabricado pela empresa canadense

QUANSER.

5.2.1 Modelo da Planta

O modelo, que pode ser visto na Figura 15, foi projetado e é comercializado pela

empresa canadense QUANSER.

A planta consiste em um modelo em escala reduzida de um helicéptero montado sobre
uma base fixa com duas hélices acopladas a dois motores de corrente continua. Devido
a construcao hé dois movimentos possiveis do modelo, sendo desta forma um helicéptero
de dois graus de liberdade: a rotacao em torno do eixo perpendicular ao plano da base,

chamado de eixo de guinada (yaw azis) e a rotagdo em torno do eixo perpendicular ao
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Figura 15: Helicoptero de dois graus de liberdade.

plano da ilustragao da Figura 15, chamado de eixo de arfagem (pitch axis). O angulo
formado pela posicao do nariz do helicéptero e o plano paralelo a base é chamado de
angulo de arfagem (pitch angle) e o angulo formado pela posi¢ao do nariz do helicéptero
e o plano perpendicular & base é chamado de angulo de guinada (yaw angle). O objetivo

entao ¢ controlar ambos os angulos de arfagem e guinada.

Tomando-se como referéncia a foto do modelo ilustrado pela Figura 15, e de maneira
a fazer uma analogia com helicépteros reais de maior porte, chamar-se-a o rotor que esta
situado na parte principal da fuselagem do helicoptero de rotor principal e o rotor que
estd situado na cauda do helicoptero de rotor de cauda. Ambos os rotores influenciam os
angulos a serem controlados, sendo o sistema portanto acoplado. As entradas de comando

sao a tensao aplicada no motor principal u, [V] e a tensao aplicada no motor de cauda u,.
[V].

Os angulos de arfagem 6 e guinada v sao medidos através de encoders. Os fios que
transmitem os sinais dos encoders estao ligados a uma escova deslizante posicionada sobre
a haste da base, de forma que permite um movimento de 360 graus em torno do eixo de
guinada sem que os fios se emaranhem na haste da base. Por caracteristica construtiva,

o angulo de arfagem esta limitado entre +40 e —40 graus.

As equagoes que determinam a dindmica do helicéptero sao

f = —0,24360 — 13,2025 cos(d — 0, 1745) + 0, 7787u, (5.7a)
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b = —0,1299 sec(#)s) + 0,0988u,, + 0, 2135w, . (5.7b)

Mais detalhes acerca do equacionamento do helicoptero podem ser encontrados em
[23].
Fazendo-se uma linearizacao em torno do ponto onde o angulo de arfagem e o angulo

de guinada sao nulos em relagao ao modelo nao-linear, de forma a obter um modelo linear,

obtém-se o seguinte modelo em variaveis de estado

[0 0 0 1 0 0 0 0

b 0o 0 0 1 W 0 0 i,

0 —2,2922 0 —0,2436 0 6 0,7787 0 Gie

b 0 0 0 —0,1299 b 0,0988 0,2135

) i (5.8)

6

0 100 0]][¢% 0 0]/[a

= R .

0 0100 0 0 0| @

<.

O modelo linearizado em (5.8) possui quatro pdlos multivariaveis, sendo dois deles
complexo-conjugados localizados em s; o = —0, 1218451, 509 e dois deles reais e distintos,
localizados em s3 = —0,1299 e s4 = 0 (pdlo na origem). J& os zeros de transmissao nao
existem, sendo o sistema portanto de fase-minima e instdvel em malha aberta. O modelo
em variaveis de estado deste sistema também é controlavel e observavel. O diagrama de

valores singulares da malha aberta pode ser verificado na Figura 16.
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Figura 16: Diagrama de valores singulares do modelo linearizado do helicéptero 2 DOF
em malha aberta.

O podlo na origem faz com que o sistema seja instavel em malha aberta, o que pode

ser visto nas Figuras 17 e 18, que representam um degrau de tensao de amplitude 1 [V]
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aplicado no motor principal e no motor de cauda, respectivamente.
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Figura 17: Resposta ao degrau unitario aplicado no motor principal do helicoptero 2 DOF
em malha aberta.
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Figura 18: Resposta ao degrau unitario aplicado no motor de cauda do helicéptero 2 DOF
em malha aberta.

Embora o sistema ja possua um polo na origem, é necessario fazer-se uma expansao
em pdélos na origem, assim como feito na secao 5.1.1 para o modelo do caga F8, de forma
a equalizar a resposta de ambas as saidas e garantir erro nulo em regime permanente para
uma entrada do tipo degrau em ambas as saidas. Testando a controlabilidade e a obser-
vabilidade do modelo sistema expandido, verifica-se que o mesmo se mantém controldvel

e observével.
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5.2.2 Projeto do Compensador e Resultados de Simulacao

Para este exemplo de aplicacao serd utilizado também o PRMO pela saida. Por
isso, em toda esta secao, quando for dito sensibilidade deve-se entender na realidade
sensibilidade na saida, e quando for dito rastreamento subentende-se rastreamento na

saida também.

O primeiro passo para a aplica¢do do controle H.,/LTR é a defini¢io da malha obje-

tivo. Através de um processo de tentativa e erro, chegou-se entao aos seguintes parametros

0 o
0 0

B p=3 (5.9)
0 0
50 0
0 20

Através de diversas simulagoes, verificou-se que a malha objetivo fornecia melhores
resultados se a matriz L fosse particionada da mesma maneira que o exemplo de aplicagao
anterior. Inicialmente fazendo-se a matriz superior como uma matriz de zeros e a inferior
como uma identidade, e depois procedendo-se ajustes na matriz inferior, chegou-se entao
na matriz L dada em (5.9). J4 o pardametro u = 3 foi escolhido de forma a adequar a

resposta da malha objetivo.

De forma a enfatizar a proposta deste trabalho, dois valores para o parametro -~y
deverao ser adotados: um serd v — oo e o outro serd v = 6. Espera-se, entao, que a
malha de controle com v = 6 possua menor overshoot em relacao a malha de controle

com v — oo. Com os parametros apresentados calculou-se os ganhos K

3,8005 0,2891 7,2638 1,0201 16,5891 —0,6424

T
. (5.10)
0,2895 2,1505 0,7002 2,3540 1,6061 6,6356

Knyaoo = [

T
4,7362 0,3644 8,4617 1,2291 19,1565 —0,7376] (5.11)

Kp,—¢=
i [0,3644 2,7258 0,8102 2,8360 1,8440 7,6626

A Figura 19 mostra a resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia
Ry (que estd relacionada com o angulo de arfagem) e Ry (que esté relacionada com o angulo
de guinada) da malha objetivo projetada para v — oo e a Figura 20 mostra a resposta ao

degrau unitario em ambas as entradas de referéncia R; e Ry da malha objetivo projetada
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para v = 6.
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Figura 19: Resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia R; e Ry da
malha objetivo para v — oo do helicéptero 2 DOF.
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Figura 20: Resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia R; e Ry da
malha objetivo para v = 6 do helicoptero 2 DOF.

Observando-se as Figuras 19 e 20 nota-se que houve, de fato, uma reducao no overshoot
de ambas as saidas na malha de controle com parametro 7y = 6 em relacao a malha
com parametro v — oo. Observe novamente que o intuito de se aplicar um degrau em
ambas as entradas de referéncia ao mesmo tempo é meramente um exercicio numérico.
O proximo passo seria encontrar um ganho Ko que faca com que a malha de controle
real se aproxime da malha objetivo dado pelo observador de estados. Através de diversas
simulagoes, verificou-se que para p = 0,0001 a dinamica da malha de controle real esta

suficientemente proxima a da malha objetivo. Logo, os ganhos Ko para os parametros
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desejados sao

9842,1 1004,5 987,6 81,3 39,4 0,5464

Koy oo = : (5.12)
—971,5 9949,4 —171,0 1531,6 0,5470 25,6
9834,2 1004,3 987,6 81,2 39,4 0,5458

KC’y:GZ (513)
—971,5 9949,4 —171,0 1531,5 0,5470 25,6

As Figuras 21 e 22 mostram, respectivamente, o diagrama de valores singulares da

sensibilidade da malha de controle para v — co e v = 6.
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Figura 21: Diagrama de valores singulares da sensibilidade da malha de controle para
v — oo do helicoptero 2 DOF.

20

0o SW)]

max
10 0, inlS(w)]
Restricao
ok
-10
o
S
2 -20
=
te]
=
30}
-40
-50
-60 —4 -3 ‘72 -1 0 1
10 10 10 10 10 10

Frequéncia [rad/s]

Figura 22: Diagrama de valores singulares da sensibilidade da malha de controle para
~v = 6 do helicéptero 2 DOF.

Em ambas as Figuras 21 e 22 a curva em vermelho denota a restricao da sensibilidade
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dada por pomax [(C’CD(jw)L)_l}, a curva em azul denota o maximo valor singular e a
curva em verde denota o minimo valor singular. Observa-se que o maximo valor singular
ultrapassa o limitante ligeiramente em ambos os graficos devido ao fato do parametro
p nao ser idealmente igual a zero. Isso pode ser comprovado através das Figuras 23 e
24, que mostram, respectivamente, o diagrama de valores singulares da sensibilidade da
malha objetivo, ou seja, quando p — 07, para v — oo e v = 6. Observa-se também
que para v = 6 os valores singulares da sensibilidade tendem a ser menores do que para

vy — 00.
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Figura 23: Diagrama de valores singulares da sensibilidade da malha objetivo (p — 07)
para 7 — oo do helicoptero 2 DOF.
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Figura 24: Diagrama de valores singulares da sensibilidade da malha objetivo (p — 07)
para 7 = 6 do helicéptero 2 DOF.

As Figuras 25 e 26 mostram, respectivamente, o diagrama de valores singulares do

rastreamento da malha de controle para v — co e v = 6.
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Figura 25: Diagrama de valores singulares do rastreamento da malha de controle para
v — oo do helicoptero 2 DOF.
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Figura 26: Diagrama de valores singulares do rastreamento da malha de controle para
~v = 6 do helicéptero 2 DOF.

Na Figura 26 a curva em vermelho denota o méximo valor singular dado pela restricao
v/ . Observe que na Figura 25 tal curva nao aparece no grafico pois a restrigao é infinita.
Em ambas as Figuras 25 e 26 a curva em azul denota o maximo valor singular e a curva
em verde denota o minimo valor singular. Observa-se que na Figura 26 o pico da curva de
maximo valor singular é menor que na Figura 25, fato que foi possibilitado pela restrigao
~v/u. Espera-se entdao que esta diminuigdo no pico da curva de méaximo valor singular

resulte em uma diminuicao do overshoot.

Isto pode ser verificado através das Figuras 27, 28, 29, 30, 31 e 32. As Figuras 27 e 28
mostram a resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia para o angulo de arfagem

para a malha com 7 — 0o e v = 6, respectivamente.
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Figura 27: Resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia para o angulo de arfagem

da malha de controle com v — oo do helicéptero 2 DOF.
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Figura 28: Resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia para o angulo de arfagem

da malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.

Jé& as Figuras 29 e 30 mostram a resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia

para o angulo de guinada para a malha com v — oo e v = 6, respectivamente.
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Figura 29: Resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia para o angulo de guinada

da malha de controle com v — oo do helicéptero 2 DOF.
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Figura 30: Resposta ao degrau unitario na entrada de referéncia para o angulo de guinada

da malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.

Por fim, as Figuras 31 e 32 mostram a resposta ao degrau unitario em ambas as

entradas de referéncia para a malha com v — co e v = 6, respectivamente.
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Figura 31: Resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia da malha de

controle com v — oo do helicoptero 2 DOF.
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Figura 32: Resposta ao degrau unitario em ambas as entradas de referéncia da malha de

controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.

Comparando-se a Figura 27 com Figura 28, Figura 29 com Figura 30 e Figura 31 com
Figura 32, nota-se que houve redugao no overshoot em todos os casos onde 7 = 6 em

relacao a 7 — 0o, comprovando o resultado esperado.

5.2.3 Resultados Experimentais

Com base nos controladores projetados e nas simulacoes da subse¢ao anterior, realizou-
se ensaios experimentais no helicoptero a fim de comprovar na pratica os resultados es-

perados para a metodologia proposta neste trabalho. O ensaio consiste em colocar o
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helicoptero no ponto de operacao no qual se obteve o modelo linearizado e em seguida
aplicar um distiurbio de 20 graus no angulo de guinada, sendo o sistema de controle,

portanto, do tipo regulador.

Fazendo-se os ensaios descritos para os controladores obtidos para v — oo e 7 = 6,
obtem-se as Figuras 33 e 34 para o comportamento do angulo de arfagem em relacao ao
disturbio aplicado e as Figuras 35 e 36 para o comportamento do angulo de guinada em
relacao ao disturbio. Em todas as figuras a curva em azul denota as medicoes feitas no

helicoptero e a curva em verde denota a simulacao do modelo nao-linear.
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Figura 33: Resposta do angulo de arfagem ao distirbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v — oo do helicoptero 2 DOF.
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Figura 34: Resposta do angulo de arfagem ao distturbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.
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A analise das Figuras 33 e 34 mostra que para o disturbio aplicado ha uma oscilacao
nao prevista para o angulo de arfagem. Credita-se tais oscilacoes a nao-linearidades pre-
sentes na dinamica real do helicéptero e nao consideradas no projeto dos compensadores.
Tais oscilagoes eram ainda maiores e foram diminuidas ao se fixar com parafusos a base
do protétipo no plano. Observe que as oscilagoes sao menores para o controlador com

~v = 6 do que para o controlador com v — 0o, como esperado.
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Figura 35: Resposta do angulo de guinada ao disturbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v — oo do helicoptero 2 DOF.
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Figura 36: Resposta do angulo de guinada ao distirbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.

Comparando-se as Figuras 35 e 36, nota-se que o resultado esperado de diminuicao

de overshoot para a malha com v = 6 realmente ocorreu e estd mais nitida em relagao
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ao angulo de arfagem. Tal diferenga entre as duas malhas de controle (entre v — oo e
~v = 6) foi de 5 graus aproximadamente. Novamente, oscilagoes indesejaveis e nao previstas
ocorrem para o angulo de guinada. Entretanto, para este caso tais oscilacoes sao mais
bem “comportadas” que para o angulo de arfagem. Observe que em ambos os casos, tanto
para o angulo de arfagem quanto para o angulo de guinada, ambos os controladores com
v — 00 e v = 6 possuem boa capacidade reguladora, ja que ambas as saidas tendem a

Zero a0 passo que o tempo aumenta.

As Figuras 37 e 38 mostram a tensao aplicada no motor de arfagem para as malhas

com vy — o0 e v = 6, respectivamente, quando o distirbio no angulo de guinada ¢é aplicado.
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Figura 37: Tensao no motor principal para o distirbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v — co do helicéptero 2 DOF.
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Figura 38: Tensao no motor principal para o distirbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.
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Jé& as Figuras 39 e 40 mostram a tensao aplicada no motor de guinada para as malhas

com v — 00 e v = 6 quando o disturbio é aplicado. Novamente, a curva em azul denota

as medicoes feitas e a curva em verde denota as simulacoes do modelo nao-linear.
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Figura 39: Tensao no motor de cauda para o distirbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v — co do helicéptero 2 DOF.
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Figura 40: Tensao no motor de cauda para o disturbio aplicado no angulo de guinada da

malha de controle com v = 6 do helicoptero 2 DOF.

A andlise das Figuras 37, 38, 39 e 40 mostra que devido as oscilagoes nao previstas

ha uma oscilagao também nas tensoes aplicadas nos motores. Observa-se também que as

tensoes nos motores cujas malhas possuem parametro v = 6 sao em geral maiores.

De forma a comprovar que as oscilagoes indesejadas decorrem de alguma dinamica nao

modelada do helicoptero real, um outro ensaio com caracteristicas diferentes foi elaborado.



5.2 Controle de Arfagem e Guinada em um Modelo Diddtico de Helicoptero 2 DOF 109

Este novo ensaio consiste em colocar o helicoptero na posicao de angulo de arfagem zero
e angulo de guinada zero (ponto de operagao para o qual o modelo linear foi obtido), e
entao nao aplicar qualquer distiurbio. Procedendo-se tal ensaio, obteve-se entao a resposta
do angulo de arfagem, do angulo de guinada, da tensao no motor principal e da tensao

no motor de cauda, que estao ilustradas, respectivamente, pelas Figuras 41, 42, 43 e 44.
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Figura 41: Resposta do angulo de arfagem do helicéptero 2 DOF quando nenhum distirbio

é aplicado.
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Figura 42: Resposta do angulo de guinada do helicoptero 2 DOF quando nenhum distirbio

¢ aplicado.
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Figura 43: Tensao no motor principal do helicoptero 2 DOF quando nenhum disturbio é

aplicado.
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Figura 44: Tensao no motor de cauda do helicéptero 2 DOF quando nenhum disturbio é

aplicado.

A analise das Figuras 41 e 42 revela que mesmo quando nenhum disturbio é aplicado
ha uma oscila¢do nao-prevista (indesejada) nos angulos de arfagem e guinada para ambos

os valores do parametro +.
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6 Conclusao

Neste trabalho foi proposta a tese de que o Principio de Recuperagao da Malha Obje-
tivo ocorre para a sintese H,, assim como ocorre para a sintese Hs/LQG. Esta proposta
foi investigada e mostrou-se verdadeira. O ponto central para provar que o Principio
de Recuperacao da Malha Objetivo ocorre para a sintese H,, assim como para a sin-
tese Ho/LQG estd no comportamento assintético dos reguladores e observadores: assim
como no controle LQG/LTR, se o parametro p tende a zero pela direita, e se H®(s)B for

quadrada e de fase-minima, entao a solucao da EARG também tenderd a zero.

Outro ponto bastante interessante da teoria desenvolvida é a transformacao de simi-
laridade que possibilitou ao controlador H., ter uma nova representagao em variaveis de
estado na qual é muito mais simples obter as provas duais para o PRMO pela entrada.
Além disso, novas propriedades de sintonia de controladores surgiram, propriedades estas
que s6 podem ser alcangadas com o controle H,/LTR em decorréncia da Identidade de

Kalman Generalizada.

Logo, conclui-se que o controle H.,/LTR apresentado pode ser visto como uma ge-
neralizagao do controle LQG/LTR. Sendo assim, a facilidade e simplicidade da sintonia
de controladores via controle LQG/LTR podem ser extendidas para o H.,/LTR: a reso-
lucao de duas Equacoes Algébricas de Riccati é capaz de resolver o problema. Exemplos
de aplicacao apresentados, inclusive com resultados experimentais praticos, corroboram a

metodologia proposta.

Como trabalhos futuros estao incluidos estudos para desenvolvimento de novas meto-
dologias para a escolha dos parametros de controle para a formatacao da malha obetivo,
estudos para verificar a aplicabilidade ou adequacao da metodologia proposta em plantas
de fase nao-minimas ou subatuadas, estudo da aplicabilidade e resultados da metodologia
aplicada aos controladores com as estruturas propostas por [32] e estudo sobre a possi-
bilidade de aplicacao do Principio de Recuperagao da Malha Objetivo em sistemas com

custo misto Hs/H, que dao origem a Equagoes Algébricas de Riccati acopladas.
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APENDICE A - Lema da Matriz Inversa

Este apéndice é dedicado a apresentar um lema frequentemente utilizado nesta tese

de doutorado: o Lema da Matriz Inversa.

Lema da Matriz Inversa O lema da matriz inversa é uma identidade matricial muito
importante e frequentemente utilizada em varios desenvolvimentos algébricos na
teoria de sistemas lineares. Sejam A, B, C' e D matrizes reais ou complexas. Dado

que A e C sao inversiveis, é possivel provar que

(A+ BCD) ' =A™ —A7'B(C™' + DA™'B) ™' DA™ (A.1)

A prova de (A.1) é bem conhecida na literatura e pode ser encontrada junto de outros

casos e generalizagoes, por exemplo, em [36].
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