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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma caracterizacdo das configuragdes centrais co-circulares
com 4 corpos, mostrando que elas determinam uma superficie, tendo como coordenadas as
distancias mutuas e utilizando as relagdes de Dziobek. Também apresentamos dois resulta-
dos que respondem parcialmente a uma questdo posta por Alain Chenciner, a unicidade de
configuracdo central co-circular com 4 e 5 corpos e centro de massa no centro do circulo. Por
fim, mostramos que é possivel fazer a mesma caracterizacao das configuracdes com 4 corpos

utilizando as equacdes de Andoyer, em vez das relagdes de Dziobek.

Palavras-chave: Problema Newtoniano, Configuragdo Central, Co-Circular.
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Abstract

In this work we present a characterization of the co-circular central configurations with 4 body,
showing that they determine a surface, having as coordinates the mutual distances and using the
Dziobek relation. Also we answer partially a question posed by Alain Chenciner, the uniqueness
of the co-circular central configurations with 4 and 5 bodies and center of mass at the center
of the circle. Finally, we show that you can do the same characterization of the configurations

with 4 bodies using the Andoyer equations, instead of the Dziobek relations.

Keywords: Newtonian Problem, Central Configurations, Co-Circular.
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Introducao

A fascinacdo do homem pelo céu € bem antiga e diversa. Desde os gregos, antes da era crista, o
ser humano se questiona sobre o movimento dos corpos celestes. Algumas teorias foram criadas
e posteriormente acabaram caindo por terra, por exemplo, a idéia dos epiciclos de Ptolomeu,
que sobreviveu aproximadamente 18 séculos. Porém, o maior desenvolvimento na compreensao
dos movimentos celestes ocorre por volta dos séculos XVI e XVII com grandes nomes como,
Nicolau Copérnico, Galileu Galilei, Johannes Kepler e Isaac Newton. Neste ponto da histéria
idéias seculares desabam, pois surgem idéias como: sistema heliocéntrico, érbitas elipticas, etc.

No século XVII um dos maiores cientistas da Terra, Isaac Newton, propde um dos mais
importantes problemas da Mecanica Celeste, hoje chamado de problema Newtoniano de n cor-
pos. Consiste em estudar a dinamica ao longo do tempo de n particulas interagindo pela Lei da
Gravitacdo de Newton.

Esta questao tem o movimento dos corpos totalmente determinado apenas para n = 2. Neste
caso sabemos o comportamento dos corpos ao longo do tempo, as érbitas sdo conicas e as
solucdes sdao obtidas por quadraturas, ou seja, utilizando as quantidades conservadas do pro-
blema. Para n = 3 apenas algumas solu¢des sdo conhecidas, as classicas, solucdo colinear de
Euler e o triangulo equilatero de Lagrange.

Em principio, a idéia era encontrar solucdes via quadraturas, ou seja, encontrando integrais
primeiras para o problema, visto que com o problema de 2 corpos este processo funcionou, ja
que temos as 10 constantes de movimento classicas. Entdo, buscava-se encontrar ou produzir
integrais primeiras para o problema de 3 corpos. Mas, em 1887 Ernst Heinrich Bruns em [3]
mostra que quaisquer outras constantes algébricas de movimento que forem encontradas sdao
combinacdes algébricas das 10 cldssicas. Logo, torna-se impossivel resolver o problema de n
corpos via quadraturas.

A partir deste ponto, o que os matemdticos tem feito € estudar solugdes particulares para
o problema. Umas destas solugdes sdo as solugdes homograficas, nas quais a configuracdo
inicial € preservada ao longo do tempo a menos de homotetias e rotagdes. Além disso, as
condicdes iniciais destas solugdes sao as configuragdes centrais, resultado chamado de teorema
de Laplace. Para n = 3, Lagrange mostrou que as solugdes homograficas sao sempre planares
[15].

Para o problema Newtoniano de n corpos, uma configuragdo central € uma configuragdo de

n particulas onde o vetor aceleracdo € um multiplo do vetor posi¢do relativo ao centro de massa



do sistema. As configuragdes centrais tem um importante papel no problema de n corpos,
pois além das orbitas Keplerianas do problema de dois corpos, as unicas solucdes explicitas
s@o as solugdes homograficas que formam a cada instante uma configuragcao central. Entao se
conhecermos estas configuracdes alguma solu¢do homografica fica determinada.

Assim, muitas questdes surgem, umas das mais importantes é determinar a quantidade de
configuracdes centrais para um dado conjunto de massas. Esta contagem € feita modulo rota¢oes
e homotetias centradas no centro de massa. Desta forma, contamos classes de configuracdes
centrais. Esta questdo foi proposta inicialmente por Wintner e a contagem de configuracdes
centrais planares aparece na lista de Smale em [17], como um dos 18 problemas matemaéticos
mais importantes para o século XXI.

Para esta dissertacdo o objetivo principal foi compreender um pouco sobre as configuracdes
centrais co-circulares, ou seja, aquelas configuragdes planares em que o conjunto de corpos
pertence a um mesmo circulo. Um exemplo trivial deste tipo de configuracdo € o tridngulo
equildtero com corpos de massas quaisquer, pois, sabemos desde Lagrange, que o tridngulo
equildtero € sempre configuracdo central, independentemente das massas. Além disso, tal
poligono € inscritivel, logo a configuragdo € co-circular.

Hampton em [7] responde parcialmente a seguinte questio. E o poligono regular com corpos
de massas iguais nos vértices, a Gnica configura¢@o central co-circular com centro de massas no
centro do circulo? Esta é uma conjectura devida a Alain Chenciner. Hampton em [7] mostra que
a unica configuragdo central co-circular com 4 corpos e centro de massa no centro do circulo, € o
quadrado com corpos de massas iguais nos seus vértices. Além disso, faz dois questionamentos,
o primeiro; é o n-4gono com corpos de massas iguais a Unica configuracdo central co-circular
com centro de massa no centro circulo? O segundo problema proposto € caracterizar todas as
configuracdes centrais co-circulares com 4 corpos.

Este trabalho caminha na direcdo de analisar as respostas parciais existentes para estas
duas questdes. Roberts e Cors em [14] ddo uma caracterizacdo as configuracdes centrais co-
circulares com 4 corpos, mostram que o conjunto de tais configuragdes é uma superficie, mais
precisamente o grifico de uma funcao diferencidvel, parametrizada pelo comprimento dos dois
menores lados do quadrilatero formado.

Além disso, mostram que os dois casos simétricos possiveis, pipa e trapézio isésceles, sao
familias que formam dois bordos desta superficie. O outro bordo é formado pelo caso dege-
nerado do triangulo equildtero com dois corpos de massas infinitesimais, problema restrito de
4 corpos. Também obtém um ordenamento preciso entre as massas. E um resultado surpre-
endente de simetria: prova ser a igualdade entre duas massas apenas condi¢do suficiente para
existéncia de simetria.

Esta dissertacao também traz a demonstracao de Hampton [7] da unicidade de configuracao
central co-circular com 4 corpos e centro de massa no centro do circulo. E uma prova devida a
Llibre e Valls em [11] que estende a resposta ao primeiro questionamento de Hampton citado

acima, pois mostram que a unica configuracao central com 5 corpos e centro de massa no centro



do circulo, € o pentdgono regular.

As demonstragdes dos resultados citados no pardgrafo anterior seguem a mesma linha de
raciocinio, pois sabe-se que, no primeiro caso o quadrado com corpos de massas iguais satisfaz
as hipéteses, no segundo caso o pentdgono regular também satisfaz as hip6teses do problema,
entdo resta eliminar todas as outras possibilidades. Para 4 corpos, mostra-se que € impossivel
ser uma configuragdo simétrica do tipo trapézio isdsceles, que ndo seja o quadrado, e também
¢ impossivel uma configuracdo sem simetria alguma, entdo a tnica que satisfaz o problema é o
quadrado. Para 5 corpos, a idéia € a mesma, dividimos a prova em varios casos, um dos casos
resulta no pentdgono regular com corpos de massas iguais. Os demais casos geram contradi¢do,
normalmente surgem colisdes entre 0s corpos.

As construcdes para a caracterizacdo do conjunto de configuragdes centrais co-circulares
seguem das relagdes de Dziobek, uma vez que temos n = 4 e a configuragcdo € planar, entao
estas relacdes sdo equivalentes a configuracdo central. Um de nossos objetivos € reescrever as
construgdes necessarias para tal caracterizacdo utilizando as equacdes de Andoyer, que sdo equi-
valentes a configuracao central para qualquer niimero de corpos no plano. Assim, a dissertacao
apresenta a seguinte estrutura.

No capitulo 1 fazemos todas as constru¢des preliminares do problema, damos todas as
defini¢des a serem utilizadas, apresentamos as equagoes de Andoyer com alguns exemplos e a
demonstracao de sua equivaléncia com configuracio central. Também apresentamos as relacoes
de Dziobek para configuracdes com 4 corpos no plano. Além disso, deduzimos expressdes para
razdes das massas em funcdo dos lados do quadrilatero e relacdes entre os lados deste.

No capitulo 2 apresentamos a caracterizagdo das configuragdes centrais co-circulares. Pri-
meiramente construimos as familias de casos simétricos, pipas e trapézios isosceles. Existe uma
familia de configuracdes centrais pipas que depende do comprimento do menor lado do qua-
drildtero e nos extremos desta familia temos, em um deles o quadrado com corpos de massas
iguais e no outro a configuracio degenerada triangulo equilatero, com dois corpos de massas in-
finitesimais. Mostramos que a familia de configuracdes trapézio isdsceles € descrita como uma
fun¢do diferencidvel do menor lado do quadrildtero, nos extremos desta familia, novamente
aparecem o quadrado e o tridngulo equilétero.

Por fim, o resultado principal mostra que o conjunto de configura¢des centrais co-circulares
¢ o grafico de uma funcdo diferencidvel dos dois menores lados do quadrilatero. Os casos
simétricos apresentados acima sao os bordos desta superficie. Além disso, segue um teorema
que ordena precisamente as quatro massas, ou seja, a maior se opde a menor e as duas maiores
pertencem ao maior lado do quadrildtero. Também segue um resultado que garante a existéncia
de simetria se apenas duas massas sdo iguais. E seguem os limites superiores e inferiores para
os comprimentos de lados e diagonais.

O objetivo do capitulo 3 é apresentar a demonstracdo da unicidade de configuracdo central
co-circular com 4 corpos e centro de massa no centro do circulo, tal configuracdo é o quadrado

com corpos de massas iguais. No capitulo 4 fazemos o mesmo resultado para 5 massas, a forma



de escrever a configuracio muda um pouco, com relacdo aos capitulos anteriores, pois neste
capitulo utilizamos o circulo de raio 1 e senos e cossenos como coordenadas dos corpos.

Por fim, o quinto e tltimo capitulo € dedicado a reescrever as constru¢des para a caracterizagao
das configuracdes centrais co-circulares utilizando as equacdes de Andoyer, em vez da relacdo
de Dziobek, que foi utilizada por Roberts e Cors em [14]. Também damos alguns exemplos de

configuracdes centrais utilizando as equacdes de Andoyer.



Capitulo 1

Definicoes Preliminares

1.1 Panorama Geral

O principal problema de estudo na Mecanica Celeste é o problema Newtoniano de n corpos,
que consiste em analisar a evolu¢do, ao longo do tempo, do movimento de n corpos sob suas
atracdes gravitacionais mutuas. Neste trabalho estudamos um tipo especial de solucdo para este
problema, as solu¢des homograficas, nas quais a forma da configuracio € preservada ao longo
do tempo a menos de homotetias e rotacdes. Mais especificamente, analisamos as configuracdes

centrais com quatro corpos em um mesmo circulo. Vamos as definicdes preliminares.

Suponha que temos 7 corpos com massas positivas dadas por m; e posicdes r; € RY, respec-
tivamente, para i = 1,...,n e d = 1,2,3. Denotemos por r;; = ||r; — r}||, a distdncia Euclidiana
entre os corpos i e j. Denotemos por r = (ry,...,r,) € R?" o vetor configuragio.

Na maior parte do trabalho estamos interessados em massas positivas, porém em alguns
trechos do mesmo, trabalhamos com massas nulas. S@o os casos extremos das configuracoes

com simetria. Ou seja, o problema Newtoniano restrito.

Definicao 1.1.1. O centro de massa do sistema é c = AL/I Y miri, onde M =Y | m; é amassa

total do sistema.

Definicao 1.1.2. Dado o sistema de n corpos isolado, as equacoes de movimento sdo deter-

minadas pela lei da gravitagcdo de Newton, e para cada particula temos

n

Z m,-mj(ri — rj)

mii; = —
A

considerando G = 1.

Defini¢do 1.1.3. O momento de inércia é I(r) = 3 YL m||r; — c||?, como uma medida do
tamanho do sistema a partir do centro de massa.

_\n mim;

Defini¢dio 1.1.4. A fungdo potencial Newtoniano é U(r) = Y[ ; Trer
i—rj



Definicao 1.1.5. Uma dada solucdo r(t) do problema de n corpos é homografica se existem
fungées diferencidveis s : 1 — R eW : 1 — SO(d), comd =2 oud =3, definidas em um aberto
I CR, tais que rj(t) = s(t)W(t)rj(to), para j=1,...,nety € I.

Definicao 1.1.6. Uma configuracao central (c.c) do problema de n corpos é um vetor de
posicdes r = (ry,...,ry) € R para o qual existe uma constante \ tal que ¥; = Mr; — c),
i=1,...,n

O seguinte teorema é chamado teorema de Laplace por Wintner em [20].

Teorema 1.1.1. A cada instante de tempo t a configuracdo de n corpos em uma solucdo ho-

mogrdfica é uma configuracdo central.
A seguinte observagdo dard um carater mais algébrico a definicdo de c.c.

Observacio 1.1.1. Se r € R é uma c.c, entdo r satisfaz

VU(r) +AVI(r) =0, (1.1)

ol

aU = m;i’; e também P =m;(ri—c)

onde U (r) é a fungdo potencial Newtoniano. De fato, pois 5-

ecomoré c.c, temos

ou seja, VU (r) +AVI(r) = 0.

Entendemos a ac¢do do grupo SO(d) sobre os vetores configuragdo como sendo R € SO(d)
e r € R entio Rr = (Rry,...,Rry,).

Proposicao 1.1.1. As configuracoes centrais sdo invariantes por homotetias e rotagbes com
centro em ¢, ou seja, dado k # 0 € R, R € SO(d), se r € R4 ¢ c.c, entdo kr = (kri,....kry) e

Rr = (Rry,...,Rry) também sdo configuragées centrais.

Demonstracdo. De fato, seja r € R%" c.c, entido temos

n .
y Mﬂmi(ri_c):()
A =l

e seja k # 0, logo

L mgmj(krj—kr;) A
= m;(kr; — kc).
I Y ey v

A

. i
Assim, basta tomar A = TEE

entdo kr € R é c.c. Além disso, vemos também que

i mimj(Rrj — Rr,-)

J=1,j#i |Rr; — Rr;3 + Am;(Rr; c)



n
mim;(rj—ri)
R( Z — e+ Ay (r —c))=0,
j=1,ji ||I’,' - rj”
podemos fazer isto porque R € SO(d) é rotacio e sabemos que € R é c.c. Logo, Rr € R%"
€ c.c, e podemos tomar o mesmo A. Esta proposi¢do pode ser mais forte, as c.c sdo invariantes

por isometrias. L

1.2 Distancias Mutuas

Neste trabalho estamos interessados em configuragdes centrais co-circulares (c.c.c) com quatro
corpos. Uma das abordagens para classificar tais c.c.c utiliza as distancias mutuas entre os
corpos como coordenadas. Nesta se¢do construimos algumas ferramentas uteis a tal abordagem.

Denotemos a partir daqui o vetor r = (ri2,713,714,123,24,734) € R0 de distancias mdtuas,

este é o caso estudado, com 4 corpos.

Proposicao 1.2.1. Sejam n corpos de massas positivas my, ...,m, com posicoes ri, ...,ry, entao

o0 momento de inércia pode ser dado por I(r) = 5 Y7 | jmim jrl.zj

Demonstragdo. Seja (rj—r;)? o produto interno, (r; —r;) ® (rj —r;). Assim,

j=1 Jj=1 J=1
n n
Z mj(rj—c)*+ Z mj(ri —c)?
j=1 j=1

Logo,
.Zl’”f«rf —¢)—(rj—c))} =20 +M(r; —c)%.
]:

Multiplicando ambos os lados por m; e somando em i, temos

1

I

m; i“lmj((rj—c) — (}’,‘—C))Z =4IM.

Desta forma, I(r) = ﬁ Y, i<j m,-mjrizj, como desejado. O

Para o caso n = 4, as distancias mituas sdo dependentes umas das outras. Genericamente,
sabemos que tais distancias resultam em um tetraedro em R>, em vez de uma configuracio
planar.

Para termos uma c.c planar de 4 corpos € necessario uma restri¢ao adicional, basta tomarmos

o volume deste tetraedro igual a zero. Esta restricdo pode ser obtida pelo determinante de



Cayley-Menger,

0 1 1 1 1
2 2 2
L0 rp riz rig
_ 2 2 2
Vir)=11 r, 0 ry ry
2 2 2
L iz r5z 0 13y
2 2 2
Loy ryy 3y 0

em que temos a férmula (vol)? = V (r) /288.

Observacao 1.2.1. O volume do tetraedro pode ser positivo para uma escolha de seis distancias
mituas e mesmo assim a configuracdo ndo existir, pois é suficiente que as distdncias ndo

satisfacam a desigualdade triangular.

Exemplo 1.2.1. Tomemos o seguinte vetor de distancias mituas r = (2,4,1,7,4,1), podemos

fazer os cdlculos e obter
V(r) =3118 = (vol)*> =3118/288 > 0,
porém ndo existe configuragdo satisfazendo tais distancias pois,
ri2=2,ri3=4,r3="7T=ry3>ri+rs3.

Observacao 1.2.2. Pode existir vetor de distancias mituas satisfazendo a desigualdade trian-
gular para toda triade de distancias, ou seja, rix < rij+ rjx, porém com o volume do tetraedro

imagindrio.

Exemplo 1.2.2. Tomemos a seguinte familia de vetores de distancias miituas r; = (1,¢,1,1,2/t, 1),
eles satisfazem as desigualdades triangulares para todas as triades, porémV (r;) = —872 (t2 —

2)2,Vt > 0, ou seja, o tetraedro formado tem o volume imagindrio.

Assim, para garantir que » € R é configuracio de 4 corpos nio-colinear, é necessario
e suficiente garantir que V(r) > 0 e as desigualdades triangulares sdo satisfeitas estritamente.

Desta forma, definimos o seguinte conjunto.

Definicao 1.2.1. Seja o conjunto
G={reR™V(r)>0erj+rj>ru (,j.k),comi#j#k}.

Aos vetores r € G damos a denominagdo de geometricamente realizdveis.

Qualquer vetor r € G corresponde a uma configuragio planar de 4 corpos se V(r) =0 e um
tetraedro se V (r) > 0.



s
.
.
----
----
.t
.
.
st
e
.
----
"""
.t
.

my

Figura 1.1: Configuragdo co-circular com 4 corpos.

Assumimos pelo resto do trabalho que o quadrildtero € ordenado ciclicamente, ou seja, 0s
corpos sao numerados consecutivamente nos vértices do quadrildtero. Assim, 2,714,723 € 134
sdo os comprimentos dos lados e ry3, 24 sdo os comprimentos das diagonais do quadrilétero.

Agora, enunciemos o teorema de Ptolomeu, objeto essencial na caracterizag¢do das c.c co-

circulares com 4 corpos.

Teorema 1.2.1 (Ptolomeu). Se ABCD ¢ um quadrildtero convexo, entdo AC.BD < AB.CD +

AD.BC, com a igualdade se, e somente se, o quadrildtero é inscritivel.

Para a prova deste teorema veja [2].

Dado o polinémio P : R*® — R, definido por
P(r) = ri2r34 + r4r3 — ri3raa,

o teorema acima nos diz que P(r) = 0 se o quadrilatero é co-circular.

Definicao 1.2.2. Desta forma, temos o subconjunto P C G, onde P = {r € G; P(r) = 0}.

Assim, as c.c que procuramos estdo em P.

Definicao 1.2.3. Tomemos A; como a area orientada do tridngulo cujos vértices sdo os corpos
J,k,l # i. Neste trabalho ordenamos os corpos no circulo no sentido anti-hordrio e, para esta

secdo, assumimos, por conven¢do, A1,Az >0 e Ay,Aq <O.

Provamos na sequéncia um lema afirmando que, os conjuntos de nivel {V =0} e {P =0}
se tangenciam para todo r € P. Este lema € importante para facilitar a obtengao da relacdo de

Dziobek para o caso co-circular.
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Lema 1.2.1. Para qualquer r € P temos

4 N
VV(r)= - rijVP(r),

N

i=1,i<j

onde r. é o raio do circulo. Assim, no conjunto de vetores P C G, onde V(r) =0e P(r) =0, os

gradientes destas funcoes sdo paralelos.
Demonstragdo. Do determinante de Cayley-Menger temos a férmula
e\%
or?

ij

= —32A/A;. (1.2)

Pondo & = ryyr13r141r23124134, €ntdo Vr € P temos,

v v 9 oV
p— . f— r.-_
af'ij 8rlzj Brij Uarl,zj
—64r;;
= —16r2U (ED)rjprarjiririrg =
C
:|:481’kl
r:

onde r. € o raio do circulo que circunscreve o quadrilatero. Utilizamos a seguinte formula para

calcular a area dos triangulos,
k,l#i,jem {1,2,3,4} e Aj,Az >0, Ay,A4 <0, os sinais de VV sdo (+,—,+,+,—,+), ou
seja, os mesmos sinais de VP, entdo

Ai| = rjxrirji/4re. Como VP = (r34, —r4,123,714,—113,712),

n

como desejado. [

Vimos assim que, os conjuntos de nivel {V =0} e {P = 0} sdo tangentes nos pontos do
conjunto P, pois do contrario seriam transversais, o que € absurdo, pois como VV e VP sido
perpendiculares aos seus respectivos conjuntos de nivel, entdo estes vetores gradientes seriam

transversais, contradizendo o lema.

1.3 Equacoes de Andoyer

Nesta se¢ao vamos definir e fazer algumas aplicacdes de um conjunto de equacgdes algébricas,
chamadas equagdes de Andoyer, que sdo equivalentes as equacdes da definicdo de configuragcdo

central. Este conjunto de equagdes € particularmente importante no estudo de configuracdes
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centrais com algum tipo de simetria. Para esta secdo consideramos o centro de massa na origem
do sistema de coordenadas, ou seja, ¢ = 0.

Definiciio 1.3.1. As equacées de Andoyer com drea em R? sdo dadas por

fij="Y, m(Ra—Rj)Aiji =0, (1.3)
k#i,j

Rij=Rji=|ri—rj|73 e Aiju = (ri—rj) A (ri — 1) é 0 dobro drea orientada do tridngulo

formado pelos corpos m;,m; e my, e a nota¢do acima representa produto exterior.

Vamos a um resultado essencial na relacdo entre configuragdes centrais e equagdes de An-

doyer.

Teorema 1.3.1. Considere um sistema de n corpos com massas my, ..., m, ndo-colineares, entdo

eles formam uma configuracdo central se, e somente se, respeitam as seguintes condicoes
fij =0, Vi,j(1<i< j<n).

Demonstracdo. Suponhamos que os n corpos formam uma configuracao central planar, o sis-
tema formado por eles € isolado, o espaco € homogéneo e isotrépico. Estas condi¢des serdao

utilizadas para termos a conservagdo do momento linear e do momento angular. Entdo, existe A

tal que
Ari=— Z m R (ri — rg). (1.4)
ki
Isto € equivalente a
Ari = —k; miRi (ri —ri) —mR;j(ri —rj). (1.5)
i,J

Também para j # i podemos fazer para r;

)\,rj:— Z mkRjk(rj—rk)—m,'Rj,'<I’j—r,'). (1.6)
ki, j

Considerando a subtracao de (1.5) de (1.6), tem-se

}L(l’i—l"j> = — Z mk[Rik(ri—rk) —Rjk(rj—rk)] — [ijij —m,'Rj,']<r,'—rj). (17)
k#i,j

E tomando o produto vetorial por (r; — ;) em ambos os lados da dltima equacao, obtemos

0 = — Z mk(Rik _Rjk)Aijk = —fij. (18)
k#i,j

Logo, f;j =0, Vi, j(1<i<j<n).
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Para a reciproca, considere que as equacdes de Andoyer sdo verificadas
n
fij="Y, mi(Rix —Rjx)Aij =0,
ki,
para 1 <i < j<n,epodem ser escritas da seguinte forma,
n n
Z mkRik(ri — rj) N (I‘,‘ — rk) = Z mkRjk(r,- — I’j) A (ri — rk). (19)
ki, j k#i, j

Podemos inserir na dltima equagdo, sem altera-la, o termo em j no lado esquerdo e o termo em

i no lado direito, obtendo
n n
kaR,-k(ri — rj) A(ri—ry) = Z mkRjk(r,- — rj) A (ri—ry),
kZi kEj

ou seja,

n n
(r,-—rj) /\kaRik(r,-—rk) = kaRjk[ri/\(rj—rk) —I—(rj/\rk)]. (1.10)
k#i k#j

Denote V;U por F;. Vemos que a igualdade acima pode ser escrita como:

F' n
(ri=r)) A== Y mRjlri A (rj = ric) + (r; Ar))-
iz

Podemos inserir a direita da igualdade (1.10) o termo —r; sem altera-la, obtendo
F‘i n
(ri=r) A—= 3 miRjilri A (rj = i)+ A (=rj 4],
Lk#]

rearranjando o lado direito, temos

F F;
(”z rj) m; (rl rj) mj?
disto segue,
(rl-—rj)/\<iji—m,'Fj):O. (L.11)

Fazendo o produto vetorial termo a termo em (1.11), obtemos
ri/\iji—ri/\miFj—rj/\iji—i—rj/\miFj =0,

e segue
mjri/\Fi—mir,-/\Fj—mjrj/\F,~+m,~rj/\Fj:0.
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Podemos somar em j com j # i, obtendo:

n n n
(M—mi)ri/\Fi —miri/\ZFj - (ijrj) /\F,--l—m,-er/\Fj =0, (1.12)
J#i J#i J#i
onde M é a massa total. E, considerando o centro de massa na origem do referencial, temos
n n
mjrj:O:ijrj:_miri- (1.13)
=1 J#i

J

Como o espaco é homogéneo e isotropico e o sistema € isolado, temos que as quantidades de

momento linear total e momento angular total sdo conservadas. Entdo, respectivamente, temos

n n
Y FF=0=) F=—F (1.14)
j=1 J#i
c Y .
Y (rjAFj) =0= Y (rjAFj) = (-1 \F). (1.15)
j=1 JF

Substituindo (1.13), (1.14) e (1.15) em (1.12), obtemos
Mri NF; —miri NF; +miri NF; +mir N\F; —mir N\F; = 0.

Assim, Mr; A F; = 0, logo r; e F; sdo paralelos, ou seja, F; = A;r;, ou ¥ = (A;/m;)r;. De (1.11),

decorre que
Ai A
—ri——r; | \N(ri—r;)=0
<ml : mj / (ri=rj)
Assim,
Ai A
—2p AT —jrj Ari =0,
m; m;
logo,
Ao A
(—l——j (rinr) =0
ni; m;
Se r; e rj sdo paralelos a igualdade acima € imediata. Se r; e r; sdo ndo-colineares, temos que
A A
2=,
ml m]
para todo i, j. Portanto,
¥i = Ari,
paratodoi=1,2,3,...,n, como desejado. [

Fazemos a seguir duas aplicacdes das equagdes de Andoyer, sendo a primeira, a configuracao

planar de Lagrange com 3 corpos.
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Considere 3 corpos de massas positivas mp, my e mz nao-colineares. Das equacdes (1.3)
temos
f12=m3(R13 — Ry3)A123 =0,

fiz =ma(Ri2 — Rp3)A132 =0,
f23 =m1(R12 — R13)Ax31 = 0.

Como m; > 0e A;jx # 0, segue que, Rj» = Rj3 = Ro3, ou seja, 0s corpos de massas mp, my e m3
estdo nos vértices de um tridngulo equildtero e suas massas podem assumir quaisquer valores
positivos.

A segunda aplicacdo das equacdes de Andoyer € uma condicdo importante de sufici€éncia

para a ndo-existéncia de certas configuragdes centrais.

Teorema 1.3.2 (Mediatriz). Considere uma configuracdo central planar, formada por n corpos
de massas positivas my,...,my,. Escolha dois corpos de massas m; e mj com posicoes r; e rj,
respectivamente. Trace a reta que contém estes dois corpos e a mediatriz do segmento 7;r;.
Estas duas retas definem dois cones abertos no plano. Entdo, se existe corpo num dos cones
abertos, devemos ter corpo no outro cone. Ou seja, se os outros n —2 corpos pertencem a

apenas um cone aberto ndo temos configuragdo central.

Figura 1.2: Nao pode ser configuragdo Figura 1.3: Pode ser configuracdo cen-
central tral

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, podemos renomear os indices i e j por 1 e 2. Su-
ponha, por contradi¢do, que corpos de massas ms, ..., m, estdo em um s6 cone aberto ou sobre
0 eixo bissetor, mas nao todos sobre o eixo.

(n—1)

Como, por hipodtese, temos configuragao central planar, entao as nT equacgoes de Andoyer

sdo satisfeitas, em particular

n
fiz="Y mi(Rix — Ro) Ay = 0.
k=3
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Podemos olhar para as retas passando pelos corpos e a reta que a bissecta como 0s eixos tra-
dicionais que dividem o plano em 4 quadrantes ordenados ciclicamente, como usual. Assim,
um cone aberto € formado pela unidao do primeiro e terceiro quadrantes abertos, e o outro cone
aberto € formado pela unido do segundo e quarto quadrantes abertos. Vamos supor que existem
corpos no primeiro e terceiro quadrantes, e possivelmente, sobre os eixos.

Vamos tomar a soma acima em trés parcelas, da seguinte forma, o indice / denotara os termos
no primeiro quadrante, k no terceiro e i sdo termos sobre a mediatriz. Se tivermos corpos sobre

a reta que contem os corpos 1 e 2, entdo Ay = 0. Assim,
fiz =Y m(Ry — Ro)Aror + Y m(Rix — Rox) Aok + Y mi(R1i — Rai) A = 0.
] k i

Primeiro, os termos da terceira soma sao todos nulos, pois sobre a bissetriz R; = R»;. Desta

forma, nos resta
fiz =Y m(Ry — Ro)Arar+ Y my(Rix — Rag) Arar = 0.
I k
Agora, estudemos o sinal da primeira soma, Aj; > 0, para todo / e

ri > ry = Ry < Ry,

logo, todos os coeficientes das massas, na primeira soma, sao negativos.

Para os termos da segunda soma temos, A, < 0 para todo k e
rik < rap = Rig > Ry,

assim, todos os coeficientes das massas na segunda soma sdao negativos, € as massas sao posi-
tivas, entdo a soma analisada ndo pode ser zero, contradi¢cdo. Logo se existe corpo em um dos

cones abertos, existe corpo no outro cone aberto. 0

1.4 Configuracao de Dziobek no Caso Co-Circular

Nesta secdo mostramos uma das ferramentas utilizadas para classificacdo das con-
figuragdes centrais co-circulares com 4 corpos, pois veremos a condicao de Dziobek, que é
necessdria e suficiente, para garantir a existéncia de configuragdes centrais planares, ja que
temos n = 4. Na verdade as relagdes de Dziobek sdo equivalentes a configuracdo central em

qualquer situacao onde o espaco tem dimensdo n — 2, sendo n o nimero de corpos.

Corolario 1.4.1. Assuma um ordenamento ciclico, uma c.c.c de 4 corpos r é um ponto critico
da fungdo
U(r)+AM(I(r)—Iy) + oP(r), (1.16)
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satisfazendo I = Ip,P =0eV =0.

Demonstracdo. Seja r uma c.c.c, entdo r estd no conjunto de nivel P = 0 e por ser configuracao
central, entdo r serd ponto critico de U restrito ao conjunto de nivel I = Iy. Desta forma,
podemos usar multiplicadores de Lagrange A e G e como r estd na intersec¢do dos conjuntos de

nivel P =0¢ I = Iy, entdo
VU(r) + AMVI(r)+6VP(r) =0,

como desejado. [

Assim usando distancias muatuas como coordenadas, temos

—mimj

2

+7»m,-mjr,~j +o(try)=0=

—mimjrl-;z + kmimjrij tory=0=
-2
+Ory = mimjr;;” — Amim;ri;.

Dividindo tudo por 7;;, temos m;m j(ri;3 —A) = %07y /rij, onde i # j # k # I. Assim, obtemos
no caso em que n = 4 as seguintes equagdes:

(0 (¢
mymay(ris —\) :ﬁ, m3m4(r3_43—7u) = 2, (1.17)
r2 134
_ —Or4 _ —Or13
m1m3(r133 —A) = s m2m4(r243 —A) = Y (1.18)
_3 Gra3 -3 Ori4
mymg(riy —A) = ——, mom3(ry; —A) = ——. (1.19)
( 14 ) ri4 ( 23 ) 3

Equacdes idénticas sdo obtidas de (1.16) com V no lugar de P, a menos de uma mudanca

na constante ¢ e do surgimento das areas orientadas dos triangulos. Multiplicando os pares de

equagoes em (1.17), (1.18) e (1.19) obtemos a relagdo abaixo, que é conhecida como relacao de

Dziobek,

(ry =M)(33 =0 = (ri3’ =

g —A) = (ri — M) (155 —A). (1.20)

Esta equagdo € condi¢do necessdria para configuracdes centrais planares de 4 corpos, nao

somente as co-circulares. Resolvendo a relacdo para A, obtemos os seguintes valores:

3 -3 3.3 3 -3 3.3 3 -3 3.3
. Moy T3y "3 Tog — 14723 o Ny hy —Tplsy
A= A 1423 234 (12D

) ) —
Fig 134 =713

3~ "3, 3
—Ty T3 Ty o

=3, .3
—ry3 Ty Ty Ty T3y



17

Tomando,
_ -3, -3 3.3
S1="r1p tr3yg, P1=T137T34
3, -3 3.3
s2=r13 +ry, P2=T13Ty
3, -3 3.3
$3=T14 t1y3, P3=T14723

assim a equagdo (1.21) torna-se

A= (p1—p2)/(s1 —s2) = (p2—p3)/(s2—53) = (p3— p1)/ (53— 51).

Podemos ver (sq, p1), (52, p2), (53, p3) como pontos em R*2, entdo eles estdo em uma reta
com inclinagéo A.

A observacdo acima € equivalente a

1 1 1
s1 s2 s3 | =0
p1 P2 P3

e isto nos leva a fatoragdo abaixo, que segue diretamente da substitui¢ao dos valores de sy, 52,53, p1,

P2, p3- Assim a condi¢do de Dziobek se torna:

(r%3 - r%z)(r% —r§4)(”34 —r?4) = (”%2 - ”?4)(’%4 - r§4)(rf3 —”33)- (1.22)

Desta forma, obtemos que a equacao (1.22) é uma condic¢ao necessaria e suficiente para c.c

planar de 4 corpos, desde que as seis distancias mutuas determinem um vetor geometricamente
realizavel em P.

Contudo, tal condi¢do ndo garante positividade das massas. E notemos que, se dois lados

com vértice comum tem comprimentos iguais, entdo temos por (1.22) uma c.c, e existe um

outro par de lados com comprimentos iguais e vértice comum.

1.5 Razoes das Massas

Para garantir massas positivas estudaremos as razdes entre as massas dos corpos, que podem ser
obtidas facilmente dividindo pares de equagdes apropriados em (1.17), (1.18) e (1.19). Além
disso, mostramos relacdes entre as distancias dos corpos e a condi¢do de Ptolomeu. Tudo isto
culmina com a formulacdo de um sistema de equacdes com seis equacdes e cinco incognitas.
E, encontrar c.c.c €, dadas as massas positivas, resolver tal sistema e encontrar as distancias
mutuas.

Conseguimos as seguintes expressodes para tais razoes,

my (k—rl_33)r13r14 _ (r1_43 —7\,)r13r14

my (r£33 — 7»)7’231’24 B (7L — 7‘&3)1’231’247

(1.23)
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@ (r123 k)r12r14 (r14 x)r12r14 (1 24)
mi (”233 7L)”23”24 (r34 7\,)r23r347
mi (r12 —N)riar3 ( r133)r12r13 .

nmi (7\,—1"243)7‘247‘34 (r34 —7\,)@47‘34'
Como desejamos massas positivas, entdo precisamos de outras restricdes nas distancias
mutuas.
Primeiro, note que, se A = rl-f, para qualquer par i, j, entdo de (1.17), (1.18) e (1.19) e
massas nao-nulas, temos que 6 = 0 e todos os r;; serdo iguais e a c.c de 4 corpos € um tetraedro
regular, caso que nao nos interessa, visto que nao € planar.

Se r13 —A < 0Oentio A > r13 , € para massas positivas, temos que 6 > 0, pois de (1.18),
mims(r3 —A) <0= —6ru/ri3<0=—-6<0=0>0.

Logo, das equacoes (1.17), (1.18) e (1.19) temos

3 -3 3 -3 3 _3
3oty <AN<rs,rig sy <

~1/3
P12, 714,723, 730 < AV3 < rpz . (1.26)

Por outro lado, se r1_33 —A>0entio A < r1_33. Segue que (1.26) se inverte e temos a seguinte
inequacgao

~1/3
ri3,r4 < AV3 < rig 14,3, 134,

mas desta forma, ocorre o seguinte
P(r) = riar3a + riara3 — r13raa > 2r13ra4 — r13r24 = r13ra4 > 0,

assim a configuracdo nao € co-circular. Desta forma, (1.26) é a unica possibilidade para as
relacdes entre os lados do quadrildtero e assim, vemos que cada lado tem comprimento menor
que o comprimento da diagonal.

Também podemos mostrar que o maior lado do quadrilatero estd oposto ao menor lado do
mesmo. De fato, suponha, sem perda de generalidade, que rj € o maior lado do quadrilétero,
entao

-3 -3 -3 Y 3 Y
ra>ru=rg <ng =g M) <@g - =

(r343 —A) > (633 -\ = r3713 > 633 = 134 < 123,

onde a quarta desigualdade segue de
(riy =M (g =) = (1 =M (55 =) (1.27)

€ como ri2 > rp3, temos similarmente que r34 < r4, logo r34 € o menor lado do quadrilétero.
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Se r1» = ry4, entdo da desigualdade em (1.26) e da relacdo de Dziobek, temos rp3 = r34 €
Fi4 =Tr12 2134 =13 =

r34 < F12,714,123,

assim r34 € o menor lado, como desejado. E 0 mesmo € vélido se rjp = 3.

O argumento € o mesmo para qualquer escolha de lado como o maior lado do quadrilatero.
Assim, a menos de um reordenamento dos corpos, podemos fixar, sem perda de generalidade,
r12 como o maior lado do quadrilatero. Entdo, isto junto com a inequacao (1.26) da a seguinte
relacdo,

134 < ri4,123 < ria < ri3,r4.

Também podemos assumir que ri4 > rp3, pois para isto € suficiente um reordenamento
apropriado dos corpos. Além disso, percebemos que as equagdes em (1.17), (1.18) e (1.19)

sdo invariantes pelas transformacoes
ri3<>14 € Tri4<>13, mM|p<>my € m3<>my.

Isso corresponde a mudar de lugar os corpos 1 e 2, 3 e 4 revertendo o sentido em que estdao

ordenados, passando do sentido anti-horério ao horério ou vice-versa.
Lema 1.5.1. As diagonais r13 e raq4 podem ser escritas como fungoes dos lados.

Demonstracdo. Como o quadrilatero € co-circular e sequencialmente ordenado, usaremos a
lei dos cossenos e a suplementaridade dos angulos internos e opostos. Chame de o o angulo
interno no vértice do quadrilatero que tem o corpo 2, chame de B o angulo interno no vértice

que contém o corpo 4, ver figura 1.4. Assim, pela lei dos cossenos temos

7%3 = r%g + 7%3 — 2r12Fr23COS O,

2 2 2
r{3 = riq + 134 — 2riarsacosf.

E como o+ = m, entdo da regra do cosseno da diferenga temos que cosfp = —cosa. Da

primeira relacdo da lei dos cossenos acima, podemos tirar

2 2 2
_(”13_r12_r23)

cosQl = .
2r12r23
Usando o fato cos p = — cos o e substituindo na segunda relacéo da lei dos cossenos, depois de
alguma fatorag@o, obtemos:
ab
r3=\/—,

c
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onde

a =r12r34 + 114123,
b = r12r14 + 123134,
C =r1223 + F14r34.

Similarmente, obtemos

ac
4 = D
Desta forma,
ri3 = %7 F24 = % (1.28)
que sao funcgdes dos quatro lados do quadrilatero, como desejado. [

Figura 1.4: Angulos a e P.

Observe que, se cada equagdo em (1.28) é vélida, entdo P(r) =0 e V(r) = 0. De fato, pois

ab |ac
r13r24 =\ V5 =Va>=a=riprya+riars =

assim vemos que o fato do quadrildtero ser co-circular € equivalente as equacdes em (1.28).
Proposicao 1.5.1. rj4 > ry3 se, e somente se, ri3 > ra.
Demonstragdo. De fato, pois

ri3 b ripriatrarg
et e

4 € rar3+ri4r34
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ry>rmasb>cesb—c>0s
(r1i2r1a +rarag) — (riars +riarsg) > 0 &
(ri2—r34)(ra—r23) >0 (ra—r3) >0&
ri4 2> 123,
como desejado. 0

Como ultima hipétese podemos fixar o comprimento do maior lado do quadrildtero igual a

1, ou seja, ri2 = 1. Assim, restringimos o conjunto de distincias mutuas ao conjunto
Q={reR™r3>ry>rn=1>ry4>r3>ru}

Logo, qualquer c.c.c com corpos de massas positivas e com esta escolha particular de orde-
namento e escala corresponde a algum vetor r € Q.

Usando expressoes adequadas para A, produzimos melhores férmulas para as razdes das
massas. Substituindo A = (p — p3)/(s2 — s3) na primeira equagdo de (1.23) temos, depois de
fatorar,

my r%3r%4(r?3 _"%4)
mi (3, — i)

e substituindo A = (p3 — p1)/(s3 — s1) na primeira equacdo em (1.24) obtemos a seguinte ex-

(1.29)

pressao:
@ — 7'%37'_72,4(7':1%2 — r:l%4) (1.30)
mi riyris(r33 = 13y)
por fim substituindo A = (p; — p2)/(s1 — s2) na primeira equagdo de (1.25) produzimos,
2 2(3 _ .3
my ryar34(ris — ia) (131)

=2 2.3 3"
my - rppriz(ry —r3y)

Percebemos que todas estas razdes entre massas sdo positivas e bem definidas em Q. A
excessao ¢ quando rjp = ry4 € rp3 = r34, OU seja, a configuracio pipa. Surgem problemas na
razdo m3/my, porém quando este for o caso usamos A = (p; — p2)/(s1 — s2) e substituimos na

primeira equagdo em (1.24) obtendo a seguinte razao

-3
m3 (713 —x)r%z o (rf3—rf2)(r§4—rf2)r‘2‘3

(1.32)

mi (g —Mrdy (3= 133) (34— r33)rh

De maneira mais geral, observe que podemos refazer o Coroldrio 1.4.1 com a fungdo V (r)

no lugar de P(r) pois a configura¢do central em questao é planar, logo pode ser interpretada
como ponto critico de

U (r)+AM(I(r) —lo) +7V (r). (1.33)
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Assim, usando as distancias muatuas como coordenadas, as componentes deste gradiente sao

—m,-mj
2
ij

—l—?umimjrij — 64’YriinAj =0&
r

—m,-mj(rif — 7\.) = —64’YAiAj,

tomando também
—miml(ri73 — 7\.) = —64’YA,'A1,

com i # j # [. Fazendo o quociente destas igualdades, obtemos a seguinte relacido
mA (ri;? = A) = mAj(ry = L), (1.34)

Assim, vale a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.5.2. As razdes entre as massas em uma c.c planar com 4 corpos satisfazem a

seguinte relagcdo

-3 -3
m[_Ai(rk'_rlj) 135
=3 3y (1.35)
mj  Aj(ry” —ry”)

Demonstragdo. De fato, pois

milj(r> — 1)

— mihj((r> =A) = (r;° =)
= midj(ry> = N) —mibsj(ri> =)
= mjAi(rg? = N) — it (P =)

=mjAi((r? —A) — (rl_j3 —A))

=mAi(rg = r)’):

Assim, temos a relacdo (1.35) como desejado. Além disso, foi utilizada a relagdo (1.34) na

antepenultima igualdade. ]

Vamos a outra proposi¢do que apresenta expressdes para as razdes entre as massas, que

torna o caso das razdes das massas para 4 corpos, visto acima, como um caso particular.

Proposicao 1.5.3. As razoes entre as massas em uma c.c planar com 4 corpos satisfazem a

seguinte relacdo

2203 3
mi Fie"i <rjk_rjl>
o P S 1 (1.36)
mj i (e — i)

Demonstracdo. Tomamos a relacdo (1.35) da Proposi¢ao 1.5.2, substituimos A; por i%ﬁirﬂ,

sua drea com orienta¢do, 0 mesmo fazemos com A; e o resultado segue por um calculo direto.
]
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Também podemos escolher uma escala para as massas, assim fixamos, sem perda de gene-
ralidade, m; = 1 e manteremos esta escolha pelo proximo capitulo.
Resumindo, uma configuracdo r € Q, com massas mj = 1,my,m3 € my positivas, ¢ uma c.c.c

se, e somente se, € um zero comum dos seguintes polindmios

(rgras +r1arsa(r3; + 1) +ra3r3y),

Fy = 13, (ria+ra3rss) — (riyraarsa +ria(r3; +134) + r3rsa),

I = (’"13 1)(733 rg )(% —ril)—(l—r%4)(r%4—r§4)(r%3—r%3),
F4:m2713”14(r§4_ %3)"23”%4(’%3 rf4),
FS:m3r%4(”33_r§4)—”23r34(1_r%4),

| F6 = m4r%3(’”%4 ’%4)_”%4@4(’”%3_1)-

Fi = r33(ra3 + r1aras) —
)—

Os polindmios F| e F> sdo obtidos de (1.28), apenas reordenando as equagdes e substituindo
ri2 = 1. O polindmio F3 € obtido da relagdo de Dziobek (1.22), apenas por reordenamento
e substitui¢do de rjp = 1. Os polindmios Fy, F5 e Fg sdo obtidos de (1.29), (1.30) e (1.31)
substituindo rip =1 em; = 1.

Existem duas formas de abordar o problema da classificagdo de configuracdes centrais co-
circulares, a primeira delas é: dadas as massas my,m3 e m4 podemos tentar resolver o sistema
acima, que tipicamente nao tem solucdo, visto que tem mais equacoes que incognitas. A se-
gunda forma é: para quais distancias mutuas corresponde um conjunto de massas que faz a
configuracdo central co-circular? Nesta linha seguimos para o proximo capitulo.

Analisamos em seguida a classificagao das c.c.c. Vemos que elas formam uma superficie,
cujas fronteiras s@o os casos simétricos. Para tal andlise usamos fortemente a relacdo de Dzi-
obek. Posteriormente, mostramos a unicidade de configuracdo central co-circular com 4 e 5
corpos e centro de massa no centro do circulo. Mais além, mostramos que a mesma classificagao
das c.c.c pode ser obtida utilizando fortemente as equacdes de Andoyer e o fato de a configuracao
ser co-circular, em vez da relacdo de Dziobek.



Capitulo 2
Configuracoes Centrais Co-Circulares

Antes de estudarmos todo o conjunto de c.c.c, analisamos os casos degenerados, ou seja, 0s
casos com algum tipo de simetria, sendo eles, a pipa e o trapézio isdsceles. Estes casos ocorrem

na fronteira do conjunto € e se intersectam na configuracdo quadrado com massas iguais.

2.1 Configuracao Pipa

Iniciamos esta secdo com a definicdo e algumas observagdes, entdo passamos a constru¢cao
da familia de c.c.c pipa, que depende de um pardmetro, o comprimento do menor lado do

quadrilatero.

Definicao 2.1.1. Chamamos um quadrildtero convexo de uma configuracao pipa se dois corpos

opostos estdo em um eixo de simetria da configuracao.

m,

m,

Figura 2.1: Configuragao pipa.
Neste capitulo o resultado principal relaciona-se aos resultados obtidos por Leandro em [9].

24
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Proposicao 2.1.1. Uma c.c.c é uma pipa se, e somente se, um par de corpos opostos estd em

um didmetro do circulo.

Demonstracdo. De fato, seja r = (r12,r13,r14,123,24,734) Uma c.c.c pipa. Suponha, sem perda

de generalidade, que m e m3 estdo no eixo de simetria. Logo,

r12r131r23
Ay =218
[Ad 4r,
(§]
mn3ri2
|A4| = 2 Y

pois o tridngulo que contém os corpos 1, 2 e 3 € retingulo. Assim,

r12ri3r3  r3ri2

=ri3=2r.=
4r, 2 3T e

r13 é diametro.

Reciprocamente, sejam m1,m3 massas dos corpos no didmetro do circulo de uma c.c.c, isto
pode ser aceito sem perda de generalidade, pois o mesmo poderia ser feito com my,m4. Temos
que, em Q :

r3>ru>ri2=12>r4>r3>ry.

Suponhamos que
l=rp>ru=r<l,ru<l.

Sabemos que o tridngulo formado pelos corpos 1, 2 e 3 € retangulo, o que implica:
2 2 2 2 2 2
ri3 = 1413 > ra+r3y > rig + 134 = 113,

ja que o tridngulo formado pelos corpos 1, 3 € 4 também € retangulo, assim r%3 > r%3, contradi¢do.

Assim, rjp =1 =r4 € ro3 = r34 € 0s corpos de massas mp,m3 estdo em um eixo de simetria. [

Proposicao 2.1.2. Qualquer configuragcdo pipa, com massas satisfazendo as relagées das razoes

entre massas, é automaticamente uma configuracdo central.

Demonstragdo. De fato, basta notarmos que a equagdo (1.22) € plenamente satisfeita para rjo =

14 € 123 = I34. O
Vamos ao teorema fundamental para c.c.c pipa.

Teorema 2.1.1. Existe uma familia a um pardmetro de c.c.c pipa, com os corpos 1 e 3 estando
no diametro do circulo. As massas sdo my = 1,my = my = m e m3z = om, ordenadas por
my > my = my > m3. A igualdade é verificada se, e somente se, a configuracdo é o quadrado.
No ponto extremo inferior do intervalo de varia¢do do pardmetro x = 1/ /3 obtemos uma c.c
do problema de 4 corpos planar, circular e restrito, com m3 = 0, no outro extremo em que x = 1

temos o quadrado com corpos de massas iguais.
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Demonstra¢do. Tomando ry3 = r34 = x e denotando as diagonais por rj3 = ¢ € rp4 = 2x/c, onde
x € (0,1] é o parAmetro e ¢ = 1 + x> = ¢ = v/1 +x2. Além disso, consideramos rj; = 1 = ry4,
desta forma os corpos 1 e 3 estdo no didametro do circulo e temos uma c.c pipa, ver figura 2.1.
Como, P(r) = riar3a + riar3 — rizra = x+x—2x = 0, implica que a c.c é co-circular.

Porém, ndo temos nada sobre a positividade das massas, ou seja, para quais valores de x temos
massas positivas. Vemos isto agora.

Primeiro, note que com estas hipéteses my, = my, pois das equagdes (1.29) e (1.31) temos,

my  Axt(—1)

m;  c(8x3 —c3x3)

my 4x4(c3 —1)
m;  c(8x3 —c3x3)’
logo my4 = my.
As expressoes (1.29), (1.31) e (1.32) com m| = 1, dao m3 = aum, onde

4x(cd —1)
m = MmMg=Mm=———-—
S c(8—¢3)
e
(88 —¢?)
4(c3 —x3)
De fato,

como desejado. A expressdo para m segue diretamente da equacao (1.29), substituindo m;| =
1,734 = 23 = x,r12 = ri4 = 1 e com alguma fatoracgao.

Além disso, precisamos de
m2:m4:m>0:>8—c3>0:>c3<8:>c<2,

porém se ¢ = v/2 ainda temos m > 0. Como sempre temos ¢ > 1, assim 1 < ¢ < V2emé
sempre positivo.
Desta forma, para que m3 = oum seja positivo devemos ter o positivo. Ou seja,

c(8x3 = 3)

_ 3 3 3 3
a—m>0<:>c(8x —C )>0<:>8X —C >0,
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jé que ¢ > x. Mas, entdo temos

Vx2+1
x2+ x> 1/V3.

8 - >0x>c/20x>

Logo, oo > 0 no intervalo 1/\/§ <x<I.
Quandox =1/ V/3, temos

L(L_L)

a_x/§3\/§ 3V3 -0
4(L_L) ’
3WV3 33

logoms =0eryqs =1, assim rip = rj4 = rp4 = 1, desta forma temos o tridngulo equilatero como
configuracdo central do problema de 4 corpos restrito.

Parax=1temosrip=riu=ry3=ryy=1e¢e

42— 1)
V2(8—72)

m= =1l=my=my

V2(8-2V2)
ms3 = om=0l==— = s
42v2-1)
ou seja, a c.c.c é o quadrado com corpos de massas iguais.
Para completar a prova do teorema resta mostrar as desigualdades entre as massas. Iniciamos
mostrando que m3 < my para isto basta que o < 1.
E,
a<lec8 —c) <4(P—x°) o (8 —4x? —4) < (1+x7)% —4°

e a inequacao se transforma em igualdade se, e somente se, x = 1.

Desta forma, assumindo x < 1 e dividindo ambos os lados da dltima inequagdo acima por (1 —
x) > 0, entdio esta inequacdo é equivalente a —4c(2x?> +x+ 1) < 4x+ (1 —x)>. Como o lado
direito € sempre positivo e o esquerdo € sempre negativo, segue o resultado que, & < 1 <& m3 <
my = nmy.

Agora, mostramos que my = m4 =m < 1, para 1/ V3 <x<1. Istoé equivalente a
4x(cd—1)<c(8—c) o (PP +1)? —dx <dc(2—x(x* +1)).

Novamente temos a igualdade na ultima inequacdo se, e somente se, x = 1, entdo assumindo

x < 1 e dividindo ambos os lados por (1 —x) > 0 temos que tal inequagdo é equivalente a
— (P47 +3x—1) <de(F®+x+2).

Sabemos que o lado direito é sempre positivo, resta mostrar que o lado esquerdo é sempre
negativo para 1/1/3 < x < 1. Porém, parax = 1 /1/3 segue a desigualdade — (x* + x> +3x—1) =
—(14++/3+9-3v/3)/3v/3 < 0 e como a expressdo (x> + x>+ 3x — 1) é crescente, entdo para
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nenhum valor de x > 1/ V/3 ela serd negativa, logo o lado esquerdo da inequacdo é sempre
menor que o lado direito da mesma. Desta forma, temos a relagdo desejada entre as massas,

1=m > my =myg > ms. O
Vamos a algumas observacdes a respeito deste caso simétrico das c.c.c.

Observacao 2.1.1. Com cdlculos diretos podemos ver que, m e O. sdo fungdes estritamente
crescentes do pardmetro x, para x € [l / \/§ , 1], ou seja, temos que as massas my,ms3 e ms4 Sao

fungoes crescentes do lado ry3 = r3q = x.

Observacao 2.1.2. O centro de massa na pipa estd proximo ao corpo de maior massa, my,
para x < 1. Agora, se x = 1 a configuracdo é um quadrado com corpos de massas iguais,
logo o centro de massa coincide com o centro do circulo. Se o centro de massa estd na origem
do sistema de coordenadas e my estd no eixo das abscissas entdo, por continuidade, o centro

de massa também estd no eixo das abscissas, além disso, é uma funcdo decrescente de x €

[1/v/3,1].

Denote por 6;; o arco ao longo do circulo entre os corpos i, j. Sabemos que, r17 € 0 maior

lado do quadrilétero inscrito, entdo 61, € o maior arco entre dois corpos consecutivos.
Proposiciio 2.1.3. Em uma c.c.c pipa, o arco 015 é fungdo decrescente de x € [1/+/3,1].

Demonstragdo. Para a familia de pipas temos que,

ri3 C
r13:2rc:>rc:7:>rc:§,
logo 012 pode ser expresso em termos de x. Pois, seja 8 o angulo no corpo 3, do tridngulo

formado pelos corpos 1, 2 e 3, entdo

0
0=—2=0,=26.
2
Porém,
6 1 1 1 1
tanf = 1 — £ =— =0 =arctan(—) = 0, = 2arctan(—).
cos6 = x X X
Podemos ver que,
/ 2 1 2
12(x) 5= <0

- 1+é_x2 1422

em [1/4/3,1]. Logo, 01, é fungio decrescente de x. Além disso, 812(1/v/3) = 120° e 85(1) =
90°, ou seja, nos extremos do intervalo temos o caso degenerado do tridngulo equildtero e o
quadrado. [

Proposiciio 2.1.4. Em uma c.c.c pipa, o arco 03 é funcdo crescente de x € [1/+/3,1].
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Demonstragdo. O menor arco entre quaisquer dois corpos consecutivos € 0,3 = 034 = 2 arctan(x)

€ como
/ 2

923()6) = m > 0

em [1/1/3,1], entdo B3 = 034 é funcio crescente de x, como desejado. E mais ainda, para x =
1/ V/3 temos 03 = 2arctan(1/ \/§) = 60°. E para x = 1, temos 03 = 90, ou seja, nos extremos
do intervalo onde x estd definido temos a configuracdo degenerada, tridngulo equildtero, no

extremo inferior e, no extremo superior temos o quadrado. O

Observacao 2.1.3. Também vemos que, Z234 é o maior dngulo do quadrildtero, pois no caso
da pipa é equivalente ao arco 01,. E o dngulo Z714, € 0 menor dngulo interior do quadrildtero,

pois é equivalente ao arco 03.

Logo, segue que o maior angulo tem maximo de 120° e o menor dngulo tem um maximo de

90°, em uma c.c.c pipa.

Proposicao 2.1.5. O comprimento de arco entre os corpos 1 e 2, em uma c.c.c pipa, é uma
fungdo decrescente de x € [1/+/3,1].

Demonstragdo. O arco da circunferéncia entre os corpos 1 e 2 tem comprimento dado por
c 1
arc(x) = 912(5) = (v x%+1)arctan(—)
X

€ como

,( 2xarctan(l) /a2 +1
arc (x) = —
V241 (1)

B xarctan(1) — 1

X
Va2l

~ ~ . /
como a expressdo xarctan(+) — 1 ndo tem zeros reais e parax = 1/v/3 e x= 1 temos arc (x) <0,

entdo a fungdo arc(x) é decrescente. O

2.2 A Configuracao Trapézio Isosceles

Estudamos nesta se¢ao o segundo caso simétrico. Verificamos a existéncia de uma familia a um
parametro de c.c.c na forma de trapézios isésceles.

Da geometria Euclideana temos que qualquer trapézio isOsceles pode ser inscrito em um
circulo, em que o centro do circulo estd na reta de simetria.

Os trapézios isOsceles correspondem aos casos onde, ri4 = 123 € 113 = 14, 0s lados r34 € r12

sdo paralelos. Da equacdo (1.29), temos

2.2 (3 .3
m; _ riar24(r3 = rig)

= =1l
2 2 (.3 3
my (i3 — i)
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mp; = mj.
Das equacdes (1.30), (1.31) e (1.22), temos

2.2 (.3 3
@_r13723(r24_r14)

=2 2.3 3
my rigry(ri; —r33)

—la 2.1)

ms3 = my.

Assim, neste caso de simetria temos que os pares de massas m; € mp, m3 € m4 Sao iguais,

desde que ri4 = 3 € ri3 = ry4. O proximo lema traz a reciproca desta afirmacao.
Lema 2.2.1. Dada uma c.c.c, se m; = my e m3 = my, entdo esta c.c.c é um trapézio isosceles.

Demonstracdo. Se my = my e m3 = my, entdo as equacoes (1.29) e (2.1) implicam

2 23 _ .3
m; _ ra3a4 (13 —riy)

1= = &
2 2 (.3 3
my - risrig(ray —133)
2 2.3 3 22,3 3
113714(r2q —133) — 123124 (r13 —174) =0 (2.2)
e
m r2.r? (r3 —r3)
1__3_ 23"13\"24 14) .
_m4_ 2 42 (r3 —r3)
24714\13 — 123
2 2,3 3 2 2,3 3y
14714(r3 — 133) — 123113(r24 — 174) = 0. (2.3)

Tomando a diferenca entre (2.3) e (2.2), temos
—r13ria(r54 = 133) + 133734 (13 — rig) + 154r1a (ris — 133) = 133113 (rag — rig) = 0.
Depois de alguma fatoragdo a expressao acima € equivalente a
(r13 — r24) (F13r23754 + F13FT4153 + 131530y Fi3TTarag + P2ar33 g + raarirys) = 0 =

ri3 = a4,

pois as distancias mutuas sdo numeros positivos. De (2.1) e como m3 = my € r13 = 24, temos

2 (3 .3
—r
1:r23(r13 14)

r%4(r%3_r§3)
ria(ris—133) —ras(ris—riy) =0 &
(r1ia —ra3)(riaris + rigrys +rariy) =0 &
T4 =13

e entdo a c.c.c € um trapézio isOsceles. 0
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Figura 2.2: Configuragdo trapézio isésceles.

Descrevemos a familia de c.c.c trapézio isOsceles. Colocamos rjp = 1,734 = x,rj4 =13 =Y,
onde 0 < x <1ex<y<1,sdo parametros dependentes, ver figura 2.2. Usando o teorema de
Ptolomeu, temos

2
113724 = 114123 + 112134 = F13r4 =X+ ).

Como ri3 = ro4, temos rj3 = ry4 = x+y2.

Também fixamos m; = my = 1. Pelas equacdes (1.30) e (2.1), temos

s = = m = L) (1Y)
Yy -x) =X

Além disso, para o trapézio isOsceles ser c.c, a equagdo (1.22) precisa ser satisfeita, o que

da a condi¢do nao trivial abaixo
T(x,y) = (42322 = —1) =y =y + 245 (2.4)

Para ter c.c precisamos de T'(x,y) = 0.

O menor lado do trapézio € paralelo a base e pode variar de 0 a 1. Além disso, o compri-
mento y dos lados congruentes varia pouco.

No ponto (0, 1) temos a configuragéo tridngulo equilatero, pois r34 = 0,3 =ria =1 =ry3
e m3 =myq = 0. No ponto (1,1) temos rjp = ri4 = r33 = r3a = 1, entdo a c.c.c é um quadrado
com corpos de massas iguais.

Também mostraremos que 7' (x,y) = 0 define uma fun¢do implicita de x, y = t(x), com
x € [0,1]. Logo existe uma familia 2 um parimetro de c.c.c trapézio isésceles, parametriza-
das por r34 = x. Vamos ao seguinte lema, que determina a existéncia de tal familia de c.c.c

parametrizadas por x.

Lema 2.2.2. No contexto descrito acima, para cada valor de x € (0, 1], existe um tinico valor
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dey € [x,1], tal que T (x,y) = 0. Além disso, o pardmetro distincia, y, pode ser escrito como

uma fungdo diferencidvel de x, denotada por 'y = t(x).

Demonstracdo. Sabemos que r13 = ryq > 1 = rjp em Q. Assim, temos
rp3 = x—i—y2>1:>x—|—y2>1:>

y2>1—x=>y>\/1—x.

Além disso, rjo =1 > rp3 > r34 em L, ou seja,
ra=x<r3=y<l=x<y<l.
Logo, podemos nos restringir ao subconjunto A do plano xy, definido por

A={(x,y) eR%0<x<1, x<y<l e y>1-x}

Como x > 0, entdo as curvas y = v/1 —x e y = x intersectam-se quando x = /1 —x, ou seja,
quando x = _l%ﬁ logoem A, y > _1%6
Note que,

T(x,1)=(14+x)322 - -1)—1-x* 425 =

(1= [(1+x)**—1] >0,
para 0 < x < 1. Além disso,
T(x,V1—x) = (VT =22 +x)22WT=xP = - 1) = (V1=x) =B (VT=x)+2 =
(1-)[(VI—x)’ ~ 1] <0,
para 0 < x < 1. E por fim,
T(x,x) = (2422020 - —1) - —x0+ 23 =
(1 —x3)[—(x2+x)3/2+x3] <0,
para 0 < x < 1, pois como x < 1 temos

x2+x>x:> x2+x>\/}:>

(2 +x)32 > 32 > 83,

como desejado.
Fixamos x € (0,1) e consideramos T'(x,y) = Ty(y), como funcéo na varidvel y. Segue que,

T, < 0 na fronteira inferior de A e T, > 0 na fronteira superior de A. Como T € continua, existe
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pelo menos uma solucdo para T'(x,y) = 0 em A, para cada x € (0, 1). Para ver que este valor é
unico calculamos:

0T  3vy2+x2y(2y° —x*—1
a_y: y Y(z)’ )+(y2—|—x)3/26y2—3y2—3x3y2

aZT 2+ —1/22 24_3_ 3 2+43
ay2:3[(y x) yz(y Xy y)+\/m(8y3_x3_l)+ (\/yzxy)_l_
(y* +x)3 24y — 2y —2:3y] =
y2(4y3+2xy—x3—1)]

VY tx '

A quantidade 4y3 +2xy — x> — 1 é estritamente positiva em A. Pois, temos que x +y* > 1 =
x+2y> > 1+y%. E temos,

3[vVx+y2(16y° +4xy — x> — 1) = 2y(x> + 1) +

4y 2y —x>—1=2(x+2y") x> —1>

2y(1+y2)—x3—1 22y(x+2y2)—y3—1:
Y4+2y—1>2v/5-4>0,

como desejado.
Agora, usando o fato que \/x+y? > 1 e x < 1, temos

02T /3y* > 3[—2y(x + 1)+ Vx+y2(16y° + day —x°> — 1)] >

3[2y( +1)+16y° +dxy—x’ — 1] =
3[dy(4y* +x) — 2y + 1)(X* +1)] >
3[4y(3y> +1) —2(2y+1)] = 6(6y° — 1) > 0,

poisy2#$y3>%.
2 . . . )
Logo, 387§ > 0em A e, como 7, < 0 na fronteira inferior de A e 7, > 0 na fronteira superior de

A, segue que

%(Tx(y))y=y >0, (2.5)
quando y = J satisfazendo T;(y) = 0, com § sendo o menor valor de y satisfazendo tal equagéo.
Como, %27% > 0 em A, ento a fungo 7 é convexa e y = ¥ € a tnica solugdo de Ty (y) = 0, pois
do contrario 7, ndo seria convexa.

Isto prova a existéncia de uma fungdo y = t(x), para 0 < x < 1, satisfazendo T'(x,t(x)) = 0 em

A, ver figura 2.3.
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Como 7'(1,1) =0, definimos t(1) = 1 e como %—5(1, 1) =6(2v/2—1) > 0. Entio, pelo Teorema
da Funcao da Implicita e do fato que %(Tx(y))y:yA > 0, temos que y = t(x) é diferencidvel em
(0,1]. O

Observacao 2.2.1. Pararzas=x=1=y=1=riu=r3 =1ecomoriy =1, temos o quadrado

e, por diferenciagdo implicita, segue que

-9 3V Y2+
A e e S e i i 5 I M N
T /
oy Wy (2y3 — 28 — 1) + (52 +2)2652 — 3y% — 3a%y?
T(1)=1/2.

Para x = 0 = r34, ndo faz sentido fisico, porém, matematicamente podemos extender t(x) ao
intervalo fechado [0,1], definindo ©(0) =1 e entdo T(0,1) =0e %(0, 1) =6 >0, além disso,
T(0)=—1/4.

Observacao 2.2.2. Também obtemos que 0,9 < t(x) < 1, para 0 < x < 1. De fato, para ver
que t(x) < 1 em (0,1), observamos que T(x,1) = (1 —x3)((1+x)>2—=1) >0 em (0,1) e com
y =1(x) = 1, entdo devemos ter y = t(x) < 1, para que T (x,y) = T (x,t(x)) = 0. Para ver que

T(x) > 0,9, usa-se bases de Grobner, sequéncias de Sturm e computagdo simbdlica.

1.00 *\

0.98

0.96 - \ /
y \\
0,94 N /

0.92 N /

0.90 - :
0 0.2 04 06 0.8 1

Figura 2.3: Gréfico de y = t(x). Figura retirada de [14].

Vemos na sequéncia que, para m| = my € m3 = ny existe uma unica c.c.c trapézio isdsceles.

Antes, um lema técnico.

Lema 2.2.3. Suponha h(m,x) definida por

2/3 3/2
h(m,x) = <x1/3 (H—ﬂ) +1) (x* —m) + /x(mx —1). (2.6)

xX2+m

Entdo, para qualquer 0 < m < 1, existe um vinico x = x(m) tal que,
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1. h(m,x) <0 para 0 < x < x(m),
2. h(m,x(m)) =0,
3. h(m,x) >0 para x(m) < x < 1,
4. limy,_ox(m) =0 e lim, 1 x(m) = 1.
Mais ainda, T'y = {(m,x(m));0 < m < 1} é uma curva suave em (0,1) x (0, 1).
A prova deste lema pode ser vista em [21].

Teorema 2.2.1. Em uma c.c.c trapezoidal isésceles, a fungdo m = m(x,y(x)) dada por,

_ P11y
R
é uma fungdo crescente de x em (0,1).
Demonstragdo. Pelo Lema 2.2.2, y € uma funcdo de x definida implicitamente por (2.4). Logo,

m € uma funcdo de x dada pela expressdo acima. Agora, provamos que x ¢ também uma fungao

de m, para 0 < m < 1. Resolvendo a expressao

x(1-y?)
V0

para y, temos
y= (M)l/?’
x2+m

e substituindo este valor de y em (2.4), obtemos

(1 _x3)x3/2

T h(m,x) =0,

g(m,x) =
onde i(m,x) é definida por (2.6). g =0 é equivalente a 7 = 0 para 0 < m,x < 1. Pelo Lema 2.2.3,
x € uma fungao de m definida implicitamente por i(m,x) = 0. Entdo, x = x(m) é injetora e sobre-
jetora de (0,1) em (0, 1). Note que, ela é crescente, pois 0 = lim,,_ox(m) < lim,_; x(m) = 1.

Portanto, m = m(x,y(x)) é também uma funcao crescente. O

Vamos as relagdes entre o maior € menor arco do circulo entre quaisquer dois corpos conse-
cutivos e o comprimento 734 = x, bem como as relacdes entre o maior € menor angulo interior

do quadrilatero e o parametro x.

Teorema 2.2.2. O maior arco, 013, da familia de trapézios isosceles é fungdo estritamente
decrescente do menor lado r3; = x. O supremo de 012 é 120°, na configuracdo degenerada
tridngulo equildtero, e seu minimo é atingido na configuracdo quadrado com 01, = 90°. Si-

milarmente, o maior dngulo interior do trapézio é uma funcdo estritamente decrescente de x,
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respeitando os mesmos limites. Afirmacdo andloga pode ser feita para o menor arco e também
para o menor angulo interior, porém trocando a palavra decrescente por crescente e os limites

inferior e superior por 60° e 90°, respectivamente, ver figura 2.2.
Demonstragdo. Considere o arco 012, entre os corpos 1 e 2. Assim temos,

senelz_ ! :elz—arcsen ! =
2 2r 2 2r,

1
01, = 2arcsen (—) ,
2r,

onde r, € o raio do circulo. Este raio € funcao de x.

De fato, pela lei dos cossenos, temos

0
1= (x+y*) +y* —2v/x+)2ycos (%) =

1
L= (+y)+y = 2Va+yiy [1- 5 =
Cc

1 (420" —2(x+2)*)+1 N

A (RSO

Ve = —x+y2
TN (17

No par ordenado (0, 1) temos r. = 1/4/3 = 81 = 120°, e no par (1, 1) teremos r. = v/2/2 =

012 =90°, logo o supremo para 01> ocorre no minimo para r.

2
Considere rg, entdo afirmamos que % € positiva para, 0 <x < 1.
De fato, temos

drl 2y (x+y%) + 2 (1+20)] (4% — (1= 0)%) = 0P (x +%)) [8yy +2 — 2]

v (@2 = (1= '

Como o denominador da expressdo acima é sempre positivo vamos ao numerador,
[2yy (x+37) +2 (1423 (47 — (1 =x)%) — (5 (x+37))[8yy +2—2x]
e estudamos seu sinal. Este, depois de alguma fatoracao, nos dé a seguinte expressao
(=20 +4x% — 27 +8y* — dy? + 8xy? —dxy?)y + (2 —y+ 5%y +2x)°)]
Como y > 0, € suficiente ver que

y(2y% — 1422 +2xy%) + (8y* — 2(x — 2% +x* +2y* —4xy* + 2x2y2))yl
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€ positivo, ou seja,

y(2y* —14+x*+ 2xy2)%—§ —(8y*—2(1 —x)z(x+2y2))%—§ >0, (2.7)
em0<x<1.
Isto pode ser verificado utilizando o Maple para calcular uma base de Grobner, para obtermos
um polindmio em y e, aplicando a sequéncia de Sturm, vemos que este ndo tem raizes entre 0,9
e 1. Logo (2.7) ndo muda de sinal na curva y = T(x) e como no par ordenado (1,1), (2.7) tem o
valor 48(2v/2 — 1) > 0, entdo a expressdo serd positiva ao longo de toda y = t(x). Portanto, o
infimo do raio é r, =1/ V3e0p,é fun¢do decrescente de x.

Agora, considere o arco 014, entre os corpos 1 e 4, assim

senB14 Yy 014 y
2 o 2 S 54

014 = 2arcsen (l> .
27,

Com argumento similar ao apresentado acima teremos que, 5 é fun¢do decrescente para 0 <
c

x < 1 logo, 014 é funcdo decrescente de x. Assim, o maior angulo interior, £334, dado por

9‘2—3914 ¢ funcdo decrescente de x. Argumentos andlogos seguem para 0 menor arco € menor

angulo serem fungdes crescentes de x. ]

2.3 O Caso Geral

Nesta e na proxima sec¢do analisamos todo o conjunto de c.c.c de 4 corpos € mostramos que ele
¢ um gréfico sobre dois dos comprimentos dos lados do quadrilatero.

O conjunto de interesse é aquele que contem os vetores r = (1,713,714,723,124,734) € Q €
satisfazendo a equag@o (1.22), com P(r) = 0.

Lembramos que, para um quadrilatero ciclico, as diagonais podem ser escritas como fungdes

dos lados, entdo da equacao (1.28), temos

B {(F12r34 +r1ar3)(riaria + r23r34)} 1/2
ra =
(r12r23 +114734)

2 2 2 11/2
a3 +riar3a(rys + 1) +rosr
s — [ 14723 + 114734 (33 + 1) + 123 34} 2.8)

13 + 114734

B {(F127’34 + 114723 ) (r127r23 + 1’14F34)} 1/2
ry =
(riaria+rarsa)
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1/
rop = r%4r23r34 + r14(r§4 + r%3) + r3r3a 2.9)
T4 4123134 ’

o que é equivalente a F1 =0 e F> = 0. Além disso, sabemos que se (2.8) e (2.9) valem, entdo
P(r) =0, logo, V(r) = 0. Isto elimina a necessidade de utiliza¢cdo do determinante de Cayley-
Menger para garantir que a configuracdo € planar. Também serve para eliminar as varidveis r13
e ry4. Pois, substituindo rj = 1 e tomando as expressdes em (2.8) e (2.9) na equagdo (1.22)

temos

F(ri4,r3,1r34) = (r%3— 1)(63"%4)(@4‘@4) —(1 —rf4)(r§4—r§4)(rf3—r%3) =0,

onde r13,r24 podem ser entendidas como fungdes de ry4,723,734 dadas pelas equacdes (2.8) e
(2.9), respectivamente.

As relacdes entre as distancias mudtuas em £ junto com o fato que os corpos estdo em um
mesmo circulo, levam-nos a restri¢des nas varidveis r4,73,734. Pois, como r;3 > 1, de (2.8)
temos,

riaros + riarsa(ri + 1) + 1313, > 13 + riarss =
ro3(riy -+ riarsaras +r34) > ro =

r%4+r%4—|—r14r23r34 > 1. (2.10)

Da mesma forma, como rp4 > 1, de (2.9) temos,
2 2 2
F14723734 + 143y + 114133 + 123134 > 114 + 123134 =

>, 2
r14(riararss +riy, +ry3) > rig =

2, 2

r23—|—r34+r14r23r34>1, (2.11)

Como em Q vale rj4 > rp3,
2 2 S 2 2 1
Fig4 134 114123134 2 133+ 134+ F141231r34 > 1 =

2 2
g+ 134 +riararig > 1,

logo segue que, em Q a desigualdade (2.10) sai diretamente de (2.11). Além disso, os calculos
podem ser feitos de forma reversa e entdo, (2.10) e (2.11) implicam que ri3 > 1€ rpg > 1
respectivamente, logo provamos o seguinte lema.

Lema 2.3.1. Considere C={(r14,r23,734) ER3; 1> 7114 > rp3 > 134, r%3 +r§4—}—r14r23r34 >
1} el = {s=(ri4,r3,r34) ER™3;, s€ C, F(s)=0}. Qualquer ponto em T corresponde a
uma c.c.c de quatro corpos, com massas positivas. A menos de um reordenamento ou mudanga

de escala, I" contém todas as tais configuragoes.

Para vermos que I" é uma superficie, mostraremos que ele é o grafico de ri4 = f(r23,734).
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Primeiro note que, as fronteiras de I" consistem de uma reta, contendo as pipas, uma curva,
contendo os trapézios isOsceles e outra curva, contendo as c.c degeneradas, com m3 = 0. Por
causa deste ultimo detalhe, os casos, pipa e trapézio isdsceles estdo em I', enquanto que os casos
degenerados ndo estdo, pois apresentam massa nula.

As pipas estdio na reta, ri4 = 1,73 = r33 =x, com 1/4/3 < x < 1. Ou seja, 1 = f(x,x). Os
trapézios isOsceles estao no plano rj4 = 23, pois r23 pode ser escrito como fung¢do diferencidvel
de r34. As configuracdes centrais degeneradas com m3 = (0 sdo pontos criticos do problema de 4
corpos planar, circular e restrito. Neste caso, os corpos 1, 2 e 4 estdo em um triangulo equildtero

COM ri4 =Tr1p =714 = 1.
Proposicao 2.3.1. Se ryq4 =1, entdo F =0 em C, somente se, ri4 = 1.

Demonstragdo. De fato, se rps = 1=

F(ria,r3,1m34) = (r%3— 1)(@3‘@4)(”34—’?4) —(1 —”%4)(64—@4)(??3 —r§3) =

3 3 3 3 3 343 3
(r13 - 1)(r23 —”34)(1 —rig) — (1 —=ry)(1 —734)(r13 —”23) =

(1 —r%4>[r%3(r%3—V§4)+r§4—r%3] =
(1=r)[(ri3 = 134) (133 — 1)),

3 3 3
comorj;>1>r3el>r;=

F(r4,r23,r34) =0
somente se ri4 — 1. O

Logo, pela proposi¢do acima podemos afirmar que as fronteiras de I' contém somente os

casos pipa, trapézio isosceles e c.c degenerada (triangulo equilatero).

Lema 2.3.2. Em C, ambos 23 ¢ 924 sqo estritamente positivas.
) drig ~ Oris

Demonstragdo. Depois de alguma fatoragdo temos que,

or3 3 [1”34(1”%4 + I’%3 — 1%4 + 1) + 21’14}’23]
oria 2r13(r3 + riarsa)

que € estritamente positiva em C, pois r23 > r34.

Da mesma forma, depois de alguma fatoracao

014 B 1”231”34(1’%4 + 1’53 + 1%4 + 213114734 — 1)
ori4 2r24(r14+ra3r34)?

que também ¢ estritamente positiva em (C, pela inequacdo (2.11). [
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2.4 A superficie de c.c.c

Demonstraremos nesta secao o principal resultado do capitulo, o teorema que classifica o con-

junto completo de c.c.c como uma superficie, grafico da fungio ri4 = f(r23,734).

Teorema 2.4.1. O conjunto de c.c.c, T, é o grdfico de uma funcdo diferencidvel ria = f(ra3,r34),

de duas varidveis ry3,r34. O dominio desta fun¢do é a regido

D = {(r34,723) € R™%; 1 > rp3 > raa, ra3 <t(rsa), ra3 + 134+ rozrsa > 1}

102+

0.984

< 096

Figura 2.4: Superficie de C.C.C. Figura retirada de [14]. As curvas no plano r34ry3 sdo as familias de
trapézios isosceles, pipas e tridngulos equilateros.

Demonstragdo. Vamos ver que a projec¢do de I' no plano 343 € igual a D e que ri4 pode ser

escrita como funcdo diferenciavel de r34, 3 sobre D, isto €, azf € arf existem e sdo continuas

no interior de D. De acordo com a defini¢ao do conjunto C, a distancia r4 satisfaz

2 2
1-r3—ry (2.12)
123134 ’

T4 > 13, T4 >

—r— ’34}
123534
Vamos mostrar que para um dado ponto (r34,r23) em D, F =0 tem uma dnica solugdo para

entdo definimos, z(r34,13) = max{rzg,

algum ry4, com z < ri4 < 1 e este ponto claramente estd em I
. ~ . 1—r3,—13 . .
A interseccdo das duas superficies rjg = rp3 e rj4 = ﬁ projetada no primeiro quadrante
do plano r34ry3 é
1—r2, —12
2334
123734

r3 =+/1—raa,

ou seja, € parte da pardbola 1%3 =1—ra.

r3 =

Este braco de curva divide a regido D em duas partes, denotadas por Dy, D».
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Em D) temos os pontos no interior de D para o qual, r3 < /1 —r34 e temos nesta regiao

_ Loy De fato, pois se z = r3 =
LT T P L=T3
2 2
ra3 > l—r33—r3y
123734
2
ry3(raa+1) > (1 —r3a)(1+r34) =
r3 >/ 1—raa,
contradicao.

D, € definido como o conjunto de pontos no interior de D para o qual, 23 > /1 —r34 € neste

2
caso temos z = rp3, pois se z = 1=y
’ 23734

1 —r2,—r?
23 34 > 13 =
3134

r3 < /1 —raa,

novamente contradi¢ao.

As trés curvas definindo as fronteiras de D correspondem as pipas, quando 7,3 = r34. A familia
de trapézios isésceles, quando rp3 = t(r34) € os casos degenerados, quando mz =0 e rja = rpa =
1, tendo tridngulos equilateros como configuragao.

Se r14 = 1 e nos restringimos ao interior de D, entdo, pelas inequagdes (2.10) e (2.11) temos

que r13 > 1 e rq4 > 1. Logo, segue que
F(ria=1,r3,r34) = (ri3 = 1)(r3 — 1)(r33 = r34)

¢ estritamente positiva no interior de D.

Agora, afirmamos que F(rj4 = z,r23,r34) € estritamente negativa no interior de D.
1-r3—rd,
123134
dade (2.11) transforma-se em igualdade e rp4 = 1. Mais ainda, 0 < rp3 < rj4 < 1, pela definicdo

Para ver isto, considere um ponto em D; e suponha que rj4 =z = . Entdo, a desigual-

de z e pelo fato que (r34,723) estd no interior de D.

Também, usando a equacio (2.8) temos,

2 2 2
2 T14723 T 714134153 + 114134 123134 »

2
r3—1r3 = — I3y =
B3 123+ 714734 3
ria(riarz +ra+r (r2 —r )
2 2 F14\ri4723 34 34\Fr3 34
ryz —r3y = > O,
13 + 114734

pois 13 > r3a. E segue que,

F(ria=2z,r3,r34) = (ri3 — ) (133 = i) (1 = ri,) — (L = 1)) (1 = 13,) (113 — 133) =
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3173 33 3v/3 3
(1 =r)[(r3 = 1)(r33 —r34) — (1 = 134)(r13 —123)] =
3,33 ,3 3 33
(1 —=ri4)(ri3r23 + 134 — 13— 133734) =
—(1=ri4) (1 =r33)(ri3 —134) <O,

estritamente negativa em 2.
Agora, considere um ponto no interior de 72» e suponha que rj4 = r23 = z, entdo olhando para

as equagoes (2.8) e (2.9) temos r13 = ra4, calculando vemos que:
F(ria =r3,13,r34) = (r%3 - 1)(@3 - 734)(”34 - 63) —(1 —r%3)(r§4 - r§4)(”%3 - 63) =

3 3\/3(n3 3 3 33 3
(113 = 123)(r3(2r3 =134 — 1) =133 — 133134 +2134) =
(13— 133) T (x = r3a,y = r23),

onde T é dado pela equagdo (2.4) da familia de trapézio isdsceles.

Como demonstrado no Lema 2.2.2, o valor de 7" em 7» € estritamente negativo, pois 7 se anula

na fronteira superior de 9, quando r3 = T(r34) € como %T (x,y = 1(x)) > 0, entdo para y <

t(x) = T(x,y) < 0. Como ri4 = rp3 e aplicando a equacao (2.8) temos rj3 = 1/r34 + r§3 > 13,
assim F (rj4 = z,r3,r34) € estritamente negativa em 7 e logo, ¢ estritamente negativa em .
Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, para cada ponto (r34,723) no interior de D, existe pelo

menos uma solugdo para F' = 0, para algum z < ri4 < 1.

BF

Para ver que esta solug@o € inica, mostraremos que 5= > 0 em I'. Calculamos:

oF or13
= [Bri35— (rzs —134) (s — 1ia) + (Brag=—— —3r14) (13 — 1) (133 — 13y —
8r14 orq ora

» Or13

or
3 24(r%3—r%3)+(724 ”34)3”138 Y(1—riy)] =

[—37%4(734 - r§4)(r13 r23) + (3r248

aF 31‘2 8r13

2 Ory 2
——0l] +3r5,=——0lr + 377,03
ar14 13 ar14 24 ar14 14

onde:

3 3\/.3 3 373 3
o = (723 —r34)(’”24—714) —(1 —r14)(724—r34>7

3 3473 373 3
o = (133 —134) (113 — 1) = (1 = rig) (r{3 — 123),

3 373 3 3 343
0‘3:(724—r34)(r13—”23)—(”23—r34)(713—1)-

Usando que F = 0, cada o; restrito a I transforma-se em

(1 _r%4)(”§4_r§4)(1 _r§3)

o =
1 r%3_1 )
ot = (1_r%4)(r%3_r§3)(r?4_r§4)
2 = 3 3 3

T4 — T4
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(r§4—r§4)(r%3—r§3)(r34—1).

o3 =
3 3
4 =14

Observamos que 03 € estritamente positiva em I e 01, 0p sdo ndo-negativas em I, isto, junto
com o Lema 2.3.2, prova que aa—F >0emlI.
r'4

Portanto, existe uma fun¢do ri4 = f(r34,r23) definida implicitamente por

F(r14,r23,r34) =0

sobre o interior de D.
Finalmente, na fronteira de D definida por rp3 = r34, a tinica possibilidade para F (r4,r23,r34) =
0ériy=1em C, que é a configuragio pipa.

Similarmente, na fronteira ry3 = T(r34), como 9 ~ (e como para r14 = rp3, temos
’ ors ’

F(ria=r2,r23,138) = (ri3 — r33) T (x = r3a,y = 123).

E sabemos que T (x = r34,y = r23) = 0 na curva rp3 = t(r34) assim, vemos que a dnica possibi-
lidade para F =0 em C € rj4 = 3, que é a familia de trapézio isOsceles.

Portanto, definimos f(r34,r23 = r34) = 1 € f(ra3s,r3 = t(r34)) = rp3 para estender f a todo
D. Assim, o Teorema da Funcao Implicita, que é aplicdvel nas fronteiras que ddo as pipas e
os trapézios isdsceles, e o fato que F = 0 é algébrico, mostra que f € continua em todo D e
diferenciavel no interior de D.

Da prova do Lema 2.2.2, qualquer ponto (r34,723) estando acima da curva T, ou seja, rp3 >
t(r34), temos T > 0. Como, ;Tl; > 0 em I', segue que, a solu¢do para F = 0 deve satisfa-
zer ri4 < 13, Pois se rig = ry3 = F(riga = r3,r3,r4) = (r?_,) - r%)T(x,y) que € positivo se
(r34,7r23) estd acima da curva T, logo para ter F = 0, deve ter r14 < rp3, este valor esta fora de
C.

Além disso, qualquer ponto (r34,723) estando abaixo da curva r3; + r3, + r3ar23 = 1, teremos

r4 < 1, que também estd fora de C. Logo, a projecdo de I' no plano r34rp3 é o conjunto D. [

Nao é dificil ver que, para qualquer c.c.c, as massas podem ser ordenadas de uma forma pre-
cisa. Os argumentos que seguem dependem principalmente do fato que, os quatro corpos estao
em um circulo comum, bem como do ordenamento das distancias mutuas. Antes, veremos al-
guns lemas técnicos que mostram relacdes entre o comprimento das diagonais e 0 comprimento

dos lados entre os corpos 1 e 4, 2 e 3.

Lema 2.4.1. Qualquer c.c.c em I satisfaz

ri3 —rag < (rig—r3) (1 —r3a) (2.13)

r13 — 124 < rig—1r3. (2.14)
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Demonstracdo. Usando as equacdes em (1.28) temos,

r3—r —U@_ /@_\/a(b_c)_
13 24 - b e

[ a

%((”l4+”23’”34) — (r3 +r1arsg)) =

\/g(i’m —r23)(1 —r34).

bc = (ria+ra3r3a)(raz +riarsa) =

Entao, como

2, 2
riar3 +r3a(rig+r33 +riarsrg) > riar3+ru =a =
a
be>a= — < 1.
bc

Logo, ri3 — 124 < (r1a—123)(1 —r34) ecomo 0 < r34 < 1 = r13 —rog < rig — 3.
A igualdade é necessariaem (2.13) e (2.14) porque consideramos a familia de trapézios isosceles,
onde ambos os lados das desigualdades se anulam e, as desigualdades sdo estritas nas outras

c.c.C. ]

Lema 2.4.2. Qualquer c.c.c em I satisfaz, g—i < 2—‘3‘

Demonstracdo. Como rp3 < ri4 temos,

T3 T4+ 1
4 13+ r14r34

o atriarg r14(1+4r34)
T r3+rara ra(l4r3s)
_na

)

3

como desejado. 0
Vamos ao teorema que garante o ordenamento preciso das massas em uma c.c.c de 4 corpos.

Teorema 2.4.2. Qualquer c.c.c em I satisfaz my < mg < my < my = 1. Em outras palavras, o
corpo de maior massa estd localizado no vértice entre os dois maiores lados do quadrildtero e
o corpo de menor massa estd oposto ao de maior massa. Além disso, os dois corpos de maior

massa estdo no maior lado do quadrildtero e os dois corpos de menor massa estdo no menor

lado.

Demonstragdo. Vamos a primeira desigualdade

2.2 (.3 3
53 F Fis —F
my = %3 24( 13 14) <1.

2 (.3 3
13714 (134 — 133)
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Como ry3 > rp4 € ri4 > 13, € suficiente mostrar que r§4 — r§3 > r% — r%4 ou, equivalentemente

3 3 3 3
r13—r24§r14—r23. (215)

Tomando (2.14) e elevando ao cubo em ambos os lados

(ri3—r4)’ < (rg—r3)* =

3 3 > 2, 2 2 3 3
113 = 1aq +3(=ri3r2a + 113154 + 114723 — r14123) < 174 — 123

Para mostrar (2.15) € equivalente ver que
2 2 2 2
—7"137'24 +r13r24 +r14r23 — I’14r23 Z 0
ou que

r13r24(raa —r13) + riar3(ria —raz) > 0. (2.16)

Sabemos que:

1 <ri3r4 = a=ryaris+ria,

e temos as seguintes implicagdes:
2
I < rp3rig+r34 = r3g < iy +ri4r23r3s =

F34 — I3y — F3ariars + riars < riar =
(1 —r3a)(riaras +r3a) < riaraz = ri3roa(1 —r3a) < rparz =
ri3ra(ria —ra3) (1 —raa) < riarpz(ria —r3).

Agora, usando (2.13)
ri3ra(riz —raa) < rizraa(ria —ra3) (1 —r3a) < riarpz(ria —ra3) =

r1ar3(ria —r23) +ri3raa(raa —riz) >0
entdo, (2.15) € vdlida segue que my < m; = 1.

Agora, verificamos que my < mjy, usando as equacoes (1.29) e (1.31), temos

m _ r3a(riy = 11a) (154 = 134)
my riyriy(ry —r33) (s — 1)

2 .3 3 .3 3

3 14— 734713 M4 217
T2 2 3 33 (2.17)

14734 124 — 123 T3
mp
my

cada fracdo em (2.17) € maior ou igual a 1, pois 13 > r3g € 1 > ri4 assim, segue que - = > 1 &
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mo > my.
Finalmente, das equacdes (1.30), (1.31) e (1.22) temos,

my r1ar34(r33 = 134) (13 = 1)
ms3 r%3r%3(1 —rf4)(r§4—r§4)

2.2 (.3 3

r14r54(ri3 — 133)
2 2 (.3 35"
"13r23(”24_’"14)

Pelo Lema 2.4.2, ro4r14 > ri3r23 € COMO F|3 > 14 € Fl4 > 123 =

3 .3 3 3.3 3
Fi3 214 = F{3 =114 2 124 — T4

assim,
3 3 3 3 3 3
M3 =13 23— 14 21—y =
my
— > 1= my >mj.
m3
Entao, m3 <my <mp <m; =1. OJ

Corolario 2.4.1. Se somente dois corpos de uma c.c.c tém massas iguais entdo, a configuracao
€ simétrica, uma pipa, ou um trapézio isosceles. Especificamente, para qualquer c.c.c em 1" se
ou my; = mp ou m3 = mq, entdo a configuracdo é um trapézio isosceles e o outro par de massas
€ necessariamente igual. Se my = my, a configuracdo é uma pipa. Se quaisquer trés massas

sdo iguais, entdo a configuragcdo é um quadrado e todas as massas sdo iguais.

Demonstragdo. Da prova que my < 1 temos que:

2 2 .3 3
Y53 50 Fi2 — T
my = 237247137 a (2.18)

— 22 .3 3
"4 13 724 — 123
€ o produto de nimeros positivos menores ou igual a 1. Se my = m| = 1 segue que, cada fracdo
em (2.18) é igual a 1. E disto, temos ri4 = rp3 € r;3 = ra4, OU seja, temos um trapézio isésceles.
~ n
Pela equacdo (2.1) temos que m—i =1 m3 =my.
Agora, se m3 = my entdo, da prova que m3 < my temos r% — r§3 = r% 4= r? 4 €1sto € equivalente
a
3 3 3 3
F3 = T4 =133 —Nag- (2.19)

Se 3 < ri4 entdo, o lado direito da equacao (2.19) € negativo, o que contradiz o fato que,
r13 > ry. Logo, r3 = ria, € a equacao (2.19) da ri3 = rp4, novamente temos um trapézio

isGsceles. Além disso, por (1.29) Z—f =lem=m=1.

Finalmente, se my = my4, por um argumento similar ao apresentado acima e usando (2.17),

2 .3 3 .3 3
| — I3 T3 =744 134
~ 22 .3 3 3
Fiat3y M3 — 1 ryy—ry




47

onde todas as fracdes sdo maiores ou igual a 1. Pois, 3 > ry4, 1 > ri4. E assim segue que,
3 3 3 3 3 3 3 _ _ =

Fi3— T4 = T3 — 1 €y —r34 > ry, — ;. 1020, rig = 1 € ra3 = r34 € temos uma configuragao

pipa.

Se trés massas sdo iguais, entdo ou m3 = myq = my ou my = my = my, logo a c.c.c € simulta-

neamente, uma pipa e um trapézio isdsceles, assim ela é um quadrado com todas as massas

iguais. 0

A seguir apresentamos uma proposi¢ao que determina os limites nos comprimentos dos

lados e das diagonais do quadrilétero.

Proposicao 2.4.1. Os lados e as diagonais do quadrildtero em uma c.c.c em I sdo restritos por,
0<ru<1,1/V3<ra<1,¥<ru<l,1<r3, rns<V2,

onde T ¢ o valor minimo de t(x).

Demonstragdo. Os limites das distancias r34 € r23 seguem diretamente do Teorema 2.4.1. Usando
oF

argumento similar ao da prova daquele teorema, temos que I 0 no interior de D. Assim,
F
pelo Teorema da Funcdo Implicita, g% = — 851%3 < 0 no interior de D. Como rj4 = 1 na fron-

Irig
teira inferior de D (o caso degenerado do tridngulo equildtero ou a familia de pipas), segue que

o valor minimo para rj4 deve ocorrer na fronteira superior de D, dada pela curva ry3 = t(r34).
Porém, nesta curva temos r4 = r3 (trapézio isésceles). Portanto, o valor minimo de rj4 ocorre
no valor minimo de 73 em <.
Os limites inferiores das diagonais seguem diretamente da defini¢do de I'" e da inequacao (2.11).
Agora, pela equacao (1.28)

r3 < V2 & ab<2ce

(r3a+riar3)(ria +raarsa) < 2(ra3 +riar) <
B 2 o2 2
r3aria + r3ariaryy < 2r3 —raar3y — riar3 <
2 2 2
riarsa(l— I’23) > r3(ria+ r34 — 2). (2.20)

Como ri4 <1 e r3s <1, olado direito de (2.20) € ndo positivo porém, rp3 < 1 e isto implica
que, o lado esquerdo (2.20) é ndo negativo. Logo, (2.20) é sempre vilida, entdo ri3 < /2 e
como a4 < ri3 = rq < V2.

Estes limites sdo atingidos, porém a Unica possibilidade € a configuracao quadrado, pois 13 =

r34 = ri4 = 1 é aUnica configuracao possivel para fazer (2.20) uma igualdade. [

Desta forma, ficam classificadas as configuragdes centrais co-circulares, ou seja, vemos
que elas determinam uma superficie, grafico de um dos lados do quadriladtero como func¢ado
do comprimento dos dois menores lados do quadrilatero. Além disso, vimos que nos bordos

de tal superficie moram as configuragdes centrais co-circulares com algum tipo de simetria, a
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familia de pipas determina uma reta na fronteira da superficie e a familia de trapézios isOsceles
determina uma curva diferencidvel. Além disso, um dos bordos é composto pelos triangulos
equilateros do problema restrito de 4 corpos.

Foi utilizada a relagao de Dziobek para tal classifica¢do, assim como as razdes entre as mas-
sas, respondendo ao seguinte questionamento: Para qual conjunto de distancias mutuas corres-
ponde um conjunto de massas positivas que determina uma configuracao central? Além disso,
foi possivel demonstrar que existe um ordenamento preciso nas massas em uma configuracao
central co-circular. Também vimos que € suficiente ter a igualdade entre duas massas, apenas,
para termos c.c.c simétrica.

Mostraremos no capitulo 5, que é possivel obter a mesma classificacao das c.c.c utilizando
as equacgodes de Andoyer, vistas no capitulo 1. Pois basta mostrarmos que o sistema de equacdes
I € equivalente a estas. Como ja € esperado, pois os dois formalismos, equagdes de Andoyer
e relacdes de Dziobek, descrevem o mesmo tipo de situacdo, as configuragdes centrais do pro-
blema de n corpos. As equacdes de Andoyer sdo equivalentes as equacdes de configuragao
central. As relagcdes de Dziobek também sdao equivalentes as mesmas, porém com a restricao
da dimensao, ou seja, tal fato é verdade em dimensao n — 2, onde n € o nimero de corpos no

sistema.



Capitulo 3

Unicidade de Configuracao Central
Co-Circular Com 4 Corpos Com Centro

de Massa no Centro do Circulo

Neste capitulo e no proximo apresentamos dois resultados que respondem positivamente, para
4 e 5 corpos, respectivamente, a conjectura proposta por Alain Chenciner em 2001. Chenciner
conjecturou: E o n—agono regular a tnica configuracio central co-circular cujo centro de massa
coincide com o centro do circulo.

Neste capitulo fazemos a prova da conjectura citada acima para 4 corpos. Tal prova é devida
a Marshall Hampton e mostra que a tnica c.c.c com 4 corpos e centro de massa no centro do
circulo € o quadrado com corpos de massas iguais.

Damos a seguinte notagao para as razdes das massas definidas em (1.36)

2203 3

m; rikril<rjk - rjl)

§ij = m; :irz r2 (r3 —r3)'
J ik \Tik — T

Além disso, neste capitulo os quatro corpos sdo ordenados ciclicamente, no sentido anti-horario
e o circulo tem centro na origem do sistema de coordenadas. Também vale a relacdo (1.22) e o
teorema de Ptolomeu.

Fixamos o maior lado do quadrilatero como rjp = 1. Como vimos na Proposicao 1.5.1 da
secdo 1.5, que ri4 > 13 & 113 > rp4. Neste capitulo, utilizamos a relagdo inversa, 13 > rj4 <

ra4 > ri3. Assim, estamos interessados em vetores r = (r12,713,714,123,724,134) € R0 tais que
14 > 113 > 112 = 12> 13 > ria > ra. 3.1

Como os quatro corpos que formam a c.c estdo em um mesmo circulo, aparecem algumas
relacdes entre as distancias mutuas, entre elas, a relacio (1.36) e o teorema de Ptolomeu. Estas

relacdes permitem que o4 € 34 sejam escritas como fungdes de 73, 723 € r14. Assim, reduzimos

49
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o problema a andlise de trés varidveis, que devem variar de acordo com os limites na relacdo

(3.1). Logo, definimos tal regido como a seguir.

Definiciio 3.0.1. Considere R C RT3, onde os pontos (r13,r23,r14) € R sdo tais que, r13 €
{1, \/1r3a+ ré} , 13 € [(\/5— 1)/2, 1] eryus € [r23\/r23/(1 — r%3 +2r3 +r%3),r23} )

Vamos ao teorema do capitulo.

Teorema 3.0.3. A iinica configuracdo central co-circular com 4 corpos e centro de massa no

centro do circulo é o quadrado com corpos de massas iguais nos seus vértices.

Demonstragcdo. Dividimos a prova em duas partes, o caso simétrico € o caso nao simétrico.

3.1 O Caso Simétrico

Agora, vamos mostrar que a unica c.c.c com quatro corpos € centro de massa no centro do
circulo é o quadrado com corpos de massas iguais nos vértices. Primeiro, tomamos o caso
simétrico trapézio isOsceles, onde rj4 = r23 € r13 = ra4, ver figura 3.1 e vemos que o seu centro
de massa ndo esta no centro do circulo.

Do teorema de Ptolomeu, segue que r34 = r%3 — r%3, assim elimina-se a distancia r34 € 0
problema transforma-se em bidimensional, pois € suficiente obter as distancias ry3 e r3.

Note que, se o centro de massa estiver na origem, entdo vale a relagdo
2 2
1+ (2ri3 —r34)(m3 — 1) —m3r3, = 0. (3.2)

De fato, fixando m; = my = 1, a condicao do centro de massa estar na origem € equivalente

myry +mary +m3r3 +mary =r1+ry+m3(r3+ra) = 0.

Logo,
1+ (2r%3 —rya)(m3—1)— m3r§4 =

l+(r%3+r%3)(m3 — 1) —I’I’Z3r§4 =
(7 =21 r2 A+ =2y + ) — 1)~ s~ 2y o1+ ) =
1 —2m3ry o r3 —2m3ry e r3 —4ri = 0.

As duas ultimas igualdades seguem da relacdo do centro de massa, do fato que os vetores
posi¢ao tem o mesmo comprimento e das simetrias envolvidas.
Assim, utilizando as relagdes g;; € tomando o resultante com relacdo a varidvel r,3, o fator

nao trivial do polindmio em rq3 €

7ri8 + 42,17 + 78118 + 70113 + 9113 — 186713 — 97112 — 138711 4204719 + 6017, + 7218, — 48/]; —
8978, 4+ 6077, — 42713 +42r3; — 21185 +6r13 — 1,
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Figura 3.1: Trapézio isOsceles.

Aplicando o algoritmo de Sturm, vemos que a expressdao anterior ndo tem raizes no intervalo
[1,1/2]. Logo a expressio (3.2) também nio tem zeros neste intervalo, e o centro de massa nio

pode ser o centro do circulo.

3.2 O Caso Nao Simétrico

As varidveis ry4 € r34 podem ser vistas como fungdes de ry3, 123 € ri4, determinadas implicita-
mente por suas relacdes de co-circularidade.
Podemos checar sem muito trabalho que para configura¢des centrais co-circulares com cen-

tro de massa na origem do circulo, a seguinte identidade é valida

) (M2 My, o o\ M3, 5 5
——1 — — — — =0. 3.3
rlz( 1 >+ 1(r14 124) + 1(r13 73) (3.3)

De fato, pois como ¢ = 0, entdo mry + mary + m3ar3 + myrgy = 0. Além disso, mostrar a

relacdo (3.3) € equivalente a mostrar que
2 2 2 2 2
rip(my —mi) +ma(riy —ryg) +m3(ri3 —ry3) =0.
Assim, temos

(r%—2r1 or2+r%)(m2—m1)+m4(r%—2r1 or4+ri—r%+2r20r4—ri)+

mg(r%—2r1or3+r§—r%—|—2r20r3—r%) =

(1”1 —}’2)0(7”1 —rz)(mz—ml)—|—2m4(r2—r1)0r4—|—2m3(r2—r1)or3 =

(ri —ry) o [(r1 —r2)(my —my) — 2myry — 2mar3] =
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(ry —ry) @ [mary +myry +myry +mory| =
(r1—r2) @ [(m1 +m2)(r1+12)] =
(m1+my)(ri —r3) =0,

como desejado. Foram utilizados nas igualdades acima, o fato de os vetores posi¢ao terem o
mesmo comprimento e o fato do centro de massa estar na origem do sistema de referéncia.

Fazemos ri, = 1 e usamos go| = Z—f, 231 = anf e g% = Z’T‘l‘, entdo obtemos

843
(821—1)+gz(”%4—r%4)+831(r%3—r§3):0- (3.4)
Como g3 = 1/g31, e substituindo o valor de g43, podemos escrever a expressio em (3.4) da

seguinte forma

S =81+ g3 (113 — 133) 52, (3.5)
onde S =(g21—1)e
2.2 (.2 2
g — i3z —ry) r%4r%4(r%4_”%4). (3.6)
(”%3 _r§3) (r§4—r11‘4)

Podemos notar que S = 0, quando ri4 = rp3. Vamos mostrar que S # 0 no interior de & ..

Como o coeficiente de S, € positivo em &, devemos estudar o seu sinal. Derivando S com
respeito a ri4, obtemos

EAY) r14r4

4 ! 3 3 / 2 2 2 2 !
E = _(r2 FP—— 7 (2r arpa + riaroa + 41142454 + 2r 4150 + 2r{atoaros +  (3.7)
14 T 114724 7 o4

3 3/ 4
4r14r24 + r14r24r24 + 2}’24)

Basta investigar o sinal do segundo fator na expressao acima, pois o primeiro fator € sempre
positivo em & . Afim de evitar o surgimento da distincia r34 no problema, calculamos a derivada

. . / . . ~
implicita r7, a partir da seguinte relagdo
2 2 2 2 _
113123 — I'31231 4 — 114124 + 13714124 + 133114124 — 113123124 = U,
que é valida para configuragcdes co-circulares com rjp = 1. Assim, temos

2 2
g 213123714 + a4 — F{3124 — 53124

4 = .
FYar1a + 1ayF1a — P14 — 2113723124
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Substituindo esta expressao em gr%, vemos que seu sinal € determinado por

(roa—r14)
2 2
Fi3F14 +ry3ri4a —ria — 2ri3r3rs

(21’131‘23 (21’%4 + 61’%41”24 + I’%4I’%4 + 61’141’34 + 2?34) + (3.9
riaraa(1 = r33) (ria + 3r1ara + r3y) = risriaraa(riy + 3r1aras +134)).

Observamos que, da relacao (3.1) e como r§3r14 <rue r%3r14 < 2r13rp3724, €ntdo em R,

temos
rog —r
i i (ro4 —r14) <o.
r{3714 +ry3r14 — ri4 — 2r13r23r24
Também obtemos as seguintes relacoes
4 2 3 2 .2 2
4'7'137'237'24 2 r13r14724+3r13r14r24 (39)
e
12 2, > 3.10
r13723714 54 = T3 4724, (3.10)

estas relagdes quando aplicadas no segundo fator de (3.8), vemos que este € sempre nao positivo.
Além disso, E?r% < 0, na fronteira rj4 = 13 € r13 = o4 € COMO 713 > 173, entdo Sy > 0 no interior
de R .. Também temos que S; > 0 no interior de &, basta um ordenamento adequado dos corpos
no circulo. Assim, S € diferente de zero no interior de &, contradi¢cao com o fato de a c.c.c ter
centro de massa no centro do circulo, assim tal configuracdo ndo existe. E vemos que a unica

c.c.c com centro de massa no centro do circulo, € o quadrado com corpos de massas iguais. [



Capitulo 4

Unicidade de Configuracao Central
Co-Circular Com S Corpos Com Centro

de Massa no Centro do Circulo

Neste capitulo, continuaremos discutindo a conjectura de Chenciner, citada no inicio do capitulo
anterior. Aqui serd dada uma resposta positiva a mesma, para o caso particular de 5 corpos.
Ou seja, mostraremos a unicidade de c.c.c com centro de massa no centro do circulo, esta
configuracdo € o pentdgono regular com corpos de massas iguais nos vértices. Diferentemente
do que ocorreu nos capitulos anteriores, onde o resultado principal foi obtido da relagao de
Dziobek e de outras relagdes devidas ao fato de a c.c ser co-circular, o resultado principal

seguird de andlises das equacdes da defini¢cdo de c.c.

4.1 Preliminares

Nesta se¢do vamos construir o cendrio para o resultado mais importante. Neste capitulo, assim
como nos dois anteriores, o centro do circulo é a origem do sistema de coordenadas. Além
disso, consideramos o circulo de raio 1, sem perda de generalidade, pois as c.c s@o invariantes
por homotetias e rotacdes centradas no centro de massa.

Assim, tome n corpos de massas positivas m;, suas posicoes sdo dadas por
(ck,sk) = (cosO,senby),
com 6; € [0,27) e 6; # 8 se i # j. Denotamos tais c.c, neste capitulo, por

{01,...,6,},
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e sem perda de generalidade, podemos assumir que
0<0;<6,<...<0, <2m.

Os angulos 0 sao medidos no sentido anti-hordrio com origem no eixo das abscissas positivas.

As equacdes da definicao de configuracdo central sao
n (i — s
y U e =o.

j=1,j#i Hri_er3

Com as defini¢Oes acima e considerando ¢ = 0, temos o seguinte conjunto de equacdes equiva-

lentes,
n , .o
ei= Y Mﬂci:o, @.1)
j=tj#i i
T omi(sj—si
Cin= 3, M +As; =0, 4.2)
=L T
n
€m+1 = Z mjc; =0, 4.3)
j=1
n
€42 = Z mjs; =0, “4.4)
j=1

parai=1,...,n,comr;; = \/(cj —ci)?> + (s; — s;)%. Segue uma proposi¢do que serd utilizada na

demonstracao principal.

Proposicao 4.1.1. Seja ® = (84,...,6,) uma c.c.c com centro de massa na origem do circulo.

Entdo as seguintes sentengas sdo vdlidas.

1. A configuracdo Oy, refletida com respeito ao eixo das abscissas da configuracdo ©, é

uma configuracdo central co-circular.

2. A configurag¢do ©y, refletida com respeito ao eixo das ordenadas da configuragdo ©, é

uma configuragdo central co-circular.

Demonstracdo. Se a c.c.c ® é (c1,51,¢2,52,...,Cn,Sn), €ntdo a configuracdo O, é (c1,—s1,¢2,
—82,...,Cn, —Sn). Sabemos que O satisfaz as equagdes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), logo ®, também
as satisfaz, logo é uma c.c.c.

Desta forma, a configuragdo @, é (—cy,s1,—¢2,52,..., —Cn,S,). Ja que O satisfaz as equagoes
(4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), entdo O, também as satisfaz, logo € c.c.c. Esta provado os itens 1 e 2

acima. O]

Na proxima sec¢ao enunciamos € demonstramos a unicidade de c.c.c com 5 corpos, € centro

de massa no centro do circulo.
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4.2 Unicidade da Configuracao Central Co-Circular Com 5

Corpos e Centro de Massa no Centro do Circulo

Para toda esta se¢ao consideramos n = 5 e o objetivo principal € demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Para o problema Newtoniano com 5 corpos, a tinica configuragdo central co-
circular com centro de massa no centro do circulo é o pentdgono regular com corpos de massas

iguais em seus vértices.

Demonstracdo. Sabemos que as c.c.c com centro de massa na origem do circulo sdo invariantes
por rotacdes centradas nesta origem, e por reflexdes com respeito ao eixo das ordenadas e das
abscissas. Assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que temos uma c.c.c ® =
{91,92,93,94,95}, tal que

cs=cy, Ss5=—5<0, c1>0, my>ms.

Isto pode ser desta forma, pois primeiro damos a denominagdo de m; para a maior massa.
Entdo, nomeamos as massas dos demais corpos no sentido anti-hordrio, iniciando com m;. Se
necessdrio, rotacionamos a configuracdo de tal forma que, s5 = —s> com s, > 0. Se my < ms,
aplicamos uma reflexdo com respeito ao eixo das abscissas entdo, a configuragcdo obtida sera,
novamente, nomeada no sentido anti-horario, a partir de m;. Assim, obtemos my > ms.

Note que se a configuracdo € invariante com respeito ao eixo das abscissas, entdo 0; =0 e
03 = —04. Logo,

S1:O, 61:1, §3 = —84 € (3 =<4,

esta informacdo serd usada em algum momento da demonstragao.
Usando o fato que o centro de massa estd na origem do circulo e, esta coincide com a origem
do sistema de coordenadas, temos
mycy + (my +ms)ca +msc; mysy + (my —ms)sy +mss3

Cq4 = e 54 =
mq my

4.5)

A prova deste teorema serd dividida em dois casos. Sendo que, o primeiro deles serd divi-
dido em dois subcasos. No segundo subcaso do primeiro caso veremos que a c.c.c formada € o

pentagono regular com corpos de massas iguais nos vértices, nos demais casos nao existird c.c.

43 Casol

Este caso leva em consideracao a seguinte possibilidade

mysy + (my —ms)sy, =0,
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consideramos dois subcasos.

4.3.1 Subcaso 1.1

Neste subcaso consideramos my > ms, portanto

g="5"", (4.6)
mi

Como s, > 0 e my > ms5 temos que s1 < 0. Mais ainda,

m3
sS4 = ——53.
my

Logo, s3 > 0 e, consequentemente s4 < 0. Portanto,
(my —ms)sy +m3zs3 # 0.

Neste ponto, podemos resolver o sistema

c%—l—s% =1
cﬁ—i—sﬁz I,

com respeito a s1 e ;. Obtendo duas solucdes diferentes R/ = {c{ ,s{}, para j = 1,2 com

ni
st = = 2L (miD} + D}(D} + D} — m3) — D,Sy),
D1Ds
1 M D 2 D2 D2 2 S
cl——D—3( 2(my + Dy + D3 —mj) +S1),
m
5} = ————(m}D} + D}(D? + D3 —m3) + D1S)),
D1 Ds

mi
= —D—3<Dz<m%+D%+D%—mi) —S1),

onde
Dy = (my —ms)sy +m3s3,
Dy = camsz + cp(my +ms),
D3 = 2m} (D} + D3)
e

$1 = \/DXm3 (D} + D} + m3) — (m? + D} + D3 — ni3)).

Assim, da Proposi¢do 4.1.1, sabemos que a configuracdo ®, refletida com respeito ao eixo

das abscissas da configuracido central co-circular ® € ainda uma c.c.c. Desta forma, ou a
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configuracio ® € invariante com respeito ao eixo das abscissas, ou

1

2 1 2
€l =Clloys—s, so-s5 € 51 = —STlpoos, so-s- 4.7)

Para a primeira possibilidade, como visto acima, segue que, s; = 0, contradi¢do, pois es-
tamos em acordo com as hipdteses do subcaso 1.1. Logo, a relacdo (4.7) € valida. Assim,
temos

S1=0

DZSI = 07

respectivamente. Ou seja, 1 = 0 e como D; > 0 segue que,
2m} (D} + D3 +m3) — (m} + D} + D35 —m3) = 0.

Observamos que, a equacdo acima € biquadrada em m;. Resolvendo em relacdo a esta

massa, encontramos quatro solu¢des que denominamos por m; j com j=1,2,3,4 ¢

:

my j = (—1)/ms—/D} + D3

m17j+2:(—1)jm4—|— D%—FD%, j=12.

:

Como m; > 0, a solug@o my | nunca satisfaz, logo esta descartada. Assim, resta analisar m; >,
mp3 €my4.
Se my = my » temos
(m2 — m5)S2 + m3s3

2 2
D{+ D5

S| = —854 =

;

Como (4.6) é valida segue que, s1 < 0, logo s4 > 0, contradicao, pois de acordo com as hipéteses
do subcaso 1.1, temos s4 < 0. Logo, ndo € possivel ter m; = mj >.

Se m; = my 3 temos
(mp —ms)sy +m3s3

§1 =84 = —
2 . 2
D1+D2
c
c3m3 + (my +ms)co
cl=c4=— )

2 2

Desta forma, existe colisdo entre os corpos de massas m; e my, contradicdo. Logo, ndo é

possivel ter my = my 3.
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Se m| = my 4 entdo

(m2 — m5)S2 +m3s3

/D2 2

Logo, a solugdo m| = mj 4 ndo € possivel, pelo mesmo motivo que m; = m; > ndo € possivel.

§1 = —854 = —

Assim, estd concluido o subcaso 1.1, ou seja, sob aquelas hipdteses ndo existe configuragdo

central co-circular.

4.3.2 Subcaso 1.2

Aqui, consideramos my = ms € como
mysy + (my —ms)sy =0,

entdo s; = 0. E também ¢; = 1 e rj» = r15. Mais ainda, temos

m1 +2macy + mzcs m3
— e S4=——s3. 4.8)
my my

Cc4 =

Logo, temos que 53 > 0e s4 < 0.
Da equagdo eg = 0 de (4.2) tem-se

1 1
msss3 (T - T) =0.
"3 T

Desta forma, segue rj4 = rj3. Consequentemente, ¢4 = ¢3 € s4 = —s3. Assim, segue de (4.8)
que
m3 = my
e
m; = —2(621’”2 —+ 03m3).

E notamos que ¢3 < 0, pois o centro de massa esta no centro do circulo, ou seja, na origem do
sistema.

Claramente temos

r45s =123, 135 =", I25=25), 7134=2s3.

Assim, das equagdes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) percebemos que as Unicas equagdes que per-
manecem independentes sdo as ey = 0 para k = 1,3,7,8. Pois, e = 0 pode ser obtido da
combinagdo linear

mie; +2mzesz + 2mper = 0.



E
€4 = e3,
€5 = e,
€6 = 0,
€9 = —eg
€
el = —e7.

Agora, de e; = 0, obtemos

2(cp—1)my N 2(c3—1)m3

3 3
Y] s

7\,:

E substituindo A em e; para k = 3,7,8 obtemos as equagdes abaixo

2 33 2 3 3 3 3 3 3 23 2 3 2 3
J1= =1araarys = ri3ralas — N2713124723 + 204723 + 1273123 + 1271373 + 112713724 +
2 3

T12713724,

_ 1 3 3 2 2 2
fa= 3 (2mari3rysray —m3(ria = 2)rip(ri2 +2)ri3 /4 — i3

2(rin— 2)r%2(r12 + 2)”13r33r24

(r23 — r2a) (r33 + raara3 +ray) — (ria — 2) (ria +2)\ /4 — 1y (—mariyrayrys + mariyragr,

3 3 3 3 3 3 3 3
—2mar13ry413 — 2Mar13ra s + M3rar13ry3 + Maripriaray)),

1
ik 3 (2m3r12r§3r§4r13 - mzr%m /4 — r%z(m —2)(ri3+2)

C 2ra(ri3 — 2)ri5(riz+2)r13risra,

(r23 — r24) (133 + raaraz + 134) s — (r13 — 2) (r13 + 2)\ /4 — 13 (mar1ari3r53 + moriyragras

3 3 3 3 3 3 3 3 3
—mMoI 3734753 — 2MaT12754T53 — 2M3F121754 153 + M2T12173724)713),

respectivamente, onde foi usado o fato que

1 1
c2 = 5(2—”%2)» 3= 5(2—r%3).

60

A partir daqui ndo utilizamos os denominadores de f> e f3, porque eles sdo diferentes de

zero, ja que estamos supondo c.c.c com 5 corpos. Por exemplo, se r13 = 2, entdo rj4 = 2, mas

isto implica em colisdo dos corpos de massas m3 € my.

Observe que, o sistema formado pelas equacdes f> e f3 € linear e homogéneo considerando

as massas mp € m3 como varidveis. Assim, o determinante deste sistema precisa ser zero, pois
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estamos interessados em massas positivas, para esta condi¢do obtemos a seguinte equagao

f4:47%2(“3—2)r%3(713+2)\/4—r13”23”24+r12”%3(r13rg3r12 4ri3rSsrt
—ri3rSyrty + riarasrSarty — AriararSarty +4rirSarty — risrSsraarty +
Ar13r93r34rty — 8113515y + 3213155315y + 81 rS4rty — riarasrSurt, +
16r13r23r§4r12 32r13”24”12+’"13”23r§4r12 16r13r23r34r?2
P03r33 154y + 61133315410 — 8ri3rasrSury + 131533410 —
6r{319324 1) + 811375313410 + Far93 ity — 8131531y + 3231531, —
64”13@3?‘1‘2 ’”13r24712+8713’”24r12 32”13’24”12+6713”23’”g4’”41‘2
3217333154712 + 3211315354y + 64134ty — 61731533y +
32131531547t — 32r13193 gty 4 13334ty — 323 ras Sy, +
64’”13’"23@4’”%2‘”?ﬂgﬂ%ﬂlz+32r13r23’”§4”f2—
Ar33rS3rty + 321331531 — 64r 3155y + 413ty — 320038ty +
6413154172 — Brisras Sy riy + 6411315315 riy — 12811378, r33r7, +
8319315411y — 6411319334 + 1281137533411y — 4risrsrSyrn +
16r13r23r24r12 + 32r13r23r§4r12 — 128r13r23r24r12 + 4r13r23r24r12 —

6 6 3 4 6 3 2 6 .3 6 6
16r73193154712 — 3213153754712 + 128113703154 712 + 413315,

2 2 2 6 6
/4= rip(4(r2 = 2)rip(riz +2)ri3rpsrs —
(rip—2 2)(ri3—2 2)/4 — 2 (=SS, rSs —
12 —=2)r12(ri2 +2)(r13 = 2)r13(r13 +2) r13(—1127124723
6 6 6 6 6
P3rS4r5s + 2P a1 rSs + 2P PSS + 20y 3131 Sy — 2r10r 3 rSurSs —
7,3 1o 4 6 3 6 3 3 ) 3 .6
r12”13”24r23 ”12rl3r23 F1271314723 — r12r13r24r23 r12r13’”24”23
4 3 3 3 3 6 6 3 3 4 6 3
r12r13724r23 + r12713r24”23 2712”13’”24r23 12T 3724723 — 12713124723 —
6 3 4 3 6 6 6
2r12r13r24rz3 r12r13724”23 + r12713”24r23 2”12rl3r24r23 +2rhrarSs)).
Notamos que as equagdes f; =0 e f4 = 0 dependem apenas das distancias ry2, r13, 123 € 124.
Vemos que, podemos encontrar as distancias ;3 e r4 em funcao das distancias r; e ry3, usando

o teorema de Ptolomeu. Pois, se my, my, m3 e my sdo massas de corpos que estdo ordenados

ciclicamente em um circulo, entao

riar3a +riarpz —rizra = 0.

Assim, sob as hipoteses do subcaso 1.2 obtemos

14 =120/ 4 — r%3 + 3. 4.9)
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Agora, aplicando o teorema de Ptolomeu aos corpos de massas mj, my, m3 € ms temos que
riarss +risraz —rizras = 0.

Logo,

1
r3 = \/4-1’%21’13 — \/I’%?, ‘|—57’12(\/ 4—7’%27”13\/ 4_’”%3 _"12(”%3 —2)). (4.10)

Podemos substituir 73 € 24 nas equacdes f; =0 e f1 = 0, vemos que nas expressoes re-
sultantes aparecem radicais. Elevando estas expressdes ao quadrado trés vezes, entdo as raizes
quadradas sao eliminadas. Desta forma, obtemos equacdes g; € g4, que tem as mesmas solucdes

que f1 e f4 e possivelmente algumas outras solucdes. As equacdes g € g4 ficam

g1 =—(rin+r3)%g3,812,

onde

g“—rlz 4r13r 4r 2r13r12+4r13r12+6r13r +16r13r +4r
817311y — 1230y — 8riarly + riyrty — 9rfyrty, — 197138, — 120751,
—12r {3y +8r3r 1y + 32ri3r]y — 9rsrSy + 6219375, — 28r1319,
817317 + 8r{3riy — 4817317y + 61137y — 196337, — 1619311,
—2ri3riy — 1230y 4 32r{3r), — 4r{3rT, + 16r(3r7, — 16713,

+4r%%r12 — 8r?3r12 + r%3 r13 + 4r

A expressao para o polindmio g1, € maior que g1 mais que dez vezes, além disso, ela ndo da

solugdes para as equagodes fi =0 e f4 = 0. Também temos

g4 =~ (rin —r13) 285 (ra 4 r13) Pgarg42,

o polindmio g4; € aproximadamente duzentas vezes maior que g1, € g42 € aproximadamente
seiscentas vezes maior que gi1, tais expressoes ndo aparecem neste trabalho.
Das expressoes de g; e g4 vemos que para buscar as configuragdes centrais co-circulares,

devemos procurar as solugdes do sistema

g11812=0, g41842=0,

ou de forma equivalente buscamos as solucdes dos sistemas abaixo

g11=0, g4 =0; 4.11)
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g11=0, gun=0; 4.12)
g12=0, g41=0; (4.13)
g12=0, gu=0. (4.14)

Podemos ver que todos os polindmios g;; dependem apenas das varidveis ryp € rj3. Agora,

fixamos nossa aten¢ao no sistema (4.11), definamos os seguintes polindmios em uma variavel,

p(ri2) = Resultante(gy1,841,713],

q(r13) = Resultante[g11, 841,712,

onde Resultante[gy1,841,r13] € o resultante dos polindmios gj; € g4; com respeito a varidvel
r13. Sabemos que este polindmio depende apenas da varidvel rj>. Além disso, das propriedades
do resultante temos que, se (7],,7]3) ¢ uma solucdo do sistema (4.11), entdo r}, € uma raiz do

polinémio p(ri2), e r{; é uma raiz de g(r13). As expressdes de p(ri2) e g(r13) sdo as seguintes
p(riz) = a(riz —2)"r13°(ri2 +2)*(rf, = 2)(rly = 51ty + 5) p1ao(r12) p3oa(ri2),

q(r13) = b(ri3 — 2)°°r {30 (ri3 +2)” (113 — 2)8(r13 — 5113+ 5)q140(r13) @304 (r13),

onde a e b sdo inteiros positivos, pi(ri2) é um polindmio com coeficientes inteiros de grau k na
varidvel ry3, e ¢;(r13) € um polindbmio com coeficientes inteiros na varidvel r3 e de grau [.
Note que, p140(r12) 7 q140(r12) € paoa(ri2) # gzoa(ri2), porém sdo polindmios dependente
de r%z, de graus 70 e 152, respectivamente. O andlogo € valido para ry3. A(s) c.c.c que buscamos
satisfazem
O<rip<riz<?2. 4.15)

Desta forma, estamos interessados nas raizes r}, do polindmio p(r12) e nas raizes rj; do po-
lindmio ¢(ry3), que estdo no intervalo (0,2). Assim, tomamos todos estes pares de raizes com
r{, < ri; e checamos quais deles sdo solucdes de f| =0 e de f4 = 0. Existe apenas um tal par,

seja ele

(o rly) = <\/%(5—¢§),\/%(5+ﬁ)>. (4.16)

Ou seja, esta € a unica solugdo de (4.11) que também € solucao de f1 =0¢e f4 =0.

Estudando todas as solugdes de (4.12), (4.13) e (4.14) da mesma forma que foi feito acima,
obtemos que nenhuma delas € solu¢ao de f; =0 e fs = 0 e satisfaz (4.15) simultaneamente.
Logo, a tnica solug@o € o par em (4.16).

Por fim, substituindo este par ordenado em f, =0 e f3 = 0 com rp3 e ro4 dados por (4.9) e
(4.10), respectivamente, obtemos

—50(1+V/5)(my —m3) =0
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50(=3 +/5)(my —m3) =0,

respectivamente. Desta forma, podemos concluir que my = m3. Observamos assim que, a Unica
c.c.c sob as hipédteses do subcaso 1.2 € o pentdgono regular com corpos de massas iguais nos
vértices. Tal resultado sobre as massas € uma questdao de completude, pois da literatura, sabemos

que para um poligono regular ser c.c € necessario que tenha corpos com massas iguais.

4.4 Caso?2

Nesta se¢@o analisamos o caso restante, a saber quando mys| + (my —ms)sy # 0. Assim como
antes, resolvemos o sistema

c% + s% =1

cﬁ + s% =1,

com respeito as varidveis s3 e c3. Novamente, como no caso 1, obtemos duas solucdes diferentes

() o . ~ Joad s
T/ = {c3,s3} para j = 1,2 e as expressdes para s3 € c3 S30

m
46
m3
m3
$3 = ————(D3(D3 +m3 — mj +D3) + Ds$),
DyDg

m3
3= —176(1)5(D§+m§—mi+1)i) —$),

onde
Dy = mysy + (my —ms)sa,
Ds =mjcy + (my+ms)ca,
Dg = 2m3(Dj + D?)
e

Sy = \/—Dﬁ(Dg — (m3 —ma)? + D3) (D2 — (m3 +m4)? + D3).

Como ja sabemos da Proposicao 4.1.1, a configuracio O, refletida com respeito ao eixo das
abscissas da c.c.c ® é também uma c.c.c. Desta forma, ou a configuracdo ® é invariante com

respeito ao eixo das abscissas, ou

1 2 1 2
€3 =C3lsiss150—5s € S3= =835 5—5,5 -5 (4.17)

Se a configuracdo for invariante com respeito ao eixo das abscissas entdo, s; =0, ¢ = 1,
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s4 = —s3 € ¢4 = —c3. Logo, s3 > 0 e s4 < 0. Além disso, como estamos sob as hipdteses do

caso 2 e my > ms, temos que my > ms. Pela relacdo (4.5) temos que

mq — ms
§) = —83.
ma —ms

Por hipétese so > 0 entdo myg > m3. Assim, também observamos que ri4 = rj3 € ri5 = ri2.

Agora, a equacdo eg = 0 de (4.2) reduz-se a
1 1
(m3 - m4)S3 (T - T) =0.
2 13

Entdo, rj, = ry3 tal fato indica colisdo entre os corpos de massas my e ms3, contradi¢do, entdo €
valida a relacdo (4.17).
Disto, segue que S = 0 e D55, = 0, respectivamente. Como S, =0 e D4 # 0 obtemos a
relacdo
(D3 — (m3 — m4)* + D7) (D3 — (m3 +ma)* + D7) = 0.

Resolvendo Dg —(m3+my)>+ Di = (0 com respeito a mp, temos duas solu¢des denominadas

por M j para j = 1,2 com a seguinte expressao
M, j = —((ma+ms)cica + (my —ms)sys2 + (_1)j+1\/ﬁ)7

onde

N = ((m3 +mg)* — (ma +ms)*c3)sT +2(m3 —m2)cicasisn + ((m3 +mg)? — (my — ms)?s3)c3.

E resolvendo D% — (m3 —my)? + D} = 0, novamente, com respeito a m;, chegamos 2 duas

solu¢des denominadas por M ; para j = 3,4 com a seguinte expressao
My j12 = —((my+ms)cica+ (my —ms)sis2 + (—1)7T1/Ny),
para j=1,2¢
Ny = ((m3 — m4)2 — (my —|—m5)zc%)s% + 2(m% — mg)clcznsz + ((m3 — m4)2 —(my— m5)2s%)c%.

Podemos notar que m3 # my, pois caso contrario Dg +D421 ndo pode ser zero ja que, D4 # 0.
Tomando as quatro possiveis solugdes para m; temos.
Se m; = My segue que

§3 =S54 = ((my +ms)cicpsy + (ms — mz)c%sz —i—slx/]V),

(m3 +my)
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1

m(_(’”z +m5)c2s% + ((ma —ms)s152+ \/JV)cl).

C3 =C4 =

Contradi¢do, pois isto implica em colisdo entre os corpos de massas m3 e my4, logo esta solugdo
nao € possivel.

Se m; = M 2, segue que

1 2
§3 =854 = —((my +ms)cica81 + (ms —my)cysy —s1VN),
3=954 <m3+m4)((2 5)c1c281 + (ms —my)cis2 —s1VN)
1
c3=c4= —M((mz—i—ms)czs%—i— ((ma—ms)sis2+VN)cy).

Pelo mesmo motivo acima, esta solu¢do nao € possivel.
Se m; = M 3, temos

§3 = —S4 = ((ma+ms)cicpsy + (ms — mz)c%sz + 51V Np),

(m3 —ma)
1

(f(—(mz +ms)casi + ((my —ms)sis2+ vVNi)cr).
ms3 m4)

3= —C4=

Se (my — ms)sy +m3s3 = 0 entdo my > ms, caso contrario s3 = 0, pois my > ms, e s4 = 0,
c¢3 = —1, ¢4 = 1, contradicao com o fato de 64 < 05, logo my > ms como afirmado. Assim,

nmyp —ms

§3 = $2,

m3

implica que s3 < 0, pois 52 > 0. Logo, s4 > 0, contradi¢cdo com o fato que 63 < 04.

Desta forma, (my — ms)sy +mas3 # 0, usando os mesmos argumentos que no subcaso 1.1,
entdo m; deve ser uma das trés solugdes m; ; para j = 2,3,4. Porém, m; = my 3 implica colisdo
entre os corpos de massas m; e my. Por outro lado, se m| = m2 ou m; = my 4, segue que
§] = —S§4 € C] = —C4 € COMO, §3 = —§4 € c3 = —C4, derivamos uma contradi¢do, pois assim
existe colisdo entre os corpos com massas mj € m3. Logo, a solu¢do m; = M, 3 € impossivel.

Se m; = M 4 temos

§3 = —84 = ((m2 —|—m5)C1C251 + (m5 —mz)C%SQ —S1\/N1),

(m3 —ma)
1

(f(_(”” +ms)cast + ((my — ms)s1s2—V/Ni)ey).
ms3 m4)

3= —C4=

Assim, os mesmos argumentos utilizados para a solu¢do m; = M 3 podem ser aplicados a este
caso, mostrando que a solugdo m| = M| 4 também € impossivel.

O teorema tem sua prova completa, como desejado, a unica c.c.c com 5 corpos e centro
de massa no centro do circulo é o pentdgono regular com corpos de massas iguais nos seus

vértices. L



Capitulo 5
Construcoes Equivalentes

A 1idéia deste capitulo € mostrar que os resultados obtidos na classificacao das c.c.c com 4
corpos, utilizando a relacio de Dziobek (1.20), podem ser obtidos também com a utilizagdo das
equacdes de Andoyer (1.3). Como foi dito no fim do capitulo 2, tal resultado € esperado, pois

estes dois formalismos descrevem as configuracdes centrais.

5.1 Construcoes Com as Equacoes de Andoyer

Nosso objetivo nesta secdo € fazer as mesmas construcdes que aparecem nas se¢oes 1.4 e 1.5
do capitulo 1, porém utilizando as equagdes de Andoyer (1.3). Observamos que para 0 nosso

caso, n = 4, estas equacdes formam o seguinte sistema:

(

f12 =m3(R13 — R23)A123 + m4(R14 — Roa)A124 =0,
S13 =ma(R12 — R23)A132 +m4(R14 — R34)A134 = 0,
S14a = ma(R12 — Ro4)A1a2 +m3(R13 — R34)A14

II:

f24 =m1(R12 — R14)Ax41 +m3(Ro3 — R34
f3a = my(R13 — R14)Az41 +m2(Ro3 — Roa)Azy

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )A143
f23 = m1(R12 — R13)A231 +m4(Rog — R34)Ax3q =

( ) ( )A243

( ) ( )A342

\

Suponha vilido o sistema II e suponha que a c.c formada € co-circular, entdo o préximo

resultado prova que € valida a relagcdo (1.26) da secao 1.5.

Proposicao 5.1.1. Se o sistema Il é satisfeito e a configuracdo central é co-circular, entdo as

distancias miituas satisfazem a seguinte relagdo
13, 124 > 112 > F4, 123 > T34, (5.1)

supondo r1y o maior lado do quadrildtero.
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Demonstragcdo. Como

Fa=0 m3A123  Rys—Ryg

= >0,
ma4Ai124 Rz —Ro3

entao, se
Ryy—Ri4>0 e Ri3—Ry3>0=

rna<ri4 e riz<rn=

r13r4 < F14¥r23 = r13r4 < 12134 + 114123,
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contradicao, pois a c.c é co-circular, e ja que estamos supondo massas positivas, devemos ter

4 >ri4 € ri3>r3.

Da equagdo
myAj4y  R3a—Ri3

f14:0 >07

m3As3 Rz — Ry
entao, se
R34y —Ri3<0 e Rp—Ryu<0=

riz<rig e 1ry<rip=
r13r4 < F12134 = F13124 < 12134 + 114123,

contradi¢ao, pois a c.c € co-circular € como supomos massas positivas, devemos ter
ri3>1r34 € 14 >7r12.

De forma similar, obtemos a partir da equacdo f>3 = 0 que
¥4 >134 € 113 >ri2.

E a partir da equac@o f34 = 0 obtemos que
4 >1ry3 € ri3>ri4.

Assim, de (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5) podemos garantir que

r13, 4 > r12, 14, 13, r34.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

Agora, supondo que 1, € maior lado do quadrilatero, vemos que r34 € 0 menor, ou seja, 0 maior



lado se opde ao menor lado. De fato, da equacao

Fa=0 myA132  R3g—Ryg

= <0,
ma4A134  Ri2—Ro3

entao, se
R34 —Ri4<0 e Rip—Ry3>0=

ri2 < a3,

contradicao, pois por hipétese, temos a desigualdade inversa. Logo,
r34 <ri4.
De forma andloga, tomamos a equacao f>4 = 0 e vemos que

r3qg < 3.
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(5.7

(5.8)

Assim, das desigualdades (5.6), (5.7) e (5.8) obtemos o resultado desejado em (5.1), com as

igualdades validas nos casos simétricos e as desigualdades estritas nos demais casos.

O

Desta forma, se o sistema II € satisfeito, supondo rj = 1 o maior lado e a configuracao

¢ co-circular entdo, novamente como na sec¢io 1.5, podemos nos restringir a procurar c.c.c no

conjunto

Q={reR™rz>rg>rn=1>r4>r3>ru}

Da mesma forma que naquela se¢io, também conseguimos obter as mesmas expressoes para

as razoes entre massas.

Proposicao 5.1.2. Se o sistema Il é satisfeito, entdo as razoes entre as massas tem as expressoes

de (1.29), (1.30) e (1.31) da secdo 1.5.
Demonstracdo. Observemos que, f34 = 0 € equivalente a

m1Asqr  Rog —Ro3

myAzsn Ri3—Ryg

myAsgr  Riz—Rig

miAzs1 Ros — Ro3

2 2 (3 _ .3
m; _ rysas(ris —114)

=73 52,3 3
my riari(ra, —133)

Y

Tijrik? jk

como desejado. Na dltima igualdade foi feito A;j; = + I

De f24 = 0, obtemos equivaléncia com

miAog1  R3q —Ro3
m3A243 R —Rig

com 7, o raio da circunferéncia.
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m3Ap43  Ri2—Ris

miAg41  R3s —Rp3

2 2 (.3 3
m3 123734 (12 — 114)

=73 2.3 3
my ripri(ray —r34)

Y

como esperado.

Agora, de f>3 = 0 temos equivaléncia com

miA231  R3s—Rpy

m4A234  Ri2 —Ri3

m4Aozs  Rip—Ri3

miAx31 R3s—Roa

2 23 _ 3
my r3ar34(ri3 — o)

=72 2.3 3\
my - rppriz(ry —r3y)

como desejado.

Assim, temos as razdes das massas a partir do sistema II, similar ao feito na se¢do 1.5, além
disso, podemos tomar, sem perda de generalidade, a menos de uma mudanca de escala, m; = 1.
Diversas outras expressoes para tais razdes podem ser obtidas a partir de combinagdes nas

equagoes do sistema II. 0

Teorema 5.1.1. O sistema Il junto com a condi¢do de a configuragdo central ser co-circular é

equivalente ao sistema I.

Demonstragdo. Primeiro, suponha que o sistema II € satisfeito e a c.c € co-circular, vamos
utilizar sempre que possivel 12 =1 e m; = 1. Do fato de a configuragdo central ser co-circular,
sabemos que sdo validas as equagdes F1 = 0 e F, = 0, pois estas seguem somente do fato de os
corpos estarem em um mesmo circulo.

Da equacgdo f34 = 0 no sistema II, usando m; = 1, temos

(R13 — R14) 134714713 +m2(Ro3 — Raa)razraarss = 0 <

r?4_”%3 ’"%4‘@3
—5 o harar tm—5—==rarary =0 <
3l I3y

my(r3y — 133 risria + sy —riz) =0 &
my(r3y — 133 risris — rasraa(ry — riy) =0 &
F,=0
no sistema I.

Da equacgao fo4 = 0 no sistema II e usando rj = 1 e m; = 1 temos

(1 —Ry4)r14r12r24 +m3(Ro3 — R34) 123104134 = 0 &
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3 3 3
ri,—1 ra, —r
14 34— 123
T4 —m3—5—==rpru =0
"4 13734

m3(r3s—r33)ris +rar3s(1—ry) =0 &
m3(r§3 —’”%4)r%4 —r§3r§4(1 —”%4) =0
F5=0
no sistema I.

Agora, tomando a equagdo f3 = 0 no sistema Il e fazendo m; =1 e rjp = 1 temos

(1 = R13)r13r12r23 +ma(Roa — R3a)r23rars =0 &

3 3 3

r.—1 R, — T

133 I3 +m4%r24r34 =0«
3 724734

3 342 2 2.3
my(r3q —1r34)113 14134 (r3 — 1) =0 &
3 342 2 2.3
my(ray —134)113 — 14734(r3 — 1) =0 &
Fs=0

no sistema I.
Além disso, de f12 = 0 e utilizando as expressdes para m3 e my que aparecem em (1.30) e (1.31),

com substituicdo direta e alguma simplificacdo obtemos equivalentemente a seguinte expressao

(r%z - 1)(63 —r§4)(’”%4—r%4) —(1 —r%4)(r§4—r§4)(7%3 —”%3) =0

que € equivalente a F3 = 0 do sistema L.
Logo, vemos que o sistema II mais a condi¢do co-circular para a configuracao central, implica
que o sistema I é satisfeito.

Reciprocamente, suponha que o sistema I € satisfeito. Das demonstra¢des acima vemos que
fi2=0&F =0,

fra=0&F1 =0,
fra=0&F=0,
fr3=0% Fs=0.

Entdo, resta mostrar que fi3 =0e fj4 =0.

Suponhamos que fi3 # 0, entdo

my , (Rsa—Ria)Aiza _ (Raa—Rig)riarsa

ms " (Ri2—R3)A132 (R12 — Ra3)ri2r23
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3 33,2 2
_(”14_’”34)r12723

3 3V.2 20
(133 = 12)r14r3y
ou seja,
3 3V.2 2
@7& (r34 = ria)riaras
m (3 .3 ) 2 .27
4 I3 = 12)" 14734

porém, de Fy =0 e Fgz = 0, temos

m _ r3(ris = rig) (134 — 134)
ms ’"%4r%4(’"%4_r%3>(r?3 —1)

Assim,
3 2 (.3 3703 3
(34— ”1 )712”23 ”23(r13_r14>(”24_r34):>
@3 )714’%4 r%4r§4(r%4_”33)(r%3_1)
3 3 3 3\/.3 3\/.3
(13— 1)(ri3 —114) (s — 134) # (Ry — 114) (s — 133) (13 — 1) =
3 3 3 3 3\/.3 3 3
(r13—1)(734 rzz)(rz4—r14)7&(”24—r34)(r14—1)(r13—”23)=

contradi¢do, pois F3 = 0.
Da mesma forma, supondo que fi4 # 0, utilizando o fato que Fy = 0 e F5 = 0, obtemos o
mesmo tipo de contradicao do caso anterior. Logo, f13 =0 e f14 = 0, completando a prova do

teorema. ]

Observamos que os resultados principais do trabalho que aparecem no capitulo 2 seguem
de andlises nas equacgdes do sistema I. Conforme acabamos de ver, o sistema I € equivalente ao
sistema II, mais a condi¢ao de a c.c ser co-circular. Entdo podemos concluir que os resultados
do capitulo 2 podem ser adquiridos do sistema II mais a condi¢do co-circular, ou seja, tais
resultados seguem de andlises das equacdes de Andoyer mais o fato de a c.c ser co-circular.

Utilizando o sistema de equagdes II, mais o fato de a c.c ser co-circular, pode-se construir
familias de c.c.c com simetria. O proximo resultado afirma tal existéncia para a familia de pipas

co-circulares, similar ao resultado do Teorema 2.1.1.

Teorema 5.1.2. Sejam quatro corpos com massas my, my, ms e my localizados em r; = (—x,0),
r = (x,0), r3 = (0,4/3/2), r4 = (0,y), x > 0 e y < 0, respectivamente. Existe uma curva
C={(xy): y=-2vV3x%/3, 1/2<x<3/2} com a seguinte propriedade: para cada
(x0,y0) € C existem massas my = my, m3(xo,yo) e ma(xo,yo) localizadas em (—xo,0), (x0,0),

(0,4/3/2), (0,y0), respectivamente, tal que estes corpos estdo em uma c.c co-circular pipa.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [13].

5.2 Exemplos de C.C.C

Vamos mostrar a seguir dois fatos interessantes que garantem condi¢des necessdrias para a

existéncia de dois exemplos de c.c.c quando giramos o tridngulo equildtero e o quadrado. Mais
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detalhadamente, podemos pensar na seguinte indagacdo. Dado uma configuracdo com n cor-
pos nos vértices de um n—agono regular, logo co-circular, aplicando uma rotacao sobre esta
configuracdo, quais as condi¢des sobre as massas para que a nova configura¢do formando o
2n—agono seja configuracdo central?

Vamos ver que, supondo certa simetria nas massas, a resposta para a questao acima, quando
n=3en=4¢éque todas as massas devem ser iguais, € a nova configuragdo € o poligono
regular com 2n vértices. Para n = 3 as hipdtese do teorema abaixo podem ser enfraquecidas.
Nao precisamos supor a igualdade entre os pares de massas. Conseguimos mostrar 0 mesmo
resultado, sem tal hipotese, utilizando matrizes circulantes construidas a partir das equacdes de

Andoyer.

Teorema 5.2.1. Considere uma configuragcdo hexagonal com corpos de massas my, my, m3, my,
ms e mg, onde os trés primeiros corpos formam um tridngulo equildtero e os trés ltimos sdo o
primeiro tridngulo rotacionado de um dngulo o, ver figura 5.1. Além disso, considere m; = my,
my = ms e m3 = mg. Entdo, uma condigcdo necessdria para que os seis corpos no hexdgono
formem uma c.c é que todas as massas sejam iguais. Além disso, satisfeita a relagcdo entre as

massas, o angulo de rota¢do serd o. =T /3.

s

Figura 5.1: Configuragéo tridangulo girado.

Demonstragdo. Pelo conjunto de equacdes de Andoyer para a configuracao hexdgono tomamos

a seguinte equagao

f1a = ma(Ri2 — Roa)A1a2 +m3(R13 — R34)A143 + ms(R1s — Ras)Ayas + me(R16 — Rag)A1ag = 0.
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Por simetrias do problema, a igualdade acima implica em
(my —me)(R12 — Roa)A142 + (m3 —ms)(R13 — R34)Ajs3 = 0 =

(ms —m3)(R12 — Ro4)A1a2 + (m3 —ms)(R13 — R34)A143 = 0 =
(ms —m3)[(Ri12 — Roa)A142 + (R34 — R13)A143] = 0.

Das relagdes entre os lados e as diagonais de um poligono inscritivel e o sinal das dreas orien-

tadas dos triangulos, vemos que
(R12 —R24)A142 + (R34 — R13)A143] <0,

logo, m3 = ms, assim mg = m3 = ms = my.

Da equagdo abaixo tiramos o restante das igualdades entre massas
f36 = m1(R13 — Ri6)Ase1 +ma(Raz — Rag)Aser + ma(R3a — Rag)Asea +ms(R35 — Rs)Azes = 0.
Das simetrias do problema, a igualdade acima implica em

(m1 —ms)(Ri3 — Ri6)As61 + (m2 —ma)(Ra3 — Rag)Azer = 0 =

(m1 —ms)(R13 — Ri6)As61 + (ms —my)(R23 — Rag)Azgr = 0 =
(m1 —ms)[(R13 — R16)Az61 + (Ras — R23)Az62] = 0.

Da mesma forma que foi feito acima, fixando o sentido anti-horario como positivo para area

dos tridngulos, temos que
(R13 — R16)A361 + (Ras — R23)Azs2 < 0.

Assim m| = ms, logo mg = my = ms = my = m3 = mg, como desejado. O fato de o angulo de
rotagdo ser /3, segue do coroldrio do teorema principal em [22], pois estamos nas hipdteses

daquele resultado. [
Vamos fazer o andlogo do resultado acima para n = 4.

Teorema 5.2.2. Considere uma configuracdo octégono com corpos de massas my, mo, ms, my,
ms, mg, m7 e mg, onde os quatro primeiros corpos formam um quadrado e os quatro ultimos sd@o
o primeiro quadrado rotacionado de um dngulo B. Além disso, considere my = ms, my = mg,
m3 = my e myg = mg. Entdo, uma condi¢do necessdria para que o0s 0ito corpos no octégono
Jormem uma c.c é que, todas eles tenham massas iguais. Além disso, satisfeita a relagcdo entre

as massas o angulo de rotagdo serd B = /4.
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m;

Figura 5.2: Configuragido quadrado girado.

Demonstragdo. Supondo que o octégono formado pelo conjunto de corpos de massas acima
¢ c.c, ver figura 5.2, fixando a orientac@o no sentido anti-horario como positivo, para as areas
orientadas dos triangulos formados pelas triades de corpos e tomando as equacdes de Andoyer.

Observando o seguinte par de equacdes de Andoyer, temos

f13 =ma(R12 — R23)A132 + ma(R14 — R34)A134 +ms(R15 — R3s)Aj3s
+me(R16 — R36)A136 +m7(R17 — R37)A137 + mg(R1g — R3)A138 = 0,

foa =mi(R12 — R14)Aza1 +m3(Ra3 — R34)Ao43 + ms(Ros — Ras ) Aoas
+meg(Roe — Rag) Aoas +m7(Ro7 — Ra7)Asa7 + mg(Rog — Rag)Aosg = 0,

onde

my(R12 — R23)A130 +ma(Ri4 — R34)A134 =0

mi(R12 — R1a)Ao41 +m3(Rp3 — R34) A4z = 0,

pois rjp = ry4 = r3 = r34. Assim, obtemos a seguinte igualdade

ms(Rys — R35)A135 +me(Ri6 — R36)A136 +m7(R17 — R37)A137 + mg(R13 — R3g) A133 =
ms(Rys — Ras)Ao4s + me(Rog — Rag) Aoas +m7(Ro7 — Ra7)Aa7 + mg(Rog — Rag) Aoyg =
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ms(R15 — R35)A135 +mg(Ri6 — R36)A136 +m7(R17 — R37)A137 +mg(R13 — R3g)A138 =
ms(R1g — R33)A138 +mg(R15 — R35)A135 +m7(R16 — R36)A136 + mg(R17 — R37)A137.

Esta dltima implicagdo vem das simetrias no problema, pois ris = rag, 135 = ra6, ' = 127,

r36 = r47, 17 = 128, F37 = I48, F'§ = 125, 138 = 45 € r13 = rp4. Desta forma, obtemos

(ms —mg)(R15 — R3s5)A135 + (me — m7)(R16 — R36)A136 +
(m7 —mg)(R17 — R37)A137 4 (mg —ms)(R13 — R3g)A133 = 0 =

[(ms —mg) + (m7 —mg)](R15 — R35)A135 +
[(me —m7) + (mg —ms)](Ri6 — R36)A136 = 0.

Onde a tdltima implicacdo segue porque ri5 = r37, 17 = I35, ' = 38 € 3¢ = r1g. Mas, entdo
temos,
[(ms —me) + (m7 —mg)][(R15 — R35)A135 — (R16 — R36)A136] = 0.

Sabemos que Aj35 < 0, Aj36 < 0 e r3s > rys, ri6 > 136, pois 0 quadrado formado pelos corpos 5,
6, 7 e 8 esta ordenado ciclicamente e € resultado de uma rotacao aplicada ao quadrado formado
pelos corpos 1, 2, 3 e 4. Assim, o segundo fator do produto acima € estritamente negativo.
Logo,

(ms —mg) + (m7 —mg) = 0. (5.9

Agora, tomamos as equagdes abaixo

f35 =m1(R13 — R15)Ass51 +m2(Raz — Ro5)Assy +ma(R34 — Rys)Azsa
+me(R36 — Rse)Azse + m7(R37 — Rs7)A357 +mg(R3g — Rsg)Azsg =0,

fae = mi(Ris — Ri6)Ase1 +m2(Ros — Rag) Augp +m3(R34 — R3g)Ase3
+ms(R4s — Rse)Ases +m7(Ra7 — Re7)Ade7 + mg(Rag — Reg) Aseg = 0.

Da primeira equagao, obtemos
(m1 —m7)(R13 — Ri5)A3s51 + (m2 — me ) (Ra3 — Ras)Azsy + (4 —mg ) (Rag — Rys)Assq = 0.

Pois, ry3 = rsy, ri\5 = r3y, 3 = rse, '3g = 125, 34 = rsg € 138 = r45. Além disso, o sinal das
areas orientadas dos respectivos tridngulos € o0 mesmo. Porém, estamos supondo que my = mg

e my4 = mg. Logo, a relagdo acima reduz-se a

(m1 —m7)(Ri13 —Ry5)As51 =0,
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como r3 # ris, entdo m; = my.

Analogamente, utilizando a equacdo fs6 = 0, obtemos que my = mg. Entao, utilizando a hipdtese
e as igualdades das massas acima, sabemos que m3 = m7 = m| = ms € Mg = My = Mg = Ny.
Pela relagdo (5.9) ms = mg, logo todas as massas sdo iguais, como desejado.

O fato de o angulo de rotag@o ser m/4, segue do coroldrio do teorema principal em [22], pois

estamos nas hipéteses daquele resultado. 0

5.3 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Esta secao dedicamos as consideracdes finais e possiveis trabalhos futuros.

Fazendo um apanhado geral do trabalho, observamos que foram definidos dois formalismos
para trabalhar com as configuracdes centrais planares, um deles vem das equagdes de Andoyer
e o outro das equagdes de Dziobek. O primeiro conjunto de equacdes citado € equivalente a
das configuracdes centrais, porém para o segundo conjunto, esta afirmagao é verdade somente
quando a dimensdo do espaco Euclidiano considerado for n — 2, onde n € o nimero de corpos
no problema.

A partir destes formalismos foi caracterizado o conjunto de c.c.c com 4 corpos, como uma
superficie regular, grafico de uma funcao, mais especificamente, um dos lados do quadrilatero
¢ funcao diferencidvel dos dois menores lados deste quadrilatero. Vimos que pode-se adotar as
equagoes de Dziobek ou de Andoyer para fazer tal caracterizagdo. Também vimos dois resulta-
dos que respondem parcialmente e positivamente a uma conjectura posta por Alain Chenciner.
Os resultados s@o: a unicidade de configuracdo central co-circular com centro de massa no
centro do circulo para 4 e 5 corpos.

Quanto a trabalhos futuros, uma questao interessante € a caracterizacdo das configuragcdes
centrais co-esféricas com 5 massas, uma vez que neste caso ainda seria vélida a equivaléncia
entre configuragdes centrais e as equacgdes de Dziobek. Porém, ndo existe um teorema de Pto-
lomeu, e vimos que este foi utilizado largamente para reduzir as varidveis do problema.

Outra idéia a ser desenvolvida em trabalhos futuros € a igualdade entre todas as massas
do 2n—4gono, quando tomamos o n—agono regular e o giramos, como condi¢ao necessaria
para existéncia de configuracdo central. Vimos acima que isto € verdade para n =3 e n = 4,

assumindo certa simetria nas massas.
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