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Resumo

A presente dissertacao de mestrado trata das diversas relacoes que existem entre as ampli-
tudes de espalhamento em nivel de arvore da teoria de Yang-Mills. Mais especificamente,
estudamos a dedugao das relagoes de Kleiss-Kuijf e das relagbes BCJ. Discutimos a con-
jectura de que € possivel, com essas relacoes, escrever uma amplitude de N-pontos em
nivel de arvore em termos de (N — 3)! subamplitudes. Abordamos também a dedugao de
tais relacgoes utilizando ferramentas da teoria de cordas, reproduzindo os resultados encon-
trados com teoria de campos, visto que esta é recuperada ao tomarmos o limite de baixas
energias na teoria de cordas. Com isso, demonstramos formalmente que a base minima
para as subamplitudes de Yang-Mills possui de fato dimensao (N — 3)!. Apresentamos,
também, algumas aplicacoes das relacoes BCJ, a saber, a sua aplicagdo nas amplitudes

da gravitagao de Einstein e no célculo de amplitudes em nivel de loops.

Palavras-chave: teoria de campos, dualidade cor-cinematica, relacbes BCJ, teoria de

Yang-Mills, amplitudes de espalhamento, relagoes de monodromia, teoria de cordas



Abstract

This dissertation deals with the various relations that exist among the tree-level scattering
amplitudes of the Yang-Mills theory. Specifically, we study the derivation of Kleiss-Kuijf
and BCJ relations. We discuss the conjecture that it is possible, with these relations, to
write an N-point tree amplitude in terms of (N — 3)! partial amplitudes. We also present
the demonstration of such relations using tools of string theory, reproducing the results
obtained from field theory, since it is recovered by taking the limit of low energies in
string theory. Thus, we formally demonstrate that the minimal basis for the Yang-Mills
amplitudes has indeed dimension (N — 3)!. We also present some applications of BCJ
relations, namely, their application in the amplitudes of Einstein’s gravitation and the

calculation of amplitudes at loop level .

Keywords: field theory, scattering amplitudes, color-kinematic duality, BCJ relations,

Yang-Mills theory, monodromy relations, string theory
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Capitulo 1

Introducao

O conhecimento das amplitudes de espalhamento é de suma importancia nas teorias
fisicas que envolvem interagoes entre particulas. A amplitude pode ser obtida calculando
os diagramas de Feynman relevantes, usando as regras de Feynman apropriadas a interagao
em questao.

No entanto, o cdlculo de amplitudes na teoria de Yang-Mills se torna, muitas ve-
zes, longo devido a quantidade de diagramas que deve ser considerada num espalhamento
de N-pontos. Mais especificamente, é conhecido que a amplitude de N-pontos (em nivel

de arvore) na teoria de Yang-Mills vem dada pela expressao [1]:

Ay = @)% i0* (ky+ ko + o+ hn) Y Tr(AA2 - A Ay(1,2,..,N) , (L.1)
P(2,3,...,N)

onde Ax(1, ..., N) é chamada de subamplitude e os \*’s sao as matrizes geradoras do grupo
de gauge. A soma se da sobre as permutacoes dos indices 2, ..., N das pernas, mantendo o
indice 1 fixo.! Portanto, a expressao anterior contém, ao todo, (N —1)! termos. Notemos
que jé para o caso N = 6 serao (6—1)! = 120 termos, o que representa um célculo extenso.

Nas amplitudes em nivel de loops aparecem também outros tipos de termos, os
quais possuem produtos de tragos, o que nao ocorre em nivel de drvore [1].

Diversos trabalhos foram realizados buscando aprofundar o conhecimento dessas
amplitudes de espalhamento e, com isso, algumas rela¢oes nao triviais entre as subampli-

tudes foram desenvolvidas, permitindo reduzir o nimero de subamplitudes que aparecem

'Em principio, a soma seria sobre as permutacdes de todos os indices, incluindo o 1. Porém, devido &
propriedade ciclica do traco, pode se provar que a amplitude vem escrita somente em termos dos (N —1)!

tragos que nao sao ciclicamente equivalentes.
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m (1.1). Mais especificamente, as chamadas relagoes Kleiss-Kuijf reduzem o nimero de
subamplitudes independentes (em nivel de arvore) de N-pontos de (N —1)! para (N —2)L.
Tais relagoes, fruto de um trabalho de 1989 [2], estao apresentadas no Capitulo 3.

Em anos recentes, as chamadas relacbes BCJ forneceram ainda mais outros
vinculos. Em seu artigo [3], Bern, Carrasco e Johansson, conjecturaram que, com es-
sas relagoes adicionais, a base passaria a conter (N — 3)! subamplitudes independentes.

O objetivo do presente trabalho é estudar a dualidade cor-cinematica das teorias
de gauge apresentada em [3], bem como as relagoes BCJ que sdo deduzidas a partir dessa
dualidade, suas consequéncias, algumas de suas aplicagoes importantes e a deducao dessas
relacoes com uma demonstragao rigorosa proveniente da teoria de cordas.

As relagoes BCJ tém tido diversas aplicacées em outros trabalhos, por exemplo,
nos estudos sobre teorias da supergravidade [4, 5, 6, 7] e, de forma mais especifica, na
tentativa de provar a finitude da teoria SUGRA N =8, D = 4 [8]. H4 também muitos
trabalhos da comunidade cientifica que citam o artigo de Bern, Carrasco e Johansson (ao
qual vamos nos referir nesta dissertagao como o “artigo BCJ”) em estudos sobre teorias de
super Yang-Mills [4, 5, 9, 10], entre outros [11]. Essa repercussao estd refletida na quanti-
dade expressiva de citagoes que o trabalho de Bern, Carrasco e Johansson vem recebendo
(cerca de 190 citagoes até o momento, segundo informagdes em http://inspirehep.net/).

Discutiremos em detalhes no Capitulo 4 a deducao dessas relagoes para N =
4,5,6, apresentando calculos nao abertos no artigo [3]. O resultado de que é possivel
reduzir a base para o numero de (N — 3)! subamplitudes ainda nao pode ser provado em
geral no artigo BCJ. A prova, nesse caso, se deu apenas para valores especificos de V. De
fato, apenas podemos conjecturar o resultado para um N qualquer.

Ja no Capitulo 5, serd feita uma demonstragao, a partir da teoria de cordas, das
relagoes Kleiss-Kuijf e BCJ, sem a necessidade de fazer conjecturas, deduzindo formal-
mente o resultado para o caso geral [12].

No Capitulo 6, vamos apresentar as implicagoes das relagoes BCJ para as ampli-
tudes da gravitagao de Einstein, confirmando um resultado até entao conhecido apenas no
ambito da teoria de cordas de um trabalho de 1986 [13]. E ainda serd visto como podem
ser aplicadas as relagoes BCJ para o cédlculo de amplitudes em nivel de loops.

Todas as amplitudes consideradas neste trabalho serao em nivel de arvore, exceto

quando seja mencionado o contrario. Os nossos calculos, em todo momento, sao realizados



no espago-tempo de Minkowski, com métrica dada por 7, = (+1,

-1

)

-1

)

7).
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Capitulo 2

Breve revisao de teorias de gauge

nao-abelianas

As teorias de gauge nao-abelianas, ou teorias de Yang-Mills, descrevem as in-
teracoes fortes da natureza, as quais sao mediadas pelo glion e sdo descritas pela seguinte

lagrangeana [14]
1 14
Egauge = _ZTI'(F;WFH ) (21)
onde
F,.,=0,A, —0,A,+ig[A,, A (2.2)

Os campos de gauge A, aparecem naturalmente se a agao para um campo é
invariante sob um grupo de transformagoes de simetria interna e esta simetria é promovida
a uma simetria local, ou seja, quando diferentes tranformacoes de simetria sao aplicadas
em diferentes pontos do espago-tempo.

E ainda, os campos de gauge A, podem ser decompostos na forma
Ap = NA (2.3)

Os A\%’s sao as matrizes geradoras do grupo de simetria e sdo hermitianas se o grupo for
U(N) ou SU(N), e o indice a é chamado de indice de cor. Elas satisfazem a dlgebra de

Lie do grupo

AN =4 f7 N a,bc=1,2,...,r (2.4)

13
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onde as constantes reais f%, sao completamente antissimétricas e sio conhecidas como
as constantes de estrutura do grupo e r é a dimensao do grupo de simetria.

Se escolhermos a normalizacdo para o trago das matrizes geradoras como sendo

Tr(A*A) = 5% (2.5)
podemos, usando que F),, = A\ Fj,, reescrever a densidade de Lagrangeana como
1 a 4
Lgauge = —ZFWF“ a (2.6)

Com essa normalizagao, podemos manipular a igualdade em (2.4) e obter que
[ = —iTr([A%, A’]N°) (2.7)

E conhecida uma importante propriedade! que serd muito ttil nos célculos deste

trabalho. Esta propriedade estd demonstrada no Apéndice A.1 e vem dada por:
> Tr(AX) Tr(BA,) = Tr(A B) (2.8)

onde A e B sao matrizes arbitrérias.

Na teoria de Yang-Mills, assim como em qualquer outra que envolva interagoes,
se faz importante o conhecimento das amplitudes de espalhamento entre as particulas
descritas pela teoria. A partir dela é possivel obter informagoes relevantes para a teoria
como, por exemplo, podemos calcular a secao de choque na colisao das particulas. E
conhecido [15] que, em nivel de drvore, a amplitude total de N-pontos na teoria de Yang-
Mills pode ser decomposta como

Ay =i@2m)' 0" by + o+ o+ hy) Y Tr(A"A2 - X)An(1,2,..,N) . (2.9)

P(2,3,...,N)

onde Ay é chamada de subamplitude e os A*’s sdo as matrizes geradoras do grupo in-
dexadas pela cor de cada perna externa. P(2,3,..., N) denota que a soma se da sobre
todas as permutagoes nao ciclicas das pernas ou, equivalentemente, todas as permutacoes
mantendo a perna 1 fixa. Assim, essa soma é composta de (N — 1)! termos, ou seja, cada
amplitude total pode ser escrita em termos de (N — 1)! subamplitudes. Daqui por diante,
o fator i(2m)*6*(ky + ko + ... + ky) serd omitido ao escrevermos a amplitude total, mas

ficard sempre subentendida a conservacao do momento, ou seja, ki + kg + ... + ky = 0.2

'Esta propriedade aparece em diversos trabalhos como, por exemplo, em [16].
2Por tras da conservacio do momento escrita dessa forma est4 a convencao adotada de que as particulas

do espalhamento estao sempre “saindo”.
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Para se calcular essas subamplitudes, podemos utilizar as chamadas regras de

Feynman. E alguns dos ingredientes dessas regras, que foram 1teis neste trabalho, estao

dados no Apéndice B.

As subamplitudes em nivel de arvore satisfazem diversas relacoes bem conhecidas.

As duas mais simples sao [17]:

e Propriedade Ciclica
An(1,2,3,..,N) = An(2,3,..,N,1) = - -- = Ay(N,1,2,..., N — 1)  (2.10)
e Propriedade de Reflexao
An(1,2,3,..,N) = ()N AN(1,N,N —1,...,3,2) (2.11)

H4 ainda outros tipos de relagbes menos simples entre as subamplitudes. Algu-

mas delas como as relagoes Kleiss-Kuijf e as relacoes BCJ serao discutidas nos capitulos

seguintes.



Capitulo 3
Relacoes Kleiss-Kuijf

Outras relagoes muito importantes existentes entre as subamplitudes sao as cha-

madas Relagoes de Kleiss-Kuijf apresentadas em um trabalho de 1989 [2]. Sao elas:

AN(L{Q}?Nv {B}) = (_1)7% Z AN(lv{U}iaN) ) (31)

{o}ie OP({e} {87}
onde os elementos de {a} e {#} sdo os nimeros de 2 a N — 1 sendo que nenhum deles
se repete e a soma se dd sobre todas as “permutacdes ordenadas” OP({a}, {BT}), isto é,
todas as permutagoes de {a} U {5} que mantém a ordem dos elementos individuais de
cada conjunto no conjunto resultante. A notagao {}? representa o conjunto {8} com a

ordenacao contréria e ng ¢ o nimero de elementos do mesmo.

Exemplo:

As(1,{2,3},5,{4}) = (—=1)'A45(1,{2,3,4},5) + (—1)' A5(1,{2,4,3},5) +
+(—=1)'A5(1, {4,2,3},5)

— A5(1,2,3,5,4) = —A5(1,2,3,4,5) — As(1,2,4,3,5) — A5(1,4,2,3,5)

(3.2)

Outras 5 relagoes sao obtidas permutando as pernas 2, 3 e 4:

16
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(3.3)

Notemos que no lado direito das relagdes anteriores sé aparecem 6 subamplitudes
diferentes, o que era de se esperar ja que o nimero de permutagoes dos indices {2, 3,4} é
3! =6.

Conhecemos, entao, até agora as subamplitudes da forma A(1, ay, as, 5, as), onde
os a;" s podem assumir os valores 2, 3 ou 4 em termos de outras 6 da forma A(1, ay, as, as, ).

Para obter relacoes com subamplitudes onde o indice 5 esteja em terceiro lugar,

como, por exemplo, A(1,2,5,3,4), basta considerar em (3.1) o seguinte:

As(1,{2},5,{3,4}) = A5(1,{2,4,3},5) + A5(1,{4,2,3},5) + A5(1, {4, 3,2},5)

— A5(1,2,5,3,4) = A5(1,2,4,3,5) + A5(1,4,2,3,5) + A5(1,4,3,2,5)  (3.4)

Novamente apareceram as mesmas 6 subamplitudes que haviam aparecido do lado
direito das relagoes em (3.3). E o mesmo pode ser feito para encontrar subamplitudes

como A(1,5,2,3,4) onde o indice 5 esteja em segundo lugar. Vejamos:
As(1,{ },5,{2,3,4}) = —A5(1,{4,3,2},5) , (3.5)
onde “{ }”denota o conjunto vazio, ou seja,
= A5(1,5,2,3,4) = —A5(1,4,3,2,5) (3.6)

Notemos que a relagdo acima reflete exatamente a simetria de reflexado (2.11) da teoria.
Concluimos, entao, que com as relagoes Kleiss-Kuijf é possivel escrever qualquer
subamplitude de 5 pontos em termos de um conjunto de subamplitudes onde participam

somente 6 delas. Notemos que essas 6 subamplitudes em termos das quais foi possivel
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escrever as demais sao da forma A(1,P(2,3,4),5), ou seja, possuem o primeiro e o 1ltimo
indices iguais a 1 e 5, respectivamente. No entanto, podemos repetir todo o procedimento
e ficarmos, no final, com um conjunto onde as subamplitudes sejam, por exemplo, da forma
A(1,P(2,3,5),4). Portanto, ha diversas possibilidades de conjuntos de 6 subamplitudes
a se obter no final. A tnica restricdo € que essas subamplitudes vao ter em comum o
primeiro e o ultimo indices.

Em geral, para um N qualquer, nao ¢é dificil se convencer que a base conterd

(N — 2)! subamplitudes.



Capitulo 4

Relacoes BCJ

Até agora, foram apresentadas relacoes que nos permitem escrever uma amplitude
de N-pontos em nivel de &rvore em termos de (N — 2)! subamplitudes independentes.
Em seu trabalho [3], Bern, Carrasco e Johansson propoem identidades cinemdticas que
fornecem mais vinculos. Tais vinculos vém de uma relagao entre os fatores cinematicos
que aparecem na expressao das subamplitudes e sao provenientes das contribuicoes dos
diagramas de Feynman. Tal relacao possui, como serd visto, uma estreita analogia a
identidade obedecida pelos fatores de cor referentes aos mesmos diagramas que, por sua
vez, sao obtidas a partir da conhecida identidade de Jacobi.

Vejamos, entao, de forma mais detalhada os resultados citados acima, tendo como
referéncia o trabalho em [3] que, no entanto, ndo apresenta todos os detalhes que serdo
vistos neste capitulo. Por exemplo, apresentaremos céalculos para o caso N = 6, os quais

nao foram abertos no artigo BCJ.

4.1 Revisao da Identidade de Jacobi

E bem conhecida a existéncia da chamada Identidade de J acobi, a qual vem

dada por:
[[A, B],C] +[[B,C],A] + [|[C,A], B] =0 (4.1)

Se trocarmos os operadores A, B e C pelas matrizes geradoras do grupo, a iden-

tidade adota a seguinte forma:
[[A“, A92], A] 4 [[A%2, A%], A% + [N, A, A2 =0 (4.2)

19
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E, usando que essas matrizes, uma vez que descrevem uma teoria de gauge nao-
abeliana, devem satisfazer a dlgebra de Lie dada em (2.4), podemos chegar & seguinte

identidade!
falazb fba3a4 + fa1a4b fba2a3 + falagb fba4a2 =0 (43)

Vemos que a relagdo em (4.1) nos permite escrever uma relagao entre os fatores
de cor. Vamos, a partir daqui, nos referir a (4.3) também como identidade de Jacobi,

apesar de esta nao ser exatamente a original.

4.2 Relagoes BCJ para N =14

Consideremos a seguinte relagao de Kleiss-Kuijf para N = 4:
A(1,3,4,2) + A(1,2,3,4) + A(1,3,2,4) =0 (4.4)

que pode ser facilmente obtida se fizermos {a} = {3} e {#} = {2} na expressao em (3.1).
Sao bem conhecidas as expressoes para A(1,2,3,4), A(1,3,2,4) e A(1,3,4,2).
Elas podem ser calculadas utilizando-se adequadamente as regras de Feynman. Fazendo

isso, chega-se a que:

1
A123.4) = K (4.5)
S
1
A(1,3,2,4)=— K 4.6
(1,3,2,4) = (1.6)
1
A(1,3,4,2) = — K 4.7
(1,3,4,2) = — (47)

'Notemos que podemos enxergar uma regra por tras dessa notacdo em 4.3: mantendo o tiltimo indice
livre fixo (nesse caso, a4) e permutando ciclicamente os demais indices livres, obtemos a identidade de
Jacobi em questdo. Mantendo esse raciocinio é possivel escrever qualquer outra identidade de Jacobi,

onde os indices livres ocupem lugares diferentes desses.
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| =

K = gg{—

s [(Q “ka) (G- ko) (Co v Ca) + (G2 - K3)(Ca - F1)(Cr- G3) + (C1 - K3)(Ca - ko) (G- G3) +

[st (- ) (G ) + 51 (G- o) (G- Ca) + t (G- C2)(Go - @)] ‘

DO | —

bR RG] 5 (GG kG @)+ (G B G R)Ge ) +

b )(G k)G 6+ (G B (G k(@ @)+ g (G kG kG )+

+ (G ka)(Co - K1) (G Ca) + (Co- k) (o - K3)(Ca - Ca) + (Ca - ) (Ca - K1)(Gr Cz)} } :
(4.8)

Os (;’s sao os vetores de polarizacao. s, t e u sao as variaveis de Mandelstam e vém dadas
por s = (ky + k9)?, t = (k1 + k4)* e u = (k; + k3)?, onde o k; é o momento da particula
correspondente a i-ésima perna externa e g € a constante de acoplamento da teoria.

No caso em questdo, como as particulas possuem massa nula, temos que k? =
ki-k; =0, parai = 1,...,4. E também, como deve haver conservacao do momento no
processo de espalhamento, a soma dos momentos de todas as pernas externas deve ser
nula, ou seja, ki + kb + k5 + ki = 0%.Assim, com essas informagoes, nao ¢ dificil se
convencer que s+t + u = 0.

Notemos que K é um fator comum as trés subamplitudes em (4.5), (4.6) e (4.7).
Isso se deve a forte simetria que a expressao em (4.8) apresenta. Mais precisamente, K é
simétrico a troca de quaisquer dos quatro indices 1, 2, 3 e 4.

E ainda, a expressao de K é invariante sob a transformacao de gauge
G— G+ Ak (4.9)

Confiramos que a relagao em (4.4) é verificada se utilizarmos agora as expressoes

para as subamplitudes dadas acima.

1 1 1
A(1,3,4,2) + A(1,2,3,4) + A(1,3,2,4) = [5+§+%} K
_ S+t+uK
stu

= 0. (4.10)

2A expressio de K estd em diversos textos, por exemplo, em [18].
3Para entender a conservacdo do momento dada dessa forma, é preciso lembrar da convencdo de que

as particulas do espalhamento estao saindo e considerar que uma particula com energia negativa pode

ser enxergada, nesse contexto, como sua antiparticula viajando no sentido contrario do tempo.
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Se eliminarmos K das igualdades (4.5), (4.6) e (4.7), obtemos que

t A(1,2,3,4) = u A(1,3,4,2) (4.11)
t A(1,3,2,4) = s A(1,3,4,2) (4.12)
s A(1,2,3,4) = u A(1,3,2,4) (4.13)

que sao as Relagoes BCJ para N = 4.

E importante notar que, das trés relacoes acima, apenas duas sao linearmente
independentes. Com essas relagoes, em conjunto com as de Kleiss-Kuijf ja apresenta-
das anteriormente, é possivel escrever a amplitude de 4-pontos em termos de apenas 1

subamplitude independente.

4.3 Uma outra forma de escrever as subamplitudes

para N =4

4.3.1 Escrevendo as subamplitudes explicitamente em termos

dos seus pdlos

Obtivemos, até agora, algumas relagoes entre as subamplitudes, que sao as cha-
madas relagoes BCJ. Por outro lado, queremos encontrar uma nova forma de escrever esses
novos vinculos para chegarmos a identidade cinematica a qual nos referimos no comeco
deste capitulo. Para isso, vejamos, primeiramente, quais sao os diagramas de Feynman
que contribuem para cada uma das subamplitudes. Para identifica-los, lembremos que,
usando (2.9), a expressao de uma amplitude de 4-pontos (em nivel de drvore) na teoria

de Yang-Mills vem dada por
Ay = Tr(AMA2ABN)A(L,2,3,4) + Tr( A A2 AAS)A(1,2,4,3) +
+ Tr(ATABA2N)A(L,3,2,4) + Tr( A ABANMAN2)A(1, 3,4,2) +
+ Tr(AAMA2A)A(1,4,2,3) + Tr( A" AN N2) A(1, 4, 3,2) (4.14)
Pela expressao de A, acima, vemos que todos os termos que tiverem em comum,
por exemplo, o Tr(A**A*2\%\%) contribuirdo para A(1,2,3,4) e somente esses termos.
Logo, para identificarmos os diagramas que vao contribuir em cada subamplitude, preci-

samos ver os tragos que aparecem ao se considerar as regras de Feynman para cada um

deles.
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Na figura 4.1 estao todos os diagramas em nivel de arvore que contribuem para a
amplitude total. Usando as regras de Feynman no espago dos momentos, podemos obter
as expressoes vindas desses diagramas. As expressoes para o primeiro (i) e o dltimo (iv)

diagramas sdo as seguintes:

Di = 6W(ky + ko + ks + ky) GG VA2 (K kg ks + Ka) AL (K + k) X

P2y

X Vca3a4(k1 + ]CQ, kg, ]C4)

PH3HA

(4.15)

Diy = 0W (ki + ko + ks + ka) (UGG VEre2osas (kb Ky, ks, ky) (4.16)

1 23 4

onde V;lllf;f (k1, ko, k3) e V;ff,(f;ﬁ;;ﬁ(kh ko, ks, k4) sdo, respectivamente, os vértices de Yang-
Mills de trés e quatro pernas; e A(k) é o propagador da teoria. Esses sdao elementos das

regras de Feynman e estdo dados no Apéndice B.

2 3 3 2 4 2 2::><i:3
1: :4 1: :4 1: :3 1 4
i) ii) iv)

iii)

Figura 4.1: Diagramas de Feynman para a amplitude de 4-pontos

As contribuigoes dos outros diagramas podem ser obtidas trocando conveniente-
mente os indices.

Vejamos, a seguir, para o primeiro dos diagramas, como irao aparecer os fatores
com o0s tracos.

Substituindo as expressoes do vértice e do propagador em (4.15), obtemos que:

D; = 5(4)(k’1 + ko + ks + kg) (11 CL {(_ig)falazb |:77P«111«2(k1 —ka)y +

_Z‘nl’ﬂébc

o caszay
Eﬁgf%;}( ig) [ X

+ nﬂzv(kZ - k3 - k4)u1 + Nvpy (kS =+ k4 - kl)m] [

X

Nos (k1 + ko = k3) s + Mpgpua (b3 — Ka)p + Mpap(ka — k1 — k2)u3} } (4.17)

Notemos que na expressao acima aparece o produto de duas constantes de estru-
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tura, fo102b feasaaf, = faazb f @34 [gando (2.7) podemos reescrever esse produto como

foest et = —Tr(A A%, N]) Tr(Ap[A™, A™])
= —Tr(ATAX2N®) Tr(AA %) 4+ Tr(AT A2 \E) Tr(AAHA%) +
+ Tr(A2 A2 NP) Tr(ApA®A%) — Tr(A2 X NP) Tr(Ap A% \%) (4.18)

Agora, usando a propriedade dada em (2.8) e a simetria ciclica do trago, obtemos

a seguinte expressao para o fator de cor:

frrasb foats = CTp(ATATA®\O) - TR(ATATATAG) 4 Tr(AT AT A% X®2) — Tr(ATAMA® \%2)
(4.19)

Portanto, examinando os vértices de cada um dos diagramas da Figura 4.1 ou, mais
especificamente, examinando os produtos das constantes de estrutura que virao de cada
vértice podemos identificar os diferentes tragos que contribuirao para cada subamplitude.
Fazendo isso, obtemos que para A(1,2,3,4) devemos considerar os diagramas 1),
ii1) e iv) da Figura 4.1, pois somente os fatores de cor vindos desses diagramas conterao
o termo Tr(A\?2 )\ )\,
Como sabemos, o propagador da teoria, no gauge de Lorentz, vem dado por

v — 1"y
Ay (k) = Tb

expressao da subamplitude um podlo no momento corresponte. Por exemplo, no caso do

Assim, para cada propagador presente no diagrama, teremos na

diagrama 7) da Figura 4.1, o momento propagado ¢é igual a (ki +k9)? = k24 ko 42k ko =

1
= —. Repetindo essa andlise para
2k‘1 . k‘z S P P

o diagrama iii), o pdlo que aparece desta vez é do tipo T Ja para o ultimo dos diagramas,

2k - ko; entao, ele apresentara um pélo do tipo

o de vértice quartico, por nao conter propagador, nao apresentard pélo em sua expressao.
Com as informagoes anteriores, é conveniente escrever A(1,2,3,4) em termos dos
pdlos que ela contém. Portanto, como os diagramas que contribuem para A(1,2,3,4) sdo

0s 1), 4ii) e iv), os polos que aparecerao nesta subamplitude serdao em s e t. Assim:

A(1,2,3,4) = % + % (4.20)

onde os numeradores n, e n; sao fatores cinematicos que dependem dos momentos e das
polarizagoes dos quatro glions.

E importante notar que os numeradores n, e n; nao sao, necessariamente, os

residuos dos polos s e t, respectivamente. Isso se deve ao fato de que a contribuicao vinda
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do diagrama com vértice quartico, a qual nao contém nenhum podlo, deve estar incluida
nessa expressao. Portanto, os numeradores devem incluir esses termos, chamados termos
de contato.

Repetindo o procedimento agora para A(1,3,2,4) e A(1,3,4,2) temos que:

!
A(1,3,2,4) = "t 4 Iu (4.21)
t U
n, n
A(1,3,4,2) = Du s 4.22
(13,42 =" " (1.22)

H4, ao todo, seis numeradores que precisaram ser definidos: ng, ng, n,, nl, n;
e n!. Porém, é possivel reduzir esse nimero para trés, encontrando relagdes entre os
numeradores. No Apéndice D.1 encontram-se detalhadas as manipulagoes para se chegar

a essas relagoes, onde fica provado que

ng = —nNg
I

n, = —1ny
/!

n, = —Ny

Para se chegar aos resultados acima, foi preciso utilizar a propriedade da fatoracao das
subamplitudes.

Com este resultado, reescrevamos as igualdades em (4.20), (4.21) e (4.22):

AL2,34) = += 4+ (4.23)
S
A(1,3,2,4) = —%+@ (4.24)
u
n n
A(1,3,4,2) = —[w s 4.25
(1,3,4,2) i (4.25)

4.3.2 Identidade cinematica

Substituamos as expressoes das subamplitudes acima na relagao BCJ para N = 4

em (4.11):

tA(1,2,3,4) = u A(1,3,4,2) (4.26)
Ng Ty m r
T NI R LT 4.27
t
“Ng+ny = —ny — Ens (4.28)
s s
t+u

N, = ——MNs— N (4.29)
s
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Usando que s 4+t 4+ u = 0, chegamos a Identidade Cinematica entre os nume-

radores:
=M, =N — N (4.30)

Jé& tinhamos visto que as relagoes BCJ acrescentam mais um vinculo as subampli-
tudes. Agora, com essa identidade cinemaética, vemos que tal vinculo pode ser traduzido

pela relacao existente entre os numeradores presentes nas subamplitudes.

4.3.3 Dualidade cor-cinematica

Na secao 4.1, mais especificamente na equacao (4.3), lembramos a identidade de

Jacobi para as constantes de estrutura da teoria:
famzb fba3a4 + fa1a4b fba2a3 + fa1a3b fba4a2 _ O (431)

Permutando os indices a; (j = 1,...,4), podemos obter muitas outras relacoes
entre os fatores de cor da amplitude de 4-pontos. Por exemplo, trocando a; e a4 de lugar,

ficamos com a seguinte identidade:
fFoaaz fba3a1 + foaa fba2a3 + fouas, fba1a2 =0 (4.32)

Além disso, vimos que cada diagrama com dois vértices ctlibicos contribui com
um produto de constantes de estrutura para a expressao da subamplitude. Portanto,
podemos olhar a identidade de Jacobi em (4.31) como uma relacao entre os respectivos

diagramas. Veja a Figura 4.2.

fa1a2 b fba3a4 + fa1a4 b fba2a3 + fa1a3 b fba4a2 — 0
\ \ \
2 3 4 2 3 4
+ + =0
1 4 1 3 1 2
i) ii) iii)
\ \ \
ns _nt _nu — 0

Figura 4.2: Fatores de cor e diagramas
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E importante ressaltar que a relagao entre os diagramas representada na Figura
4.2 ndo significa que a soma das amplitudes correspondentes aos diagramas vale zero. Eles
86 estao sendo usados para representar a relacao existente entre os fatores de cor que eles
apresentam na expressao das suas respectivas amplitudes.

Por outro lado, da secao 4.3.1, sabemos que cada diagrama que possui um pro-
pagador contribui com um pdlo para a expressao da subamplitude. E para cada pdlo
definimos um numerador. Portanto, podemos associar a cada diagrama também um nu-
merador. Por exemplo, o primeiro dos diagramas da Figura 4.2 apresenta um polo em
s, ent@o vamos associar a ele o numerador de s em A(1,2,3,4), que é n,. J& o segundo
dos diagramas da figura possui um pélo em ¢, entao vamos associar a ele o numerador de
t em A(1,3,2,4) que é —ny, de acordo com a equacao (4.24). Analogamente, o terceiro
diagrama esta associado ao fator cinematico —n,,.

Sabendo disso, vamos nomear cada um dos produtos de constantes de estrutura
tendo em vista os fatores cinematicos referentes a cada diagrama. Por exemplo, o fator
de cor ™92, fbasa4 estd associado ao primeiro dos diagramas da Figura 4.2 que, por sua

vez, contribuiu com o fator cinemdtico n,. Dessa forma, vamos redefinir:*

ez phoaas = ¢ (4.33)
Analogamente,
oo fhazes = _, (4.34)
foes, phaser = o (4.35)

Substituindo (4.33), (4.34) e (4.35) na identidade de Jacobi em (4.31), obtemos:
Cs—C — Cy =0 (4.36)

ou ainda,
Cyu=Cs — (4.37)

Se compararmos a igualdade acima com a identidade cinematica dada em (4.30),
podemos observar o que chamamos de dualidade cor-cinematica. O mesmo tipo de
relagao que seguem os fatores de cor pela identidade de Jacobi, seguem também os fatores

cinematicos, pelo menos para o caso em que N = 4.

4Na verdade, ¢, ¢; e ¢, deveriam conter os indices de cor a1, as, as e as, mas, para efeitos de simplificar

a notacao, vamos omiti-los.
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4.3.4 Amplitude de 4-pontos em termos dos pdélos, dos numera-

dores e dos fatores de cor

Voltemos para a expressao da amplitude total de 4-pontos dada em (4.14):

Ay = Tr(A"A2ABA“)A(1,2,3,4) + Tr(A"AZAMAB) A(1,2, 4, 3) +
FOTr(AMABARAM)A(L, 3,2, 4) + Tr(A"ABA“A\2)A(1,3,4,2) +
£ Tr(AA“A2AB)A(1, 4,2, 3) 4+ Tr(A" AM A=) A(1, 4, 3, 2) (4.38)

Usando a propriedade de reflexdo dada em (2.11), podemos reescrever a igualdade

anterior em termos de apenas trés subamplitudes. Vejamos:
Ay = [Tr()\“lx\“z)\“?’)\a‘l) + Tr()\al)\““)\%)\“z)} A(1,2,3,4) + [Tr()\“l)\“?’)\““)\“z) +

+ Tr(AalAawu%)] A(1,3,4,2) + [Tr()\al)\““)\”)\“) +Tr()\al)\“S)\“2>\a4)}A(1,3,2,4)
(4.39)

Substituamos as expressoes das subamplitudes dadas em (4.23), (4.25) e (4.24):

A4 — Tr()\al/\az)\as)\m) + Tr()\al/\a4)\a3Aa2) <E 4 %) +
S
+ Tr()\a1/\a3)\a4)\a2) + Tr()\al/\az)\a4/\a3) <_@ _ E) +
u S
+ Tr()\al /\a4)\a2 )\as) + Tr()\m /\a3)\a2 )\a4) <_% + %) (440)
Ay = [Tr(ATAZABAY) 4 Tr(ATAMA®SN®2) — Tr(AABA™A2) — Tr(A" A2\ Xls)] L
S

+ Tr()\m /\az )\as )\a4) + Tr()\cu )\a4 )\as /\a2) _ Tr()\al )\04/\112 )\as) _ Tr()\lll /\113 )\az )\04):| % +

N,
u
(4.41)

o[ =T (AT AT A% A2) — Tr(A A% A% X93) 4 Tr( A% A% A% \93) 4 Tr(\™ A% \92 W)}

E possivel, ainda, identificar cada uma das somas de tracos acima como um

produto de constantes de estrutura. Por exemplo, usando (2.7), temos que:

forez, fesaab = L GTr(IA™ %2 \) H —4Tr([A%, A%]A")} (4.42)
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E agora, usando a propriedade em (2.8):

foaes, posasb — _Ty([A) A% (A% A%)) (4.43)
= (AN A) £ Tr(A™ A\ \%) 4 Tr(A® A9\ \™) +

—Tr(A=AM A% AS) (4.44)
s faaz, pesesb —_ Tp(A@ A%\ \M) £ Tr(AM A%\ A% 4 Tr(A% A AUAR) 4
— Tr(AMATA® ) (4.45)

Permutando os indices a; (j = 1,...,4) podemos escrever qualquer outro produto

de constantes de estrutura como uma soma de tragos. Desse modo, reescrevamos (4.41):

./44 — falazb fba3a4 % _ fa1a4b fba2a3 % _ falasb fba4a2 % (446)

E, por fim, usando a notacao definida em (4.33), (4.34) e (4.35), chega-se a uma
expressao extremamente simples para a amplitude de 4-pontos:

CsMs N Cully
A = + =+ . (4.47)
S t U

4.3.5 Liberdade de gauge dos numeradores

Os numeradores n,, n; e n, foram definidos de forma a conter os residuos de um
determinado pélo e ainda outras possiveis contribuicoes vindas da parte da subamplitude
que nao possuia pélo algum (aquela correspondente ao diagrama iv) da Figura 4.1). Por
exemplo, n, contém o residuo do pélo s em A(1,2,3,4) e ainda pode conter alguns outros
termos do tipo [a(k;, (;)s|, os quais sdo provenientes dos termos de contato que foram
realocados nos numeradores. Esse procedimento de realocar termos de contato nos nu-
meradores foi detalhadamente feito no Apéndice D.1 e, através dele, é possivel notar que
a forma de distribuir esses termos pelos numeradores é totalmente arbitraria, tomando
cuidado somente para que a subamplitude se mantenha inalterada. Ou seja, ndo ha uma
forma tunica de se definir os numeradores. Pelo contrario, eles possuem uma chamada
liberdade de gauge [3].

Mais especificamente, ao se definir primeiro um dos numeradores, por exemplo,
ns, sempre podemos adicionar a ele um termo da forma [« (k;, (;)s|. Isto é, sempre podemos

redefinir n, trocando-o por um n/, dado por:

ny = ns + ok, §;)s (4.48)
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Entretanto, para que o valor das subamplitudes A(1,2,3,4) e A(1,3,4,2) dadas
em (4.23) e (4.25) se mantenha inalterado, é preciso que os outros numeradores, n; e n,,

também se transformem da seguinte forma:

n, = ng— ok, Gt (4.49)
n, = n,—ak,u (4.50)

u

Dessa forma, vemos que, uma vez feita a escolha de como se transformara um
dos numeradores, a mudanca dos outros j& fica automaticamente definida.

Notemos que, efetuando as trés transformagoes acima simultaneamente em (4.23),
(4.25) e (4.24), obtemos de fato as mesmas expressoes para as subamplitudes em termos
dos numeradores.

Do mesmo modo, a identidade cinemdtica em (4.30) se mantém invariante. Ve-

jamos:

Ny =MNs —Ng —> N, =nl, —n (4.51)
= n,—au = (ns+as)—(n— at) (4.52)
—=n, = ns—mt+als+t+u) (4.53)
= n, = Ng—N (4.54)

Portanto, as transformagoes em (4.48), (4.49) e (4.50) nos permitem distribuir
os termos de contato entre os numeradores sem alterar as subamplitudes e a identidade
cinemdtica. E, embora, os numeradores dependam da escolha do gauge, a identidade

(4.30) permanece igual para qualquer particular escolha.

4.4 Caso N =5

Para chegar as relacoes BCJ para os casos em que N > 5 vamos proceder de uma
maneira um pouco diferente da feita para N = 4. Assumamos de antemao, como uma
conjectura, que a dualidade cor-cinemética seja vélida e, a partir dela, vamos obter as
identidades entre os numeradores, andlogas aquela em (4.30). E, em seguida, chegaremos

as relacoes BCJ. Este foi o procedimento adotado no trabalho [3].
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4.4.1 Escrevendo as subamplitudes explicitamente em termos

dos seus pdlos

Pretende-se aqui escrever as subamplitudes para N = 5 explicitamente em termos
dos seus pdlos, assim como foi feito para N = 4. E suficiente fazer isso somente para as
subamplitudes que permanecem independentes apds utilizarmos as relagoes Kleiss-Kuijf.
Sabemos que, com as relagoes Kleiss-Kuijf, é possivel escrever a amplitude de 5 pontos
em termos de uma base com (5 — 2)! = 6 subamplitudes. Escolhamos entao, para formar

a base, aquelas 6 que possuem a forma A(1, ... ,5). Sao elas:

{A(1,2,3,4,5), A(1,2,4,3,5), A(1,3,2,4,5), A(1,3,4,2,5), A(1,4,2,3,5), A(1,4,3,2,5)} .
(4.55)

Precisamos, agora, identificar quais os diagramas de 5 pernas que contribuem
para cada uma das subamplitudes. Para isso, basta procedermos de modo analogo ao que
foi feito na secao 4.3.1.

Primeiramente, listemos todos os possiveis diagramas de Feynman que vao par-
ticipar da amplitude total, comecando por aqueles que contém apenas vértices cuibicos.
Eles estao representados na Figura 4.3.

Como foi feito na secao 4.3.1, usando as regras de Feynman podemos encon-
trar as expressoes das amplitudes para cada um desses diagramas e, analisando os tragos
que aparecem, podemos saber para quais subamplitudes cada diagrama contribui. Veja-
mos um exemplo: a expressao para o primeiro diagrama da Figura 4.3, por conter trés
vértices cibicos, vai apresentar um produto de trés constantes de estrutura. Isso por-
que cada vértice de Yang-Mills de trés pernas possui uma constante de estrutura como
um fator global (ver Apéndice B). Mais especificamente, o diagrama vai conter o fator
foez, fase f aaes Usando (2.7) e (2.8), assim como no caso N = 4, é possivel escrever
esse produto novamente como uma soma de tracos. Fazendo isso, nao é dificil chegar a

que

f‘alazb fba3c fc ajas — Tr(>\a1 )\&2)\(13)\&4)\(15) _|_ Tr()\al )\GQ)\(I5)\(14>\(L3) _|_ Tr(>\a1 )\&3)\(15)\&4)\a2) +
£ Tr(AAABA®A®) — Tr(A A2 A A®A%) — Tr(A™ A2 \% A% \%) +
— (A% A9 A% A9 \92) — (A9 \95 \04 \93 \92) (4.56)

Portanto, com essa informagao e sabendo, de (2.9), que a amplitude de 5-pontos
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2: T :4 o 43 2: T :3
gy 9 1: i) :5 .
3: 2 :4 3: 4 :2 3: T :2
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4: 2 :3 4: T :2 4: o :2
U i) °0 Y i) 2V oo 3
5 203 5: T :2 5. 4 2
1: ) :4 Y 4 1: (xi) :3
3: 1 :4 4: 1 :3 5: 1 :3
2 i) 0 Y mv) 2 Y v 4

Figura 4.3: Diagramas com apenas vértices ciibicos para a amplitude de 5-pontos
(em nivel de arvore) na teoria de Yang-Mills vem dada por

As Tr(A" A=A\ N\S)A(1,2,3,4,5) + Tr(A“AZA“ A3 \5) A(1,2, 4, 3,5

Tr(ATABAZASND)A(L, 3,2, 4, 5) 4+ Tr(A\ AB A\ 2 ) A(1, 3, 4,2, 5
Tr(A" A A2 \B\B)A(L, 4,2, 3, 5) + Tr(A" A AB A2\ A(1, 4,3, 2, 5

Tr(A“ A2\ )\ \*) A(1, 2,3, 5, AT N2 \04 \05 \2) A (1,2, 4, 5,

w

4
4

[\

Tr(A“ A A2\ \) A(1, 3,2, 5,

.

;3,5

[\

)
) + Tr(A® A2 A% A \2) A(1, 3,4, 5,
)
)

w

Tr(AT ABABAZ M) A(1, 3, 5, 2, 4) 4+ Tr(AT A\ )\ \2) A(1, 3, 5,

N

[\

Tr(AT A A AZNB)A(L, 4, 5, 2, 3) + Tr(AT A“ A\ \2) A(1, 4, 5, 3,

[\

ATIAT N2\ N3 A(1, 5,2, 4,

w

Tr(A“ A5 X2\ ) A(1,5,2,3,4) + Tr

)A(
)A(
)A(
)A(
)A(
Tr(A“ A AZABAD) A(1, 4,2, 5, 3) 4+ Tr(A“A™ A\ A=) A(L,
)A(
)A(
)A(
)A(
Tr(AT A ABAZ M) A(1, 5,3, 2, 4) 4+ Tr(AT AP AB\S\2) A(1, 5,3, 4, 2
)A(

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

)A( )+
)A( )+
JA( )+
)A( )+
)A( )+
)A( )+
Tr(AMA2ABABND) A(1,2,5,3,4) + Tr(ATAZABAUN) A(L, 2, 5,4, 3) +
)A( )+
)A( )+
)A( )+
)A( )+
)A( )

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ + o+

Tr(A“ A AMAZAB)A(1,5,4,2,3) + Tr(A A A“ABN®2) A(1, 5,4, 3,2) |
(4.57)
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podemos concluir que o primeiro diagrama da Figura 4.3 vai contribuir para as su-
bamplitudes A(1,2,3,4,5), A(1,2,5,4,3), A(1,3,5,4,2), A(1,4,5,3,2), A(1,2,3,5,4),
A(1,2,4,5,3), A(1,3,4,5,2) e A(1,5,4,3,2); e somente para elas.

Notemos ainda que os diagramas com trés vértices ciibicos possuem dois propa-
gadores que, por sua vez, contribuem com um pdélo cada um. Logo, a expressao total
vinda do diagrama tera sempre um produto de dois pélos simples.

Ainda com relacao ao diagrama (i) da Figura 4.3, vemos que os dois propagadores

1

que ele contém sdo da forma — e —, onde s;;° é definido como s;; = (k; + k;)?. Logo,
S12 845

ele contribui com o pdlo Portanto, todas as oito subamplitudes mencionadas

812845
anteriormente conterao um poélo desse tipo por influéncia do diagrama (7).
A seguir, sera feita a identificacdo dos pdlos que todos os diagramas de vértices

cuibicos, de (i) a (zv) da Figura 4.3, apresentam:

. 1 - 1 1
1) — 1) — 1) —
( ) 512545 ( ) 512535 ( ) 512534
1 1 1
(1v) — (v) — (vi) —
513545 513525 512534
1 1 1
(vii) — (viii) — ir) —
514535 514525 514523
1 . 1 y 1
) — 1) — 1) —
( ) 515534 ( ) 515524 ( ) 515523
1 ) 1 1
(xiti) — (ziv) — (xv) —
523545 524535 525534

Além desses diagramas, deveriamos considerar, em principio, os que possuam
também vértices quarticos, por exemplo, o da Figura 4.4. Porém, enquanto os diagramas
com apenas vértices ciibicos possuem dois propagadores e, portanto, contribuem com o
produto de dois pélos, os diagramas que contém 1 vértice quartico e 1 cibico possuem
apenas um propagador e, consequentemente, contribuem com pélos simples, que sao de
ordem mais baixa. Por isso, vamos optar por escrever as subamplitudes em termos de
seus polos de ordem mais alta. As demais contribuigoes serao absorvidas nos numeradores,

assim como foi feito para o caso N = 4.

5 7’ ~ . ~ .

°Ha, no total, dez parametros s;;’s diferentes no caso N = 5, mas nem todos sao independentes.
Demandando a validade da conservagao do momento, isto é, kf' + kb + k5 + k} + k£ = 0, podemos
obter relagoes entre os s;;’s, como, por exemplo, s12 + 513 + 14 + 515 = 0. Assim, escrevendo todas as
relagoes possiveis, chegamos a que apenas cinco s;;’s sao independentes. E vamos optar por escolher a

base formada por: $12, So3, S34, S45 € S15-
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Figura 4.4: Diagrama com vértice cibico e quartico

Com esse procedimento de identificar quais diagramas contribuem para cada su-
bamplitude, somos capazes de escreve-las em termos dos seus polos de ordem mais alta.
Fazendo isso para a primeira das subamplitudes escolhidas para a base, A(1,2,3,4,5),
vemos que os diagramas que vao contribuir para ela sao os (i), (i), (z), (zii) e (ziii) da
Figura 4.3 e sua expressao toma a seguinte forma:

A(1,2,3,4,5) = — 2 2 13 e 15

+ + + (4.58)
512545 515523 512534 523545 515534

Da mesma forma como ocorreu para N = 4, esses numeradores sao definidos de
modo a englobar os residuos dos pélos em questao e os termos de ordens mais baixas que,
neste caso, seriam os que contém pélos simples e aqueles sem pdlo algum.b

Repetindo esse procedimento para as outras 5 subamplitudes da base podemos

chegar a que:

ng n: n n n

A(1,4,3,2,5) = —— 42 4 T 4 8 4 2 (4.59)
514525 515534 514523 595534 515523
n nl n n, n

A(1,3,4,2,5) = — 45 4 10 4 s 4 U (4.60)
513525 515534 513524 525534 515524
n n/ n/ n nlll

A(1,2,4,35) = —2 44 4 8 L B L5 (4.61)
512535 515524 512534 524535 515534
n n// n/ ,,,L/ ,,,L//

A(1,4,2,3,5) = —— 4 W 4 T 4 18 4 (4.62)
514535 515524 514523 524535 515523
n n/// n/ n/ n///

A(1,3,2,4,5) = ——— 424 10 4 4 T (4.63)

513545 515523 513524 523545 515524

lembrando que
sij = (ki + kj)Q (4.64)

Em principio, ha 30 numeradores diferentes. Notemos que alguns deles foram

definidos com o mesmo indice, por exemplo, temos nz, ng, nt e ny'. Esses numeradores

60s termos sem pélos nio sdo 6bvios: eles podem surgir por cancelamentos entre a expressio ci-

nemética do numerador e os pélos.
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foram definidos assim porque eles tém o mesmo denominador, Si5834, €, do mesmo modo
como aconteceu para o caso N = 4, vamos poder reduzir essa quantidade de numeradores.
Os detalhes desse procedimento podem ser encontrados no Apéndice D.2; onde, depois
de vérios célculos, fica demonstrado que as igualdades em (4.58), (4.59), (4.60), (4.61),

(4.62) e (4.63) podem ser reescritas em termos de somente 15 numeradores diferentes:

s No ng Ty Ny

A(1,2,3,4,5) = -+ + + + (4.65)
512545 515523 512534 523545 515534
A(1,4,3,2,5) = —o 4 5 T o, T8 T (4.66)
514525 515534 514523 525534 515523
A(1,3,4,2,5) = —= D5 Mo T M (4.67)
513525 515534 513524 595534 515524
n n n n n
A(1,2,4,3,5) _ 12 4 n 3 i 3 5 (4.68)
512535 515524 512534 524535 515534
A(1,4,2,3,5) = —a4 o BT Tws T (4.69)
T 514535 515524 514523 524535 515523
A(1,3,2,4,5) = —5 T2 Mo T T (4.70)

513545 515523 513524 5923545 515524

4.4.2 Dualidade cor-cinematica e as identidades cinematicas

Como j4 foi dito no comeco deste capitulo, a partir de N = 5 serd assumida
a existéncia da dualidade cor-cinematica. Ou seja, depois de escrever as relagbes entre
os fatores de cor vindas da identidade de Jacobi, vamos conjecturar que os numeradores
também satisfazem as mesmas identidades de Jacobi.

Para entender isso melhor, lembremos que j& vimos no comeco da segao 4.4.1 que
cada um dos quinze diagramas de 5 pernas e somente vértices cibicos apresenta em sua
expressao um produto de trés constantes de estrutura. Vamos denotar cada um desses
produtos por um ¢; (i = 1,2,...,15). Por outro lado, esses mesmos diagramas possuem
polos que, por sua vez, sao acompanhados por um numerador cinematico que ja chamamos
de algum n; (j =1,2,...,15).

Por exemplo, o primeiro dos diagramas da Figura 4.3 vai apresentar em sua

expressdo o fator de cor f%2, fbesc f 415 ¢ o pélo Como o numerador que

812845
acompanha esse pélo foi definido como n; (veja (4.58)), vamos, para simplificar a notagao,
definir o fator de cor como ¢;. Este exemplo esta representado na Figura 4.5.
Da mesma forma como definimos ¢;, podemos definir os demais fatores de cor.

Assim, temos que os 15 ¢;’s vém dados por:
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2 4 Pdlo ‘ Fator cinematico ‘ Fator de Cor
—_— 1
nq c - falazb fba3c fc asas
1 5 512845

Figura 4.5: Fator de cor e fator cinemético de um diagrama de 5 pernas

o = fue, fhasc f as 471
oy = fus, fhase ¢ asa 4.79
cy = fos0s, fhosc g ae 4.73
cy = foas, pharc f aza 474
o5 = foom, fhoac § ases 475
Co = fras, fhosc § azes 4.76
oy = fos2, fhase f ma 4.77

7
cg = fas, fhasc g azes 4.79

c10 = f42, fba5c @
c11 = fasalb fbasc feo
crp = f1%2, fba4c f, aaas
C13 = 9995, fbalc §, @204
T fbagc £, a0
C15 = f1%, fbagc f, w0

(
(
(
(
(
(
(
(g = [ fhare p asa (4.
(
(
(
(
(
(
(

Assim como para N = 4 havia uma relacao entre os fatores cinematicos, a qual
foi dada em (4.30), aqui também teremos expressdes que envolvam os 15 numeradores
ja definidos, a saber, ni, na, ..., ni5. Para obté-las, baseado na conjectura da dualidade
cor-cinematica, vamos primeiro encontrar as identidades de Jacobi que os fatores de cor
¢y, Ca, ..., C15 Obedecem.

Lembremos que na equacao (4.3) obtivemos uma identidade semelhante a de

Jacobi para o produto de duas constantes de estrutura:

fa1a2b fba3a4 + fa1a4b fbagag + fa1a3b fba4a2 =0 (486)
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Multiplicando a igualdade anterior por f, *>%:

foree, fraes f,as0e g fores, fheaas f eete g g fhascs f st = (4.87)

Os indices repetidos, b e a4, estao sendo somados. Para melhorar a notacao,

facamos a seguinte redefinicao de varidveis: a4 — ¢, a5 — a4 € ag — as. Assim:

falazb fbagc fc asas + fa1c ) fba2a3 fc asas _|_fa1a3b fbcag fc asas _ 0

e A A A T L A A e A

Portanto, para NV = 5 essa é a “identidade de Jacobi”.
Permutando os indices aq, as, a3, a4 € as, obtemos vérias outras relagdes andlogas.

Por exemplo, se fizermos a troca de indices ay <> a4 e ag <> as chegamos a uma outra

identidade de Jacobi:

fa1a4b fba5c fc asas +fa1c ) fba4a5 fc azas +fa1a5b fbca4 fc a2a3 _ ()

— fa1a4b fba5c fc asas +fa4a5b fbalc fc asas +fa1a5b fba4c fc azaz __ 0 (489)
Ou ainda, se fizermos em (4.88) a troca dos indices ay <> a5, chegamos a que:

fa1a5b fba3c fc asas +fa1c ) fba5a3 fc asaz +fa1a3b fbcas fc asaz _ ()

s o, flose oy pos e p sy pues ghee p e — 0 (4.90)

Como o numero permutagoes possiveis para ai, as, as, ay € az ¢ 5! = 120, em
principio, poderiamos encontrar 120 identidadades de Jacobi. No entanto, muitas delas
acabam se repetindo, restando um conjunto muito menor de equagoes.

Apds obtermos todas as identidades possiveis, devemos identificar cada um dos

termos com algum c¢; definido nas equagoes de (4.71) a (4.85). Fazendo isso, chegamos as



seguintes identidades:”

C1 —C —C15
Co —C5 — C11
Cc3 —C1+ C12
C4 —Ca+ ¢y
Cy — C3 — Cg
Cg — Cg — (g
C7—CG+Cl4
€10 — Cg + C15

C11 — C10 — C13
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O préximo passo é fazer a conjectura proposta no artigo BCJ [3], assumindo que

existe a dualidade cor-cinematica e, portanto, os fatores cinematicos devem seguir relagoes

analogas as de Jacobi. Ou seja,

ny —nNg —Nis
Ng — Ny — N1
n3g — N1 + N1
ng — Ng + Ny
Ny — N3 — Ng
Ng — Ng — Ng
N7 — Ng + N1y
N1 — Ng + N5

N1 — N1 — M3

(4.100)

Resolvendo o sistema formado pelas 9 equacoes linearmente independentes acima,

7Em principio, havia 10 identidades diferentes. No entanto, apenas 9 delas eram linearmente indepen-

dentes.



obtemos a seguinte solugao:

ny
ng
Ny
N0
ni1
ni2
ni3
Ny

nis

No — TNy

—Nn3 + N3

ng — Ny + Ng

—n1 + n3g+ng — N5 + ng
N9 — Ny

ny —ns

niy + nNg —Ng — Ny — Ng
—MNg + Ny + Ng

ny —nyg

39

Foi possivel escrever 9 dos 15 numeradores em termos de uma base de apenas 6.

A base é formada por: ni, ng, n3, ng, N5 € ng. Portanto, esses sao, até aqui, os fatores

cinematicos independentes.

4.4.3 Amplitude de 5-pontos em termos dos pdlos, dos numera-

dores e dos fatores de cor

Como ja foi falado na secao 4.4.1, uma amplitude de 5-pontos (em nivel de

arvore) na teoria de Yang-Mills vem dada pela expressao (4.57). Até entdo, a amplitude

de 5-pontos vinha dada em termos de (5 — 1)! = 24 subamplitudes diferentes. Usando

convenientemente a férmula de Kleiss-Kuijf dada em (3.1), é possivel reduzir esse nimero



A(1,2,3,5,4) = A(1,{2,3},5,{4}) =
A(1,2,4,5.3) = A(1,{2,4},5,{3}) =
A(1,3,2,5,4) = A(1,{3,2},5,{4}) =
A(1,3,4,5,2) = A(1,{3.4},5,{2}) =
A(1,4,2,5,3) = A(1,{4,2},5,{3}) =
A(1,4,3,5,2) = A(1,{4,3},5,{2}) =
A(1,2,5,3,4) = A(1,{2},5,{3.4}) =
A(1,2,5,4,3) = A(1,{2},5,{4,3}) =
A(1,3,5,2,4) = A(1,{3},5,{2,4}) =
A(1,3,5,4,2) = A(1,{3},5,{4,2}) =
A(1,4,5,2,3) = A(1,{4},5,{2,3}) =
A(1,4,5,3,2) = A(1,{4},5,{3,2}) =
A(1,5,2,3,4) = A(1,{},5,{2,3,4}) =
A(1,5,2,4,3) = A(1,{},5,{2,4,3}) =
A(1,5,3,2,4) = A(1,{},5,{3,2,4}) =
A(1,5,3,4,2) = A(1,{},5.{3,4,2}) =
A(1,5,4,2,3) = A(1,{},5,{4,2,3}) =
A(1,5,4,3,2) = A(1,{},5,{4,3,2}) =
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—A(1,2,3,4,5) — A(1,2,4,3,5) — A(1,4,2,3,5)
—A(1,2,4,3,5) — A(1,2,3,4,5) — A(1,3,2,4,5)
—A(1,3,2,4,5) — A(1,3,4,2,5) — A(1,4,3,2,5)
—A(1,3,4,2,5) — A(1,3,2,4,5) — A(1,2,3,4,5)
—A(1,4,2,3,5) — A(1,4,3,2,5) — A(1,3,4,2,5)
—A(1,4,3,2,5) — A(1,4,2,3,5) — A(1,2,4,3,5)
A(1,2,4,3,5) + A(1,4,2,3,5) + A(1,4,3,2,5)
A(1,2,3,4,5) + A(1,3,2,4,5) + A(1,3,4,2,5)
A(1,3,4,2,5) + A(1,4,3,2,5) + A(1,4,2,3,5)
A(1,3,2,4,5) + A(1,2,3,4,5) + A(1,2,4,3,5)
A(1,4,3,2,5) + A(1,3,4,2,5) + A(1,3,2,4,5)
A(1,4,2,3,5) + A(1,2,4,3,5) + A(1,2,3,4,5)
—A(1,4,3,2,5)
—A(1,3,4,2,5)
—A(1,4,2,3,5)
—A(1,2,4,3,5)
—A(1,3,2,4,5)
—A(1,2,3,4,5) (4.110)

Vale notar que, com as relagoes acima, optamos por eliminar aquelas subampli-

tudes que nao possuem a forma A(1,

.,D), fazendo com que a base seja composta por:

A(1,2,3,4,5), A(1,2,4,3,5), A(1,3,2,4,5), A(1,3,4,2,5), A(1,4,2,3,5) e A(1,4,3,2,5).

Com isso, a amplitude total fica dada por:
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As = | Tr(A™ A2\ X% \55) — Ty( A A% \% \35 \%4) — Tr(\® A% \@ \% \93) 4
— T (A AT AT \92) - TR A% A A% A% \%) - Tr( A% A9 \95 \% \92) 4
o Tr(AM A A% A® \%2) — Tr(A% A“S)\“‘*)\%)\“Q)} A(1,2,3,4,5) + | Tr(A® A92 \® (% \95) 4
— Tr(AT A AT A A% ) — Tr(A™ A%\ A% \53) — T A%\ A% \95\%2) 4
FOT(A™ A2 A%\ A0 ) - Tr( A% A% A% A% \92) 4 Tr( A% A% \95 \% \%2) 4
— Tr(ATABABAHN2) | A(1,2,4,3,5) + {Tr()\‘“ A% \92 \ % \05 ) _ (™ \92 \% \95 \3)
— Tr(AT AT AT\ A0 ) — Tr( A% A%\ A9 \®2) 4 Tr( A%\ \95 \% \99)
( )

o Tr(A™ AT A%\ 02 ) - Tr( A% A% A% \92 \%3) — Tr()\“l)\%)\““)\az)\“?)}A(l,3,2,4,5) +

4 Tr(AT A% A% N2 X% ) — Tr( A% A% A% \% A%) — Tr( A% A% A% (% \%)
— Tr(AMA%A® A N) 4 Tr( AT A2 XS AMAS) 4 Tr(A% A% A A2 )\%) 4

4 Tr(AMA® A% A2 () —
AN N9 X5 \%) — (A% A% \%2 (95 (93

— Tr Tr( AN\ \92) 4

( ) + Ti( )
( ) Tr(A“lA%A“ZAMA%)} A(1,3,4,2,5) + [Tr()\“l/\“4)\“2)\“3/\“5) +
( ) — Ti( ) =
Tr(AM A A%\ A% ) - Tr(A% A% A A2 \54) 4 Tr(A™ A% \95 \% \%2) 4
— Tr(AMABABA2A) | A(1,4,2,3,5) + [Tr(A“lA“4A“3A“2A“5)—Tr()\al/\“3>\“2)\“5/\“4)+
— Tr(AT AT AT A% \95) — Tr( A% A% A% \95\92) 4 Tr( A% \92 \95 \% \%4) 4
O Tr(AM AT A AN Tr(A A% A% A2 \%) — Tr(AM A A2\ %) | A(1, 4, 3,2, 5)

(4.111)

Agora, da mesma forma como foi feito para o caso N = 4, vamos identificar cada
um dos coeficientes dessas 6 subamplitudes como um produto de constantes de estrutura.

Em (4.56) j& vimos que:

fllllZQ b fba3c fc ajas — Tr(>\a1 )\az )\(Zg )\a4 )\as) _|_ Tr()\al )\(ZQ )\&5 )\(l4 )\a3) + Tr(>\a1 )\&3 )\(ls >\a4 )\(IQ) +
+ Tr(ATAMABABN2) — Tr( AT AR BN M) — Tr( AT 2\ M\ NS
—  Tr(AMABNMNB)N2) — Tp( AT\ N\ (% \92) (4.112)

Fazendo as manipulagoes convenientes nos indices aq, as, a3, as € as da igualdade

anterior, podemos identificar cada uma das somas de 8 tracos que aparecem em A5 como

um produto de trés constantes de estrutura. Assim, a amplitude total pode ser reescrita



da seguinte forma:

AS = falaQb fbasc fc a4a5A(17 27 37 47 5) + falaQb fba4c fc a3a5A(17 27 47 37 5) +
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+fa1a3b fbazc f. @95 A(1,3,2,4,5) + fal‘”b fba4c f. 25 A(1,3,4,2,5) +

pees, phec s A(1 4,93, 5) 4 oo, e £ o A(1 43,2, 5)

(4.113)

Agora vamos substituir as expressoes das subamplitudes dadas em (4.65), (4.66),

(4.67), (4.68), (4.69) e (4.70):

(4.114)

A5 _ fa1a2 fbagc f asas n1 72 3 g 5
- b c
512545 515523 512534 523545 $15534
+fa1a2 fb‘“c f azas | T2 N 13 nwa s +
b c
| $12535 515524 512534 524535 515534 |
+fa1a3 fb‘”c f agas | M5 M2 Mo T N1 +
b c
| S13545 515523 513524 523545 515524 |
+fa1a3 fba4c f asas 9 _ 15 10 _ ng n11 +
b c
L 513525 515534 513524 525534 515524 |
+fa1a4 fbagc f asas | T4 - n11 o ny N n13 _ No +
b c
| 514535 515524 514523 5924535 515523 |
_|_fa1a4 fba3c f azas g 5 ny g 12
b c
| 514525 515534 514523 595534 515523 |
Ou ainda,
A _ ny fa1a2 fbagc f aqas + N2 fa1a2 fbagc f aqas __ fa1a3 fbagc f asas +
5 - b c b c b c
512545 515523

_fa1a4b fbazc fc asas _|_fa1a2b fba4c fc a3¢z5:| +

512534

_famzb fba4c fc a3a5:| +

52
ns

515534 |

+—

514525
ng

+
525534 |

n1o

513524 |

3545

fa1a4b fbagc f asas + nr
¢ 514523

fa1a4b fba3c fc axas fa1a3b fba4c fc a2a5:| 4

ns

falagb fba4c fc axas falagb fbagc fc a4a5:| 4

9 falagb fba4c fc azas 4

513525

nn

515524

|:fa1a2b fbagc fc aqas +

fa1a2b fbagc fc asas fa1a3b fba4c fc asas +fa1a4b fbagc fc a2a5:| T

_fa1a3b fbagc fc asas +fa1a3b fba4c fc azas _fa1a4b fbagc fc a3a5:| +

N2
+—
512535

Niq
+—
514535

fa1a4b fbagc fc asas +

falagb fba4c f asas + n13
¢ 35
Nis

S94S

51354

5

Ny |:fa1a2b fbagc fc asas falagb fbagc fc a4a5:| +
|:fa1a4b fbagc fc azas fa1a4b fbazc fc a3a5:| 4
|:fa1a2b fba4c fc azas 4

|:fa1a2b fba4c f azas __ fa1a4b fbagc f a3a5:| +
c c
fa1a3b fbagc fc asas

(4.115)
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E possivel simplificar a expressao anterior. Para isso, vamos utilizar as identidades
de Jacobi encontradas na se¢ao anterior. Por exemplo, o fator de cor do primeiro termo

de A nao necessita de manipulagoes, pois ja temos diretamente o ¢; que foi definido em

(4.71).

n
Vejamos, entao, o segundo termo onde o fator de cor é o coeficiente de > e
515523
vem dado por:
c= fa1a2b fba3c fc agas fa1a3b fbagc fc asas fa1a4b fb(zgc fc asas + falazb fba4c fc asas
(4.116)
Da identidade de Jacobi em (4.88), sabemos que
fa1a2b fbasc fc asas _ _fa2a3b fblllC fc asas __ f‘ll%b fbazc fc a5a4 (4117)
Substituindo isso em (4.116), ficamos com:
c = 7fa2a3b fbalc fc asas falagb fbazc fc asas4 falagb fbagc fc asas fa1a4b fbagc fc asas +
+fa1a2b fba4c fc asas
_ _fa2a3b fbmc fc asas __ fa1a4b fbazc fc azas +fa1a2b fba4c fc asas (4118)

Usando agora a identidade dada em (4.89), podemos identificar os dois iltimos

termos da igualdade anterior como um tnico produto de constantes de estrutura:
c = _fa2a3b fba1c fc asas +fa1a4b fba5c fc asas (4119)

E, finalmente, usando a outra identidade de Jacobi dada em (4.90), chegamos a

que:
c — fa2a3b fba4C f'c asay (4120)

E ainda, se lembrarmos da definicao dada em (4.72), vemos que o coeficiente
anterior é exatamente igual a aquele definido como cs.

Repetindo esses passos para todos os fatores de cor da expressao (4.115), podemos

obter que:
nicy NaCo nscs TiyCy n5Cs NeCq nrcy ngcy
As = + + + + + + + +
512545 515523 512534 523545 515534 514525 514523 525534
T9Cy n10C10 niictn n12C12 n13C13 N14C14 Nn15C15
+ + (4.121)

513525 513524 515524 512535 524535 514535 513545
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onde os 15 n;’s nao sdo todos independentes, como j& vimos nas equagoes de (4.101) a
(4.109).

Vemos que, assim como ocorreu para N = 4 em (4.47), chegamos a uma forma
simples para a expressao da amplitude total em termos dos pélos e que possui uma simetria

evidente entre os fatores de cor ¢;’s e os cinematicos n;’s.

4.4.4 Liberdade de gauge dos numeradores

Lembremos que no caso N = 4, os fatores cinematicos tinham a liberdade de sofrer
uma determinada transformagdao mantendo as subamplitudes e a identidade cinematica
inalteradas.

Vamos investigar nesta secao se, para N = 5, também acontecera algo parecido.

No fim da secao 4.4.1, conseguimos escrever as expressoes para as 6 subampli-
tudes em termos dos seus pélos. Nestas expressoes, estao presentes os 15 numeradores
n;’s. Porém, por meio das solugoes obtidas para os numeradores, podemos reescrever as
subamplitudes em termos de apenas 6 n;’s. Substituindo, entao, as solugoes de (4.101) a

(4.109) nas subamplitudes dadas nas equagoes de (4.65) a (4.70), ficamos com:

n o ns Ty N5

A(l, 2,3,4, 5) = + + + + (4.122)
512545 515523 512534 523545 515534
Ng Ny No — Ny —ns3 + ny N9
A(l, 4, 3,2, 5) (4.123)
514525 515534 514523 525534 515523
ng — ns + ng N5 —n1 +Nng +ng —ng + Ng —ng+ns N9 —ns
A(1,3,4,2,5) — —
513525 515534 513524 595534 515524
(4.124)
ny —ns Ngo — Ny ns n1+n2—n4—n3—n6 s
A(l, 2,4,3, 5) + - + — (4.125)
512535 515524 512534 524535 515534
—ng+nyg+ng N9 — Nj Ng — Ny ny 4+ ng — Nz — Ny — Ng N9
A(1,4,2,3,5) — — - -
514535 515524 514523 524535 515523
(4.126)
ny — Ny No —N1 + N3+ Ng — N5+ Ng Ty Ng — Ny
A(1,3,2,4,5) — - — — (4.127)
513545 515523 513524 523545 515524

Agora temos as subamplitudes dadas em termos dos 6 numeradores independen-

tes. Ingenuamente, poderiamos atribuir a cada um desses 6 n;’s uma liberdade de gauge
independente da outra. Mas isso poderia nos levar a inconsisténcias entre as expressoes

das subamplitudes. Por isso vamos estabelecer vinculos entre as tranformacoes de gauge
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dos numeradores. Vejamos, na equagao (4.122), vamos isolar ns:

T N9 ns Ty
N5 = S15534 A(l, 2, 3, 4, 5) - - - — (4128)
512545 515523 512534 523545

Dessa forma, permitindo que cada um dos n;’s do lado direito da igualdade ante-
rior sofra uma transformacao de gauge, a transformacao de ns estard diretamente deter-
minada. Assim, dos 6 numeradores apenas ny, ns, ng e ny possuem liberdade de gauge.

Vamos fazer o mesmo para ng na equagao (4.123):

ne = s1asos | A(1,4,3,2,5) — 2 M2 T Ths Tt M (4.129)

515534 514523 525534 515523

Ao isolarmos ns e ng, ao invés de 6 numeradores independentes, passamos a ter
como variaveis independentes os 4 numeradores ni, ns, n3 € ny € ainda as duas subampli-
tudes A(1,2,3,4,5) e A(1,4,3,2,5).

Assim, podemos agora atribuir as variaveis independentes as suas respectivas

transformacoes de gauge:

!

Ny = N1 + Q1512845
!

Ny = Ng + (2515523
!

Ng = N3 + 3512534

nﬁl = Ny + (V4593545 (4130)

onde aq, ag, az e a4 sao funcgoes dos momentos k£ e dos vetores de polarizagao ¢ a serem
fixadas arbitrariamente.

Por construcéao, as subamplitudes devem ser invariantes sob essas transformacoes
de gauge. Logo, ns e ng devem se transformar de maneira que isso seja satisfeito. Tendo

isso em vista, vamos encontrar essas transformagoes. Definindo

7

temos que, usando (4.128),

Ang, = S15534 |:AA(1,2,3,4,5)— Anl — An2 — ATL3 — An4:|

512545 515523 512534 523545

1512545 9515523 3512534 (4523545
= s15534|0 — - - -
512545 515523 512534 523545
— An5 = —(041 + oo + a3z + 064)815834 (4132)
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E também, usando (4.129),

A Ang — A —Ana+ A A
Ang = 514325{AA(1,4,3,2,5)— s _ 2 M n3 + Ang ng}

515534 514523 595534 515523

_ —(a1 + g+ a4+ 4)s15831 Q2815523 — (14523545
= 514825 |0 — -

S15534 514523

—a3512834 — (1 + a2 + a3 + 4)S15534 042515523}

595534 515523

= Ang = s1Sa5(01 + a3+ g) — S1552500 + S2554500 + S1451203 +

+s14815(01 + @9 + a3 + ) (4.133)

O préximo passo seria utilizarmos Ans e Ang para obter qual a variagao corres-
pondente das subamplitudes em (4.124), (4.125), (4.126) e (4.127). Ou seja, queremos
calcular, por exemplo, AA(1,3,4,2,5). Para isso, vamos substituir (4.132) e (4.133) em
(4.124):

Ang — ATL{; + Anﬁ ATL5 i —Anl + Ang + An4 — ATL5 + Anﬁ i

AA(1,3,4,2,5) = —
(’ T ) 513525 515534 513524
—Ans + A Any — A
_TOMs T AN, Ana T AN (4.134)
525534 515524

onde Any = a1812845, ANy = 815523, Ang = (3812834, ANy = 4823845 € Ang e Ang sao
dados em (4.132) e (4.133).

Depois de realizarmos as substituicoes e escrevermos tudo em termos apenas dos
s;; independentes, ficamos com uma expressao onde havera varios cancelamentos. Vamos
omitir essas passagens, pois apesar de triviais, se tornam demasiadamente extensas. No

fim, obtemos efetivamente que:
AA(1,3,4,2,5) =0 (4.135)
Analogamente, podemos verificar que

AA(1,2,4,3,5) =0

AA(1,4,2,3,5) =0

AA(1,3,2,4,5) =0 (4.136)
como queriamos obter.

Portanto, apds utilizarmos as identidades cinematicas, ficamos com quatro nu-

meradores e duas subamplitudes independentes, sendo que cada um desses numeradores
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possui sua respectiva liberdade de gauge dadas em (4.130). E ainda, as igualdades em
(4.132) e (4.133) garantem que as subamplitudes sejam invariantes mediante as trans-

formagoes de gauge.

4.4.5 Relagoes BCJ para N =5

Vimos em (4.130) as transformagdes de gauge as quais os fatores cinematicos estao
sujeitos. Facamos entao a fixacao de gauge mais conveniente: vamos escolher os «;’s de tal
forma que n), nj, ns e n se anulem, o que implica que a dependéncia da amplitude nesses
parametros se cancela, nos levando a relacoes que contenham apenas subamplitudes. E,
de fato, sao relagoes dessa natureza que buscamos.

Assim, fazendo

n
oy = —
512545
N2
g = —
515523
ns
g3 — —
512534
Ny
523545
ficamos com
! ! ! !
ny=mny=mns;=mn; =0 (4.138)

Precisamos encontrar agora quem sao n% e ng. Usando (4.131), (4.132) e (4.133),

obtemos que:

!/
ny = ns— (a1 + ag + ag + a4)S15534
nq No ns Ty
= N+ |: + + + S$15534 (4139)
512545 515523 512534 523545

Usando a expressao para n; dada em (4.128):

n n n n n n
1 2 3 4:|+|:1+2+

ng = 815334[14(172737475)_ - - -

512545 515523 512534 593545 512545 515523

ns Ty

515534
512534 593545

== TL/5 = 515534 A(L 27 3747 5) (4140)
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E para ng:

/
ng = Ng~+ S1aS25(0n + a3 + ) — 1552502 + Sa55450 + S145120i3 +

+314515(oz1 + (6%) -+ Q3 + 0(4)

—> ng = s14525A(1,4,3,2,5) — s14(525 + 515)A(1,2,3,4,5) (4.141)

Agora que ja conhecemos a expressao para os seis numeradores transformados, va-
mos escrever como ficam as subamplitudes sob essa transformacgao de gauge. Comecemos

por A(1,3,4,2,5) dado em (4.124):

! li !/ ! ! !/ ! li !/ !/ !
Ng — Nz + N n —niy +MNg+Ny —N=+N —Ng + N
A(173747275) — 3 5 6 5 + 1 3 4 5 6 3 5
513525 515534 513524 525534
!/ /!
Ny — N
e (4.142)
515524

Substituindo (4.138), (4.140) e (4.141) na igualdade anterior, chegamos a que

_[515334 + 514(325 + 315)] A<17 27 37 47 5) + 514325A<17 47 37 27 5) +

A(1,3,4,2,5) = 513525
_ S15534 A(1,2,3,4,5) +
S15534
n —[s15534 + s14(525 + 515)] A(1,2,3,4,5) + s145254(1,4,3,2,5) +
513524
A(1,2,3,4,5) — A(1,2,3,4,5
_ s15531 A(1,2,3,4, )+ s15834 A(1,2, 3,4, 5) (4.143)
525534 515524

A equacdo anterior pode ser reescrita de uma forma mais simples. Para tal, é
preciso utilizar as relagoes conhecidas entre os s;;’s devido a conservacao do momento
para eliminar alguns desses parametros. Essas relacoes estao apresentadas no Apéndice
A.2. Fazendo isso, podemos, finalmente, obter que:

—S812545 A(l, 2, 3, 4, 5) + 314(824 + 825) A(l, 4:, 3, 2, 5)

S24(S45 + Sa5 + S24)

A(1,3,4,2,5) =

(4.144)

Notemos que a dependéncia nos n;’s desapareceu, restando uma relacao que en-
volve somente subamplitudes. Esta é, portanto, uma das relagoes BCJ para N = 5.
Repetindo esse procedimento de encontrar a expressao da subamplitude depois de

sofrer uma transformagao de gauge, agora para A(1,2,4,3,5), A(1,4,2,3,5) e A(1,3,2,4,5),
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também obtemos outras trés relagoes:

A(1,2,3,4,5) — A(1.4,3,2,5
A(1,2,4,3,5) _ 545(812+524) (7 5 Dy Ty ) 514525 (7 y Dy 4y ) (4145)
524(312 + So4 + 814)
A(1,3,4,2,5) _ —S812545 A(1,2,3,4, 5) + 825(814 + 824) A(1,4,3,2,5) (4146)
S24(S12 + S24 + S14)
A(1,2,3,4,5) — A(1,4,3,2,5
A(1,3,2,4,5) _ 512(324+545) (a 5 Iy Ty ) 514525 (a s Dy 4y ) (4147)
So4(S45 + S25 + S24)

Logo, as relagoes BCJ para N = 5 estao dadas em (4.144), (4.145), (4.146) e
(4.147).

E importante notar que, com as relagoes BCJ, a base minima que, até entao, era
composta de 6 subamplitudes pode ser reduzida para uma base com somente 2 delas, a
saber, A(1,2,3,4,5) e A(1,4,3,2,5).

Esses resultados, apesar de terem sido obtidos a partir de uma conjectura na
qual assumimos que existem entre os fatores cinematicos relagoes andlogas a identidade
de Jacobi, podem ser postos a prova utilizando-se as expressoes ja conhecidas das subam-
plitudes a partir das regras de Feynman para a lagrangeana de Yang-Mills. Fazendo isso,

chega-se a que as relagoes BCJ sao, de fato, consistentes.

4.5 Caso N =6

Vimos com detalhes, na se¢do 4.4, como sao obtidas as relagoes BCJ para N =
5. Trata-se de um processo, apesar de simples, nao muito curto. Essas relagoes foram
apresentadas no artigo [3]. Para N = 6, podemos esperar (e de fato é o que ocorre)
manipulacoes muito mais extensas e meticulosas.

Uma primeira peculiaridade deste caso ja aparece nos pdlos dos diagramas. En-
1

1
(h+bﬁﬁh+bﬂh+%V

respectivamente, para N = 6 hd pdlos do tipo onde
P P P PO o ¥ )2 (ks 1 Ko)2 (ks 1 o 1 )2

aparecem quadrados de soma de trés momentos, o que nao ocorria antes.

quanto nos casos N = 4 e 5 lidamos com pélos da forma

Devido a quantidade de manipulacoes, serao apresentados aqui apenas os calculos
e resultados mais significantes, visto que o procedimento, em geral, é exatamente analogo
ao feito para N = 5. Bern, Carrasco e Johansson, em seu artigo [3], ndo colocam esses
calculos para o caso de 6-pontos. Portanto, o presente trabalho de mestrado possui o

diferencial de abrir essas contas.
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4.5.1 Escrevendo as subamplitudes explicitamente em termos

dos seus pdlos

Com as relagoes Kleiss-Kuijf a base utilizada para escrever a amplitude total
passa a ser formada por (6 — 2)! = 24 subamplitudes. Vamos escolher, entdo, aquelas
que possuem o primeiro indice igual a 1 e o ultimo igual a 6. Sao elas: A(1,2,3,4,5,6),
A(1,2,4,3,5,6), A(1,3,2,4,5,6), A(1,3,4,2,5,6), A(1,4,2,3,5,6), A(1,4,3,2,5,6),
A(1,2,3,5,4,6), A(1,2,4,5,3,6), A(1,3,2,5,4,6), A(1,3,4,5,2,6), A(1,4,2,5,3,6
(

) ), Al ( )

( ), Al ), Al ), Al );

A(1,4,3,5,2,6), A(1,2,5,3,4,6), A(1,2,5,4,3,6), A(1,3,5,2,4,6), A(1,3,5,4,2,6),

A(1,4,5,2,3,6), A(1,4,5,3,2,6), A(1,5,2,3,4,6), A(1,5,2,4,3,6), A(1,5,3,2,4,6),
A(1,5,3,4,2,6), A(1,5,4,2,3,6) e A(1,5,4,3,2,6).

Precisamos, agora, identificar quais os diagramas de 6 pernas contribuem para
cada uma das subamplitudes. Na Figura 4.6 estao os trés tipos de diagramas que devem
ser considerados. Notemos que eles s6 possuem vértices cibicos. Afinal, lembremos
que os diagramas que possuem também vértices quarticos vao contribuir para amplitude
total apenas em ordens mais baixas e, por isso, vao ser contabilizadas nas expressoes dos
numeradores, assim como aconteceu no caso N = 5. No Apéndice E estao representados

todos os possiveis diagramas de Feynman, 105 ao todo, que vao participar da amplitude

total.

PRt

12 Tipo 2 2 Tipo 3 2 Tipo

Figura 4.6: Tipos de diagramas com apenas vértices cibicos para amplitude de 6-pontos

Assim como foi feito para N = 5, usando as regras de Feynman podemos identi-

ficar quais sao os pdélos que aparecerao de cada diagrama. Fazendo isso, surgem 105 pélos
1 1

)
5135565123 5255465125

que contém produtos de 3 s;;’s no denominador. Alguns deles sao:

e ——, vindos, respectivamente, dos diagramas da Figura 4.7, onde s;; = (k; + k;)?
513524556
€ Sijm = (kz + k] + km)Q
Sabendo quais diagramas contribuem para cada subamplitude, conhecemos também

quais serao os polos que cada uma delas contém e podemos escrever as expressoes refe-
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Figura 4.7: Exemplos de diagramas de Feynman para a amplitude de 6-pontos

rentes a cada uma das 24 subamplitudes da base da seguinte forma:

A(1,2,3,4,5,6)

A(1,2,3,5,4,6)

A(1,2,5,4,3,6)

A(1,2,4,3,5,6)

A(1,2,4,5,3,6)

A(1,2,5,3,4,6)

nm U] ns Ny ns
5125565123 5165455345 5565345234 5455235123 5125345345
Ne nz ng g nio
+ + +
5235165234 512534556 516523545 5125455123 5165345345
ni ni2 ni3 v
+ + + (4.148)
5565235234 5125455345 5165345234 5565235123
- 4 n15 2 16 g nir 4
5125465123 5165455345 5465355235 $455235123 5125355345
nig Nig ng Ng na1
+ - - +
5235165235 512535546 516523545 5125455123 5165355345
22 ni2 UDE 20
+ — + (4.149)
5465235235 5125455345 5165355235 5465235123
UPS N0 a6 a7 ni2
= + + +
5125365125 5165345345 5365455245 5345255125 5125455345
Nag Nag N30 n31 Na
+ + + +
5255165245 512545536 516525534 5125345125 5165455345
32 ns N33 T34
+ (4.150)
5365255245 5125345345 5165455245 5365255125
_ n35 a1 n3 Ti36 _ U
5125565124 5165355345 5565345234 5355245124 5125345345
nsrz nr 38 n39 n1o i
5245165234 512534556 516524535 5125355124 5165345345
M40 o hay ni3 41 (4.151)
5565245234 5125355345 5165345234 5565245124
Tig2 n21 26 N36 ni2
5125365124 5165355345 5365455245 5355245124 5125455345
T3 29 n3g 39 o
5245165245 512545536 516524535 5125355124 5165455345
144 ni7 133 145
+ - (4.152)
5365245245 5125355345 5165455245 5365245124
- 1 N4e nio Nie Na7 B niz I
5125465125 5165345345 5465355235 5345255125 5125355345
Nyt nyg N30 n3y n21 +
5255165235 512535546 516525534 5125345125 5165355345
Th48 _ s L Thag (4.153)
5465255235 5125345345 5165355235 5465255125
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50 n33 a0 Ty N5y

A(1,3,2,4,5,6) = + + — - + +
5135565123 5165455245 5565245234 5455235123 5135245245
L Ns2  TNg N3 TNag
5235165234 513524556 516523545 5135455123 5165245245
ni N54 nsz sV
- - — — (4.154)

5565235234 5135455245 5165245234 5565235123

55 n3s3 Tia8 Ny 56
A(1,3,2,5,4,6) = + — - + + +
5135465123 5165455245 5465255235 5455235123 5135255245
nig ns7 ng Ns53 Tag
5235165235 513525546 516523545 5135455123 5165255245
B 22 B 54 _ Ty7 B 2o ( 4 155)

5465235235 5135455245 5165255235 5465235123

58 UDE ni 36 59
A(1,4,2,3,5,6) = + — - — + +
5145565124 5165355235 5565235234 5355245124 5145235235
Uy 6o n3g g1 nig
5245165234 514523556 516524535 5145355124 5165235235
N0 Ne2 Ne na
- + - - (4.156)

5565245234 5145355235 5165235234 5565245124

Ne3 UDE 32 N36 Nes
A(1,4,2,5,3,6) = + + - + + +
5145365124 5165355235 5365255245 5355245124 5145255235
_ MNas + 66 Nag 61 B a7
5245165245 514525536 516524535 5145355124 5165255235
_ zv _ g2 B nag _ Tiy5 ( 4 157)
5365245245 5145355235 5165255245 5365245124
ng7 ni3 22 D g9
A(1,5,2,3,4,6) = + — — + + +
5155465125 5165345234 5465235235 5345255125 5155235234
L i 70 830 nr B N
5255165235 515523546 516525534 5155345125 5165235234
Nyg n72 nig N9
— + - - (4.158)
5465255235 5155345234 5165235235 5465255125
nr3 ni3 Uzv D nrs
A(1,5,2,4,3,6) = + + — - + +
5155365125 5165345234 5365245245 5345255125 5155245234
L i g Mo Nn1 _ nar
5255165245 515524536 516525534 5155345125 5165245234
_ n32 B nr2 _ Ny3 B N34 ( 4 159)
5365255245 5155345234 5165245245 5365255125
nrr Tag 40 nrg 51
A(1,3,4,2,5,6) = + + + + - +
5135565134 5165255245 5565245234 5255345134 5135245245
nis N52 n30 8o UYE}
— - + +
5345165234 513524556 516525534 5135255134 5165245245
ns Nse n3z7 ng1
- - + + (4.160)

5565345234 5135255245 5165245234 5565345134



A(1,3,5,2,4,6)

A(1,4,3,2,5,6)

A(1,4,5,2,3,6)

A(1,5,3,2,4,6)

A(1,5,4,2,3,6)

A(1,3,4,5,2,6)

A(1,3,5,4,2,6)

Ng2

Tg3

Ti48

93

ngs3 Ns6

+ — +
5135465135 5165245245 5465255235 5245355135 5135255245
23 sy 138 185 1 a8
5355165235 513525546 516524535 5135245135 5165255245
Nie Ns1 Ny7 Nge
— — (4.161)
5465355235 5135245245 5165255235 5465355135
ngr Nyt ni nrg 59
+ — — +
5145565134 5165255235 5565235234 5955345134 5145235235
nis N0 T30 ngg nig
— + +
5345165234 514523556 516525534 5145255134 5165235235
ns Nes Ne ng1
+ — - (4.162)
5565345234 5145255235 5165235234 5565345134
gy nig n32 9o Nes
+ — +
5145365145 5165235235 5365255245 5235455145 5145255235
N33 Ne6 ng N1 Ty7
- + +
5455165245 514525536 516523545 5145235145 5165255235
Nae N9 Nag g2
+ - (4.163)
5365455245 5145235235 5165255245 5365455145
93 nsr UDY) g3 g9
+ + — — +
5155465135 5165245234 5465235235 5245355135 5155235234
23 L 138 94 i N6
5355165235 515523546 516524535 5155245135 5165235234
Nie N7s nis nge
+ - - (4.164)
5465355235 5155245234 5165235235 5465355135
g5 g (zv 9o nrs
+ + — - +
5155365145 5165235234 5365245245 5235455145 5155245234
n3s3 N7e ng Noe ns7
— — + +
S455165245 515524536 516523545 5155235145 5165245234
Nag Neg N4z g2
— — — (4.165)
5365455245 5155235234 5165245245  S365455145
Nog7 Tag T9g nrg Ti54
+ — — - +
5135265134 5165255245 5265455345 5255345134 5135455245
N0 + Ngg n3o ngo . N33
5345165345 513545526 516525534 5135255134 5165455245
100 Nse N2 ni101
+ + (4.166)
5265345345 5135255245 5165455345 5265345134
1102 T43 Tgg ngs3 Ti54
+ — — + +
5135265135 5165245245 5265455345 5245355135 5135455245
Na1 _ Ngg n3g ngs + n33
5355165345 513545526 516524535 5135245135 5165455245
n103 Ns1 N2 n104
+ + (4.167)
5265355345 5135245245 5165455345 5265355135
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g7

1103

54

nrg N2

A(1,4,3,5,2,6) — - +
5145265134 5165255235 5265355345 5955345134 5145355235
n10 No4 N30 ngg Na3
+ — + +
5345165345 514535526 516525534 5145255134 5165355235
N100 Nes N2 n101
_ 4 — (4.168)
5265345345 5145255235 5165355345 5265345134
g4 nig 103 9o g2
A(1,4,5,3,2,6) + — - + +
5145265145 5165235235 5265355345 5235455145 5145355235
ng Noq ng Noa1 UDK]
5455165345 514535526 516523545 5145235145 5165355235
Ngg N59 N1 Nes
_ + (4.169)
5265455345 5145235235 5165355345 5265455145
N7y ns7 100 ngs3 nr2
A(1,5,3,4,2,6) — — +
5155265135 5165245234 5265345345 5245355135 5155345234
N2y N79 URES g4 ni3
+ — + +
5355165345 515534526 516524535 5155245135 5165345234
N103 nrs Nio 104
_ T — (4.170)
5265355345 5155245234 5165345345 5265355135
g4 Ng 1100 9o n72
A(1,5,4,3,2,6) + - +
5155265145 5165235234 5265345345 5235455145 5155345234
N2 N79 ng N6 nis
5455165345 515534526 516523545 5155235145 5165345234
Nogg Neg nio Nes
+ + — (4.171)
5265455345 5155235234 5165345345 5265455145

Notemos que hé ao todo 105 numeradores diferentes. Muitos deles aparecem mais
de uma vez nas 24 subamplitudes. Isso ocorre porque os numeradores dos termos com
um mesmo poélo sao iguais pelo menos em maodulo, o que pode ser comprovado através
da regra da fatoragdo, analogamente ao que ja foi feito nos Apéndices D.1 e D.2 para os

casos N =4 e N = 5, respectivamente.

4.5.2 Amplitude de 6-pontos em termos dos pdélos, dos numera-
dores e dos fatores de cor
Em principio, usando (2.9), a amplitude total vem dada em termos de 120 su-

bamplitudes. Mas, se utilizarmos as relagoes Kleiss-Kuijf adequadamente, conseguimos

reduzir esse nimero para 24 subamplitudes e a expressao da amplitude total comeca da
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seguinte forma:

As = A(1,2,3,4,5,6) [ —Tr(A A2 BN BANS) 4 Tr( A AN NN\ 4

+  Tr(AAAMNGNB ) — Tp( AT AT NN N6 \92) — T A% A9 96 94 \93 \92

+  Tr(AA2ABACNINS) 4 T (A AN D N2 ) — Tr( A% A" \6 )95 \94 \92

( ) ( ) — Tr( ) +
( ) + Tr( ) — Ti( ) +
o Tr(ATT AT AT X%\ \02 ) T AT\ A% \% \95 \92) - T A9 \% \95 \@4 \@5 \02) 4
— (AT A AT\ A9 \®2) — Tp( AT\ A9 \H \00 \G5) 4 Tp( A9 \%2 A9 \%6 (95 \04)

( ) — Ti( )

—  Tr(ATA2ANBABNBNU) — Tr(AMA2AMNBA\ON®S) | 4 {23 termos}

(4.172)

Aqui também é possivel identificar essa soma de tragos que aparece como um
produto de constantes de estrutura. Antes disso, do mesmo modo que obtivemos a relagao

m (4.56), nao ¢é dificil chegar também a que

fa1a2 ) fba3c fc asd fd asae )\al )\ag >\a3 )\(14 )\as )\ag Ty )\al )\(Zg )\a4 )\as )\(16 )\ag

FTr(AABABANCNTND2) — Tr( AT N2 B NN ) 4 Tr(A* A"\ 96\ \92

—Tr(A“ABACNENTND2) — Tr( AT A2 AT NTENDS ) 4 Tr( A AN \96 \98 92

—Tr(A* A% %6\ \93 \92

T ( ) — Tir( ) +

( ) — Tir( ) + Ti( ) +

( ) — Tir( ) + Ti( ) +
(A A% \95 \% \%4 108 ) — Tp( \91 \% \% \04 \@3 \%2) 4 T A% \@2 \® \% \05 \3) 4
( ) — Tr( X A% \% \% Y04 )98 ) L Tr(\% A% (95 \@4 \% \02) 4

( ) = Tir( ) +

FTr( AT A2 AN NDD W) — Tr( AU A2\ )\ )96\

(4.173)

A partir de entdo, é preciso repetir todo o procedimento que foi feito para o caso
N = 5. Para N = 6, se fez importante a utilizacao do software Maple para realizar as
manipulacoes.

E no fim, é possivel escrever a amplitude total num formato que apresenta o

mesmo padrao dos outros casos:

Ag = nic n N2Co S N105C105 (4'174)

8128565123 5165455345 8155265145
onde cada um dos 105 ¢;’s é um produto de quatro contantes de estrutura e eles correspon-

dem aos fatores de cor dos 105 diagramas (com apenas vértices ciibicos) que contribuem

para essa amplitude. Esses ¢;’s estao apresentados no Apéndice F.
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4.5.3 Dualidade cor-cinematica e as identidades cinematicas

Aqui também vamos assumir que os fatores cinematicos n;’s satisfazem relacgoes
andlogas as obedecidas pelos fatores de cor ¢;’s. Entao, primeiro devemos encontrar
todas as identidades de Jacobi entre os ¢;’s. Neste caso, isso foi feito no Maple e foram
encontradas 105 equagoes. Ao resolvermos o sistema formado por essas equagoes para os
105 ¢;’s, conseguimos escrever 81 deles em termos dos 24 restantes. Na solucao encontrada,
os 24 fatores de cor independentes foram: ci4, oo, Coa, C34, Ca1, Cas, Cag, Cs4, C57, C62, Co,

Ces, Cr2, C16, C19, C81, C84, C86, C88, C92, Co4, Co6, C101 € C104-

As 105 equagoes do sistema e a solugao encontrada estao apresentadas no Apéndice

Esse resultado é, entdo, estendido para os fatores cinemdticos. Logo, os n;’s
independentes serao os seguintes 24: niy4, Nog, No4, N34, Ma1, Nas, Nag, M54, N57, Ne2, N6,

Nes, Nr2, N76, 179, 181, T84, 186, 1188, 192, 194, N96, 1101 € T104-

4.5.4 Liberdade de gauge dos numeradores

Lembremos que para N = 5, foi preciso isolar dois dos n;’s independentes em
termos das subamplitudes da base (vide equagoes (4.128) e (4.129)). Ou seja, eles foram
trocados por duas subamplitudes, fazendo com que ficdssemos com apenas quatro n;’s
independentes e duas subamplitudes na base.

O importante a ser notado aqui é que essa técnica de se eliminar alguns numerado-
res fez com que o nimero de subamplitudes independentes fosse reduzido. Neste caso em
que N = 5, esse numero passou de 6 para 2 ou, equivalentemente, de (N—2)! = (5—2)! =6
para (N —3)! = (5 —3)l = 2.

Com base nas informacoes acima, vamos repetir o procedimento para N = 6,
almejando um resultado semelhante. Espera-se, entao, que o nimero de elementos da
base seja reduzido de (6 — 2)! = 24 para (6 — 3)! = 6. Vamos, portanto, isolar 6 dos
24 numeradores independentes. Para isso, precisamos utilizar as expressoes dadas de
(4.148) a (4.171). Escolhemos isolar os numeradores ni4, N1, N4, N2, Ng1 € Ngg, IES-
pectivamente, das equagoes (4.148), (4.151), (4.154), (4.156), (4.160) e (4.162). Essas
expressoes nao serao apresentadas aqui por se tratarem de expressoes muito longas. O
importante é notarmos que esses seis numeradores passam a ser fungoes dos outros dezoito

n;’s e também das seis subamplitudes A(1,2,3,4,5,6), A(1,2,4,3,5,6), A(1,3,2,4,5,6),
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A(1,4,2,3,5,6), A(1,3,4,2,5,6) e A(1,4,3,2,5,6).

Com isso, restam apenas 18 numeradores independentes. A cada um desses n;’s
atribuiremos uma liberdade de gauge da mesma forma feita nos outros casos. Assim,
tanto as subamplitudes quanto as identidades cinematicas devem se manter inalteradas

mediante as seguintes transformagoes:

/

Moy = Noo + B1 5235465123
! —

Moy = MNos+ B2 514535526
/ —

Ny, = N3a+ B3 5255365125
, —_

Nys = Nuas + Ba 5245365124
/ —_

N9 = MNag + B5 5255465125
/ —_

Ns; = Ns7+ Bs 513525546
/ —_

Nge = MNe6 + F7 514525536
/ JR—

Ngg = Nes + B3 5265455145
/ —_

Ny = Nyo + By 5155345234
/ —_

Mg = N6+ Bio 515524536
/ JR—

N7g = Nrg + P11 S15526534
/ —

Ngy = MNsga+ P12 S155265145
/ —_

Ngg = Nge + P13 S355465135
/ JR—

Mgy = Nogo + P14 5365455145
/ —

Mgy = Noga + Bis S155245135
/ —_—

Ngg = Nge T /616 5155235145
/ —

Nt = Nio1 + Bi7 5265345134
/ —

Nios = MN1o4 + Bis S265355135

(4.175)

onde os ;’s sao fungoes dos momentos e das polarizacoes.

4.5.5 Relagcoes BCJ para N =6

O préximo passo € obter as relagoes BCJ. Podemos repetir a mesma ideia utilizada

na secao 4.4.5: vamos realizar uma transformacao de gauge em todos os 18 numeradores
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independentes de modo que os novos n;’s sejam nulos. Para isso basta escolher os [5;’s

n
adequadamente. Por exemplo, fazendo 81 = —$, temos que nb, = 0. Analoga-

5235465123
mente, podemos ter também nh, = nh, = nls = Ny = N, = Nggg = Ngg = Ny = Ny =
N7y = Mgy = Ngg = Ny = Ny = Ngg = Mgy = Mgy = 0.

Os 6 numeradores, ni4, N41, M54, Ng2, Ng1 € Ngs, que foram escritos em termos
dos outros e das subamplitudes também sofrerao uma transformacao de acordo com a
expressao de cada um deles, ou seja, com sua dependéncia nos 18 numeradores acima.

Mas vai ocorrer que esses 6 numeradores, apds serem transformados, dependerao,
de fato, apenas de subamplitudes. Isso porque onde apareceriam, por exemplo, nf, ou nj,,
colocaremos “zero”. No final das contas, teremos n},, nl;, ns,, Ngy, Ny € Ngg dados em
termos somente das 6 subamplitudes: A(1,2,3,4,5,6), A(1,2,4,3,5,6), A(1,3,2,4,5,6),
A(1,4,2,3,5,6), A(1,3,4,2,5,6) e A(1,4,3,2,5,6).

Assim, podemos substituir os novos fatores cinemadticos n) nas expressoes das 18
subamplitudes A(1,2,3,5,4,6), A(1,2,5,4,3,6), A(1,2,4,5,3,6), A(1,2,5,3,4,6),
A(1,3,2,5,4,6), A(1,4,2,5,3,6), A(1,5,2,3,4,6), A(1,5,2,4,3,6), A(1,3,5,2,4,6),
A(1,4,5,2,3,6), A(1,5,3,2,4,6), A(1,5,4,2,3,6), A(1,3,4,5,2,6), A(1,3,5,4,2,6),
A(1,4,3,5,2,6), A(1,4,5,3,2,6), A(1,5,3,4,2,6) e A(1,5,4,3,2,6). Lembrando que
alguns numeradores sao nulos e os outros dependem somente de subamplitudes, ao fazer-
mos essa substituicao chegaremos, enfim, a relagdes que envolvam somente subamplitudes.

Estas serao as Relagoes BCJ para N = 6. Abaixo estao listadas algumas delas:

—S56 + S123 S123 — S56 Tt S34

A(1,2,3,5,4,6) = — A(1,2,3,4,5,6) — A(1,2,4,3,5,6)
5123 — S56 — S45 5123 — S56 — S45
B0 T S T St 98 g 50y 9 5 ) (4.176)
—856 — S45 + S123
A(1,2,4,5,3,6) = —— 127170 494356+
812 — S345 + S45 — S123
S123 — S12 — 523 A(1,3,2,4,5,6)+
812 — 8345 + S45 — S123
— 12 T 5123 A(1,2,3,4,5,6) (4.177)

S12 — S345 + Sa5 — S123
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(823 — S234 + 534 — 512) (5345 — S16 — S123 + S23 — S34)
(=512 + 8345 — S16)(—5123 + S23 — S16 + S45)

B (—5345 — S234 + S16 + 534)(S123 — S12 — S23 + 834)/1(1, 4,3,2,5,6)
(=512 + 5345 — 516)(—S123 + 523 — S16 + S45)

B (—5345 — 5234 + S16 + S34) (S123 — S12 — 523)
(=512 + 8345 — 516)(—S123 + S23 — S16 + Sa5)
(5123 — S12 — 523)(523 + 8345 — 516)
(—S12 + 8345 — S16)(—S123 + S23 — S16 + S45)
512(5123 — S23 + 534 — 5345 + 516)
(=512 + 5345 — 516)(—5123 + 523 — S16 + S45)
512(—5123 + 523 + 5345 — S16)

_ A(1,2,3,4,5.6) (4.178
(—s12 + S345 — S16)(—5123 + S23 — S16 + Sa5) ( ) )

A(1,4,5,3,2,6) = +

A(1,3,4,2,5,6)

A(1,4,2,3,5,6)

A(1,3,2,4,5,6)

A(1,2,4,3,5,6)

A(1,4,3,5,2,6) = — 512 A(1,2,4,3,5,6) — S22 75858 40y 39 5 6)
812 — 8345 + S16 812 — 8345 + S16

_ S12 — S3 + Sa3a — S34A(1, 3,4,2,5,6) (4.179)

S12 — S345 + S16

A(1,3,2,5,4,6) = ——0 18 41394 56)
S45 — S123 + Ss6

856 — S123 — Saza t 823A(
S45 — S123 + Ss6
_ S123 — S234 1 S56 + S34 + S23

1,4,3,2,5,6)

A(1,4,2,3,5,6) (4.180)
S45 — S123 T Ss6

E vale notar que, de fato, foi possivel com as relagoes BCJ reduzir o nimero de
elementos da base de 24 para 6 subamplitudes.

Embora tenhamos apresentado acima somente algumas relacoes BCJ, consegui-
mos obter todas elas, ou seja, obtivemos todas as expressoes para 18 subamplitudes
da forma A(1,P(2,3,4,5),6) que ainda permaneciam independentes depois do uso das
relagoes Kleiss-Kuijf em termos de somente outras 6 da forma A(1,P(2,3,4),5,6). Ape-
sar disso, nao colocamos as demais relagoes neste trabalho por se tratarem de expressoes

muito longas.

4.6 Casos N > 6

A ideia é que os principais resultados vistos no casos em que N = 5e N = 6,
especialmente a dualidade cor-cinemaética, sejam validos para qualquer N. Mais especifi-
camente, esperamos que seja sempre possivel estender as relagoes de Jacobi entre os fatores

de cor para os numeradores, fornecendo, assim, novos vinculos entre as subamplitudes.
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Uma consequéncia importante desses novos vinculos é a reducao do nimero de
elementos da base necessaria para se escrever uma amplitude. Com as relagoes Kleiss-
Kuijf, conseguimos escrever a amplitude de N-pontos em termos de (/N —2)! subamplitudes
[2]. Se, além disso, utilizarmos as rela¢oes BCJ, esse ntiimero é reduzido para (N — 3)L.
Isso foi conferido até N = 8 por Bern, Carrasco e Johansson segundo informagoes em
seu trabalho [3]. Para valores de N maiores que 8, assume-se que um resultado geral se
aplica, ou seja, que para uma amplitude de N pontos, o nimero de subamplitudes na base
serd de (N — 3)!. Além disso, eles ainda propoem uma forma geral das relagoes BCJ para
N-pontos. Esta formula foi testada por eles para alguns valores de N, porém permanece

também uma conjectura para o caso em que N € geral:

A,(1,2,{a},3.{8}) = 3 Au(1,2,3 {03 [T FG A LRy gy

{o},€PPO({a}.{8)) ked T2k
onde a soma se d& sobre as “permutacoes parcialmente ordenadas” (PPO) da fusao dos
conjuntos {a} e {f}, ou seja, todas as permutagoes de {a} U {8} que mantém a ordem

dos elementos de {8}. A funcao F associada & perna k vem dada por:

S G ) se oy <ty
‘F(37017027"'70n—37 1 | k) = *F({p} | 'ZC) - +

- Zfi& G(k,pi) setp_q >ty

777777 k se g1 <t < Tgpi1

—S24,..k S€ tp_1 >t > tk+1

0 caso contrario

(4.182)

onde t; é a posi¢ao da perna k no conjunto {p}, exceto para t3 e t,,1 que sdo sempre

definidos como
t3 = t5 s tm+1 =0. (4183)

E a fungdo G vem dada por:

si; sei<joujy=13
G(ij) = . (4.184)

0 caso contrario
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E, finalmente,
Sij = (k’l + kj)2 , S$24,..i = (kQ + k4 + ...+ /{Z)Q , (4185)

onde os momentos sao definidos para particulas que estao saindo no espalhamento.

Em principio, entao, o procedimento para se obter as relagoes BCJ e, com isso,
escrever a amplitude em termos de uma base minima de (/N —3)! estd bem definido e pode
ser utilizado para um N qualquer. Porém, nos cdlculos feitos para N = 6 j& houve muita
dificuldade em se chegar as relagoes devido as manipulagoes e expressoes demasiadamente
longas com as quais o software Maple teve que lidar. Portanto, é de se esperar que seja
cada vez mais dificil, & medida que aumentamos o valor de N, obter as relagoes BCJ por
este método.

Apesar de, no artigo BCJ, o resultado geral de que a base contém (N — 3)!
elementos veio de conjecturar a existéncia da dualidade cor-cinematica, ha um outro
trabalho de teoria de campos [19] que obtém esse resultado para alguns valores especificos
de N sem a necessidade de se assumir tal conjectura. E ainda, um outro trabalho [20],
em que um dos autores é o préprio Bern, traz uma prova geral, para N-pontos (sendo N
arbitrario), das relagoes BCJ (no nivel de arvore), se ainda for assumido que é valida a

dualidade cor-cinemética.



Capitulo 5

Demonstracao das relacoes
Kleiss-Kuijf e BCJ utilizando a

Teoria de Cordas como ferramenta

As relagoes Kleiss-Kuijf e BCJ, ja discutidas anteriormente, foram obtidas a
partir da teoria de campos. Neste capitulo, pretendemos chegar a relagoes que sejam
equivalentes a essas, utilizando, desta vez, ferramentas da teoria de cordas. Tais relagoes,
conhecidas como relagoes de monodromia [12], vao depender de o/, a constante fun-
damental da teoria de cordas. E ao tomarmos o limite o/ — 0 [21, 22], recuperamos as
relagoes ja conhecidos em teoria de campos [23].

Veremos que com a teoria de cordas podemos chegar aos resultados ja discutidos
nos capitulos anteriores, porém com um procedimento mais formal, sem conjecturas. Isso
é possivel porque na teoria de cordas se conhece uma expressao fechada para a amplitude

de espalhamento, o que nao ocorre com campos.
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5.1 Obtendo as relacoes de monodromia para N =5

E conhecido da teoria de cordas que a expressao para a subamplitude A(1, ..., N)

de N bésons de gauge possui a forma geral!

N N
A(1,..,N) = Cy 0(ky + ko + ... + kN)/dej [T 1z = % %
j=1 i>7
2&’@ . <j 20/]61' . Cj
XeXP(Z%_ SR D e (5.1)
i>j (i = ;) i#j (i = ;) multilinear em ¢,

onde o/ é a constante fundamental da teoria de cordas, C'y é uma constante conhecida da
teoria (que depende de ) e onde 1 < 75 < ... < xp.
Pode-se provar que a expressao acima € invariante sob as transformacao do tipo

SL(2;R) [24]. Mais especificamente, as transformagoes

ar +b

_ 5.2
cx+d’ (5:2)

e que estao sujeitas ao vinculo
ad —bc =1 (5.3)

possuem a estrutura do grupo SL(2;R), com a,b,c,d € R. Por causa disso, a expressao
da amplitude apresenta um “gauge residual” devido & simetria do grupo, o que nos permite
fixar trés pontos a nossa escolha.

Podemos, entao, optar por resolver o problema fixando 3 das varidveis de inte-

gracao e, apesar de ser arbitraria, é comum se fazer a seguinte escolha:
21 =0,zy_1 =1, xy = +00.

Vamos, entao, considerar um caso particular. Para efeitos de simplificacao dos
célculos, ao invés de tratarmos da amplitude de espalhamento entre glions dada em (5.1),
vamos considerar a amplitude entre tadquions que possui uma expressao mais simples. No
entanto, todos os resultados a que iremos chegar sao também vélidos para o espalhamento
entre glions, tal como estd discutido no Apéndice H. Toda a justificativa feita nesse
apéndice nao foi apresentada no trabalho de referéncia [12], sendo esse mais um diferencial

da presente dissertacao de mestrado.

LA férmula (5.1) pode ser encontrada, por exemplo, no trabalho [13].
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Consideremos, entao, a amplitude de espalhamento entre taquions, a qual vem

dada pela expressao:

N N
A1, ..., N) = Cx 0(ky + ko + ... + ky) / [T de; [ |2 — %% (5.4)
j=1

i>]

Vamos tratar, especificamente, do espalhamento entre 5 tdquions. Assim:

5 5
A(1,2,3,4,5) = C5 0(ky + ko + ks + ka + ks) / [Tz [Tl = (5.5)
j=1

i>j
Fixemos 21 = 0, x4 = 1, x5 = +00. Fazendo isso e considerando que z1 < x5 <
x3 < x4 < Ts5, nos resta apenas uma integral dupla em x5 e x3 da seguinte forma (a menos

de uma constante multiplicativa):
1
A(l, 2,3,4, 5) = / dl’g (Eg@/kl'ka(l _ x3)2a'k3-k4 «
0

x3
. 1. I
% / dl’g Iga k1 kz(l o I2)2a ko k:4(x3 _ xQ)QOé ko-ks
0

(5.6)

Vale notar que os limites de integracao acima aparecem ao levarmos em conta o ordena-
mento entre os x;’s, ouseja, r1 =0 <z <3< 24 =1< 25 =400.

Gostariamos de chegar as chamadas relagoes de monodromia que sao relacoes
que envolvem de forma linear subamplitudes diferentes. Para isso, vamos considerar a
integral em x9, dada acima, agora como sendo realizada no plano complexo [12]. Seja

entao definida a seguinte integral:

I= et s g — (57)
C

onde vamos assumir que x e o'k; - k; sdo varidveis complexas, x3 ¢ um nimero real e C' é
o contorno fechado dado na Figura 5.1.

Mas notemos que o integrando possui pontos de ramificacao no eixo real. Sao
eles: x =0, x = 23 e x = 1. Portanto, nao podemos proceder a integral ao longo de C
normalmente. A alternativa é provocar uma deformarcao no caminho de forma a evitar
os pontos de ramificacao e, posteriormente, tomar os limites adequados para recuperar o
contorno original. Fazendo isso, vamos entao efetuar a integral ao longo do novo contorno
fechado C" dado na Figura 5.2.

Notemos que o integrando é analitico na regiao limitada por C’. Com o teorema

dos residuos de Cauchy-Goursat podemos concluir que
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Im x
C
1 I ——> Re x
-R 0 T3 1 R
Figura 5.1: Contorno de Integracao C
Im x
g
T T2/
l te > Re x
-R
Figura 5.2: Contorno de Integragao C”
] — % dX X?a/kl-kz(l _ X)Qa/k2~k4 (xg _ X)Qo/kgkg — 0 (58)
C?

onde § - 0ee— 0.
Por outro lado, I pode ser dividida em outras integrais que tém como caminho
de integracao trechos do contorno C”. Tais trechos estao indicados na Figura 5.2 pelos

vi'set’s (i =1,2,3,4). Com isso, podemos reescrever a expressao anterior:

I:lexF(X)+/dxF(x)+/dxF(X)—i-/dxF(X)—l-/dxF(X)—l-

T1 "2 T2 3

+/d><F(x)+/dxF(x)+/dxF(x)+=0

73 V4 T4

(5.9)
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/ / /
Onde F(X) — XQO( k1'k2(1 _ X)Q()é ko-ka (x3 _ X)Q()é k‘g-k‘3.
Tomemos agora os limites 6 — 0 e R — oco. Fazendo isso pode-se provar que as
contribuigoes vindas dos semicirculos sao nulas, restando apenas as referentes aos trechos
Y

7;’s. Usando a parametrizacao adequada para esses trechos e definindo x5 = Re ¥, a

igualdade (5.9) se torna:

/ " by flo) + /0 " dos Fla) + / iy ) + /1 T flz) =0 (5.10)

oo .
onde f(xq) = (g +i€)?@*1k2 (15 — my — i€)2F2ks (1 — g5 —je)?@F2h1 ¢ ¢ — 0.

Reescrevendo os termos de f(x2) como exponenciais, por exemplo,

. o . o .
(152 + ZE)QQ kike _ €2a k1-ko log(z2+ic) ,

e usando que log(z = x + 1y) = log|z| + jarctan 2 6 possivel calcular o limite e — 0.
x

Vejamos,

flz2) = lin% (29 + €)@ Rk (g4 — gy — je)2 Rk (1 — gy — ie)w'”'k“}
€E—>

e—0
— lim eZa’kl.kz(log |zo+i€|+iarctan é) €2a’k2.k3(log |x3—xz2—i€|+iarctan ﬁ) x
e—0

— hm{€2a’k1~k2 log(za+ie) €2a’k2~k3 log(z3—x2—1i€) eZa’k2~k4 log(l—xg—ie)}

1—x

20’ ko -ka(log |1—xz0 —i€|+i t —c
Xea 2-k4(log |1 —z2—ie|+iarctan 2)}

'keq - 2a’ ko -k 20’ ko ka(1—
_ l’gQa k1 kQ(x3 _ l’g) a'ka 3(1 _ $2) okaka(l-w2)
o I e o L o € o T €
« hm{eﬁa k1-ko arctan 3 ezQa ko k3 arctan Fr—— €z2a ko k4 arctan T3—1 }
e—0

(5.11)

Para efeitos de maior simplicidade, vamos chamar a parte da expressiao acima
que jé teve seu limite calculado de g(x2).

. i2a’ky ko arctan = i2a’ko-ks arctan —<—  i2a’ko-k4 arctan ——
flz2) = g(rcg)hn%{e e w2oe 2 Ty e 12—1} (5.12)
€—>

Agora, precisamos calcular o limite para as fungoes arco-tangente. Quando € — 0, todos
os argumentos das fungoes arco-tangente tenderao também a zero, com a diferenca de que
uns tenderao a zero pela direita e outros pela esquerda. Isso vai depender do sinal do

denominador do argumento, portanto, vai depender de qual intervalo de integracao o x»
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se encontra?. Entdo, usando que arctan0t = 0 e arctan 0~ = 7, vamos obter a funcao

f(z2) para cada um dos intervalos:

o —00<x9<0

flz2) = g<$2)€i2a/7rkl'k2 pi20/mhaky i2a/mhy ks
_ g(x2)€i2(x’7rk2-(k‘1+k3+k‘4) (513)

o 0 <xy <3

f(as) = glug)e™hks gizalmhaks

= glag)e ke (ksths) (5.14)

o I3 < 1y <1

f(:[,'z) — g(xz)eiQQ"Irk2~k4
= g(ay)e?mhM (5.15)
o 1 < Toy < 400
f(z2) = g(x2) (5.16)
onde g(xa) = 22M1%2 (25 — 19)? P H (1 — 2y) 21,

Substituindo esses resultados em (5.10), obtemos que:

0
€2a’i7rk2~(k1 +k3+k4) /

—0Q

. z3
dzy g(z2) + e mk?(kﬁk‘*)/ dxy g(2) +
0

1 0o
+62a’z’7rk2<k4/ dxo g(;(;Q) —|—/ dxs g(:m) =0
z3 1
(5.17)

Multiplicando a expressao anterior por fol dxs x%o‘/kl"%(l - x3)2a/k3‘k4 e substi-
tuindo de volta a expressao de g(xz), podemos identificar cada uma das integrais duplas

que aparecem como uma subamplitude. Por exemplo, usando (5.6), vemos que a segunda

2Se olharmos a igualdade em 5.10, vemos integrais em x5 com diferentes intervalos de integracdo. Por
exemplo, na primeira dela, xs estd sendo integrado de —oo a 0, portanto, —oo < z2 < 0 < z3. Ja na
segunda, 0 < x5 < x3. Na terceira integral, x5 < zo < 1. E na tltima, z3 < 5 < +00. Levando isso em

consideracao, é possivel avaliar corretamente o limite das fungoes arco-tangente que aparecem em 5.12
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das integrais acima coincide com A(1,2,3,4,5). Assim, chegamos & primeira rela¢ao de

monodromia:

e imha(hithstha) A(21,3,4,5) 4 2 mha(hatha) A(1,2,3,4,5) +

+62a’iwk2~k4 A(1,3,2,4,5) + A(l, 3,4,2, 5) =0 (5.18)

Ha4 varias outras relagoes de monodromia que podem ser obtidas analogamente.
Notemos que as subamplitudes que apareceram na relagao anterior estao ligadas direta-
mente com a variavel e os limites de integragao presentes em (5.17). Estes, por sua vez,
estao ligados a escolha feita anteriormente quando ficou estabelecido que z; = 0 < 23 <
gy = 1 < x5 = +00 e xy seria a variavel. E como tal escolha é arbitraria, podemos
chegar a relagoes andlogas a (5.18) fazendo escolhas diferentes. Por exemplo, se tivermos

1 =0< 24 <23=1< 25 =400, chegaremos a:

erimha (bathath) A(2,1,4, 3, 5) 4 e imhe (bathe) A(1,2,4,3,5) +

+€2a,iﬂpk2.k3 A(la 47 27 37 5) + A(17 47 37 27 5) =0 <519)

que é uma nova relagdo de monodromia que envolve subamplitudes diferentes daquelas
que aparecem em (5.18).
Ou ainda, um outro exemplo seria fazer 1o =0 < a3 < 24 =1 < x5 = +00 € 11

sendo a variavel. Nesse caso, obtemos a seguinte relagao:

e?a’iwk]~(k2+k3+k4)A(1’ 27 3’ 47 5) + eQa’iTrk1'(k3+k4) A(27 1’ 37 4’ 5) +

eelimhiks 4(2 31 4,5) + A(2,3,4,1,5) = 0 (5.20)

5.2 Generalizacao das relagcoes de monodromia

Vimos que dependendo da escolha que fazemos ao fixar 3 das varidveis de inte-
gragao e qual é o ordenamento entre elas, chegamos a relagoes de monodromia diferentes.
No primeiro dos exemplos, dado em (5.18), foi escolhido 25 como a variavel de integragao
e a ordem adotada foi x1 < x3 < x4 < x5. Se analisarmos atentamente este caso, é
possivel entender em geral como escrever as relagoes de monodromia, ou seja, quais serao
as subamplitudes que vao participar e qual fator de fase vai acompanhar cada uma delas.

As subamplitudes que vao aparecer sido aquelas que seus indices respeitam a

ordem adotada, neste caso, 1 < 3 < x4 < x5. Ou seja, o 1 deve estar antes do 3 que
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deve estar antes do 4 que deve estar antes do 5. J4 o indice 2 que faz o papel do x5 deve
ocupar todos os intervalos, ja que ele é a variavel de integracao. Entao, as amplitudes
envolvidas serao: A(2,1,3,4,5), A(1,2,3,4,5), A(1,3,2,4,5) e A(1,3,4,2,5).

Nos resta ver quais serao os fatores de fase que estarao multiplicando cada uma.
Precisamos notar que, quanto maior for o valor assumido pela varidvel de integracao,
menos contribuicoes vamos ter para os fatores de fase. Isso tem a ver com o calculo do
limite quando ¢ — 0 nas fungoes arco-tangente. Assim, para A(2,1,3,4,5), x5 estd no
intervalo onde assume seus menores valores, de —oo a 0. Portanto, seu fator de fase

contera as contribuicoes de todos os momentos. Teremos:
e mhakithath) A(2,1,3, 4, 5) (5.21)

Para A(1,2,3,4,5), x5 estd no intervalo de 0 a x3. E como o indice 2 ja estd posicionado

depois do 1, ndo haverd mais a contribuicao de k; na exponencial desta vez. Assim:
iz mha(kstha) A(1.9 3 4, 5) (5.22)

Mantendo esse procedimento, nao é dificil se convencer de que a relacdo de monodromia
obtida serd aquela em (5.18).

Em suma, esse procedimento para construir as relacées de monodromia depende
apenas da ordem adotada entre os indices (o que define quais as subamplitudes que vao
estar presentes na relagao) e da posicao do indice 2 nas subamplitudes (o que define qual
serd o fator de fase).

Esse raciocinio pode ser facilmente estendido para valores de N maiores que 5.

Se fizermos isso, obtemos que, em geral, as relagdes de monodromia vém dadas por

gRalimka (kithstothn-1) A(9 1,3, .. N) 4 2@ imkr(katethn-1) (123 . N)+ ..

W +AL3,..,N—=1,2,N)=0 (5.23)
Ou ainda,

A(2,1,3,...,N) + e 2imhike g1 2.3 N) e 2 imkethiths) (1.3 9 N)+ ..
. e ik (ks thN ) A(103 N —1,2,N) =0

(5.24)
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Sera util mais adiante separar a relagdo acima em parte real e parte imaginaria:
A(2,1,3,...,N) + cos(—2d/ink; - ko) A(1,2,3,...,N) +
+ cos(—2a/imky - (k1 + k3)) A(1,3,2,...,N) + ...

o+ cos(—2dimky - (k1 + ks + ...+ kn_1))A(1,3,..., N—=1,2,N) =0 (5.25)

sen(—2a/imky - ka) A(1,2,3,..., N) + sen(—2a/imks - (k1 + k3)) A(1,3,2,...,N) + ...
ot Sen(—20/i7rk2 : (]{31 + kg + ...+ k’N_l))A(]_, 3, ceny N — 1, 2, N) =0
(5.26)

As relagbes de monodromia obtidas até aqui levaram em conta a amplitude entre
taquions cuja expressao foi dada em (5.4), o que tornou os calculos mais simples. En-
tretanto, mesmo no caso onde as particulas envolvidas nao sao tdquions, as relagoes de
monodromia as quais chegamos permanecem vélidas. O procedimento para comprovar

essa afirmacao para o caso de glions esta apresentado no Apéndice H.

5.3 Paralelo entre as relacoes de monodromia e as de
Kleiss-Kuijf

A esta altura é razodvel se questionar se existe e como se da o paralelo entre
Kleiss-Kuijf e as relagoes de monodromia, ja que ambos os métodos nos levam a relagoes
lineares entre subamplitudes de N-pontos. Para responder isso, lembremos, em resumo,
a construgao de uma relagdo de monodromia. Vimos na segao (5.2) que, ao consideramos
a integral (5.6) no plano complexo escolhendo o contorno apropriado, no final havia,
essencialmente, quatro trechos que contribuiam para o calculo da integral. Sao os seguintes

intervalos:
—00< Ty <0
0< a9 <ux3;
T3 < Ty <1,
1< 29 < +Ho0. (5.27)
A integracdo em cada um dos trechos acima nos levou a uma subamplitude
participante da relagdo de monodromia (5.18). Sao elas: A(2,1,3,4,5), A(1,2,3,4,5),
A(1,3,2,4,5) e A(1,3,4,2,5).
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Vemos entao que, como neste caso deve ser respeitado que 1 = 0 < 23 < 14 =
1 < x5 = 400 e x5 é a varidvel de integragdo, para efeitos praticos, o método se resume
em: mantendo a ordenacao dos z;’s, devemos posicionar x5 nos intervalos descritos em
(5.27). Ou seja, no primeiro trecho (ou primeira integral), zo deve estar antes de x; = 0;
no segundo trecho, xo deve estar entre x; = 0 e x3; no terceiro, xo deve estar entre zs e
x4 = 1 e, por fim, no quarto trecho, xo deve estar entre x4, = 1 e x5 = +00. Notemos,
finalmente, que esse procedimento é idéntico ao que deve ser feito quando consideramos os
indices na relagao Kleiss-Kuijf para A(1,{3,4},5,{2}). Vejamos, usando a férmula (3.1)

temos que uma das relagoes Kleiss-Kuijf vem dada por

As(1,{3,4},5.{2}) = —A5(1,2,3,4,5) — A5(1,3,2,4,5) — As5(1,3,4,2,5)
(5.28)

que é uma relacao que envolve as mesmas subamplitudes que a relacdo de monodromia em
(5.18) (lembrando da propriedade ciclica que garante que A(2,1,3,4,5) = A(1,3,4,5,2)).

Portanto, os dois procedimentos nos levam a uma expressao entre as mesmas
subamplitudes, com a diferenca que na relacao de monodromia participam alguns fatores
de fase dependentes de a’. Além disso, se tomarmos o limite de baixas energias, ou seja,
o/ — 0, a igualdade (5.18) se torna a prépria relagao de Kleiss-Kuijf em (5.28).

Mas, podemos nos perguntar acerca das demais relagoes. Afinal, até agora identi-
ficamos a ligagao entre os procedimentos apenas para uma das relacoes Kleiss-Kuijf. Mas

notemos que é possivel, permutando os indices 2, 3 e 4 em (5.18), chegar a outras relagoes
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de monodromia:

A(3, 1,2,4, 5) + e—i2a’ﬂk1~k3 A(L 3,2, 4, 5) + e—i2a’7rk3~(k1+k2) A(L 2,3,4, 5) +

+e—i2a’ﬂk3'(kl+k2+k4) A(l, 2,4,3, 5) =0

A(4, 17 3’ 27 5) + 6—i2a’ﬂk1~k4 A(17 47 37 27 5) + e—i2a’ﬂ'k4~(k1+k3) A(L 3’ 47 2’ 5) +

TR Gtk ) A(1,3,2,4,5) = 0

A(2’ 17 4’ 37 5) + 6—i2a/7rk2-k:1 A(l, 27 47 37 5) + e—i2a’7rk2~(k1+k4) A(17 4’ 27 3’ 5) +

e iemhabitksth) A(14,3,2,5) =0

A(S, 1,4,2, 5) + 6—i2a’7rk1-k3 A(17 3,4, 2, 5) + €—i2a’7rk3~(k1+k4) A(L 4,3,2, 5) +

e iemhe (kithathe) A(14,2,3,5) = 0

A(4, 17 2’ 37 5) + e—i2a’7{'k1'k4 A(l, 47 2, 37 5) + e—i2a’7rk4~(k1+k2) A(17 2’ 47 3’ 5) +
+e*i2a/wk4-(k1+k2+/€3) A(l, 27 3,47 5) =0

(5.29)

As relagoes dadas em (5.18) e (5.29) sdo exatamente as de Kleiss-Kuijf obtidas
em (3.2) e (3.3) se fizermos o’ — 0.

Com isso, temos visto o paralelo que existe entre os métodos pelo menos quando
buscamos as relagoes para as subamplitudes da forma A(1,a,b,5,¢), com a,b,c = 2,3, 4.

Resta analisar o caso das subamplitudes da forma A(1,a,5,b,c) e A(1,5,a,b,c).
Voltando novamente ao procedimento realizado para chegar a relagao de monodromia em
(5.18), lembremos que fixamos os valores de 1 = 0, 24 = 1 e x5 = 400 e consideramos
sempre 1 < 3 < x4 < Ts. Foi por essa razao que as subamplitudes que apareceram
foram sé da forma que mantinha os indices na ordem 1, 3,4,5. Apenas o indice 2, por ser
a varidvel de integacao, tinha a liberdade de se posicionar em qualquer lugar que fosse
antes do 5 (referente ao x5 = +00).

Portanto, se quisermos uma relacao de monodromia que contenha o indice 5
em terceiro lugar, por exemplo, a subamplitude A(1,2,5,3,4), podemos repetir todo o

procedimento, porém agora fazendo a seguinte escolha:
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e 12 Possibilidade

xo € a varidvel de integracao e xr1 =0 < x5 < 3 =1 < 14 = +00.
Dessa forma, obterfamos uma relagdo de monodromia que envolve: A(2,1,5,3,4),

A(1,2,5,3,4), A(1,5,2,3,4) e A(1,5,3,2,4).

E, de fato, essa relagao é analoga a obtida usando a férmula de Kleiss-Kuijf para

A(1,4{5,3},4,{2}) = —A(1,2,5,3,4) — A(1,5,2,3,4) — A(1,5,3,2,4)

e 22 Pogsibilidade

x5 é a varidvel de integracao e 11 = 0 < 29 < 23 =1 < 14 = 400.
Dessa forma, obterfamos uma relagdo de monodromia que envolve: A(5,1,2,3,4),

A(1,5,2,3,4), A(1,2,5,3,4) ¢ A(1,2,3,5,4).

E, novamente, vemos que as mesmas subamplitudes aparecem na relagao

A(1,{2,3},4,{5}) = —A(1,5,2,3,4) — A(1,2,5,3,4) — A(1,2,3,5,4)

e H& mais duas possibilidades de obter relagoes com A(1,2,5,3,4). Sao elas: to-
mando x3 ou x4 como varidvel de integracao e fixando as restantes de modo que seja

respeitada a ordem x1 < x9 < 5.

E, finalmente, para obter relagoes que contenham o indice 5 em segundo lugar, por
exemplo, a subamplitude A(1,5,2,3,4), podemos repetir o argumento anterior. Vejamos

apenas um caso:

e 15 ¢ a variavel de integracao e 11 = 0 < x9 < 23 =1 < 14 = +00.
Entao a relagdo de monodromia envolveréa: A(5,1,2,3,4),A(1,5,2,3,4),A(1,2,5,3,4)
e A(1,2,3,5,4).

A relagao de Kleiss-Kuijf equivalente sera:

A(1,{2,3},4,{5}) = —A(1,5,2,3,4) — A(1,2,5,3,4) — A(1,2,3,5,4)

E, novamente, ambas relacionam as mesmas subamplitudes.

Com isso, temos estabelecido um paralelo entre as relagbes de monodromia e
algumas das relagoes Kleiss-Kuijf (aquelas em que ng = 1) pelo menos para N = 5. Para

essas, vimos que as relagoes de monodromia recaem nas de Kleiss-Kuijf ao se fazer o’ — 0.
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Para N > 5 o raciocinio sera o mesmo. A diferenca consistird em que o intervalo
entre 0 e 1 terd cada vez mais subdivisoes e, com isso, mais subamplitudes participarao da
relacao de monodromia. Vejamos um exemplo com N = 6. Vamos encontrar um relagao

que contenha A(1,2,3,4,5,6).

e 1, é a variavel de integracao e x1 =0 < z3 <14 =1< 25 =1 < x5 = +00.
Neste caso, a relacdo de monodromia envolvera: A(2,1,3,4,5,6), A(1,2,3,4,5,6),
A(1,3,2,4,5,6), A(1,3,4,2,5,6) e A(1,3,4,5,2,6).

Usemos agora a férmula de Kleiss-Kuijf para obter uma relagao com A(1,2,3,4,5,6):

A(1,{3,4,5},6,{2}) = —A(1,2,3,4,5,6) — A(1,3,2,4,5,6) +
—A(1,3,4,2,5,6) — A(1,3,4,5,2,6) (5.30)

E, mais uma vez, as subamplitudes participantes em ambas as relacoes sao as

mesmas.

5.4 Base minima de (N — 3)! subamplitudes

Ja vimos que, com as relacoes Kleiss-Kuijf, é possivel escrever as subamplitudes
em termos de uma base de (N—2)!. Mas notemos que podemos também fazer tal afirmagao
usando as relagoes de monodromia [23], tendo em vista o paralelo que existe entre elas.
Afinal, toda a argumentacao feita no capitulo 3 para justificar a base de (N — 2)! a partir
das relagoes Kleiss-Kuijf pode ser repetida para chegar & mesma conclusao, mas usando
apenas a parte real das relagdes de monodromia dada em (5.25), uma vez que os dois
tipos de relagoes envolvem as mesmas subamplitudes.

Escolhamos, entao, as (N — 2)! subamplitudes da base como sendo da forma
A(l,aq,az, ... an—2, N).

A ideia agora é ver se, com a parte imaginaria das relacoes de monodromia, é
possivel escrever as subamplitudes da base que possuem a forma A(1, oy, g, ..., an—_2, N)
em termos de um conjunto menor.

Entao, analisemos a parte imagindria das relagoes de monodromia apresentada
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em (5.26), onde foi utilizado xs como a varidvel de integragao:

sen(2a/'whok1)A(1,2,3,..., N — 1, N) + sen(2a/mwka (k1 + k3))A(1,3,2,...., N —1,N) +
.+ sen(2a’7rk2(k1 + kg + ...+ kN_l))A(l, 3, ceey N — 1, 2, N) =0

(5.31)

A expressdo acima contém N — 2 termos. Todas as subamplitudes que nela
aparecem estao no formato A(1,P(2,3,..., N — 1), N). Além disso, notemos que ha mais
um indice que estd fixo em quase todas elas. Apenas a tultima subamplitude nao possui
o peniltimo indice igual a N — 1. Se a isolarmos em termos das outras, conseguimos
escrevé-la em termos das outras N — 3 subamplitudes que possuem a forma geral mais

restrita A(1,P(2,3,..., N —2), N — 1, N). Representemos isso da seguinte forma:
A(1,3,.., N —1,2,N) = {A(l, 2,3,...,N —1,N),A(1,3,2,...N — 1,N), ..
o A(1,3,4,,2,N — 1, N)} (5.32)

Da mesma forma, utilizando a relacdo de monodromia conveniente, podemos
escrever qualquer das (N — 2)! subamplitudes da base em termos de outras N — 3. Por
exemplo, seja a parte imaginaria de uma outra relagao de monodromia (trocando de lugar

os indices 2 e 3 em (5.31)):

sen(2a’wkski)A(1,3,2,4,..., N —1,N) +
+sen(2a/ ks (k1 + k2))A(1,2,3,4,..., N =1, N) + ...

o+ sen(2a' ks (ky + ko + kg + ... + kyv_1))A(1,2,4,.... N —1,3,N) =0 (5.33)

Isolando a ltima das subamplitudes, podemos escrever A(1,2,4, ..., N—1,3, N) em termos
de outras N — 3, mas que sao diferentes daquelas que apareceram em (5.32), mas que
possuem o mesmo formato A(1,P(2,3,...,N —2),N —1,N).

Se repetirmos esse procedimento mais vezes, vamos realmente poder escrever
subamplitudes como essas em termos de (N — 3)! outras da forma A(1,P(2,3,..., N —
2), N — 1, N). Isso porque o nimero de permutagoes possiveis dos indices 2,3,..., N — 2
é (N — 3)l. Mas isso s6 estd garantido, até agora, para aquelas subamplitudes que,
além de terem o primeiro e o ltimo indices iguais a 1 e N, respectivamente, também
tenham o antepeniltimo indice igual a N — 1. Afinal, a parte imaginaria da relacao de

monodromia traz esse indice para peniltimo lugar, tomando o formato desejado, como esta
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representado em (5.32). Na Figura 5.3 estd esquematizado o que obtemos ao aplicarmos
uma vez a parte imaginaria da relagdo de monodromia a uma subamplitude do tipo

A(l,aq, az, ...y an—yg, an—3, N), (onde os «;’s podem assumir os valores 2,3, ..., N — 1).

apn 3 assume todas as posicoes
possiveis entre 1 e N — 1

P11l I

A(17a17a27"'7aN747 anN-3 , N)

QN _4 assume
a penitltima posigao

Figura 5.3: Aplicacdo da parte imaginaria da relacido de monodromia

Vimos que se quem esta na antepentltima posigao é o indice N—1, a subamplitude
podera ser escrita em termos de uma base de (N — 3)! elementos que possuem a forma
geral A(1,P(2,3,...., N —2),N —1,N). Mas e para os outros casos em que N — 1 nao
estd no antepentltima posigao? Por exemplo, o que acontece para A(1, oy, aq,..., N —
1,an_4,an_3, N)? Vejamos, usando a parte imagindria das relagdes de monodromia,

obtemos que:
A(lvalaa27 aN - 17aN—47aN—3aN) - {A(lvaN—iiaaha% aN - 17aN—47N)7

A(l,O&l,CVN,?,,CVQ,...,N— 1,(,YN,4,N), ,A(l,(%l,&g,...,N— 1,C¥N3,CVN4,N)}

(5.34)

Gostariamos que o indice N — 1 ocupasse o peniltimo lugar nas amplitudes, o
que ainda nao ocorreu. No entanto, ja vimos que quando o N — 1 estd no antepenultimo
lugar, é possivel trazé-lo ao pentultimo aplicando uma vez a parte imagindria da relagao
de monodromia (Figura 5.3). Apenas a ultima subamplitude dentre as que aparecem em
(5.34) nao se encaixa nisso, pois 0 N — 1 nao esta no pentltimo, nem no antepentltimo
lugar.

Para esta subamplitude, A(1, a1, a9,....,N — 1,ay_3,ay_4, N), usemos, entao,
novamente a parte imagindria da relacao de monodromia. Fazendo isso e aplicando o

esquema da Figura 5.3:
A(LOél,OZQ, ,N — 17OéN_3,OzN_4,N) — {A(l,OéN_4,O[1,Oz2, ... N — 17OéN_3,N),

A(l,al,aN_4,a2,...,N— 17OZN_3,N), 714(17&1,042,...,]\[— 1,0[N_4,O(N_3,N)}(5.35)
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Exceto a ultima subamplitude que aparece na expressao anterior, as demais
possuem o N — 1 na antepeniltima posicao, o que ja sabemos escrever em termos da
base formada por A(1,P(2,3,...,N —2),N — 1,N), usando o esquema dado na Figura
5.3. J& para a ultima subamplitude em (5.35), A(1, 1, a9,.... N — 1, an_4,an_3, N),
em principio ndo sabemos fazer o mesmo. Porém, se voltarmos para (5.34), onde fo-
ram representadas as subamplitudes envolvidas em uma relacao de monodromia, vemos
que A(1,a1,a9,...., N — 1, an_4,an_3, N) é exatamente a que aparece do lado esquerdo.
Portanto, ao substituirmos a rela¢gdo de monodromia (5.35) em (5.34), vai ser possivel
escrever também as subamplitudes desse tipo em termos das (N — 3)! que possuem a
forma A(1,P(2,3,..,N —2),N —1,N).

Assim, concluimos que aplicando o nimero de vezes necessario a parte imaginaria
da relacao de monodromia, sempre € possivel escrever qualquer subamplitude em termos
dessa base de (N — 3)! elementos.

Aqui, fizemos toda a argumentacdo tendo em vista a base formada pelas su-
bamplitudes do tipo A(1,P(2,3,...., N —2),N — 1,N). Mas, poderiamos repetir todo o
procedimento, escolhendo outro indice no lugar do N — 1. O que importa é que todas
os elementos da base vao conter trés indices fixos, restando apenas N — 3 para serem
permutados.

Resumindo, com a parte real das relagbes de monodromia conseguimos escrever
qualquer subamplitude em termos de uma base com outras (N — 2)!. Ou, dito de outra
forma, se tomarmos o limite quando o/ — 0 nas relagbes de monodromia, obtemos as
de Kleiss-Kuijf e, com elas, todos os resultados ja discutidos no capitulo 3. Ja com
a parte imagindria essa base é reduzida ainda mais para (N — 3)! [23], como acontece
quando usamos as relagoes BCJ, assunto discutido na se¢ao 4.6. A diferenca é que com
as relacoes de monodromia nao foi preciso utilizar nenhuma conjectura. A base minima
aparece de forma natural.

Uma outra vantagem é que, como ja foi mencionado antes, o procedimento para
obter as relacoes BCJ, apesar de eficiente, se torna demasiadamente longo. No caso
N = 6, as expressoes que precisam ser manipuladas ja nao sao simples e até mesmo com
o computador existe dificuldade em obter as relagoes.

Mas, ja que a parte imaginaria das relagoes de monodromia nos permite chegar

ao mesmo nimero de subamplitudes independentes, é de se esperar que seja possivel obter
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as relagoes BCJ a partir delas.

Para isso, basta escrever, com a ajuda de algum software (no caso, usamos o
Maple), todas as possiveis relagoes de monodromia. Mais especificamente, s6 a parte
imaginéria delas. E ainda, utilizamos apenas o termo de ordem mais baixa em ¢/, ou seja,
expandimos os senos que aparecem e ficamos apenas com o primeiro termo de cada um
deles. Construimos, entao, um sistema com elas. Mas é preciso ja utilizar neste sistema
uma base de (N — 2)!, ou seja, o que ja é conhecido da parte real das relagoes.

Ao resolvermos esse sistema de equagoes para N = 6, foi possivel, de fato, en-
contrar uma solugao que dependesse apenas de 6 subamplitudes. Resultado esse também
alcangado anteriormente pelas relagoes BCJ. Ao realizarmos esses célculos, nos foi possivel
chegar a conclusao de que, esse procedimento, apesar de também ser longo, contém menos
etapas a serem executadas que no caso das relagoes BCJ e é mais facil de ser implementado

no computador.



Capitulo 6

Algumas aplicacoes das relacoes BCJ

6.1 Amplitudes da gravitacao

Partindo da agao de Einstein-Hilbert [25],

Spn = /d4:1: L= —%\2 d*zv/—g R (6.1)

onde A = V87G, podemos encontrar a versao perturbativa (com relacdo a métrica de

Minkowski) da acao gravitacional. Para isso, devemos expandir g,
G = N + 2Ny, |hu| < 1 (6.2)
e utilizar o gauge de Lorentz [26],
0"hy, =0, (6.3)
e também o gauge residual
h=0 (6.4)

Dessa forma, apds varias manipulagoes, as quais ndo detalhamos aqui, é possivel chegar

aos primeiros termos da expansao da acao [25, 27]:
1
Spy = / d'x haﬂhmauhaA - <haﬂméavaéhaﬁ + hfmaaéa%aﬁ) + O(Az)} (6.5)
A partir da variacao da acao com relagao ao campo hy,, ¢ possivel encontrar

os vértices da teoria. Em especial, calculamos a expressao do vértice ciibico (dado na

79
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equagao (B.4) do Apéndice B) e, em seguida, usando as regras de Feynman, encontramos

que a amplitude de espalhamento de trés gravitons vem dada por [28]:

Mz = =X (k5 C1k5) (€2, €8 ) + (k3" Copnks”) (G300 ") + (B Gap k1) (Crp ™) +
+2(k2" (1,1, G Capoks”) + 2(k2"C1 1 G270 k1 7) + 2(k3" G, G177 (3,0 K1 7) | (6.6)

onde o tensor de polarizacao é simétrico (" = (" e de trago nulo, e foi utilizada a
condicao de transversalidade vinda do gauge de Lorentz (k;, - () = 0, ambos para
1=1,2,3.

Reescrevamos, agora, a amplitude acima de uma outra forma:

Mz = =A <1MV1C2#2V2€3”3”3 {l@/ﬂ k2u177u2/t377V2V3 + k3u2k3u277u1/t3771/1u3 + klusklusnmmnmw
+2K2, NMgin Muovs K3 + 2K, Mg Mg K10y + 2]{?3;;277”11/277“3”1]?1”3} ) (6.7)

ou ainda, fatorando,

M3 = _/\ C1M1V1C2M2VQC3M3V3 |:(k2ﬂ1?7ﬂ2ﬂ3 + k3ﬂ277/41#3 + k1#3n#1#2):| [(k2u177v21/3 + k3l/2771/11/3 +
+kly377V1V2):| (68)

Se examinarmos as duas expressoes que estao entre parénteses na amplitude an-
terior, podemos notar que elas sao exatamente iguais ao vértice de trés pernas na teoria
de Yang-Mills dado em (B.2). E ainda, se enxergarmos cada tensor de polariza¢ao como
um produto direto de 2 vetores de polarizagao , ¢/ = (! Ziyi, entdao temos um forte
indicio de que exista uma relacao entre as amplitudes da gravitacao e as de Yang-Mills.
Mais especificamente, podemos afirmar que a amplitude de 3 gravitons se comporta como
o produto de duas amplitudes de 3 gltions.

Essa relagdo e a sua generalizagdo para amplitudes de N-pontos foram encon-
tradas e demonstradas em 1986 utilizando como ferramenta a teoria de cordas. Em seu
trabalho [13], Kawai, Lewellen e Tye apresentam este resultado por meio de uma férmula
que expressa qualquer amplitude em nivel de arvore de uma corda fechada em termos de
uma soma de produtos de amplitudes de cordas abertas, ambas sem massa, relacionando,
assim, as amplitudes de gravitons e de gltions.

Essas relacoes entre os dois tipos de amplitudes sao conhecidas como relagoes

KLT. Algumas delas estao colocadas no Apéndice C, onde também apresentamos a forma
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geral de se escrever as relacoes KLT que é a seguinte:!

. N-3
Mg\e[chada _ <27:O/) ANV-2 Z A?Vberta(P)A?vberta(Pl) emF(P,pr) (6.9)
P,P'

onde Aaberta(p) (ou Aaberta(pr))2 ¢ uma amplitude de N-pontos de uma corda aberta
para um particular ordenamento P (ou P’) das N pernas externas e Miechada ¢ g
amplitude de N-pontos de uma corda fechada, todas em nivel de arvore. F'(P, P’) é um
fator de fase conhecido que depende dos momentos das particulas. Ao tomarmos o limite
o — 0 nas relagoes KLT, obtemos relacoes que envolvem amplitudes da relatividade geral
e de Yang-Mills, uma vez que nesse limite as amplitudes da corda fechada sao equivalentes
as amplitudes da gravitacao [3, 13, 28] e as da corda aberta sao equivalentes as de Yang-
Mills [21, 22]. Com isso, o resultado de KLT é estendido a teoria de campos. Entretanto,
nao havia, até pouco tempo atrds, um meio de se obter este mesmo resultado partindo
unicamente da teoria de campos.

Em 2008, o trabalho BCJ [3] retoma este assunto de um ponto de vista puramente
da teoria de campos e usa a dualidade cor-cinematica para se chegar a relagoes entre as
amplitudes da gravitacdo e as de Yang-Mills, assim como as relagoes KLT. A ideia é que as
amplitudes de 4-pontos em nivel de arvore da gravitagao possam ser expressas em termos

de diagramas cujos numeradores cinematicos sao produtos de numeradores de teorias de

gauge. Entdo, consideremos a amplitude de 4-pontos de Yang-Mills dada em (4.47):

A, = Sfts Ol Gulte (6.10)

S t U

Assim, para a amplitude gravitacional teremos®

nsﬁs ntﬁt nuﬁu
_|_

—iMy(1,2,3,4) = (6.11)

S t U

Por outro lado, se tomarmos o limite o — 0 na relacao KLT dada no Apéndice
C, mais especificamente na equagao (C.4), obtemos a versao para teoria de campos que

vem dada por (a menos de um fator global):

My(1,2,3,4) = —is1nA4(1,2,3,4)Ag(1,2,4,3) (6.12)

T Ao se aplicar a férmula KLT, assume-se que o produto de dois vetores de polarizacio da teoria de

Yang-Mills se comporta como um tensor de polarizacao da gravitagao.
2K importante notar que Ay (P) e Ax(P’) ndo incluem a constante de acoplamento da teoria de

Yang-Mills.
3Vamos omitir a constante de acoplamento da gravitacdo A.
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Substituamos, agora, as expressoes para A(1,2,3,4) e A(1,2,4,3) dadas em (4.23)
e (4.25) na igualdade (6.12):

My(1,2,3,4) = —ism(% + @) <—@ - "—) (6.13)

t

Notemos que s12 = s = (k1 + k2)?. Portanto:

1,2,3,4) = 1
M4(7737) Z(’LL S tu t

NNy NN S NNy NN
+ + +

A nns Tt gy, + Sy, +u ngng
= z< + ‘ : > (6.14)
S tu
Usemos que, pela conservacao do momento, s = —t — u:
NNy T Ny(ng —n U N (Mg — Ny,
My(1,2,3,4) = i 1 L 1)y ) (6.15)
U tu tu

E, por fim, vamos utilizar que os numeradores satisfazem as identidades ci-

nematicas

Ny = Ng — Ny

Py = Ty — Ty (6.16)

Assim, chegamos finalmente a que:

NgMs MMy NyTy,
+ =+

— —iM,y(1,2,3,4) = (6.17)

S t U

Vemos entao que a expressao construida em (6.11) é consistente com o resultado
vindo da relagao KLT. Isso significa que, pelo menos para 4-pontos, a amplitude de
gravitons pode ser, assim como a amplitude de glions, escrita em termos de seus polos,
s6 que com os fatores cinematicos dados por produtos de dois numeradores n;’s.

Deste modo, esperamos que seja possivel generalizar este resultado para N > 4.
Por exemplo, no caso em que N = 5, a amplitude da gravitacao seria equivalente a
uma soma sobre as contribuicoes de todos os 15 diagramas possiveis, construidos somente
com vértices ctibicos (similares aos 15 diagramas vistos na Figura 4.3), mas com fatores

cinematicos dados por um produto de dois numeradores da teoria de gauge. Isto é,

. niny | MaNe N3Nz N4y NNy Nghe | NNy
—2M5(1,2,3,4, 5) = + + + + + + +
512545 515523 512534 523545 515534 514525 514523

ngng TNy n1oM10 niini N12M12 n13Mn13 N14M14 n15M15

595534 513525 513524 515524 512535 524535 514535 513545
(6.18)
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Novamente podemos comprovar a consisténcia desta expressao com a versao da
relagao KLT para teoria de campos, que neste caso vem de tomar o limite o/ — 0 na

equagao (C.5) chegando a seguinte igualdade:

M;5(1,2,3,4,5) = +isips3A5(1,2,3,4,5)A5(1,4,3,5,2) +

+is13504A45(1,3,2,4,5)A5(1,4,2,5,3) (6.19)

Precisamos agora substituir as expressoes das subamplitudes. Para isso vamos
usar as expressoes de (4.65) a (4.70) e também as relagoes Kleiss-Kuijf em (4.110). Nao
vao ser apresentados aqui esses calculos por se tratarem de manipulagoes longas, apesar
de simples. O importante é que depois de feito isso e utilizando as identidades cineméaticas
entre os numeradores chegamos a mesma expressao dada em (6.18).

Em resumo, a proposta de que as amplitudes da gravitacao possam ser escritas
na forma exemplificada em (6.11) e (6.18) é completamente consistente com as relagoes
(6.12) e (6.19) vindas das relagoes KLT.

Podemos, entdo, assumindo a forma em (6.18) e utilizando as identidades ci-
nematicas, chegar a relagdo KLT dada em (6.19). Para tal, precisamos escolher A(1,2,3,4,5)
e A(1,3,2,4,5) como sendo as amplitudes da base sem o “til”e fl(l, 4,3,5,2) e 121(1, 4,2,5,3)
para a base com “til”. E isso é feito procedendo de forma analoga ao que foi feito na secao
(4.4.4), isolando dois numeradores, ns e ng, em termos das duas subamplitudes escolhi-
das para a base e, juntamente com a solucao do sistema de Jacobi dada nas equacoes
de (4.101) a (4.109), substitui-los em (6.18), fazendo com que fiquemos apenas com os
numeradores independentes. Realizando esses calculos, chegamos de fato a relacdo em
(6.19) utilizando apenas ferramentas da teoria quantica de campos.

E possivel ainda obter outras relagoes KLT diferentes daquelas encontradas em
[3], escolhendo uma base diferente. Por exemplo, se isolarmos os dois numeradores em
termos de outras subamplitudes que nao essas mencionadas acima, escolhendo, desta vez,

A(1,2,3,4,5), A(1,4,3,2,5), A(1,2,3,4,5) e A(1,4,3,2,5), chegamos a uma outra relacio
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KLT dada abaixo:

1512545(512514523 + S34(S12 + S13)(S23 + S25))

513524535

A5(1,2,3,4,5)A5(1,4,3,2,5) + A5(1,4,3,2,5)A5(1,4,3,2,5)]

M;5(1,2,3,4,5) = A5(1,2,3,4,5)A45(1,2,3,4,5)

_i812514525(813 + 535)345[
513524535
+i514525(812514534 + S23(813 + 514) (534 + 545))

513524535

A5(1,4,3,2,5)45(1,4,3,2,5)

(6.20)

E esperado que essa ideia de que as relacoes KLT sejam equivalentes a escrever a
amplitude da gravitagdo como uma soma sobre todos os diagramas possiveis (com apenas
vértices cibicos) mas com um produto de dois numeradores da teoria de gauge seja vélida
em geral, para qualquer N.

J4 foi conjecturado que as subamplitudes nas teorias de gauge possuem a forma

An(1,2,3,..,N) = g~ 22 T?; (6.21)
.7

1 — nzcz
An(1,2,3,...,N) :QN QZ(HTQ)
i gty

onde n; e n; satisfazem as identidades cinemaéticas, ¢; sao os fatores de cor vindos dos dia-

(6.22)

gramas e a soma € sobre todos os diagramas com apenas vértices cibicos. E a produtoria
que a aparece nos denominadores corresponde aos diferentes propagadores que vém de
cada diagrama. Assim, com base nos exemplos vistos, esperamos que as amplitudes da

gravitacao venham dadas por

—iMy(1,2,3, .., N) = Z( Hilti (6.23)

2
I1 i Dj )i
A consisténcia deste resultado foi confirmada por Bern, Carrasco e Johansson até

8-pontos.

6.2 Calculo de amplitudes na teoria de Yang-Mills
em nivel de loops

Todos os resultados até aqui foram obtidos considerando apenas amplitudes em
nivel de arvore. No entanto, é possivel aplica-los de forma adequada também para dia-

gramas que contenham loops.
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Para aplicarmos as relagoes BCJ e as identidades cinematicas para amplitudes
em nivel de loops, podemos, primeiro, utilizar o chamado método de cortes unitarios|1,
29, 30, 31]. Esse método nos permite construir uma amplitude em nivel de loops a partir
de outras amplitudes que contenham menos loops ou que seja em nivel de arvore.

Para ilustrar, vamos apresentar como esse método funcionaria em um exem-
plo de uma amplitude de 4-pontos em 1-loop, na teoria de Yang-Mills. Vamos nos
restringir a subamplitude A(1,2,3,4), nos preocupando apenas no coeficiente do trago

4

Tr(A\e, A*2 \?3 \*). H4 sete diagramas que contribuem neste caso * e estao apresentados

na Figura 6.1.
i) ii) iii) iv)
2 3 2 : 3 2 : S : 3 2 : — 3
1 4 1 4 1 4 1 —4
vi) vii)

1—¥<2 1: : :2 1>—/—2
4—- 3 4 3 4 — 3

Figura 6.1: Diagramas em 1-loop que contribuem para A(1,2,3,4)

Segundo o método dos cortes unitarios, devemos realizar convenientemente um
corte nos diagramas de forma a cancelar algum loop. Neste caso especifico, vamos fazer
o corte no tnico loop que existe em cada diagrama, dividindo-o em dois diagramas em
nivel de arvore. Os cortes a serem feitos estao na Figura 6.2. No caso do primeiro dos
diagramas, ha ainda uma outra possibilidade de corte diferente da apresentada na figura:
podemos escolher realizar o corte horizontalmente, ao invés de verticalmente.

Depois de realizar os cortes, segundo o método dos cortes unitarios, devemos
impor condigoes “on-shell’de forma que as pernas que foram cortadas passem a estar
na camada de massa (p? = 0). Matematicamente, devemos substituir o propagador de
Feynman por uma fungao delta §(p?).

Com esse procedimento, a amplitude originalmente calculada através da soma das
contribuigoes dos sete diagramas da Figura (6.1) agora passa a corresponder a uma soma

de produtos de dois diagramas em nivel de arvore. Por exemplo, com os cortes unitarios

40s diagramas considerados sdo apenas aqueles que contém vértices de trés pernas. Assim como
ocorreu nos casos das amplitudes em nivel de arvore, as contribuicoes vindas dos diagramas que possuem

vértices quarticos sao computadas nas expressoes dos numeradores cinematicos.
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Figura 6.2: Cortes nos diagramas em 1-loop

a contribui¢ao vinda do diagrama i), antes calculada usando as regras de Feynman para
amplitudes com loops, agora pode ser obtida calculando duas amplitudes em nivel de
arvore, tomando o produto entre elas, segundo esquema da Figura 6.3. Além disso,
impondo as condicbes “on-shell”’ para as pernas cortadas e integrando sobre os momentos

dessas pernas, chegamos a seguinte expressao:

_ dPly dPI
A0-Toop) g 9 4_/172
1 ( ) 737 ) (27‘[‘)D72

X Ao(k’l,kg,lg,ll) AO(—ll, —lg,k’g,k’4) (624)

5([%) (5(@) 5D(l1 + lz + k’l + k’g) X

onde A%(ky, ko, la,ly) e A%(=ly, —lo, k3, ky) sdo amplitudes em nivel de arvore cuja ex-
pressao em termos dos polos e numeradores noés ja sabemos construir. Por exemplo, no
caso da teoria de Yang-Mills essa subamplitude vem dada por

Ao(klu k27 k37 k4) - % + % (625)

onde s = (k1 + k2)? e t = (k1 + ka)?.
ko ly =l ks
| — X
kp—=—————F4
k1 L -k ky

Figura 6.3: Cortes nos diagramas em 1-loop

Portanto, vemos que os diagramas em nivel de loops podem, através dos cortes,
ser enxergados como produtos de diagramas em nivel de arvore, o que nos leva a estender
os resultados vindos das relagbes BCJ para as amplitudes com loops.

Para entender isso melhor, vamos analisar como se aplicariam as identidades

cinematicas a diagramas com 1 loop. Lembremos que, em nivel de arvore, a identidade
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cinemética que foi dada em (4.30) vinha dada por:
Ny = Ng — Ny (6.26)

Além disso, essa identidade foi esquematizada com diagramas na Figura 4.2. Vamos utili-
zar tal esquema novamente aqui. Antes, porém, vamos reorganizar de forma conveniente
os indices dos diagramas, mas sem alterar a consisténcia da igualdade representada na
figura. Fazendo isso, nao é dificil se convencer de que podemos reescrever o esquema da

forma que estd apresentada na Figura 6.4.

il il 17y 4

Ty Uz Uz

Ou ainda, de forma mais geral, temos que:

Figura 6.4: Identidade cinemética para N = 4 em termos de diagramas

Em seguida, vamos adicionar uma mesma contribui¢ao a cada um dos trés termos
(diagramas) da Figura 6.4, de forma a nao alterar a identidade. Por exemplo, vamos adici-
onar um diagrama de 4 pernas em nivel de drvore (com vértices ciibicos) na parte superior
dos diagramas. O resultado serda uma identidade entre os numeradores correspondentes
aos diagramas com 1 loop e estd apresentada na Figura 6.5.5

Outras identidades envolvendo diagramas com loops podem ser obtidas adicio-

nando diferentes contribuigoes aos diagramas da igualdade representada na Figura 6.4.

5Assim como ocorreu no caso da identidade cinemdtica para diagramas em nivel de drvore na secao
4.3.3, a identidade representada na Figura 6.5, apesar do sinal de igualdade entre os diagramas, nao
indica uma relagao entre as amplitudes, mas sim entre os numeradores cinematicos. O mesmo vale para

as igualdades da Figura 6.4.



38

zn Ns n

Figura 6.5: Identidade cinemética para diagramas de 4 pernas com 1 loop

Mais duas delas estdao dadas na Figura 6.6, no caso de amplitudes de 4-pontos em 2-loops.
E importante notar que, nos diagramas dessas figuras, a parte em preto corresponde a
identidade cinemética em nivel de arvore representada na Figura 6.4 e a parte em vermelho

corresponde a contribuicao que foi adicionada a essa identidade.

m N g
1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3
1 2 1 2 1 2
4 3 4 3 4 3

Figura 6.6: Identidades cinematicas para diagramas de 4 pernas com 2 loops

Além disso, hd ainda um outro trabalho de Bern, Carrasco e Johansson [32]
no qual eles conjecturaram, com base em certas comprovacoes, que a dualidade cor-
cinematica pode ser proposta explicitamente para as amplitudes em nivel de loops. Mais
especificamente, eles concluem que uma amplitude de Yang-Mills em nivel de loops vem

dada por:

(—z Loop dP’p; 1 nic;
gN-2+2L 2rap A Z H 20?5 1L j; (6.27)

onde a soma se dé sobre todos os diferentes diagramas de N-pontos com vértices cibicos e
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L-loops e os S; sao os fatores de simetria (interna) de cada diagrama. Portanto, j4 existe
uma proposta concreta da dualidade cor-cinematica no contexto das amplitudes em nivel

de loops.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

As diversas relagoes entre as amplitudes de Yang-Mills encontradas nas tultimas
décadas permitiram que se reduzisse, cada vez mais, o nimero de subamplitudes inde-
pendentes da teoria. Usando as relagoes Kleiss-Kuijf, uma amplitude de espalhamento de
N-pontos pode ser escrita em termos de uma base com (N — 2)! elementos.

Com o trabalho de Bern, Carrasco e Johansson, descobriu-se uma dualidade entre
a cor e a cinematica da teoria de Yang-Mills desconhecida até entdao. Essa dualidade
acabou revelando novos vinculos, o que permitiu que as relagoes BCJ fossem deduzidas.
Observando os resultados para casos especificos, foi conjecturado que, num espalhamento
de N-pontos, a amplitude passaria a ser escrita em termos de uma base com apenas
(N — 3)! elementos.

Realizamos os calculos para N = 4 e b confirmando os resultados presentes no
trabalho [3]. Além disso, fizemos também as contas para o caso N = 6, obtendo as relagoes
BCJ correspondentes, as quais nao foram apresentadas no artigo BCJ. No entanto, j& para
o caso N = 6, houve dificuldade em manipular as extensas expressoes que apareciam,
mesmo com a ajuda do computador.

Por outro lado, no contexto da teoria de cordas, deduzimos as chamadas relagoes
de monodromia que sao expressoes que relacionam entre si amplitudes de cordas abertas.
Vimos que essas relagoes recaem nas relagoes Kleiss-Kuijf e BCJ quando tomamos o
limite de baixas energias (o’ — 0). Com essas relagdes, pudemos demonstrar que de fato
é possivel escrever qualquer amplitude de Yang-Mills de N-pontos em termos de uma base
minima com (N —3)! elementos. Portanto, com ferramentas de teoria de cordas, chegamos

a essa conclusao sem a necessidade de se fazer conjectura como no caso das relagées BCJ.

90
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Apesar de as relagoes BCJ terem sido deduzidas para amplitudes em nivel de
arvore, foi possivel aplicé-las para aquelas com loops, por meio do método dos cortes
unitarios.

Como vimos, era conhecida desde 1986, por meio da teoria de cordas, as chamadas
relagoes KLT que envolvem amplitudes de cordas fechadas e abertas (ambas sem massa),
as quais, no limite em que o/ — 0, se tornam relagoes entre as amplitudes da gravitagao
de Einstein e as de Yang-Mills. Com os resultados advindos do artigo BCJ, foi possivel
enxergar essa ligacao e deduzir tais relacoes utilizando apenas a teoria de campos.

Do ponto de vista pratico, as relagoes BCJ também foram fundamentais para fa-
cilitar o calculo das amplitudes de espalhamento, uma vez que o niimero de subamplitudes
a serem calculadas foi reduzido significativamente.

Esse é um assunto que esta sendo explorado e aplicado em muitos trabalhos, o
que pode ser visto pela grande quantidade de citacoes que o artigo BCJ recebeu desde sua
publicagao e, portanto, tem muito ainda a contribuir em outros estudos. Uma demons-
tracao formal dos resultados conjecturados no artigo BCJ do ponto de vista puramente
da teoria de campos, por exemplo, seria uma contribuicdao bastante significativa.

Outras possiveis opgoes de continuidade para esse trabalho seriam estudar aplicagoes
das relagoes BCJ em diferentes modelos fisicos de forma a explicar, possivelmente, resulta-
dos conhecidos, porém sem uma aparente motivagao teérica. Um exemplo dessa natureza
foi discutido no préprio artigo BCJ: de forma resumida, um resultado que aparecia na-
turalmente dos cdlculos das amplitudes de 4-pontos da QCD em 2-loops sem nenhuma
justificativa mais fundamental péde ser interpretado como um resultado de consisténcia

com a identidade cineméatica obedecida pelos numeradores.



Apéndice A

Algumas identidades utilizadas

A.1 Uma propriedade importante

Seja uma matriz H arbitraria e hermitiana que, fazendo parte do grupo U(N),

pode ser escrita como:

H=Y C\
Multipliquemos a igualdade anterior por A’ e calculemos seu traco:

Tr(HN) =) CTr(A"))

Usando a normalizagao escolhida em (2.5), obtemos que:

C.=Tr(HN,)
Assim, vamos substituir a expressao encontrada para C, em H:

H =" Tr(H\)\"
Em componentes, temos:
H;; = Z TT(H)‘a)()‘a)ij

Ou ainda,

Hy = >3 HunAa)um (X

a mmn

- Z [Z()‘a)nm(”)ij} Hpp

m,n a
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(A.2)

(A.4)

(A.6)
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Comparando os dois lados da igualdade anterior, uma vez que H é arbitraria, é preciso
que apenas o termo em que m = 7 e n = j da soma sejam diferentes de zero. Ou seja,
para o caso do grupo U(N), obtemos que

Z(/\a)nm()‘a)ij = 5mi5nj (A7)

a
que é chamada de “Relagao de Fechamento”. Com isso, agora vamos calcular a seguinte

soma.:

Z Tr(AN)Tr(BA,) , onde A e B sdo matrizes (A.8)

Vejamos:

STT(AN)TE(BA) = D DD Apa (A Byg(Aa)gp

mmn p,qg a

= DD AmBy [Z A“)nm(Aa)qP} (A.9)

m,n p,q a

Notemos que o termo em colchetes, pela relagao de fechamento, vale 0,,,0,,. Entao,

ZTr (AN)Tr(BA,) Zququ (A.10)

E, finalmente, chegamos a propriedade desejada:
— ) Tr(A\") Tr(BA,) = Tr(A B) (A.11)

A diferenga dessa deducao para o caso do grupo SU(N) é que a relagao de fecha-

mento viria dada por [17]:

1
Z()‘a)nm(Xl)ij = 5nj5im - Nénméij (A.12)

a

No entanto, uma vez que nesse caso Tr(A\*) = 0, nao é dificil se convencer de que a

propriedade em (A.11) se mantém inalterada.

A.2 Relacoes entre os s;;’s para N =5

Nos processos de espalhamento devemos considerar a conservacao do momento,

ou seja, no caso de N =5 temos que ki + k5 + k5 + k) + k£ = 0. Com isso, uma vez que
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sij = (ki + kzj)Q, podemos estabelecer as seguintes relacoes entre os 9 s;;’s:

S12 + 813+ 814+ 515 =0 (A.13)
S12 + Sa3 + S24 + S25 = 0 (A.14)
$15 + 523+ S34 + S35 = 0 (A.15)
514+ S24 + 834 + 545 = 0 (A.16)
S15 + S25 + S35 + Sa5 = 0 (A.17)

Resolvendo esse sistema de equagoes, ¢ possivel escrever 5 s;;’s em termos de

outros 4. Uma das possiveis solucoes vem dada por:

523 = —S812 — 524 — S5 (A.18)

513 = S45 1 S25 + S24 (A.19)

S34 = —S14 — S24 — S45 (A.20)

535 = S12 1+ S24 + S14 (A.21)

515 = —S25 — 512 — S24 — S14 — 545 (A.22)

Existem outras solugoes possiveis com bases diferentes.



Apéndice B

Regras de Feynman no espaco dos

momentos

A seguir serao apresentadas as regras de Feynman para a teoria de Yang-Mills no

gauge de Lorentz[14]:

e Propagador no gauge de Lorentz

LV —i wjda
Aby(p) = —7; - (B.1)

2

e Vértice de 3 pernas

az, Mz

a

Figura B.1: Diagrama do espalhamento entre 3 glions

Vs (ks oy ks) = —ig f* % mpy ey (K1 — K2) s + Mo (B2 — 3) g + gy (K — k1)
(B.2)
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e Vértice de 4 pernas

az, [z

Ay

ag, My

Figura B.2: Diagrama do espalhamento entre 4 glions

Vﬁilllizzggﬁ(kla ka, ks, ka) = (_igz) falaQbfa3a4b(77uwa77u2u4 — My puaaopss) +
+meI;megb(ﬁmuz77u3u4 - 77u1u377u2ﬂ4) + falasbfawzb(nmmnuzus - 77u1u277usu4) (B.3)

A seguir, serd apresentada a expressao para o vértice de 3 pernas para o espalha-

mento entre gravitons, calculada a partir da a¢ao dada em (6.5):

1 1
Vi popspapse (K1, K2, k3) = A _§nu3u577u4uek3uz (k1 + k3)uy — 577/13#5%4%/{3#1(]{31 +k3)u, +

1
+77ﬂ1#577u2u6k33u3(k1 + kB)M =+ 5”#1#377#2#4163% (k1 + k3)ue - 277;42#577u3u6k1u1(k71 + k3),u4 =+

_277H1H477H3H6k3ﬂ5(k1 + kS)uz - 277u1u477u2u5k3u3(k1 + k?))us + %77#1/1377#2#4]53;»5(]{;1 =+ k3)u6 +
~ 20 pa Mo s o (K1 k3”) — My o Moo K35 K3 s — N s Mpzpia (K1 + F3) s (B + Ki3) g +
201 My K310 K3 100+ 20pnps Mpaps (K1 K3) iy (Bt + K3) g+ 2001 s My K310 K3 +
20 s Mns (K1 + K3 ) g (Rt + K3) g — 20 s Mo Mpagss (K1 + K2)” (K1 + k) +
=201y g My s (K1 + K3)” (K1 + K3 )u + 2000 Mpas (K1 + F2) iy (k1 + K2) s +
201305 Mg (K1 + K3) o (K1 + K3 )y

(B.4)



Apéndice C
Relacoes KLT

Em seu trabalho [13], Kawai, Lewellen e Tye, usando ferramentas da Teoria de

Cordas, apresentaram a férmula que nos permite calcular a amplitude entre N gravitons:

) N-3 _ 2 . 2 _ 2
MN:)\N2< t ) /d2Z1"'d2ZN |Za Zb’ ‘Zb Zc| ’Zc Za’ v

2ma/ d*Z, d&*Z, d*Z,
20/kik; Gi G ki G
<1 -z el @)X 55 - Y =g ~
i>j i>j J i#j I multilinear em (,
< [[(Zi = Z;)>** exp{(Zo/) [Z ; 57 -> Z % H (C.1)
i>j i>j ( z;éj ) multilinear em Zu

onde, de forma semelhante ao que ocorreu para o caso de espalhamento entre bdsons de
gauge, ha trés variaveis complexas arbitrarias que podem ser fixadas e, portanto, nao
precisam ser integradas. E ainda devemos substituir os fatores (¢, . por ¢/

A partir dessa férmula, eles chegaram as chamadas relagoes KLT que nos per-
mitem escrever uma amplitude de cordas fechadas em termos de amplitudes de cordas

abertas. De uma forma geral, essas relacoes vém dadas por:

. N—
Mg\e[chada _ < ¢ ) SAN—z ZA?Vberta(P)Aaberta(Pl> inF(P,P") (C.Q)

2ma/
PP’

onde F(P, P") é um fator de fase conhecido que depende dos momentos das particulas,
Agberta( py (prfechada pyy ¢ yma amplitude em nivel de drvore de cordas abertas (fecha-
das) para um particular ordenamento P das N pernas externas.

Serao apresentadas a seguir as relagoes KLT para alguns casos especificos:
e N=3

Mgechada —\ Agberta(l’ 92, B)Agberta(L 2,3) (C.3)
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o N=14
Mlechada —% sen(2ma'ky - ko) AZPETtR (1 2 3 ) A2bertacy 9 4 3)  (C.4)
e N=5
Mechada Al sen(2ma’ky - ko) sen(2wa’ks - ky) X

(2ma)?
x AZPT(1,2,3,4,5) AZPT(1,4,3,5,2) +
+sen(2ma’ky - k3) sen(2wa’ks - ky) X

x Agberta( 3 9 4 5)Aaberta(y 4 9 5 3) (C.5)

onde o/ é a constante fundamental da teoria de cordas.
Essas relagoes também sao validas no limite de baixas energias em teoria de
cordas, ou seja, quando o’ — 0, passando a relacionar amplitudes da gravitacao e de

Yang-Mills.



Apéndice D

Relacionando os numeradores
cinematicos usando a regra da

fatoracao

Neste apéndice, vamos relacionar entre si os numeradores cinemdaticos que apre-
sentam o mesmo tipo de pélo. Em principio, eles sao diferentes, mas, usando a chamada
propriedade da fatoragao das amplitudes, sera possivel reduzir significativamente o niimero
de numeradores presentes nas subamplitudes.

Os célculos apresentados a seguir para N = 4 e N = 5 nao foram abertos no

artigo BCJ [3].

D.1 Caso N =14

E conhecida uma propriedade que nos permite relacionar duas subamplitudes,
uma de N e outra de (N — 1)-pontos, quando tomamos um determinado limite. Vejamos:
vamos considerar, em um espalhamento de 4 particulas, a contribuicao do diagrama de
Feynman dado na Figura D.1.

A regra da fatoragao [17] nos diz que, no limite em que os momentos das
particulas 1 e 2 se tornam paralelos, ky || k2, a contribui¢ao deste diagrama tende a ser
equivalente a do diagrama da Figura D.1:

Neste caso, essa regra ¢é traduzida pela seguinte expressao:

1 0
Ag(Cr, ks Coy K23 Gy kss Cay k) [k oy — 57— Via o As(C, k1 + K23 G, ks; Gy ka)  (D.1)
U hy 20CH
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ko ks

Figura D.1: Diagrama de um espalhamento de 4-pontos

ks
ki + ko

k4

Figura D.2: Diagrama de um espalhamento de 3-pontos
onde V}*j vem dado por
Vi = (G G)(kj — k)" +2(G - ki) ¢ — 2(G - Ky)C) (D.2)

Notemos que Vlgb ¢ exatamente igual a parte cinética do vértice de Yang-Mills
VP (ki kj, —k; — k;), dado em (B.2), contraido com as polarizagdes ¢}’ e (f. Vejamos: a

parte cinética do vértice vem dada por
VPR (ks by, —ki — kj) = —gup(ki — ki) p — 9pu(2k; + Ki)y — G (—=2ki — kj),  (D.3)
Contraindo com as polarizacoes ¢} ij’ :
Voo (kis by, —ki — k)G = (G G (kg — k) = 2(G - k)¢ +2(G - ki) G
Comparando com (D.2), vemos que
= V)M (ki, by, —ki — k)G = Vi (D.4)

Para um N qualquer, a regra da fatoracao vem dada por:

1

AN(Clakl;---;(iaki;gj;kj; ---;CNakN) — YR ‘/;5 X
killk; ity
0
Xa—@AN—l(Cl»kl;~~§Ciuki§Cj’kj;m;CN—l’kN—l) (D.5)

onde Vi esta dado em (D.2).
Usando a regra acima, temos que, no limite em que k; se torna paralelo a ks, a

subamplitude A(1,2,3,4) tem seu comportamente dominado por:
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0

Ay(1,2,3,4) = le Vféa@ A3(C, ky + ks (3, k35 Ca, Foa) (D.6)

1
Notemos que o residuo do pélo Sk s em A(1,2,3,4) vem dado pelo seu

1R2 S

coeficiente que é:
A(1,2,3,4) _ 9

R, VUaC A3(C ky + ka3 G3, k33 Ca, k) (D.7)

Analogamente, sabemos que, quando k; tende a ser paralelo a ko, a outra subam-

plitude, A(1,3,4,2), é dominada por:

1 0
Ay(1,3,4,2) = lekQVQ‘{aC Ag(C, by A+ ko3 C3, ks Gy Ky) (D-8)

1
e o residuo do pélo — em A(1,3,4,2) é igual a
s

RA(I 3,4,2) _ V,u 8

2 5cn As(C, kA k; C3, ks Cas ka) (D.9)

Notemos também que, com a expressao do vértice dada em (D.2), Vlg‘ ¢é antis-

simétrico nos indices 1, j:

ey
Vi =Vt (D.10)

De acordo com isso temos que Vi, = —V/5. Logo, concluimos que
RAL3A2) _ _ pA(1L234) (D.11)

Desse modo, vemos que os residuos referentes ao pélo s em ambas as subamplitu-
des, A(1,2,3,4) e A(1,3,4,2), diferem apenas pelo sinal. Mas isso nao significa, a priori,
que os numeradores como um todo, ns e n, também sigam essa regra. Afinal, como ja
foi comentado, os numeradores, além dos residuos, contém também os termos de contato
que foram absorvidos nos numeradores de alguma forma que ainda nao conhecemos.

Se repetirmos o procedimento anterior, agora para os poélos t e u, também pode-

mos chegar a que

Rf(1’3’2’4) _ _R?(LZBA) (D.12)

RAWS24) — _ pA(342) (D.13)
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Portanto, todos os residuos referentes ao mesmo polo apresentam um sinal global
de diferenca.
A seguir, vamos nos convencer de que é possivel estender essa relacao de sinais
para os numeradores.
Primeiramente, escrevamos A(1,2,3,4) na forma:
RA0234)  RA(1234)

AL2,34) = ———+ ———+8+7 (D.14)

O que fizemos acima foi somente separar explicitamente os residuos dos demais
termos que nao possuem poélos. A soma 3+ representa os termos de contato da subam-

plitude. Para absorveé-los nos numeradores, facamos o seguinte:

RA(234) 4 B¢ . RAM234) 4~y

A(1,2,3,4) = (D.15)
s t
Com isso, podemos definir os seguintes numeradores:
T - RSA(17273)4) _|_ /BS (D16)
ne = R34yt (D.17)
Agora, vejamos para A(1,3,4,2):
RA(342)  RA(1,342)
A(1,3,4,2) = +9 (D.18)
U S
De (D.11), sabemos que RAAAD — _ pAL23Y)  yamos obrigar também a que

todo o numerador de s em A(1,3,4,2), ndo s6 o residuo, coincida com o numerador de
s em A(1,2,3,4) dado em (D.16) a menos de um sinal global. Para isso, vamos somar e
subtrair o termo /3 na expressao de A(1,3,4,2):

RA(L3A2)  RA(1342)

A(1,3,4,2) = t———++B-8 (D.19)

u

Agora usando (D.11) e posicionando os termos de contato convenientemente,

obtemos que:

A(1,3,4,2) = D.20
(1.3,4,2) . - (D.20)
Com isso, podemos usar a definicao de n, dada em (D.16):
A(1342) 4 (§
A(1,3,4,2) = & +O+Bu_ n (D.21)

Uu S
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Podemos, portanto, chamar o numerador de u em A(1,3,4,2) de —n,:

RAUSAD 4 (5 4 B)u = —n, (D.22)

— n, = —RAI3AD) _ (54 By (D.23)

E, por fim, fagamos o mesmo para A(1,3,2,4):

RA(1,3,2,4) RA(1,3,2,4)

A(1,3,2,4) = ’ft =t (D.24)

Da mesma forma que foi feito anteriormente, vamos somar e subtrair o termo ~

e ainda utilizar as relagoes dadas em (D.12) e (D.13):

RA(1,2,3,4) RA(1,3,4,2)

Novamente, vamos obrigar a que o numerador de ¢ em A(1,3,2,4) seja o negativo

de n; que foi definido em (D.17):

RA123.4) " —Rf(1’3’4’2)
A(1,3,2,4) = — 1 AL () (D.26)
t U
Até aqui temos as seguintes relacoes:
A(1,2,3,4) = % n % (D.27)
A(1,3,4,2) = —% - % (D.28)
_RA1342)
A(1,3,2,4) = —% n + (£ ) (D.29)
u

Usemos agora a relagao Kleiss-Kuijf dada em (4.4) para encontrar uma expressao

simplificada para o dltimo dos numeradores acima.

A(1,3,4,2) + A(1,2,3,4) + A(1,3,2,4) = 0 (D.30)
S u S _Rf(1737472)
(n—+@) + <—n——n—> + <—@+ +(n+7>“> —0  (D31)
S t U S t U
. _RpAG342)
L oty (D.32)
u u
— R} + (4 y)u = n,, (D.33)

Com o resultado anterior, podemos reescrever (D.29):

A(1,3,2,4) = —% 4 o (D.34)

u
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Portanto, de fato os numeradores também seguem a mesma regra de sinal entre
o residuos dada em (D.11), (D.12) e (D.13).

Reescrevamos, entao, as expressoes das subamplitudes:

A1234) = += 42 (D.35)
A(1,3,2,4) = —%+@ (D.36)
u
n n
A(1,3,4,2) = ——2 -2 D.37
(1,3,4,2) R (D.37)

e que agora vém dadas em termos de apenas trés numeradores diferentes, ao invés de seis

como ocorria em (4.20), (4.22) e (4.21).

D.2 Caso N =5

Usando a regra da fatoragao [17] dada em (D.5), agora para N = 5, podemos
relacionar os residuos dos pdlos entre si, analogamente ao que foi feito no Apéndice D.1.

Consideremos um primeiro exemplo: ns foi definido como o fator cinemético que

acompanha o pdlo em A(1,2,3,4,5). Vejamos, usando a regra da fatoragao, qual
515534

seria o residuo desse podlo. Para isso, fagamos primeiro ki tender a ser paralelo a ks:

1 0
A(5)(5> 1,2,3,4) |k1|\k5 — le —Vi 8—@A(4)(C7k1 + ks; Co, ko3 G35 F; Ca, Ka)

B
— A9(1,2,3,4,5) i hs — S—V5 fA<4>(1 +5,2,3,4) (D.38)

. : ) o1 .
Acima conseguimos separar o residuo do pélo —. Mas estamos interessados
S15

mesmo no pdélo . Por isso, vamos precisar aplicar a regra da fatoracao mais uma
515534

vez, agora para a subamplitude A (1 + 5,2, 3,4). Fazendo k3 tender a ser paralelo a ky:

1 , 0 .
A(4)(37 4145,2) |kyjes — mvzm aCVA(S)(Cy ki 4 ks; Go, ks ¢ ks + ka)
1 0

34 aC/

= AD(1+5,2,3+4) pyp, — A® (145,23 +4) (D.39)

Substituindo (D.39) em (D.38):

g 0
A®(1,2,3,4,5 ) — — ViV
(1,2,3,4,5) [kylks e hsllka 15591 P13 BCr acw

XA(3)(C k1 + ks; Co, Koy ¢ ks + ka)
1 o 0
| el VA
S1asgs 01 V3 OCN o

= AD(1,2,3,4,5) |y s e hollhs — ——AB(1+45,2,34+4)

(D.40)
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Portanto, vemos que o residuo do pélo em A(1,2,3,4,5) é

515534

o
RAGM = Vi Vi gggan A (145,23 +4) (D.41)

Por outro lado, esse mesmo pdlo aparece também em A(1,3,4,2,5), onde nds
definimos o numerador como nf. Se repetirmos o procedimento acima, usando duas vezes

a regra da fatoragao, agora para A(1,3,4,2,5) vamos obter o seguinte:

1 o 0
A®)(1,3,4,2,5 . — VF VL ————A®(1+5,3+4,2
( 3 Dy Ty 4y ) |k1Hk5 k3| ka — 15534 51 V34 agu ac,l, ( +9,0+4, )

(D.42)

Pela simetria de reflexao, sabemos que A(1+ 5,3 +4,2) = —A(1+5,2,3 + 4).

Assim:
— A©)(1,3,4,2,5) | O T AB(145,2,3+4)
) Dy Ty Ly killks e kallka 515534 51 V34 aCu acnj ) &y
(D.43)
Portanto, o residuo de polo em A(1,2,3,4,5) é
815534
A(1,3,4,2,5) woysv 0 0 (3)
515834 = _‘/51 ‘/34 8—@80”14 (1 + 57 27 3+ 4) (D44)
Se compararmos (D.41) com (D.44), concluimos que
A(1,34,2,5) A(1,2,3,4,5
31(5334 )= _RS1(5$34 ) (D45)
Isso significa que a parte que diz respeito ao residuo do podlo que esta

515534
contida nos numeradores ns e nt diferem entre si apenas pelo sinal. Mas notemos que, em

principio, nada nos garante que os numeradores também sigam essa regra, ou seja, que
eles sejam iguais em modulo.

Fazendo o mesmo para todos os pélos que aparecem em mais de uma subampli-
tude, podemos encontrar diversas outras relagoes como a de (D.45). Algumas delas estao

listadas a seguir:

Alam ) = — R{(2549) (D.46)
RS2 = —REUZA4D) (D.47)
RV = — RS20 (D.48)

Alas ) = — R{(AA2D) (D.49)
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Como o objetivo desta secao é encontrar uma relagao entre os numeradores e nao
somente entre os residuos, vamos, com um procedimento analogo ao que foi usado na
segao (D.1), verificar se as relagoes entre os residuos dadas de (D.45) a (D.49) podem ser

estendidas aos numeradores. Vamos comecar admitindo que isso seja verdade:

RAWSA2D) — _RAIL2345) -l = —py (D.50)
g21;§;2,4,5) — _R;‘Xlils,QQéS,4,5) — n/Q// — —n, (D51)
RS2 = —RINED — = —ny (D.52)
RALS249) - _RAABI29 = g (D.53)
2(51534274’5) == 2(515344’2’5) — nfy = —nn (D.54)

A ideia é escrevermos expressoes explicitas para os numeradores de modo que
as relacoes acima sejam obedecidas. E, em seguida, utilizaremos uma relacao conhecida

entre as subamplitudes para verificarmos se hé consisténcia ou nao.

1 Etapa:
Fazendo, entao, {a} = {3,4} e {8} = {2} na férmula de Kleiss-Kuijf dada em

(3.1), obtemos a seguinte relagao:
A(1,2,3,4,5) + A(1,3,4,2,5) + A(1,3,2,4,5) + A(1,3,4,5,2) = 0 (D.55)

Para as trés primeiras subamplitudes ja sao conhecidas as expressoes em termos
de seus pélos. Da mesma forma que as obtivemos na segao (4.4.1), nao é dificil encontrar
a expressao para A(1,3,4,5,2):

1 n ng s ns

A(1,3,4,5,2) = + - + - (D.56)
513525 512545 525534 513545 512534

E relacionando os residuos desta subamplitude com os das outras por meio da

regra da fatoragao (D.5), também obtemos que:

A(1,34,5,2) _  _ pA(1,3,425)

Rslaszs - 815825 D.57
A(1,3,4,5,2) . _ pA(1,2,345)

R512S45 - $12845 D.58

525834 525834
A(1,34,5,2) _  _ pA(1,3,2,45)

RS13$45 - R813345 D.60
A(1,3,4,5,2) . _ pA(1,2,3,4,5)

R512534 - R812534 D.61

(D.57)
(D.58)
RA(3452) _  _ pA(1.3425) (D.59)
(D.60)
(D.61)
(D.62)
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Da mesma forma que fizemos para as outras relagoes entre residuos, vamos assu-

mir que elas se estendem aos numeradores, ou seja:

RAWLSASD) — _ RAISAZS)  — i = —ny (D.63)
RS = —RGEYY = nj = —m (D.64)
RO = —RIIGMD = g = —ng (D.65)
RAWL3ASD) — _RACLS2LE)  — pl = —ny; (D.66)
RS = —RICED = nf = —ny (D.67)

(D.68)

Reescrevamos agora a primeira das subamplitudes envolvidas na relagao (D.55)
de uma forma mais conveniente, explicitando os residuos de cada pdlo e os termos de

ordens mais baixas:

A(1,2,3,4,5 A(1,2,34,5 A(1,2,34,5 A(1,2,34,5 A(1,2,34,5
RAC ) RpA ) RpA ) RA ) RpA )

A(l’ 27 3’ 4:7 5) — 512545 + $15523 _"_ $12534 523545 + 512534
512545 515523 512534 523545 512534
+ apt o tFagt+ o+ as (D.69)
A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5)
RSl 10y Ey Ly R 1Dy Ey Ly R ISt R 10y Ey 4y R 1Dy Ey Ly
3525 $15534 513524 $25534 $15524
A(1,3,4,2,5) = + + +
513525 515534 513524 525534 515524
+ g+ a7+ ag+ ag (D.70)
A(1,3,2,4,5) A(1,3,2,4,5) A(1,3,2,4,5) A(1,3,2,4,5) A(1,3,2,4,5)
A . R$13345 R315323 R313324 R$23345 3315324
(1,3,2,4,5) = + o
513545 515523 513524 523545 515524
(D.71)
A(1,3,4,5,2) A(1,3,4,5,2) A(1,3,4,5,2) A(1,3,4,5,2) A(1,3,4,5,2)
A . R513525 R512545 R325334 R513545 R512534
(1,3,4,5,2) = + gy
513525 512545 595534 513545 512534
(D.72)

Os a;’s representam os termos de ordens mais baixas que sao os que contém polo
simples e os que nao contém polo.
Vamos reescrever (D.69) reposicionando os «;’s de modo que a subamplitude

adote a forma da expressao em (4.58):

A(1,2,3,4,5) A(1,2,3,4,5) A(1,2,3,4,5)
Rs 945y Ey + a1 S s 149y Ty _|_ oS S 349y Ey + 2 S s
12545 1912945 515523 2915923 512534 3912934
A(1,2,3,4,5) = + +
512545 515523 512534
A(1,2,3,4,5) A(1,2,3,4,5)
RS23845 + (14823845 R815834 + (5815834

+

(D.73)
593545 515534
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Se compararmos a expressao anterior com a de (4.58), podemos identificar os

seguintes numeradores:

ny = R;“lglgfg3’4’5) + 1512545 (D.74)
Ny = Rj‘l(slsj22§3’4’5) + (2515523 (D.75)
ng = R;L‘lglgff"l"r’) + 3512534 (D.76)
ng = R;tglgf;3’4’5) + 0y 523545 (D.77)
ns = RALZ39) 4 o555, (D.78)
Entao,
A(1,2,3,4,5) = 2y "2 T o T4 T (D.79)

812845 S15823  S12834  $23545 515534
Passando para a segunda subamplitude, A(1,3,4,2,5), temos que:

A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5)
R R515534 R313524 R325334 R515524

A(1,3,4,2,5) = 2= -
S13525 S15534 513524 525534 S15524
+ {termos de ordens mais baixas} (D.80)

Substituindo a relac¢ao (D.45):

A(1,3,4,2,5 A(1,2,34,5 A(1,34,2,5 A(1,34,.2,5 A(1,34,2,5
RA ) RAC ) RA ) RA ) RpA )

A(17 3’ 4:7 2’ 5) — $13525 o 515534 $13524 $525834 515524 +
513525 515534 513524 525534 515524
+ {termos de ordens mais baixas} (D.81)

Notemos que o polo estd presente em A(1,2,3,4,5) e A(1,3,4,2,5). De

815534
acordo com (4.58), (4.60) e (D.50), queremos que o numerador de s15534 em A(1,3,4,2,5)
(n?) seja igual a menos o numerador de sj5s34 em A(1,2,3,4,5) (n5). Da igualdade em

(D.78) conhecemos que

s — RSAI(51.S731137475) T 5815534 (D.82)

Portanto, para satisfazer (D.50) devemos ter que o numerador de sy5s34 em A(1,3,4,2,5)

vale:
ng = —n5 = —(REEM + a51553) (D.83)
Sabendo disso, reescrevamos (D.81) da seguinte forma:
AL 425 — Fowa™  REEMY RS RtV Raet?
513525 515534 513524 525534 515524

— a5t agtart+ag+ Qg (D84)
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O que foi feito acima foi simplesmente definir os termos de ordens mais baixas de
—as + ag + ay + ag + ag por conveniéncia, o que nos é permitido pois, apesar de as ja
ter aparecido em (D.69), ag, a7, ag e ag sdo, até agora, totalmente arbitrarios.

Distribuindo os termos «;’s presentes em (D.84) pelos numeradores, podemos

escrever:
A(1,3,4,2,5) A(1,2,3,4,5) A(1,3,4,2,5)
R 3550 + 513525 Msypsa + 5515534 Rsys + 7513524
A(1,3,4,2,5) = —
513525 515534 513524
A(1,3,4,2,5) A(1,3,4,2,5)
Rspionn 77 + aigSoss Rsvan 7" 4+ vgS158
5534 8925934 S$15524 9915924
+ + (D.85)
S95S534 515524

Vemos na expressao anterior que o numerador de sj5534 € igual a —ns5, dado em
(D.78). Podemos, entdo, definir os demais numeradores de modo que a expressao adote a

forma em (4.60). Logo,

n n n ny n
A(1,3,4,2,5) = —— — —>— 4 0 4 8 4 U (D.86)
813825  S15S34  S13S24  S25534  S15524
onde
ng = Ri%ff’gﬁ) + Q6513525 (D.87)
Ny = Riglgg’f’l@ + (7513524 (D.88)
ng = RILSAZ) 4 so5sa (D.89)
ny = Ri&;illgﬁ) + (9S15524 (DQO)
Agora para a terceira subamplitude A(1,3,2,4,5):
A(1,3,2,4,5 A(1,3,2,4,5 A(1,3,2,4,5 A(1,3,2,4,5 A(1,3,2,4,5
A(l 3 2 4 5) — R31E3,845 ) R81(5823 ) R81(3824 ) R32(3345 ) Rs](5324 ) _"_
B 513545 S15523 513524 523545 S15524
+ {termos de ordens mais baixas} (D.91)
Substituindo as relagoes (D.46), (D.47), (D.48) e (D.49) na igualdade anterior:
A(1,3,2,4,5 A(1,2,3,4,5 A(1,34,2,5 A(1,2,3,4,5 A(1,34,2,5
A(l 3 2 4 5) — R81(3845 ) _ R51(5523 ) - R81(3824 ) _ R52(3545 ) - R81(5824 )
B 513545 S15523 513524 523545 S15524
+ {termos de ordens mais baixas} (D.92)

Notemos que quatro dos polos presentes acima ja apareceram nas outras duas
primeiras subamplitudes A(1,2,3,4,5) e A(1,3,4,2,5), dadas em (D.79) e (D.86), res-

pectivamente. Como assumimos que as relagoes entre os numeradores dadas em (D.50),
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(D.51), (D.52), (D.53) e (D.54) sao vélidas, podemos reescrever A(1,3,2,4,5) em (D.92)

da seguinte forma:

A(1,3,2,4,5 A(1,2,3,4,5 A(1,3,4,2,5 A(1,2,3,4,5 A(1,3,4,2,5
R ( ) R ( ) R ( ) R ( ) R ( )

$13545 515823 $13524 $23845 S$15524
A(1,3,2,4,5) = — - - - +
513545 515523 513524 593545 515524
— Qg — 7y — Qg — Qg + (D93)

Novamente, o que foi feito acima (assim como em (D.84)) foi simplesmente definir
os termos de ordens mais baixas de —ap — a7 — @y — g + @y por conveniéncia, o que nos
é permitido pois, apesar de as, a7, ay € ag ja terem sido definidos antes, aqqg €, até agora,
totalmente arbitrério.

Distribuindo os termos «;’s presentes em (D.93) pelos numeradores, podemos

escrever:
A(1,3,2,4,5) A(1,2,3,4,5) A(1,3,4,2,5)
Rs13345 + Q10513545 RS15823 + 2515523 R813824 + 7513524
A(1,3,2,4,5) = — —
513545 515523 513524
A(1,2,3,4,5) A(1,3,4,2,5)
. R523545 + 014893545 _ RS15324 + Q9S15524
523545 515524

(D.94)

Podemos, de novo, identificar alguns numeradores na expressao acima com nsg,

N4, N9, N11 ja definidos anteriormente:

R(1:3:24.5) + 108138 n n n n

S$13845 10213945 2 10 4 11

A(l, 3,2,4,5) = — — — — (D.95)
513545 515523 513524 523545 515524

Para que a expressao anterior fique da forma dada em (4.63), vamos definir o

numerador nqs:

nis o 1o Ny nn

A(1,3,2,4,5) = — — — — (D.96)
513545  S15523  S13S24  S23S45  S15524
onde
nis = RALS249) 1 ag s13s45 (D.97)
E, por ultimo, temos A(1,3,4,5,2) que, reescrita, fica da seguinte forma:
A(1,3,4,5,2) A(1,2,4,5,2) A(1,3,4,5,2) A(1,2,4,5,2) A(1,3,4,5,2)
R R R R Riys:
A(l’ 37 4’ 57 2) — 513525 _"_ 512545 + 525534 + 513545 + 512834 _"_
S13525 S12545 525534 513545 S12534
+ {termos de ordens mais baixas} (D.98)

Todos os pdlos que estao presentes na expressao anterior ja apareceram em algu-

mas das outras 3 subamplitudes A(1,2,3,4,5), A(1,3,2,4,5) e A(1,3,4,2,5). Sabendo
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disso, é conveniente escrevermos:

A(1,3,4,5,2) A(1,2,4,5,2) A(1,3,4,5,2) A(1,2,4,5,2) A(1,3,4,5,2)
513825 512845 $25534 513545 512834
A(1,3,4,5,2) = + + + + +
513525 512545 525534 513545 512534
— ;] — Q3 — Qg — Qg — Qg + 11 (D99)

onde aq1, por enquanto, é totalmente arbitrario.
Usando, agora, as defini¢des dos numeradores ny, ns, ng, ng € nys dadas, respec-

tivamente, em (D.74), (D.76), (D.89), (D.87) e (D.97), obtemos que:

!
g m n nis ns
A(1,3,4,5,2) = — - - — +ap; (D.100)
513525 512545 525534 513545 512534

Se compararmos a expressao anterior com a de (D.56), concluimos que todo o
procedimento realizado até aqui é consistente se, e somente se, ay; = 0. Para confir-
marmos se isso de fato acontece, vamos utilizar a relagao de Kleiss-Kuijf j& mencionada

anteriormente em (D.55):
A(1,2,3,4,5) + A(1,3,4,2,5) + A(1,3,2,4,5) + A(1,3,4,5,2) =0 (D.101)

Substituamos nesta relacao as expressoes das subamplitudes dadas em (D.79), (D.86),

(D.96) e (D.100):

/!
ni n2 ns Ty ny g ny n1o ng
— + + +
512545 515523 512534 523545 515534 513525 515534 513524 595534
n1 nis Uz nio Ty ni g m
+ } + [ — — — — + | = — +
515524 513545 515523 513524 523545 515524 513525 512545
!
mn Ny ns
- - +an| =0 (D.102)
525534 513545 512534

Simplificando, nos resta que:
— ap; =0 (D103)

como queriamos obter.

A conclusao é que a hipétese feita de (D.50) até (D.54) e de (D.63) até (D.67), de
que os numeradores seguem a mesma relacao de sinais existente entre os residuos que eles
contém, é verdadeira. No entanto, isso s6 foi provado, em principio, para um conjunto de

4 subamplitudes que sao as que aparecem na relagao Kleiss-Kuijf em (D.55). Ou seja, até
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agora, sabemos de fato que:

n U] ns U2 ns

A(1,2,3,4,5) = + + + + (D.104)
$12545 515523 512534 523545 515534
li
A(1,3,4,2,5) = M5 Mo T T (D.105)
513525 515534 513524 525534 515524
A(1,3,2,4,5) = 45 M2 Mo T T (D.106)
513545 515523 513524 523545 515524
!/
A(1,3,4,5,2) = ——» M T s T (D.107)

513525  S12545  S25834  S13545  S12534
Para provar para as demais subamplitudes, é preciso repetir todo o procedimento
feito anteriormente, desta vez usando relagoes Kleiss-Kuijf diferentes que envolvam outras
subamplitudes.
Facamos isso, porém vamos omitir os detalhes, ja que o procedimento é exata-

mente o mesmo.

2¢ Etapa:
Fazendo {a} = {4,3} e {#} = {2} na férmula de Kleiss-Kuijf dada em (3.1),

obtemos a seguinte relagao:
A(1,4,3,2,5) + A(1,2,4,3,5) + A(1,4,2,3,5) + A(1,4,3,5,2) =0 (D.108)

E como nesta relacao ha uma subamplitude que até agora nao tinha aparecido,
escrevamos a expressao para ela em termos dos seus polos:

/ !/ n li n

n n n n n

6 12 8 14 3
+ + + +

514525 512535 525534 514535 512534

A(1,4,3,5,2) = (D.109)

Utilizando a regra da fatoragao (D.5), obtemos as seguintes relagbes entre os
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residuos:

R?l(;s,;;éz,s,s) _ —Rg(;é;m’s) (D.110)
40 = R 11y
02009 = —RiLA 12
ggg;:z,sz) _ gglg§g3,2,5) (D.113)

R£§2§;2’3’5) _ —Rﬁgls’;1§3’2’5) (D.114)
i({)ls,i&sz) _ —Ri?s’f;3’2’5) (D.115)
A14285) — _ pALAS.25) (D.116)
4959 = ~RIGE @17
4239 = 2109 D1

RAWL352) — _ pA(1,4235) (D.119)

Assim como ocorreu na etapa anterior, os residuos de um determinado pélo possuem
modulos iguais, mas sinais opostos.
Vamos, novamente, assumir que os numeradores também obedecam relagoes analogas

as dos respectivos residuos:

R0 = =R = ny = —n) (D.120)
RG> = —RyUY = g = —nj (D.121)
RO = —RIGD = nfl = —nj (D.122)
Ry = =R = g = —ng (D.123)
RALA235) _ _pA1AS2S) g, (D.124)
RG20D = —RUJSD = gl = —n (D.125)
R = —RGMD = nfy = —nyy (D.126)
RGP = —REUIYD =y = —na (D.127)
R = =Ry = nig = —my (D.128)
Ry = =R = nly =~ (D.129)

A partir daqui, devemos repetir o mesmo procedimento que foi realizado da
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equagao em (D.69) até a em (D.100). Fazendo isso, o que vamos obter serd que:

li /

A(1,4,3,2,5) = —o N5 R o T, T (D.130)
514525 515534 514523 525534 $15523
! !/ n/

A(1,2,4,3,5) = 2 ™o s o, T T (D.131)
512535 515524 512534 524535 515534
!/ !/

A(1,4,2,3,5) = T W s Th (D.132)
514535 515524 514523 524535 515523
n/

A(1,4,3,5,2) = ——o T Ws e T 50 (p33)

S14525 512835 525534 S14S35  S12534

onde § é, assim como «q; na 1% etapa, é uma funcao arbitraria das polarizaces e dos
momentos. Mas para que a hipétese inicial seja valida, é preciso que § = 0. Para
confirmar isso, é necessario ver se as expressoes anteriores sdo consistentes com a relagao
(D.108). E nao ¢ dificil ver que, substituindo as subamplitudes na relagao Kleiss-Kuijf,
efetivamente chegamos a que 5 = 0.

Desse modo, fica provado que a hipétese de que os numeradores seguem as relagoes
de (D.120) a (D.129) também é verdadeira neste caso.

Em resumo, depois dessas duas etapas, as 6 subamplitudes da base estao escritas

da seguinte forma:

nq %) ns Ny Ty

A(1,2,3,4,5) = + + + + (D.134)
512545 515523 512534 523545 515534
! n n n!

A(1,4,3,2,5) = o 4 M o Mo T, T (D.135)
514525 515534 514523 525534 515523

/!

A(1,3,4,2,5) = M5 o T, T (D.136)
513525 515534 513524 525534 515524
i !/ !

A(1,2,4,3,5) = 2 ™o W, s T (D.137)
512535 515524 512534 524535 515534

Al4,235) — M ™o M s M (D.138)
T 514535 515524 514523 524535 515523

A(1,3,2,4,5) = M2 o e T (D.139)
513545 515523 513524 523545 515524

A1,3459) — —M M M ms (D.140)
513525 512545 525534 513545 512534
li

A(1,4,3,5,2) = ——o M2 08 T T 45 (D41

514525 512535 525534 514535 512534

Notemos que ainda ha alguns pdlos que, ao se repetirem, estao com numera-

dores completamente diferentes. Por exemplo, o pdlo aparece em A(1,2,3,4,5)
515834

e A(1,4,3,2,5) com os numeradores ns e ng, respectivamente. Usando alguma relagao

Kleiss-Kuijf que contenha essas subamplitudes, deve ser possivel relacionar também esses
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numeradores. Portanto, devemos continuar repetindo o procedimento.

3% Etapa
Fazendo {a} = {3,2} e {#} = {4} na férmula de Kleiss-Kuijf dada em (3.1),

obtemos a seguinte relagao:
A(1,3,2,4,5) + A(1,3,4,2,5) + A(1,4,3,2,5) + A(1,3,2,5,4) =0 (D.142)

E como nesta relacao ha uma subamplitude que até agora nao tinha aparecido,

escrevamos a expressao para ela em termos dos seus pélos:

" " 1 " "
n n n n n
1 4
A(1,3,2,5,4) = — 4 6 4 +—2 4+ 1
513545 514525 523545 513525 514523

(D.143)

Com a regra da fatoragao (D.5), obtemos as seguintes relagoes entre os residuos:

antot) = — RS2 (D.144)
P = —RY (D.145)
O = — R (D.146)
Ri(;),légf’M) _ _Rigléff’Q’S) (D.147)
R0 = =R (D.148)
R{M™ = RS (D.149)
oy Y = —REUA (D.150)
a2 = =R (D.151)

Assim como ocorreu nas etapas anteriores, os residuos de um determinado pdlo possuem
o mesmo modulo, mas sinais opostos.

Vamos, novamente, assumir que os numeradores também obedecam relagoes andlogas
as dos respectivos residuos: (Obs.: Importante notar que, desta vez, hé alguns numera-
dores que ja possuem um sinal negativo em sua definicdo, como o numerador de s15593

em A(1,3,2,4,5). Isso vai implicar na hora de escrever as relagoes para os numeradores
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a seguir.)
RO = —RIGEAYD =y = —ms (D.152)
L e (D.153)
32214552’5’4) — _RsAzgls,iQA,s)) — n’4’ —n, (D.154)
e T (D.155)
RO = =BG = i = -7 (D.156)
RsAz(slégf’Z’E)) — _Ri(sls,iiz,zs)) — nl=—ng (D.157)
RAUPY = —RAUS2D — nf = s (D.158)
RO(229 = RIS =y =mny (D.159)

A partir daqui, devemos repetir o mesmo procedimento que foi realizado da

equagao em (D.69) até a em (D.100). Fazendo isso, o que vamos obter serd que:

A(1,3,2,4,5) = 45 T2 T T T (D.160)
513545 515523 513524 523545 515524

A(1,3,4,2,5) = —= T Mo T T (D.161)
513525 515534 513524 595534 515524

A(1,4,3,2,5) = —© e i s e (D.162)
514525 515534 514523 525534 515523

A(1,3,2,54) = ——2 M6 g T T T L (D.163)

513545 514525 523545 513525 514523

onde v é uma funcao arbitraria das polarizagoes e dos momentos. Mas para que a hipotese
inicial seja valida, é preciso que v = 0. Para confirmar isso, é necessario ver se as ex-
pressoes anteriores sao consistentes com a relagao (D.142). E, substituindo as subampli-
tudes na relagao Kleiss-Kuijf, efetivamente chegamos a que v = 0.

Mais uma vez, as relages entre os numeradores dadas de (D.152) a (D.159) sao

verdadeiras.

4¢ Etapa:
Fazendo {a} = {2,4} e {#} = {3} na férmula de Kleiss-Kuijf dada em (3.1),

obtemos a seguinte relagao:
A(1,2,3,4,5) + A(1,2,4,3,5) + A(1,3,2,4,5) + A(1,2,4,5,3) =0 (D.164)

E como nesta relacao ha uma subamplitude que até agora nao tinha aparecido,

escrevamos a expressao para ela em termos dos seus pélos:

" " " " "
19 N5 13 n 4 10

A(1,2,4,5,3) =

(D.165)
512535 513545 524535 512545 513524
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Com a regra da fatoragao (D.5), obtemos as seguintes relacoes entre os residuos:

A(1,2,4,5,3)
512835

— _ RA(1,2435)

A(1,24,5,3) _

513545

RA12453) _

524835

A(1,2,4,5,3)
512845

$12835

_ PA(1,3,24)5)
513545

_ pA1,2,4,3,5)
R824835

_ pA(1,2,345)

A(1,2/4,5,3) _

513524

RA12435) _

515524

A(1,2,43,5)
}3512534

$12545

_ RA(1,3,2,4,5)
513524

_ pA(1,3,2,4,5)
R815824

_ pA123,45)
}3512534

Assim como ocorreu nas etapas anteriores, os residuos de um determinado pdlo sao iguais

em moédulo, mas com sinais opostos.

Vamos, de novo, assumir que os numeradores também obedegam relagoes andlogas

as dos respectivos residuos: (Obs.: Novamente, lembremos que aqui também h& alguns

numeradores que ja possuem um sinal negativo em sua definicdo, como o numerador

de s15504 em A(1,3,2,4,5). Isso vai implicar na hora de escrever as relagoes para os

numeradores a seguir. )

RA12453)

7RA(172747375)

512535 = 512535 -
Ri%i&ﬁﬂ::_Rg%i%M) —
RARSY = SRS —
RULEN = —RLEMD. —
Rigléngﬁ)g) — _R;‘ll(?)ls,;SfA,S) —
RUND = R —
RUEND = —RULEMD —

"

N9 = —Na12
"
15 = —Nis
1

Ny3 = —Mi3
"

711 = —Nn
1

Tg = Mo
[

Ny =N
/ —

713 — __713

A partir daqui, devemos repetir o mesmo procedimento que foi realizado da

equacao em (D.69) até a em (D.100). Fazendo isso, o que vamos obter serd que:

1 %) ns Ny
A(1,2,3,4,5) =

512545 515523 512534 523545

N2 ni ns nig
A(1,2,4,3,5) = + - -

512535 515524 512534 524535

nis na nio Ty
A(1,3,2,4,5) = — — — —

513545 515523 513524 523545

ni2 nis ni3 n
A(1,2,4,5,3) = — — — —

512535 513545 524535 512545

(D.180)
(D.181)
(D.182)

(D.183)
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onde § é uma funcao arbitrdria das polarizagoes e dos momentos. Mas para que a hip6tese
inicial seja valida, é preciso que § = 0. Para confirmar isso, é necessério ver se as expressoes
anteriores sao consistentes com a relagao (D.164). E, substituindo as subamplitudes na
relagao Kleiss-Kuijf, efetivamente chegamos a que ¢ = 0.

Mais uma vez, as relagoes entre os numeradores dadas de (D.173) a (D.179) sao
verdadeiras.

Portanto, juntando os resultados obtidos nas 4 etapas descritas anteriormente,

finalmente chegamos a versao final das expressoes das 6 subamplitudes da base:

n n n n n
A(1,2,3,4,5) = L T L E L (D.184)
512545 515523 512534 523545 515534
A(1,4,3,2,5) = —o 4 T8 T o, T8 T (D.185)
514525 515534 514523 525534 515523
n n n n n
A(1,3,4,2,5) = > S 4= (D.186)
513525 515534 513524 525534 515524
n n n n n
A(1,2,4,3,5) = Loy 08 o, s (D.187)
512535 515524 512534 524535 515534
A(1,4,2,3,5) = —4 T BT T T2 (D.188)
514535 515524 514523 524535 515523
A(1,3,2,4,5) = —5 T2 o Ta T (D.189)

513845  S15823  S13824 523845 515524
de onde vemos entao que, efetivamente, todos os numeradores de um mesmo polo estao

relacionados da mesma forma que os respectivos residuos.



Apéndice E

Diagramas de 6 pernas com apenas

vértices cubicos
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RN
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Diagramas do 1 € Tipo
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Figura E.3: Diagramas do 3 € Tipo
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Apéndice F

o - fa1a2b fbagc fca4d fda5a6 . Co - faealb fba2c fca3d fda4a5
3 K fa5a6b fba1c fcagd fda3a4 . C4 K fa4a5b fba6c fcmd fda2a3
Cs - fasa4b fba5C fCaﬁd fda1a2

cr - fa1a2b fa3a4c fa5a6d fbcd ’

Co - fauzzb fbagc fcaGd fda5a4
ey = [, fhas_ Feu fdazas
ciy = fUo, fba5c oo, fpdasas
Cl5 = fa1a2b fbasc fca5d fda4a6
crp = 9595 fhas e fplara:
Crg = f002, foaes ot pbed
Cyy = fooo, fba feas  pdoas
Cp3 = 1%, fhas_ e fdasas
e = fU2, fba5c oo fdasas
Cor = f493, fhas e fazas
A A e
= fU, fba5c e, fpdasas
33 - falaﬁb fbagc fcazd fda5a4
Oy = f002, fhos geas  pdasas

Cs7 - fa2a4b fbagc fcasd fda6a1

)

Y

Definicao dos c;’s para N =0

Lco = [, fzmc Foos fda6a1 7
cg = [, fots, fuace, fred
c10 = fU6, fbazc Feos pdasas
C1p = fU102, fbaﬁc Foos fda5a4
C1y = fO0, fba4c Feo fpdasaz
cig = [, fbalc A fdasas )
c1s = 29, fb%c Foo fda6a1 ’
Cop = 44, fba5c Foo fpdasaz
Cop = fR4%0 fbalc Feos fdagag
Cog = fUio4, fosas | fazes fbcd ’
cag = [0, 7 T T
Cos = [0, fba4c Feos fd%m ’
Rl AT A Pl e
O3 = f93%, fbalc Foo fpdasaz
Ca1 = fB fba4c Foo fda5a2 ’
can = [, I [ T

C38 = f%alb fa2a4c fasasd fbcd ’
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cg9 = f12, fba4c e fdasas
can = 00 T [ T
cus = fo2, fbasc e, fdasar
cis = fB, fba5c e fdasaz
cap = 0 T [ T
Cag = FO45, fba3c Feu fdasaz
L = O, f fU f
aa = [0, T [0, T
Cs5 = f1109, fbagc e fdasas
csr = [0y fo0n, freey frol
can = [0 I, [0, T
Cor = f1, f'bagc e, fdasas
Cos = [y f102, 00 10
Cos - fazasb fbagc fca6d fda1a4 7
cor = f1105, fbagc e, fdasas
Cog = [*70y f1U, [0 1
cn - fauzsb fba2c fcaed fda4a3 ’
Cp3 = f105, fbagc e fdasas
o7 = f, fre0 fO00 fr
Crr - falll?,b fba4C fcagd fdasae ’
Crg = f105, fosas | fazts foed
sy = [0, f f
cs3 = 2, fbaec Feu fdasas
css = f1199, fba5c e, fdasaz
a7 = [, ff
csg = fU1, fbasc e, fdasas

Co1 - fa1a4b fbasc fcasd fda3a2 7

Co3 - falasb fbasc fcazd fda4a6 7

cio = 95, frar e flasa:
i = fU, fhas e, fpdasas
Cag = 990 oo e fasaz
cig = [, fhas e fasas
Cis = f, frar feus, fdasa
Cso = fooa, fhae feas  pdasas
Csp = fU1e, foas, fonte, fred
Csq = f15, fhas ooz, fpdasas
csg = 29 fhas_ e fdaras
can = 10, 1 J e
Coo = U104, fazoa  fasas fbed
Cor = [, fhas Fe, fasas
Con = J 10, 0, fe
Cop = fU191, f205  fasce fbcd
Cos = 2%, fhas Feu fasas
cqo = f1e7, foae, foace, ool
Crp = f105, fhas  peaz  pdasas
Cry = 4195 fhas e fdazas
Crg = U199, fazes  fasas bed
Crg = famsb fb%c fcald fda3a4
cso = U199, fhas e fasaz
Cs2 = fU, fhas ooz, fpdasas
csg = 4199, fhas e fdazas
csg = U490, fhaz_ Feu fasas
css = fU, fhas e, fpdasa
con = 29 fhas Feu fasas
Cog = fasaﬁb fbazc fcald fda5a4

Co4 - fa1a5b fbagc fccusd fda4a2
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Co5 = U105, fhoa geaz  pdasas oo pmias pbas  geas  pdazas

Cop = f13, fhas_geas gdaas oo garas - phar - geas  pdasas
Cog = fU199, fases  fazae gbed oo garas - gbar  geas  pdasas
Crop = [0, fhas pear  pdasas oo o gmas  ghas peas  pdasas
Clop = [0, fhar feas  pdesas o paas  gbar  geas  pdasas

- b 5 d
Cros = [ [P [ ST
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Apéndice G

Resolucao do sistema formado pelas

identidades de Jacobi para N =0

O sistema ¢ formado por 105 equagoes e 105 incégnitas. Porém as equagdes nao

sao, necessariamente, linearmente independentes.

—C38 + Ca3 — Co1 = 0, —c0 — Cg7 + 58 = 0, —C70 — Co3 + o7 = 0, g + ¢33 — 2 = 0,
cg+cgo — g =0, —c38 — g3+ 36 = 0,30 — 78 — o7 = 0, —¢76 — Caq + 45 = 0,

Cr9 + 100 — €101 = 0, 70 + Co2 — €29 = 0, 6 + 32 — €34 = 0, —Co5 + ¢34 + 73 = 0,

c31 — Cor + 071 =0, —C1a + cgg + 2 = 0,76 + cg5 — 73 = 0, ¢39 — 36 — 61 = 0,

Co9 — C12 + Cg = 0,66 — Co5 — Css = 0, ¢r6 — C75 — Cog = 0, ¢33 — c37 + a3 = 0,

—cC19 — Cg6+ €15 =0, —Cog — Coa + C105 =0, —cr — ¢35+ c1 = 0, —¢cr9 — g4 + 74 = 0,
€30 + €47 — C2g = 0, Cgg + 54 — €53 = 0, a4 + 2 — 61 = 0, ¢r9 + 72 — 71 = 0,

—Cs7 — Cg2 + C55 = 0, —¢e6 — Cgg + o3 = 0, —C30 — C13 + 10 = 0, —C52 — 77 + €50 = 0,
Ca6 — Ca9 — Co7 = 0, —C56 + 32 — g = 0, —cgg + g7 — 105 = 0, —¢78 + g1 — 101 = 0,
Cs4 + Cog — 33 = 0, —C5 + c12 + 17 = 0, —C100 + Cog + C103 = 0, €36 — €41 + 45 = 0,
—cg1 + 58 — Co3 = 0, —c31 — Ca6 + C25 = 0,071 — co7 + 73 = 0, —Cor — a9 + €34 = 0,
C39 — €35+ Ca2 = 0, —cCg9 + 11 — 6 = 0, —C15 + 20 + 55 = 0, ¢53 — €50 + 55 = 0,

—Cg + C1 — C15 = O, —Cy + C1q4 — Co9 = O, —C35 + Ca1 + Crg — 07 —C79 + C3 — C13 — O,
—Cr5 + €0 — €37 =0, —cg + ¢4 + ¢53 = 0, —Ca2 + a5 + 63 = 0, c60 + c11 — c14 = 0,

c7—c3—cg1 =0,c19 — 16 — g6 = 0, o9 + Cg2 — 26 = 0,7 — 5 + 31 = 0,
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Cs2 — €51 — g5 = 0,0 — €59 — Co1 = 0, ¢57 — €56 — g0 = 0, 70 — Co9 — o6 = 0,

C19 — €17 — €39 = 0,029 — Ca5 + 40 = 0, —Cg9 — 102 + co7 = 0, —cg + ¢ — 18 = 0,
€4+ €103 — C104 = 0, C52 + €40 — €41 = 0, C57 + €48 — a9 = 0, —Cog + Ceg + Co8 = 0,
c17 — c103 — a1 = 0,¢1 — 14 — 50 = 0, ¢77 — c81 — g7 = 0, co7 — ¢101 — €105 = 0,
—C59 + Cog — €18 = 0, —Cgq + Co3 — 74 = 0, —Cg5 + g2 — 102 = 0, ¢51 — C54 — €56 = 0,
cg3 — Cg6 + C104 = 0, —cgo + 78 + cgg = 0, —Cp5 + 48 — a7 = 0, g2 — g6 — €93 = 0,
Co2 — C16 + C23 = 0, —Caq — Co6 + €32 = 0, =43 — ¢33 + 28 = 0, ¢80 — 77 + co7 = 0,
¢10 — C2 — €21 = 0,91 — 9o — 96 = 0, €102 — C104 — C74 = 0, —cg5 + g3 + 94 = 0,
—Cg4 + Cog + 84 = 0,5 — 100 — c10 = 0, —Cgo + Co2 + Co5 = 0, —C51 + g — €43 = 0,
—c18 + o3 + ca7 = 0, ¢59 — 2 — o5 = 0, Cg0 — Co2 + Ceg = 0, —Co + o5 — g4 = 0,
—Co1 + Cgg — Cgq4 — 0, —C11 + C3 + Cq0 — 0, —Cg + C13 -+ C37 — 0, —C22 + C16 + Cq8 — 0,
Co9g — Cr2 —Cr5 =0 .

(G.1)

Resolvendo o sistema, conseguimos obter 81 ¢;’s em termos de outros 24. Ou
seja, somente 81 das 105 equagoOes originais eram linearmente independentes. A solugao

encontrada vem dada a seguir:

C31 = C34 — C79 — Cy2 — C49, C100 = —C79 + C101,C39 = Cp2 + C41 — C45 + Ca4,
C38 = —C45 — Cg86 1 C104 1 C41, C103 = —C24 + C104, C7a = C79 + Cg4, C30 = C34 — C49 + C81 — C101,

€33 = C76 — C45 + C54 — Cgg + C34, C55 = C57 + Cg + Coa + Cr9 + C84, C71 = C79 + Cr2,

€99 = —C79 + C101 + Cpg + C24 — C104, C61 = Ca4 + Co2,

Cag = —Cg6 — Cr2 — C76 1 Coa + C20 — Cp2 1 C57 — C49, C0 = Cy6 T C2 1 Ce6 — Css + Co2 — Ces,
C19 = Cg6 — C96 — Cr2 — C76 + Coq + C20 1 C57 — C49, C29g = —Co2 + C76 — C45 — Ce6 1 C34,

C6 = —Cys — Ce2 — Ce6 + Cgs — Co2 + Ce8 — Cr2 — C76 + Cou + C14,

€43 = —Cr6 + Cg1 — Cs54 — Cs7 + Cgs — C101 T C4s5,

C5 = C14 — C79 + C101 + Ceg — C104 + C54 — C41 + C34 — C72 — C49 — Cgg — Cp2 — Cop
—Cg2 + C57 + Cg6 1 Co4,

Cs50 = —Cg1 + C54 + C57 — C88 — C104 + C101 1 Cosa + Csg,
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C10 = C14 + Ceg — C104 + C54 — C41 + C34 — C79 — C49 — Cgg — C2 — Cee — Co2 + Cs57 +
Cg6 1 Cod,

C26 = C76 — C45 — Cg6 + C34, Cag = C49 + Cr9 + Cr2 + C76 + Cos + Cs4,

Cog = —Cs7 + Cg8 + Cg1 — C101 — Cep + C34, Co9 = Cr2 + C76 — Co4, C89 = Cg2 + Cog + Cg4,
Co7 = —Cy9 + C34, C77 = C81 + Cgg + Cay + Cg8 + C84, C51 = C54 + C57 — Cs8 — Cg1 + C101,
C32 = —Cg6 1 C34, C59 = C2 + Ce6 — Cs8, C18 = —Cos — Cr2 — C76 1+ Coq + C20 — Ce2 — Co6 1 Css,

C58 = Coq + Co2 + Co + Co2 + Cos + Cs4, Ce7 = Cr9 + Cr2 + C76 + Co6 + Cs4,

C73 = C76 + Cgg + C84, Cg3 = Cgq + C79 + Cg4, C4 = C14 — C20,

C21 = C45 + Cg6 — C104 — C41 — Cgg — C72 — Cr6 + Coa + C20 — Cg2 + C57 — Cyg,
C50 = C101 F Ces + Caq — C104 + C54 + C57 + C86 + Coa + Cs4,

C53 = —Cr9 + C101 + Ce8 + C24 — C104 + Cs54, C75 = C76 — Co4,

C37 = —Cg¢ + C104 + C41 — C76 + C81 — C54 — C57 + Cg88 — C101, Ce5 = Co6 — (88,
C17 = Cg¢ — Cy9g — Cr2 — C76 + Coa + Coo + C57 — Cag — Cg2 — Ca1 + C45 — Ca4,

Cs56 = Cs7 — €88 — Cg1 + C101, C87 = Cg88 1 Ca4 + Cgg + Cg4, Cg3 = Cg6 — C104,

C9g = —C79 + C101 + C24 — C104, C102 = C104 + C79 + C84, Co7 = C101 + Co8 + C24 + Csq,
Crg = C81 — C101, C85 = Co4 + Cg6 — C104, C11 = —Cy6 — C62 — Co6 + Cgs — Co2 1 Ces + Cia,
C16 = —Cg96 — C72 — C76 + Cgq + C20 + Cs7 — C49, Coa = —Cgg — C72 — C76 1 Cyq =+ Cao,

Co5 = C34 + C76 1 Co6 1 Cs4, C4 = Ceg + C84, C44 = —C76 + C45,

C42 = C45 T Cgp 1 Co2 1 Cos + Cg4, C4g = —Cp7 + C49,

C35 = C41 + Caq + C2 + Cop 1 Co2 + Co6 + Cs4, Cs2 = Cg6 + Cgq 1 Cr9 + Cs4, Coo = Co2 — Cés,
C40 = C81 — Cp4 — C57 + C88 + C104 — C101 — Cy4 — Cg6 + C41,

C36 = C41 — C45,Co1 = Cyg + Cg2 — Cg8, C15 = C20 1+ C57 + Cge + Coga + Cr9 + Cs4,

C12 = C14 — Co0 + €34 — C45 + C54 — Cg6 + C76 — Co2 + C101 — C104 + C24 + Cos — Cr9,

C9 = C14 — C20 — C79 + C101 + Ces 1 Caq — C104 + C54,C8 = —Coy2 + Cgg + C14 — Co0,

€1 = C14 + C101 1 C68 — C104 + C54 + C57 1 Cg6 + Coa + C24 + Cs4,

C7 = C14 + C101 + Ce8 — C104 + C54 — C41 — Cyg — Ce2 — Ce6 — Co2 + Cs7 + Cgp 1 Co4,
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C13 = —Cg6 — Ce2 — Ce6 — Co2 + Ceg — C72 + Coa + C14 + Cg6 — C104 — C41 — Cg1 + C54 +
Cs7 + Cio1,

C3 = C14 + C101 + Ces — C104 + C54 — C41 — Cy6 — Co2 — Co6 — Co2 + Cs57 + Cs6 + Coa — Cs1,
Co = —Cg2 + Ceg + C14 — Cop + C76 — C45 + C54 — Co6 + C34, C95 = Cyp + Cs4,

Cg0 = Csg T C81 — €101, C105 = C24 + Ceg + C84, C70 = Cop 1 Cr2 + C76 — Cod,

€47 = —Cg6 + Cgg — Cs57 1 C49, Co3 = Cg6 + Co2 + Cogg + Cs4

(G.2)

Essa solucao deve, assumindo vélida a dualidade cor-cinematica, ser estendida

para os respectivos n;’s.



Apéndice H

Relacoes de monodromia para as
amplitudes de glions na teoria de

cordas

Para encontrar as relagbes de monodromia da segao 5.2, foi considerada a ex-
pressao da subamplitude entre taquions. Vejamos, que mudancas ocorreriam se, ao invés
de taquions, considerdssemos glions.

Lembremos que, segundo (5.1), a expressao para a amplitude entre cordas vem

dada pela férmula abaixo:

N N
AL, .. ,N)=C 6(ky + ko + ... + kN)/dej [ |z — %% x
j=1 i>j
20/ - G 20'k; - G }
X eXp —_— - —= (H.1)
{Z (2 — x;)? Z (i — ;) J . .
i>] i#j linear em ¢!

No caso de glions, vemos pela formula acima que a expressao da subamplitude

ganharia mais um fator multiplicativo da forma

20/ - ¢ 2k - ¢ }
5 206G 20k (H2)
{Z(%’—xi)Q Z(xl_%) i "
ey i#j linear em ¢
1o 20k; - C;
= exp{z[ = Cj? o CJ]} -
oy (zi — x5) (z; — ) linear em ¢*

Ao expandirmos a exponencial para ficarmos apenas com os termos lineares em

cada ¢!, teremos termos do tipo (x;—x;)™%, onde n;; ¢ um inteiro negativo. Notemos ainda
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2()//4}1"/{:]‘

que, na férmula (H.1), hd também o fator (z; — z;) multiplicando a exponencial.

Ficamos, portanto, com a dependéncia em x dada pelo seguinte termo:
/o Lo .
(l'i - (Ej)Zoz ki-kj+ni; (H4)
Reescrevamos o termo anterior de uma forma mais conveniente:

e(?o/ki-kj+n¢j)IOg(Ii*Ij) (H5)

Lembremos que, no procedimento utilizado para se chegar as relagoes de mono-
dromia, precisavamos escolher uma varidavel como a de integracao. Aqui vamos supor
que a varfavel de integracao seja x;. Além disso, em um certo momento, foi necessario
tomarmos o limite z; — x; + i€, onde ¢ — 0. Devemos fazer isso aqui também. Portanto,

(H.5) pode ser reescrito comor:
e(zo‘/k"'kﬁ”"j)log(zi”“m, onde ¢ — 0 (H.6)
Ou ainda,
exp{(Zo/ki - kj + ny;) |log(z; — ;) + i arctan J:z%xj }, onde e -0  (H.7)

Ao efetuarmos o limite ¢ — 0, precisamos avaliar a funcao arcotangente e obtemos

que:

i tan — =0 se x; > T, H.8
i) arctan - e j (H.8)

ii) arctan ——— =1 sex; <. (H.9)
Ty — Ty

Nos primeiro e segundo casos acima, o termo exponencial em (H.7) ficard, res-

pectivamente, na forma:

1) exp{(Qo/k‘Z- . k/’j + nij) 10g($i — IJ)} = (.’L‘Z' - %’j)Za,ki.ijrnij s se xr; > Zj (HlO)

ii) eXp{(Qo/ki - kj + nij)log(x; — ;) + m]} (g — )2 Rk g Ga ki )i
= (=1)"(x; — l,j)?a'kqj'kj+n7;j :
se x; < x;

(H.11)
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Notemos, portanto, que hd um fator (—1)"4 de diferenga entre os dois casos. Isso
nao ocorria no caso dos taquions. Analisemos, entdo, a estrutura da expressao completa
da amplitude para concluirmos quais as implicancias que esse fator tera sobre as relagoes
de monodromia. Para isso, vejamos quais serao os tipos de poténcias de (x; — ;) que
aparecerao ao expandirmos a exponencial em (H.3), ou seja, quais os valores que n;;
podera assumir.

Vamos denotar a expansao da exponencial pela expressao abaixo:
E=1+FE +Ey+E;s+E;+ ... (H.12)

onde

! oG-¢G 20k -G
P (o el 19

! Ti — Tj
i#£j ( 1 ])
Como estamos interessados apenas nos termos que sejam lineares em cada (;, ou

seja, que contenham apenas as N polarizagoes distintas, nao é dificil se convencer que sé

teremos contribuigoes a partir do termo F v se N for par e a partir do Ey se N for impar.

Vejamos com mais detalhes esses dois casos:

— N par

Neste caso, as contribuigoes relevantes virao de dois tipos de termos:

e 12 Tipo
N N
'Gi - ¢ 20k - ¢ 1) 2 . i Gj)?
{Z [ GG 5 — o'k CJ] } 2 = contribui com termos da forma: @79)2]\,
i#£j (xl - 'Ij) (xl - xj) (.IZ — LL'j)
(H.14)
e 22 Tipo
{Z{ GG 20k cj] }N
— (i~ (2~ 1)
contribui com termos das formas:
k) (H.15)



131

{_((Cz‘ : kj))}Nl {( (G - Cj)z]NQ (H.16)

xXr; — .Tj xXr; — iL’j)

onde N e N> devem satisfazer que

Ny +2N; =N (H.17)

Da igualdade anterior, podemos concluir que N; + 2N, é par, uma vez que estamos
considerando N par. Além disso, N; também deve ser par, por consisténcia.

Assim, podemos afirmar que todas as poténcias de (z; —x;) nos termos em (H.14),
(H.15) e (H.16) sao pares. Portanto, para N par, n;; também é par. E ainda, nao aparecerd
nenhum sinal negativo global.

Desta forma, para o caso em que N é par, as expressoes em (H.10) e (H.11) se
tornam equivalentes e, portanto, chegariamos as mesmas relacoes de monodromia que as

ja encontradas para taquions.

= N impar

Neste caso, as contribuicoes relevantes virao do termo seguinte:
]
7 L —2y)? (2 —ay)

contribui com termos das formas:

{M}N (H.18)

(i — ;)

{_ ((Ci : k’j))] " [( (G- ¢) 2] e (H.19)

Ty — Ty Tr; — {L'j)

onde N; e Ny devem satisfazer que

Ny 42N, =N (H.20)



132

Da igualdade anterior, podemos concluir que N; + 2N, é impar, uma vez que
estamos considerando N impar. Além disso, N; também deve ser impar, por consisténcia.

Assim, podemos afirmar que todas as poténcias de (z;—x;) nos termos em (H.18) e
(H.19) sao impares. Portanto, para N impar, n;; também é impar. No entanto, em ambos
os termos, ha ainda um sinal negativo global.

Desta forma, para o caso em que N é fmpar, as expressoes em (H.10) e (H.11)
que, em principio, iriam apresentar um sinal global de diferenga devido ao fator (—1)",
passam a ser equivalentes devido ao sinal negativo que também aparece em (H.18) e
(H.19). Portanto, também para N impar, as relacoes de monodromia para N glions

seriam as mesmas que as obtidas para N taquions.
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