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“Podemos facilmente perdoar uma crianca que tem medo do escuro; a real tragédia da
vida é quando os homens tém medo da luz."

Platao.



Resumo

O objetivo desta dissertacao é apresentar um estudo do 16° Problema de Hilbert enfa-
tizando o caso algébrico. Iniciamos com a teoria geral. Estudaremos os ciclos limites
algébricos e nao algébricos, posteriormente estudaremos a realizacao de uma configuracao
de ciclos limites e finalizamos com o estudo de uma prova para o 16° Problema de Hilbert

para ciclos limites algébricos que estao contidos em curvas algébricas invariantes genéricas.

Palavras—chave: 16° Problema de Hilbert, ciclo limite algébrico, curva algébrica invari-

ante genérica.



Abstract

The objective of this dissertation is to present a study of the 16th Hilbert Problem empha-
sizing the algebraic case. We begin with the general theory. We will study the algebraic
and not algebraic limit cycles, later we will focus on the study of a realization of a confi-
guration of limit cycles. Finally, we give a proof of the 16th Hilbert Problem for algebraic

limit cycles that are contained in generic invariant algebraic curves.

Keywords: 16th Hilbert Problem, algebraic limit cycle, generic invariant algebraic curve.
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Capitulo 1

Introducao

Considere a equacao diferencial no plano

W play), W= Qa,y), (1.1)

dat dt
onde P e () sao polindmios nas variaveis x e y.

O grau do sistema (1.1) é o maximo entre os graus dos polinomios P e @), ou seja, se
d; = grau(P) e dy = grau(Q), entao o grau do sistema (1.1) é igual ao maximo entre d; e
ds.

Em Paris, no ano de 1900, Hilbert [10] no Segundo Congresso Internacional de matemati-
cos propos uma lista de 23 problemas relevantes para serem resolvidos. Na segunda parte
do 16° problema da lista proposta por Hilbert ele pergunta sobre o niimero maximo e a
posicao relativa dos ciclos limites do sistema (1.1). Se o grau do sistema (1.1) é 1, ou seja,
(1.1) é um sistema linear, entdo ele nao tem ciclo limite. Este tem sido um dos principais
problemas na teoria qualitativa das equacoes diferenciais planares no século XX. Neste
trabalho enfatizaremos a versao algébrica deste problema.

Em [14], J. Llibre, R. Ramirez e N. Sadovskaia perguntam: E 1+ (n — 1)(n —2)/2 o
niimero maximo de ciclos limites algébricos que um campo vetorial polinomial de grau n
pode ter?

A nocao de ciclo limite apareceu nos anos 1891 e 1897 nos trabalhos do Poincaré [18].

Em 1986, Bamon [1]| demonstrou para o caso de campos de vetores quadraticos, que o
sistema (1.1) tem finitos ciclos limites. Em 1991, (e 1992), Ilyashenko [11], (e Ecalle [8])

mostraram em trabalhos independentes que qualquer campo vetorial polinomial tem uma



quantidade finita de ciclos limites, mas nao provam a existéncia de um limitante supe-
rior uniforme. Esse problema permanece aberto até para o campo de vetores polinomial
quadratico. Esses resultados (Bamon, e principalmente Ilyashenko e Ecalle) tem sido os
principais resultados nessa area.

A dissertacao esta disposta da seguinte forma:

No Capitulo 2 serd feita uma abordagem geral da teoria fundamental utilizada na
dissertacao e sera baseada em [7] e [15].

Neste trabalho enfatizaremos o caso algébrico, porém no Capitulo 3 trataremos os
ciclos limites nao algébricos. K. Odani em [16] foi o primeiro a mostrar que o ciclo limite
da equacao de van der Pol é nao algébrico, no entanto a expressao do ciclo limite nao é
dada explicitamente. Este assunto sera tratado na Secao 3.1. J. Llibre e R. Benterki em |2]
exibem um sistema diferencial polinomial de grau trés com um ciclo limite nao algébrico
explicito. Este assunto sera tratado na Secao 3.4.

Sera estudado no Capitulo 4 uma espécie de reciproca do 16° Problema de Hilbert,
isto é, dado um conjunto finito de curvas de Jordan disjuntas no plano é possivel exibir
um sistema diferencial polinomial tendo essas curvas como ciclos limites. Dois teoremas
(Teorema 4.1.2 e Teorema 4.2.1) exibem campos vetoriais polinomiais realizando a confi-
guracao de ciclos limites dada a menos de um homeomorfismo. Esses resultados estao em
[13] e |17], respectivamente.

Em [14], J. Llibre, R. Ramirez e N. Sadovskaia provam que para um campo vetorial
polinomial planar de grau n > 2 com curvas algébricas invariantes genéricas o nimero
maximo de ciclos limites algébricos é 14 (n — 1)(n —2)/2, quando n é par, e (n — 1)(n —
2)/2, quando n é impar e que, além disso, esses limitantes superiores sao alcangados, ou
seja, resolvem o 16° Problema de Hilbert para a classe das curvas algébricas invariantes
genéricas. Este assunto sera tratado no Capitulo 5.

Por fim, teremos uma conclusao, onde iremos sugerir alguns trabalhos a serem feitos

nessa area que estudamos.



Capitulo 2

Definicoes e resultados preliminares

Neste capitulo enunciaremos as defini¢oes mais utilizadas em nosso texto, tais como ciclos
limites algébricos, configuragoes de ciclos limites, etc. Apresentaremos alguns resultados
relevantes para nosso trabalho. Convencionaremos que funcoes aplicadas em letras maits-
culas denotara funcgoes aplicadas em vetores e funcoes aplicadas em letras mintsculas
denotara fungoes aplicadas em nimeros reais. Este capitulo sera baseado em [7] e [15].

Considere o sistema diferencial

&= Plz,y), y=0Q(zy), (2.1)
onde P e () sao polinémios reais de graus m e n, respectivamente nas variaveis x e y, &
e 1y denotam derivadas com respeito a variavel independente ¢; 2’ e 3/ também denotarao

derivadas com respeito a variavel independente .

Definigao 2.0.1. O grau do sistema (2.1) € o mdzimo entre os graus dos polinémios P e

Q, ou seja, € o mdzimo entre os valores m e n.
Exemplo 2.0.1. Considere o sistema
i=Plry)=2"+y", §=Qx,y)=y"
O grau deste sistema € o mdximo entre o graus dos polinomios P e @), logo € 5.

Definicao 2.0.2. Um campo de vetores de classe C", r > 1 em R™ é uma aplicacao

x:UCR" = R" ondeU € aberto em R™.
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Figura 2.1: Trajetorias do campo .

Ao campo vetorial y esta associado a equagao diferencial autonoma X' = y(X), onde

dX
X' ==
di

e reciprocamente, a equacao diferencial autonoma esta associado o campo de vetores Y,
onde X € U e U é aberto em R"™. As solugoes desta equacao, isto é, as aplicacoes

diferenciaveis ¢ : I — U (I intervalo da reta) tais que

#0) = (1) = x(e(1)

para todo t € I, sao chamadas trajetérias ou curvas integrais de x. Veja Figura 2.1.

Definicao 2.0.3. Seja x : U C R" — R" wum campo de vetores em R™, onde U € um
aberto em R™ e Xg € U, Xy € dito ponto singular ou ponto de equilibrio do campo x se

X(Xo) =0 e Xy € dito ponto regular de x se x(Xo) # 0.

Definicao 2.0.4. Um ponto singular Xy de um campo vetorial x : U C R — R", de
classe C", r > 1, chama-se hiperbolico se todos os autovalores da matriz jacobiana de x

em Xo, Dx(Xo), tem partes reais diferente de zero.

O préximo teorema garantird que o comportamento numa vizinhanca de um ponto

singular hiperbolico é sempre modelado pelo comportamento da parte linear.

Teorema 2.0.1 (Hartman-Grobman). Sejam x : U — R"™ um campo vetorial de classe
C"' no aberto U C R™ e Xy um ponto singular hiperbdlico. Entao existem vizinhancas V

de Xo em UeW de 0 em R™ tais que x|y € topologicamente conjugado a Dx(Xo)w.



A demonstracao deste teorema, assim como a teoria para entendé-lo, podem ser en-

contrados em [20], pagina 294.

Definigao 2.0.5. Se a solug¢io X (t) = (u(t),v(t)) do sistema (2.1) é uma func¢do periddica
nao constante de t, ela € dita periodica. O lugar geométrico desta solugao em U é uma

trajetoria fechada do sistema.

Definigao 2.0.6. Seja U um subconjunto aberto de R?* e x € CH(U) um campo de vetores.
Para Xy € U, considere a solu¢ao ¢(t, Xo) de um problema de valor inicial (PVI) definido
sobre seu intervalo mazximal de existéncia I. Entao a aplicacio ¢ : A C Rx U — U €

chamada de fluxo da equagao diferencial ou fluro gerado pelo campo de vetores .

Exemplo 2.0.2. O sistema linear

tem fluxo dado por

¢ : R x R? » R?
o(t, (x,y)) = (ze™,ye™).

Defini¢ao 2.0.7. Um ciclo limite do sistema (2.1) € uma solugao periddica isolada do
conjunto de todas as orbitas periddicas do sistema (2.1), mais precisamente, v € um ciclo
limite quando existe uma vizinhanca V de v tal que, em V, v € a unica orbita periddica
do sistema (2.1). Se um ciclo limite estd contida em uma curva algébrica do plano, entdao

ele € algébrico, caso contrdrio € chamado nao algébrico.
Exemplo 2.0.3. Considere o campo
X(z,y) = (—y —a(=1+ 2% + %), 2 —y(=1 +2° + 7). (2:2)
Fazendo a mudanga de coordenadas polares x = rcosf e y = rsen 6, obtemos que
x=rcost =2’ =1 cos —rfsen 0,

y =rsen = y = r'sen 0 + r6’ cosf.

Mas,

/

' =—y—ax(-1+2>+y*) = —rsen § — rcosO(—1+r?),



v =z —y(—1+2°+y*) =rcosf —rsen O(—1 4 r?),

e assim, temos

—rsen  —rcosf(—1+1r%) =1"cosd — rfsen 0,
rcos —rsen O(—1 +12) = r'sen 6 + 760 cos 6.
Multiplicando
(—rsen @ —rcos(—1 +1*) =1"cos — rf'sen §) por cosf e
(rcosf —rsen O(—1+1%) = r'sen 0 +r6 cos) por senf
e em sequida somando as duas equacoes obtidas, temos
7= —r(=141?).
Agora multiplicando a equacgao
(—rsen @ —rcosO(—1 +1*) =1 cosf — r@'sen §) por —senf e
(rcosf — rsen O(—1 +1?) = r'sen 0 +rf cosf) por cosd
e em sequida somando as duas equacoes obtidas, temos
0 =1.
e 0/ =1>0, portanto, a componente angular é crescente.

o ' = —r(—=1+1r?), portanto, a componente radial é crescente para 0 < r < 1 e
decrescente para r > 1. Ser =1, temos v’ = 0, e portanto, descrevemos um circulo

C de raio 1, ja que a componente radial é constante.

O retrato de fase € descrito na Figura 2.2.

Definicao 2.0.8. Considere o caso planar. Dizemos que um ciclo limite v € um ciclo
limite estdvel se ezistir um aberto Uy C U tal que v C Uy e w(X) = para cada X € Up.
v € um ciclo limite instdvel se ezistir um aberto Uy C U tal que v C Uy e a(X) = v
para cada X € Uy. v € um ciclo limite semi-estdvel se existir um aberto Uy C U tal que
v C Uy ew(X) =7 para cada X € Uy Nexty e a(X) = v, para cada X € Uy Ninty ou
entao w(X) = 7, para cada X € Uy Ninty e a(X) = v, para cada X € Uy N exty, onde

aew sao conjuntos limites.



Figura 2.2: Esbogo do retrato de fase do sistema associado ao campo (2.2).

Observacao 2.0.1. O ciclo limite v € dito estdavel quando para todo Xy € Uy tivermos

lim d(é(t, Xo),7) = 0.

t—-+o0

v serd instavel quando para todo Xy € Uy tivermos

lim d(¢(t, Xg),v) = 0.

t——o0

Finalmente v serd semi-estavel quando para todo Xy € Uy Nexty tiwermos

lim d(¢(t, Xo),7) =0

t——+o00

e para todo Xy € Uy Ninty tivermos

lim d(¢(t, Xo),7) =0,

t——o0

ou para todo Xg € Uy Ninty tivermos

lim d(¢(t, Xo),7) =0

t——+o0

e para todo Xy € Uy Nexty tivermos

lim d(¢(t, Xy),v) = 0.

t——o0

Note que no Exemplo 2.0.3 o ciclo limite é estavel.



Definicao 2.0.9. Sejam x um campo de vetores C definido em um aberto U de R? e
H:U — R, CYU) nao constante. Dizemos que H é uma integral primeira de x em U

se H permanece constante ao longo das trajetorias de x contidas em U.

Definicao 2.0.10. Sejam U um subconjunto aberto do R? ¢ H : U — R uma aplicacio de

classe C?. Um sistema da forma

, OH ,  OH

_8—3/’ Y = T (z,y) €U

T

é chamado um sistema Hamiltoniano.

Exemplo 2.0.4. Considere o sistema

/

=y, v =—ku.

Tomemos

1
H(z,y) = §(y2 + ka?).

Seque que
OH oH
5 By =kt e a—y(af,y) =Y.

Logo, o sistema acima pode ser reescrito da sequinte forma

, 0H , OH

"= Ve

ou seja, ¢ Hamiltoniano.

Definicao 2.0.11. Um difeomorfismo h : E — E, onde E € um subconjunto aberto do R"™,
preserva volume quando, para qualquer aberto limitado Ey C E, os conjuntos h(E;) e E;

tem o mesmo volume.
O proximo resultado pode ser encontrado em |6], p. 266.

Teorema 2.0.2. Um difeomorfismo h : E — E de classe C* de um aberto E C R"
preserva volume se, e somente se, o determinante jacobiano de h tem valor absoluto cons-

tante e igual a 1, ou seja se, e somente se,
| det(Dh(X,))| = 1.

para qualquer Xy € E.



Demonstragao: Usaremos vol para indicar volume, por exemplo: vol U = volume de
U.

A demonstracao segue da defini¢ao de volume em R"™ e do teorema de mudanca de variaveis
em integrais multiplas para abertos limitados U C E e difeomorfismos h : £ — E de classe

C'. Vale

volU:/dX:/ | det(Dh(X))|dX
U h=1(U)

e, portanto, em particular,

vol h(U) = /h " dX = /U | det(Dh(X))|dX

(note que escrevemos as integrais multiplas em conjuntos do R” com um sinal de integracao
s6 e com dX em vez do costumeiro dx;...dx, do calculo, mas isso nao deve causar confusao
com as integrais em uma variavel).

Se |det(Dh(Xy))| = 1 para qualquer Xy € E, entdao temos
vol (U) = / | det(Dh(X))|dX = / dX = vol U,
U U

ou seja, h preserva volume. Reciprocamente, supondo que |det(Dh(X))| ndo é cons-
tante igual a 1 em FE, por exemplo |det(Dh(Yp))| > 1 para algum ponto Yy € E, pela
continuidade de det(Dh(X)), obtemos a > 1 e um aberto limitado U C E tal que
| det(Dh(Y))| > a > 1 para cada Y € U e, portanto,

vol h(U) > / a.dX =a.vol U > vol U,
U

ou seja, h nao preserva volume.
|
Agora, considere y : R® — R"™ um campo de vetores polinomial cujo fluxo ¢, : £ — F

esta definido para todo t real.

Definicao 2.0.12. Dizemos que o fluzo do campo x preserva volume A se

A(¢(Er)) = A(En),

para cada Ey C E de volume finito e para cada t € R.
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Seja x : U C R* — R", U aberto em R",

X(T1, T, ooy n) = (fr(T1, oy Tn), fo(T1, oo )y ooy fr(@1, ooy )

um campo vetorial C*(U). Recorde que a divergéncia (denotado por div) do campo x no

ponto X € U é o traco (tr) da matriz jacobiana de x aplicado em X, ou seja,

_9h Ofn
= o .

divy(X) = trDx(X) (X) + (X).

O teorema a seguir (Teorema de Liouville) garante que a divergéncia de um campo
determina a taxa de variacao do volume pela acao do fluxo do campo. Para mais detalhes

veja |6], p. 267.

Teorema 2.0.3 (Teorema de Liouville). Se um campo de classe C' tem divergéncia

nula, entao seu fluro preserva volume.

Demonstragao: Pela formula de Liouville,

der(Do,(0) = exp ([ t A6 (X)) (X))

Como div y = 0, temos

Ao = [

det(Dpy(X))dX = [ exp (/t ter(ng(X))(X)ds) dX = / dX = A(Ey).
By Ey 0 Ey
Portanto, o fluxo preserva volume.
|

O Teorema de Liouville assegura que o volume de ¢;(F;) é constante em ¢, de modo
que nao é possivel que todas estas trajetorias se afastem umas das outras, pois, isto
causaria uma expansao do volume de E7: se existir uma direcao em que as trajetorias se
afastem umas das outras, deveria também existir uma outra direcao em que as trajetorias

se aproximam umas das outras.

O proximo resultado garante que o fluxo de campos Hamiltonianos preserva volume.
Proposicao 2.0.1. O fluxo de um campo Hamiltoniano preserva volume.

Demonstragao: Consideremos um sistema Hamiltoniano y, ou seja,

, 0H , 0H

= 8—?/7 Y = T (z,y) € U.

T
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Pelo Teorema de Liouville, basta mostrarmos que div y = 0. Note que, de H ser de classe

C?, segue
o (om\_ o _ o _ o (on
oxr \ oy ) 0x0y 0oydr Oy \ ox )’
portanto,
. 0 (0H 0 OH
leX = tl"DX = % (8—’3/) -+ 8_’3/ <—%) = 0.

Logo, todo campo Hamiltoniano tem divergéncia nula, o que implica que o fluxo do campo
X preserva volume.

Definigao 2.0.13. Seja x um campo de vetores como no sistema (2.1), C* definido em

um aberto U de R%. Entdo, x € exato em U se

or _ _oQ
or Oy

para todo (z,y) € U. Além disso, se U é simplesmente conexo, entao existe uma fung¢ao

H : U — R satisfazendo:

OH OH
Y= ““a

Portanto, a fun¢ao H é a Hamiltoniana do campo de vetores Hamiltoniano x.
Definicao 2.0.14. Sejam x um campo vetorial definido em um aberto U eV : U — R

uma funcdao de classe C'. Definimos a derivada de V na direcio do campo x no ponto

X e U, denotado por xV, por

V= VV(X) - x(X).

Proposicao 2.0.2. Se um sistema é Hamiltoniano, entao a aplicacao H € uma integral
primeira do sistema Hamiltoniano, ou seja, H(x,y) permanece constante ao longo das

trajetorias do sistema.

Demonstracao: Observe que

g Hde OHdy OHOH OH (<OHY
COxdt Oydt Or oy Oy \ oxr )

Portanto, H é constante ao longo das solucoes.



12

Defini¢ao 2.0.15. Uma funcio R : U — R, CY(U), U C R? é um fator integrante do
campo de vetores x = (P, Q), quando
O(RP) _ I(RQ)

or dy

Uma funcio V : U — R, CY(U) é um fator integrante inverso do campo de vetores x

quando satisfaz a equacao

av ov (0P 0Q
(aﬁa_y)v

Q—_
dy
em U.

Proposigao 2.0.3. Se V' € um fator integrante inverso do sistema (2.1), entao o sistema

associado ao campo
1
—(P
~(P,Q)

¢ Hamiltoniano.

Demonstragao: Como V é um fator integrante inverso do sistema (2.1), V' é solugao

da equacao diferencial parcial linear

JRa% av_(ap e)

8a:+ a—y %—l-a—y)v, (l’,y)EU.

Tomemos
1
H(z,y) = /Vde—i-c,
onde ¢ é uma constante. Dai,
OH 0 (1 1 0V 1 0P 1 av 0P
P ax( P)dy /(‘W%“m—x)dy—/—w (P%—a—xv)@

De V ser um fator integrante inverso

oV 0P 0Q ov
P%—%V 0yV_Q8—y’
assim,
oH 1 [oV oP B 1 [/0Q ov B
or V2<8xP v@x)dy_/ 2( yv Qay)dy_

B 1oV . 10Q o ( 1 1
- [(wae-va)w=[ 5 (-ve)w-—e
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Ay

Figura 2.3: Configuragao de ciclos C' = {C1,C,C3} do Exemplo 2.0.5.

Por outro lado, temos

oOH 0 1 1
2 (=Zp)ay=—P
oy~ ] 9y (v )dy v

Por fim, como H & de classe C?, o sistema associado ao campo

1

¢ Hamiltoniano.

Definigao 2.0.16. Uma configuragao de ciclos ¢ um conjunto finito C' = {C4,...,C,}

de curvas simples, fechadas e disjuntas do plano.

Definig¢ao 2.0.17. Dada uma configuracao de ciclos C = {C4,...,Cy,}, a curva C; € dita

primaria se nao eziste uma curva C; € C' no interior da regiao limitada por C;.

Exemplo 2.0.5. Considere C = {Cy,Cs, Cs}, onde

1
e Cy=(r—1)+y*—=.

1
C’lz(x+1)2+y2—1, 02:(:5+1)2+y2—— 5

2

As curvas Cy e C3 sao primdrias, visto que nao existe uma curva C; € C, no interior da

regiao limitada por Cy e C3. Veja Figura 2.3.

Definigao 2.0.18. Duas configuragoes de ciclos C = {Cy,...,C,} e C"={C1,...,C! } sao

(topologicamente) equivalentes se existe um homeomorfismo h : R? — R? tal que

(0= ()
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Proposicao 2.0.4. Sejam C = {C4,...,C,,} e C"' ={C1,...,Cl.} duas configuragoes equi-

valentes de ciclos, entao n = m.

Demonstracao: Sejam C = {C},...,C,,} e C' = {C],...,C! } duas configura¢oes equi-
valentes de ciclos e suponha que m # n, ou seja, m < n ou m > n. Faremos o caso
m > n, o outro caso é analogo. Como cada C;, 1 <i < n, é compacto e conexo e h é um

homeomorfismo, temos que h(C), ..., h(C,) é compacto e conexo e como

(0= ()

segue que o numero de curvas no dominio deve ser igual ao nimero de curvas no con-
tradominio, o que é uma contradi¢ao com nossa hipotese.

Definicao 2.0.19. Dizemos que uma equacao diferencial polinomial realiza a configuracao

de ciclos C' se o conjunto de todos ciclos de x € equivalente a C.



Capitulo 3

Sistemas de equacoes diferenciais com

ciclos limites nao algébricos

Neste capitulo trataremos os ciclos limites nao algébricos. Na primeira secao mostraremos
que o ciclo limite da equagao de van der Pol é nao algébrico e nao explicito. Na verdade o
resultado que serd mostrado na primeira secao é mais amplo. Na Secao 3.4 exibiremos um
sistema diferencial polinomial de grau trés com ciclo limite nao algébrico explicito. Tal
ciclo limite serd também estével e hiperbodlico e ilustraremos seu retrato de fase no disco
de Poincaré. As secoes 3.2 e 3.3 (Aplicacdo de Poincaré e Compactificagdo de Poincaré)
serao uteis para entendermos melhor ciclo limite hiperbolico, estabilidade de ciclos limites
e compactificacao de Poincaré. Com a compactificacao de Poincaré é possivel fazer um
estudo das oOrbitas de um campo polinomial no infinito e com a aplicagao de Poincaré
podemos estudar a estabilidade de ciclos limites. A Se¢do 3.1 é baseada em [16] e a Se¢ao

3.4 & baseada em |2|.

3.1 O ciclo limite da equacao de van der Pol é nao al-
gébrico

Nesta secao mostraremos que as curvas solucoes de sistemas de Liénard satisfazendo algu-
mas exigéncias, que serao especificadas, sao nao algébricas. Como corolério desse teorema

seguird que o sistema de van der Pol nao tem solugoes algébricas, em particular, o ciclo

15
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limite da equacao de van der Pol é nao algébrico. f, e f, denotard derivada com respeito

a variavel subscrita. Nesta secao apenas teremos como variaveis x e y.

Teorema 3.1.1. Se um sistema polinomial de Liénard

=y, y=—f(2)y—glx) (3.1)
satisfaz:
(i) f,9#0,
(i) grau(f)> grau(g),
(111) g/ f # constante,
entao, o sistema 3.1 nao tem curvas solucoes algébricas.
O lema a seguir serd essencial para a prova do Teorema 3.1.1.

Lema 3.1.1. Se a curva solugao do sistema polinomial

= P(z,y), v=0Q(y), (3.2)

estd contida em uma curva algébrica irredutivel ® = 0, entao existe um polinomio h(x,y)

satisfazendo
Pz, y)®.(2,y) + Qz,y) Py (. y) = h(z,y)®(z, y). (3.3)
Reciprocamente, se a equagao (3.3) € satisfeita, entao a curva algébrica ® = 0 € uma curva

invariante do sistema (3.2).

Demonstracao:  Diferenciando a equacao ® = 0, temos ®,& + ¢,y = 0, ou seja, o
lado esquerdo da equagao (3.3) é identicamente nulo. Isto implica que o produto interno
(®,,D,).(%,y) é identicamente nulo, e portanto, (®,,®P,) é ortogonal a (&,y) em todo
ponto. Logo o lado esquerdo tem ® como fator comum pelo Teorema I11.3.1 de [23], isso
prova a primeira parte do lema.

A reciproca pode ser feita de maneira anéaloga.

A seguir faremos a prova do Teorema 3.1.1.
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Demonstragdo:  Assumamos que uma curva solugio do sistema (3.1) esta contida em

uma curva algébrica irredutivel ® = 0, entao usando o Lema 3.1.1 obtemos

h(z,y)®(z,y) — yPo(z,y) + yf(2) Py (2, y) + g(2)Py(2,y) = 0. (3.4)

Reescreveremos ®(x,y) e h(z,y) da seguinte forma:

k
O(z,y) = > @;(x)y’, onde () # 0,
Jl—O |
h(z,y) = ) _hj(x)y’,
j=0

M = grau(f) e N = grau(g).

Reescrevendo agora a equagao (3.4) e colocando o termo y*, 0 < ¢ < k + [, em evidéncia

conseguimos

0 = 3°[@o(w)ho(x) + g(x)P1(2)] + ylho(2)P1(2) + hu(2)Po(2) — Ph(2) + 2g(2) P2(x))]

o YO () s () + () ()] + [ () ()]

Como ®p(z) # 0, temos que hy(z) = 0. Continuando analisando os termos de y**/,

2 < j <, vemos que

Analisando agora o termo de y**!, temos

Como hy(x) é um polindémio conseguimos que hy(z) = 0 e ®j(x) = 0, o que implica
®,(x) = constante. Assim, obtemos que h(x,y) = ho(x).
A partir de agora omitiremos a variavel z nas fun¢oes. Comparando os termos de 37,
temos

—®,_ +ho®; + P+ (j 4+ 1)gPjp1 = 0. (3.5)
Sejam m o grau maximo dos polinomios ®; e n o sufixo tal que grau(®,,) = m. Colocando

j = n na equacao (3.5), temos

[ho + nf]n = @,y — (n+ 1)gPnia. (3.6)
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Note que o lado direito da equagao (3.6) tem grau menor do que m + N. Como M > N,
o lado direito da equagao (3.6) tem grau menor do que m + M — 1. Assim, obtemos
grau(hg + nf) < M e, portanto, grau(hg + jf) = M, para j # n.

Colocando j = k na equacao (3.5), temos
k-1 = [ho + kf]®s.

Como @, é constante nao nulo, temos que grau(®j,_,) =grau([ho + kf]) = M. Portanto,

grau(®,_1) = M + 1. Colocando j = k — 1 na equagao (3.5), temos
@;_2 = [ho + (]f — 1)f]q)k_1 + ]{qu)k,

assim, grau(®)_,) =grau(lho + (k — 1) f]®x_1) = M + M + 1. Portanto, grau(®,_5)) =
2(M + 1). Repetindo esse processo, temos

grau(®y_;) =j(M+1), 0<j<k—n. (3.7)
Colocando j = k — n na equagao (3.7), temos
grau(®,,) = (k —n)(M + 1), portanto, m = r(M + 1), onde r = k — n.

Aplicando (3.7) com j =k — (n+ 1), temos que grau(®,,11) = m — M — 1. Assim, o grau
do lado direito de (3.6) é menor ou igual a m — 1. Portanto, hg = —nf.
Agora suporemos que ¢, = 1, ou seja, esteja normalizado em certo sentido.

Colocando j = k em (3.5), temos
Q) =[ho+ kf]Pr = [-nf + kf]® =rf.
De ®)_, =rf, temos, por integracao,
@, =rF + Ry, onde [’ = f.

Denotaremos 2; por um polinomio de grau até j.

Colocando j =k — 1 em (3.5), conseguimos
)y = [ho+ (k= 1)f]®s 1 + kg®y =r(r — 1)fF + (r — 1) fRo + kg,

onde integrando, temos

r(r—1
Dp_o = (2 )F2+RM+1-




Repetindo esse procedimento, temos

r!
JUr=mt

Oy = CF7 + Ryt 1 <j<r, Cj=
Colocando j = n em (3.5) e lembrando que hy = —nf, temos
® = (n+1)gPnis.
Usando (3.8) com j =k — (n+1) =r — 1, temos
P =[]+ Rr—2)(ar+1),

e, portanto,
O =r(n+1)gF"' + Ry _ao.

Por outro lado, colocando 7 =n — 1 em (3.5), conseguimos
cI>/n—2 = [ho + (TL - 1)f]q)n—1 +ng®P, = _.fq)n—l +ngPn,

o que implica que

Usando (3.8), temos ®,, = F" + R,,,_j/_1 € assim, conseguimos

ngF" + Ry — @),

q>n—1 - f )
logo
F'+ Ry—
o, — w

ja que o grau(®! _,) < m. Agora diferenciando, temos

f[ngFT + RM—l]/ — [ngFT + RM_l]f/
f? ’

/ J—
(I)n—l -

logo
2O, =nfgdFr +rngfPF"" —ng f'F" + Ry v

Usando (3.9) e (3.10), obtemos

nfg F" +rngf’F" ' —ngf'F" 4+ Ry = f2(r(n + 1)gF" ' 4+ Ro_ar—2),

19

(3.8)

(3.10)
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portanto,
rfPgF™ ™ + nF"[gf = f¢'] = Rgnr—o

Comparando os termos de maior grau conseguimos
r(M+1)4+n(M—N) =0,
como n(M — N) >0 e r(M + 1) = m é nao negativo, temos
r(M+1)=m=0.

Analise acima implica que ®;(z) = 0, para todo j = 1,..., k, portanto, ®(x,y) depende

apenas da variavel y, ou seja, ®(x,y) = ®(y). Afirmamos que ® pode ser escrito da forma
O(y) =y +C,

onde C' é uma constante, de fato, ® é irredutivel em uma s6 variavel sobre o corpo dos

reais, suponha que ® possa ser escrito na forma ay? + by + ¢, com a # 0, entdo

b? — 4dac < 0. (3.11)

Usando essa escrita de ® em (3.3), temos

2af = naf, (3.12)
fb+2ag = nfb, (3.13)
gb = nfec (3.14)

Portanto, de (3.12), temos n = 2, jA que a # 0 e f # 0. De (3.14), temos que se b = 0,
entdo ¢ = 0, mas isso é uma contradi¢ao com (3.11). Entao, b # 0 e ¢ # 0. De (3.13) e

(3.14), conseguimos, respectivamente,

LA
_2 g_ b )
portanto,
fb_ 2fc
2a b’

Logo, 4ac = b?. Isso implica que b*> —4ac = 0, que é uma contradigao com (3.11). Portanto

a = 0. Ou seja, ¢ é um polindomio de grau 1 da seguinte forma

O(y) =y+C.
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Usando (3.4), temos
9/f =¢,

0 que é uma contradi¢do com (ii7) do teorema.

Corolario 3.1.1. O sistema de van der Pol

b=y, y=-—p’-Ny—z, p#0,

nao tem curvas solucoes algébricas. Em particular, seu ciclo limite € nao algébrico.

3.2 Aplicacao de Poincaré

A transformacao de Poincaré associada a uma orbita fechada v de um campo vetorial é
um difeomorfismo 7 que descreve o comportamento do campo em uma vizinhanca de ~.

Sejam {@(t,p) : 0 <t < T} uma orbita periodica de periodo 7" de um campo x de
classe C", 7 > 1 ou r = w, definido no aberto U C R? e ) uma segao transversal a x em
p. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de x, para todo ponto ¢ € > proximo de p
a trajetoria o(t,p) permanece proxima a 7, com t em um intervalo compacto pré-fixado,
por exemplo, [0,27]. Define-se 7(q) como o primeiro ponto onde esta orbita intercepta
Y. Seja Y, o dominio de w. Naturalmente p € >, e 7(p) = p.

E possivel mostrar que 7 : > — > & um difeomorfismo de classe C”, r > 1 our = w,

sobre sua imagem » 5, = 7(>_,).

Observacao 3.2.1. Relacionaremos ciclos limites com a aplica¢ao de Poincaré: ~y serd

um ciclo limite de x passando por p se, e somente se, p € um ponto fixo isolado de .

Ainda,

1. v € estdvel se, e somente se, | m(x) — p |<| x — p |, para todo x # p suficientemente

prozimo de p.

2. v € instdvel se, e somente se, | w(x) —p |>| x —p |, para todo x # p suficientemente

prozimo de p.
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Figura 3.1: Grafico da transformagao de Poincaré em ciclos limites estéveis e instéaveis.

3. v € semi-estdvel se, e somente se, | m(x) —p |<| x —p |, para todo x € > Nexty
suficientemente prozimo de p e | w(x)—p |>| x—p |, para todo x € > Nint~y suficien-

temente prozimo de p, ou o contrdrio, (int denota interior e ext denota exterior).
Em particular, se x é analitico e 7(z) nao é a identidade, entao
m(x) =p+ap(zx —p)* + ..,

com ay, # 0.

Portanto, se k£ é impar, entao v é estavel se ap < 0 e instavel se ap > 0. Se k é par,
entdo v é semi-estavel. Se w(z) = x, isto é, todos 0s ay sdo zero, entao «y esta no interior
de um anel de 6rbitas periddicas de y.

No caso em que x é C!, se 7/(x) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio e
concluir que v é estavel. Por outro lado, v é instavel se 7/(x) > 1. As Figuras 3.1 e 3.2
ilustram as aplicacoes de Poincaré e seus graficos.

O resultado a seguir fornece a expressao de 7'(z).

Teorema 3.2.1. Sejam U um subconjunto aberto do R? e x = (P, Q) € CY(U) um campo
de vetores. Sejam v wma orbita periodica do sistema diferencial correspondente de periodo

Tem:Y o=, aaplicagio de Poincaré em uma segao transversal ) em x € . Entdo

'(x) = exp ( /0 ' dz’vx(v(t))dt) .

Em particular, se

/OT divx(y(t))dt < 0,
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Figura 3.2: Gréfico da transformagao de Poincaré em ciclos limites semi-estaveis.

entao, v € um ciclo limite estavel e se

/OT divx(y(t))dt > 0,

entao, v € um ciclo limite instavel. No caso do valor da integral ser zero, podemos ter um

ciclo limite estdvel, instdvel ou semi-estdvel, ou pertencer a um anel de ciclos.

A demonstragao deste teorema nao sera feita aqui, mas pode ser encontrada em [21],

pagina 30.

Definigao 3.2.1. Sejam U um subconjunto aberto do R? e x = (P,Q) € CY(U) um campo
de vetores. Sejam v wma orbita periodica do sistema diferencial correspondente de periodo
Tem:Y ,— > aaplicacio de Poincaré em uma se¢ao transversal y , em x € . Dizemos

que 7y € hiperbolico quando 7' (x) # 1, quando ©'(x) = 1 dizemos que v é nao hiperbdlico.
Exemplo 3.2.1. Considere o sistema
o= —y+ax(l—2>—vy*), ¥y =c+y(l-—2"—1y%).
Fazendo as mudancas de coordenadas polares e os devidos passos, obtemos
r=r(l-r%, §=1,

que possui um ciclo limite v parametrizado por (t) = (cos(t),sen(t)). Analisemos, entdao

a aplicacao de Poincaré do sistema

P =r(l-r%), §=1
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Figura 3.3: Esbogo da transformacao de Poincaré do Exemplo 3.2.1.

Consideremos que no tempo inicial ty = 0, temos a condi¢ao inicial r(0) =19 e 6(0) = 6.
Resolvendo o sistema (coordenadas polares), obtemos
1 —1/2
r(t,ro) = [1 + (—2 - 1) 6_2t:| s 9(t,90) =1+ 90.
o
Se > € o raio que passa pela origem com o dngulo 0 = 6y, entdo, > € perpendicular a
v e a orbita passando pelo ponto (ro,6y) em t = 0, cruza o raio novamente em t = 2,
conforme a Figura 5.5.
Portanto, a aplicacao de Poincaré é dada por
1 —1/2
7(rg) = ll + (—2 — 1) 6_4”] . 0(t,6p) =t+ 0.
o
Vemos que w(1) = 1 corresponde ao ciclo v e seque que
1 ~3/2
7' (ro) = e *ry? [1 + <—2 — 1) 6_47T:| :
To
e /(1) = ™™ < 1, 0 que comprova que v € estdvel e hiperbolico. Por outro lado, em

coordenadas cartesianas, como 7(t) = (cost,sent), seque que

divy(y(t)) = 2 — 4cos* t — 4sen’t,

2m 2m
/ divx(v(t))dt = / (2 — 4cos®t — 4dsen’t)dt = —4r.
0 0
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Assim, pelo Teorema 3.2.1, temos

que confere com o cdlculo direto.

3.3 Compactificacao de Poincaré
Faremos agora uma discussao sobre a compactificacao de Poincaré.
Definicao 3.3.1. Chamaremos a esfera
S? = {(y1, y2, y3) € R -y + 5 +y5 = 1}
de esfera de Poincaré. O plano
TPNS2 = {(x1, 72, 23) € R* 25 =1}
é tangente a esfera S* em Py = (0,0,1).

Nesta se¢ao convencionaremos que as coordenadas y; se referirdo a esfera S? e as coor-

denadas z; ao plano Tp, S*.

Definicao 3.3.2. Definiremos

H, = {(y1,y2,y3) € $*y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H_ = {(y1,y2,y3) € $*y3 < 0}

como sendo o hemisfério sul e

S' = {(y1, Y2, y3) € S*;y3 =0}

como sendo o equador.
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Figura 3.4: Projecao central.

A compactificacao de Poincaré de um campo de vetores y consiste em fazer duas copias
do fluxo de x, uma sobre H, e a outra sobre H_, usando a projecao central. Para isso

consideremos uma reta L(f) que une a origem a um ponto do Tp,S?,
L(t) = (0,0,0) + t(z1,x9,1), t € R.

Esta reta intercepta a esfera S? em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no sul.
Veja Figura 3.4.
Agora considerando a projegao do campo vetorial x de R* ~ Tp, S? para S* dada pelas

projecoes centrais, temos dois difeomorfismos
friTeS* = H,, f :Tp,S*— H_

isto &, fT(p), (resp f~(p)) é a intersec¢ao da reta que passa pelo ponto p ligando a origem
com o hemisfério norte, (resp. sul), de S?, cujas expressoes sdao dadas por
(21, 19,1)

[ (z1,22,1) = T AG@)

(371, Ta, 1)

[H(xy,20,1) = N

onde A(x) = \/a? + a3 + 1.
Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo y definido no plano tangente
A esfera, isto ¢, x : Tp,S* — Tp,S? e assim, é possivel definir um novo campo em S?. O

campo Y induzido em S?, a partir de y, através dos difeomorfismos f* e f~ serd dado por

X(y) = DfF(z) - x(x) se y=f"(x) € Hy
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Y(y)=Df () x(x) se y=f (z) € H_.

Destacamos que Y ¢ um campo vetorial em S*\S!, que é tangente a esfera. Para estudar
o comportamento assintotico das orbitas nao limitadas de x analisando y , é necessario
estender Y para o equador S!, obtendo um campo na esfera.

O estudo de y em uma vizinhanca do equador nos dara informacoes sobre o com-
portamento do campo y no infinito. Entretanto, nem sempre ¢é possivel estender Yy ao
equador. Veremos adiante que, quando y for um campo polinomial, podemos estender Yy
analiticamente ao equador.

Antes de estudar a extensao de y ao equador, vamos escolher um sistema de coorde-
nadas conveniente para S? e calcular a expressao de Y nessas coordenadas.

Para S? usamos seis cartas locais dadas por
Uk:{y€S2:yk>O}, Vk:{y€S2:yk<O},

para k = 1,2,3. As aplicacoes locais correspondentes sao dadas por ¢, : U, — R? e

Wy Vi, — R? e definidas como

Ym Yn
¢ = - = (_7 _) )
Wy) ==l = 5
param <nem,n # k.
Iremos agora encontrar a expressao do campo na carta local (Uy, ¢1).

Seja y € Uy N H., entdo, y = fT(z), = € Tp,S*

(GrofH) @) = u(f* (@) = o (ﬁb’ AGY AE@)

Portanto,

x
d1(21,22,1) = (u,v), ondeu =" e v=—.
T T

Observe que como y € U; N H,, segue que x; # 0. Como \(y) = Df(x)- x(x) quando
y = f*(x), temos

Do1(y)x(y) = Doi(y) o DfF(x)x(x) = D(d1 0 f)(x)x(2).
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Seja X(y) |v,nm, denotando o sistema de coordenadas definido como D¢ (y)x(y) e,

portanto, segue da equacao acima que

=2 1 Pz,
XW) loin, = D(¢1o fH)(x)x(z) = _xl x| (71,22)
x_fl 0 Q(x1,72)
= iz(_l’zp(l’h T9) + 21Q (21, x2), —P(x1, 23)),

Iy
esta é a expressao de Y em U; N H, nas coordenadas ¢,. Vamos coloca-las em fungao de

u e v para facilitar a analise. Usando o fato de que

Ty =—, T2=

1 U
v v

e substituindo em

1
P(—@P(;pl,@) + 21Q(21, 22), —P (21, 22)),
1

X)) loynm, = (—uvP (1, g) +0Q (1, E) ,—v’P (1, E)) )
v v v v v v

Em geral, ¥ ndo permanece limitado quando nos aproximamos de S'. Mas, se multi-

temos

plicarmos o campo por um fator p(y) = yg_l, onde d é o grau do campo Y, a extensao se

torna possivel, entao
1 Ud_l

() = _
P ) = Ry = B

onde z = (u,v). Assim, p.Y nas coordenadas (u,v) é dado por

o) = g (e (12) 0 () o (52)
v 1 u 1 u 1 u
=A@ (‘“P (a’ 5) T (5’ 5) P (5’ z)) ’

assim, esta ¢ a expressiao em U; \ S'. Pode-se verificar que se y € U; N H_, obtém-se a
mesma, expressao.

Faremos algumas consideracoes a respeito do que foi visto. Inicialmente observamos
que os pontos do equador S' N U; sdo representados por v = 0 nas coordenadas ¢;. Por
outro lado, estes pontos correspondem ao infinito do plano Tp,S?. Observe também, que
é possivel fazer v = 0 na expressao acima resultando em

1

p-X(u,0) = ————(~uaq + b4, 0),
u? +1
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onde ag e by sao os termos de maior grau em P e (), respectivamente. Na expressao de
p.X(u,0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto significa que o vetor
p-X(u,0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S?. Podemos concluir entao que

o equador S N U; é invariante pelo campo de p.¥. E Possivel remover de p-X(u,v) o fator

NOE
por uma reparametrizacao do tempo. Assim, a expressao para o campo p.Y na carta local

(Ui, ¢1) € dada por

W=t (aP (L) +Q (). =P (1Y) (313

v’ v
e podemos calcular analogamente, a expressao do campo p.x na carta (Us, ¢o) que sera

dada por

Ve PR -0 ED). Vet @E) B

e a expressao do campo p.y na carta (Us, ¢3) dada por

w = P(u,v), v =Q(u,v). (3.17)

Por outro lado, as expressoes para p.x nas cartas (Vi, ¢1), (Va, 92), (V3, ¢3) serdo res-
pectivamente, as mesmas expressoes (3.15), (3.16) e (3.17) multiplicadas por (—1)471.
Observe que o fator (—1)9~! desempenha um papel fundamental no estudo das estabili-
dades dos equilibrios em S'. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

infinito, basta olharmos as cartas (Uy, ¢1) e (Us, ¢2).

Proposi¢ao 3.3.1. Seja x um campo polinomial em R? de grau d. Seja p : S* — R,
ply) = y5* e seja X o campo induzido em S*\ S' através de f+ e f~ como definido

acima. Entdo, p.x pode ser estendido a um campo analitico de S* com equador invariante.

Demonstragao: Vimos acima que as expressoes de p.y nas cartas

(Ur, ¢1), Vi, 91), (U, ¢2) € (Vi,41)

sao dadas por (3.15) ou (3.16) onde podemos ainda multiplicar pelo fator (—1)?~! quando

for o caso. Vé-se que as expressoes (3.15) e (3.16) sao perfeitamente definidas para v = 0,



30

isto é, no equador S! e, como tais expressoes sao analiticas, podemos estende-las, analiti-

camente ao equador. Fazendo v =0 em (3.15) ou (3.16) obtemos respectivamente
p-X(u,0) = (—uaq + b4, 0) e p.X(u,0) = (ag,0)

e podemos concluir que o equador serd invariante por Y.

Definigao 3.3.3. O campo vetorial estendido na esfera S* pelas cartas locais (Ug, ¢1) e

(Vi, ¥x) chama-se Compactificagao de Poincaré.

3.4 Exemplo de um sistema com ciclo limite nao al-
gébrico explicito

Nesta secao sera exibido um sistema polinomial de grau trés com um ciclo limite nao

algébrico explicito.

Teorema 3.4.1. O sistema de equacoes diferenciais de grau trés,

d=x+y—az)(2*—ry+y?), vV=y—(y+a)(®—ay+y? (3.18)

possui um unico ciclo limite nao algébrico cuja expressao em coordenadas polares (r,0), €
r(0) = e’/r2 = f(6), (3.19)

onde

on | f(27)

edm — 1

0 e—2s
f(9)=4/0 oz

~ 1,1911644871948721...,

Ty =€

Além disso, este ciclo limite € estavel e hiperbdlico.
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Demonstracao: Fazendo x = rcosf e y = rsen 6§ e substituindo em (3.18), temos

r cos® — rf'sen 6 = r cos 0

+ (rsen 0 — 7 cos 0)(r? cos® § — r?sen 6 cos  + r?send)) (3.20)

r'sen 0 + rf cos @ = rsen § — (rsen 6 + 1 cos 0)(r*(1 — sen 6 cos 0)) (3.21)

multiplicando a equagao (3.20) por cos ) e a equagao (3.21) por senf e somando as equagoes

resultantes obtemos,

7" = rcos?d + cosO(rsen § — rcosf)(r*(1 — sen 0 cos 0)) + rsen?d
—sen f(rsen 0 + 1 cos 0)(r*(1 — sen @ cos0)) = r + r*(1 — sen 6 cos 0)r

= 74731 —senfcosf) =r+ %r?’(sen (20) —2).

Para achar ¢, multiplicamos a equagao (3.20) por sen 6 e equagao (3.21) por cosf e

subtraindo a segunda equacao resultante da primeira equacao resultante obtemos,

rd = —rcosfsen — sen O(rsen § — rcos ) (r*(1 — sen 6 cosh))
+7 cos fsen § — cos O(rsen § + r cos §)(r*(1 — sen 6 cos 0))

= 73(1 —sen fcosh).

Logo
1
0 =7r*(1 —senfcosf) = 0 = §r2(sen (20) — 2),

assim, temos o sistema
' =1+ ir¥(sen (20) — 2), 0 = 1r*(sen (20) — 2) (3.22)

Portanto,
dr 14 5r¥(sen (20) —2) N 2
do  ir2(sen(20)—2) : r(sen (20) — 2)

Como #' é negativo, as orbitas r(f) da equacao diferencial (3.23) possuem orientagiao

(3.23)

invertida em relacao as orbitas (r(t),0(t)) ou (x(t),y(t)) dos sistemas (3.22) e (3.18).
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0. /2

Verifiquemos que a solugao r(6, 1) tal que r(0,79) =19 € 7(0,10) = €’/15 — f(6),

—4e —20
dr 5 5 B 2 —sen (20)
i /2 — f(0) + ¢ (\/TO — ) = —0)

4

+< 2 — sen (26 ) (2\/7) - 2(sen (26) —2)< o —f(9)>

= 7O e (29) —2)r(0)’
onde f(0) é a funcao definida no Teorema 3.4.1. Que r(0,79) = 1o é direto.
Vemos que o tnico ponto de equilibrio do sistema (3.18) é a origem de coordenadas e 1
é autovalor de multiplicidade 2 da matriz do sistema linearizado associado . De fato, a

matriz A do sistema linearizado é:

A:

Y

01
onde se verifica rapidamente a afirmacao feita.
Na forma polar o ponto r = 0 do sistema (3.23) nao esta definido, porém estenderemos seu
fluxo sendo 7 = 0 no instavel. As oOrbitas periddicas da equacdo (3.23) devem satisfazer

(r(2m),r9) = ro. A solucao de (r(2m),rg) =19 é 19 = r4. De fato,

(r(2m),m0) = 1o = €™y /1§ — f(27) =10 = 1§ = '™ (rg — f(27))

assim,
rée'™ — e f(2n) =1l = 1l — Ml = e f(271) = r2(1 — ') = —e f(27),
portanto,
gzt e T

ja que ro > 0.

Assim, se (6, r,) > 0, para todo 6 € R, teremos que r(6,r,) serd uma orbita periodica e
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conseqiientemente um ciclo limite. Mostremos entao que r(6,7,) > 0, para todo 6 € R.

o) = I ) > o /R - 70

edm — 1

) 2 6_25 0 6—28
= 4 ——ds | —4 —d
‘ (/0 2 — sen (2s) 8) (/0 2 —sen (2s) S)
2w —2s
= 2¢7 S
6\//9 2—sen(2$)d8>0’

6—23

2 —sen (2s)

visto que

> 0,

para todo s € R.
Mostraremos agora que o ciclo limite do sistema (3.23) é instavel e hiperbolico, mostrando

que
dr(2m;ro)
d’f’o

A
lromr, = € > 1.

Para isso, note que

r(2m, o) = ¥y /12 — f(27) e

<dr(27r;7’0)) B 62_” 270 _ T
dro ). 2\vE-jem) 2= f(2m)

e2m f(27T> M

27 edm — 1 _ AT V efm — 1 _ 647r
2 _ 2 4 ’
\/ e —

dr(2m; o)
d’f’o

a equagao (3.23) tem ciclo limite instavel e hiperbolico, consequentemente o sistema (3.18)

Assim, como

_ 4r
|7‘0:71* =c > 17

tem ciclo limite estavel e hiperbolico.

A curva (r(6) cos@,r(6),sen 0) no plano zy com

é nao algébrico. De fato,
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estd em sua forma irredutivel. Para mostrar isso, suponhamos que possamos dividir a

equacao acima por e?r2, entdo

r(0)* = X (r2 = f(0)) = e*'rl = e £(0) + (r(0))*,

260

simplificando esta expressao por e?r2, temos,

e (GO ¢ () GG

2072 2072 72 e20r2 -
Assim,
{— (f(0))? N e (r2—f(0))  (f(9))? N r2—f(0)  (f(0)>+rI—f(0)
2 e20r2 2 72 N 72 '
portanto,

Por outro lado,

1 e 28
1) = ——ds~ 1,24
) /0 2 — sen (2s) 57~ 1,24786

ou seja, existe 6 € R tal que
0 6—25
4 — ds = f(0) #0e f(0) # 1,
| 5=t = F0) £0¢e 10) £

0 que é uma contradigao.
Para mostrar que o ciclo limite nao é algébrico usaremos o fato de que a funcao f que
define o ciclo limite nao é um polinémio, ou seja, nao existe um n € N tal que

8 n

o 0.
ox"

em coordenadas cartesianas, a equacao () torna-se

2y’ —e r

(3)

arctan | = —2s

2arctan(%) 2 4/ z €7d8 0, e
* 0 2 — sen (2s) ’

8f ) +2y62 arctan(¥) ) A /arctan(z) e—2s q —4y
—_— =20t — | ] — S '
oz 22+ o2 * 0 2 — sen (2s) (2% + y?)(2 — sen (2arctan(¥)))

Notemos que sempre ocorrera o termo

arctan(¥) —2s
62 arctan(¥) Ti . 4/ e ds
0 2 — sen (2s)
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para qualquer ordem de derivacao, o que demonstra que o ciclo limite nao é algébrico.
Daremos uma pausa nessa demonstragao para enunciar um teorema que nos ajudara a
terminar essa demonstracao.

Com o proximo teorema serd mostrado que o ciclo limite dado por (6, r,) é a tnica
orbita periodica do sistema diferencial e conseqiientemente o tinico ciclo limite.
Agora enunciaremos um teorema conhecido como Teorema generalizado de Dulac que nos
ajudara concluir a demonstracao do Teorema 3.4.1. Sua demonstracao pode ser encontrada

em |7], p. 189.

Teorema 3.4.2. (Teorema generalizado de Dulac) Seja R uma regiao n-multiplamente
coneza de R* (ou seja, R tem uma borda exterior e n — 1 bordas interiores). Assuma que

a funcao divergéncia
oP 0
or . 0Q
or Oy
do sistema (2.1) é C' e tem sinal constante na regiao R e é nao identicamente zero em

qualquer subregiao de R. Entao esse sistema tem no mdrimo n — 1 orbitas periodicas que

se encontram inteiramente em R.

Demonstracao: Continuagao da prova do Teorema 3.4.1: Definindo uma nova

variavel independente 7 por dr = (22 + y?)(2? — zy + y*)dt, temos

de dedt  w+@y—2)@®-—wy+y®) dy dydt y—(y+o)@ —ay+y?)
dr — dtdr (22 +y?) (22 —zy +y2) * dr  dtdr (22 +12)(2? — 2y +4?)

Y

como (22 + y?)(2* — zy + y?) somente se anula na origem de coordenadas, o sistema

diferencial (3.18) e o sistema

P c+(y—x)(@®—zy+vy®) . y—(z+y)(@®—zy+y?)
(22 4+ y2) (22 —ay +y?) (2% +y?)(2? — 2y + y?)

(3.24)

Y

onde o & denota derivacao com respeito a variavel 7, tem o mesmo retrato de fase em

R =TR?\ {(0,0)}. Calculando-se a divergéncia do sistema diferencial (3.24), temos

2
TR @ ) e B

Assim, pelo Teorema 3.4.2 e usando o fato de que R é uma regiao 2 — multiplamente

conexa de R? segue que o sistema diferencial (3.24) e consequentemente o sistema (3.18)
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Figura 3.5: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.18).

tem no méaximo 1 solucao periodica inteiramente contida em R. Logo a tnica solucao
periodica do sistema (3.18) é r(0,7,), o que completa a prova do Teorema 3.4.1.

|

Apresentaremos agora o retrato de fase do sistema (3.18) no disco de Poincaré. Como

o polinémio

iy—gr = (@+@y—a)(@® —zy+y))y— (y— (y+2)(@° —ay+y°)
= (@ + ") (2 —ay+ 97

nao tem fatores lineares reais, a compactificacdo de Poincaré do sistema (3.18) nao tem

equilibrio no infinito, ou seja, o infinito é uma 6rbita perioédica. Fazendo

temos

dr— gg _dp  dr , _dp 2p°
0" 2 e a” T a0 " sen20) -2

O infinito da equacao diferencial (3.23) passa a ser a origem com essa mudanca de variaveis
e p =0 é um ponto de equilibrio estavel dessa equagao diferencial, logo a 6rbita periodica

no infinito da equagao (3.19) é um ciclo limite instavel. Veja Figura 3.5.



Capitulo 4

Realizacao de uma configuracao de

ciclos limites

Dedicamos este capitulo, que tera trés secoes, a uma espécie de reciproca do 16° Problema
de Hilbert, isto é, dada uma configuragao finita de curvas de Jordan disjuntas qualquer
no plano é possivel exibir um sistema diferencial polinomial (nos teoremas sera fornecido
um limitante superior para o grau do sistema diferencial polinomial) realizando essa tal
configuracao como ciclos limites deste sistema. Na primeira e segunda se¢oes enunciare-
mos e demosntraremos os Teoremas 4.1.2 e 4.2.1 e na terceira secao faremos trés casos
particulares, construindo campos vetoriais polinomiais realizando a configuracao dada. A
diferenca do Teorema 4.2.1 em relagao ao Teorema 4.1.2 é que neste podemos controlar a
estabilidade dos ciclos limites (eles sao estaveis), enquanto que os ciclos limites no Teorema
4.1.2 podem ser estaveis, semi-estaveis ou instaveis, e nao temos controle sobre eles. Além
disso, a construcao em R? origina ciclos limites hiperbolicos, e portanto, estruturalmente
estaveis sob pequenas perturbacoes do campo vetorial. Nao se sabe, a priori, se no Teo-
rema 4.1.2 os ciclos limites sao estruturalmente estaveis. Outra diferenca é que, em geral,
o campo polinomial que se obtém no Teorema 4.2.1 tem grau maior do que no Teorema
4.1.2. A Secao 4.1 é baseada em |13] e a Secao 4.2 é baseada em |17|. Nesta linha esta em
preprint um resultado mostrando que toda configuragao finita de ciclos é topologicamente
realizavel como conjunto de ciclos limites de uma equacao polinomial de Liénard, para

mais detalhes, veja [5].
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4.1 Realizacao de uma configuracao de ciclos limites, 12
versao

O teorema a seguir se deve a Giacomini, Llibre e Viano 9] e relaciona a localiza¢ao de um
ciclo limite com o fator integrante inverso de x (x é um campo de vetores em um aberto
de R?), o Teorema 4.1.1 ajudara a demonstrar o Teorema 4.1.2, que é um dos teoremas de

realizacao de configuracao de ciclos.

Teorema 4.1.1. Seja x um campo de vetores C' definido em U C R?, U aberto e seja V.

um fator integrante inverso de x. Se vy € um ciclo limite de x, entao, v estd contido em

2 =A(zy) € U:V(z,y) =0}

Demonstragao:  Por hipodtese, existe um fator integrante inverso V' definido em U,
entao, (1/V)y é Hamiltoniano em U\ ), (veja Proposi¢ao 2.0.3), (1/V)x e x sao topo-
logicamente equivalentes. Sabemos que o fluxo de um campo de vetores Hamiltoniano
preserva area (o Teorema de Liouville garante que se um campo de classe C' tem di-
vergéncia nula, entao seu fluxo preserva volume) e em uma vizinhanga de um ciclo limite
a area nao é preservada, assim, temos que o ciclo limite v ¢ U\ >, portanto, v C >_.

Teorema 4.1.2. Sejo C = {C},...,C,} uma configurac¢ao de ciclos e r seu nimero de
curvas primdrias. Entao valem as afirmacoes:

(a) A configuragcao C' € realizavel para um campo vetorial polinomial.

(b) A configuracao C é realizavel como ciclo limite algébrico por um campo vetorial

polinomial de grau menor ou igual a 2(n +r) — 1.

A afirmagao (a) do Teorema 4.1.2 foi obtida pela primeira vez por Schecter e Singer
[19] e Sverdlove [22], mas eles nao fornecem um campo vetorial polinomial explicito sa-
tisfazendo a dada configuracao de ciclos limites, como foi fornecido na afirmagao (b) do
Teorema 4.1.2. Para provar este teorema sera fornecido explicitamente um campo vetorial
polinomial de grau menor ou igual a 2(n+7) — 1 realizando C' por ciclos limites algébricos.

O Teorema 4.1.2 se deve a Llibre e Rodriguez [13].
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Demonstracao: Seja C' = {(C4,...,C,} uma configuragio finita de ciclos e r seu nimero
de curvas priméarias. Para cada C;,1 < j < r, selecione um ponto p; no interior da
componente limitada por C;. Trabalharemos com uma configuracao de ciclos equivalente,

onde cada C; € C' é um circulo de raio r;, ou seja, C; é definido por
file,y) = (@ =) + (y—y)* —rf =0, 1<i<n

As curvas primdrias de C' sao as curvas C; e os pontos p; selecionados tem coordenadas

(5, 95)-
Para todo pj, defina

fn+2j—1(I,y) = (v — xj) +i(y — yj)v fn+2j(9572/) = (v — xj) —i(y — yj)-

Defina também

n+-2r
[ Ak
H: H fkkv
k=1
com >\1 =..= >\n = 1, )\n+2j—1 =1+ze )\n+2j =1- ’i, j = 1,...,7”.

Podemos escrever H como

H(z,y) = A(x,y)B(z,y)C(z,y),

onde,

Para justificar a escrita de H note que
Alx,y) = T 12 w),
k=1

visto que A\ = 1, para 1 < k < n. Por outro lado,

n+2r

B(z,y)C(x,y) = ] =),

k=n+1
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B(z,y) é o produto da parte em que \; nao depende do numero complexo i e C(z,y) é

o produto da parte em que A\ depende do ntimero complexo 7. Uma justificativa para

C(z,y) é

(@ =) +ily —93)'((w =) —ily —wy)™" = (Ei - Zi - 28 - Zﬁ) |

chamando z = (z — ;) + i(y — y;), temos, (z/2)" e podemos escrever z e Z como

z = zp(cosO +isenf) e ZzZ = zy(cosl —isend),

com zy > 0, onde,

cos@:M e senf = =
20 20 cost  (z—uz;)

onde

0 = arctan <w> )
xr — .CL’j
Note que a multiplicacao fornece

—201 ) —205 _ —2(01+62) __ 9 t _ yﬁ )
(e7).(e7) =e e:z:p( Zarcan(x_%)>

Segue por inducao que

(e7200) (e7202), . (e7 W) = e 2r1Hb2tt0n) — oy ( 2 Zarctan ( _ %)) = C(x,y).

T —Zj

Como H é uma funcio real, a funcio H definida por

n+2r n+42r
H=mH=]] =3 Nnf,
k=1 k=1

é também real.

Explicitemos agora o campo x da condigao (b) do Teorema 4.1.2:

(o) = Pl + Q)

onde,

P(z,y) = > M < T .y ) Ohlz,y)

k=1 I1=1,lk 0y
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Qy)= Y. Ak< I fl<x,y>> Oy,

k=1 1=1,I#k

Agora note que

(i) (£3%) (i) £ (1) %o

k=1 =1,k

logo

OH Q

825 Hn+2r
Analogamente, temos

oOH P

8y Hn+2r
Portanto,

n+2r

IT 7
k=1

é um fator integrante inverso de Y.
Vamos mostrar agora que P e () sao reais. Faremos o caso para P, raciocinio analogo
garante () real. Como vimos,
n+2r n+2r
Of
p-So (11 #) %
k=1 1=1,I#k
Note que
n n+2r
O
g Ak ( H fl)
k=1 I=1,l#k

é polinomio, pois, para cada par de fungoes f,1ox_1 € frior, temos

(for2i—1) (Frzg) = (& = ) +ily — ) (@ = 25) —ily —v3)) = (z = 2)" + (y — )",

que é um polindémio real.
P podera deixar de ser real apenas com influéncia de termos seguintes, mas veremos que

iSs0 nao ocorre, pois

n—+2r
8 a n 8 n+2r
P E >\k H fl fk_'_)\n—l-l(fl---fnfn+2---fn+2r) f +1+ +>\n+2r(f1---fn+2r—1) f 2 .
k=1 I=1,l#k 8y 8y ay

Restrinjamos a parte em que P poderia deixar de ser real, para a soma

afn-i-l a.fn-i—2

At (fro-fufogae frovar) —5— ay oy

+ )\n+2(f1---fn+1fn+3---fn+2r>
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Temos
(L +9)((z —21) —ily —w))Di+ (1 = i) ((x — z1) +i(y — y1))(—Di) =

= (Di(x—x1)—y—y1—v—01+i(y—y1) —i(r—21)+y—y1—z—21—i(y—11)) = D(—2(z—21)),

onde D = fi...fnfni3-- faior, 0 mesmo acontecendo em todos os outros pares de somas.
Como D é real segue que P é real. O mesmo ocorre para (), mais que isso, P e () sao
polinémios.
Quanto ao grau de P e ), temos que, no maximo, P e @ tem grau 2(n + r) — 1,
visto que fi...f, tem grau 2n, f,i1...fne2-—1 tem grau 2r — 1, 0fy,...,0f, tem grau 1
e Ofpi1, ey Ofnror tem grau 0, logo, P e @ tem grau no maximo 2n+2r—1=2(n+r)—1.
De

OH Q 0oH P

- = - @ e - = @@

+2 Tor ;0

dx HZ:J k dy HZ:IT k

segue que
n—+2r

V=TI #
k=1
¢ um fator integrante inverso polinomial de y e H é uma Hamiltoniana para o campo de

vetores

1 PO QI

VAT Va T Vay

Como V é um polinomio, V esta definido em todo R?, logo pelo Teorema 4.1.1 e de
V(Iu y) =0 (fL’,y) € U?leZ- U {Pl, R Pr}

temos que se x possui ciclos limites, eles devem ser os circulos C;, 1 <7 < n. Assim, resta
mostrar que os circulos C; sao ciclos limites.
Mostraremos agora que se H : U — R é uma integral primeira de Y, entdo H = eff ¢

também uma integral primeira de y. De fato, como H é constante ao longo das solucoes

de x, entao
OH OH
Assim,
oH OH H(zy) oH oH Hizy) -
e _ x, — e _ O z, — H —
o (©y) = (@) (") =0 e oy T =5, @) (") =0= H(z,y) =,
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onde ¢ ¢ uma constante. Logo, H permanece constante ao longo das solucoes de Yy,
portanto, H é uma integral primeira de y.

De H ser uma integral primeira do campo Yy, os circulos sao formados por solucoes,
visto que, eles estdao contidos na curva H = 0. Logo os circulos contém solucoes de
X. Mostraremos agora que sobre cada C; nao existe um ponto singular de y. Para isso,

assuma que (g, yp) seja um ponto singular de x em Cj, isto é

P(z0,10) = Q(x0,y0) = fi(0,%0) = 0,

ja que,

OH n+2r n+2r
P(xo,y0) = a—y(%,yo) H fu(@o, yo) = 0. (fi(lbuyO) =0= H fk(l’07y0)> :
k=1

k=1

n+2r 8f
P(xo,y0) = ( H f l’m?/o) y(l’myo) 0,

1=1,l#14

n+2r f
Q(zo,y0) = ( H f !L"o,yo> x(ﬂfo,yo) 0.

1=1,l#14
Como fi(xo,y0) = 0, para todo [ # i, obtemos

ofi _, afi

oy ¢ 89520’

Assim, 2(x —x9) = 0 e 2(y —yo) = 0, 0 que implica que zg = x e yy = y. Portanto, (z¢, yo)
¢ um ponto do centro do circulo Cj, o que é uma contradicao.

Os circulos C; e todos os pontos p; estao na curva de nivel zero de H e eles sao as tnicas
orbitas de y nesse nivel. Suponha que C; nao seja ciclo limite. Entao existe uma orbita
periodica y(t) = {(z(t),y(t)) : t € R} diferente de C;, 1 <7 < n, e suficientemente proxima
de C; tal que na componente limitada B por v ha os mesmos pontos de {p1,...,p,} que
na componente limitada por C;. Sem perda de generalidade, assuma que esses pontos sao

{p1, ..., ps}. Como 7 & diferente de {C1, ..., C,}, existe h # 0 tal que

H{(x(t), y(t) = Alx(t), y(1) B(a(t), y(t) Jexp ( 2 29 )

onde,

0;(t) = arctan (M) .

z(t) — z;
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Note que A(z(t),y(t))B(x(t),y(t)) é limitada por 7. Pela definicdo de 6;, os angulos
01(t), ...,05(t) tendem simultaneamente para +oc ou —oo quando ¢ — +00, enquanto os
angulos 6,44 (t), ..., 0,(t) permanecem limitados quando ¢ — +00, 0 que é uma contradicao.

4.2 Realizacao de uma configuracao de ciclos limites, 22
versao

Nesta segao, baseada em [17], serd mostrado uma outra forma de construir campos rea-

lizando uma configuracao de ciclos.

Teorema 4.2.1. Seja C' = {C4,...,C,} uma configura¢ao de n ciclos. Entao, C € rea-
lizavel (como ciclos limites algébricos, estdvéis) por um campo de vetores x de grau menor

ou igual a 4n — 1.

Demonstragao: Seja C' = {C},...,C,} uma configura¢ao de n ciclos em R?. Aplicando
um homeomorfismo H podemos deformar esses ciclos em circulos de centro (x;,y;) e raio
Ti, 1= 1, .., n,

H(Cy) = fi(z,y) = (z — Iz)z +(y — yi)2 - rf = 0.

Defina a funcao
y) =[] filz.v).
i=1

f € um polinomio de grau 2n. O conjunto f(z,y) = 0 define exatamente o conjunto H(C'),
visto que tais circulos nao se intersectam. Afirmamos que (Vf)|=¢ # 0. De fato, notemos
primeiramente que f =0 = f; =0 ou fo =0 ou ... f,, =0, nao pode ocorrer de f; =0 e

f; =0, ja que tais circulos C; e C; sao disjuntos. Assim,

(flefﬁfo H fit - +mefz,flnyz+f2y H fit - +fnnyz>.

1=1,17#2 i=1,i#2

Suponha f; =0, j=1,...,n, entao

(V=0 = (fjm IT 750 11 ﬁ-) H fi (fias fiy) = H £ (V)

i=1,i#j i=1,i#j i=1,i#j i=1,i#j
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€ como

[T fi#0 e V=20~ (y—y) #0

i=1,i]
segue que (Vf)|r=o # 0.

Agora considere o campo de vetores
0 0
x=(-fy,— ffx)% + (fe — ffy)a_y

Note que x [;—o# 0, ja que X |j—o= (—fy, fz) # 0, visto que (V[) [;=o# 0.

Como
d’éUX = —fx2 - fy2 - f(.f:c:c + fyy)>
temos que

divx |(j—oy= —(f2 + f) < 0.

Portanto, pelo Teorema 3.2.1, segue que as 6rbitas f; = 0 sao ciclos limites estaveis.

X nao possui outras orbitas periodicas que nao sejam H(C'). Suponha - uma orbita
periodica diferente de H(C;), para todo ¢ = 1,...,n. Como essa éOrbita ndo intersecta
qualquer um dos ciclos de H(C'), temos por exemplo que f|, > 0, ja que f é continua,
é conexo e f|, # 0, segue que f nao pode mudar de sinal em . Exigiremos também que

(Vf)]y # 0, em visto que x|, # 0. Logo, temos x f|, <0, ja que

Xf = (for f)(—fy = o fo = f 1) = —fuoly = £ 1o + fufo = F1] = —F(f7 + 1)

e assim, x f|, é menor que zero. Portanto, y nao possui outras orbitas periodicas que nao
sejam H(C), ja que qualquer orbita que tenha sempre um angulo obtuso ou agudo com o
gradiente V f nao pode ser fechada.

X é um campo de vetores polinomial de grau até 4n — 1, visto que, f tem grau 2n e, tanto

fz, como f,, tem grau no maximo 2n — 1. Portanto, x tem grau no maximo 4n — 1.

4.3 Aplicacoes dos Teoremas 4.1.2 e 4.2.1

Nesta secao exemplificaremos os teoremas vistos neste capitulo, ou seja, construiremos

campos vetoriais polinomiais realizando particulares configuracoes de ciclos.
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Exemplo 4.3.1. Considere C = {C4,Cs}, onde
Ci=2"4+y"—1=0 e Cy=a’+9y>—4=0.
Neste caso apenas a curva Cy é primdria. Defina
filz,y) =2 +y2—1=0, folz,y)=2"+y>*—4=0,

fs(z,y) =z +iy e folz,y) =z —1y

e considere a funcao
4
(H)(z,y) = [ 2210 £ (wy) = [ £ (2 9)
k=1
comAM =X =1, A3=1+1eN,=1—1. Assim,
A(w,y) = (02 + 9% = 1)@+ = )+ y?) (720,
De onde vemos que a funcio H ¢ uma fungio real. Defina
. 4
H=InH=>Y M\nf

e note que H € também uma funcao real.

Defina o campo de vetores

X = ( )\1(f2f3f4)—f - >\2(f1f3f4)—f - )\3(f1f2f4)—f — M(frfofs) =~ O ) %
(Al(f2f3f4) fl + )\2(f1f3f4)af2 + )\3(f1f2f4) f3 + >\4(f1f2f3)8f4) aﬁ
que no nosso caso torna-se
x = —(62'y +122%° — 202%y + 6y° — 20y® — 22° — 2y'z — 42y* + 102° + 10yx + 8y — Sx)(%
+(62° + 1223y* — 2023 + 6y — 2007z + 22ty + 2¢° + 432 — 10y2? — 10y° + 8z + Sy)a%.

O retrato de fase possui 2 ciclos limites (Cy e Cy) e um equilibrio na origem, seu esbogo

se encontra na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Esbogo do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.1.

Exemplo 4.3.2. Considere C = {C4,Cs}, onde
Cr=2+1y"—-1=0 e Cy=2+9y*—4=0.
Neste caso a curva Cy € primdria. Defina

fl(xvy):x2+y2_1zov f2($,y):l’2+y2—4207

flay)=(ffo)(@y) = (@@ +y° - D" +y* —4) =2 +y* + 227" —

Considere
oy P e 1)
X= “ O ‘ Yoy
No nosso caso f, = 4a® + dxy® — 10z e f, = 4y* + 4ya® — 10y.

Assim,

5% — 5y* + 4.

X = (—4x7 —122°y* — 122%9* — 4ay® 4 302° + 602°y? + 302y* — 662° — 42y

o)
—662y* — 4y® + 407 + 10y) = + (—420y — 122%y> — 1227%y° —

ox

)
+30zy + 6022y + 30y° — 669° + 42® — 662y + 4ay® — 102 + 40y

Note que se Vf =0, temos x =0, assim,

V= (fu fy) = (42° + day® — 102, 4y” + dyx® — 10y)

4y7

) oy

Vf=(0,0) < (42° + 4ry* — 107, 49> + dyx® — 10y) = (0,0),
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Figura 4.2: Esbogo do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.2.

assim

(4 + 4y —10) =0 e y(4y*+ 42> —10) =0,
o que implica v =y =0, ou

5
4x2+4y2—1020<:>2x2+2y2—5:0<:>2(x2+y2):5<:>x2—|—y2:5,

ou seja, a circunferéncia de centro (0,0) e raio \/5/2. Assim, temos uma circunferéncia
de equilibrios Cs entre a primeira circunferéncia Cy e a sequnda circunferéncia Cy. O
outro equilibrio é o ponto (0,0). A matriz Jacobiana do campo em considera¢ao em (0,0)

é

40 10
—10 40

B =

cujo determinante é 1700 > 0 e o trago é 80 > 0. Portanto, pelo Teorema 2.0.1 de
Hartmann-Grobman o equilibrio (0,0) é um nd instdvel. Além disso, temos 2 ciclos limites
(Cy e Cy), 0s quais sao ambos estdveis, e uma circunferéncia de equilibrios Cs. Veja a

Figura 4.2.
Exemplo 4.3.3. Considere as curvas Cy e Cy, onde

Cir=(x—-2%+y —1=0 ¢ Cy=(x+2>*+y*—1=0.
Defina

fillz,y) =@ =27 +y*—1=0, folz,y)=(z+2)°+y*—1=0,
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fla,y) = (frfo)(@,y) = (2=2)"+y* = 1) ((242)*+y*—1) = 2* =102 +22°y* +9+6y°+y".
Considere
(= P (- )2
X= Y 7 0x * Yoy’
onde f, = 4a® — 20z + 4ay?, f, = dya® + 12y + 4y°.

Assim,

X = (—42" +60x° — 122°y* + 562°y? — 2362° — 122°y* — day* — 4ay®
)
—42?y — 4y® — 12y + 180z + 84xy2)8— + (—4a®y + 282ty — 1223
xXr

0
—8z%y3 + 842%y + 42 — 122%y° + 4y?x — 202 — 108y — 108y> — 361° — 4y7)a—.
Y

Os pontos de equilibrio desse sistema sao: (0,0), (v/5,0), (—/5,0).

Em (0,0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz

180  —12
—20 —108

H
|

cujo determinante é —19680 < 0 e o traco é 72 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-
Grobman (0,0) é uma sela. Assim, automaticamente temos separatrizes oriundas da sela.

Em (\/5, 0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz

640 —32

40 512
cujo determinante € 328960 > 0 e o trago € 1152 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-
Grobman (1/5,0) é um nd instdvel.

Em (—\/5, 0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz

640 —32
40 512

w
I

cujo determinante € 328960 > 0 e o traco € 1152 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-
Grobman (—/5,0) ¢ um nd instdvel. Temos também 2 ciclos limites (C) e Cy), 0s quais

sao estavers. Veja Figura 4.5.



Figura 4.3: Esboco do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.3.
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Capitulo 5

Sobre o 16° Problema de Hilbert para

ciclos limites algébricos

Neste capitulo, baseado em [14|, o 16° Problema de Hilbert é resolvido em condigoes
especiais que serao descritas a seguir.

Consideremos x : R? — R? um campo vetorial polinomial de grau n, x(z,y) =
(P(z,y),Q(x,y)), onde P e @ sdo polindmios reais nas variaveis = e y, ou seja, x é como
em (2.1).

Clx,y] (respectivamente R[x,y]) denotara o anel de todos os polinémios complexos
(respectivamente reais) nas variaveis z e y.

A proxima definicao é motivada pelo Lema 3.1.1.

Definigao 5.0.1. A curva algébrica f(z,y) = 0 de C* é uma curva algébrica invariante

do campo vetorial polinomial real x quando para algum k € Clz,y| tivermos

xf=Pla+Qfy=kf

onde xf € derivada direcional de x na direcao de f, f, e f, sao derivadas parciais de
f com respeito a varidvel subescrita. A fun¢ao k é chamada cofator da curva algébrica

invariante f = 0.

Note que k tem grau no maximo n — 1, onde n é o grau do campo x. Basta notar que
Pf,+Qf, tem grau no maximo n+m—1, onde n é o grau de P e/ou Q e m —1 é o grau

maximo de f, e/ou f,. Note que estamos supondo o grau de f igual a m, chamando d de
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grau maximo de k, temos n+m —1 = d+m, logo d =n — 1. Portanto, o grau de k é, no
maximo, n — 1.
Como x é real, no caso que a curva algébrica invariante f = 0 é complexa nao real,

entao f = 0 também é uma curva algébrica invariante de cofator k, ja que

A curva redutivel ff =0 em Clx,y] é tal que ff = 0 é uma curva algébrica invariante
irredutivel em R[z, y].

Uma vez que nos pontos da curva algébrica invariante f = 0, o gradiente (f,, f,) da
curva é ortogonal ao campo Y, segue que o campo x é tangente a curva f = 0. Logo, a
curva f = 0 é formada por 6rbitas de y, o que justifica o termo curva algébrica invariante,

uma vez que é invariante sob o fluxo definido por y.

Definicao 5.0.2. Um ciclo limite algébrico de grau m de x é um oval de uma curva

algébrica invariante irredutivel real f = 0 de grau m que € um ciclo limite de x.

Defini¢ao 5.0.3. Dizemos que o conjunto {f1, fa, ..., [r} de curvas algébricas irredutiveis

€ genérico se satisfaz as sequintes b condigoes:

(i) Nao eziste pontos em que f; =0 e suas primeiras derivadas sejam todas nulas, isto

¢, Vf; # 0 nos pontos onde f; = 0.
(i1) Os termos homogéneos de maior ordem de f; ndao tem fatores repetidos.
(111) Se duas curvas se intersectam em um ponto do plano afim, elas sao transversais.
(iv) Nao ha mais do que 2 curvas f; =0 encontrando qualquer ponto do plano afim.

(v) Nao existem 2 curvas tendo um fator comum nos termos homogéneos de ordem

maior.

Os dois proximos resultados garantirao que podemos restringir nossa atencao as curvas
algébricas invariantes irredutiveis, suas demonstracoes serao feitas aqui, para mais detalhes

veja |7].
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Lema 5.0.1. Sejam f,g € Clz,y]. Assumamos que f e g sejam relativamente primos em
Clx,y]. Entao, para o sistema (2.1), fg =0 € uma curva algébrica invariante com cofator
kg se, e somente se, f =0 e g =0 sao curvas algébricas invariantes com cofatores ky e

k, respectivamente. Além disso kyy = ki + k.

Demonstragao: Afirmamos primeiramente que x(fg) = (xf)g + f(xg). De fato,

x(f9) = V(f9).x = (fo9+ f9s, fyg+ [9,)-(P, Q)
= fogP+ f9.P + f,9Q + f9,Q = (fo P + [,Q)g + f(9.P + 9,Q)
= (xflg+ fxg).

(=) Assuma que fg = 0 é uma curva algébrica invariante com cofator ks, do sistema (2.1),
entdo, X(fg) = krofg = ksofg = (xf)g+ f(xg). Como f e g sao relativamente primos,
obtemos que f divide xf e g divide xg. Denote ky = xf/f e ky = xg9/9 = fky = xf e
gky = xg. Entao f = 0 e g = 0 sao curvas algébricas invariantes e além disso k¢, = ky+kg.
(<) Assuma que f = 0 e g = 0 sdo curvas algébricas invariantes com cofatores ks e k,,
respectivamente. Entdo, xf = kyf e xg = ky,g. Além disso, x(fg) = (xf)g + f(xg) =
fg(ks+ k), logo, fg =0 é uma curva algébrica invariante com cofator kp, = ky + k,.

|

Proposi¢ao 5.0.1. Suponhamos que f € Clx,y] e seja f = f"...f* sua fatora¢ao em
fatores irredutiveis sobre Clz,y|. Entao, para o campo vetorial x = (P,Q), f =0 € uma
curva algébrica invariante com cofator ks se, e somente se, f; =0 é uma curva algébrica

invariante para cada i = 1,...,r, com cofator ky,. Além disso, ky = niky, + ... + nky,.

Demonstragao: A partir do Lema 5.0.1 acima, temos que f = 0 é uma curva algébrica
invariante com cofator ky se, e somente se, f/" = 0 é uma curva algébrica invariante para
cada i =1,...,r, com cofator k:;ﬁ; Além disso, kf = k:?ll 4.+ k:;ﬁ: Agora, para provar essa
proposi¢ao é suficiente mostrar que para cada i = 1,...,r, f/" = 0 é uma curva algébrica
invariante com cofator k?j se, e somente se, f; = 0 é uma curva algébrica invariante com
cofator ky, e que k' = n;ky,.

(=) Assuma fi" = 0 uma curva algébrica invariante com cofator k}'. Entao, k7' fi" =
Xf7 = nif ' fi ou equivalentemente x f; = (1/n;)kf, definindo ky, = kf]" /n;, obte-

mos que f; = 0 é uma curva algébrica invariante com cofator ky, tal que kf/" = n;ky,.
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(<) Agora assuma f; = 0 uma curva algébrica invariante com cofator ky,, entdo, xfi =

ky, fi, por outro lado, por definicao

XSt xS

nifini_l B nlfznl 7

() =nmifxfi = xfi =

ou seja,

= sz’ = nlkfz(fz )7

ke = :
i ni fi"

portanto, f;" =0 é uma curva algébrica invariante com cofator ki = niky,.
1

O proximo resultado esta provado em [4] e é essencial para a prova do Teorema 5.0.5.

Teorema 5.0.1. Sejam f; =0 para =1, ..., k, curvas algébricas invariantes irredutiveis

em C? el = grau(f;)+...+grau(fi). Assuma que todas as curvas f; satisfazem as condigoes

de genericidade listadas na Definicao 5.0.3, entao, qualquer campo vetorial polinomial real

X de grau n tangente a todas as curvas f; satisfaz uma das 3 sequintes condigoes:

(a)

(b)

(¢)

Sel<n+1, entao

X = (Hle fi) Y+ Zf:l hi (H?:Lj;ﬁi fj) Xfis (5.1)

onde Xy, = (—fiy, fiz) € um campo de vetores Hamiltoniano. Se f; é um polindmio
real, entdao h; € um polindomio real arbitrdrio de grau até n — 1+ 1. Se f; € um
polinémio complexo nao real, entao h; € um polinémio complexo arbitrdrio de grau
até n — L+ 1. O polinémio h para f; € h;, e Y é um campo vetorial polinomial real

de grau até n — 1.

Sel=n+1, entao
k k
X = 21:1 Q; <Hj:1,j¢i f]) Xfis (5.2)
com o; € R, se f; € um polindomio real. o; € C, se f; € um polindmio complexo nao

real, no caso de o; € C nao real, 0o « de f; € @;.

Sel>n+1, entao x = 0.

O proximo resultado é devido a Christopher e Kooij [12].
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-1
Proposigao 5.0.2. O campo vetorial (5.2) tem um fator integrante R = (Hle fl)

Demonstragao: Iremos mostrar que div(RP, RQ) = 0. De

Rp— - Zf:l @ <£[§:1,j;éi fj) Jiy _ Z a,f,y’ Z aszc
Hj:l fi

note que

k
(RP), + (RQ), = Zo‘i <_fiygcfi + fzyfzgcf;'_ Jiayfi — fi:vfiy) —0.

i=1

Portanto, div(RP, RQ) = 0, o que implica R é um fator integrante.

O teorema a seguir mostra que as condigoes de genericidade do Teorema 5.0.1 sao

necessarias. A sua demonstragao pode ser encontrada em |4].

Teorema 5.0.2. Se uma das condi¢oes (i) — (v) das condi¢oes de genericidade nao

satisfeita, entao as conclusoes do Teorema 5.0.1 nao sao necessariamente vdlidas.

é

Alguns resultados técnicos serao necessarios para concluir o resultado que queremos.

Lema 5.0.2. Seja D C R® o conjunto compacto

D:{(xl>"'a )ERS' >1>j: >---a5azxj§l}a

J=1

Entao, o valor mdzimo de k € (I — s)(l —s —1)/2 > 0, que € alcan¢ado no vértice

(l+1—s,1,...,1) do simplexo D.

Demonstragao: Primeiramente observemos que

1 3\* s
]{7(1’1,...,3]5) = 52 (l’j - 5) — g
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De fato,

1
k(xy,...,xs) = 5((:1:1—1)@1—2)+...+(xs—1)(xs—2))
1
= §(x§—3x1+2+...+x§—3x8+2)
IR 9 1 9 9 1
1 9 9 s
= 5((zf—3x1+z+...+a€—3zs+z)—Z)
1
2

3\ s
2 8

Note que k£ é uma funcao continua definida em um compacto D, logo k£ possui maximo

vy
—
VR
8
<

<.
Il

e minimo. Estamos interessados no maximo de k. Agora vamos justificar o fato de que
o valor maximo de k é alcancado em algum vértice do simplexo D. A fungao 2k é o
quadrado da distancia mais a constante s/4 entre os ponto (z1, ..., 2s) do simplexo D e o
ponto (3/2,...,3/2). Isso justifica o valor méximo de k ser alcangado no vértice do simplexo
D.
Determinaremos o valor maximo da funcao k. Se s = 1, entdao, D = [1,{] e o valor maximo
da fungao (z1 — 1)(x; — 2)/2 sobre o intervalo D é (I — 1)(I — 2)/2, que ocorre no ponto
x1 = [. Portanto, o lema esta provado para s = 1.
Se s = 2, entdo D é o triangulo T C R? de vértices (1,1), (I —1,1) e (1,1 — 1) e o valor
maximo da fungao 2321(%’ —1)(z;—2)/2¢é (I—2)(l—3)/2, que ocorre nos pontos (I—1,1)
e (1,0 —1). Portanto, o lema esta provado para s = 2.
Para s > 2, D é o simplexo S C R® de vértices (1,1,...,1), { —s+1,1,....1), (1,1 — s+
1,..,1), .., (1,1,...,1—s+1) e o valor maximo da fung¢ao k é (I —s)(l—s+1)/2, que ocorre
em todos os vértices de S exceto em (1,1, ..., 1). Portanto, o lema esta provado para s > 2.
|
O proximo resultado, que pode ser encontrado em |24], fornece o niimero méaximo de

ovais de uma curva algébrica real de grau dado.

Teorema 5.0.3 (Teorema de Harnack). O nidmero de ovais de uma curva algébrica real
de grau m é no mazimo 1+ (m—1)(m—2)/2 quando m € par, e (m—1)(m—2)/2 quando
m € impar. Além disso, estes limitantes superiores sao alcan¢ados para curvas algébricas

convenientes de grau m chamadas M-curvas.
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Sejam y um campo vetorial polinomial real e f; = 0, para j = 1,...,k, o conjunto de
todas as curvas algébricas invariantes irredutiveis complexas de y. Entao consideramos o
conjunto de todas as curvas algébricas invariantes irredutiveis reais g; = 0 de x que sao
formadas pelas curvas f; = 0, se f; é um polinomio real ou f]f] = 0 se f; € um polinémio
nao real. No que se seque chamaremos o conjunto de curvas g; = 0 para 7 = 1, ..., s, de
conjunto de curvas algébricas invariantes reais associadas a f; = 0, para j =1, ..., k.

Denotaremos por A(l,s) o namero maximo de ovais contidos nas curvas algébricas
invariantes reais ¢g; = 0, para ¢ = 1,..., s, de um campo vetorial polinomial tendo exata-
mente essas s curvas algébricas invariantes com [ = Zle grau(g;). A proxima proposigao

fornecera um limitante superior para A(l, s).

Proposicao 5.0.3. Para j = 1,...;s, seja g; = 0 curvas algébricas irredutiveis reais tal

que
grau(g;) =m; > 1, [ = ij,

e seja kj o mimero mdzimo possivel de ovais da curva g; = 0. Para o campo vetorial
polinomial x de grau n para o qual as curvas g; = 0, para j = 1,..., s, sa0 as inicas curvas

algébricas invariantes de x, temos

Al $) < 21— 81— s — 1) +Za],

[\

onde a; = 1, se m; € par, e a; =0, se m; € impar.
Demonstragao: A partir do Teorema 5.0.3, sabemos que

14 (m; —1)(m; — 2)/2, se m; for par
(m; —1)(m; — 2)/2, se m; for impar

0 nimero maximo de ovais é

ki+..+k = (mi—1)(m1—2)/2+ ...+ (ms—1)(ms —2)/2) + a1 + ... + a,
1 S S S
= 5 Z(mj — 1)(mj — 2) + Za]‘ = k(ml, ...,ms) + Zaj,
j=1 j=1 J=1
onde aplicando o Lema 5.0.2, temos

s

k(my,...,m +Za]_ l—s)(l—s—1)+2a]~.

J=1
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Portanto, A(l,s) <1l —s)(l—s—1)+ > i1

O proximo resultado ¢ devido a Christopher [3].

Teorema 5.0.4. Seja g = 0 uma curva algébrica nao-singular de graun e h um polindmio
de primeiro grau escolhido de modo que a reta real h = 0 encontra-se fora dos ovais de
g = 0. Escolha nimeros reais a e b tais que ah, + bh, # 0. Entao o campo vetorial
polinomial de grau n,

T =ag—hgy, y=0bg+hg.,

tem todos os ovais de g = 0 como ciclos limites hiperbolicos. Além disso, esse campo de

vetores nao tem outros ciclos limites.

Demonstracao: Aqui x = (£,9) = (ag — hg,, bg + hg,), note que

xg = (ag — hgy)gz + (bg + hgz)gy = g(ags + bgy)

e assim, temos que g = 0 é uma curva algébrica invariante para y. Além disso, como g é
nao singular temos (g, g,) # (0,0). Qualquer ponto de equilibrio de x sobre g = 0 ocorre
quando h = 0 ou g, = g, = 0, mas isso nao acontece pela defini¢ao de i e pelo fato de g ser
nao singular. Como x nao tem pontos de equilibrio em g = 0, segue que cada componente
limitada de g = 0 é uma solugao periodica de y. Mostraremos que eles sao de fato ciclos
limites hiperbolicos.

Considere v uma componente limitada de ¢ = 0. A partir da definicao de h, sabemos que
~ nao cruza a reta h = 0, assim,

74 (div(x))dt = f (gua+ hy) + g,(b— ha))dt

Y v

_ é (%) (a+ hy)dy — (%) (b— hy)dz
- / /mt(w (%) (ahy + bl )dady 0.

A escolha do sinal na integral acima depende da direcao a qual a curva limitada v é
transversal. Seja k = ah, + bh, # 0. Se hVg aponta para fora da regiao limitada por 7,

entao, v é atravessado no sentido anti-horario e a integral tem o mesmo sinal de —k. Se
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hV g aponta para dentro da regiao limitada por v, entdao a integral tem o mesmo sinal de
k. Assim, a componente limitada de ¢ = 0 é um ciclo limite hiperbélico.

Suponhamos agora que exista um outro ciclo limite d que nao se encontra em g = 0. Sobre
h =0, a derivada direcional de x na direcdo de h, xh|p— é tal que xh|p,—o = g(ah, + bhy).
Assim, nenhum ciclo limite pode cruzar a reta h = 0, por isso 0 deve situar-se em uma
componente conexa U C R? — {gh = 0}, de modo que g e h devem ter sinais constantes
em U. Seja U’ = U Nintd cujo limitante exterior é § e cujo limitante interior é vazio ou
a uniao de um nimero de ovais de g = 0. Denote € o sinal de -kgh em U. Por discussao
ja feita acima, a estabilidade desses ovais como ciclos limites de x é dado pelo sinal de e,
estavel para e > 0 e instavel para ¢ < 0. Em torno de cada um dos ovais no interior de U’
escolhemos uma curva orientada positivamente 7; para os quais o fluxo é sempre apontando
para fora quando € > 0 e apontando para dentro quando € < 0. Tome uma nova regiao
U" consistindo dos pontos de U’ para os quais sao exteriores a 7;. A fun¢do gh esta bem
definida sobre U” e logo o campo vetorial obtido pela divisao de x por gh também esta
bem definido. Nao héa fluxo em U” atravessando § e a dire¢ao do fluxo transversalmente a
~; esta em U” para k < 0 e fora de U” para k > 0, porém a divergéncia do campo vetorial
em U” é —(ah, + bh,)/h* que tem sinal oposto a k, o que gera uma contradigio.

Proposicao 5.0.4. Para um campo vetorial polinomial real x de grau n com somente uma

curva algébrica invariante irredutivel nao-singular de grau n > 2, temos

Al 1) 1+ (n—1)(n—2)/2, sen for par
n,1) =
(n—1)(n—2)/2, sen for impar

Além disso, esse limitante superior A(n,1) para o nimero mdzimo de ciclos limites de x

€ alcancado.

Demonstragao: A partir do Teorema de Harnack, segue que

Aln1) = 1+ (n—1)(n—2)/2, sen for par

(n—1)(n —2)/2, sen for impar

Pelo Teorema 5.0.4 esse nimero de ciclos limites algébricos de y é alcancado.
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Proposicao 5.0.5. Assuma que f; = 0, para j = 1,...,k, sao curvas algébricas satis-

fazendo as hipoteses do Teorema 5.0.1, e que

k
l:Zgrau(fj) =n+1
j=1

Seja g; = 0, para © = 1,...,s, 0 conjunto de curvas algébricas invariantes associadas a
fi =0, para j = 1,...,k. Entao, para s = 2,...,n, o campo de vetores (5.2) de grau n

satisfaz

An+1,s) < L+ (n = 1)(n = 2)/2, sen for par
(n—1)(n —2)/2, se n for impar

Se s =1, entao A(n+1,1) = 0.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 5.0.2, sabemos que [[;_, g; ¢ um fator integrante
inverso do campo vetorial polinomial y em (5.2). Assim, pelo Teorema 4.1.1, todos os
ciclos limites de x estao contidos nas curvas algébricas ¢; = 0, para ¢ = 1,...;s. Em
particular, os ciclos limites de y sao algébricos. Pela Proposicao 5.0.3, se s = 2,....,n,

temos que

(n+1—s)(n—s)+2aj.

i=1

N | —

An+1,s) <

Note que 0 maximo de (n+ 1 —s)(n —s)/2+ > ;_, a; ocorre quando s = 2 e o grau das

duas curvas algébricas invariantes sao n e 1. Entao, obtemos

1+ (n—1)(n—-2)/2, f
Aln+1,s) < (n—1)(n —2)/2, se n for par

(n—1)(n —2)/2, sen for impar

Assim, a proposicao segue para s = 2, ..., n.
Se s = 1, o campo vetorial polinomial x torna-se x = aixy, que ¢ Hamiltoniano e,
portanto, nao tem ciclos limites.

Teorema 5.0.5. Para um campo vetorial polinomial x de grau n > 2 tendo todas as suas
curvas algébricas invariantes irredutiveis também genéricas, o niumero mdximo de ciclos
limites algébricos é 1+ (n—1)(n—2)/2, sen é par e (n—1)(n—2)/2, se n € impar. Além

disso, esses limitantes superiores sao alcancados.
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Demonstracao: Como todas as curvas algébricas invariantes irredutiveis f; = 0 para
J=1,...,k, de x sao genéricas, estamos nas suposi¢oes do Teorema 5.0.1. Entao, y é um
campo vetorial polinomial dado por (5.1),(5.2) ou 0. Se y = 0, entao, x nao tem ciclos
limites.

Para o campo vetorial (5.2), a prova segue da Proposigao 5.0.5.

Seja g; = 0, para ¢ = 1,...,s, o conjunto de todas as curvas algébricas invariantes irre-
dutiveis sobre R[z, y] associada a f; =0 para j =1,..., k.

Agora, assumamos que x é um campo vetorial polinomial dado por (5.1), (I < n + 1).
Aplicaremos a Proposi¢ao 5.0.3 a ele (por isso [ > s). O inteiro [ definido na Proposi¢ao
5.0.3 toma o valor maximo quando [ = n. Portanto, temos que [ =n el > s, pois,sel = s
terfamos o grau de cada g; igual a 1 e nesse caso todas as n curvas algébricas invariantes
seriam retas e consequentemente y nao teria ciclos limites algébricos.

Aplicando a Proposicao 5.0.3 ao campo de vetores xy com [ = n > s, e como Y tem

exatamente s curvas algébricas invariantes irredutiveis sobre R[z, y|, obtemos

A(n,s) <

N | —

(n—s)(n—s— 1)+Zaj.
j=1
Note que

A(n,s) < (n—s)(n—s—1)+s.

N | —
N | —

(n—s)(n—s—1)+2aj <
j=1
Afirmamos que

1
§(n—5)(n—5—1)+5§ (n—1)(n—2)+1, paran>3.

N

Para provar essa afirmacao, defina a funcao
1 1
h(s) = §(n—s)(n—s—1)—|—s—§(n—1)(n—2)—1.
O gréfico dessa fungao é uma parabola em s satisfazendo

h(s) <0< se[l,2(n—2).

Portanto, se n > 3, entdo 1 < s <n—1<2(n—2). Assim, h(s) <0sel <s<n-—1e

consequentemente a afirmacao esta provada.
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Dividiremos o restante da prova em 2 casos.

Caso 1: Assuma que n é par, com n > 4. Entao

Aln,s) < =(n—1)(n—2)+ 1.

N —

Assim, o teorema esta provado para esse caso. Para n = 2, como n > s segue que s = 1,
nesse caso da Proposigao 5.0.3 temos A(2,1) < 1. Portanto, o teorema esta provado para
n par.
Pela Proposi¢ao 5.0.4 segue que o limitante superior para A(n,s) é alcangado. Isso com-
pleta a prova do teorema.
|
Tabela do ntimero maximo A de ciclos limites algébricos de um campo vetorial poli-
nomial de grau n tendo todas suas curvas algébricas invariantes também genéricas, para

n=2..10.

N

11
15
22
28
37

ol |l~N|lololeslw| o |3
o

—_
o




Conclusoes

Para concluir, vimos que nesta dissertacao estudamos os sistemas diferenciais com ciclos
limites nao algébricos. Notamos que nao é facil concluir se um ciclo limite é nao al-
gébrico. Estudamos a realizacao de ciclos limites por campos vetoriais polinomiais. Além
disso, estudamos uma prova para o 16° Problema de Hilbert para ciclos limites algébricos
satisfazendo algumas exigéncias.

Como sugestoes para proximos trabalhos podemos citar:

e Determinar se sistemas diferenciais polinomiais de grau 2 podem apresentar ciclos

limites nao algébricos explicitos.

e Resolver o 16° Problema de Hilbert para ciclos limites algébricos sem as exigéncias

do Teorema 5.0.5.
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