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Resumo
O objetivo desta dissertação é apresentar um estudo do 16o Problema de Hilbert enfa-tizando o 
aso algébri
o. Ini
iamos 
om a teoria geral. Estudaremos os 
i
los limitesalgébri
os e não algébri
os, posteriormente estudaremos a realização de uma 
on�guraçãode 
i
los limites e �nalizamos 
om o estudo de uma prova para o 16o Problema de Hilbertpara 
i
los limites algébri
os que estão 
ontidos em 
urvas algébri
as invariantes genéri
as.Palavras�
have: 16o Problema de Hilbert, 
i
lo limite algébri
o, 
urva algébri
a invari-ante genéri
a.
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Abstra
t
The obje
tive of this dissertation is to present a study of the 16th Hilbert Problem empha-sizing the algebrai
 
ase. We begin with the general theory. We will study the algebrai
and not algebrai
 limit 
y
les, later we will fo
us on the study of a realization of a 
on�-guration of limit 
y
les. Finally, we give a proof of the 16th Hilbert Problem for algebrai
limit 
y
les that are 
ontained in generi
 invariant algebrai
 
urves.Keywords: 16th Hilbert Problem, algebrai
 limit 
y
le, generi
 invariant algebrai
 
urve.
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Capítulo 1
Introdução
Considere a equação diferen
ial no plano

dx

dt
= P (x, y),

dy

dt
= Q(x, y), (1.1)onde P e Q são polin�mios nas variáveis x e y.O grau do sistema (1.1) é o máximo entre os graus dos polin�mios P e Q, ou seja, se

d1 = grau(P ) e d2 = grau(Q), então o grau do sistema (1.1) é igual ao máximo entre d1 e
d2. Em Paris, no ano de 1900, Hilbert [10℄ no Segundo Congresso Interna
ional de matemáti-
os propós uma lista de 23 problemas relevantes para serem resolvidos. Na segunda partedo 16o problema da lista proposta por Hilbert ele pergunta sobre o número máximo e aposição relativa dos 
i
los limites do sistema (1.1). Se o grau do sistema (1.1) é 1, ou seja,
(1.1) é um sistema linear, então ele não tem 
i
lo limite. Este tem sido um dos prin
ipaisproblemas na teoria qualitativa das equações diferen
iais planares no sé
ulo XX. Nestetrabalho enfatizaremos a versão algébri
a deste problema.Em [14℄, J. Llibre, R. Ramirez e N. Sadovskaia perguntam: É 1 + (n − 1)(n− 2)/2 onúmero máximo de 
i
los limites algébri
os que um 
ampo vetorial polinomial de grau npode ter?A noção de 
i
lo limite apare
eu nos anos 1891 e 1897 nos trabalhos do Poin
aré [18℄.Em 1986, Bamon [1℄ demonstrou para o 
aso de 
ampos de vetores quadráti
os, que osistema (1.1) tem �nitos 
i
los limites. Em 1991, (e 1992), Ilyashenko [11℄, (e É
alle [8℄)mostraram em trabalhos independentes que qualquer 
ampo vetorial polinomial tem uma1



2quantidade �nita de 
i
los limites, mas não provam a existên
ia de um limitante supe-rior uniforme. Esse problema permane
e aberto até para o 
ampo de vetores polinomialquadráti
o. Esses resultados (Bamon, e prin
ipalmente Ilyashenko e É
alle) tem sido osprin
ipais resultados nessa área.A dissertação está disposta da seguinte forma:No Capítulo 2 será feita uma abordagem geral da teoria fundamental utilizada nadissertação e será baseada em [7℄ e [15℄.Neste trabalho enfatizaremos o 
aso algébri
o, porém no Capítulo 3 trataremos os
i
los limites não algébri
os. K. Odani em [16℄ foi o primeiro a mostrar que o 
i
lo limiteda equação de van der Pol é não algébri
o, no entanto a expressão do 
i
lo limite não édada expli
itamente. Este assunto será tratado na Seção 3.1. J. Llibre e R. Benterki em [2℄exibem um sistema diferen
ial polinomial de grau três 
om um 
i
lo limite não algébri
oexplí
ito. Este assunto será tratado na Seção 3.4.Será estudado no Capítulo 4 uma espé
ie de re
ípro
a do 16o Problema de Hilbert,isto é, dado um 
onjunto �nito de 
urvas de Jordan disjuntas no plano é possível exibirum sistema diferen
ial polinomial tendo essas 
urvas 
omo 
i
los limites. Dois teoremas(Teorema 4.1.2 e Teorema 4.2.1) exibem 
ampos vetoriais polinomiais realizando a 
on�-guração de 
i
los limites dada a menos de um homeomor�smo. Esses resultados estão em[13℄ e [17℄, respe
tivamente.Em [14℄, J. Llibre, R. Ramirez e N. Sadovskaia provam que para um 
ampo vetorialpolinomial planar de grau n ≥ 2 
om 
urvas algébri
as invariantes genéri
as o númeromáximo de 
i
los limites algébri
os é 1 + (n− 1)(n− 2)/2, quando n é par, e (n− 1)(n−
2)/2, quando n é ímpar e que, além disso, esses limitantes superiores são al
ançados, ouseja, resolvem o 16o Problema de Hilbert para a 
lasse das 
urvas algébri
as invariantesgenéri
as. Este assunto será tratado no Capítulo 5.Por �m, teremos uma 
on
lusão, onde iremos sugerir alguns trabalhos a serem feitosnessa área que estudamos.



Capítulo 2
De�nições e resultados preliminares
Neste 
apítulo enun
iaremos as de�nições mais utilizadas em nosso texto, tais 
omo 
i
loslimites algébri
os, 
on�gurações de 
i
los limites, et
. Apresentaremos alguns resultadosrelevantes para nosso trabalho. Conven
ionaremos que funções apli
adas em letras maiús-
ulas denotará funções apli
adas em vetores e funções apli
adas em letras minús
ulasdenotará funções apli
adas em números reais. Este 
apítulo será baseado em [7℄ e [15℄.Considere o sistema diferen
ial

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (2.1)onde P e Q são polin�mios reais de graus m e n, respe
tivamente nas variáveis x e y, ẋe ẏ denotam derivadas 
om respeito a variável independente t; x′ e y′ também denotarãoderivadas 
om respeito a variável independente t.De�nição 2.0.1. O grau do sistema (2.1) é o máximo entre os graus dos polin�mios P e
Q, ou seja, é o máximo entre os valores m e n.Exemplo 2.0.1. Considere o sistema

ẋ = P (x, y) = x2 + y3, ẏ = Q(x, y) = y5.O grau deste sistema é o máximo entre o graus dos polin�mios P e Q, logo é 5.De�nição 2.0.2. Um 
ampo de vetores de 
lasse Cr, r ≥ 1 em Rn é uma apli
ação
χ : U ⊂ Rn → Rn, onde U é aberto em Rn. 3



4PSfrag repla
ements

I t R

U

ϕ ϕ(t)

ϕ′(t) = χ(ϕ(t))

Figura 2.1: Trajetórias do 
ampo χ.Ao 
ampo vetorial χ está asso
iado a equação diferen
ial aut�noma X ′ = χ(X), onde
X ′ =

dX

dte re
ipro
amente, à equação diferen
ial aut�noma está asso
iado o 
ampo de vetores χ,onde X ∈ U e U é aberto em R
n. As soluções desta equação, isto é, as apli
açõesdiferen
iáveis ϕ : I → U (I intervalo da reta) tais que

ϕ′(t) =
dϕ

dt
(t) = χ(ϕ(t))para todo t ∈ I, são 
hamadas trajetórias ou 
urvas integrais de χ. Veja Figura 2.1.De�nição 2.0.3. Seja χ : U ⊂ Rn → Rn um 
ampo de vetores em Rn, onde U é umaberto em Rn e X0 ∈ U , X0 é dito ponto singular ou ponto de equilíbrio do 
ampo χ se

χ(X0) = 0 e X0 é dito ponto regular de χ se χ(X0) 6= 0.De�nição 2.0.4. Um ponto singular X0 de um 
ampo vetorial χ : U ⊂ Rn → Rn, de
lasse Cr, r ≥ 1, 
hama-se hiperbóli
o se todos os autovalores da matriz ja
obiana de χem X0, Dχ(X0), tem partes reais diferente de zero.O próximo teorema garantirá que o 
omportamento numa vizinhança de um pontosingular hiperbóli
o é sempre modelado pelo 
omportamento da parte linear.Teorema 2.0.1 (Hartman-Grobman). Sejam χ : U → Rn um 
ampo vetorial de 
lasse
C1 no aberto U ⊂ Rn e X0 um ponto singular hiperbóli
o. Então existem vizinhanças Vde X0 em U e W de 0 em Rn tais que χ|V é topologi
amente 
onjugado a Dχ(X0)|W .



5A demonstração deste teorema, assim 
omo a teoria para entendê-lo, podem ser en-
ontrados em [20℄, página 294.De�nição 2.0.5. Se a solução X(t) = (u(t), v(t)) do sistema (2.1) é uma função periódi
anão 
onstante de t, ela é dita periódi
a. O lugar geométri
o desta solução em U é umatrajetória fe
hada do sistema.De�nição 2.0.6. Seja U um sub
onjunto aberto de R2 e χ ∈ C1(U) um 
ampo de vetores.Para X0 ∈ U, 
onsidere a solução φ(t, X0) de um problema de valor ini
ial (PVI) de�nidosobre seu intervalo maximal de existên
ia I. Então a apli
ação φ : ∆ ⊂ R × U → U é
hamada de �uxo da equação diferen
ial ou �uxo gerado pelo 
ampo de vetores χ.Exemplo 2.0.2. O sistema linear
ẋ = 2x, ẏ = −ytem �uxo dado por
φ : R× R

2 → R
2

φ(t, (x, y)) = (xe2t, ye−t).De�nição 2.0.7. Um 
i
lo limite do sistema (2.1) é uma solução periódi
a isolada do
onjunto de todas as órbitas periódi
as do sistema (2.1), mais pre
isamente, γ é um 
i
lolimite quando existe uma vizinhança V de γ tal que, em V, γ é a úni
a órbita periódi
ado sistema (2.1). Se um 
i
lo limite está 
ontida em uma 
urva algébri
a do plano, entãoele é algébri
o, 
aso 
ontrário é 
hamado não algébri
o.Exemplo 2.0.3. Considere o 
ampo
χ(x, y) = (−y − x(−1 + x2 + y2), x− y(−1 + x2 + y2)). (2.2)Fazendo a mudança de 
oordenadas polares x = r cos θ e y = rsen θ, obtemos que

x = r cos θ ⇒ x′ = r′ cos θ − rθ′sen θ,
y = rsen θ ⇒ y′ = r′sen θ + rθ′ cos θ.Mas,

x′ = −y − x(−1 + x2 + y2) = −rsen θ − r cos θ(−1 + r2),



6
y′ = x− y(−1 + x2 + y2) = r cos θ − rsen θ(−1 + r2),e assim, temos

−rsen θ − r cos θ(−1 + r2) = r′ cos θ − rθ′sen θ,
r cos θ − rsen θ(−1 + r2) = r′sen θ + rθ′ cos θ.Multipli
ando

(−rsen θ − r cos θ(−1 + r2) = r′ cos θ − rθ′sen θ) por cos θ e

(r cos θ − rsen θ(−1 + r2) = r′sen θ + rθ′ cos θ) por sen θe em seguida somando as duas equações obtidas, temos
r′ = −r(−1 + r2).Agora multipli
ando a equação

(−rsen θ − r cos θ(−1 + r2) = r′ cos θ − rθ′sen θ) por − sen θ e

(r cos θ − rsen θ(−1 + r2) = r′sen θ + rθ′ cos θ) por cos θe em seguida somando as duas equações obtidas, temos
θ′ = 1.

• θ′ = 1 > 0, portanto, a 
omponente angular é 
res
ente.
• r′ = −r(−1 + r2), portanto, a 
omponente radial é 
res
ente para 0 < r < 1 ede
res
ente para r > 1. Se r = 1, temos r′ = 0, e portanto, des
revemos um 
ír
ulo
C de raio 1, já que a 
omponente radial é 
onstante.O retrato de fase é des
rito na Figura 2.2.De�nição 2.0.8. Considere o 
aso planar. Dizemos que um 
i
lo limite γ é um 
i
lolimite estável se existir um aberto U0 ⊂ U tal que γ ⊂ U0 e ω(X) = γ para 
ada X ∈ U0.

γ é um 
i
lo limite instável se existir um aberto U0 ⊂ U tal que γ ⊂ U0 e α(X) = γpara 
ada X ∈ U0. γ é um 
i
lo limite semi-estável se existir um aberto U0 ⊂ U tal que
γ ⊂ U0 e ω(X) = γ para 
ada X ∈ U0 ∩ extγ e α(X) = γ, para 
ada X ∈ U0 ∩ intγ ouentão ω(X) = γ, para 
ada X ∈ U0 ∩ intγ e α(X) = γ, para 
ada X ∈ U0 ∩ extγ, onde
α e ω são 
onjuntos limites.
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PSfrag repla
ements x

y

C

Figura 2.2: Esboço do retrato de fase do sistema asso
iado ao 
ampo (2.2).Observação 2.0.1. O 
i
lo limite γ é dito estável quando para todo X0 ∈ U0 tivermos
lim

t→+∞
d(φ(t, X0), γ) = 0.

γ será instável quando para todo X0 ∈ U0 tivermos
lim

t→−∞
d(φ(t, X0), γ) = 0.Finalmente γ será semi-estável quando para todo X0 ∈ U0 ∩ extγ tivermos

lim
t→+∞

d(φ(t, X0), γ) = 0e para todo X0 ∈ U0 ∩ intγ tivermos
lim

t→−∞
d(φ(t, X0), γ) = 0,ou para todo X0 ∈ U0 ∩ intγ tivermos

lim
t→+∞

d(φ(t, X0), γ) = 0e para todo X0 ∈ U0 ∩ extγ tivermos
lim

t→−∞
d(φ(t, X0), γ) = 0.Note que no Exemplo 2.0.3 o 
i
lo limite é estável.



8De�nição 2.0.9. Sejam χ um 
ampo de vetores C1 de�nido em um aberto U de R2 e
H : U → R, C1(U) não 
onstante. Dizemos que H é uma integral primeira de χ em Use H permane
e 
onstante ao longo das trajetórias de χ 
ontidas em U .De�nição 2.0.10. Sejam U um sub
onjunto aberto do R2 e H : U → R uma apli
ação de
lasse C2. Um sistema da forma

x′ =
∂H

∂y
, y′ = −∂H

∂x
, (x, y) ∈ Ué 
hamado um sistema Hamiltoniano.Exemplo 2.0.4. Considere o sistema

x′ = y, y′ = −kx.Tomemos
H(x, y) =

1

2
(y2 + kx2).Segue que

∂H

∂x
(x, y) = kx e

∂H

∂y
(x, y) = y.Logo, o sistema a
ima pode ser rees
rito da seguinte forma

x′ =
∂H

∂y
, y′ = −∂H

∂x
,ou seja, é Hamiltoniano.De�nição 2.0.11. Um difeomor�smo h : E → E, onde E é um sub
onjunto aberto do R

n,preserva volume quando, para qualquer aberto limitado E1 ⊂ E, os 
onjuntos h(E1) e E1tem o mesmo volume.O próximo resultado pode ser en
ontrado em [6℄, p. 266.Teorema 2.0.2. Um difeomor�smo h : E → E de 
lasse C1 de um aberto E ⊂ R
npreserva volume se, e somente se, o determinante ja
obiano de h tem valor absoluto 
ons-tante e igual a 1, ou seja se, e somente se,

| det(Dh(X0))| = 1.para qualquer X0 ∈ E.



9Demonstração: Usaremos vol para indi
ar volume, por exemplo: vol U = volume de
U .A demonstração segue da de�nição de volume em Rn e do teorema de mudança de variáveisem integrais múltiplas para abertos limitados U ⊂ E e difeomor�smos h : E → E de 
lasse
C1. Vale

vol U =

∫

U

dX =

∫

h−1(U)

| det(Dh(X))|dXe, portanto, em parti
ular,
vol h(U) =

∫

h(U)

dX =

∫

U

| det(Dh(X))|dX(note que es
revemos as integrais múltiplas em 
onjuntos do Rn 
om um sinal de integraçãosó e 
om dX em vez do 
ostumeiro dx1...dxn do 
ál
ulo, mas isso não deve 
ausar 
onfusão
om as integrais em uma variável).Se | det(Dh(X0))| = 1 para qualquer X0 ∈ E, então temos
vol h(U) =

∫

U

| det(Dh(X))|dX =

∫

U

dX = vol U,ou seja, h preserva volume. Re
ipro
amente, supondo que | det(Dh(X))| não é 
ons-tante igual a 1 em E, por exemplo | det(Dh(Y0))| > 1 para algum ponto Y0 ∈ E, pela
ontinuidade de det(Dh(X)), obtemos a > 1 e um aberto limitado U ⊂ E tal que
| det(Dh(Y ))| ≥ a > 1 para 
ada Y ∈ U e, portanto,

vol h(U) ≥
∫

U

a.dX = a.vol U > vol U,ou seja, h não preserva volume.Agora, 
onsidere χ : Rn → Rn um 
ampo de vetores polinomial 
ujo �uxo φt : E → Eestá de�nido para todo t real.De�nição 2.0.12. Dizemos que o �uxo do 
ampo χ preserva volume A se
A(φt(E1)) = A(E1),para 
ada E1 ⊂ E de volume �nito e para 
ada t ∈ R.



10Seja χ : U ⊂ Rn → Rn, U aberto em Rn,
χ(x1, x2, ..., xn) = (f1(x1, ..., xn), f2(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn))um 
ampo vetorial C1(U). Re
orde que a divergên
ia (denotado por div) do 
ampo χ noponto X ∈ U é o traço (tr) da matriz ja
obiana de χ apli
ado em X , ou seja,

divχ(X) = trDχ(X) =
∂f1
∂x1

(X) + ... +
∂fn
∂xn

(X).O teorema a seguir (Teorema de Liouville) garante que a divergên
ia de um 
ampodetermina a taxa de variação do volume pela ação do �uxo do 
ampo. Para mais detalhesveja [6℄, p. 267.Teorema 2.0.3 (Teorema de Liouville). Se um 
ampo de 
lasse C1 tem divergên
ianula, então seu �uxo preserva volume.Demonstração: Pela fórmula de Liouville,
det(Dφt(X)) = exp

(
∫ t

0

trDχ(φs(X))(X)ds

)

.Como div χ = 0, temos
A(φt(E1)) =

∫

E1

det(Dφt(X))dX =

∫

E1

exp

(
∫ t

0

trDχ(φs(X))(X)ds

)

dX =

∫

E1

dX = A(E1).Portanto, o �uxo preserva volume.O Teorema de Liouville assegura que o volume de φt(E1) é 
onstante em t, de modoque não é possível que todas estas trajetórias se afastem umas das outras, pois, isto
ausaria uma expansão do volume de E1: se existir uma direção em que as trajetórias seafastem umas das outras, deveria também existir uma outra direção em que as trajetóriasse aproximam umas das outras.O próximo resultado garante que o �uxo de 
ampos Hamiltonianos preserva volume.Proposição 2.0.1. O �uxo de um 
ampo Hamiltoniano preserva volume.Demonstração: Consideremos um sistema Hamiltoniano χ, ou seja,
x′ =

∂H

∂y
, y′ = −∂H

∂x
, (x, y) ∈ U.



11Pelo Teorema de Liouville, basta mostrarmos que div χ = 0. Note que, de H ser de 
lasse
C2, segue

∂

∂x

(

∂H

∂y

)

=
∂2H

∂x∂y
=

∂2H

∂y∂x
=

∂

∂y

(

∂H

∂x

)

,portanto,
divχ = trDχ =

∂

∂x

(

∂H

∂y

)

+
∂

∂y

(

−∂H
∂x

)

= 0.Logo, todo 
ampo Hamiltoniano tem divergên
ia nula, o que impli
a que o �uxo do 
ampo
χ preserva volume.De�nição 2.0.13. Seja χ um 
ampo de vetores 
omo no sistema (2.1), C1 de�nido emum aberto U de R2. Então, χ é exato em U se

∂P

∂x
= −∂Q

∂ypara todo (x, y) ∈ U . Além disso, se U é simplesmente 
onexo, então existe uma função
H : U → R satisfazendo:

P = −∂H
∂y

, Q =
∂H

∂x
.Portanto, a função H é a Hamiltoniana do 
ampo de vetores Hamiltoniano χ.De�nição 2.0.14. Sejam χ um 
ampo vetorial de�nido em um aberto U e V : U → Ruma função de 
lasse C1. De�nimos a derivada de V na direção do 
ampo χ no ponto

X ∈ U , denotado por χV , por
χV = ∇V (X) · χ(X).Proposição 2.0.2. Se um sistema é Hamiltoniano, então a apli
ação H é uma integralprimeira do sistema Hamiltoniano, ou seja, H(x, y) permane
e 
onstante ao longo dastrajetórias do sistema.Demonstração: Observe que

Ḣ =
∂H

∂x

dx

dt
+
∂H

∂y

dy

dt
=
∂H

∂x

∂H

∂y
+
∂H

∂y

(−∂H
∂x

)

= 0.Portanto, H é 
onstante ao longo das soluções.



12De�nição 2.0.15. Uma função R : U → R, C1(U), U ⊂ R2 é um fator integrante do
ampo de vetores χ = (P,Q), quando
∂(RP )

∂x
= −∂(RQ)

∂y
.Uma função V : U → R, C1(U) é um fator integrante inverso do 
ampo de vetores χquando satisfaz a equação

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(

∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)

Vem U .Proposição 2.0.3. Se V é um fator integrante inverso do sistema (2.1), então o sistemaasso
iado ao 
ampo
1

V
(P,Q)é Hamiltoniano.Demonstração: Como V é um fator integrante inverso do sistema (2.1), V é soluçãoda equação diferen
ial par
ial linear

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(

∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)

V, (x, y) ∈ U.Tomemos
H(x, y) =

∫

1

V
Pdy + c,onde c é uma 
onstante. Daí,

∂H

∂x
=

∫

∂

∂x

(

1

V
P

)

dy =

∫ (

− 1

V 2

∂V

∂x
P +

1

V

∂P

∂x

)

dy =

∫

− 1

V 2

(

P
∂V

∂x
− ∂P

∂x
V

)

dy.De V ser um fator integrante inverso
P
∂V

∂x
− ∂P

∂x
V =

∂Q

∂y
V −Q

∂V

∂y
,assim,

∂H

∂x
=

∫

− 1

V 2

(

∂V

∂x
P − V

∂P

∂x

)

dy =

∫

− 1

V 2

(

∂Q

∂y
V −Q

∂V

∂y

)

dy =

=

∫
(

1

V 2

∂V

∂y
Q− 1

V

∂Q

∂y

)

dy =

∫

∂

∂y

(

− 1

V
Q

)

dy = − 1

V
Q.
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Figura 2.3: Con�guração de 
i
los C = {C1, C2, C3} do Exemplo 2.0.5.Por outro lado, temos
∂H

∂y
=

∫

∂

∂y

(

1

V
P

)

dy =
1

V
P.Por �m, 
omo H é de 
lasse C2, o sistema asso
iado ao 
ampo

1

V
(P,Q)é Hamiltoniano.De�nição 2.0.16. Uma 
on�guração de 
i
los é um 
onjunto �nito C = {C1, ..., Cn}de 
urvas simples, fe
hadas e disjuntas do plano.De�nição 2.0.17. Dada uma 
on�guração de 
i
los C = {C1, ..., Cn}, a 
urva Cj é ditaprimária se não existe uma 
urva Ci ∈ C no interior da região limitada por Cj.Exemplo 2.0.5. Considere C = {C1, C2, C3}, onde

C1 = (x+ 1)2 + y2 − 1, C2 = (x+ 1)2 + y2 − 1

2
e C3 = (x− 1)2 + y2 − 1

2
.As 
urvas C2 e C3 são primárias, visto que não existe uma 
urva Ci ∈ C, no interior daregião limitada por C2 e C3. Veja Figura 2.3.De�nição 2.0.18. Duas 
on�gurações de 
i
los C = {C1, ..., Cn} e C ′ = {C ′

1, ..., C
′
m} são(topologi
amente) equivalentes se existe um homeomor�smo h : R2 → R2 tal que

h

(

n
⋃

i=1

Ci

)

=

(

m
⋃

i=1

C ′
i

)

.



14Proposição 2.0.4. Sejam C = {C1, ..., Cn} e C ′ = {C ′
1, ..., C

′
m} duas 
on�gurações equi-valentes de 
i
los, então n = m.Demonstração: Sejam C = {C1, ..., Cn} e C ′ = {C ′

1, ..., C
′
m} duas 
on�gurações equi-valentes de 
i
los e suponha que m 6= n, ou seja, m < n ou m > n. Faremos o 
aso

m > n, o outro 
aso é análogo. Como 
ada Ci, 1 ≤ i ≤ n, é 
ompa
to e 
onexo e h é umhomeomor�smo, temos que h(C1), ..., h(Cn) é 
ompa
to e 
onexo e 
omo
h

(

n
⋃

i=1

Ci

)

=

(

m
⋃

i=1

C ′
i

)segue que o número de 
urvas no domínio deve ser igual ao número de 
urvas no 
on-tradomínio, o que é uma 
ontradição 
om nossa hipótese.De�nição 2.0.19. Dizemos que uma equação diferen
ial polinomial realiza a 
on�guraçãode 
i
los C se o 
onjunto de todos 
i
los de χ é equivalente a C.



Capítulo 3
Sistemas de equações diferen
iais 
om
i
los limites não algébri
os
Neste 
apítulo trataremos os 
i
los limites não algébri
os. Na primeira seção mostraremosque o 
i
lo limite da equação de van der Pol é não algébri
o e não explí
ito. Na verdade oresultado que será mostrado na primeira seção é mais amplo. Na Seção 3.4 exibiremos umsistema diferen
ial polinomial de grau três 
om 
i
lo limite não algébri
o explí
ito. Tal
i
lo limite será também estável e hiperbóli
o e ilustraremos seu retrato de fase no dis
ode Poin
aré. As seções 3.2 e 3.3 (Apli
ação de Poin
aré e Compa
ti�
ação de Poin
aré)serão úteis para entendermos melhor 
i
lo limite hiperbóli
o, estabilidade de 
i
los limitese 
ompa
ti�
ação de Poin
aré. Com a 
ompa
ti�
ação de Poin
aré é possível fazer umestudo das órbitas de um 
ampo polinomial no in�nito e 
om a apli
ação de Poin
arépodemos estudar a estabilidade de 
i
los limites. A Seção 3.1 é baseada em [16℄ e a Seção3.4 é baseada em [2℄.3.1 O 
i
lo limite da equação de van der Pol é não al-gébri
oNesta seção mostraremos que as 
urvas soluções de sistemas de Liénard satisfazendo algu-mas exigên
ias, que serão espe
i�
adas, são não algébri
as. Como 
orolário desse teoremaseguirá que o sistema de van der Pol não tem soluções algébri
as, em parti
ular, o 
i
lo15



16limite da equação de van der Pol é não algébri
o. fx e fy denotará derivada 
om respeitoa variável subs
rita. Nesta seção apenas teremos 
omo variáveis x e y.Teorema 3.1.1. Se um sistema polinomial de Liénard
ẋ = y, ẏ = −f(x)y − g(x), (3.1)satisfaz:(i) f, g 6= 0,(ii) grau(f)≥ grau(g),(iii) g/f 6= 
onstante,então, o sistema 3.1 não tem 
urvas soluções algébri
as.O lema a seguir será essen
ial para a prova do Teorema 3.1.1.Lema 3.1.1. Se a 
urva solução do sistema polinomial
ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (3.2)está 
ontida em uma 
urva algébri
a irredutível Φ = 0, então existe um polin�mio h(x, y)satisfazendo

P (x, y)Φx(x, y) +Q(x, y)Φy(x, y) = h(x, y)Φ(x, y). (3.3)Re
ipro
amente, se a equação (3.3) é satisfeita, então a 
urva algébri
a Φ = 0 é uma 
urvainvariante do sistema (3.2).Demonstração: Diferen
iando a equação Φ = 0, temos Φxẋ + Φyẏ = 0, ou seja, olado esquerdo da equação (3.3) é identi
amente nulo. Isto impli
a que o produto interno
(Φx,Φy).(ẋ, ẏ) é identi
amente nulo, e portanto, (Φx,Φy) é ortogonal a (ẋ, ẏ) em todoponto. Logo o lado esquerdo tem Φ 
omo fator 
omum pelo Teorema III.3.1 de [23℄, issoprova a primeira parte do lema.A re
ípro
a pode ser feita de maneira análoga.A seguir faremos a prova do Teorema 3.1.1.



17Demonstração: Assumamos que uma 
urva solução do sistema (3.1) está 
ontida emuma 
urva algébri
a irredutível Φ = 0, então usando o Lema 3.1.1 obtemos
h(x, y)Φ(x, y)− yΦx(x, y) + yf(x)Φy(x, y) + g(x)Φy(x, y) = 0. (3.4)Rees
reveremos Φ(x, y) e h(x, y) da seguinte forma:

Φ(x, y) =

k
∑

j=0

Φj(x)y
j, onde Φk(x) 6= 0,

h(x, y) =

l
∑

j=0

hj(x)y
j,

M = grau(f) e N = grau(g).Rees
revendo agora a equação (3.4) e 
olo
ando o termo yi, 0 ≤ i ≤ k + l, em evidên
ia
onseguimos
0 = y0[Φ0(x)h0(x) + g(x)Φ1(x)] + y[h0(x)Φ1(x) + h1(x)Φ0(x)− Φ′

0(x) + 2g(x)Φ2(x))]

+... + yk+l−1[Φk(x)hl−1(x) + Φk−1(x)hl(x)] + yk+l[Φk(x)hl(x)].Como Φk(x) 6= 0, temos que hl(x) = 0. Continuando analisando os termos de yk+j,
2 ≤ j ≤ l, vemos que

hj(x) = 0, j = 2, ..., l.Analisando agora o termo de yk+1, temos
−Φ′

k(x) + h1(x)Φk(x) = 0.Como h1(x) é um polin�mio 
onseguimos que h1(x) = 0 e Φ′
k(x) = 0, o que impli
a

Φk(x) = 
onstante. Assim, obtemos que h(x, y) = h0(x).A partir de agora omitiremos a variável x nas funções. Comparando os termos de yj,temos
−Φ′

j−1 + h0Φj + jfΦj + (j + 1)gΦj+1 = 0. (3.5)Sejam m o grau máximo dos polin�mios Φj e n o su�xo tal que grau(Φn) = m. Colo
ando
j = n na equação (3.5), temos

[h0 + nf ]Φn = Φ′
n−1 − (n+ 1)gΦn+1. (3.6)



18Note que o lado direito da equação (3.6) tem grau menor do que m+N . Como M ≥ N ,o lado direito da equação (3.6) tem grau menor do que m + M − 1. Assim, obtemosgrau(h0 + nf) < M e, portanto, grau(h0 + jf) =M , para j 6= n.Colo
ando j = k na equação (3.5), temos
Φ′

k−1 = [h0 + kf ]Φk.Como Φk é 
onstante não nulo, temos que grau(Φ′
k−1) =grau([h0 + kf ]) = M . Portanto,grau(Φk−1) =M + 1. Colo
ando j = k − 1 na equação (3.5), temos

Φ′
k−2 = [h0 + (k − 1)f ]Φk−1 + kgΦk,assim, grau(Φ′

k−2) =grau([h0 + (k − 1)f ]Φk−1) = M +M + 1. Portanto, grau(Φk−2)) =

2(M + 1). Repetindo esse pro
esso, temos
grau(Φk−j) = j(M + 1), 0 ≤ j ≤ k − n. (3.7)Colo
ando j = k − n na equação (3.7), temos

grau(Φn) = (k − n)(M + 1), portanto, m = r(M + 1), onde r = k − n.Apli
ando (3.7) 
om j = k − (n+ 1), temos que grau(Φn+1) = m−M − 1. Assim, o graudo lado direito de (3.6) é menor ou igual a m− 1. Portanto, h0 = −nf .Agora suporemos que Φk = 1, ou seja, esteja normalizado em 
erto sentido.Colo
ando j = k em (3.5), temos
Φ′

k−1 = [h0 + kf ]Φk = [−nf + kf ]Φk = rf.De Φ′
k−1 = rf , temos, por integração,

Φk−1 = rF +R0, onde F
′ = f.Denotaremos Rj por um polin�mio de grau até j.Colo
ando j = k − 1 em (3.5), 
onseguimos

Φ′
k−2 = [h0 + (k − 1)f ]Φk−1 + kgΦk = r(r − 1)fF + (r − 1)fR0 + kg,onde integrando, temos

Φk−2 =
r(r − 1)

2
F 2 +RM+1.



19Repetindo esse pro
edimento, temos
Φk−j = CjF

j +R(j−1)(M+1), 1 ≤ j ≤ r, Cj =
r!

j!(r−j)!
. (3.8)Colo
ando j = n em (3.5) e lembrando que h0 = −nf , temos

Φ′
n−1 = (n+ 1)gΦn+1.Usando (3.8) 
om j = k − (n+ 1) = r − 1, temos

Φn+1 = r[F r−1] +R(r−2)(M+1),e, portanto,
Φ′

n−1 = r(n+ 1)gF r−1 +Rm−M−2. (3.9)Por outro lado, 
olo
ando j = n− 1 em (3.5), 
onseguimos
Φ′

n−2 = [h0 + (n− 1)f ]Φn−1 + ngΦn = −fΦn−1 + ngΦn,o que impli
a que
Φn−1 =

ngΦn − Φ′
n−2

f
.Usando (3.8), temos Φn = F r +Rm−M−1 e assim, 
onseguimos

Φn−1 =
ngF r +RM−1 − Φ′

n−2

f
,logo

Φn−1 =
ngF r +RM−1

f
,já que o grau(Φ′

n−2) < m. Agora diferen
iando, temos
Φ′

n−1 =
f [ngF r +RM−1]

′ − [ngF r +RM−1]f
′

f 2
,logo

f 2Φ′
n−1 = nfg′F r + rngf 2F r−1 − ngf ′F r +Rm+M−2. (3.10)Usando (3.9) e (3.10), obtemos

nfg′F r + rngf 2F r−1 − ngf ′F r +Rm+M−2 = f 2(r(n+ 1)gF r−1 +Rm−M−2),



20portanto,
rf 2gF r−1 + nF r[gf ′ − fg′] = Rm+M−2.Comparando os termos de maior grau 
onseguimos

r(M + 1) + n(M −N) = 0,
omo n(M −N) ≥ 0 e r(M + 1) = m é não negativo, temos
r(M + 1) = m = 0.Análise a
ima impli
a que Φj(x) = 0, para todo j = 1, ..., k, portanto, Φ(x, y) dependeapenas da variável y, ou seja, Φ(x, y) = Φ(y). A�rmamos que Φ pode ser es
rito da forma

Φ(y) = y + C,onde C é uma 
onstante, de fato, Φ é irredutível em uma só variável sobre o 
orpo dosreais, suponha que Φ possa ser es
rito na forma ay2 + by + c, 
om a 6= 0, então
b2 − 4ac < 0. (3.11)Usando essa es
rita de Φ em (3.3), temos
2af = naf, (3.12)

fb+ 2ag = nfb, (3.13)
gb = nfc. (3.14)Portanto, de (3.12), temos n = 2, já que a 6= 0 e f 6= 0. De (3.14), temos que se b = 0,então c = 0, mas isso é uma 
ontradição 
om (3.11). Então, b 6= 0 e c 6= 0. De (3.13) e(3.14), 
onseguimos, respe
tivamente,

g =
fb

2a
e g =

2fc

b
,portanto,

fb

2a
=

2fc

b
.Logo, 4ac = b2. Isso impli
a que b2−4ac = 0, que é uma 
ontradição 
om (3.11). Portanto

a = 0. Ou seja, Φ é um polin�mio de grau 1 da seguinte forma
Φ(y) = y + C.



21Usando (3.4), temos
g/f = C,o que é uma 
ontradição 
om (iii) do teorema.Corolário 3.1.1. O sistema de van der Pol

ẋ = y, ẏ = −µ(x2 − 1)y − x, µ 6= 0,não tem 
urvas soluções algébri
as. Em parti
ular, seu 
i
lo limite é não algébri
o.3.2 Apli
ação de Poin
aréA transformação de Poin
aré asso
iada a uma órbita fe
hada γ de um 
ampo vetorial éum difeomor�smo π que des
reve o 
omportamento do 
ampo em uma vizinhança de γ.Sejam {ϕ(t, p) : 0 ≤ t ≤ T} uma órbita periódi
a de período T de um 
ampo χ de
lasse Cr, r ≥ 1 ou r = ω, de�nido no aberto U ⊂ R2 e ∑ uma seção transversal a χ em
p. Em virtude da 
ontinuidade do �uxo ϕ de χ, para todo ponto q ∈ ∑ próximo de pa trajetória ϕ(t, p) permane
e próxima a γ, 
om t em um intervalo 
ompa
to pré-�xado,por exemplo, [0, 2T ]. De�ne-se π(q) 
omo o primeiro ponto onde esta órbita inter
epta
∑. Seja ∑0 o domínio de π. Naturalmente p ∈∑0 e π(p) = p.É possível mostrar que π :

∑

0 →
∑ é um difeomor�smo de 
lasse Cr, r ≥ 1 ou r = ω,sobre sua imagem∑

1 = π(
∑

0).Observação 3.2.1. Rela
ionaremos 
i
los limites 
om a apli
ação de Poin
aré: γ seráum 
i
lo limite de χ passando por p se, e somente se, p é um ponto �xo isolado de π.Ainda,1. γ é estável se, e somente se, | π(x)− p |<| x− p |, para todo x 6= p su�
ientementepróximo de p.2. γ é instável se, e somente se, | π(x)− p |>| x− p |, para todo x 6= p su�
ientementepróximo de p.
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ements
γγ

∑

∑

Estavel
yy

xx

y = xy = x

grafπgrafπ

Instavel

Figura 3.1: Grá�
o da transformação de Poin
aré em 
i
los limites estáveis e instáveis.3. γ é semi-estável se, e somente se, | π(x) − p |<| x − p |, para todo x ∈ ∑∩extγsu�
ientemente próximo de p e | π(x)−p |>| x−p |, para todo x ∈∑∩intγ su�
ien-temente próximo de p, ou o 
ontrário, (int denota interior e ext denota exterior).Em parti
ular, se χ é analíti
o e π(x) não é a identidade, então
π(x) = p+ ak(x− p)k + ...,
om ak 6= 0.Portanto, se k é ímpar, então γ é estável se ak < 0 e instável se ak > 0. Se k é par,então γ é semi-estável. Se π(x) = x, isto é, todos os ak são zero, então γ está no interiorde um anel de órbitas periódi
as de χ.No 
aso em que χ é C1, se π′(x) < 1, podemos apli
ar o teorema do valor médio e
on
luir que γ é estável. Por outro lado, γ é instável se π′(x) > 1. As Figuras 3.1 e 3.2ilustram as apli
ações de Poin
aré e seus grá�
os.O resultado a seguir forne
e a expressão de π′(x).Teorema 3.2.1. Sejam U um sub
onjunto aberto do R2 e χ = (P,Q) ∈ C1(U) um 
ampode vetores. Sejam γ uma órbita periódi
a do sistema diferen
ial 
orrespondente de período

T e π :
∑

0 →
∑ a apli
ação de Poin
aré em uma seção transversal ∑ em x ∈ γ. Então

π′(x) = exp

(∫ T

0

divχ(γ(t))dt

)

.Em parti
ular, se
∫ T

0

divχ(γ(t))dt < 0,
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ements
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grafπgrafπFigura 3.2: Grá�
o da transformação de Poin
aré em 
i
los limites semi-estáveis.então, γ é um 
i
lo limite estável e se
∫ T

0

divχ(γ(t))dt > 0,então, γ é um 
i
lo limite instável. No 
aso do valor da integral ser zero, podemos ter um
i
lo limite estável, instável ou semi-estável, ou perten
er a um anel de 
i
los.A demonstração deste teorema não será feita aqui, mas pode ser en
ontrada em [21℄,página 30.De�nição 3.2.1. Sejam U um sub
onjunto aberto do R2 e χ = (P,Q) ∈ C1(U) um 
ampode vetores. Sejam γ uma órbita periódi
a do sistema diferen
ial 
orrespondente de período
T e π :

∑

0 →
∑ a apli
ação de Poin
aré em uma seção transversal∑ em x ∈ γ. Dizemosque γ é hiperbóli
o quando π′(x) 6= 1, quando π′(x) = 1 dizemos que γ é não hiperbóli
o.Exemplo 3.2.1. Considere o sistema

x′ = −y + x(1− x2 − y2), y′ = x+ y(1− x2 − y2).Fazendo as mudanças de 
oordenadas polares e os devidos passos, obtemos
r′ = r(1− r2), θ′ = 1,que possui um 
i
lo limite γ parametrizado por γ(t) = (cos(t), sen(t)). Analisemos, entãoa apli
ação de Poin
aré do sistema
r′ = r(1− r2), θ′ = 1.
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Figura 3.3: Esboço da transformação de Poin
aré do Exemplo 3.2.1.Consideremos que no tempo ini
ial t0 = 0, temos a 
ondição ini
ial r(0) = r0 e θ(0) = θ0.Resolvendo o sistema (
oordenadas polares), obtemos
r(t, r0) =

[

1 +

(

1

r20
− 1

)

e−2t

]−1/2

, θ(t, θ0) = t+ θ0.Se ∑ é o raio que passa pela origem 
om o ângulo θ = θ0, então, ∑ é perpendi
ular à
γ e a órbita passando pelo ponto (r0, θ0) em t = 0, 
ruza o raio novamente em t = 2π,
onforme a Figura 3.3.Portanto, a apli
ação de Poin
aré é dada por

π(r0) =

[

1 +

(

1

r20
− 1

)

e−4π

]−1/2

, θ(t, θ0) = t + θ0.Vemos que π(1) = 1 
orresponde ao 
i
lo γ e segue que
π′(r0) = e−4πr−3

0

[

1 +

(

1

r20
− 1

)

e−4π

]−3/2

,e π′(1) = e−4π < 1, o que 
omprova que γ é estável e hiperbóli
o. Por outro lado, em
oordenadas 
artesianas, 
omo γ(t) = (cos t, sent), segue que
divχ(γ(t)) = 2− 4 cos2 t− 4sen2t,e

∫ 2π

0

divχ(γ(t))dt =

∫ 2π

0

(2− 4 cos2 t− 4sen2t)dt = −4π.



25Assim, pelo Teorema 3.2.1, temos
π′(x0) = e−4π,que 
onfere 
om o 
ál
ulo direto.3.3 Compa
ti�
ação de Poin
aréFaremos agora uma dis
ussão sobre a 
ompa
ti�
ação de Poin
aré.De�nição 3.3.1. Chamaremos a esfera

S
2 = {(y1, y2, y3) ∈ R

3 : y21 + y22 + y23 = 1}de esfera de Poin
aré. O plano
TPN

S
2 = {(x1, x2, x3) ∈ R

3; x3 = 1}é tangente a esfera S2 em PN = (0, 0, 1).Nesta seção 
onven
ionaremos que as 
oordenadas yi se referirão à esfera S2 e as 
oor-denadas xi ao plano TPN
S2.De�nição 3.3.2. De�niremos

H+ = {(y1, y2, y3) ∈ S
2; y3 > 0}
omo sendo o hemisfério norte,

H− = {(y1, y2, y3) ∈ S
2; y3 < 0}
omo sendo o hemisfério sul e

S
1 = {(y1, y2, y3) ∈ S

2; y3 = 0}
omo sendo o equador.
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PSfrag repla
ements p = (x1, x2, 1)
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Figura 3.4: Projeção 
entral.A 
ompa
ti�
ação de Poin
aré de um 
ampo de vetores χ 
onsiste em fazer duas 
ópiasdo �uxo de χ, uma sobre H+ e a outra sobre H−, usando a projeção 
entral. Para isso
onsideremos uma reta L(t) que une a origem a um ponto do TPN
S2,

L(t) = (0, 0, 0) + t(x1, x2, 1), t ∈ R.Esta reta inter
epta a esfera S2 em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no sul.Veja Figura 3.4.Agora 
onsiderando a projeção do 
ampo vetorial χ de R2 ≈ TPN
S
2 para S

2 dada pelasprojeções 
entrais, temos dois difeomor�smos
f+ : TPN

S
2 → H+, f− : TPN

S
2 → H−isto é, f+(p), (resp f−(p)) é a interse
ção da reta que passa pelo ponto p ligando a origem
om o hemisfério norte, (resp. sul), de S2, 
ujas expressões são dadas por

f+(x1, x2, 1) =
(x1, x2, 1)

△(x)
, f−(x1, x2, 1) = −(x1, x2, 1)

△(x)
,onde △(x) =

√

x21 + x22 + 1.Sem perda de generalidade, podemos 
onsiderar o 
ampo χ de�nido no plano tangenteà esfera, isto é, χ : TPN
S
2 → TPN

S
2 e assim, é possível de�nir um novo 
ampo em S

2. O
ampo χ̄ induzido em S2, a partir de χ, através dos difeomor�smos f+ e f− será dado por
χ̄(y) = Df+(x) · χ(x) se y = f+(x) ∈ H+
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χ̄(y) = Df−(x) · χ(x) se y = f−(x) ∈ H−.Desta
amos que χ̄ é um 
ampo vetorial em S2\S1, que é tangente à esfera. Para estudaro 
omportamento assintóti
o das órbitas não limitadas de χ analisando χ̄ , é ne
essárioestender χ̄ para o equador S1, obtendo um 
ampo na esfera.O estudo de χ̄ em uma vizinhança do equador nos dará informações sobre o 
om-portamento do 
ampo χ no in�nito. Entretanto, nem sempre é possível estender χ̄ aoequador. Veremos adiante que, quando χ for um 
ampo polinomial, podemos estender χ̄analiti
amente ao equador.Antes de estudar a extensão de χ̄ ao equador, vamos es
olher um sistema de 
oorde-nadas 
onveniente para S2 e 
al
ular a expressão de χ̄ nessas 
oordenadas.Para S

2 usamos seis 
artas lo
ais dadas por
Uk = {y ∈ S

2 : yk > 0}, Vk = {y ∈ S
2 : yk < 0},para k = 1, 2, 3. As apli
ações lo
ais 
orrespondentes são dadas por φk : Uk → R2 e

ψk : Vk → R2 e de�nidas 
omo
φk(y) = −ψk(y) =

(

ym
yk
,
yn
yk

)

,para m < n e m, n 6= k.Iremos agora en
ontrar a expressão do 
ampo na 
arta lo
al (U1, φ1).Seja y ∈ U1 ∩H+, então, y = f+(x), x ∈ TPN
S2:

(φ1 ◦ f+)(x) = φ1(f
+(x)) = φ1

(

x1
△(x)

,
x2

△(x)
,

1

△(x)

)

=

(

x2
△(x)

△(x)

x1
,

1

△(x)

△(x)

x1

)

=

(

x2
x1

1

x1

)

.Portanto,
φ1(x1, x2, 1) = (u, v), onde u =

x2
x1

e v =
1

x1
.Observe que 
omo y ∈ U1∩H+, segue que x1 6= 0. Como χ̄(y) = Df+(x) ·χ(x) quando

y = f+(x), temos
Dφ1(y)χ̄(y) = Dφ1(y) ◦Df+(x)χ(x) = D(φ1 ◦ f+)(x)χ(x).



28Seja χ̄(y) |U1∩H+
denotando o sistema de 
oordenadas de�nido 
omo Dφ1(y)χ̄(y) e,portanto, segue da equação a
ima que

χ̄(y) |U1∩H+
= D(φ1 ◦ f+)(x)χ(x) =





−x2

x2
1

1
x1

−1
x2
1

0



 ·





P (x1, x2)

Q(x1, x2)





=
1

x21
(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)),esta é a expressão de χ̄ em U1 ∩H+ nas 
oordenadas φ1. Vamos 
olo
á-las em função de

u e v para fa
ilitar a análise. Usando o fato de que
x1 =

1

v
, x2 =

u

ve substituindo em
1

x21
(−x2P (x1, x2) + x1Q(x1, x2),−P (x1, x2)),temos

χ̄(y) |U1∩H+
=

(

−uvP
(

1

v
,
u

v

)

+ vQ

(

1

v
,
u

v

)

,−v2P
(

1

v
,
u

v

))

.Em geral, χ̄ não permane
e limitado quando nos aproximamos de S1. Mas, se multi-pli
armos o 
ampo por um fator ρ(y) = yd−1
3 , onde d é o grau do 
ampo χ, a extensão setorna possível, então

ρ(f+(x)) =
1

△(x)d−1
=

vd−1

△(z)d−1
,onde z = (u, v). Assim, ρ.χ̄ nas 
oordenadas (u, v) é dado por

ρ.χ̄(u, v) =
vd−1

△(z)d−1

(

−uvP
(

1

v
,
u

v

)

+ vQ

(

1

v
,
u

v

)

,−v2P
(

1

v
,
u

v

))

=
vd

△(z)d−1

(

−uP
(

1

v
,
u

v

)

+Q

(

1

v
,
u

v

)

,−vP
(

1

v
,
u

v

))

,assim, esta é a expressão em U1 \ S1. Pode-se veri�
ar que se y ∈ U1 ∩ H−, obtém-se amesma expressão.Faremos algumas 
onsiderações a respeito do que foi visto. Ini
ialmente observamosque os pontos do equador S1 ∩ U1 são representados por v = 0 nas 
oordenadas φ1. Poroutro lado, estes pontos 
orrespondem ao in�nito do plano TPN
S2. Observe também, queé possível fazer v = 0 na expressão a
ima resultando em

ρ.χ̄(u, 0) =
1

√
u2 + 1

d−1
(−uad + bd, 0),



29onde ad e bd são os termos de maior grau em P e Q, respe
tivamente. Na expressão de
ρ.χ̄(u, 0) temos a segunda 
omponente do vetor igual a zero. Isto signi�
a que o vetor
ρ.χ̄(u, 0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S2. Podemos 
on
luir então queo equador S1 ∩U1 é invariante pelo 
ampo de ρ.χ̄. É Possível remover de ρ.χ̄(u, v) o fator

1

△(z)d−1por uma reparametrização do tempo. Assim, a expressão para o 
ampo ρ.χ̄ na 
arta lo
al
(U1, φ1) é dada por

u′ = vd
(

−uP
(

1
v
, u
v

)

+Q
(

1
v
, u
v

))

, v′ = −vd+1P
(

1
v
, u
v

) (3.15)e podemos 
al
ular analogamente, a expressão do 
ampo ρ.χ̄ na 
arta (U2, φ2) que serádada por
u′ = vd

(

P
(

u
v
, 1
v

)

− uQ
(

u
v
, 1
v

))

, v′ = −vd+1
(

Q
(

u
v
, 1
v

)) (3.16)e a expressão do 
ampo ρ.χ̄ na 
arta (U3, φ3) dada por
u′ = P (u, v), v′ = Q(u, v). (3.17)Por outro lado, as expressões para ρ.χ̄ nas 
artas (V1, φ1), (V2, φ2), (V3, φ3) serão res-pe
tivamente, as mesmas expressões (3.15), (3.16) e (3.17) multipli
adas por (−1)d−1.Observe que o fator (−1)d−1 desempenha um papel fundamental no estudo das estabili-dades dos equilíbrios em S1. Assim, para 
onhe
ermos o 
omportamento dos pontos doin�nito, basta olharmos as 
artas (U1, φ1) e (U2, φ2).Proposição 3.3.1. Seja χ um 
ampo polinomial em R2 de grau d. Seja ρ : S2 → R,

ρ(y) = yd−1
3 e seja χ̄ o 
ampo induzido em S

2 \ S
1 através de f+ e f− 
omo de�nidoa
ima. Então, ρ.χ̄ pode ser estendido a um 
ampo analíti
o de S2 
om equador invariante.Demonstração: Vimos a
ima que as expressões de ρ.χ̄ nas 
artas

(U1, φ1), (V1, ψ1), (U2, φ2) e (V1, ψ1)são dadas por (3.15) ou (3.16) onde podemos ainda multipli
ar pelo fator (−1)d−1 quandofor o 
aso. Vê-se que as expressões (3.15) e (3.16) são perfeitamente de�nidas para v = 0,



30isto é, no equador S1 e, 
omo tais expressões são analíti
as, podemos estende-las, analiti-
amente ao equador. Fazendo v = 0 em (3.15) ou (3.16) obtemos respe
tivamente
ρ.χ̄(u, 0) = (−uad + bd, 0) e ρ.χ̄(u, 0) = (ad, 0)e podemos 
on
luir que o equador será invariante por χ̄.

De�nição 3.3.3. O 
ampo vetorial estendido na esfera S
2 pelas 
artas lo
ais (Uk, φk) e

(Vk, ψk) 
hama-se Compa
ti�
ação de Poin
aré.3.4 Exemplo de um sistema 
om 
i
lo limite não al-gébri
o explí
itoNesta seção será exibido um sistema polinomial de grau três 
om um 
i
lo limite nãoalgébri
o explí
ito.Teorema 3.4.1. O sistema de equações diferen
iais de grau três,
x′ = x+ (y − x)(x2 − xy + y2), y′ = y − (y + x)(x2 − xy + y2) (3.18)possui um úni
o 
i
lo limite não algébri
o 
uja expressão em 
oordenadas polares (r, θ), é

r(θ) = eθ
√

r2∗ − f(θ), (3.19)onde
r∗ = e2π

√

f(2π)

e4π − 1
≈ 1, 1911644871948721...,

f(θ) = 4

∫ θ

0

e−2s

2− sen(2s)ds.Além disso, este 
i
lo limite é estável e hiperbóli
o.



31Demonstração: Fazendo x = r cos θ e y = rsen θ e substituindo em (3.18), temos
r′ cos θ − rθ′sen θ = r cos θ

+ (rsen θ − r cos θ)(r2 cos2 θ − r2sen θ cos θ + r2sen2θ) (3.20)
r′sen θ + rθ′ cos θ = rsen θ − (rsen θ + r cos θ)(r2(1− sen θ cos θ)) (3.21)multipli
ando a equação (3.20) por cos θ e a equação (3.21) por senθ e somando as equaçõesresultantes obtemos,

r′ = r cos2 θ + cos θ(rsen θ − r cos θ)(r2(1− sen θ cos θ)) + rsen2θ

−sen θ(rsen θ + r cos θ)(r2(1− sen θ cos θ)) = r + r2(1− sen θ cos θ)r

= r + r3(1− sen θ cos θ) = r +
1

2
r3(sen (2θ)− 2).Para a
har θ′, multipli
amos a equação (3.20) por sen θ e equação (3.21) por cos θ esubtraindo a segunda equação resultante da primeira equação resultante obtemos,

rθ′ = −r cos θsen θ − sen θ(rsen θ − r cos θ)(r2(1− sen θ cos θ))

+r cos θsen θ − cos θ(rsen θ + r cos θ)(r2(1− sen θ cos θ))

= r3(1− sen θ cos θ).Logo
θ′ = r2(1− sen θ cos θ) ⇒ θ′ =

1

2
r2(sen (2θ)− 2),assim, temos o sistema

r′ = r + 1
2
r3(sen (2θ)− 2), θ′ = 1

2
r2(sen (2θ)− 2) (3.22)Portanto,

dr

dθ
=
r + 1

2
r3(sen (2θ)− 2)

1
2
r2(sen (2θ)− 2)

= r +
2

r(sen (2θ)− 2)
. (3.23)Como θ′ é negativo, as órbitas r(θ) da equação diferen
ial (3.23) possuem orientaçãoinvertida em relação as órbitas (r(t), θ(t)) ou (x(t), y(t)) dos sistemas (3.22) e (3.18).



32Veri�quemos que a solução r(θ, r0) tal que r(0, r0) = r0 é r(θ, r0) = eθ
√

r20 − f(θ),
dr

dθ
= eθ

√

r20 − f(θ) + eθ
(

√

r20 − f(θ)

)′

= eθ
√

r20 − f(θ) + eθ









−4e−2θ

2− sen (2θ)

2
√

r20 − f(θ)









= r(θ) +

(

− 4e−θ

2− sen (2θ)

)

(

1

2
√

r20 − f(θ)

)

= r(θ) +
4

2(sen (2θ)− 2)
(

eθ
√

r20 − f(θ)
)

= r(θ) +
2

(sen (2θ)− 2)r(θ)
,onde f(θ) é a função de�nida no Teorema 3.4.1. Que r(0, r0) = r0 é direto.Vemos que o úni
o ponto de equilíbrio do sistema (3.18) é a origem de 
oordenadas e 1é autovalor de multipli
idade 2 da matriz do sistema linearizado asso
iado . De fato, amatriz A do sistema linearizado é:

A =





1 0

0 1



 ,onde se veri�
a rapidamente a a�rmação feita.Na forma polar o ponto r = 0 do sistema (3.23) não está de�nido, porém estenderemos seu�uxo sendo r = 0 nó instável. As órbitas periódi
as da equação (3.23) devem satisfazer
(r(2π), r0) = r0. A solução de (r(2π), r0) = r0 é r0 = r∗. De fato,

(r(2π), r0) = r0 ⇒ e2π
√

r20 − f(2π) = r0 ⇒ r20 = e4π
(

r20 − f(2π)
)

,assim,
r20e

4π − e4πf(2π) = r20 ⇒ r20 − e4πr20 = −e4πf(2π) ⇒ r20(1− e4π) = −e4πf(2π),portanto,
r20 =

−e4πf(2π)
1− e4π

=
e4πf(2π)

e4π − 1
⇒ r0 = e2π

√

f(2π)

e4π − 1
= r∗,já que r0 > 0.Assim, se r(θ, r∗) > 0, para todo θ ∈ R, teremos que r(θ, r∗) será uma órbita periódi
a e
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onseqüentemente um 
i
lo limite. Mostremos então que r(θ, r∗) > 0, para todo θ ∈ R.
r(θ, r∗) = eθ

√

e4π(f(2π))

e4π − 1
− f(θ) ≥ eθ

√

f(2π)− f(θ)

= eθ

√

4

(
∫ 2π

0

e−2s

2− sen (2s)
ds

)

− 4

(
∫ θ

0

e−2s

2− sen (2s)
ds

)

= 2eθ

√

∫ 2π

θ

e−2s

2− sen (2s)
ds > 0,visto que

e−2s

2− sen (2s)
> 0,para todo s ∈ R.Mostraremos agora que o 
i
lo limite do sistema (3.23) é instável e hiperbóli
o, mostrandoque

dr(2π; r0)

dr0
|r0=r∗ = e4π > 1.Para isso, note que

r(2π, r0) = e2π
√

r20 − f(2π) e

(

dr(2π; r0)

dr0

)

|r0=r∗

=
e2π

2

(

2r0
√

r20 − f(2π)

)

|r0=r∗

= e2π

(

r∗
√

r2∗ − f(2π)

)

= e2π









e2π
√

f(2π)

e4π − 1
√

r2∗ − f(2π)









= e4π









√

f(2π)√
e4π − 1

√

f(2π)

√

e4π

e4π − 1
− 1









= e4π.Assim, 
omo
dr(2π; r0)

dr0
|r0=r∗ = e4π > 1,a equação (3.23) tem 
i
lo limite instável e hiperbóli
o, 
onsequentemente o sistema (3.18)tem 
i
lo limite estável e hiperbóli
o.A 
urva (r(θ) cos θ, r(θ), sen θ) no plano xy 
om

r(θ)2 = e2θ(r2∗ − f(θ)),é não algébri
o. De fato,
r(θ)2 = e2θ(r2∗ − f(θ))



34está em sua forma irredutível. Para mostrar isso, suponhamos que possamos dividir aequação a
ima por e2θr2∗, então
r(θ)2 = e2θ(r2∗ − f(θ)) ⇒ e2θr2∗ = e2θf(θ) + (r(θ))2,simpli�
ando esta expressão por e2θr2∗, temos,
1 =

e2θf(θ)

e2θr2∗
+

(r(θ))2

e2θr2∗
⇒ 1 =

(f(θ))2

r2∗
+

(r(θ))2

e2θr2∗
.Assim,

1 =
(f(θ))2

r2∗
+
e2θ(r2∗ − f(θ))

e2θr2∗
=

(f(θ))2

r2∗
+
r2∗ − f(θ)

r2∗
=

(f(θ))2 + r2∗ − f(θ)

r2∗
,portanto,

f(θ) = 1 ou f(θ) = 0.Por outro lado,
f(1) = 4

∫ 1

0

e−2s

2− sen (2s)
ds ≈ 1, 24786ou seja, existe θ ∈ R tal que

4

∫ θ

0

e−2s

2− sen (2s)
ds = f(θ) 6= 0 e f(θ) 6= 1,o que é uma 
ontradição.Para mostrar que o 
i
lo limite não é algébri
o usaremos o fato de que a função f quede�ne o 
i
lo limite não é um polin�mio, ou seja, não existe um n ∈ N tal que
∂fn

∂xn
= 0,em 
oordenadas 
artesianas, a equação r(θ) torna-se

x2 + y2 − e2 arctan(
y

x
)



r2∗ − 4

∫ arctan
(y

x

)

0

e−2s

2− sen (2s)
ds



 = 0, e

∂f

∂x
= 2x+

2ye2 arctan(
y

x
)

x2 + y2

(

r2∗ − 4

∫ arctan( y
x
)

0

e−2s

2− sen (2s)
ds

)

− −4y

(x2 + y2)(2− sen (2 arctan( y
x
)))
.Notemos que sempre o
orrerá o termo

e2 arctan(
y

x
)

(

r2∗ − 4

∫ arctan( y
x
)

0

e−2s

2− sen (2s)
ds

)



35para qualquer ordem de derivação, o que demonstra que o 
i
lo limite não é algébri
o.Daremos uma pausa nessa demonstração para enun
iar um teorema que nos ajudará aterminar essa demonstração.Com o próximo teorema será mostrado que o 
i
lo limite dado por r(θ, r∗) é a úni
aórbita periódi
a do sistema diferen
ial e 
onseqüentemente o úni
o 
i
lo limite.Agora enun
iaremos um teorema 
onhe
ido 
omo Teorema generalizado de Dula
 que nosajudará 
on
luir a demonstração do Teorema 3.4.1. Sua demonstração pode ser en
ontradaem [7℄, p. 189.Teorema 3.4.2. (Teorema generalizado de Dula
) Seja R uma região n-multiplamente
onexa de R2 (ou seja, R tem uma borda exterior e n− 1 bordas interiores). Assuma quea função divergên
ia
∂P

∂x
+
∂Q

∂ydo sistema (2.1) é C1 e tem sinal 
onstante na região R e é não identi
amente zero emqualquer subregião de R. Então esse sistema tem no máximo n− 1 órbitas periódi
as quese en
ontram inteiramente em R.Demonstração: Continuação da prova do Teorema 3.4.1: De�nindo uma novavariável independente τ por dτ = (x2 + y2)(x2 − xy + y2)dt, temos
dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
=
x+ (y − x)(x2 − xy + y2)

(x2 + y2)(x2 − xy + y2)
,

dy

dτ
=
dy

dt

dt

dτ
=
y − (y + x)(x2 − xy + y2)

(x2 + y2)(x2 − xy + y2)
,
omo (x2 + y2)(x2 − xy + y2) somente se anula na origem de 
oordenadas, o sistemadiferen
ial (3.18) e o sistema

ẋ =
x+ (y − x)(x2 − xy + y2)

(x2 + y2)(x2 − xy + y2)
, ẏ =

y − (x+ y)(x2 − xy + y2)

(x2 + y2)(x2 − xy + y2)
, (3.24)onde o ẋ denota derivação 
om respeito a variável τ , tem o mesmo retrato de fase em

R = R2 \ {(0, 0)}. Cal
ulando-se a divergên
ia do sistema diferen
ial (3.24), temos
− 2

(x2 + y2)(x2 − xy + y2)
< 0, em R.Assim, pelo Teorema 3.4.2 e usando o fato de que R é uma região 2 − multiplamente
onexa de R2, segue que o sistema diferen
ial (3.24) e 
onsequentemente o sistema (3.18)
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Figura 3.5: Retrato de fase no dis
o de Poin
aré do sistema (3.18).tem no máximo 1 solução periódi
a inteiramente 
ontida em R. Logo a úni
a soluçãoperiódi
a do sistema (3.18) é r(θ, r∗), o que 
ompleta a prova do Teorema 3.4.1.Apresentaremos agora o retrato de fase do sistema (3.18) no dis
o de Poin
aré. Comoo polin�mio
ẋy − ẏx = (x+ (y − x)(x2 − xy + y2))y − (y − (y + x)(x2 − xy + y2))x

= (x2 + y2)(x2 − xy + y2)não tem fatores lineares reais, a 
ompa
ti�
ação de Poin
aré do sistema (3.18) não temequilíbrio no in�nito, ou seja, o in�nito é uma órbita periódi
a. Fazendo
r =

1

ρtemos
dr

dθ
= −

dρ

dθ
ρ2

⇒ dρ

dθ
= −dr

dθ
ρ2 ⇒ dρ

dθ
= −ρ− 2ρ3

sen(2θ)− 2
.O in�nito da equação diferen
ial (3.23) passa a ser a origem 
om essa mudança de variáveise ρ = 0 é um ponto de equilíbrio estável dessa equação diferen
ial, logo a órbita periódi
ano in�nito da equação (3.19) é um 
i
lo limite instável. Veja Figura 3.5.



Capítulo 4
Realização de uma 
on�guração de
i
los limites
Dedi
amos este 
apítulo, que terá três seções, a uma espé
ie de re
ípro
a do 16o Problemade Hilbert, isto é, dada uma 
on�guração �nita de 
urvas de Jordan disjuntas qualquerno plano é possível exibir um sistema diferen
ial polinomial (nos teoremas será forne
idoum limitante superior para o grau do sistema diferen
ial polinomial) realizando essa tal
on�guração 
omo 
i
los limites deste sistema. Na primeira e segunda seções enun
iare-mos e demosntraremos os Teoremas 4.1.2 e 4.2.1 e na ter
eira seção faremos três 
asosparti
ulares, 
onstruindo 
ampos vetoriais polinomiais realizando a 
on�guração dada. Adiferença do Teorema 4.2.1 em relação ao Teorema 4.1.2 é que neste podemos 
ontrolar aestabilidade dos 
i
los limites (eles são estáveis), enquanto que os 
i
los limites no Teorema
4.1.2 podem ser estáveis, semi-estáveis ou instáveis, e não temos 
ontrole sobre eles. Alémdisso, a 
onstrução em R2 origina 
i
los limites hiperbóli
os, e portanto, estruturalmenteestáveis sob pequenas perturbações do 
ampo vetorial. Não se sabe, a priori, se no Teo-rema 4.1.2 os 
i
los limites são estruturalmente estáveis. Outra diferença é que, em geral,o 
ampo polinomial que se obtém no Teorema 4.2.1 tem grau maior do que no Teorema
4.1.2. A Seção 4.1 é baseada em [13℄ e a Seção 4.2 é baseada em [17℄. Nesta linha está empreprint um resultado mostrando que toda 
on�guração �nita de 
i
los é topologi
amenterealizável 
omo 
onjunto de 
i
los limites de uma equação polinomial de Liénard, paramais detalhes, veja [5℄. 37



384.1 Realização de uma 
on�guração de 
i
los limites, 1aversãoO teorema a seguir se deve a Gia
omini, Llibre e Viano [9℄ e rela
iona a lo
alização de um
i
lo limite 
om o fator integrante inverso de χ (χ é um 
ampo de vetores em um abertode R2), o Teorema 4.1.1 ajudará a demonstrar o Teorema 4.1.2, que é um dos teoremas derealização de 
on�guração de 
i
los.Teorema 4.1.1. Seja χ um 
ampo de vetores C1 de�nido em U ⊂ R2, U aberto e seja Vum fator integrante inverso de χ. Se γ é um 
i
lo limite de χ, então, γ está 
ontido em
∑

= {(x, y) ∈ U : V (x, y) = 0}.Demonstração: Por hipótese, existe um fator integrante inverso V de�nido em U ,então, (1/V )χ é Hamiltoniano em U\∑, (veja Proposição 2.0.3), (1/V )χ e χ são topo-logi
amente equivalentes. Sabemos que o �uxo de um 
ampo de vetores Hamiltonianopreserva área (o Teorema de Liouville garante que se um 
ampo de 
lasse C1 tem di-vergên
ia nula, então seu �uxo preserva volume) e em uma vizinhança de um 
i
lo limitea área não é preservada, assim, temos que o 
i
lo limite γ 6⊂ U\∑, portanto, γ ⊂∑.Teorema 4.1.2. Seja C = {C1, ..., Cn} uma 
on�guração de 
i
los e r seu número de
urvas primárias. Então valem as a�rmações:(a) A 
on�guração C é realizável para um 
ampo vetorial polinomial.(b) A 
on�guração C é realizável 
omo 
i
lo limite algébri
o por um 
ampo vetorialpolinomial de grau menor ou igual a 2(n+ r)− 1.A a�rmação (a) do Teorema 4.1.2 foi obtida pela primeira vez por S
he
ter e Singer[19℄ e Sverdlove [22℄, mas eles não forne
em um 
ampo vetorial polinomial explí
ito sa-tisfazendo a dada 
on�guração de 
i
los limites, 
omo foi forne
ido na a�rmação (b) doTeorema 4.1.2. Para provar este teorema será forne
ido expli
itamente um 
ampo vetorialpolinomial de grau menor ou igual a 2(n+r)−1 realizando C por 
i
los limites algébri
os.O Teorema 4.1.2 se deve a Llibre e Rodriguez [13℄.



39Demonstração: Seja C = {C1, ..., Cn} uma 
on�guração �nita de 
i
los e r seu númerode 
urvas primárias. Para 
ada Cj , 1 ≤ j ≤ r, sele
ione um ponto pj no interior da
omponente limitada por Cj . Trabalharemos 
om uma 
on�guração de 
i
los equivalente,onde 
ada Ci ∈ C é um 
ír
ulo de raio ri, ou seja, Ci é de�nido por
fi(x, y) = (x− xi)

2 + (y − yi)
2 − r2i = 0, 1 ≤ i ≤ n.As 
urvas primárias de C são as 
urvas Cj e os pontos pj sele
ionados tem 
oordenadas

(xj , yj).Para todo pj , de�na
fn+2j−1(x, y) = (x− xj) + i(y − yj), fn+2j(x, y) = (x− xj)− i(y − yj).De�na também

H̃ =

n+2r
∏

k=1

fλk

k ,
om λ1 = ... = λn = 1, λn+2j−1 = 1 + i e λn+2j = 1− i, j = 1, ..., r.Podemos es
rever H̃ 
omo
H̃(x, y) = A(x, y)B(x, y)C(x, y),onde,

A(x, y) =

n
∏

i=1

((x− xi)
2 + (y − yi)

2 − r2i ),

B(x, y) =
r
∏

j=1

((x− xj)
2 + (y − yj)

2),

C(x, y) = exp

(

−2

r
∑

j=1

arctan

(

y − yj
x− xj

)

)

.Para justi�
ar a es
rita de H̃ note que
A(x, y) =

n
∏

k=1

fλk

k (x, y),visto que λk = 1, para 1 ≤ k ≤ n. Por outro lado,
B(x, y)C(x, y) =

n+2r
∏

k=n+1

fλk

k (x, y),
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B(x, y) é o produto da parte em que λk não depende do número 
omplexo i e C(x, y) éo produto da parte em que λk depende do número 
omplexo i. Uma justi�
ativa para
C(x, y) é

((x− xj) + i(y − yj))
i((x− xj)− i(y − yj)

−i =

(

(x− xj) + i(y − yj)

(x− xj)− i(y − yj)

)i

,
hamando z = (x− xj) + i(y − yj), temos, (z/z̄)i e podemos es
rever z e z̄ 
omo
z = z0(cos θ + isen θ) e z̄ = z0(cos θ − isen θ),
om z0 > 0, onde,

cos θ =
(x− xj)

z0
e sen θ =

y − yj
z0

⇒ tan θ =
sen θ

cos θ
=

(y − yj)

(x− xj)
e

z = z0e
iθ, z̄ = z0e

−iθ ⇒
(z

z̄

)i

=

(

z0e
iθ

z0e−iθ

)i

= e−2θ,onde
θ = arctan

(

y − yj
x− xj

)

.Note que a multipli
ação forne
e
(e−2θ1).(e−2θ2) = e−2(θ1+θ2) = exp

(

−2
2
∑

j=1

arctan

(

y − yj
x− xj

)

)

.Segue por indução que
(e−2θ1).(e−2θ2). ... .(e−2θn) = e−2(θ1+θ2+...+θn) = exp

(

−2

n
∑

j=1

arctan

(

y − yj
x− xj

)

)

= C(x, y).Como H̃ é uma função real, a função H de�nida por
H = ln H̃ = ln

n+2r
∏

k=1

fλk

k =
n+2r
∑

k=1

λk ln fk,é também real.Expli
itemos agora o 
ampo χ da 
ondição (b) do Teorema 4.1.2:
χ(x, y) = P (x, y)

∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
,onde,

P (x, y) =

n+2r
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl(x, y)

)

∂fk(x, y)

∂y



41e
Q(x, y) =

n+2r
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl(x, y)

)

∂fk(x, y)

∂x
.Agora note que

∂H

∂x

(

n+2r
∏

k=1

fk

)

=

(

n+2r
∑

k=1

λk
fk

∂fk
∂x

)(

n+2r
∏

k=1

fk

)

=

n+2r
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl

)

∂fk
∂x

= Q,logo
∂H

∂x
=

Q
∏n+2r

k=1 fk
.Analogamente, temos

∂H

∂y
=

P
∏n+2r

k=1 fk
.Portanto,

n+2r
∏

k=1

fké um fator integrante inverso de χ.Vamos mostrar agora que P e Q são reais. Faremos o 
aso para P , ra
io
ínio análogogarante Q real. Como vimos,
P =

n+2r
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl

)

∂fk
∂y

.Note que
n
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl

)

∂fk
∂yé polin�mio, pois, para 
ada par de funções fn+2k−1 e fn+2k, temos

(fn+2j−1) (fn+2j) = ((x− xj) + i(y − yj)) ((x− xj)− i(y − yj)) = (x− xj)
2 + (y − yj)

2,que é um polin�mio real.
P poderá deixar de ser real apenas 
om in�uên
ia de termos seguintes, mas veremos queisso não o
orre, pois
P =

n
∑

k=1

λk

(

n+2r
∏

l=1,l 6=k

fl

)

∂fk
∂y

+λn+1(f1...fnfn+2...fn+2r)
∂fn+1

∂y
+...+λn+2r(f1...fn+2r−1)

∂fn+2r

∂y
.Restrinjamos a parte em que P poderia deixar de ser real, para a soma

λn+1(f1...fnfn+2...fn+2r)
∂fn+1

∂y
+ λn+2(f1...fn+1fn+3...fn+2r)

∂fn+2

∂y
.



42Temos
((1 + i)((x− x1)− i(y − y1)))Di+ ((1− i)((x− x1) + i(y − y1))(−Di) =

= (Di(x−x1)−y−y1−x−x1+i(y−y1)−i(x−x1)+y−y1−x−x1−i(y−y1)) = D(−2(x−x1)),onde D = f1...fnfn+3...fn+2r, o mesmo a
onte
endo em todos os outros pares de somas.Como D é real segue que P é real. O mesmo o
orre para Q, mais que isso, P e Q sãopolin�mios.Quanto ao grau de P e Q, temos que, no máximo, P e Q tem grau 2(n + r) − 1,visto que f1...fn tem grau 2n, fn+1...fn+2r−1 tem grau 2r − 1, ∂f1, ..., ∂fn tem grau 1e ∂fn+1, ..., ∂fn+2r tem grau 0, logo, P e Q tem grau no máximo 2n+2r−1 = 2(n+r)−1.De
∂H

∂x
=

Q
∏n+2r

k=1 fk
e

∂H

∂y
=

P
∏n+2r

k=1 fk
,segue que

V =
n+2r
∏

k=1

fké um fator integrante inverso polinomial de χ e H é uma Hamiltoniana para o 
ampo devetores
1

V
χ =

P

V

∂

∂x
+
Q

V

∂

∂y
.Como V é um polin�mio, V está de�nido em todo R2, logo pelo Teorema 4.1.1 e de

V (x, y) = 0 ⇔ (x, y) ∈ ∪n
i=1Ci ∪ {P1, ..., Pr}temos que se χ possui 
i
los limites, eles devem ser os 
ír
ulos Ci, 1 ≤ i ≤ n. Assim, restamostrar que os 
ír
ulos Ci são 
i
los limites.Mostraremos agora que se H : U → R é uma integral primeira de χ, então H̃ = eH étambém uma integral primeira de χ. De fato, 
omo H é 
onstante ao longo das soluçõesde χ, então

∂H

∂x
(x, y) = 0 e

∂H

∂y
(x, y) = 0.Assim,

∂H̃

∂x
(x, y) =

∂H

∂x
(x, y)

(

eH(x,y)
)

= 0 e
∂H̃

∂y
(x, y) =

∂H

∂y
(x, y)

(

eH(x,y)
)

= 0 ⇒ H̃(x, y) = c,



43onde c é uma 
onstante. Logo, H̃ permane
e 
onstante ao longo das soluções de χ,portanto, H̃ é uma integral primeira de χ.De H̃ ser uma integral primeira do 
ampo χ, os 
ír
ulos são formados por soluções,visto que, eles estão 
ontidos na 
urva H̃ = 0. Logo os 
ír
ulos 
ontém soluções de
χ. Mostraremos agora que sobre 
ada Ci não existe um ponto singular de χ. Para isso,assuma que (x0, y0) seja um ponto singular de χ em Ci, isto é

P (x0, y0) = Q(x0, y0) = fi(x0, y0) = 0,já que,
P (x0, y0) =

∂H

∂y
(x0, y0)

n+2r
∏

k=1

fk(x0, y0) = 0.

(

fi(x0, y0) = 0 ⇒
n+2r
∏

k=1

fk(x0, y0)

)

.Mas
P (x0, y0) = −λi

(

n+2r
∏

l=1,l 6=i

fl(x0, y0)

)

∂fi
∂y

(x0, y0) = 0,

Q(x0, y0) = λi

(

n+2r
∏

l=1,l 6=i

fl(x0, y0)

)

∂fi
∂x

(x0, y0) = 0.Como fl(x0, y0) = 0, para todo l 6= i, obtemos
∂fi
∂y

= 0 e
∂fi
∂x

= 0.Assim, 2(x−x0) = 0 e 2(y−y0) = 0, o que impli
a que x0 = x e y0 = y. Portanto, (x0, y0)é um ponto do 
entro do 
ír
ulo Ci, o que é uma 
ontradição.Os 
ír
ulos Ci e todos os pontos pj estão na 
urva de nível zero de H̃ e eles são as úni
asórbitas de χ nesse nível. Suponha que Ci não seja 
i
lo limite. Então existe uma órbitaperiódi
a γ(t) = {(x(t), y(t)) : t ∈ R} diferente de Ci, 1 ≤ i ≤ n, e su�
ientemente próximade Ci tal que na 
omponente limitada B por γ há os mesmos pontos de {p1, ..., pr} quena 
omponente limitada por Ci. Sem perda de generalidade, assuma que esses pontos são
{p1, ..., ps}. Como γ é diferente de {C1, ..., Cn}, existe h 6= 0 tal que

H̃(x(t), y(t)) = A(x(t), y(t))B(x(t), y(t))exp

(

−2

r
∑

j=1

θj(t)

)

= h,onde,
θj(t) = arctan

(

y(t)− yj
x(t)− xj

)

.



44Note que A(x(t), y(t))B(x(t), y(t)) é limitada por γ. Pela de�nição de θj , os ângulos
θ1(t), ..., θs(t) tendem simultaneamente para +∞ ou −∞ quando t → +∞, enquanto osângulos θs+1(t), ..., θr(t) permane
em limitados quando t→ +∞, o que é uma 
ontradição.
4.2 Realização de uma 
on�guração de 
i
los limites, 2aversãoNesta seção, baseada em [17℄, será mostrado uma outra forma de 
onstruir 
ampos rea-lizando uma 
on�guração de 
i
los.Teorema 4.2.1. Seja C = {C1, . . . , Cn} uma 
on�guração de n 
i
los. Então, C é rea-lizável (
omo 
i
los limites algébri
os, estávéis) por um 
ampo de vetores χ de grau menorou igual a 4n− 1.Demonstração: Seja C = {C1, . . . , Cn} uma 
on�guração de n 
i
los em R2. Apli
andoum homeomor�smo H podemos deformar esses 
i
los em 
ír
ulos de 
entro (xi, yi) e raio
ri, i = 1, ..., n,

H(Ci) = fi(x, y) = (x− xi)
2 + (y − yi)

2 − r2i = 0.De�na a função
f(x, y) =

n
∏

i=1

fi(x, y).

f é um polin�mio de grau 2n. O 
onjunto f(x, y) = 0 de�ne exatamente o 
onjunto H(C),visto que tais 
ír
ulos não se interse
tam. A�rmamos que (∇f)|f=0 6= 0. De fato, notemosprimeiramente que f = 0 ⇒ f1 = 0 ou f2 = 0 ou ... fn = 0, não pode o
orrer de fi = 0 e
fj = 0, já que tais 
ír
ulos Ci e Cj são disjuntos. Assim,
∇f =

(

f1x

n
∏

i=2

fi + f2x

n
∏

i=1,i 6=2

fi + ... + fnx

n−1
∏

i=1

fi, f1y

n
∏

i=2

fi + f2y

n
∏

i=1,i 6=2

fi + ...+ fny

n−1
∏

i=1

fi

)

.Suponha fj = 0, j = 1, ..., n, então
(∇f)|f=0 =

(

fjx

n
∏

i=1,i 6=j

fi, fjy

n
∏

i=1,i 6=j

fi

)

=
n
∏

i=1,i 6=j

fi (fjx, fjy) =
n
∏

i=1,i 6=j

fi (∇fj)



45e 
omo
n
∏

i=1,i 6=j

fi 6= 0 e ∇fj = 2((x− xj), (y − yj)) 6= 0segue que (∇f)|f=0 6= 0.Agora 
onsidere o 
ampo de vetores
χ = (−fy − ffx)

∂

∂x
+ (fx − ffy)

∂

∂y
.Note que χ |f=0 6= 0, já que χ |f=0= (−fy, fx) 6= 0, visto que (∇f) |f=0 6= 0.Como

divχ = −f 2
x − f 2

y − f(fxx + fyy),temos que
divχ |(f=0)= −(f 2

x + f 2
y ) < 0.Portanto, pelo Teorema 3.2.1, segue que as órbitas fi = 0 são 
i
los limites estáveis.

χ não possui outras órbitas periódi
as que não sejam H(C). Suponha γ uma órbitaperiódi
a diferente de H(Ci), para todo i = 1, ..., n. Como essa órbita não interse
taqualquer um dos 
i
los de H(C), temos por exemplo que f |γ > 0, já que f é 
ontínua, γé 
onexo e f |γ 6= 0, segue que f não pode mudar de sinal em γ. Exigiremos também que
(∇f)|γ 6= 0, em visto que χ|γ 6= 0. Logo, temos χf |γ < 0, já que

χf = (fx, fy).(−fy − ffx, fx − ffy) = −fxfy − ff 2
x + fyfx − ff 2

y = −f(f 2
x + f 2

y )e assim, χf |γ é menor que zero. Portanto, χ não possui outras órbitas periódi
as que nãosejam H(C), já que qualquer órbita que tenha sempre um ângulo obtuso ou agudo 
om ogradiente ∇f não pode ser fe
hada.
χ é um 
ampo de vetores polinomial de grau até 4n− 1, visto que, f tem grau 2n e, tanto
fx, 
omo fy, tem grau no máximo 2n− 1. Portanto, χ tem grau no máximo 4n− 1.
4.3 Apli
ações dos Teoremas 4.1.2 e 4.2.1Nesta seção exempli�
aremos os teoremas vistos neste 
apítulo, ou seja, 
onstruiremos
ampos vetoriais polinomiais realizando parti
ulares 
on�gurações de 
i
los.



46Exemplo 4.3.1. Considere C = {C1, C2}, onde
C1 = x2 + y2 − 1 = 0 e C2 = x2 + y2 − 4 = 0.Neste 
aso apenas a 
urva C1 é primária. De�na

f1(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, f2(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0,

f3(x, y) = x+ iy e f4(x, y) = x− iye 
onsidere a função
(H̃)(x, y) = fλ1

1 fλ2

2 fλ3

3 fλ4

4 (x, y) =

4
∏

k=1

fλk

k (x, y),
om λ1 = λ2 = 1, λ3 = 1 + i e λ4 = 1− i. Assim,
H̃(x, y) =

(

(x2 + y2 − 1)(x2 + y2 − 4))(x2 + y2)
(

e−2 arctan( y
x
)
))

,De onde vemos que a função H̃ é uma função real. De�na
H = ln H̃ =

4
∑

k=1

λk ln fk,e note que H é também uma função real.De�na o 
ampo de vetores
χ =

(

−λ1(f2f3f4)
∂f1
∂y

− λ2(f1f3f4)
∂f2
∂y

− λ3(f1f2f4)
∂f3
∂y

− λ4(f1f2f3)
∂f4
∂y

)

∂

∂x

+

(

λ1(f2f3f4)
∂f1
∂x

+ λ2(f1f3f4)
∂f2
∂x

+ λ3(f1f2f4)
∂f3
∂x

+ λ4(f1f2f3)
∂f4
∂x

)

∂

∂yque no nosso 
aso torna-se
χ = −(6x4y + 12x2y3 − 20x2y + 6y5 − 20y3 − 2x5 − 2y4x− 4x3y2 + 10x3 + 10y2x+ 8y − 8x)

∂

∂x

+(6x5 + 12x3y2 − 20x3 + 6y4x− 20y2x+ 2x4y + 2y5 + 4y3x2 − 10yx2 − 10y3 + 8x+ 8y)
∂

∂y
.O retrato de fase possui 2 
i
los limites (C1 e C2) e um equilíbrio na origem, seu esboçose en
ontra na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Esboço do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.1.Exemplo 4.3.2. Considere C = {C1, C2}, onde
C1 = x2 + y2 − 1 = 0 e C2 = x2 + y2 − 4 = 0.Neste 
aso a 
urva C1 é primária. De�na

f1(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, f2(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0, e

f(x, y) = (f1.f2)(x, y) = (x2 + y2 − 1)(x2 + y2 − 4) = x4 + y4 + 2x2y2 − 5x2 − 5y2 + 4.Considere
χ = (−fy − ffx)

∂

∂x
+ (fx − ffy)

∂

∂y
.No nosso 
aso fx = 4x3 + 4xy2 − 10x e fy = 4y3 + 4yx2 − 10y.Assim,

χ = (−4x7 − 12x5y2 − 12x3y4 − 4xy6 + 30x5 + 60x3y2 + 30xy4 − 66x3 − 4x2y

−66xy2 − 4y3 + 40x+ 10y)
∂

∂x
+ (−4x6y − 12x4y3 − 12x2y5 − 4y7

+30x4y + 60x2y3 + 30y5 − 66y3 + 4x3 − 66x2y + 4xy2 − 10x+ 40y)
∂

∂y
.Note que se ∇f = 0, temos χ = 0, assim,

∇f = (fx, fy) = (4x3 + 4xy2 − 10x, 4y3 + 4yx2 − 10y)e
∇f = (0, 0) ⇔ (4x3 + 4xy2 − 10x, 4y3 + 4yx2 − 10y) = (0, 0),
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Figura 4.2: Esboço do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.2.assim
x(4x2 + 4y2 − 10) = 0 e y(4y2 + 4x2 − 10) = 0,o que impli
a x = y = 0, ou

4x2 + 4y2 − 10 = 0 ⇔ 2x2 + 2y2 − 5 = 0 ⇔ 2(x2 + y2) = 5 ⇔ x2 + y2 =
5

2
,ou seja, a 
ir
unferên
ia de 
entro (0, 0) e raio √5/2. Assim, temos uma 
ir
unferên
iade equilíbrios C3 entre a primeira 
ir
unferên
ia C1 e a segunda 
ir
unferên
ia C2. Ooutro equilíbrio é o ponto (0, 0). A matriz Ja
obiana do 
ampo em 
onsideração em (0, 0)é

B =





40 10

−10 40



 ,
ujo determinante é 1700 > 0 e o traço é 80 > 0. Portanto, pelo Teorema 2.0.1 deHartmann-Grobman o equilíbrio (0, 0) é um nó instável. Além disso, temos 2 
i
los limites(C1 e C2), os quais são ambos estáveis, e uma 
ir
unferên
ia de equilíbrios C3. Veja aFigura 4.2.Exemplo 4.3.3. Considere as 
urvas C1 e C2, onde
C1 = (x− 2)2 + y2 − 1 = 0 e C2 = (x+ 2)2 + y2 − 1 = 0.De�na

f1(x, y) = (x− 2)2 + y2 − 1 = 0, f2(x, y) = (x+ 2)2 + y2 − 1 = 0,
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f(x, y) = (f1.f2)(x, y) = ((x−2)2+y2−1)((x+2)2+y2−1) = x4−10x2+2x2y2+9+6y2+y4.Considere

χ = (−fy − ffx)
∂

∂x
+ (fx − ffy)

∂

∂y
,onde fx = 4x3 − 20x+ 4xy2, fy = 4yx2 + 12y + 4y3.Assim,

χ = (−4x7 + 60x5 − 12x5y2 + 56x3y2 − 236x3 − 12x3y4 − 4xy4 − 4xy6

−4x2y − 4y3 − 12y + 180x+ 84xy2)
∂

∂x
+ (−4x6y + 28x4y − 12x4y3

−8x2y3 + 84x2y + 4x3 − 12x2y5 + 4y2x− 20x− 108y − 108y3 − 36y5 − 4y7)
∂

∂y
.Os pontos de equilíbrio desse sistema são: (0, 0), (√5, 0), (−√

5, 0).Em (0, 0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz
M1 =





180 −12

−20 −108



 ,
ujo determinante é −19680 < 0 e o traço é 72 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-Grobman (0, 0) é uma sela. Assim, automati
amente temos separatrizes oriundas da sela.Em (
√
5, 0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz

M2 =





640 −32

40 512



 ,
ujo determinante é 328960 > 0 e o traço é 1152 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-Grobman (
√
5, 0) é um nó instável.Em (−

√
5, 0), o sistema linearizado pode ser expresso pela matriz

M3 =





640 −32

40 512



 ,
ujo determinante é 328960 > 0 e o traço é 1152 > 0, pelo Teorema 2.0.1 de Hartmann-Grobman (−
√
5, 0) é um nó instável. Temos também 2 
i
los limites (C1 e C2), os quaissão estáveis. Veja Figura 4.3.
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Figura 4.3: Esboço do retrato de fase do sistema do Exemplo 4.3.3.



Capítulo 5
Sobre o 16o Problema de Hilbert para
i
los limites algébri
os
Neste 
apítulo, baseado em [14℄, o 16o Problema de Hilbert é resolvido em 
ondiçõesespe
iais que serão des
ritas a seguir.Consideremos χ : R

2 → R
2 um 
ampo vetorial polinomial de grau n, χ(x, y) =

(P (x, y), Q(x, y)), onde P e Q são polin�mios reais nas variáveis x e y, ou seja, χ é 
omoem (2.1).
C[x, y] (respe
tivamente R[x, y]) denotará o anel de todos os polin�mios 
omplexos(respe
tivamente reais) nas variáveis x e y.A próxima de�nição é motivada pelo Lema 3.1.1.De�nição 5.0.1. A 
urva algébri
a f(x, y) = 0 de C2 é uma 
urva algébri
a invariantedo 
ampo vetorial polinomial real χ quando para algum k ∈ C[x, y] tivermos

χf = Pfx +Qfy = kf,onde χf é derivada dire
ional de χ na direção de f , fx e fy são derivadas par
iais de
f 
om respeito à variável subes
rita. A função k é 
hamada 
ofator da 
urva algébri
ainvariante f = 0.Note que k tem grau no máximo n− 1, onde n é o grau do 
ampo χ. Basta notar que
Pfx+Qfy tem grau no máximo n+m− 1, onde n é o grau de P e/ou Q e m− 1 é o graumáximo de fx e/ou fy. Note que estamos supondo o grau de f igual a m, 
hamando d de51



52grau máximo de k, temos n+m− 1 = d+m, logo d = n− 1. Portanto, o grau de k é, nomáximo, n− 1.Como χ é real, no 
aso que a 
urva algébri
a invariante f = 0 é 
omplexa não real,então f̄ = 0 também é uma 
urva algébri
a invariante de 
ofator k̄, já que
χf = Pfx +Qfy = kf ⇒ Pfx +Qfy = kf ⇒ χf̄ = P f̄x +Qf̄y = k̄f̄ .A 
urva redutível f f̄ = 0 em C[x, y] é tal que f f̄ = 0 é uma 
urva algébri
a invarianteirredutível em R[x, y].Uma vez que nos pontos da 
urva algébri
a invariante f = 0, o gradiente (fx, fy) da
urva é ortogonal ao 
ampo χ, segue que o 
ampo χ é tangente a 
urva f = 0. Logo, a
urva f = 0 é formada por órbitas de χ, o que justi�
a o termo 
urva algébri
a invariante,uma vez que é invariante sob o �uxo de�nido por χ.De�nição 5.0.2. Um 
i
lo limite algébri
o de grau m de χ é um oval de uma 
urvaalgébri
a invariante irredutível real f = 0 de grau m que é um 
i
lo limite de χ.De�nição 5.0.3. Dizemos que o 
onjunto {f1, f2, ..., fk} de 
urvas algébri
as irredutíveisé genéri
o se satisfaz as seguintes 5 
ondições:(i) Não existe pontos em que fj = 0 e suas primeiras derivadas sejam todas nulas, istoé, ∇fj 6= 0 nos pontos onde fj = 0.(ii) Os termos homogêneos de maior ordem de fj não tem fatores repetidos.(iii) Se duas 
urvas se interse
tam em um ponto do plano a�m, elas são transversais.(iv) Não há mais do que 2 
urvas fj = 0 en
ontrando qualquer ponto do plano a�m.(v) Não existem 2 
urvas tendo um fator 
omum nos termos homogêneos de ordemmaior.Os dois próximos resultados garantirão que podemos restringir nossa atenção às 
urvasalgébri
as invariantes irredutíveis, suas demonstrações serão feitas aqui, para mais detalhesveja [7℄.



53Lema 5.0.1. Sejam f, g ∈ C[x, y]. Assumamos que f e g sejam relativamente primos em
C[x, y]. Então, para o sistema (2.1), fg = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator
kfg se, e somente se, f = 0 e g = 0 são 
urvas algébri
as invariantes 
om 
ofatores kf e
kg respe
tivamente. Além disso kfg = kf + kg.Demonstração: A�rmamos primeiramente que χ(fg) = (χf)g + f(χg). De fato,

χ(fg) = ∇(fg).χ = (fxg + fgx, fyg + fgy).(P,Q)

= fxgP + fgxP + fygQ+ fgyQ = (fxP + fyQ)g + f(gxP + gyQ)

= (χf)g + f(χg).

(⇒) Assuma que fg = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kfg do sistema (2.1),então, χ(fg) = kfgfg ⇒ kfgfg = (χf)g + f(χg). Como f e g são relativamente primos,obtemos que f divide χf e g divide χg. Denote kf = χf/f e kg = χg/g ⇒ fkf = χf e
gkg = χg. Então f = 0 e g = 0 são 
urvas algébri
as invariantes e além disso kfg = kf+kg.
(⇐) Assuma que f = 0 e g = 0 são 
urvas algébri
as invariantes 
om 
ofatores kf e kg,respe
tivamente. Então, χf = kff e χg = kgg. Além disso, χ(fg) = (χf)g + f(χg) =

fg(kf + kg), logo, fg = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kfg = kf + kg.Proposição 5.0.1. Suponhamos que f ∈ C[x, y] e seja f = fn1

1 ...fnr
r sua fatoração emfatores irredutíveis sobre C[x, y]. Então, para o 
ampo vetorial χ = (P,Q), f = 0 é uma
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kf se, e somente se, fi = 0 é uma 
urva algébri
ainvariante para 
ada i = 1, ..., r, 
om 
ofator kfi. Além disso, kf = n1kf1 + ... + nrkfr .Demonstração: A partir do Lema 5.0.1 a
ima, temos que f = 0 é uma 
urva algébri
ainvariante 
om 
ofator kf se, e somente se, fni

i = 0 é uma 
urva algébri
a invariante para
ada i = 1, ..., r, 
om 
ofator kni

fi
. Além disso, kf = kn1

f1
+ ...+knr

fr
. Agora, para provar essaproposição é su�
iente mostrar que para 
ada i = 1, ..., r, fni

i = 0 é uma 
urva algébri
ainvariante 
om 
ofator kni

fi
se, e somente se, fi = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om
ofator kfi e que kni

fi
= nikfi .

(⇒) Assuma fni

i = 0 uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kni

fi
. Então, kni

fi
fni

i =

χfni

i = nif
ni−1
i χfi ou equivalentemente χfi = (1/ni)kf

ni

i , de�nindo kfi = kfni

i /ni, obte-mos que fi = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kfi tal que kfni

i = nikfi.
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(⇐) Agora assuma fi = 0 uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kfi , então, χfi =
kfifi, por outro lado, por de�nição

(χfni

i ) = nif
ni−1
i χfi ⇒ χfi =

χfni

i

nif
ni−1
i

=
fiχf

ni

i

nif
ni

i

,ou seja,
kfi =

χfni

i

nif
ni

i

⇒ χfni

i = nikfi(f
ni

i ),portanto, fni

i = 0 é uma 
urva algébri
a invariante 
om 
ofator kfni
i

= nikfi.O próximo resultado está provado em [4℄ e é essen
ial para a prova do Teorema 5.0.5.Teorema 5.0.1. Sejam fi = 0 para i = 1, ..., k, 
urvas algébri
as invariantes irredutíveisem C2 e l = grau(f1)+...+grau(fk). Assuma que todas as 
urvas fj satisfazem as 
ondiçõesde generi
idade listadas na De�nição 5.0.3, então, qualquer 
ampo vetorial polinomial real
χ de grau n tangente a todas as 
urvas fj satisfaz uma das 3 seguintes 
ondições:(a) Se l < n + 1, então

χ =
(

∏k
i=1 fi

)

Y +
∑k

i=1 hi

(

∏k
j=1,j 6=i fj

)

χfi , (5.1)onde χfi = (−fiy, fix) é um 
ampo de vetores Hamiltoniano. Se fi é um polin�mioreal, então hi é um polin�mio real arbitrário de grau até n − l + 1. Se fi é umpolin�mio 
omplexo não real, então hi é um polin�mio 
omplexo arbitrário de grauaté n − l + 1. O polin�mio h para f̄i é h̄i, e Y é um 
ampo vetorial polinomial realde grau até n− l.(b) Se l = n + 1, então
χ =

∑k
i=1 αi

(

∏k
j=1,j 6=i fj

)

χfi, (5.2)
om αi ∈ R, se fi é um polin�mio real. αi ∈ C, se fi é um polin�mio 
omplexo nãoreal, no 
aso de αi ∈ C não real, o α de f̄i é ᾱi.(
) Se l > n + 1, então χ = 0.O próximo resultado é devido a Christopher e Kooij [12℄.



55Proposição 5.0.2. O 
ampo vetorial (5.2) tem um fator integrante R =
(

∏k
i=1 fi

)−1.Demonstração: Iremos mostrar que div(RP,RQ) = 0. De
RP =

−∑k
i=1 αi

(

∏k
j=1,j 6=i fj

)

fiy
∏k

j=1 fj
= −

k
∑

i=1

αifiy
fi

, RQ =

k
∑

i=1

αifix
fi

,note que
(RP )x + (RQ)y =

k
∑

i=1

αi

(−fiyxfi + fiyfix + fixyfi − fixfiy
f 2
i

)

= 0.Portanto, div(RP,RQ) = 0, o que impli
a R é um fator integrante.O teorema a seguir mostra que as 
ondições de generi
idade do Teorema 5.0.1 sãone
essárias. A sua demonstração pode ser en
ontrada em [4℄.Teorema 5.0.2. Se uma das 
ondições (i) − (v) das 
ondições de generi
idade não ésatisfeita, então as 
on
lusões do Teorema 5.0.1 não são ne
essariamente válidas.Alguns resultados té
ni
os serão ne
essários para 
on
luir o resultado que queremos.Lema 5.0.2. Seja D ⊂ R
s o 
onjunto 
ompa
to

D = {(x1, ..., xs) ∈ R
s : xj ≥ 1, j = 1, ..., s,

s
∑

j=1

xj ≤ l},
om l ≥ s inteiro, e seja k : D → R a função de�nida por
k(x1, ..., xs) =

1

2

s
∑

j=1

(xj − 1)(xj − 2).Então, o valor máximo de k é (l − s)(l − s − 1)/2 ≥ 0, que é al
ançado no vérti
e
(l + 1− s, 1, ..., 1) do simplexo D.Demonstração: Primeiramente observemos que

k(x1, ..., xs) =
1

2

s
∑

j=1

(

xj −
3

2

)2

− s

8
.



56De fato,
k(x1, ..., xs) =

1

2
((x1 − 1)(x1 − 2) + ...+ (xs − 1)(xs − 2))

=
1

2
(x21 − 3x1 + 2 + ...+ x2s − 3xs + 2)

=
1

2

(

x21 − 3x1 +
9

4
− 1

4
+ ...+ x2s − 3xs +

9

4
− 1

4

)

=
1

2

((

x21 − 3x1 +
9

4
+ ...+ x2s − 3xs +

9

4

)

− s

4

)

=
1

2

s
∑

j=1

(

xj −
3

2

)2

− s

8
.Note que k é uma função 
ontínua de�nida em um 
ompa
to D, logo k possui máximoe mínimo. Estamos interessados no máximo de k. Agora vamos justi�
ar o fato de queo valor máximo de k é al
ançado em algum vérti
e do simplexo D. A função 2k é oquadrado da distân
ia mais a 
onstante s/4 entre os ponto (x1, ..., xs) do simplexo D e oponto (3/2, ..., 3/2). Isso justi�
a o valor máximo de k ser al
ançado no vérti
e do simplexo

D.Determinaremos o valor máximo da função k. Se s = 1, então, D = [1, l] e o valor máximoda função (x1 − 1)(x1 − 2)/2 sobre o intervalo D é (l − 1)(l − 2)/2, que o
orre no ponto
x1 = l. Portanto, o lema está provado para s = 1.Se s = 2, então D é o triângulo T ⊂ R2 de vérti
es (1, 1), (l − 1, 1) e (1, l − 1) e o valormáximo da função∑2

j=1(xj−1)(xj−2)/2 é (l−2)(l−3)/2, que o
orre nos pontos (l−1, 1)e (1, l − 1). Portanto, o lema está provado para s = 2.Para s > 2, D é o simplexo S ⊂ R
s de vérti
es (1, 1, ..., 1), (l − s + 1, 1, ..., 1), (1, l − s +

1, ..., 1), ..., (1, 1, ..., l−s+1) e o valor máximo da função k é (l−s)(l−s+1)/2, que o
orreem todos os vérti
es de S ex
eto em (1, 1, ..., 1). Portanto, o lema está provado para s > 2.O próximo resultado, que pode ser en
ontrado em [24℄, forne
e o número máximo deovais de uma 
urva algébri
a real de grau dado.Teorema 5.0.3 (Teorema de Harna
k). O número de ovais de uma 
urva algébri
a realde grau m é no máximo 1+(m−1)(m−2)/2 quando m é par, e (m−1)(m−2)/2 quando
m é ímpar. Além disso, estes limitantes superiores são al
ançados para 
urvas algébri
as
onvenientes de grau m 
hamadas M-
urvas.



57Sejam χ um 
ampo vetorial polinomial real e fj = 0, para j = 1, ..., k, o 
onjunto detodas as 
urvas algébri
as invariantes irredutíveis 
omplexas de χ. Então 
onsideramos o
onjunto de todas as 
urvas algébri
as invariantes irredutíveis reais gi = 0 de χ que sãoformadas pelas 
urvas fj = 0, se fj é um polin�mio real ou fj f̄j = 0 se fj é um polin�mionão real. No que se seque 
hamaremos o 
onjunto de 
urvas gi = 0 para i = 1, ..., s, de
onjunto de 
urvas algébri
as invariantes reais asso
iadas a fj = 0, para j = 1, ..., k.Denotaremos por A(l, s) o número máximo de ovais 
ontidos nas 
urvas algébri
asinvariantes reais gi = 0, para i = 1, ..., s, de um 
ampo vetorial polinomial tendo exata-mente essas s 
urvas algébri
as invariantes 
om l =
∑s

i=1 grau(gi). A próxima proposiçãoforne
erá um limitante superior para A(l, s).Proposição 5.0.3. Para j = 1, ..., s, seja gj = 0 
urvas algébri
as irredutíveis reais talque
grau(gj) = mj ≥ 1, l =

s
∑

j=1

mj,e seja kj o número máximo possível de ovais da 
urva gj = 0. Para o 
ampo vetorialpolinomial χ de grau n para o qual as 
urvas gj = 0, para j = 1, ..., s, são as úni
as 
urvasalgébri
as invariantes de χ, temos
A(l, s) ≤ 1

2
(l − s)(l − s− 1) +

s
∑

j=1

aj ,onde aj = 1, se mj é par, e aj = 0, se mj é ímpar.Demonstração: A partir do Teorema 5.0.3, sabemos que
kj =







1 + (mj − 1)(mj − 2)/2, se mj for par

(mj − 1)(mj − 2)/2, se mj for imparo número máximo de ovais é
k1 + ...+ ks = ((m1 − 1)(m1 − 2)/2 + ...+ (ms − 1)(ms − 2)/2) + a1 + ...+ as

=
1

2

s
∑

j=1

(mj − 1)(mj − 2) +

s
∑

j=1

aj = k(m1, ..., ms) +

s
∑

j=1

aj ,onde apli
ando o Lema 5.0.2, temos
k(m1, ..., ms) +

s
∑

j=1

aj ≤
1

2
(l − s)(l − s− 1) +

s
∑

j=1

aj .



58Portanto, A(l, s) ≤ 1
2
(l − s)(l − s− 1) +

∑s
j=1 aj .O próximo resultado é devido a Christopher [3℄.Teorema 5.0.4. Seja g = 0 uma 
urva algébri
a não-singular de grau n e h um polin�miode primeiro grau es
olhido de modo que a reta real h = 0 en
ontra-se fora dos ovais de

g = 0. Es
olha números reais a e b tais que ahx + bhy 6= 0. Então o 
ampo vetorialpolinomial de grau n,
ẋ = ag − hgy, ẏ = bg + hgx,tem todos os ovais de g = 0 
omo 
i
los limites hiperbóli
os. Além disso, esse 
ampo devetores não tem outros 
i
los limites.Demonstração: Aqui χ = (ẋ, ẏ) = (ag − hgy, bg + hgx), note que

χg = (ag − hgy)gx + (bg + hgx)gy = g(agx + bgy)e assim, temos que g = 0 é uma 
urva algébri
a invariante para χ. Além disso, 
omo g énão singular temos (gx, gy) 6= (0, 0). Qualquer ponto de equilíbrio de χ sobre g = 0 o
orrequando h = 0 ou gx = gy = 0, mas isso não a
onte
e pela de�nição de h e pelo fato de g sernão singular. Como χ não tem pontos de equilíbrio em g = 0, segue que 
ada 
omponentelimitada de g = 0 é uma solução periódi
a de χ. Mostraremos que eles são de fato 
i
loslimites hiperbóli
os.Considere γ uma 
omponente limitada de g = 0. A partir da de�nição de h, sabemos que
γ não 
ruza a reta h = 0, assim,

∮

γ

(div(χ))dt =

∮

γ

(gx(a+ hy) + gy(b− hx))dt

=

∮

γ

(

1

h

)

(a + hy)dy −
(

1

h

)

(b− hx)dx

= ±
∫ ∫

int(γ)

(

1

h2

)

(ahx + bhy)dxdy 6= 0.A es
olha do sinal na integral a
ima depende da direção a qual a 
urva limitada γ étransversal. Seja k = ahx + bhy 6= 0. Se h∇g aponta para fora da região limitada por γ,então, γ é atravessado no sentido anti-horário e a integral tem o mesmo sinal de −k. Se
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h∇g aponta para dentro da região limitada por γ, então a integral tem o mesmo sinal de
k. Assim, a 
omponente limitada de g = 0 é um 
i
lo limite hiperbóli
o.Suponhamos agora que exista um outro 
i
lo limite δ que não se en
ontra em g = 0. Sobre
h = 0, a derivada dire
ional de χ na direção de h, χh|h=0 é tal que χh|h=0 = g(ahx + bhy).Assim, nenhum 
i
lo limite pode 
ruzar a reta h = 0, por isso δ deve situar-se em uma
omponente 
onexa U ⊂ R2 − {gh = 0}, de modo que g e h devem ter sinais 
onstantesem U . Seja U ′ = U ∩ intδ 
ujo limitante exterior é δ e 
ujo limitante interior é vazio oua união de um número de ovais de g = 0. Denote ǫ o sinal de -kgh em U . Por dis
ussãojá feita a
ima, a estabilidade desses ovais 
omo 
i
los limites de χ é dado pelo sinal de ǫ,estável para ǫ > 0 e instável para ǫ < 0. Em torno de 
ada um dos ovais no interior de U ′es
olhemos uma 
urva orientada positivamente γi para os quais o �uxo é sempre apontandopara fora quando ǫ > 0 e apontando para dentro quando ǫ < 0. Tome uma nova região
U ′′ 
onsistindo dos pontos de U ′ para os quais são exteriores a γi. A função gh está bemde�nida sobre U ′′ e logo o 
ampo vetorial obtido pela divisão de χ por gh também estábem de�nido. Não há �uxo em U ′′ atravessando δ e a direção do �uxo transversalmente a
γi está em U ′′ para k < 0 e fora de U ′′ para k > 0, porém a divergên
ia do 
ampo vetorialem U ′′ é −(ahx + bhy)/h

2 que tem sinal oposto a k, o que gera uma 
ontradição.Proposição 5.0.4. Para um 
ampo vetorial polinomial real χ de grau n 
om somente uma
urva algébri
a invariante irredutível não-singular de grau n ≥ 2, temos
A(n, 1) =







1 + (n− 1)(n− 2)/2, se n for par

(n− 1)(n− 2)/2, se n for imparAlém disso, esse limitante superior A(n, 1) para o número máximo de 
i
los limites de χé al
ançado.Demonstração: A partir do Teorema de Harna
k, segue que
A(n, 1) =







1 + (n− 1)(n− 2)/2, se n for par

(n− 1)(n− 2)/2, se n for imparPelo Teorema 5.0.4 esse número de 
i
los limites algébri
os de χ é al
ançado.



60Proposição 5.0.5. Assuma que fj = 0, para j = 1, ..., k, são 
urvas algébri
as satis-fazendo as hipóteses do Teorema 5.0.1, e que
l =

k
∑

j=1

grau(fj) = n + 1.Seja gi = 0, para i = 1, ..., s, o 
onjunto de 
urvas algébri
as invariantes asso
iadas a
fj = 0, para j = 1, ..., k. Então, para s = 2, ..., n, o 
ampo de vetores (5.2) de grau nsatisfaz

A(n + 1, s) ≤







1 + (n− 1)(n− 2)/2, se n for par

(n− 1)(n− 2)/2, se n for imparSe s = 1, então A(n + 1, 1) = 0.Demonstração: Pela Proposição 5.0.2, sabemos que ∏s
i=1 gi é um fator integranteinverso do 
ampo vetorial polinomial χ em (5.2). Assim, pelo Teorema 4.1.1, todos os
i
los limites de χ estão 
ontidos nas 
urvas algébri
as gi = 0, para i = 1, ..., s. Emparti
ular, os 
i
los limites de χ são algébri
os. Pela Proposição 5.0.3, se s = 2, ..., n,temos que

A(n+ 1, s) ≤ 1

2
(n+ 1− s)(n− s) +

s
∑

i=1

aj .Note que o máximo de (n + 1 − s)(n− s)/2 +
∑s

i=1 aj o
orre quando s = 2 e o grau dasduas 
urvas algébri
as invariantes são n e 1. Então, obtemos
A(n + 1, s) ≤







1 + (n− 1)(n− 2)/2, se n for par

(n− 1)(n− 2)/2, se n for imparAssim, a proposição segue para s = 2, ..., n.Se s = 1, o 
ampo vetorial polinomial χ torna-se χ = α1χf1, que é Hamiltoniano e,portanto, não tem 
i
los limites.Teorema 5.0.5. Para um 
ampo vetorial polinomial χ de grau n ≥ 2 tendo todas as suas
urvas algébri
as invariantes irredutíveis também genéri
as, o número máximo de 
i
loslimites algébri
os é 1+(n−1)(n−2)/2, se n é par e (n−1)(n−2)/2, se n é ímpar. Alémdisso, esses limitantes superiores são al
ançados.



61Demonstração: Como todas as 
urvas algébri
as invariantes irredutíveis fj = 0 para
j = 1, ..., k, de χ são genéri
as, estamos nas suposições do Teorema 5.0.1. Então, χ é um
ampo vetorial polinomial dado por (5.1), (5.2) ou 0. Se χ = 0, então, χ não tem 
i
loslimites.Para o 
ampo vetorial (5.2), a prova segue da Proposição 5.0.5.Seja gi = 0, para i = 1, ..., s, o 
onjunto de todas as 
urvas algébri
as invariantes irre-dutíveis sobre R[x, y] asso
iada a fj = 0 para j = 1, ..., k.Agora, assumamos que χ é um 
ampo vetorial polinomial dado por (5.1), (l < n + 1).Apli
aremos a Proposição 5.0.3 a ele (por isso l ≥ s). O inteiro l de�nido na Proposição
5.0.3 toma o valor máximo quando l = n. Portanto, temos que l = n e l > s, pois, se l = steríamos o grau de 
ada gi igual a 1 e nesse 
aso todas as n 
urvas algébri
as invariantesseriam retas e 
onsequentemente χ não teria 
i
los limites algébri
os.Apli
ando a Proposição 5.0.3 ao 
ampo de vetores χ 
om l = n > s, e 
omo χ temexatamente s 
urvas algébri
as invariantes irredutíveis sobre R[x, y], obtemos

A(n, s) ≤ 1

2
(n− s)(n− s− 1) +

s
∑

j=1

aj .Note que
A(n, s) ≤ 1

2
(n− s)(n− s− 1) +

s
∑

j=1

aj ≤
1

2
(n− s)(n− s− 1) + s.A�rmamos que

1

2
(n− s)(n− s− 1) + s ≤ 1

2
(n− 1)(n− 2) + 1, para n ≥ 3.Para provar essa a�rmação, de�na a função

h(s) =
1

2
(n− s)(n− s− 1) + s− 1

2
(n− 1)(n− 2)− 1.O grá�
o dessa função é uma parábola em s satisfazendo

h(s) ≤ 0 ⇔ s ∈ [1, 2(n− 2)].Portanto, se n ≥ 3, então 1 ≤ s ≤ n− 1 ≤ 2(n− 2). Assim, h(s) ≤ 0 se 1 ≤ s ≤ n − 1 e
onsequentemente a a�rmação está provada.



62Dividiremos o restante da prova em 2 
asos.Caso 1: Assuma que n é par, 
om n ≥ 4. Então
A(n, s) ≤ 1

2
(n− 1)(n− 2) + 1.Assim, o teorema está provado para esse 
aso. Para n = 2, 
omo n > s segue que s = 1,nesse 
aso da Proposição 5.0.3 temos A(2, 1) ≤ 1. Portanto, o teorema está provado para

n par.Pela Proposição 5.0.4 segue que o limitante superior para A(n, s) é al
ançado. Isso 
om-pleta a prova do teorema.Tabela do número máximo N de 
i
los limites algébri
os de um 
ampo vetorial poli-nomial de grau n tendo todas suas 
urvas algébri
as invariantes também genéri
as, para
n = 2, ..., 10.

n N2 13 14 45 66 117 158 229 2810 37



Con
lusões
Para 
on
luir, vimos que nesta dissertação estudamos os sistemas diferen
iais 
om 
i
loslimites não algébri
os. Notamos que não é fá
il 
on
luir se um 
i
lo limite é não al-gébri
o. Estudamos a realização de 
i
los limites por 
ampos vetoriais polinomiais. Alémdisso, estudamos uma prova para o 16o Problema de Hilbert para 
i
los limites algébri
ossatisfazendo algumas exigên
ias.Como sugestões para próximos trabalhos podemos 
itar:

• Determinar se sistemas diferen
iais polinomiais de grau 2 podem apresentar 
i
loslimites não algébri
os explí
itos.
• Resolver o 16o Problema de Hilbert para 
i
los limites algébri
os sem as exigên
iasdo Teorema 5.0.5.
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