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Resumo

Neste trabalho, investigamos o movimento browniano de uma particula teste carregada
proxima a uma fronteira plana perfeitamente refletora. Primeiramente discutimos os
resultados recentemente apresentados na literatura [1], que abordam o movimento de
uma particula devido as flutuacoes do vacuo do campo eletromagnético na presenca de
uma fronteira plana perfeitamente refletora. Calculamos as dispersdes quadréticas nos
valores da velocidade e posicao da particula e obtemos alguns resultados negativos, que sao
justificados ao considerarmos a incerteza na posicao da particula na auséncia da fronteira.
Além disso, a presenca da placa provoca divergéncias em determinados pontos. Sugere-
se que essas divergéncias ocorram pela hipétese de uma fronteira perfeita, idealizada.
Um tratamento um pouco mais realista, no qual a posicao da fronteira flutue em torno
de um valor médio através de uma distribuicao de probabilidade, pode regularizar essas
divergéencias. Motivados pelo caso eletromagnético, nossa proposta aqui é examinar em
detalhes o modelo simplificado em dimensao (1+1) do movimento browniano de uma
particula carregada, provocado agora pelas flutuagoes do vacuo do campo escalar, préxima
a uma fronteira plana perfeitamente refletora, no qual as questoes levantadas no primeiro
caso relacionadas as divergéncias na dispersao quadratica da velocidade sao devidamente

consideradas e solucionadas.

Palavras—chave: Movimento browniano, Campo escalar, Flutuacoes aleatdrias.



Abstract

In this work we investigate the Brownian motion of a charged test particle near a reflecting
plane boundary. First we discuss the results recently reported in the literature [1], which
adresses the motion of a particle due to the vacuum fluctuations of the electromagnetic
field in the presence of a perfectly reflecting plane boundary. We calculate the squared
dispersion in the velocity and position of the particle and we find some negative results,
which are justified by considering the uncertainty in the position of the particle in the
absence of the boundary. Furthermore, the presence of the plane boundary causes di-
vergences at particular points. It is suggested that these divergences occur because we
consider a perfect and idealized boundary. A somewhat more realistic treatment, in which
the position of the plane boundary fluctuates around a mean value over a probability
distribution can regularize these divergences. Motivated by the electromagnetic case our
proposal here is to examine in detail the simplified model in (141) dimension of the
Brownian motion of a charged particle caused now by the vacuum fluctuations of the
scalar field near a perfectly reflecting plane boundary, in which the questions that were
raised in the first case related to the divergences in the squared dispersion in the velocity

are properly considered and solved.

Keywords: Brownian motion, Scalar field, Random fluctuations.
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Capitulo 1

Introducao

O movimento aleatério, ou randomico, de uma pequena particula imersa em um fluido
térmico em equilibrio foi primeiramente percebido por Robert Brown em 1827, ao obser-
var, por meio de um microscépio, graos de polen na agua, e ficou entao conhecido como
movimento browniano [2]. Esse movimento randémico de pequenas particulas testes em
um fluido foi visto por Einstein como um possivel meio de demonstrar a natureza atomica
da matéria. Independentemente das observacoes feitas anteriormente por Brown, na sua
teoria de 1905 [3], Einstein afirma que um caminho browniano é dividido em passos finitos
cujos comprimentos tendem a zero. Cada passo, independentemente do seu tamanho, é o
resultado de um grande nimero de passos menores, que ¢ a idéia de variavel estocastica
[4].

De acordo com a teoria cinética [4], os fluidos sdo formados por moléculas que movem-
se randomicamente devido as flutuacoes térmicas. Por isso, se o fluido possui uma
particula externa, que denominaremos particula browniana, as moléculas do fluido irao
colidir com a particula browniana, assim como colidem entre si, conferindo portanto a
particula externa o movimento randomico observado. Entao, o movimento browniano
nos permite observar as flutuacoes estatisticas que ocorrem em um sistema em equilibrio
térmico. Foi considerado a base da teoria cinética dos fluidos, além de sua importancia
na confirmagao da teoria estatistica.

Em fisica, o termo estocastico esta relacionado a consideragoes probabilisticas e a nocao
de probabilidade é baseada na frequéncia com que ocorrem os eventos randomicos. Uma
variavel estocastica é uma quantidade cujos possiveis valores ocorrem através de uma dis-

tribuicao de probabilidade [4]. Sua definigdo consiste na determinagao dos seus possiveis



valores a e na probabilidade P(a) de ocorréncia de a. Uma distribuicdo de probabili-
dade de particular interesse é a gaussiana, ja que o chamado Teorema do Limite Central
nos afirma que a soma de um grande ntmero de variaveis estocéasticas obedecem a uma
distribuicao gaussiana, independentemente das distribuicoes das variaveis estocasticas in-

dividuais. A distribuicao gaussiana, ou normal, de uma variavel = é definida por:

1
Ple) = V4 27‘(‘06712/2027

onde o > 0 é uma constante associada a largura da gaussiana.

No estudo do movimento browniano, o campo estocastico é o responsavel pelo movi-
mento randomico das particulas brownianas. Do mesmo modo que um campo estocastico
classico causa movimento randomico de uma particula teste, pode-se esperar um movi-
mento browniano devido as flutuagoes quanticas [5]. Pequenas particulas interagindo com
um campo em temperatura finita apresentam movimento browniano devido as flutuacoes
térmicas [6,7]. Ainda, mesmo em temperatura zero, onde as flutuagoes térmicas nao estao
presentes, campos quanticos possuem flutuagdes do vacuo [8]. Assim, se as flutuagoes
estao presentes mesmo no estado de vacuo, uma pequena particula interagindo com o
campo exibe movimento browniano no vacuo quantico.

Ainda nao é bem estabelecido se o movimento browniano pode ser observado no estado
de vacuo de Minkowski. Entretanto, pequenas mudancas nas flutuacoes quanticas podem
produzir efeitos observaveis. Na eletrodinamica quantica, o efeito Casimir é um exemplo
disso [9].

Uma simples e nao trivial alteracao nas flutuagoes quanticas é introduzir uma fronteira
refletora. A presenca da fronteira modifica as flutuagoes quanticas, modificando entao o
movimento da particula teste.

A introducdo de uma modificacdo, por sua vez, pode nos conduzir a divergéncias
em quantidades fisicas observaveis que deveriam ser finitas [9]. Acredita-se que essas
divergencias sejam consequéncias da idealizagao do problema. Ao considerar, por exemplo,
uma fronteira plana perfeitamente refletora estamos assumindo que a placa possui uma
posicao fixa. Além disso, trata-se de uma fronteira perfeitamente plana e idealmente
refletora, de tal modo que todos os modos do campo que chegam a ela sao refletidos.
Uma maneira de fazer com que o sistema descreva uma situagao um pouco mais proxima
da realidade seria tratar a fronteira como um objeto que possui uma incerteza nao nula

na determinagao de sua posigao [9]. A fronteira nao apresentaria uma posicao fixa, mas



flutuaria em torno de seu valor médio através de uma distribuicao de probabilidade.
Por exemplo, considerando que a fronteira localiza-se na posicao x teriamos uma funcao

distribui¢ao de probabilidade f(x), associada a posigao da placa, normalizada, ou seja,

/_Z f(z)dz = 1.

Neste caso, o valor médio de uma certa quantidade fisica F(x) com respeito a esta distri-

buicao torna-se
Fa) = [ Fo) @

Neste trabalho, inicialmente revisaremos os resultados recentemente publicados em
Ref. [1] acerca do movimento browniano de uma particula carregada acoplada ao campo
eletromagnético quantico na presenca de uma fronteira plana perfeitamente refletora.
Obteremos os efeitos das flutuacoes do vacuo do campo eletromagnético modificadas pela
presenca da placa sobre o movimento da particula teste carregada. Tratando o campo
quantico como uma variavel estocastica, obteremos a equacao de Langevin para a particula
e calcularemos as flutuagoes quadraticas médias na velocidade e na posicao, enfatizando
as possiveis divergencias devido a idealizacao da fronteira.

Motivados pelo caso eletromagnético, discutiremos em detalhes o caso simplificado de
uma particula escalar carregada interagindo com um campo escalar quantico em dimensao
(1+1) na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora. A partir da equagao de
Langevin para este caso, obteremos as flutuagoes quadraticas médias na velocidade e
na posicao. Partiremos entao para a questao de maior interesse: a regularizacao das
divergéncias presentes na dispersao quadratica da velocidade devido a idealizagao da placa.
Com essa finalidade, tornaremos nosso problema mais realista, considerando a fronteira
como um objeto descrito por uma distribuicao de probabilidade normal, cuja posicao
flutua em torno do seu valor médio. Adotaremos em nossa abordagem um sistema de

unidades tal que a velocidade da luz ¢ e a constante de Planck A valem um: ¢ = h = 1.



Capitulo 2

O comportamento de uma particula
carregada eletromagnética proxima a
uma fronteira refletora perfeita em

(3+1) dimensoes

Os efeitos provocados pelas flutuagoes do vacuo do campo eletromagnético sobre um
elétron no espacgo vazio nao sao muitas vezes observaveis. Por outro lado, mudancas nas
flutuagoes do vacuo produzem efeitos observaveis.

Neste capitulo discutiremos o movimento browniano de uma particula carregada na
presenca do campo eletromagnético quantico [1]. Tal movimento browniano é causado pe-
las flutuagoes quanticas. Nosso interesse estara em mudancas devido ao estado quantico
do campo, diferente do vacuo de Minkowski. Um modo simples de realizar essa mudanca
é introduzir uma fronteira refletora. Vamos, pois, discutir o caso de uma placa perfeita-
mente refletora e calcular os efeitos das flutuagoes do vacuo do campo eletromagnético,
modificadas pela presenca dessa fronteira plana, sobre o movimento de uma particula

teste.

2.1 A Equacao de Langevin

O sistema que vamos considerar é descrito pela acao

S = Spart + Scampo + Sint7 (21)
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sendo Spe¢ correspondente a acao devido ao movimento browniano da particula, Scampo
denota a acao do campo e S;,,;, por sua vez, trata-se da acao de interagao entre a particula
e 0 campo.

Trataremos de uma particula pontual browniana na presenga do campo eletromagnético.

Sabemos que a a¢ao do campo eletromagnético é descrita por [10]

1
Aﬂmwgzi/dt/lfx<—ZFmew), (2.2)

sendo F* = gFA” — 9V A* o tensor do campo eletromagnético, dado por

0 —-E, -E, —FE,
(F) = Be 00 =B By , (2.3)
E, B, 0 -8B,
E. -B, B, 0
com FE; e B; a i-ésima componente do campo elétrico e do campo magnético, respectiva-
mente e A* = (/_f, ¢) o quadripotencial, sendo Ao potencial vetor e ¢ o potencial escalar
do campo.
Fara parte de nossas hipdteses que a particula browniana se move classicamente, ou

seja, estamos trabalhando num regime de baixas velocidades. Entao, a acao Spq que

descreve a particula nao relativistica de massa m e carga e é dada por

Spare = / dt%f{ (2.4)

sendo # = di/dL.

Ainda, a agao de interagao entre a particula e o campo é escrita como [11]

Sint = / dt(eA - T — ed). (2.5)

Além de sofrer a acao do campo, a particula exerce influéncia sobre este, alterando-o.
Todavia, para pequenos valores da carga e a acao da particula sobre o campo pode ser
negligenciada [11]. No que segue, assumiremos que essa condigao se cumpre. A influéncia
que a particula exerce sobre o campo esta relacionada a efeitos de dissipacao. Entao,
em nossa aborgadem ndo estaremos interessados em aspectos relativos a dissipacao [5].
Para este caso, a variacdo da acdo, Eq. (2.1), com respeito ao quadripotencial A, e a
trajetéria Z(t) da particula nos fornece que as equagoes de movimento satisfeitas pelo

campo eletromagnético e pela particula sao dadas, respectivamente, por

0, F" =0 (2.6)



mT = m— = eB(,t) + et x B(Z,1). (2.7)

Admitindo que a particula parte do repouso em t = 0 e adotando um modelo simplifi-
cado no qual o campo magnético possa ser desprezado, para um dado tempo ¢, Eq. (2.7)

nos da

dv

mE = mo = eE(Z, t) (2.8)
e, entao, a velocidade v é dada por
=< /t E(z,t)dt" (2.9)
m.Jo

Até este momento trabalhamos em um dominio completamente classico. Nés obtive-
mos uma equacao de movimento para a particula assumindo que esta, bem como o campo
eletromagnético, sao quantidades classicas. A partir de agora vamos tratar E como um
campo quantico que deve, portanto, ser visto como um operador [12]. Quantizando o
campo elétrico obterfamos uma equacao similar a (2.8), mas que apresentaria uma incon-
sisténcia: teriamos do lado esquerdo da equacao uma quantidade fisica, um observavel, e
do lado direito um operador. Devemos, a fim de eliminar essa inconsisténcia, substituir
o operador do lado direito pelo seu valor esperado [12]. Como estamos interessados no
estudo do movimento no vacuo quantico, o valor esperado pode ser avaliado no estado de
vacuo do campo quantico.

A caracteristica principal de um campo quantico é que ele sempre exibe flutuacoes, as
quais induzem flutuagoes no movimento das particulas brownianas [5]. Desejamos entao
considerar essas flutuagoes, com o intuito de estudar seus efeitos sobre o movimento da
particula. Nao é completamente claro se o movimento browniano da particula pode ser
observado no estado de vacuo de Minkowski [1]. Neste trabalho, consideraremos o estado
de vacuo modificado através da introdugao de uma fronteira plana perfeitamente refletora.
Estaremos interessados nos efeitos das flutuacoes do vacuo do campo eletromagnético
sobre o movimento de uma particula teste carregada.

Trataremos o campo elétrico como um campo estocastico, cujos momentos estao re-
lacionados as funcoes de n pontos do agora operador E. Em outras palavras, estamos
assumindo que o movimento da particula é descrito por uma equacao de Langevin da

forma



. dv .
mi = md—: = eE(i,1), (2.10)

que apresenta-se idéntica a Eq. (2.8), mas deve ser interpretada de outra forma, ja que
E(Z,t) trata-se de um operador. Vamos nos restringir ao caso em que a particula nao se
move significativamente e entao podemos assumir que a posicao Z é uma constante.

O primeiro e segundo momentos do campo estocéstico £ sao dados por

(E(Z.1))

(T(E(Z,t)E(@,1))) = %(E(f, DE(@ ) + E(@ t)E(Z,1)).

Estamos, pois, realizando médias no ensemble e os valores esperados dos operadores
estao sendo avaliados no estado de vacuo do campo elétrico quantico.

A presenga do campo estocastico implica que quantidades tais como 9(t) e Z(t) que
descrevem o movimento da particula exibem flutuagoes. Portanto, essas quantidades
devem ser tratadas como varidveis estocdsticas. Vamos entdo avaliar (0(t)) e (v3(t))
relacionando essas quantidades com o primeiro e segundo momentos do campo.

Das consideragoes acima, temos que o valor esperado da velocidade (¥) é dado por

(7) = %/0 (B(Z,1))dt. (2.11)

Agora, faremos uso do resultado bem conhecido em teoria de campos [13] de que o

valor esperado no vacuo do campo quantico € zero, ou seja, (E) = 0. Entao, segue que
() =0, (2.12)

ja que a particula parte do repouso em ¢ = 0.

Ainda, para o valor esperado do quadrado da velocidade temos
(0%) = (7 0) = (v,” +v,° +v.%), (2.13)
sendo a i-ésima componente (v;%) dada por
2 [t
(w2 = / / (T(E,(&, ) E:(Z, ")) dt'dt". (2.14)
m=Jo Jo

A incerteza na determinacao da i-ésima componente da velocidade, por sua vez, é

definida por
Av; =/ (vi?) — (v)*. (2.15)



Assim, Egs. (2.12) e (2.14) nos fornecem

(Av)? = — / / VEi(7,¢")))d dt". (2.16)

Vale ressaltar que (T'(F;(Z, ') E;(Z,t"))) nada mais é do que o produto temporalmente
ordenado dos campos.

Na presenca de uma fronteira, esta funcao de dois pontos é expressa como a soma
do termo de vacuo de Minkowski (T'(E;(Z,t")E;(Z,t")))o e o termo de correcao devido a

fronteira (T'(E;(Z, V") E;(Z,t"))) r:
(T(E(Z, ) (7, 1"))) = (T(E(Z, 1) E(Z,1")))o + (T(Ei(&, ) Ei(Z, ")) r,  (217)

sendo o termo de correcao finito. O termo do vacuo de Minkowski produz uma con-
tribuigao divergente em (Av)?. Entretanto, essa contribui¢ao nao produz consequéncias
observaveis. Assim, nds utilizaremos apenas a contribuicao advinda da presenca da fron-

teira e entao, teremos, a partir de Eq. (2.16),

(Av;)? m2// E(Z,t")))pdt'dt". (2.18)

Para o caso de uma fronteira plana perfeitamente refletora localizada em z = 0, a
fungao de dois pontos do campo eletromagnético renormalizada (T'(E;(Z,t")E;(Z,1"))) g,

obtida a partir de Eq. (2.6) e da identidade
OPFH + OHEF"P 4 0" FPH* = 0, (2.19)

para i = x =y, ja que o problema é simétrico em xy, é dada por [14]

At? 4 422
= 4/ .-/ o = 4/ "/ o
(T(EE )EZ e = (TBE O BE I r =~ giia e (220
onde definimos At =t —t”. E para a componente z, i = z, temos
1
(T(E.(Z,t"E.(Z,t"))r = ) (2.21)

T2(A1? — 422)2
Vamos agora discutir mais a fundo o significado de (Av;)? no problema. Em geral, o
valor de uma quantidade fisica A é dado por A = (A4) = AA [15], sendo (A) o valor médio
de A e AA a incerteza determinacao de A. Do mesmo modo, a velocidade da particula
é escrita na forma v = (¥) = Av. Entretanto, como vimos, no nosso estudo em questao
o valor esperado da velocidade da particula é nulo, ou seja, (v) = 0 e assim temos que a

velocidade ¥ encontra-se no intervalo —Av < v < Av.



Ainda, a energia cinética Ey é dada por Ey = (Ey) £ AFE,. Mas Eq. (2.15) nos dé que

(Av;)? = (v;%) e entao o valor esperado da energia cinética (E}) pode ser escrito como

1 1
(Ey) = —m(1)2> = ém ((vgf) + (vy2> + (vf)) = ém [(Avm)2 + (Avy)2 + (AUZ)Q] . (2.22)
Observe agora que a energia cinética é uma funcgao da velocidade, Ey, = Ej (v, vy, v,).
Portanto, a incerteza na determinacgao da energia cinética AF}, é dada, em primeira ordem

na velocidade, por [15]

_ 29 i v.)2 % i 0.2 0Ly i v.)2
e = |(52) | @ (52) | (52) s
(2.23a)
=m? [(0,)*(Av,)? + (v,)*(Avy)* + (v.)*(Av.)?] =0, (2.23b)

ja que (v;) = 0. Disso, conclui-se que, em primeira ordem, a energia cinética e seu valor

esperado se confundem:

Ee = (By) = %m [(Avn)? + (Av,)? + (Av,)?]. (2.24)

2.1.1 Solucoes da equacao de Langevin

A fim de estudar o comportamento da energia cinética, calculemos, entdo, (Av,)? =

(Av,)?. Substituindo Eq. (2.20) em Eq. (2.16) temos que

At? + 4z p
(Av,)? = (Av,)? = —7T — / / At2 dt dt”. (2.25)

Antes, porém, de iniciar o calculo, demonstraremos um resultado matematico que nos

auxiliard em Eq. (2.25).

Teorema 2.1.1. Seja a integragao

_ /0 t /0 o) dudy, (2.26)

sendo que a dependéncia em f(x,y) se dd na forma f(z,y) = f(|lz — y|).

Entao, 1(t) pode ser escrita como

I(t) =2 /0 (t — w) f(w)dw. (2.27)
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Demonstragao. Vamos introduzir novas variaveis v e v tais que

1 1
u:jﬁ(x+y), U:E(x—y). (2.28)

Entao, em termos das novas coordenadas, x e y sao escritas como

1
T = ﬁ(u+v), = —(u—v). (2.29)

O Jacobiano da transformacao em questao é dado por

oz Oz
J = ||det g: g: =1 (2.30)
u v

Agora, a fungao f(z,y) = f(|v|). E a integragao Eq. (2.26) em termos das novas variaveis

fica

t/V2 V2|
I(t) —/ / f(|v])dudv (2.31a)
t/\/_ |v]

:/ (V2t — 2[v|) f(Jv])dv (2.31D)
—t/V2

t/v2
:2// (V2t — 20) f (v)dw. (2.31c)

Seja, por fim, w = v/2v. Entdo, w = x — y e teremos Eq. (2.31c) escrita na forma

I(t) =2 /0 (t — w) f(w)dw. (2.32)

|
Retornemos ao célculo de Av, = Av,.
Utilizando o resultado obtido acima, Eq. (2.32), Eq. (2.25) pode ser escrita como
2¢% [ %+ a?
2 _ 2 _
(A’Ux) = (Avy) = —WA (t—T)de, (233)

onde estamos fazendo a = 2z. Como vemos, em 7 = a o integrando em Eq. (2.33) é
divergente. Vamos introduzir uma nova variavel adimensional n = 7/a. Em termos da
nova variavel n, Eq. (2.33) fica
2¢? ta /¢ n*+1
Avy)? = (Avy)? = ———— ——n | ———=dn. 2.34
( v ) ( Uy) 7T2m2a2/0 (a ?7) (772_1)3 n ( )

A divergéncia no integrando agora esta localizada em 1 = 1. Seja a integral

QLG e



Vamos separar a integral em Eq. (2.35) em dois dominios diferentes:

t Lt n”?+1 ta /¢ n”?+1
(=)= S o)Ly S o) — .
(a) / (a 7O(ﬁ2—lﬁ i (a ") =
Seja agora

t I=e /¢ n*+1 ta (¢ n*+1
L(-)= Sop)—L1—y S o) L —an
QJ ué (a 0<w—w3”+1ﬂ o ") =1
Mas temos que
3 2
N’ +n Ui
S R e p—— t
/OF—U3n 27 — 1

241 1 n3—3 1 1\?
/%dn:—%——ln nt - + const.
(n?—=1) 4d(n*—=1)2 16 \n-1

De Egs. (2.38a) e (2.38b) podemos inferir que Eq. (2.37) pode ser escrita como

; (z):zlzm_im<n_+l)2 A
“\a al4(n?—-1)2% 16 n—1 0 2(n? = 1)%|,
+z[zm_gm(n_+1)2 S
ald4(n?—-1)2 16 n—1 ite 2(n?—1)2 ite

(
1 2 1 [2—¢€\’ 1 -2
{‘hu—atﬁP‘T#”(—e)}+2w—ar—m

(t/a)’ —3t/a 1 NGILED ? (t/a)’
! ( ) }+2[(

1
4((t/a? —1]" 16 \t/a—1 t/a)? — 1]’

t | 1 2 1 2+¢e\” 1+ 2¢
_E{_Z[(1+e)2—1]2_1_61n< € )}_2[<1+6)2—1P
(8) -t [ e )] 4
t 1(t/a)3—3t/a_in t/a+1\> (t/a)”
+a{4[(t/a)2—1]2 16l (t/a—l) }+2[(t/a)2—1}2

tl 11 1 2\?| 11
N e PO () T
a 24¢2 16 € 2 4¢?

11

(2.36)

(2.37)

(2.38a)

(2.38b)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Agora, tomando o limite ¢ — 0 em Eq. (2.41) nds obtemos a seguinte solugao para a

integral I(¢/a) dada em Eq. (2.35):

1 (E) = lim /..
a e—0

(2.42)



12

Logo,

(0 =10) e () 5 () e 09

Reorganizando os termos e fazendo as devidas simplificagoes, Eq. (2.43) fica

()5 ). e

Retornando o resultado acima em Eq. (2.34) temos que a dispersdao na velocidade nas

direcoes x e y é dada por

2 2 2
2 2 e t t"‘CL 4t
(Ave)” = (Bvy) = o e [a = (t_a) - f] - (245)
Em termos da variavel z temos
2|t t+22)° 2
Av,)? = (Av,)? = ‘ 1 - . 2.46
(Ave)” = (Avy) 2m? | 6425 \t— 22 822(12 — 422) (2.46)
O comportamento de (Av,)* = (Av,)? é dado em Fig. (2.1). Conforme vemos,

o quadrado da dispersao na velocidade nas direcoes paralelas a placa é divergente em
=2z
: (mzAv,)? /e?

0.04 -

0.02-

t/z

-0.02 -

-0.04 -

Figura 2.1: Comportamento do quadrado da dipersio na velocidade, nas dire¢oes paralelas a
placa, de uma particula carregada prozima a uma fronteira plana perfeitamente refletora que se

encontra na origem.

Determinemos agora a dispersao na velocidade na diregao z. Substituindo Eq. (2.21)

em Eq. (2.16), temos que (Av,)? é dado por

62 t t 1
(sz)2 = — —dt'dt’, (2.47)
m™m? Jo Jo (At2 — 422)2
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que, como ja vimos, pode ser escrita na forma

22

t
1
Av )2 = - ) J¥dt". 24
(Av,) meZ/O(t T>(72—a2)2dtdt (2.48)

Seguindo passos totalmente andlogos aos do calculo de (Av,)? podemos obter o seguinte

resultado para (Auv,)?%:

2 2
5 e t t+a
(Av)” = gz g (t = ) ’ (249)
ou, ainda, ,
2
s € t t+ 22
(Av,)* = 23953 In <t —. ) - (2.50)

A Fig. (2.2) nos dd o comportamento de (Av,)? em fungao do tempo ¢, para um dado
valor da coordenada z. Assim como (Av,)? em ¢ = 2z hd uma divergéncia.

: (mzAuv,)* /e?

0.06

0.05F

0.03[
0.02f

001

Figura 2.2: Comportamento do quadrado da dipersio na velocidade, na dire¢ao z, de uma
particula carregada proxima a uma fronteira plana perfeitamente refletora que se encontra na

origem.
Finalmente, substituindo Eqs. (2.46) e (2.50) em Eq. (2.24) obtemos o valor da energia

e? | ¢ t+22)° 2
B = 1 — . 2.51
T m [3223 N <t - 22) 822(t2 — 422) (2:51)

O comportamento da energia cinética em funcao do tempo ¢, para um dado valor de

z, ¢ dado em Fig. (2.3).

cinética:

Um ponto que deve ser ressaltado é que o quadrado da dispersao na velocidade nas tres
diregoes (Av,)? = (Av,)? e (Av,)? e consequentemente a energia cinética Ej divergem
para t = 2z. Curiosamente esse ¢ o tempo de viagem de ida e volta da luz para percorrer

a distancia entre a placa e a particula [16].
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0.04 -

0.02 -

-0.02 -

Figura 2.3: Comportamento da energia cinética de uma particula carregada localizada prézima

a uwma fronteira plana perfeitamente refletora que se encontra na origem.

Essa divergéncia pode ser devido ao fato de termos assumido uma fronteira plana per-
feitamente refletora idealizada. Um tratamento mais realista seria considerar por exemplo
que a fronteira nao mais esta fixa, mas sim que flutua em torno de um valor médio.

Outro ponto que merece destaque nos resultados obtidos é que o quadrado da dispersao
na velocidade nas direcoes x e y sao quantidades negativas, o que causa espanto a principio.
Uma justificativa para tal resultado serd dada ainda nesse capitulo.

Podemos também obter os valores de (Awv;)? para t >> 2. Realizando expansoes em

torno de z/t préoximo de zero obtemos que neste limite

2 2 2
9 9 e” 1 8e* =z
(Ave)" = (Avy) R — o — s 5 (2.52)
(&
2 21
(Av,)? ~ —2 - (2.53)

TAmim2 22 | 3etm2 2

Observe ainda que o processo de medida é assumido ser tal que o detector é ligado e
desligado instantaneamente no tempo 0 e ¢, respectivamente. Considerar um processo de
medida nao mais instantaneo e sim suave pode trazer influéncias significativas aos resul-
tados [17]. Um tratamento ainda mais realista no qual, além de um processo de medida
suave, ¢ considerado que a particula teste é descrita por uma distribuicao gaussiana na
diregao temporal é dado em Ref. [18].

Analogamente ao que foi feito para a velocidade v da particula vamos obter agora
valores esperados relacionados a posicao .

Como vimos em Eq. (2.11), o valor esperado da velocidade é dado por



15

t
ﬁ:i/@@ﬂ
m Jo

Para a i-ésima componente temos entao

<MZ%A@@ﬂWC (2.54)

Concluimos, assim, que o valor esperado da i-ésima componente da posi¢ao (x;), é

escrito como
(r;) = /dtl/ dt'(E = (zg) =z, (2.55)

visto que (E;(7,t')) = 0 e que a posicao da particula é assumida ser constante.
Por sua vez, para o valor esperado do quadrado da i-ésima componente da posicao

(x;%), temos

(x) =z +—/ dtl/ dt/dtQ/ at"(T JVE(Z,17)) R (2.56)

A incerteza na determinacao da posicao sera portanto dada por
(Azy)* = (%) — ()

W/%/ﬁ/ﬁ#dﬂ E VB (T, ")) e
Calculemos, pois, a dispersao na posicao da particula (Az;)?. Para i = 1, temos
62 t t1 t t2
(A@QZ(AyY::—E/ﬁﬁ{/ dﬂ/‘ﬁ?/ dt"(T(E,(Z,)E,(Z,t"))r  (2.58a)
m
62 Ot Ot Otl OtQ
:7/%/ﬁ4Uﬂ/ﬁwwﬁﬂ&@mm.(%m
m=Jo 0 0 0

Substituindo Eq. (2.20) em Eq. (2.58b), ficamos com

, At 4422
(Az)? = (Ay)? / dt, / dt / dt / vt (2.59)

Resolvendo a integracao em t” temos
- ) (t' = t2)* — 3a®
(AZL‘) = (A’y) 47T2m2(1,3 / dtl / dtg/ dt {—a t — tg) [(t’ _ t2)2 _ a2]2

4 t'—ty+a +t,t — 3a? L ' +a\’
-In{——— at' —5——= ——In
4\t —ty—a t?*—a2)2 4 \t-a ’

(2.57)

(2.60)
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onde novamente estamos fazendo a = 2z. A integracao em t’, por sua vez, nos da

e? ¢ ¢ a’® 1, to +a 2 a’
Ar)?=——r—— [ dt dty | ———— — =—1 —
(Az) 4m>m2a? /0 1/0 162 —a? 4a " (t2 - a) (to — t1)? — a?

2 2
tg—tl t2—t1+a a tl t1+a
In 4+ —————In +1
+ da <t2—t1—a) ti2—a? 4da t1—a ]

i [ [t ()
+/Otdt1/0tdt2 [%_%ln<2tz)2 +/Otdt1/0tdt2
4 /Otdtl/otdt2 [“4;“ n (Z:ZjZ)z B ﬁ] }
Agora, fazendo uso do que foi obtido em Eq. (2.32) e solucionando as integrais imediatas,
(Az)? = 47;77;&2 {/OtdtQt [tfaija? — i—iln <ZJ:Z)2
gt ()
+ z/otdr@—r) L—Taln (Zfi)z— T2a—2a2] }

Fazendo, nas integragoes em t; e t, a mudanca de variavel t; = ty = 7 e simplificando os

(2.61)

obtemos

+t° (2.62)

termos teremos

2 t 2 2
9 e 9 a T T+a
=———— t°4+2 | d ——1
(Az) 412m2a? { + /0 TT [7‘2 —a?  4a t (7‘ — a)

que, por fim, resulta em

e2 #3 t+a\® £ 1. [2-a?
Ax)? = ] - — -1 . 2.64
(Az) m2m?2 [24(13 n (t — a) 6a?2 6 i < a? ) ( )
Em termos da variavel z temos
e2 #3 t+22\% 2 1. (12— 422
Azx)? = 1 — — =1 _ . 2.65
(Ae) = 0 | Toa <t - 22) 2422 6 ( 1.7 ) (2.65)

O comportamento de (Ax)? em fungao do tempo, para um dado valor de z, ¢ dado em
Fig. (2.4). Note que o quadrado da dispersao na posigao nas dire¢oes paralelas a placa

também diverge em t = 2z.
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0.06

0.05F

0.03f
0.02f

0.01f

-0.01F

Figura 2.4: Comportamento do quadrado da dispersao na componente x =y da posi¢ao de uma
particula carregada proxima a uma fronteira plana perfeitamente refletora que se encontra na

origem.

Para t >> z Eq. (2.65) fica

e? t

2 ~~ —_—
(Az)"~ 3m2m?2 n22'

(2.66)

Ainda, para a direcao z temos

2 t t1 t to
(a2 =5 / it / d / dty / At (T(E.(%, ) Bo(7.4"))) n (2.67a)
0 0 0 0

62 t t t1 12
G / dt, / dts / % / At (T(E. (%, ) B (& ")) 5. (2.67h)
m= Jo 0 0 0

Substituindo Eq. (2.20) em Eq. (2.67b), ficamos com

(Az)” = - m2 / dt; / dts / dt’ / dt” 4z2) : (2.68)

A integracao em t” nos da
(A2)? = /dt/dt/ it ot =l 1y (T-titaY’
272 m2a3 ! ? — tg) — a? 4 t—1ty—a

(2.69)
t N 1 ) t'+a
—a ZIn
2 —q2 4 ' —a
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Solucionando a integracao em t’ ficamos com
e2 ! ooty —t ty—t1+a\® ¢ ty+a\’
<Az)2:_7/ dtl/ dty |2y (i ta)T by (T
8m2m2a? J, 0 a ty—t; —a a ty —a
tl (tl + a)2
— —1In
a t1 —a

, . . ) (2.70)
e ty — 1 to —t1 +a
- [/ dtl/ PR (tz = _a)
0 2 — 11
t t
/dtl/dt2—1n<2+a) /dtl/dt2—1n<1+a)
2 —Qa 1 —a
Calculando as integrais imediatas e utilizando o resultado em Eq. (2.32) temos
2 t 2 ¢ 2
t t
(AZ)QZ—ie 2/ dT(t—T)ZIIl Tta —t/ dty-2 In 2+ a
8m2m2a? 0 a T—a 0 a to —a
(2.71)

t 2
t t
—t/ dtl—lln( ”La)
0 a thh—a

Fazendo, nas integracoes em t; e ty, t; =t = 7 e simplificando os termos obtemos

2 t 2 2
(Az)? = 67/ dr—In (T i a) , (2.72)
0

que resulta em

21 P t+a\> 1 [(t?—a’
Az = —— | — 1 ~1 . 2.73
(A2) w2m? [6@2 * 1243 <t — a) - 6 n( a? ) (2.73)
Em termos de z, Eq. (2.73) fica
2] g2 3 t+2:\% 1 (12— 42
Az)? = — 1 —In| ———|. 2.74
(A2) 2m? [2422 i 0623 (t - 22) * 6 < 422 ) (2.74)

A Fig. (2.5) nos mostra como (Az)? comporta-se, a medida que o tempo passa, para
um dado valor de z. Diferentemente de (Az)?, podemos observar que o quadrado da
dispersao na posicao na direcao z, que corresponde a direcao em que esta situada a placa,
nao diverge em ¢t = 2z.

Para t >> 2z Eq. (2.74) pode ser aproximada por

2 2
(Az)? = # <8tz2 ;ln %) (2.75)

Observe ainda que inicialmente assumimos que a particula nao se move significativa-
mente, ou seja, devemos ter (Az)? << 22 e, entao, utilizando Eq. (2.75),

2 g2

e

(Az)? = << 22 (2.76)

m2m?2 822



19

020"

015

0.05

Figura 2.5: Comportamento do quadrado da dispersao na componente z da posi¢ao de uma
particula carregada prozima a uma fronteira plana perfeitamente refletora que se encontra na

origem.

ficamos com a seguinte desigualdade:

2¢/2mm
< 2"
e

t < (2.77)

Temos, pois, um limite para o qual os resultados obtidos até agora sao validos.

Como vimos, o movimento browniano de uma particula teste carregada sujeita as
flutuacoes do vacuo do campo eletromagnético nao é isotrépico, ja que o comportamento
das diregoes = e z ¢ diferente. O aspecto menos intuitivo dos resultados é que (Av,)? e
(Ax)? sao ambos negativos. Foi sugerido em Ref. [1] que esse resultado se deve ao processo
de renormalizacao que foi utilizado. Note que ao longo dos nossos calculos fizemos uso da
funcao de dois pontos renormalizada, ou seja, extraimos a contribuicao advinda do vacuo
de Minkowski. As quantidades (Av,)? e (Ax)? serem negativas implica, portanto, que a
incerteza na posicao e na velocidade na auséncia da placa é maior do que na presenca desta.
Ao subtrairmos, portanto, o termo correspondente ao vacuo de Minkowski, ignoramos uma
contribuicao maior do que a que restou, ou seja, uma contribui¢ao maior do que se obtém
quando se considera a presenca da placa. Uma possivel maneira de contabilizar isso é

considerar a natureza quantica da particula, o que faremos na secao a seguir.

2.2 Natureza quantica da particula

De acordo com a mecanica quantica, uma particula é descrita por um pacote de ondas e a

posi¢ao e 0 momento apresentam uma determinada incerteza [19]. A medida que o tempo
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passa o pacote de ondas se espalha e a incerteza na posicao aumenta. Se considerarmos

A 2 d.f . ~ f . . ~ . 1
que (Ax)* é a diferenca entre a situagdo com a fronteira e a situagao sem esta, o sina
negativo de (Az)? pode ser entendido como uma reducao do espalhamento do pacote
de ondas nas direcoes paralelas a placa, comparando com o que obteriamos se a placa
nao estivesse presente, ou seja, no vacuo de Minkowski. Faremos agora o tratamento do
espalhamento do pacote de ondas devido a natureza quantica da particula, ou seja, na

situacao em que a placa nao esta presente.

2.2.1 Pacote de ondas gaussiano

Vamos admitir que a particula seja descrita, em um dado tempo inicial {5 = 0, pela

seguinte funcao de ondas:

P(x) = Ae (B0 /4%, (2.78)

sendo A uma constante de normalizacao, a qual podemos obter através da relacao

/_oo del(z)2 = 1. (2.79)

[e.9]

De Egs. (2.78) e (2.79) concluimos que

|AJ? / doe= =972 — | A2V 2702 = 1 (2.80)

e, assim,
A2 = ﬁ (2.81)
Supondo que A seja real, Eq. (2.81) nos da
1
A= Grom (2.82)
Entao, substituindo Eq. (2.82) em Eq. (2.78), temos
P(x) = 1 G (2.83)

(2mo2)1/4
A solugao dada em Eq. (2.83) é conhecida por pacote de ondas gaussiano [19].
A largura do pacote de ondas é obtida efetuando o calculo da raiz quadrada do desvio
quadratico médio, ou seja,

Az = /(2?) — (2)2, (2.84)

sendo

(") = /_ ()2 (2.85)

o0
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Assim,
o 1
(z) = / 2o (z)Pde = Norre ze (=29 g (2.86)
A mudanca de variavel y = x — a nos fornece
(x) = y—l—a eV dy = a e V1?7 dy = a. (2.87)

V2mo?

Do mesmo modo,

V2mo?

2 2o (@—a) /202dx

\/ 202 V2mo?

De Eqgs. (2.87) e (2.88), a incerteza na posigao Az, dada em Eq. (2.84), fica

(x*) y+a 2072 dy = a® + 0. (2.88)

Az = 0. (2.89)

A transformada de Fourier de ¢ (x) é dada por

A 1 > —ipT
T = | _dzvtaye (2.90)

Introduzindo ¢ (x), dada em Eq. (2.83), na equacao acima, ficamos com

— 1 1 o 2 /402 i
_ —(z—a)* /40* —ipz
Y(p) = Vo 2ro?)ifi /OO dze P (2.91a)
e~ e Oo 2 /452 s
— —y* /40" —ipy
= T / ) dye (2.91D)
1 4
= — (2mo?) e P o e, (2.91c)

Nz

Tomando agora o médulo ao quadrado da funcao ¢(p) dada em Eq. (2.91c) teremos

A/ 2
27T(7 672p202 .

™

[p(p)]? =

(2.92)

Como era de se esperar,

Ra— V2ro?2 [ 2, V2mo? T
/ dpl(p)]” = — / e Tdp = ——[55 =1 (2.93)

(e e]

Vamos determinar agora a largura do pacote de ondas descrito por [¢(p)|. Analoga-
mente ao que foi feito para v (z), vamos primeiramente calcular os valores médios (p?) e

(p). Para (p) temos:

pe’2p2"2dp =0 (2.94)

(v) = / P[D(p)|2dp =



22

e para (p?): N 1
) = [ PP = s (295)

Assim, de Eqs. (2.94) e (2.95), concluimos que

1
Ap)? = (p*) — (p)? = — 2.
(Ap)" = (") = )" = (2.96)
e, portanto,
1
Ap = —. 2.97
P=os (2.97)
Assim, a partir de Eqs. (2.89) e (2.97) obtemos que
1
ApAx = o (2.98)

Como vemos, Ap e Ax tratam-se, respectivamente, das incertezas na determinacao
dos momentum linear e posi¢ao da particula. O resultado obtido em Eq. (2.98) mostra
que essas incertezas estao relacionadas, o produto é uma constante. Este resultado é um
caso particular do principio da incerteza de Heisenberg [19] e mostra que as precisoes
nas medidas de posi¢ao e momentum linear da particula sao dependentes uma da outra.
Diminuir Ap significa aumentar Az, e vice-versa.

Os resultados obtidos anteriormente sao véalidos para o caso de um pacote gaussiano.
No caso geral vale

1
ApAx > 3 (2.99)

que é o chamado principio da incerteza de Heisenberg. Ou seja, Eq. (2.98) nos mostra
que para o caso do pacote gaussiano obtemos o limite inferior determinado pelo principio

da incerteza.

2.2.2 Evolucao do pacote de ondas gaussiano unidimensional

Como vimos, a transformada de Fourier da funcao (p) é a funcdo de onda v (x), dada

por

1 - A ipT
vie) = o= / i)

Para o caso dependente do tempo, a solucao da equagao de Schrodinger obtida pelo

principio da superposi¢ao de ondas planas é dada por [19]

() = %27 / dpp(p)e =i, (2.100)
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com 1 (p) dada em Eq. (2.91c) e w = w(k) é tal que

k32 p2
Disso, concluimos que
1 (271’0'2)1/4 e 2,2 . ; in2t/2
W(t,r) = dpe=7 P ipagipr=ip7t/am (2.102)
V2r VT s

ou, ainda,

ro\ o it

W(t,r) = <T) / dp exp {— (0'2 + %) P’ +i(x — a)p} (2.103a)

§

M} (2.103h)

1
oo witim " [_ 4mo? + 2it

92\ 1/4 1 2
S e ————————cap —M : (2.103c¢)
/202 +it/m dmo? + 2it

A densidade de probabilidade [ (x,t)|* serd dada por

202\ '/? 1 2m?(z — a)*o?
2= — — : 2.104
[ (1)l ( T ) (4ot + t2/m2)1/2€xp [ 4m20t + 12 } (2.104)

Mas, uma gaussiana dada por e %" tem como largura Az = 1/4/26. Logo, para a gaus-

siana em Eq. (2.104) temos que
Am2e? ' [4m2a?t 4 t2
Ap — ] = 2.105
’ <4m204 + t2> 4m2o? ( 2)
12

Assim, a medida que o tempo passa, o pacote de ondas evolui de acordo com ) (t, x),
dado em Eq. (2.103c), e sua largura aumenta conforme nos mostra Eq. (2.105b). Uma
vez que [{(t, p)| = ¥(p), esse alargamento do pacote de ondas ndo afeta Ap.

Por fim, concluimos que o produto das incertezas sera dado por

1 12
ApAr = —\/1 + ——. 2.106
por 2 + 4Am2ot ( )

Note que para t = 0 recuperamos o resultado anterior

1
ApAzxr = —.
pAx 5
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2.2.3 Natureza quantica da particula

Vamos considerar a particula descrita por um pacote de ondas gaussiano unidimensional
na dire¢ao z com posicao e momentum medidos simultaneamente, obedecendo o principio
da incerteza. Vamos assumir que inicialmente, em ¢ = 0, a largura do pacote de ondas é

Az, . Entao, de Eq. (2.105b) podemos inferir que

/ t2

Do que foi desenvolvido anteriormente, o é justamente a largura inicial do pacote de

ondas, conforme vimos em Eq. (2.89). Entdo, temos que o = Az, e ficamos com

t2
AZq = AZqO \/]_ + m (2108&)
2 t2 .
= Azqo + m = Azqm. (2.108b)

Nosso objetivo é comparar a incerteza na posi¢ao devido as flutuagoes do vacuo, na
presenca da placa, com esta devido ao principio da incerteza e ao espalhamento do pacote
de ondas. Para isso, vamos manipular a largura inicial do pacote de ondas Az, tal que

a largura para um dado tempo ¢, Az, seja minima, ou seja,

d(Az,)
AT ). 2.109
d(Azg,”) ( )
Assim, encontramos que
t
Az, 2= —. 2.110
qu 2m ( )

Substituindo, pois, Eq. (2.110) em Eq. (2.108b) obteremos

t
Agn = 4/ —. (2.111)

E, analogamente, a incerteza em qualquer direcao sera dada por

Ay = Aygm = Azgy = 1/ i (2.112)
m

Uma vez que desejamos comparar magnitudes, seja

Azy = /|Az|? (2.113)
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a incerteza na posicao, na direcao x, devido as flutuacoes do vacuo. No limite t >> z,
considerando o que foi obtido em Eq. (2.66), temos, para o caso em que a particula
carregada trata-se por exemplo de um elétron,

Axy _E\/lﬂ(t/QZ) :2\/6_2M _9 aln(t/22) (2.114)

A1 3mmt 3rmt

Axgyy 7 3mt

sendo v = €2 /4w a constante de estrutura fina. Essa razao ¢ sempre muito pequena. Ou
seja, a incerteza devido a natureza quantica da particula é sempre muito maior que a
incerteza devido as flutuagoes do vacuo. Entao, conforme esperavamos, ao subtrairmos
a contribuicao proveniente do vacuo de Minkowski ignoramos uma parcela maior que
a devido as flutuagoes do vacuo na presenca da fronteira, o que justifica os resultados
negativos obtidos.
Para a dire¢ao z, considerando o termo predominante em Eq. (2.75),

2 42
72m? 822’

Azf e t 1 [e?2 t 1 |/ at a Az,
_ oty v L /et e , (2.115)
Azgn  2mz VN 2m  zVd4n2mrm  zV 2mm 2z

que também é muito menor que um, ja que Az, deve ser menor que z. Entao, temos

(=) ~

temos que

mais uma ilustracao de que a incerteza relativa as flutuagoes do vacuo do campo eletro-
magnético na presenca da placa é menor que na situacao em que a fronteira plana nao

estd presente. A presenca da placa suprime o espalhamento do pacote de ondas.



Capitulo 3

Quantizacao do campo escalar em N

dimensoes

Neste capitulo, quantizaremos o campo escalar em N dimensoes via formalismo das
funcoes de Green, também chamado de segunda quantizacao. No capitulo seguinte, par-
ticularizaremos este resultado para N = 2, que nos serda 1til no estudo do movimento de

uma particula na presenca do campo escalar em dimensao (1+1).

3.1 Equacao de Klein-Gordon

Consideremos a métrica de Minkowski:
ds* = dz,dz" = g, dx"dz", (3.1)

com g, o chamado tensor métrico, que corresponde a matriz N x N dada por

1 0 0 0 --- 0
O -1 0 0 --- 0
o 0o o 0 --- -1

Vamos prosseguir considerando a segunda quantizacao do campo escalar V(Z), 7 =
(2% =t, 2t 22 .. a2

de Klein-Gordon e ¢ dada por [20]

. A equacao que descreve o campo escalar é a chamada equagcao

(O + M*HW(F) =0, (3.3)

26
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sendo M a massa do campo V(Z) e [J o operador d’Alembertiano:

! I vas
=0 (V90), (3.4)

com g definido como o determinante de g"”: g = det |g"*|.

=

A equagao de Klein-Gordon Eq. (3.3) é obtida a partir da densidade de lagrangiana
1 m?
L=-0,Y0"V — —U~, (3.5)
2 2
por construcao da acao
S = / Ld"x (3.6)

e utilizando o principio da minima agao S = 0 para varia¢oes com respeito ao campo W.

3.2 Funcoes de Green

Os valores esperados no vacuo dos produtos dos campos podem ser identificados com
as funcoes de Green da equacao de onda. Para o campo escalar, o valor esperado do
comutador e do anticomutador dos campos tem particular importancia [20]. Eles sao

dados, respectivamente, por
iG(2,7) = (0] [¥(2), ¥(2)]0), (3.7a)
GW(&,7) = (0| {¥(2), ¥ ()} |0), (3.7b)
sendo G(7, ') a funcdo de Pauli-Jordan ou Schwinger e G (#, #') a funcio de Hadamard.

Essas fungoes de Green podem ser divididas em parcelas de frequéncia positiva e negativa

como
iG(7,7) =G (Z,7) — G (%,7), (3.8a)
GY(z,7) =G (&, &)+ G (Z,7), (3.8b)

com GH(Z,7') e G (Z,7") as fungoes de Wightman, dadas por
GT(z,7) = (0|¥(2)¥(2")]0), (3.9a)
G~ (Z,2) = (0|W () ¥ (Z)|0). (3.9b)

O propagador de Feynman ¢ definido como o produto temporalmente ordenado dos

campos
iGr(Z,7) = (0|T (U(Z), T(Z)) |0), (3.10a)
=0t —t\GH(Z,7)+0(t' — )G~ (Z,7), (3.10b)
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sendo 0(t) a fungao degrau
1, t>0;
0(t) = (3.11)
0, t<0.

Ainda, as funcoes de Green retardada e avancada sao definidas, respectivamente, por

Gr(Z,7) = —0(t —t"G(Z, 7, (3.12a)
GA(Z, 7)) =0(t' —t)G(Z,7) (3.12b)
e sua média denotada por
. 1
G(Z,7) = 3 (Gr(Z,7) + Ga(Z, 7], (3.13)

a qual relaciona-se com a funcao de Feynman através de

Gp(Z,7) = -G(Z,7) — %iG(l)(f, ). (3.14)

3.3 Segunda quantizacao

De acordo com a métrica dada em Eq. (3.2), a equagao de Klein-Gordon é escrita como

@_ZWHW U (%) = 0. (3.15)

n=1
Consideremos a derivacao da fungao de Green G (propagador de Feynman).

Para um campo escalar massivo, G deve satisfazer a seguinte equagao [20]:
(O+ MGp(Z, 1) = ———=0" (7 — 7). (3.16)

Observe que, em N dimensoes, o determinante da métrica é dado por det |g"| = —1.

Assim, a funcao de Green deve satisfazer a seguinte equacao diferencial:

pe N-1 2 , N
92 2 gt M) CrlEF) = -7 (3.17)

Com o intuito de resolver o problema, vamos procurar pelas autofungoes do operador

O + M?2. Precisamos, pois, resolver a equacao de autovalores

(O + M) = M. (3.18)
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Nosso objetivo é quantizar o campo escalar na presenca de uma fronteira perfeitamente
refletora localizada em z! = 0, o que pode ser traduzido como a condicao de contorno de
Dirichlet:

Yt xt =0,2% .. 2N =0. (3.19)

Logo, estamos assumindo que o campo se anula em z! = 0.

Assim, devemos procurar por solugoes do tipo

(@) = coe e sin (kyat) | (3.20)
sendo
N-1
k) = Z kna™. (3.21)
n=2
Tomando as derivadas de ¢(Z):
o )
@) = —wP(@), (3.22)
92

Entao, das derivadas em Egs. (3.22) e (3.23) concluimos que Eq. (3.18) é dada por

N—-1
<—w2 + > kSt M2> Y = M\ (3.24)
n=1

ou, simplificando os termos,
N-1

A=M+> k) —w (3.25)

n=1

A condigao de contorno dada por Eq. (3.19) aplicada em nossa proposta de solugao, Eq.
(3.20), nos fornece

Uzt =0) = coe” ™™™ sin 0 = 0, (3.26)

e a autofuncao escolhida satisfaz naturalmente a condicao de Dirichlet. Logo,
W(T) = coe” e sin (kiz')

sao as autofuncoes de [+ M? com autovalores

N-—1
A=M>+ k) - (3.27)

n=1
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Vamos requerer que as autofungoes dadas em Eq. (3.20) sejam ortonormais, ou seja, que

obedecam a relagao

/ dky / dks .. / dkiy 1 / dwp (& (3.28)

\/—_gé(t—t)é(:c —2)d(a® —2%) .o =),

o que nos possibilitara determinar a constante cy. As integrais cujos limites de integracao

estao ocultos representam integrais que vao de —oo a co. Observe que
YD) () = |co\26ikf(mj’xlj) sin (kjz') sin (klx’l) emwt=t) (3.29)

e, entao, temos

/dlﬁ/dl@.../de_l/dw¢(f)w @) =
N-1
|Co‘2/dw€iw(tt/)/dk1 sin (/{71371) sin <k1$/1> H /dknezkn(xnxm)
n=2

Agora, utilizando as representagoes da fun¢ao Delta de Dirac [21]:

) (xl - x'1> = %/dk:l sin (klxl) sin (k:lx'l) , (3.31a)

1 ey
S(t—1t) = 5 / dwe™ 1), (3.31b)

(3.30)

§ (2" —2™) = Z—/dkne’k”(“” -z, (3.31c)
77

Eq. (3.30) resulta em

/dkﬁl/dkg /dk’N 1/d&)’¢) |C | 2N_17TN5N(5—ZZ"/). (332)

Entao, comparando Egs. (3.28) e (3.32), determinamos que

1
|CO|2 = W (333)
Escolhendo ¢y como uma constante real, obtemos

= ! 3.34
T v &3

Desta forma, substituindo o valor de ¢y acima em Eq. (3.20) concluimos que

= 1 —iwt ikjxd 1

U(F) = ———=¢ """ sin (kyz') . (3.35)

VON—-1xN
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Vamos agora encontrar o propagador de Feynman. Para isso nos valemos da seguinte

relagao [22]:

T /0 h dn / dk, / dksy ... / dkn_, / dwe™ Mp(2)ap* (1), (3.36)

de onde obtemos que

GF(faf,) - - ﬁ/ dn/dk;l__'/de_l/dwe—ikne—z‘w(t—t’)eikj(xj_xlj)
T 0
X sin (k:wl) sin (klx’l)

; 00 oy s 3.37
= — ﬁ/ dne"M ”/dk:le_lkl Tsin (k:lxl) sin (klx'1> ( )
m 0

N-1
% /dweinniw(tt’) H/dk e*ikn2n+ikn(m"7:vm)
n )

n=2

utilizando o que foi obtido em Eq. (3.25).
Primeiramente efetuaremos as integragdes nas varidveis w e k,. Para isso, vamos

utilizar o seguinte resultado [23]:
p

Logo, fazendo as devidas identificagoes,

/dweiWQWiw(tt/) _ em/4\/§,3z‘(tt’)2/4777 (3.39a)
n
/ dkne—iann-i-ikn(x”—m/") _ pim/4 \/fei(w"—x/")Q/‘ln' (3.39Db)
n

Assim, estes resultados bem como uma reorganizacao dos termos nos conduzem a
)
o—im(N—1)/4

GF(ZZ", f/) = W /dk?l sin (k’ll‘l) sin <k31$,1)

></ diy~ N2 exp{—i(M2+k12) 0+ n=2
0

4<M2 -+ k12)7]

(t—t)? =Y " — >] } |

(3.40)

Solucionemos agora a integracao em 7. Para isso, fagamos uso do seguinte resultado [23]:

/O“’dm exp{2< 62)} imBe P HU)(Bp), (3.41)

sendo H (_13 (z) as fungoes de Bessel do terceiro tipo, também conhecidas por fungoes de

Hankel [23]. Logo, a integral em 7 presente em Eq. (3.40) é dada por

t— t/)2 o ZN:I(xn o xm)z
d —1/2 —i(M? + k2 ( n=2 =
/O U exp{ i(M7 + k%) |+ 100 + )
_ —(N-3)/4 (3.42)
) t — t/ 2 _ N-=1/ n _ I\2
7T6@W(N*1)/4 ( ) ZnZZ (l’ T ) (6#)
4(k?12+M2) N 3)/2
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com [ dado por:

N1 1/2
Bu = [t—t Z (2" — 2™ ] V% + M2, (3.43)
n=2
De posse desses resultados e organizando os termos, o propagador de Feynman G ¢ (%, 27)
fica
_ —(N=3)/4
o N (Ot i S C
P(Z,7) = QN1 (N-1)/2 4 (3.44)
X /dkl(k12 + MQ)(N’?’)/4 sin (l{;lxl) sin <l{;1x’1) H((11\7)73)/2 (Bu) .
Utilizando a seguinte relagao [21]:
2
W (i) —
H, (iz) = z'”+17TKV(Z) (3.45)
podemos escrever o propagador de Feynman como
_ —(N=3)/4
G 1 (=) = SN " = 2
P(Z,7) = ON=2;(N-1)/2(N+1)/2 A (3.46)

X /dk‘l(k‘12 + M) N34 g (kiz") sin <k1x'1> Kn_3)2 (—ipp),

onde K,(z) é a funcao de Macdonald, também chamada de fun¢ao de Bessel modificada

do terceiro tipo [24]. Ainda, a relacdo trigonométrica
1
sin (kjz') sin (klx’l) =3 [cos ke (2t — 2') — cosky (2! + :c’l)] (3.47)

nos permite escrever, substituindo Su pelo seu valor dado em Eq. (3.43),

_ —(N=3)/4
I 1 (t—t)? =35 (" — )
Gp(T, ) = ON—2;(N—1)/27(N+1)/ A

X {/ dky (ky® + M?YN =D cos oy (2 — ')
0

=

—1

1/2
(t—t) =) (a"~ w’"f] Vi + M2 (3.48)

X K(n_3)/2

i
[N}

- / diy (ki + M2V cos by (24 + 2)
0

=

1 1/2
(t o t/)2 o (:L,n . x/”)Q] /k?12 + M2

n

X K(N—3)/2 [

[|
N
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Facamos agora uso do seguinte resultado [23]:

/ (1’2—1—62)]”/2[(,,(&‘ /22 + b2) cos crdr = \/§q$ub1/2$u<a2+02)iu/21/4Kiy_1/2(b, /a2 + 02).
0

(3.49)
Fazendo as devidas identificacoes e simplificando os termos, concluimos que
- —(N-2)/4
S, iM(N-2)/2 [N] : i
Gr(#.7) =~ [ = ") = (=)’
n=1
N-1
X K_(N_Q)/Q M Z(xn _ xm)Q _ (t _ t,)g
n=1
iM(N-2)/2 N-1 _(N—2)/4 (3.50)
-+ W ({L‘l + l‘ll)Q + ({L‘n _ :L,/n)g . (t _ t/)2]
n=2
N-1
X K_(n_oyo | M| (2t + 22+ ) (am —a)? — (t —t')?
n=2

Finalmente, o propagador de Feynman G (%, 2’) pode ser escrito como uma soma de
dois termos, o primeiro devido unicamente ao vacuo de Minkowski, na auséncia da placa,
o qual denotaremos por Go(Z, "), e o segundo devido a presenga da placa, o propagador

— =

renormalizado Gr(Z,7") [9]. Logo,
Gr(Z,7) = Go(Z,7') + Gr(Z, 7). (3.51)

Na quantizacao do campo escalar, temos essas duas parcelas visivelmente determinadas.

A saber,

_ ~(N-2)/4
o MW=z [
Go(7,7') = L o= = (-t
n=1
o (3.52)
X K—(N—Z)/Q M (.’En — .T,n)Z — (t — t,)Q
n=1
(§
_ —(N-2)/4
o iM(N=2)/2 N-1 .
Gr(Z, @) = BT (' + 2?2+ (@ — 2" = (t—t)?
n=2
— (3.53)



Capitulo 4

O comportamento de uma particula
carregada escalar proxima a uma
fronteira refletora flutuante em

(141) dimensoes

Neste capitulo, motivados pelo caso eletromagnético [1], discutiremos o movimento brow-
niano de uma particula carregada na presenca do campo escalar quantico em dimensao
(1+1). Novamente, estaremos interessados nas mudangas devido ao estado quantico do
campo, as quais sao introduzidas pela presenca de uma fronteira refletora, diferente, pois,
do vacuo de Minkowski. Trataremos, assim, o caso de uma placa perfeitamente refletora
e calcularemos os efeitos das flutuagoes do vacuo, modificadas pela presenca dessa fron-
teira, sobre o movimento de uma particula teste. Atencao especial sera dada as possiveis
divergencias devido a idealizacao da placa e, a fim de regulariza-las, o procedimento de

flutuacao da distancia entre a placa e a particula sera considerado.
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4.1 Propagador de Feynman

Como foi obtido no capitulo anterior, o propagador de Feynman renormalizado de um

campo escalar massivo em N dimensoes ¢ dado por

iMN-2)/2 N-1 S
Grl#,T) = gy | (0 0 2" =) = (=
n=2
N-1

X K_o(vogye | M| (@t +2)2 4+ ) (am —2/™)2 = (t = t)?

n

Il
)

Para o caso de dimensao (1+1) temos, assim,

G, t: 2 1) = %KO(M\/(x (=), (A1)

4.2 Equacao de Langevin

Trataremos aqui o caso simplificado de uma particula pontual browniana e um campo
escalar massivo em dimensao (1+ 1) na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora,
ou seja, estamos assumindo que o campo escalar satisfaz uma condi¢ao de contorno de
Dirichlet. Como estamos trabalhando com apenas uma dimensao espacial, a saber z,
omitiremos o carater vetorial da maioria de nossas equacoes. Neste caso, a acao do

campo é descrita por [13]

Secampo = /dt/dx (%aﬂqsauqs — M72¢2) ’ (4.2)

obedecendo a condicao de contorno
¢(x=0,t) =0, (4.3)

sendo ¢ o campo escalar.
Consideraremos um regime nao relativistico. Entao, a acao S, que descreve a
particula nao relativistica de massa m e carga mesonica g que se move ao longo do eixo

x é dada por
Spare = / dt%z«?, (4.4)
sendo & = dx/dt.

Ainda, para a agao de interagao S;,; entre a particula e o campo temos [5]

Sint = / dt / dzpo, (4.5)
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sendo p a densidade de carga da particula escalar.

Novamente, consideraremos que a alteragao que a particula exerce sobre o campo pode
ser negligenciada. Entao, a variagao da agao S = Spart + Scampo + Sint cOM relacao a ¢ e
a trajetoria x(t) da particula nos mostra que as equagoes de movimento satisfeitas pelo

campo e pela particula sao dadas, respectivamente, por

0? 0?
O+ M?*)¢ = ———+M2> =0, =0,t) =0, 4.6
O4a6= (o= a2+ 3 ) 6 =0, olz=0.1) (46)
que é a equagao de Klein-Gordon em dimensao (1 +1), e
mi = m% = —g%gf)(w, t). (4.7)

Vamos assumir, assim como no caso eletromagnético, que a posi¢ao da particula pode ser
considerada constante e ainda admitiremos que a particula parte do repouso em t = 0.

Entao, para um dado tempo ¢, Eq. (4.7) nos da

g o [* N
v /0 P(x,t')dt (4.8)

m Ox

Considerando agora que ¢ é um campo quantico temos que o primeiro e segundo

momentos deste campo estocastico [12] sao dados por

(o(x, 1))

(T(o(x, ) (2", 1)) = %(sb(l“, o' 1) + o', 1) P(x, 1))

Assim, o valor esperado no vacuo da velocidade da particula é dado por

(O1e]0) = (v) = ~ 4.2 / (6(, )t =0, (4.9)

m Ox

uma vez que ¢(x,t’') pode ser expandido em modos normais da forma [20]
plet) =Y [uk(x,t')ak +ut(z,t)al ] (4.10)
k
sendo a o operador destruicdo e a' o operador criacdo, os quais satisfazem
(0]al0) = (0]a'|0) = 0. (4.11)
Ainda, para o valor esperado no vacuo do quadrado da velocidade temos

(v?) = (v3). (4.12)
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Entao, (v?) pode ser escrita como

w902 U dtl/ At (T (d(, 1y <b(:c’,t2))>] (4.13a)

2 !
m? Jx Ox peg

:9———{ / ity dt2 bz, 1) <x',t2>>+<¢<x',tz>¢<as,t1>>]} (4.13b)

m2 &x a!L‘ z=z'

g9’ /

ﬁa_xa_x {/ dtl/ dty [G* (w,ty;2 1) + G~ (x,tl;x,tz)}} (4.13¢)
g (1

2m2 ax 895 |:/ dtl/ dtQG l‘ tl,l‘ tg):| :x,’ (413d)

sendo G(l)(:c, t;2',ty) o propagador de Hadamard. Agora, usando a relagao para o propa-

gador de Feynman Gg(x,t1;2',ts) [20]
GF<.CL’, tl, SL’I, t2) = —a<.§lf, tl, SL’I, t2) - %G(l) (.T, tl, SL’/, tQ), (414)

e descartando sua parte real, ja que esta é identicamente nula quando se iguala os pontos
[22], nés obtemos

(0?) .%0_:53—56 U dt1/ dtsGp(z, ty; 2, t2) : (4.15)

A incerteza na determinacao da velocidade, por sua vez, é dada por
Av = +/(v?) — (v)2 (4.16)

Assim, Egs. (4.9) e (4.15) nos fornecem

A=ty =i L2 0 [ dG 417
(’U) —<U>—ﬁ%% tl t2 F.Ttl,ﬂf tg) _m/. ( )

Ainda, a energia cinética sera escrita como

1 1
Ep = (Ey) = 5m(1)2> = am(Av)Q. (4.18)
Sem perda de generalidade, vamos considerar em nossos calculos que a massa M do

campo escalar é muito pequena, ou seja, M << 1. Note que [24], neste limite,

2
Ky(2) = In o 27 0. (4.19)

Entao, Eq. (4.1) resulta em

] 2
Grlz,t;2' 1) ~ L n

Fral Yy F e r— (4.20)
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Assim, substituindo Eq. (4.20) em Eq. (4.17) temos que o quadrado da dispersao na

velocidade é dado por

2 9
(Av)”" = " 2rm?2 8x o7’ {/ / = [M\/ (x +a')? — (t; — ta)? ] dtldtz}m:ﬁ. (4.21)

Utilizando agora o resultado obtido no Capitulo 2

AZMAZWHW—yD:?Ah—TﬁﬁMT (4.22)

a equacao acima nos leva a

20 0 ! 2
Ap=—2_2 %0 [ 1) d . 4.23
(&) 7Tm259€5$’{/0< ") n[M (az+x’)2—72] T} . 429
Fazendo a = x + 2’ e reorganizando os termos ficamos com
20 9 ! 16
Av)? J t—7)In | ————=| d 4.24
(Av)” =  4wm? Ox Ox' {/0 (t=7)In [M4(a2 — 7'2)2} T}:vzm/ 2

2 t t
g 0 0 B 16 B B 2 2y2
iy [/0 (t—7)In (M4> dr /0 (t —7)In(r° — a®)%dr -

(4.24D)

2 t t
g 0 0 16 / 0 0 5 oo
- =L m((= _ A= n(? —
4mm? [/0 (t T)asc oar (M4) ar 0 (t T)ﬁa: ox! n(r” —a)dr o

(4.24c¢)

Como vemos, o primeiro termo da igualdade em Eq. (4.24c) nao depende de z nem

de 2’ e, entao, ao efetuar as derivadas, se anula. Logo,

2 t
9 _ Qi 232

(Av)? = gy /0 (t—7) {&x o In(7% — a?) - dr. (4.25)

Efetuando as derivadas, Eq. (4.25) fica:

2 gt

5 g 0 [a(t—r7)

(Av)* = gp— /0 . {72 —2 | ,dT (4.26a)

2 gt

g t—7 2 2

-2 /O {(72 —ap(r )} ar. (4.26b)

Retornando em termos de z e 2’ e igualando os pontos, ou seja, fazendo x = 2/, obtemos

2 92 ! L—7 2 2
I /O 7+ da)r (4.27)

Seja a seguinte mudanca de variavel: n = 7/2x. Assim, Eq. (4.27) nos fornece

2 t/22 (} _ 9p 2
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O ponto n = 1 aparece como um ponto singular no integrando em Eq. (4.28). Temos,

pois, uma integral impropria. Vamos desmembra-la em duas integrais:

s 95 [T —2m)(n*+ 1) 9> [Pt =2an)(n* + 1)
(Av)" = _27Tm23:/0 (n? —1)? = 27rm2:c/1 (n? —1)2 . (4.29)

Seja a integral prépria

(A = - /0“ (t =2+ 1), g /”2”““ (t = 2em)(’ +1)

2rm2a (> —1)2 T orma Lt (n?—1)2
(4.30)
Observe que
2 1 2
(Av)* = lg% (Av)*.. (4.31)
Entao, resolvendo cada integracao em Eq. (4.30),
2 o0 — ¢ 1—e 1—e 20 — ¢t t/2x t/2x
(AP, = - L 12 S+ S TR,
2mmix 7]_10 2 0 77_1 j 2 1+e€
(4.32)
ou,
2 2
g 20 —t(1 —¢) x oo 20— 1722
Av)? = — 92 — Zin[l — (1 — N i
(Av)e 27rmz:1:{(1—6)2—1+3j QH[ ( 6>]—i_t2/4:v2—1
(4.33)
2 —t(1 +¢) z

ATgr1 g m— /4 + gl - <1+e>2]2}.

Agora, tomando o limite ¢ — 0 e fazendo as devidas simplificacoes, obtemos
2

(Av)2 = -2 ln< 4 )2. (4.34)

 4rm? 12 — 42

E entdo, a partir de Eq. (4.34), a energia cinética Ej pode ser escrita como

1 2 422 \?
Ey = Sm(Av)’ = - J ln< ‘ ) . (4.35)

Tm 12 — 42

Como vemos, ha duas divergéncias nesse resultado. A primeira ocorre em z = 0, a
qual corresponderia a situar a particula na origem, ou seja, na mesma posicao da placa.
Essa é uma divergéncia familiar em teoria quantica de campos e é devida a fronteira de
Dirichlet [9]. A segunda divergéncia acontece em ¢t = 2x que é novamente, assim como no
caso eletromagnético, o tempo de viagem de ida e volta da luz para percorrer a distancia
entre a placa e a particula.

Outro aspecto que deve ainda ser ressaltado é que, a principio, no limite t — oo a
energia é divergente, ou seja,

lim £y = oo. (4.36)

t—o00
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Serd visto mais adiante que essa divergéncia é eliminada considerando-se a hipétese de
que a particula nao se move significativamente.

O comportamento para a energia cinética da particula em fungao do tempo, para um

dado valor de z, é dado em Fig. (4.1).
- mEy/g?

0.05F

-005F
-010F
-015F

-0.20

-0.25

Figura 4.1: Comportamento da energia cinética de uma particula escalar préxima a uma fron-

teira perfeitamente refletora que se encontra ma origem.

Vamos nos direcionar agora a calculos de valores esperados relativos a posicao da

particula. A partir de Eq. (4.9)

wy=-99 / (B(z, ¢

m Ox

podemos obter que o valor esperado na posicao da particula é dado por

(x) — / dtl/ dt —(p(x, 1)) = (x) = (%) = =, (4.37)
ja que (p(x,t")) = 0 e (zg) = z, pois estamos assumindo que a posicao = da particula
pode ser considerada constante.

Ainda, para o valor esperado do quadrado da posi¢ao (x?) temos

(%) =z +—/ dt1/ dt’ / dtQ/ dt” [8x/ax//(¢(x',t')¢(x”,t")> . (4.38)

r'=x""=x

A incerteza Ax serd dada por

(Ar)* = (2%) = (2)* (4.392)
= Ti . /0 dt, /0 dt' /0 dts /0 a2 o ax" (o, )" )]y (4:39D)
—Zg_/o dtl/o dt//o dtQ/O dtﬂ@x 8 GrE 2" ) gy - (439€)
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Vamos obter, entdo, a dispersio na posi¢ao da particula (Az)%  Substituindo Eq.

(4.20) em Eq. (4.39¢) ficamos com

(Az)? 4ﬂm2/ dtl/ dt?/ dt/ dtuﬁ—x&p” {m [M?((x/+x'/;;—(t/—t”)z)“

47Tm2/ dtl/ dtQ/ dt// dt”a;,;ra 7 A (@ 2" = (=]},

ja que In(4/M?) nao depende de 2’ e 2.

Efetuando as derivadas e fazendo 2’ = 2" = x, segue que

f;/ o t” + 41,2
dt dt dt’ ' ) 4.41
27rm2/ 1/ 2/ / — e 4x2]2 ( )

Seguindo passos analogos aos do célculo de (Av)? a mtegra(;ao em t” nos fornece

t'—ty t/
27Tm2/ dtl/ dtQ/ dt’ |: — t2 Ry — t/2 2| (442)

A integral em ¢’ por sua vez nos da

(Axz)?

(Ax)?

(Az)? -3 m2/ dt1/ dtz In [(t1 — t2)? 4x] —In(ty? — 42%)?
s

— In(t* — 42°)* + In(42°)*}

(4.43)

ou

(A.T) {/ dtl/ dtQ hl tl —tz 437 / dtl/ dtQ hl 2 —4.1’ )
— / dtl / dtz ll’l(tlz — 4372)2 + / dtl / dtz 11’1(4332)2} .
0 0 0 0

(4.44)
Utilizando (4.22) e calculando as integrais imediatas, ficamos com
92 ¢ 2 ¢
(Az)? = p— {2/ dr(t —7)In (7'2 — 43:2) — t/ dty In(ty* — 42%)?
m
" ’ ’ (4.45)

t
— t/ dt; In(t,* — 42%)? + ¢ 1n(4x2)2} :
0

Fazendo, nas integrais em t; e t5, a mudanca de variavel t; = t; = 7 e simplificando os
termos, obtemos
2

t
(Az)? = -3 g lﬁ In(42%)% — 2 / drrin(r? — 422)?| (4.46)
0

mm?2
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que resulta em

8mm?2

(Az)? = g [(ﬁ — 42%)In (ﬂf - 2t2] . (4.47)

O comportamento, em funcao do tempo, para um dado valor de z, do quadrado da
dispersao na posigao da particula é dado em Fig. (4.2).

- m(mAc)?/(ga)?

Figura 4.2: Comportamento do quadrado da dispersio na posi¢ao de uma particula escalar

proxima a uma fronteira perfeitamente refletora que se encontra na origem.

Observe que diferentemente do quadrado da incerteza na velocidade (Av)?, o quadrado

da incerteza na posigao da particula (Az)? nao diverge em t = 2x:

2

g
(Ax)*,_, = —Wﬁ. (4.48)

Este comportamento também esteve presente no caso eletromagnético, onde obtivemos
que o quadrado da dispersao na direcao da placa, ou seja, na dire¢ao z, também nao apre-
sentou divergéncia em ¢t = 2z, ao contrario do que ocorreu com as dispersoes quadraticas
nas diregoes paralelas a placa.

Além disso, hd uma regiao em que (Ax)? é negativo, a qual, conforme no caso eletro-
magnético, deve estar relacionada a redugao na incerteza da posicao comparada com o
caso em que a placa nao esta presente.

Fez parte de nossas hipoteses iniciais que a particula nao se move significativamente,

de modo que a sua posicao x pode ser considerada constante. Entao, devemos ter
[(Ax)?| << 22 (4.49)

Assim, para t = 2x, Eq. (4.48) nos fornece

2 2

<< at=> 92
wm

g
mm?

<< 1. (4.50)
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Como g e m sao constantes, essa desigualdade deve ser satisfeita para quaisquer valores
de x e t.

Gostariamos de ressaltar ainda que a desigualdade em Eq. (4.49) impoe um limite
natural de validade para os nossos resultados. Por exemplo, para g/m = 0, 1, que obedece
Eq. (4.50), obtemos que ¢ ~ 10z pode ser considerado um limite superior de validade
para o quadrado da dispersao na velocidade e posicao da particula, ja que nesse ponto
|(Az)?|/2* ~ 0,16. Entao, para t > 10z a desigualdade Eq. (4.49) ndo é mais cumprida e
portanto os resultados obtidos até agora nao sao mais validos, ja que fez parte de nossas
hipéteses iniciais que a particula ndo se move significativamente. A Fig. (4.3) ilustra esse
comportamento.

(Ax)?/a?

015+
010

0.05+

Figura 4.3: Comportamento do quadrado da dispersio na posi¢ao de uma particula escalar

proxima a uma fronteira perfeitamente refletora que se encontra na origem, com g/m = 0, 1.

Considerando agora g/m = 0,01 encontramos que para t ~ 50z temos |(Az)?|/x? ~
0,11 e entdo, neste cendrio, este ¢ um limite razodvel de validade para (Av)? e (Ax)?,
conforme nos mostra Fig. (4.4).

Observe que quanto menor for a razao ¢g/m maior serd o alcance de validade dos valores

obtidos para as dispersoes quadraticas na velocidade e posicao da particula.

4.3 Flutuacao da fronteira

Vimos na secao anterior que a energia cinética de uma particula browniana em um campo
escalar com condicao de contorno de Dirichlet apresenta duas divergéncias: =z = 0 e
t = 2x. Até agora consideramos que particula e a placa sao objetos classicos, idealizados

e situados em posigoes fixas. Um tratamento um pouco mais realista, que deve controlar
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0.10 r
0.08 }
0.06 }
0.04}

0.02

Figura 4.4: Comportamento do quadrado da dispersao na posicao de uma particula escalar

proxima a uma fronteira perfeitamente refletora que se encontra na origem, com g/m = 0,01.

essas divergéncias presentes no valor da energia, as quais sao devidas as idealizagoes do
problema, seria considerar que a distancia entre a placa e a particula nao é mais fixa.
Para isso, podemos assumir que a posi¢ao da particula ou do plano nao é mais fixa, mas
que flutua em torno de um valor médio [9].

No que segue, faremos com que a posicao da fronteira flutue ao redor de um valor
médio. Com o objetivo de implementar esse procedimento, vamos primeiro considerar
que a placa estd localizada em = = ¢q. Neste caso, é facil concluir que Eq. (4.35) é escrita

CcOo1mo

g9 Az —q? 7
Ek = _87Tm In |‘152 _ 4($‘ — q)2:| . (451)

Observe que as divergéncias encontram-se agora em = q e t = 2(x — q).
Vamos assumir que ¢ é uma varidavel randomica descrita por uma distribuicao de
probabilidade. Seja, pois,
qg=q(l+e), (4.52)

onde € é descrita por uma distribuicao gaussiana:

fle)= L 2, (4.53)

2ro

sendo o uma constante.

Note que a incerteza em € é dada por:
(Ae)? = (€%) — (). (4.54)

Mas para (€) temos

(€) = — /w ef(e)de = 0 (4.55)

2no J_so
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e (€?) fica

oy 1 = _ 2
(e7) = N /Ooe fle)de = o°. (4.56)

Entao, Eq. (4.54) resulta em
Ae = 0. (4.57)

Assim, o esta relacionada a largura da gaussiana.
Ainda, para o valor esperado (g) temos
W= asie= [ a+osed=q (4.59)
A fim de lidar com quantidades adimensionais vamos definir as coordenadas (adimen-

sionais) de tempo e posi¢ao como
-1, (4.59)

respectivamente.
Em termos dessas novas varidveis e utilizando o fato de que ¢ = ¢(1 + €) a energia

dada em Eq. (4.51) é escrita da seguinte forma:

L g2 , (C_€)2 2 )
Be= 87rm1 O —C+e)(0+C—¢) (4.60a)
= _8im [2 In(¢ —e)> —In(@ —C+e)? —1n(6 + ¢ — 6)2} . (4.60D)

Nosso objetivo é eliminar as divergéncias que aparecem em ( = 0 e em ¢ = 6, ou seja, em
r=qget=2x—q).
Agora, a energia cinética é escrita em termos da variavel randomica e. Seu valor

esperado é dado por

(B = /_Oo By f(€)de. (4.61)

[e.9]

Portanto, substituindo Eqs. (4.53) e (4.60b) em Eq. (4.61), o valor médio da energia é

escrito como

2

g >~ —62/20'2 2 /OO —62/20'2 2
— |2 e In(C — €)°de — e In(0 — ¢ + €)*de
mrmn/ 210 { /oo (€ ) o ( ¢ )

— / e 27 (0 + ¢ — e)Qde] .

(Bx) = —
(4.62)

Ressaltamos que o procedimento de flutuacao pode ser entendido como uma média
sobre um ensemble de sistemas onde a posicao da placa pode ocupar qualquer valor

descrito pela funcao distribui¢ao de probabilidade f(e).
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Seja a integral

L = / e=/2" In(¢ — €)?de. (4.63)
Fazendo a mudanca de variavel y = ( — €, a integracao I; fica dada por
I = <Y/ / e ey y2dy. (4.64)

Com o auxilio do software Mathematica obtemos o seguinte resultado para I;:

2
—V2 a{7+ln2—21na+®100 (0 - —%Q)} (4.65)

sendo 7 a constante de Euler [23] e ®(a, 7; 2) a chamada funcao hipergeométrica confluente

[24], cuja representacao em séries pode ser dada por

i(%; 2l <0, 7v#0,-1,-2,..., (4.66)
No=1 (M = P(?&)k) =AM+ . (A +k-1), k=12 (4.67)
Entao

1) 22 1 2) 2°
¢(a’7;z):1+gz+a(a+ )28 ala+ D(a+2)2°
vooy(y+D 2t (v + Dy +2) 3

Ainda, a notacdo @199 (q, v; 2) refere-se & derivada da funcdo hipergeométrica con-

(4.68)

fluente com relagao ao primeiro parametro, ou seja, com relagao a . No nosso caso, por

1 ¢ 0 1 ¢
(1,0,0) I _ .2
o <o,2, 202) o [cp <x,2, )| - (4.69)

Do mesmo modo, definindo as integrais

exemplo,

I, = / e=</2" In(0 — ¢ + €)%de, (4.70a)
I3 = / e/ In(0 + ¢ — €)%de, (4.70b)

e fazendo em I, a mudanga de variavel y =0 — ( 4+ € e em I3 a mudancay =6 +( — ¢

vamos obter os seguintes resultados:

I, = e 0=0%/20° /00 ¢ V2 O0=0u/o 11y 4 2y (4.71a)
1 —0)?

=2 {7+1n2—21n0+<1>(100) (0,5;—@202) )}, (4.71Db)

Iy = e (0+0)?*/202 /OO eV 2O/ 11y o2y (4.71¢)

= V270 {7+1n2—21n0+<1>(100) (O,%;—(§+9)2)}. (4.71d)

202
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Dos resultados obtidos em Egs. (4.65), (4.71b) e (4.71d), concluimos que o valor esperado

da energia cinética é dado por

2

) =~ ey Gl = B 1)
2 2 2
g 10,0 1 ¢ 1,0,0 L ()
[ _2@( ,0,0) — ¢( 0,0) — — 4.72
87Tm{ [O’ 2’ 202] + 0, 2’ 202 (4.72)
1 (¢+0)°
@(1,0,0) . .
+ 07 27 20_2

Ou, ainda, utilizando a identidade [24],

1 > 2k 3
P00 (0 2.2 ) = 9, F (1,122 4.73
727’2 ﬁ;kr(1/2+k3) zol' ) 727 A ( )

sendo
o0

k
(8% 6% z
oIy (ar, ;71,725 2) = E M

0 (v)k () K!

as chamadas fungoes hipergeométricas generalizadas, Eq. (4.72) pode ser escrita como

T {2§22F2(11;’,2; CQ) = e>2F2(11g,2;—<<‘9>2)
(C+

SmTmo? 202 202
3 0)?
2’ 202 ’

Observe que retornar ao caso em que a placa encontra-se na origem nao ¢ algo imediato.

(4.74)

2 —

— (C+0)2F (1, 1;
(4.75)

Para tal devemos substituir

T —x+q, o—)i, (4.76)
q

ja que definimos nossa variavel randomica € como adimensional. Assim, em termos das
coordenadas originais x e t Eq. (4.75), para o caso em que a placa encontra-se na origem,

fica dada por

2 2 2
g 9 3 x 1 3 (t —2x)
By, =— 2095 (1,1, =2, —— )| — —(t — 2 H{1,1,-,2,—————
< k>0 87Tm0'2 { T ol ( 9 727 ’ 20_2 4< SL’) 2472 ( ) 727 ) 80'2
1 , 3 (t+22)?
(4.77)

Vamos agora analisar o comportamento da energia cinética (Ej) obtida em Eq. (4.75).

Primeiramente vamos expandir Eq. (4.75) em torno de 0 — 0. Note que [24]

1
29I (1, 1; g; —z) % +In2+ = 5 Inz, z— oco. (4.78)
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Entao, utilizando Eq. (4.78), nés obtemos que no limite ¢ — 0 Eq. (4.75) fica dada por

2 2

_ 2
<Ek>o~>0% J {2<1+1n2+11n—)_|:1+11’12—|—1]nu

4 2 27 202 2 2 202
™ : o o (4.79)
2 2 202 ’
ou ainda,
2 2 2
= . 4 ¢
<Ek>0'—>0 ~ _87Tm ln (92 . Cz) (480&)
2 2 2
g 4(z —q)
= — | 4.80b
87rmn[t2—4(x—(j)2] ’ (4.80b)

que se reduz a Eq. (4.51), ou seja, se reduz ao que foi obtido para a energia no caso
sem flutuagao, conforme era de se esperar. Quando ¢ — 0 recuperamos o caso de uma
fronteira com posicao fixa.

Para ( — 0, o que significa * — ¢, Eq. (4.75) se reduz a

T 9> 3 0?
que é uma fungao regular de ¢, conforme nos mostra Fig. (4.5).
(B /m
0.004}
0.003}
0002
0.001}
0
0.‘02 0. 64 0.‘06 0. 2)8 0.‘10

Figura 4.5: Comportamento, em funcao do tempo, da energia cinética de uma particula escalar
localizada em x, na presenca de uma fronteira refletora flutuante cuja posicao média € q, no

limite em que x — G, com g/m = 0,1 e o = 0,01.

Entao, como vemos, a divergéncia que estava presente na energia em Eq. (4.51) no
ponto x = ¢ foi regularizada com a introducao da flutuacao.
A segunda divergéncia ocorria em 6 = (, ou seja, t = 2(x — ¢). Para este caso, Eq.

(4.75) se reduz a
2 2 2
g 3 2¢ 3 ¢
(Ek) =g 2 {22F2 (1, 1;—,2;— > ) — o <1, Lo, 25— ¢ (4.82)

= dnmo? 2’ 2’ 20
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que é uma fungao regular de x. Assim, a divergéncia presente em t = 2(x — ¢) também

foi regularizada pela flutuacao, conforme vemos em Fig. (4.6).

By /m
i Il Il Il
10 15 20
0
~0.001 —
—0.002 f
~0.003 f

Figura 4.6: Comportamento, em funcao do tempo, da energia cinética de uma particula escalar
localizada em x = 2q, na presenca de uma fronteira refletora flutuante cuja posicao média € g,
com g/m =0,1 eo=0,01l. A divergéncia que apareceria em 0 =1, ou seja, emt = 2(x — q) =

2q, foi regularizada pela introducao da flutuacdo.

Utilizando novamente Eq. (4.78), vamos tomar o limite 0 — 0 em Eq. (4.82). Temos

que
(Er)e_pg 0 = % E +In2+ % In i—; —2 (% +In2+ %m 2722)] (4.83a)
= _8i2m <7 + ln%2 —1In 02) (4.83b)
R~ Sizm Ino? (4.83c¢)

Vemos, pois, que a altura do poco em Fig. (4.6) aumenta de forma logaritmica a medida
que o diminui, e é infinita para 0 — 0, que corresponde ao caso sem flutuacao. Esse
resultado condiz com o esperado, j& que a divergéncia em t = 2(x — ¢q) presente em Eq.
(4.51) é logaritmica. A Figura (4.7) mostra os resultados obtidos para a energia para o
caso de uma fronteira fixa e uma fronteira flutuante, para diferentes valores de o, o que
confirma o comentario anterior.

Ainda, Fig. (4.8) nos dé o comportamento de Eq. (4.82) em funcao de ¢, que corres-
ponde a uma funcao regular em 6 = (, para qualquer valor de (.

Assim, o procedimento de flutuacao regularizou as divergéncias presentes na energia

cinética. Conforme foi comprovado, essas divergéncias deviam-se a idealizacao da placa.
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Figura 4.7: Superposicio dos resultados encontrados para o comportamento, em func¢ao do
tempo, da energia cinética de uma particula escalar localizada em x = 24, na presenca de uma
fronteira refletora fiza localizada em @, no qual @ ¢ divergente para t = 2(x — q) = 24, e na
presenca de uma fronteira refletora flutuante cuja posicio média € ¢, no qual a divergéncia €

reqularizada, com g/m = 0,1. Como podemos observar, o € o regularizador, a medida que ele

diminui a profundidade do poco aumenta.

Euyfm

0.2 0.4 0.6 0.8 10

-0.001
—-0.002

—-0.003

Figura 4.8: Comportamento, em funcao da posicao, da energia cinética de uma particula escalar
na presenca de uma fronteira refletora flutuante cuja posicao média € G, para 0 = (, com

g/m=0,1¢e0=0,01, que resulta em uma func¢do reqular para qualquer valor de .

4.4 Natureza quantica da particula

Tanto o quadrado da dispersao na velocidade (Av)? quanto o quadrado da dispersao na
posicao da particula (Az)? sdao negativos em determinadas regioes. Assim como no caso
eletromagnético, a justificativa para esses resultados é dada considerando-se a natureza
quantica da particula [19].

Consideremos, pois, que a particula seja descrita por um pacote de ondas gaussiano

unidimensional na dire¢ao x com posi¢cao e momentum medidos simultaneamente, obede-
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cendo ao principio da incerteza. Entao, como vimos na Secao (2.2), a incerteza na posigao

da particula devido a sua natureza quantica pode ser estimada por

(Atgm)? = % (4.84)

Como nosso objetivo é comparar magnitudes, seja

2 _ fq2? 2
(t* — 42*) In (tfx) — 2t?

42

2

(Az),? = |(Ax)?| = 2

8mm?2

, (4.85)

utilizando Eq. (4.47).
Assim, para que a incerteza devido a natureza quantica da particula Az, seja maior

que a incerteza devido as flutuagoes do vacuo Az, devemos ter

12 22— 422\* 2
(ﬁ“‘) i (T) s

Observe que além de Eq. (4.86), devemos satisfazer também a condi¢ao dada por Eq.

(4.49), ou seja,
2 2 —d422\*
(_xQ - 4) In <74x2 ) - 2_x2

a qual, como vimos, corresponde a g?/mm? << 1 para t = 2z.

(Al’f)Q gt
(Axgy,)?  Swmt

<1. (4.86)

g2

8mm?2

<< 1, (4.87)

Podemos notar que tanto Eq. (4.86) quanto Eq. (4.87) sao altamente dependentes
da razao g/m. Os valores dessas constantes sao essenciais para uma estimativa dessas
grandezas. Como nao temos disponiveis na literatura resultados experimentais relativos
a uma particula escalar elementar carregada nao é possivel comparar essas grandezas
utilizando esse procedimento.

Entretanto, certamente os resultados negativos devem estar associados ao processo
de renormalizacao utilizado, ou seja, ao fato de termos subtraido em nossos calculos a
contribuicao do vacuo de Minkowski. Assim, desconsideramos uma parcela maior do que
a que foi obtida na presenca da placa. A incerteza na posicao da particula na auséncia

da placa deve ser maior do que na presenca desta.



Capitulo 5

Conclusao

Como vimos, as flutuagoes quanticas provocam movimento browniano em uma particula
teste mesmo no estado de vacuo do campo quantico. O vacuo de Minkowski geralmente
nos fornece observaveis que divergem, de modo que nao é trivial identificar os efeitos
das flutuagoes quanticas em uma particula no espago vazio. Entretanto, pequenas modi-
ficacoes no vacuo de Minkowski nos possibilitam estudar as implicacoes dessas flutuagoes
no movimento da particula. A introducao de uma fronteira refletora, ou seja, a imposicao
de que o campo se anula em um determinado ponto, que se trata de uma modificacao
simples, ja nos proporciona resultados bastante interessantes com relagao ao movimento
de uma particula browniana.

Revisamos os resultados obtidos em Ref. [1] sobre o movimento browniano de uma
particula teste carregada na presenca do campo eletromagnético quantico. As flutuacoes
do vacuo modificadas pela presenca da fronteira refletora, localizada em z = 0, provocam
um movimento anisotrépico da particula. O quadrado da incerteza na determinacao da
velocidade nas diregoes paralelas a placa, (Av,)? e (Av,)?, difere de (Av,)?. A presenca
da placa modifica o movimento da particula browniana. Além disso, os resultados apre-
sentam divergéncias que podem estar associadas a idealizacao da fronteira e a simetria do
problema. Uma delas ocorre em z = 0, que significa considerarmos que a particula ocupa
a mesma posicao que a placa, uma divergéncia comum em teoria quantica de campos,
e a outra em ¢t = 2z, que corresponde ao tempo de viagem de ida e volta da luz para
percorrer a distancia entre a placa e a particula. Essas divergéncias aparecem porque
nosso sistema ¢é idealizado. Consideramos uma fronteira refletora perfeita, cuja posicao é

fixa. A principio, podemos pensar que permitir que a posicao dessa placa nao seja mais
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fixa, mas que flutue em torno de um valor médio, pode regularizar essas divergéncias
que aparecem pela presenca da fronteira. Entretanto, levando em conta a simetria do
problema, acreditamos que flutuar a placa nao solucionaria por completo a questao da di-
vergéncia. A introducgao do procedimento de flutuagao deve ser suficiente no caso em que
consideramos os efeitos das flutuagoes do vacuo, modificadas pela presenca de fronteiras
refletoras em z = 0, y = 0 e z = 0, no movimento de uma particula, ou seja, consideramos
a presenca de uma fronteira em cada dimensao espacial do problema. Ainda, observamos
que os quadrados da incerteza na velocidade e posicao nas direcoes paralelas a placa, ou
seja, (Av,)? = (Avy)? e (Az)? = (Ay)?, sdo negativos. A primeira vista, essa constatacao
parece algo intrigante. Porém, ao recordarmos que em nossos cédlculos, subtraimos a con-
tribuicao vinda do vacuo de Minkowski, concluimos que esses valores devem ser maiores
no espaco vazio. Subtrair, pois, uma quantidade maior de uma menor nos leva a um
resultado negativo. Esse pensamento foi confirmado através de consideracoes relativas a
natureza quantica da particula. Tratando a particula como um pacote de ondas gaussi-
ano, obtivemos estimativas que nos permitiram comparar os resultados encontrados na
presenca da placa com aqueles que obteriamos se esta nao estivesse presente.
Propusemo-nos, entao, seguindo a mesma abordagem do caso eletromagnético, a discu-
tir em detalhes o modelo simplificado de uma particula carregada na presenca do campo
escalar em dimensao (1+1). A presenga da fronteira refletora perfeita, localizada em
x = 0, nos trouxe as mesmas questoes anteriores. O quadrado da incerteza na velocidade
(Av)? e, consequentemente, a energia cinética Ej, apresentou divergéncias em z = 0 e
em t = 2x. Conforme esperavamos, a introducao do procedimento de flutuacao foi ca-
paz de regularizar essas divergéncias. Fazendo com que a posicao da placa, localizada
agora em x = ¢, flutuasse em torno de um valor médio ¢ através de uma distribuicao
de probabilidade, eliminamos a divergéncia devido a condi¢ao de contorno de Dirichlet,
ou seja, em r = @, e a que ocorria em t = 2(x — ). De fato, as divergéncias ocorriam
devido a idealizacao do problema. Também para o campo escalar, encontramos que o
quadrado da incerteza na velocidade (Av)? e na posigao (Az)? sao quantidades negativas,
cuja interpretacao ja foi discutida no caso eletromagnético. A incerteza na determinagao
da velocidade e da posicao na auséncia da placa deve ser maior do que na presenca desta.
Subtrair a contribuicao relativa a auséncia da placa teve como consequéncia a obtengao

de resultados negativos.
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Por fim, gostariamos de apontar aspectos que sao de nosso interesse em um estudo
posterior. Observe que em nossa abordagem nao estivemos interessados em consequéncias
relativas a dissipacao e ignoramos, assim, a alteragao que a presenca da particula provoca
no campo quantico. Uma tratamento mais abrangente seria incluir a dissipa¢ao em nosso
problema e estudar que modificacoes essa inclusao provocard no movimento da particula.
Além disso, poderiamos considerar também que o sistema nao seja mais ligado e desli-
gado instantaneamente, e sim que o procedimento de medida seja suave. Outra questao
a ser respondida: o procedimento de flutuagao seria também capaz de regularizar as di-
vergéncias nos casos de uma particula escalar carregada interagindo com o campo escalar

em dimensao (2+1) e (3+1)? E no caso eletromagnético?
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