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Graduação em Matemática como parte dos requisitos

para obtenção do Tı́tulo deMestre em Cîencias em
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até que seus segredosı́ntimos sejam desvendados e sua significância f́ısica seja percebida.”
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Resumo

Apresentamos um estudo da Teoria de Nielsen para Raı́zes desde seus

primeiros conceitos até seus principais problemas e resultados. Inicia-

mos com a apresentação da teoria em seu aspecto mais amplo e, poste-

riormente, nos concentramos no estudo de aplicações entre variedades

compactas de mesma dimensão, contexto em que se demonstramos Te-

oremas de Hopf, os resultado principais apresentados nestetrabalho.

Palavras-chave:Número de Nielsen para raı́zes, número de Reidemeister,

ı́ndice de raı́zes, grau absoluto.
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Abstract

We present a study of the Nielsen Root Theory since its early concepts

until its main problems and results. We start presenting thetheory in

its more general aspect and so we focus on the study of maps between

compact manifolds of the same dimension, approach in which it are

proved the Hopf Theorems, the main results presented in thistext.

Keywords and phrases.Nielsen root number, Reidemeister number,

root index, absolute degree.
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Introduç ão

Os primeiros grandes teoremas topológicos de pontos fixos ecoincidências, o Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer, o Teorema de Borsuk-Ulam e o Teorema doPonto Fixo de Lefschetz,

se utilizam de métodos homológicos que implicam, sobre asdevidas hipóteses, na existência,

e somente na existência, de pontos fixos ou coincidências,conforme o caso. Mas estes teo-

remas não conduzem à qualquer estimativa sobre o número de pontos fixos ou coincidências.

Em 1927, J. Nielsen iniciou o que hoje chamamos a Teoria de Nielsen para Pontos Fixos, uma

teoria que faz uso de métodos homotópicos para apresentarestimativas do número de pontos

fixos não somente de uma dada aplicação, mas de qualquer aplicação a ela homotópica. Esta

teoria forneceu, em particular, resultados que servem comouma espécie de recı́proca ao Teo-

rema de Lefschetz. O sucesso no tratamento de pontos fixos logo se estendeu para o estudo de

coincidências e, por fim, a uma teoria completa de raı́zes, conhecida atualmente como Teoria

de Nielsen para Raı́zes. Este trabalho faz uma apresentaç˜ao desta teoria desde seus primeiros

conceitos até seus principais problemas e resultados. Iniciamos com a apresentação da teoria

em seu aspecto mais amplo e, posteriormente, nos concentramos no estudo de aplicações en-

tre variedades compactas de mesma dimensão, contexto em que se demonstram os Teoremas de

Hopf, os resultados principais apresentados neste trabalho. Todo o trabalho é baseado principal-

mente em [1], uma obra recente que faz uma revisão de toda a teoria que passamos a descrever

de maneira introdutória.

Dados uma aplicaçãof : X →Y entre espaços topológicos (bem comportados) e um ponto

y0 ∈Y, umaraiz de f emy0 é um pontox∈ X tal que f (x) = y0. Um dos problemas centrais

da teoria topológica de raı́zes é encontrar um limite inferior para o número de raı́zes def em

y0. Estendendo o problema à classe de homotopia def , isto nos leva a definir o chamado

número ḿınimo de ráızesde f , denotado porMR( f ,y0), como sendo a cardinalidade mı́nima de

f−1
1 (y0), onde o mı́nimo é tomado sobre todas as aplicaçõesf1 homotópicas af . Em sı́mbolos

MR( f ,y0) = min
f1≃ f

# f−1
1 (y0).

1
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Note que, definido desta forma,MR( f ,y0) é invariante por homotopia e qualquer aplicação

homotópica af tem pelo menosMR( f ,y0) raı́zes emy0.

É claro que, em geral, gostarı́amos de desenvolver técnicas capazes de calcularMR( f ,y0).

No entando, a definição deste número não inspira meios para isso. Para resolver esse impasse,

sempre que possı́vel, nos valemos da Teoria de Nielsen que toma as seguintes providências

acerca deste problema: Primeiro agrupamos as raı́zes def em classes, chamadas asclasses de

Nielsende f , e então classificamos essas classes emessenciaisou inessenciais. Grosso modo,

as classes inessenciais são aquelas cujas raı́zes podem ser todas aniquiladas deformando-sef

por homotopia; as classes essenciais são aquelas que permanecem com pelo menos uma raiz

após qualquer deformação def por homotopia. O número de classes essenciais é chamado o

número de Nielsenpara raı́zes def emy0 (que chamaremos mais simplesmente de o número de

Nielsen def , quando não houver dúvida ou não importar o pontoy0) e é denotado porN( f ,y0).

A partição def−1(y0) em classes é definida de tal modo que o número de Nielsen sejainvariante

por homotopias def e seja um limitante inferior para o número mı́nimo de raı́zes de f , ou seja,

N( f ,y0)≤ MR( f ,y0).

Apresentamos toda a construção até a prova desta desigualdade no inı́cio do Capı́tulo 1.

Esta desigualdade nos dá uma primeira estimativa para o númeroMR( f ,y0), mas não resolve o

problema. Aliás, isto nos revela dois novos problemas. O primeiro deles se refere ao cálculo

do número de NielsenN( f ,y0), uma tarefa bastante árdua, em geral. O segundo, saber decidir

quando a desigualdadeN( f ,y0) ≤ MR( f ,y0) se reduz a uma igualdade ou a uma desigualdade

estrita; este é o problema central da Teoria de Nielsen paraRaı́zes.

O problema envolvendo o cálculo do número de Nielsen é tratado nos Capı́tulos 1 e 2 por

duas vias. No Capı́tulo 1 apresentamos os conceitos de classes de Nielsen em termos dos assim

chamadosrecobrimento de Hopfe levantamento de Hopfde uma aplicação. Esta formulação

possibilita o uso de resultados da teoria de espaços de recobrimento para relacionar o número

de Nielsen ao assim chamadonúmero de Reidemeisterde uma aplicação, um número com

definição bastante algébrica e de manipulação mais simples. No Capı́tulo 2 apresentamos a Te-

oria deÍndice para raı́zes. Iniciamos definindo a noção de par admissı́vel e fornecendo (através

de um teorema) alguns exemplos de pares admissı́veis. Em seguida, definimos axiomaticamente

o que se espera de um ı́ndice de raı́zes e apresentamos algunsresultados que relacionam um tal

ı́ndice à teoria de Nielsen para raı́zes. Feito isso, usamos a teoria de (co)homologia para cons-

truir ı́ndices de raı́zes que traduzam a (in)essencialidade de uma classe de Nielsen em termos
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de números passı́veis de cálculo, o que possibilita, em boas situações, o cálculo também do

número de Nielsen.

O problema envolvendo a desigualdadeN( f ,y0) ≤ MR( f ,y0) é tratado no Capı́tulo 3 num

contexto mais especı́fico; tratamos apenas de aplicaçõesentre variedades compactas de mesma

dimensão. Os resultados principais deste capı́tulo podemser considerados parte da chamada

Teoria do Grau de Hopf e serão chamados, neste trabalho, de os Teoremas de Hopf, por serem

originalmente da autoria de H. Hopf [2]. Para chegar a prova destes teoremas, vários resultados

preliminares e conceitos serão trabalhados, sendo os principais conceitos atransversalidade,

a multiplicidadee o grau absolutode uma aplicação. O 1o Teorema de Hopf (Teorema 3.4)

relaciona o número mı́nimo de raı́zes de uma aplicaçãof (entren-variedades compactas) ao

grau absolutoA( f ) desta aplicação. O 2o Teorema de Hopf (Teorema 3.6) afirma que toda

aplicaçãof entren-variedades compactas, comn 6= 2, é homotópica a uma aplicação tendo

exatamenteN( f ,y0) raı́zes, o que implica na identidadeN( f ,y0) = MR( f ,y0). O cason= 2 é

patológico e será devidamente exemplificado.

Antes de passarmos ao primeiro capı́tulo, gostarı́amos de fazer referência à terminologia e

pré-requisitos básicos para a leitura do texto.

Assumimos o prévio domı́nio da teoria de grupo fundamentale espaços de recobrimento,

ao nı́vel da referência [3]. O mesmo assumimos com relação a teoria básica de homologia

e cohomologia, incluindo a teoria de orientação de variedades topológicas. Boas referências

neste caso são [4] e [5]. Resultados especı́ficos destas teorias utilizados no texto de forma

explı́cita serão devidamente citados sempre que possı́vel e necessário for.

Salvo indicação em contrário, todos os espaços topológicosX eY dados a priori serão con-

siderados normais, conexos, localmente conexos por caminhos (e portanto conexos por cami-

nho) e semilocalmente simplesmente conexos. Todas as variedades são topológicas (espaços

paracompactos, localmente euclidianos e sem bordo), tudo conforme a terminologia de [3].

Também, todas as aplicações dadas a priori são consideradas contı́nuas.

O intervalo unitário fechado[0,1] será denotado porI , o espaço euclidianon-dimensional

por Rn, os números complexos porC, o grupo aditivo dos inteiros porZ e an-bola unitária

fechada porBn = {x∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1}. Um subespaçoB ⊂ X será chamado uman-bola se for

homeomorfo aBn.

Para um dado caminhoα : I → X num espaçoX, a notação[α] indica sua classe de homo-

topia com pontos finais fixados. A justaposição (ou produto) de dois caminhosα e β, quando
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definida, será denotada porαβ. O caminho reverso deα será denotado porα−1. Para dizer que

dois caminhosα e β são homotópicos com pontos finais fixados escrevemosα ≃p β.

Consideramos uma homotopia como uma coleção{ht : X → Y} de aplicações indexadas

pelo intervalo unitário tal que(x, t) 7→ ht(x) é uma aplicação contı́nua deX × I emY. Usual-

mente escrevemos uma tal homotopia simplesmente como{ht : X →Y} ou{ht}. Para dizer que

aplicaçõesf ,g : X →Y são homotópicas usamos a notaçãof ≃ g.

Uma aplicação de paresf : (X,A)→ (Y,B) define uma aplicaçãof ′ : (X′,A′)→ (Y′,B′) se

as duas aplicações são as mesmas exceto por modificações do domı́nio e contradomı́nio; mais

precisamente, seX′ ⊂ X, f (X′)⊂Y′, f (A′)⊂ B′ e f ′(x) = f (x) para todox∈ X′.

O homomorfismo induzido em grupos fundamentais por uma aplicaçãof é denotado porf#

e o homomorfismo induzido em homologia (respectivamente em cohomologia) é denotado por

f∗ (respectivamente porf ∗). Par indicar o homomorfismo induzido numa dimensão espec´ıfica

da homologia usaremos às vezes a notaçãof∗n.

Seφ : G → H é um homomorfismo de grupos, vamos nos referir ao conjuntoH/φ(G) das

classes laterais à esquerda deφ(G) em H como o coker(φ). Quandoφ(G) é normal emH,

este conjunto, munido do produto óbvio, torna-se o chamadogrupo quociente deH por φ(G).

Usamos #coker(φ) para denotar a cardinalidade de coker(φ). Mais geralmente, #S denota a

cardinalidade deSpara qualquer conjuntoS.



Caṕıtulo 1

O número de Nielsen para ráızes e o

número de Reidemeister

Neste primeiro capı́tulo fundamental do texto, apresentamos as definições principais da teoria a

ser tratada. Definimos as chamadas classes de Nielsen para raı́zes (que abreviaremos por classes

de Nielsen), a essenciabilidade de uma classe de Nielsen e o número de Nielsen. Introduzimos

também os conceitos de recobrimento e levantamento de Hopfpara uma aplicação, que estão

fortemente relacionados ao conceito de classes de Nielsen.Por fim, definimos o número de

Reidemeister que será muito utilizado para se calcular o n´umero de Nielsen.

1.1 O número de Nielsen

Definição 1.1 Seja f : X → Y uma aplicação ey0 ∈ Y um ponto. Uma raizx0 de f em y0 é

f -equivalentea outra raizx1 de f em y0 se existe um caminhoγ em X de x0 parax1 tal que

o laço f ◦ γ emy0 é homotópico com pontos finais fixados ao caminho constanteemy0. Esta

relação é uma relação de equivalência (conforme Teorema 1.4), e as classes de equivalência por

ela determinadas são chamadasclasses de Nielsende f em y0. O conjunto dessas classes de

equivalência é denotado porf−1(y0)/NRe constitui uma particão do conjuntof−1(y0) de todas

as raı́zes def emy0.

Dada um homotopia{ ft : X → Y}, estabelecemos uma maneira de relacionar as raı́zes da

aplicaçãof0, do inı́cio da homotopia, com as raı́zes da aplicaçãof1, do final da homotopia.

Consideramos a seguinte definição que generaliza a anterior.

5
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Definição 1.2 Seja{ ft : X → Y} uma homotopia ey0 ∈ Y um ponto. Diz-se que uma raizx0

de f0 emy0 está{ ft}-relacionadaa uma raizx1 de f1 emy0 se existe um caminhoγ emX de

x0 parax1 tal que o laço{ ft ◦ γ(t)} emy0 é homotópico com pontos finais fixados ao caminho

constante emy0.

Nesta definição,{ ft ◦ γ(t)} indica o laçoI →Y definido port 7→ ft(γ(t)).

Note que uma raizx0 de f : X →Y é f -equivalente a outra raizx1 de f se, e somente se,x0

está relacionada ax1 pela homotopia constante emf .

Mostraremos a seguir que se{ ft} é uma homotopia e uma raiz em uma classe de Nielsen

α de f0 está{ ft}-relacionada a uma raiz da classe de Nielsenβ de f1, então toda raiz emα

está{ ft}-relacionada a toda raiz emβ. Assim, a{ ft}-relação entre raı́zes induz uma relação,

um-a-um entre as classes de raı́zes def0 e f1.

Definição 1.3 Seja f : X → Y uma aplicação. Segue do Teorema 82.1 (Teorema da existência

de recobrimentos) página 495 de [3] e do Lema 79.1 (Lema geral do levantamento) página

478 de [3] que existem um recobrimetoq̂ : Ŷ → Y e um levantamentôf : X → Ŷ de f através

de q̂ com a propriedade que para qualquerx∈ X a imagem do grupo fundamentalπ1(Ŷ, f̂ (x))

pelo homomorfismo induzido por̂q é a mesma que a imagem deπ1(X,x) pelo homomorfismo

induzido porf ; em sı́mbolos

f#(π1(X,x)) = q̂#(π1(Ŷ, f̂ (x))).

Chamamoŝf um levantamento de Hopfe q̂ um recobrimento de Hopfpara f .

Ŷ

q̂
��

X
f

//

f̂
@@��������
Y

Segue do Teorema 79.2 pág 480 de [3] que este recobrimento éúnico a menos de uma

equivalência de espaços de recobrimento. Além disso, segue do Lema 79.1 pág 478 de [3] que

dado qualquerx ∈ X, existe para cadây ∈ q̂−1( f (x)) ⊂ Ŷ, um único levantamentôf de f ao

longo deq̂ tal que f̂ (x) = ŷ. Note também que sêq : Ŷ →Y é um recobrimento de Hopf paraf ,

então ele é um recobrimento de Hopf para qualquer aplicação homotópica af que aplique no

mesmo ponto quef o ponto base fixado emX. (Se este não for o caso, mas sendoY conexo por

caminhos, é possı́vel realizar um procedimento de mudança de ponto base emY).

Os dois toeremas seguintes estabelecem a correlação dos conceitos de recobrimento e le-

vantamento de Hopf com o de classes de Nielsen.
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Teorema 1.4 Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈ Y. Sejaq̂ : Ŷ → Y um recobrimento de

Hopf para f e sejaf̂ : X → Ŷ um levantamento de f através deq̂. Seja{ ft : X → Y} uma

homotopia de f= f0 a f1 e seja{ f̂t : X → Ŷ} um levantamento de{ ft} através dêq. Ent̃ao:

(1) Uma raiz x0 de f em y0 é f -equivalente a outra raiz x1 de f em y0 se, e somente se,

f̂ (x0) = f̂ (x1).

(2) Consequentemente, a f -equivalênciaé uma relaç̃ao de equival̂encia, e as classes de equiva-

lência, chamadas as classes de Nielsen, são precisamente aqueles conjuntos não vazios

da forma f̂−1(ŷ) comŷ∈ q̂−1(y0).

(3) Mais geralmente, uma raiz x0 de f = f0 em y0 est́a { ft}-relacionada a uma raiz x1 de f1

em y0 se, e somente se,̂f0(x0) = f̂1(x1).

(4) Consequentemente, as relação de{ ft}-equival̂encia das ráızes de f0 para as de f1 induzem

uma relaç̃ao “um-a-um” entre as classes de Nielsen de f0 em y0 e as classes de Nielsen

de f1 em y0, atrav́es da qual uma classe de Nielsenα de f0 est́a { ft}-relacionada a

uma classe de Nielsenβ de f1 se pelo menos uma (e logo toda) raiz x0 de α est́a { ft}-

relacionada a pelo menos uma (e logo toda) raiz x1 deβ, e isto acontece se, e somente

se, f̂0(α) = f̂1(β).

Antes de provar o teorema, explicamos as aspas no termo “um-a-um” da sentença (4): Que-

remos enfatizar que a relação se dá da seguinte maneira: Se uma classe de Nielsen def0 está

relacionada a alguma classe de Nielsen def1, então esta tal classe def1 é única, ou seja, cada

classe de Nielsen def0 pode estar relacionada a no máximo uma classe de Nielsen def1. É,

no entanto, perfeitamente possı́vel que uma classe de Nielsen de f0 não esteja relacionada a

qualquer classe de Nielsen def1. Este fato é a inspiração à Definição 1.7 adiante.

Prova:[do Teorema 1.4] Começamos provando o item (3). Primeiro, suponhaf̂0(x0) = f̂1(x1).

Mostraremos quex0 está{ ft}-relacionada ax1. Sejaγ um caminho emX dex0 parax1. Então

{ f̂t ◦ γ(t)} é um laço em̂Y em f̂ (x0), pois f̂0◦ γ(0) = f̂0(x0) = f̂1(x1) = f̂1◦ γ(1), e ainda temos

queq̂◦ f̂0◦γ(0) = f (x0) = y0. Assim, a projeção{q̂◦ f̂t ◦γ(t)}= { ft ◦γ(t)} é um laço emY em

y0. E portanto, comôq é um recobrimento de Hopf paraf , existe um laçoβ emX emx0 tal que

f#([β]) = q̂#([{ f̂t ◦ γ(t)}]). Logo [ f ◦β] = [{ ft ◦ γ(t)}].

Note que[( f ◦β)−1{ ft ◦ γ(t)}] = [( f ◦β)−1][{ ft ◦ γ(t)}] = [ f ◦β]−1[{ ft ◦ γ(t)}] = [y0], pois

segue do fato de[ f ◦β] = [{ ft ◦ γ(t)}] que[ f ◦β]−1[ f ◦β] = [ f ◦β]−1[{ ft ◦ γ(t)}]. De modo que
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[ f ◦β]−1[{ ft ◦ γ(t)}] = [y0]. Mas,( f ◦β)−1{ ft ◦ γ(t)} ≃ { ft ◦ (β−1γ)(t)}. Portanto,β−1γ é um

caminho dex0 parax1 tal que{ ft ◦ (β−1γ)(t)} ≃ y0. Segue quex0 está{ ft}-relacionada ax1.

Reciprocamente, suponha quex0 está{ ft}-relacionada ax1. Então existe um caminhoγ em

X dex0 parax1 tal que{ ft ◦γ(t)}≃p y0. O caminho{ f̂t ◦γ(t)} é um levantamento de{ ft ◦γ(t)}

através dêq, o caminho f̂0(y0) é o levantamento do caminho constante emy0 ∈ Y através de

q̂, e além disso os pontos finais do caminho constante emy0 ∈ Y e do caminho{ ft ◦ γ(t)} são

todos iguais ay0. O Teorema 54.3 pág 344 de [3] implica que os caminhos{ f̂ ◦ex0(t)}= f̂ (x0)

e{ f̂t ◦α(t)} terminam no mesmo pontôf (x0). Portantof̂0(x0) = f̂1(x1).

Vamos mostrar agora que (3) implica (1). De fato: Vimos que uma raizx0 de f em y0 é

f -equivalente a outra raizx1 de f emy0 se, e somente se,x0 está{ ft}-relacionada ax1, onde

{ ft} é a homotopia constante emf . Assim (1) pode ser enunciado da seguinte maneira: Uma

raiz x0 de f em y0 está{ ft}-relacionada a outra raizx1 de f emy0, onde{ ft} é a homotopia

constante emf se, e somente se,̂f (x0) = f̂ (x1). Mas este é um caso particular de (3).

Agora usaremos (1) para provar (2). Sejax uma raiz def emy0. É óbvio quef̂ (x) = f̂ (x)

e segue de (1) quex é f -equivalente a si próprio. Sejamx0 e x1 raı́zes def emy0. Se tivermos

f̂ (x0) = f̂ (x1), então f̂ (x1) = f̂ (x0). Assim, segue de (1) que sex0 é f -equivalente ax1, então

x1 é f -equivalente ax0. Sejamx0, x1 ex2 raı́zes def emy0. Se f̂ (x0) = f̂ (x1) e f̂ (x1) = f̂ (x2),

então f̂ (x0) = f̂ (x2), logo sex0 é f -equivalente ax1 e x1 é f -equivalente ax2, entãox0 é f -

equivalente ax2. Portanto,f -equivalência é uma relação de equivalência. Segue que o conjunto

das classes de equivalência constitui uma partição def−1(y0). Além disso, cada classe é da

forma f̂−1(ŷ), comŷ∈ q̂−1(y0).

Finalmente, provaremos o ı́tem (4). Sejaα a classe de Nielsen def0 contendox0 e seja

β a classe de Nielsen def1 contendox1, comx0 { ft}-relacionada ax1. Suponha quex′0 seja

outra raiz emα, então segue de (1) quêf (x′0) = f̂ (x0). Comox0 está{ ft}-relacionada ax1,

então f̂ (x0) = f̂1(x1). Logo f̂ (x′0) = f̂1(x1). Analogamente mostra-se quêf (x0) = f̂1(x′1) para

qualquer raizx′1 ∈ β, o que implicaf̂ (α) = f̂1(β). Reciprocamente, sêf (α) = f̂1(β), então para

qualquer raizx′0 emα e qualquer raizx′1 emβ temos f̂ (x′0) = f̂1(x′1). Portanto qualquer raiz de

α está{ ft}-relacionada a qualquer raiz deβ.
�

Teorema 1.5 Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈ Y. Ent̃ao existe uma faḿılia {Uα} de

conjuntos abertos mutuamente disjuntos, um para cada classe de Nielsenα de f em y0, tal que

α ⊂Uα. Consequentemente, cada classe de Nielsenα é aberta e fechada em f−1(y0).
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Prova: Comoq̂ é um recobrimento,y0 possui uma vizinhançaV que é uniformemente recoberta

por q̂. Então podemos escreverq̂−1(V) =
⋃

ŷ∈q̂−1(y0)
Vŷ, onde cadaVŷ é uma vizinhança de

ŷ aplicada homeomorficamente porq̂ sobreV e a reunião
⋃

ŷ∈q̂−1(y0)
Vŷ é disjunta. Portanto,

a coleção{ f̂−1(Vŷ) : ŷ ∈ q̂−1(y0) e f̂−1(ŷ) 6= ∅} é uma coleção de conjuntos abertos emX,

mutuamente disjunta. Além disso, pelo item (2) do Teorema 1.4, cada classe de Nielsenα é

da formaα = f̂−1(ŷ), logo cadaα ⊂ f̂−1(Vŷ) = Uα, como desejado. Consequentemente cada

classe de Nielsenα é fechada emf−1(y0), poisα = f̂−1(ŷ) para algum̂y∈ q̂−1(y0)⊂ Ŷ e cada

{ŷ} é fechado no espaço HausdorffŶ. Logoα é fechado emX. Além dissoα ⊂ f−1(y0), assim

α = α∩ f−1(y0), o que implica queα é fechado emf−1(y0).

E ainda, cada classeα é aberta emf−1(y0). De fato, pela primeira parte do teorema, se

α é uma classe de Nielsen def em y0, entãoα ⊂ Uα ∩ f−1(y0) que é aberto emf−1(y0).

Basta mostrar queUα ∩ f−1(y0) ⊂ α. Para isto tomemosx ∈ Uα ∩ f−1(y0), isto implica que

x∈Uα = f−1(Vŷ∗) ex∈ f−1(y0). Comox∈ f−1(y0), entãox∈ (q̂◦ f̂ )−1(y0) = f̂−1(q̂−1(y0)),

donde f̂ (x) = ŷ∗. Pois temos quêf (x) ∈Vŷ∗ e o único elemento deVŷ∗ aplicado emy0 por q̂ é

ŷ∗, já queq̂|Vŷ∗
: Vŷ∗ →V é um homeomorfismo êq(ŷ∗) = y0. Portanto,x∈ α.

�

Corolário 1.6 Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈Y. Se Xé compacto, então existe apenas

um ńumero finito de classes de Nielsen de f em y0.

Prova: ComoY é Hausdorff, o conjunto unitárioy0 é fechado emY. Assim f−1(y0) é fechado

emX e, portanto, compacto. Pelo teorema anterior, o conjunto das classes de raı́zes def emy0

é uma cobertura aberta def−1(y0) que, portanto, admite uma subcobertura finita. Logo, existe

apenas um número finito de classes de Nielsen def emy0.
�

Passamos à definição de classe de Nielsen essencial e inessencial que, como dissemos, está

inspirada na relação entre classes enunciada no item (4) do Teorema 1.4.

Definição 1.7 Sejam f : X → Y uma aplicação ey0 ∈ Y. Uma raiz def emy0 é essencialse

para qualquer homotopia{ ft} iniciando emf , ela está{ ft}-relacionada a uma raiz def1 emy0.

Similarmente, uma classe de Nielsen def emy0 éessencialse dada qualquer homotopia{ ft} a

partir de f , ela está{ ft}-relacionada a uma classe de Nielsen def1 emy0. O número de classes

de Nielsen essenciais def em y0 é chamado onúmero de Nielsenpara raı́zes def em y0 e é

denotado por

N( f ,y0).
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Do Teorema 1.4 temos uma descrição óbvia e alternativa deessencialidade de uma classe

de Nielsen em termos do levantamento de Hopf da aplicação.

Teorema 1.8 Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao, y0 ∈Y, q̂ : Ŷ →Y e f̂ : X → Ŷ um recobrimento

e um levantamento de Hopf para f . Então, para qualquer̂y ∈ q̂−1(y0), o conjunto f̂−1(ŷ) é

uma classe de Nielsen essencial se, e somente se,f̂1
−1
(ŷ) 6= ∅ para qualquer homotopia{ f̂t}

iniciando emf̂ .

A seguir, o primeiro dos teoremas fundamentais deste texto:

Teorema 1.9 Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈ Y. Ent̃ao N( f ,y0) é um invariante ho-

mot́opico de f eé um limite inferior para o ńumero de classes de Nielsen de f′ em y0, entre

todas as aplicaç̃oes f′ homot́opicas a f . Consequentemente, N( f ,y0) é um limite inferior ao

número de ráızes de f′ em y0, entre todas as aplicações f′ homot́opicas a f , ou seja,

N( f ,y0)≤ MR( f ,y0).

Prova: Pelo item (4) do Teorema 1.4, basta provar que aft -relação entre as classes de Nielsen

faz corresponder a cada classe essencial outra classe essencial. Sejaα uma classe de Nielsen

essencial def em y0. Pelo Teorema 1.4,α = f̂−1(ŷα) para algumŷα ∈ q̂−1(y0). Comoα é

essencial, existeβ= f̂1
−1
(ŷα) tal queα está{ ft}-relacionada aβ. Vamos provar queβ também é

essencial. Pelo teorema anterior,β é essencial se, e somente se,f̂2
−1

(ŷα) 6=∅,para todôf2≃ f̂1.

Mas dada uma tal̂f2 temos quef̂2 ≃ f̂ e, comoα é essencial,̂f2
−1

(ŷα) 6= ∅. Portantoβ é

essencial. �

Um dos pontos centrais da teoria de Nielsen para raı́zes é o estudo de condições sobre os

espaçosX eY para que se tenha a igualdadeN( f ,y0) = MR( f ,y0) para quaisquer aplicações de

X emY. Este problema é conhecido como problema de Wecken e será tratado no último capı́tulo

do texto. Antes, ao final desta seção, apresentamos um exemplo em que ocorre a desigualdade

estritaN( f ,y0)< MR( f ,y0).

O número de Nielsen não é apenas um invariante homotópico, mas também um invariante

topológico, no seguinte sentido:

Teorema 1.10Suponha que seja comutativo o seguinte diagrama, com g e h homeomorfismos:

X
f //

g−1

��

(Y,Y−y0)

h
��

X′ f ′ // (Y,Y−y′0)
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Então g−1 aplica o conjunto das classes de Nielsen de f em y0 bijetivamente no conjunto das

classes de Nielsen de f′ em y′0, e g(α) é uma classe essencial de f se, e somente se,α é uma

classe essencial de f′. Portanto,

N( f ,y0) = N( f ′,y′0).

Prova: Considere o seguinte diagrama ondeq̂ e f̂ são os respectivos recobrimento e levanta-

mento de Hopf def :

Ŷ

p̂

��

q̂
��

X
f //

f̂
@@��������
Y

h
��

X′

f̂ ′
00

f ′ //

g
>>~~~~~~~

Y

Note quef̂ ′ = f̂ ◦g é um levantamento def ′ através dêp= h◦ q̂. De fato,

p̂◦ f̂ ′ = h◦ q̂◦ f̂ ◦g= h◦ f ◦g= f ′.

Pelo Teorema 1.4, as classes de Nielsen def são os conjuntos da formâf−1(ŷ) tal que

ŷ ∈ q̂−1(y0). De modo análogo, as classes de Nielsen def ′ são os conjuntos não vazios da

forma f̂ ′
−1
(ŷ) = g−1( f̂−1(ŷ)) com ŷ ∈ p̂−1(y′0) = (h◦ q̂)−1(y′0) = q̂−1(h−1(y′0)) = q̂−1(y0).

Assimg−1 aplica o conjunto das classes de Nielsen def bijetivamente no conjunto das classes

de Nielsen def ′.

Agora, vamos mostrar queα é uma classe inessencial def ′ se, e somente se,g(α) é uma

classe inessencial def .

Suponha queα = f̂ ′
−1

(ŷα) seja inessencial; então pelo Teorema 1.8, existef̂ ′1 ≃ f̂ ′ tal que

f̂ ′1
−1

(ŷα) = ∅. Da primeira parte da prova temosg(α) = f̂−1(ŷα). Tome f̂1 : X → Ŷ dada pela

composiçãôf1 = f̂ ′1◦g−1. Temos

• f̂ = f̂ ′ ◦g−1 ≃ f̂ ′1◦g−1 = f̂1

• f̂1
−1

(ŷα) = ( f̂ ′1◦g−1)−1(ŷα) = g( f̂ ′1
−1

(ŷα)) = g(∅) =∅.

Segue do Teorema 1.8 queg(α) é inessencial.

Reciprocamente, suponhag(α)= f̂−1(ŷα) inessencial, então pelo Teorema 1.8 existef̂1 ≃ f̂

tal que f̂1
−1
(ŷα) = ∅. Da primeira parte da prova temos queα = f̂ ′

−1
(ŷα). Tome f̂ ′1 : X′ → Ŷ

dada pela composiçãôf1◦g. Temos
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• f̂ ′ = f̂ ◦g≃ f̂1◦g= f̂ ′1

• f̂ ′1
−1

(ŷα) = ( f̂1◦g)−1(ŷα) = g−1( f̂−1
1 (ŷα)) = g−1(∅) =∅.

Segue do Teorema 1.8 queα é inessencial.
�

Observaç̃ao 1.11 Também é verdade queN( f ,y0) é um invariante por tipo de homotopia no

seguinte sentido: Seg e h não são necessariamente homeomorfismos, mas tem inversasho-

motópicas fazendo o diagrama do teorema acima comutar em n´ıvel de homotopia, então pode-

se mostrar queg aplica o conjunto das classes de Nielsen essenciais def emy0 no conjunto de

classes de Nielsen essenciais def ′ emy′0 e, portanto,N( f ,y0) = N( f ′,y′0). É interessante res-

saltar queMR( f ,y0) é um invariante topológico, mas não um invariante por tipo de homotopia

como veremos no exemplo 2.18.

A Definição 1.7 se dá em analogia com a Teoria de Nielsen para pontos fixos. Em teoria

de pontos fixos define-se um ı́ndice de ponto fixo local que associa a cada classe de Nielsen

para pontos fixos de uma auto aplicação de um espaçoANRcompacto um inteiro chamado seu

ı́ndice. Uma classe de pontos fixos é então dita ser essencial se seu ı́ndice é não nulo. Prova-se

que se uma classe de pontos fixos é essencial neste sentido, então ela é essencial em um sentido

análogo ao da Definição 1.7. Prova-se também, sobre circunstâncias bastante gerais, que se

uma classe é essencial em um sentido análogo ao da Definiç˜ao 1.7, então seu ı́ndice é não nulo.

Um dos aspectos mais importantes que a teoria de pontos fixos difere da teoria de raı́zes é que,

exceto no caso onde ambosX eY são variedades, a teoria de raı́zes não parece ter uma teoria

de ı́ndice bem desenvolvida. Por esta razão, temos adotadouma definição que não depende de

uma escolha particular do ı́ndice ou mesmo da existência deum ı́ndice.

Nossa definição de essencialidade diz, grosso modo, que uma classe de Nielsen é essencial

se ela não pode ser eliminada deformando-sef por uma homotopia. Pode-se pensar então que

deva ser possı́vel deformar a aplicaçãof por uma homotopia de modo a eliminar todas as classes

não essencias e, assim, encontrar uma aplicaçãof ′ com apenasN( f ′) = N( f ) classes de raı́zes.

Isto então provaria queN( f ) é o número mı́nimo realizável de classes de Nielsen de aplicações

homotópicas af . No entanto, pode acontecer que a homotopia necessária para eliminar uma

certa classe inessencial não baste para eliminar uma outraclasse inessencial, ou ainda que uma

tal homotopia faça surgir novas classes inessenciais. Porisso, pode ocorrer queN( f ) seja estri-

tamente menor que número mı́nimo de classes de Nielsen de aplicações homotópicas af . Este
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problema foi abordado por Brooks em [6] utilizando-se técnicas que ultrapassam os propósitos

deste trabalho. Para nosso uso posterior (especificamente na última demonstração apresentada

neste texto), nos basta conhecer uma das mais importantes consequências do referido trabalho

de Brooks: “Seja f : X →Y uma aplicação entre variedades de mesma dimensão maior ou igual

a três. Então existe uma aplicaçãof ′ homotópica af tendo exatamenteN( f ) = N( f ′) classes

de Nielsen.”

Mesmo quandoN( f ,y0) é o mı́nimo realizável do número de classes de Nielsen de aplicações

homotópicas af , pode acontecer que seja impossı́vel reduzir cada classe deNielsen essencial

a um único ponto. Neste caso, teremos a desigualdade estrita N( f ,y0) < MR( f ,y0). É o que

ocorre no seguinte exemplo:

Exemplo 1.12 SejaSn = {s∈Rn+1 : ‖s‖= 1} an-esfera emRn+1, comn≥ 2. SejaX o espaço

obtido pela união de duas cópias deSn por um cilindron dimensional cujas extremidades foram

coladas a seus equadores (ver figura a seguir):

X = {(s1, ...,sn+1, t) ∈ Sn× [0,1] : t ∈ {0,1} ousn+1 = 0}

i1

i0

Sn Sn

f

X

Figura 1.1: Um exemplo em que vale a desigualdade estritaN( f ,y0)< MR( f ,y0)

SejaY = Sn ey0 = (1,0, ...,0). Defina f : X →Y por f (s, t) = s para todo(s, t) ∈ X. Como

Y é simplesmente conexo,f possui apenas uma classe de Nielsen emy0. Por outro lado, toda

aplicação homotópica af possui pelo menos duas raı́zes emy0. Para ver isso, suponhaf ′

homotópica af e definai0 : Sn → X e i1 : Sn → X por i0(s) = (s,0) e i1(s) = (s,1).

Então f ◦ i0 é a identidade emSn. Assim f ′ ◦ i0 é homotópica à identidade emSn e conse-

quentemente sobrejetora. De fato, suponha quef ′ ◦ i0 não seja sobrejetora, então existep∈ Sn

tal que f ′ ◦ i0(x) 6= p para todox∈ Sn. Logo f ′ ◦ i0 : Sn → Sn−{p} ∼=Rn, isto implica quef ′ ◦ i0
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é nulohomotópica. Masid : Sn → Sn não é nulohomotópica, portantof ′ ◦ i0 deve ser sobreje-

tora. Logo existes0 ∈ Sn com f ′ ◦ i0(s0) = y0. Similarmente,f ′ ◦ i1(s1) = y0 para algums1 ∈ Sn.

Deste modoi0(s0) = (s0,0) e i1(s1) = (s1,1) são duas raı́zes distintas def ′ emy0.

Em particular, temos um exemplo em que ocorre a desigualdadeestritaN( f ,y0)<MR( f ,y0).

1.2 O número de Reidemeister

Definição 1.13 Seja f : X → Y uma aplicação e escolha um pontox ∈ X. Então f induz um

homomorfismo de grupos fundamentaisf# : π1(X,x)→ π1(Y, f (x)). Os elementos do coker( f#)

são chamados asclasses de Reidemeisterde f emx. O número desses elementos é chamado o

número de Reidemeisterde f e é denotado porR ( f ). Assim

R ( f ) = #coker( f#).

Note que o conjunto coker( f#) = π1(Y, f (x))/ f#(π1(X,x)) depende da escolha do ponto

basex ∈ X; pórem, sua cardinalidade,R ( f ), não. Isso segue da asserção(1) do próximo

teorema e do fato deY ser conexo.

Teorema 1.14Seja f : X → Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈ Y. Sejamq̂ : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ um

recobrimento e um levantamento de Hopf para f . Então

(1) R ( f ) é a cardinalidade dêq−1(y) para qualquer y∈Y.

(2) #( f−1(y0)/NR)≤ R ( f ).

(3) N( f ,y0)≤ R ( f ).

Prova: Prova de (1). ComoY é conexo por caminhos, segue do teorema 54.6 pág 346 de [3] que

para qualquery∈Y a fibraq̂−1(y) está em correspondência um-a-um com o conjunto coker( f#).

LogoR ( f ) = #coker( f#) = #q̂−1(y) para qualquery∈Y.

Prova de (2). Pelo Teorema 1.4, o conjunto das classes de Nielsen está em correspondência

um-a-um com um subconjunto da fibraq̂−1(y0), consequentemente em correspondência um-a-

um com um subconjunto da fibrâq−1(y) para qualquery∈Y. Logo

#( f−1(y0)/NR)≤ R ( f ).

A prova de (3) segue imediatamente de (2) e do fato deN( f ,y0)≤ #( f−1(y0)/NR).
�
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Nos resultados acima, primeiro fizemos uma correspondência a partir das classes de Nielsen

para a fibrâq−1(y0), então a partir da fibrâq−1(y0) para as classes de Reidemeister. Também

é interessante exibir uma injeção diretamente nas classes de Reidemeister. Para fazer isto,

suponhaf−1(y0) 6= ∅, pois caso contrário não há o que fazer, e sejax0 uma raiz def em y0.

Definimos uma injeção

φ : f−1(y0)/NR−→ π1(Y,y0)/ f#(π1(X,x0))

como segue: Sejaα uma classe de Nielsen. Escolha uma raizx∈ α e um caminhoγ emX dex

parax0. Então f ◦ γ é um laço emY emy0 e, portanto, podemos usá-lo como um representante

para a classe[ f ◦ γ] ∈ π1(Y,y0). Definaφ(α) = [ f ◦ γ]∗ f#(π1(X,x0)). Vamos mostrar queφ está

bem definida. Para isto mostraremos queφ(α) independe da escolha do pontox∈α e da escolha

do caminhoγ dex parax0. Sejamx1 ex2 ∈ α,γ um caminho dex1 parax0 eβ um caminho dex2

parax0. Comox1 ex2 ∈ α, existe um caminhoσ dex1 parax2 tal que[ f ◦σ] = [y0]. Precisamos

mostrar que[ f ◦ γ]∗ f#(π1(X,x0)) = [ f ◦β]∗ f#(π1(X,x0)). Para fazer isto, é suficiente mostrar

que

[ f ◦ γ−1][ f ◦β] ∈ f#(π1(X,x0)).

Note que[( f ◦σ)( f ◦β)] = [ f ◦σ][ f ◦β] = [y0][ f ◦β] = [ f ◦β].

Assim,

[ f ◦ γ−1][ f ◦β] = [ f ◦ γ−1][( f ◦σ)( f ◦β)]

= [ f ◦ γ−1][ f ◦ (σβ)] = [( f ◦ γ−1)( f ◦ (σβ))]

= [ f ◦ (γ−1σβ)] = f#([γ−1σβ]) ∈ f#(π1(X,x0)).

Às vezes será mais conveniente usar o primeiro grupo de homologia que o grupo fundamen-

tal para calcularR ( f ). Podemos fazer isto seπ1(Y) é abeliano.

Teorema 1.15Seja f : X → Y uma aplicaç̃ao e suponha queπ1(Y,y) é abeliano para algum

y∈Y. Ent̃aoR ( f ) = #coker( f∗1) onde f∗1 : H1(X;Z)→ H1(Y;Z) é o homomorfismo induzido

por f no primeiro grupo de homologia com coeficientes inteiros.

Prova: ComoX é conexo por caminhos, o homomorfismo de Hurewiczh′ : π1(X,x)→H1(X;Z)

é sobrejetor, e comoY é conexo por caminhos eπ1(Y,y) é abeliano, o homomorfismo de Hu-

rewiczh : π1(Y, f (x))→ H1(Y;Z) é um isomorfismo (ver [5]). Além disso, o seguinte diagrama
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comuta:

π1(X,x)
f# //

h′ epi
��

π1(Y, f (x))

hiso
��

H1(X,Z)
f∗1

// H1(Y,Z)

Disso e do fato deh′ ser sobrejetor segue queh( f#(π(X,x))) = f∗1(H1(X;Z)).

Sejak : H1(Y;Z)→ H1(Y;Z)/ f∗1(H1(X;Z)) o epimorfismo quociente e considere

k◦h : π1(Y, f (x))→ H1(Y;Z)/ f∗1(H1(X;Z))

que é um homomorfismo sobrejetor, por ser composição de homomorfismos sobrejetores.

Note que, ker(k◦h) = h−1(k−1( f∗1(H1(X;Z))))= h−1( f∗1(H1(X;Z)))= f#(π1(X,x)). Pelo

teorema do isomorfismo,π1(Y, f (x))/ f#(π1(X,x))≈ H1(Y;Z)/ f∗1(H1(X;Z))

Portanto,R ( f ) = #coker( f∗1).
�

Nossas principais ferramentas para calcular o número de Nielsen são o teorema a seguir e

seus corolários. Antes, porém, provamos um lema.

Lema 1.16 Sejaq̂ : Ŷ → Y um recobrimento e seja h: Y → Y um homeomorfismo. Considere

ĥ : Ŷ → Ŷ uma aplicaç̃ao fazendo comutar o diagrama

Ŷ ĥ //

q̂
��

Ŷ

q̂
��

Y
h

// Y

Então ĥ é um homeomorfismo.

Prova: Seq̂ é um-a-um, o resultado é trivial. Suponhamos o caso geral.

Provaremos primeiro quêh é sobrejetora. Sejây∗ ∈ Ŷ e sejay∗ = q̂(ŷ∗). Comoh é sobreje-

tora, existey∈Y tal queh(y) = y∗. Considerêq−1(y) = {x̂1, x̂2, ...}.

Seĥ(x̂1) = ŷ∗, então terminamos. Senão, tome um caminhoγ emŶ de ĥ(x̂1) paraŷ∗. Con-

sidere os laçoŝqγ e h−1(q̂γ) emY baseados emy∗ ey, respectivamente. Comoγ é um caminho

aberto (não é um laço), a classe[q̂γ] 6= 0 emπ1(Y,y∗) e, portanto, também[h−1(q̂γ)] 6= 0 em

π1(Y,y). Logo,h−1(q̂γ) levanta a um caminhoσ iniciando em̂x1 e terminando num pontôxi de

q−1(y), com x̂i 6= x̂1. Agora, o caminhôh(σ) é, assim comoγ, um levantamento dêqγ, através

deq̂, iniciando em̂h(x̂1). Pela unicidade do levantamento segue-se quey∗ = ĥ(x̂i).
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Agora provaremos quêh é injetora. Suponhây1 e ŷ2 pontos dêY tais quêh(ŷ1) = ĥ(ŷ2).

Temos:

ĥ(ŷ1) = ĥ(ŷ2)⇒ q̂(ĥ(ŷ1)) = q̂(ĥ(ŷ2))⇒ h(q̂(ŷ1)) = h(q̂(ŷ2))⇒ q̂(ŷ1) = q̂(ŷ2).

Isto implica quêy1 e ŷ2 estão na fibrâq−1(y∗) de um mesmo pontoy∗ ∈Y.

Suponhây1 6= ŷ2 e tome um caminhoγ emŶ deŷ1 a ŷ2. Entãoq̂γ é um laço emY baseado em

y∗. Comoγ é aberto, a classe[q̂γ] 6= 0 emπ1(Y,y∗). Logo, também[hq̂γ] 6= 0 emπ1(Y,h(y∗)).

Agora, o laçohq̂γ levanta ao caminhôhγ que deve, portanto, ser aberto. Isto contradiz o fato

queĥ(ŷ1) = ĥ(ŷ2).
�

Teorema 1.17Suponha Y um espaço, y0 ∈ Y um ponto e que Y e y0 tem a propriedade que

para qualquer laçoγ em y0 existe uma homotopia{ht : Y →Y} tal que

1. h0 : Y →Y é a aplicaç̃ao identidade de Y,

2. h1 : Y →Y é um homeomorfismo, e

3. O caminho{ht(y0)} ≃p γ.

Então, para qualquer aplicaç̃ao f : X →Y, ou N( f ,y0) = 0 ou N( f ,y0) = R ( f ).

Prova: Sejamq̂ : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ um recobrimento e um levantamento de Hopf paraf e

suponha queN( f ,y0) 6= 0. Mostraremos quêf−1(ŷ) é uma classe de Nielsen essencial para todo

ŷ∈ q̂−1(y0), o que provará o teorema, segundo o item (1) do Teorema 1.14.Sejaŷ∈ q̂−1(y0).

ComoN( f ,y0) 6= 0, existe um̂y0 ∈ q̂−1(y0) tal que f̂−1(ŷ0) é uma classe de Nielsen essen-

cial de f emy0. Sejâγ um caminho em̂Y deŷ paraŷ0. Entãoγ = q̂◦ γ̂ é um laço emY emy0 e,

por hipótese, existe uma homotopia{ht : Y →Y} satisfazendo (1), (2) e (3) acima.

Seja{ĥt : Ŷ → Ŷ} um levantamento de{ht} com ĥ0 a identidade em̂Y.

Ŷ
ĥt //

q̂
��

Ŷ

q̂
��

Y
ht // Y

Comoγ ≃p {ht(y0)}, segue do Teorema 54.3 pág 344 de [3] queγ̂ ≃p {ĥt(ŷ)} e, portanto,

ĥ1(ŷ) = γ̂(1) = ŷ0. Agora{ht ◦ f} é uma homotopia iniciando emh0 ◦ f = f e {ĥt ◦ f̂} é seu

levantamento iniciando em̂h0 ◦ f̂ = f̂ . Além disso, f̂−1(ŷ0) é uma classe essencial def , o
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que implica(ĥ1◦ f̂ )−1(ŷ0) 6= ∅. Existe, portanto, um pontox1 ∈ X tal que(ĥ1 ◦ f̂ )(x1) = ŷ0.

Comoh1 é um homeomorfismo, segue do Lema 1.16 que seu levantamentoĥ1 também é um

homeomorfismo. Também̂h1(ŷ) = γ̂(1) = ŷ0. Segue quêf (x1) = ŷ. Deste modo,̂f−1(ŷ) 6= ∅

e é, portanto, uma classe de Nielsen def em y0. Para ver que ela é essencial, seja{ ft} uma

homotopia comf0 = f e{ f̂t : X → Ŷ} seu levantamento, ao longo deq̂, iniciando emf̂ . Como

f̂−1(ŷ0) é uma classe de Nielsen essencial def , entãof̂−1
1 (ŷ0) é uma classe de Nielsen essencial

de f1. Assim podemos aplicar exatamente o mesmo argumento acima para f1 para mostrar que

f̂−1
1 (ŷ) 6=∅. Portanto,̂f−1(ŷ) é essencial.

�

A aplicação mais importante do Teorema 1.17 se dá quandoY é uma variedade. Para esta e

outras aplicações precisamos do seguinte:

Teorema 1.18Sejam Y uma variedade,γ um caminho em Y e N uma vizinhança deγ(I). Ent̃ao

existe uma isotopia{ht : Y →Y} tal que h0 é a identidade em Y, ht é a identidade fora de N e

ht(γ(0)) = γ(t) para todo t∈ I.

Prova: Primeiro suponha que o caminhoγ esteja contido no interior de uman-bola B ⊂ N e

considere um homeomorfismoφ : Bn → B. Sejaψ : intBn → Rn o homeomorfismo dado por

ψ(x) = x/(1−‖x‖) com inversaψ−1(x) = x/(1+ ‖x‖). Então para qualquerv ∈ Rn e x0 na

fronteira deBn temos que lim
x→x0

ψ−1(ψ(x)+v) = x0. De fato:

lim
x→x0

ψ−1(ψ(x)+v) = lim
x→x0

ψ−1(x/(1−‖x‖)+v)

= lim
x→x0

ψ−1((x+(1−‖x‖)v)/(1−‖x‖))

= lim
x→x0

(x+(1−‖x‖)v)/(1−‖x‖)
1+((‖x+(1−‖x‖)v‖)/(‖1−‖x‖‖))

= lim
x→x0

(x+(1−‖x‖)v)/(1−‖x‖)
1+((‖x+(1−‖x‖)v)‖)/(1−‖x‖))

= lim
x→x0

(x+(1−‖x‖)v)/(1−‖x‖)
(1−‖x‖+‖x+(1−‖x‖)v‖)/(1−‖x‖)

=
x0+(1−‖x0‖)v

1−‖x0‖+‖x0+(1−‖x0‖)v‖

=
x0

1−‖x0‖+‖x0‖

= x0.

Assim, podemos definirht : Y →Y continuamente por

ht(y) =





φ◦ψ−1(ψ◦φ−1(y)+ψ◦φ−1(γ(t))−ψ◦φ−1(γ(0))), paray∈ intB,

y, paray∈Y− intB.
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Pois casoy0 ∈ ∂Bn, teremos lim
y→y0

φ ◦ ψ−1(ψ ◦ φ−1(y) + ψ ◦ φ−1(γ(t))− ψ ◦ φ−1(γ(0))) =

φ( lim
y→y0

ψ−1(ψ◦φ−1(y)+ψ◦φ−1(γ(t))−ψ◦φ−1(γ(0)))). Tomex= φ−1(y) ev=ψ◦φ−1(γ(t))−

ψ◦φ−1(γ(0)).

Assim, o limite acima torna-se

φ
(

lim
x→φ−1(y0)

ψ−1(ψ(x)+v)

)
= φ(φ−1(y0)) = y0.

Note ainda queht é um homeomorfismo para cadat ∈ I , pois é composição de homeomor-

fismos paray∈ intB e a identidade paray∈Y− intB.

Então{ht : Y →Y} é uma isotopia tal queh0 é a identidade emY, ht é a identidade fora de

N eht(γ(0)) = γ(t) para todot ∈ I . Isto prova o teorema neste caso particular.

No caso geral,γ pode ser dividido em uma sequênciaγ1,γ2, ...,γm de caminhos

γk(t) = γ
(

k−1+ t
m

)
, t ∈ I ,

tal que cadaγk está no interior de uman-bola emN, poisγ(I) é compacto. Para cadaγk cons-

truimos uma isotopia{hk
t } como acima e juntamos essas homotopias definindo

ht =





h1
mt para 0≤ t ≤ 1/m

hk
mt−k+1◦hk−1

1 ◦ ...◦h1
1 parak−1/m≤ t ≤ k/m,k= 2,3, ...,m

para formar a desejada isotopia{ht}. Isto,de fato, funciona:

Param= 2, temosγ1(t) = ( t
2) e γ2(t) = (1+t

2 ), assim

ht =





h1
2t para 0≤ t ≤ 1/2

h2
2t−1◦h1

1 para 1/2≤ t ≤ 1
.

Parai = 1,2, mostramos quehi
0 = idY, hi

t = idY−Bi
n

ehi
t(γi(0)) = γi(t),para todot ∈ I . Tome

N = Bn
1∪Bn

2.

• h0 = h1
0 = idY

• Sex 6∈ N, então

ht(x) =





h1
2t(x) = x para 0≤ t ≤ 1/2

h2
2t−1◦h1

1(x) = x para 1/2≤ t ≤ 1

poish1
t = idY−B1

n
eh2

t = idY−B2
n
. Ainda
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ht(γ(0)) =





h1
2t(γ(0)) = h1

2t(γ
1(0)) = γ1(2t) para 0≤ t ≤ 1/2

h2
2t−1◦h1

1(γ(0)) = h2
2t−1◦ γ1(1) = h2

2t−1◦ γ2(0) = γ2(2t−1) para 1/2≤ t ≤ 1

ou seja,

ht((γ(0))) = γ(t) =





γ1(2t) para 0≤ t ≤ 1/2

γ2(2t−1) para 1/2≤ t ≤ 1
.

Logo, param= 2,{ht} é a homotopia desejada.

Param= 3, temos queγ pode ser dividido em uma sequênciaγ1,γ2,γ3 de caminhos com

γi ⊂ Bn
i parai = 1,2,3, pelo que discutimos acima temos para cadai valehi

0 = idY, hi
t = idY−Bi

n

ehi
t(γi(0)) = γi(t),para todot ∈ I . TomeN = Bn

1∪Bn
2∪Bn

3.

Note queht como definimos acima, satisfaz:

• h0 = h1
0 = idY

• Sex 6∈ N, então

ht(x) =





h1
3t(x) = x para 0≤ t ≤ 1/3

h2
3t−1◦h1

1(x) = x para 1/3≤ t ≤ 2/3

h3
3t−2◦h2

1◦h1
1(x) = x para 2/3≤ t ≤ 1

poish1
t = idY−B1

n
, h2

t = idY−B2
n

eh3
t = idY−B3

n
. Ainda

ht(γ(0)) = γ(t) =





h1
3t(γ(0)) = h1

3t(γ
1(0)) = γ1(3t) para 0≤ t ≤ 1/3

h2
3t−1◦h1

1(γ(0)) = h2
3t−1◦ γ1(0) = h2

3t−1γ1(1) = h2
3t−1γ2(0) = γ2(3t−1)

para 1/3≤ t ≤ 2/3

h3
3t−2◦h2

1◦h1
1(γ(0)) = h3

3t−2◦h2
1(γ

1(0)) = h3
3t−2(γ

2(1)) =

= h3
3t−2(γ

3(0)) = γ3(3t−2) para 2/3≤ t ≤ 1

.

Logo, param= 3,{ht} é a isotopia desejada.

Indutivamente mostra-se que para qualquer inteiro positivo m,{ht} é a isotopia desejada.

�

O teorema anterior implica que seY é uma variedade, então ficam satisfeitas as hipóteses

do Teorema 1.17 para qualquery0 ∈Y, o que prova o seguinte corolário:
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Corolário 1.19 Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao, com Y uma variedade, e seja y0 ∈Y um ponto.

Então ou N( f ,y0) = 0 ou N( f ,y0) = R ( f ).

O Teorema 1.18 também implica que quandoY é uma variedade, entãoN( f ,y0) é indepen-

dente do pontoy0 ∈Y. Por esta razão, quandoY é uma variedade, frequentemente escrevemos

N( f ,y0) simplesmente comoN( f ).

Corolário 1.20 Seja f : X → Y uma aplicaç̃ao com Y uma variedade. Então N( f ,y0) é inde-

pendente do ponto y0 ∈Y, istoé, N( f ,y0) = N( f ,y1) para quaisquer y0,y1 ∈Y.

Prova: Sejamy0,y1 ∈ Y e γ um caminho emY de y0 paray1. Pelo Teorema 1.18 existe uma

isotopia{ht : Y → Y} tal queh0 é a identidade emY e h1(y0) = h1(γ(0)) = γ(1) = y1. Então

{ht ◦ f} é uma homotopia def parah1◦ f . LogoN( f ,y1) = N(h1◦ f ,y1). Mas, pelo Teorema

1.10 tem-seN(h1◦ f ,y1) = N( f ,h−1
1 (y1)) = N( f ,y0).

�

A partir dos Corolários 1.6 e 1.19 temos:

Corolário 1.21 Considere f: X →Y uma aplicaç̃ao com Y uma variedade e X compacto. Se

R ( f ) = ∞, ent̃ao N( f ) = 0.

O Teorema 1.17 e o Corolário 1.19 são as principais ferramentas para se calcular o número

de Nielsen. A fim de aplicá-los, porém, precisamos de um método para determinar se o número

de Nielsen é ou não nulo. Esta é a meta da teoria de ı́ndice que apresentamos no próximo

capı́tulo. Antes porém, apresentamos uma breve seção deexemplos.

1.3 Exemplos

Exemplo 1.22 Mostraremos com este exemplo um caso em que o número de Nielsen é nulo e

o número de Reidemeister pode ser qualquer número inteiropositivo ou mesmo infinito. Seja

a circunferência unitária no plano complexo,S1 = {z∈ C : ‖z‖ = 1}. Considere o toroT e o

espaço figura oitoX = S1×{1}∪{1}×S1, ambos munidos de estrutura celular minimal. Seja

f : X → T uma aplicação arbitrária.
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f

Figura 1.2: Aplicações da figura oito no toro

Pelo Teorema da Aproximação Celular (pag 64 de [7]), sabemos que existe uma aplicação

celularg : X → T homotópica af . É claro que para um pontoy0 no interior da 2-célula deT

tem-seg−1(y0) =∅. E assim,MR( f ,y0) = 0 e, consequentemente,N( f ,y0) = 0.

Vamos mostrar quef pode ser escolhida de modo queR ( f ) seja qualquer número inteiro

positivo ou mesmo infinito. Para se terR ( f ) = ∞, basta escolherf como uma aplicação cons-

tante. Agora, dado um número inteiro positivon, tomamosf : X → T como a aplicação celu-

lar que aplica a primeira das circunferências que compõemX homeomorficamente na circun-

ferência que corresponde ao meridiano celular do toroT e faz com que a outra circunferência

que compõeX percorran vezes, num mesmo sentido, a circunferência celular longitudinal do

toro T. Então o homomorfismof# : π1(X) → π1(T) tem coker( f#) ≈ (Z⊕Z)/(Z⊕nZ) que

tem cardinalidadeR ( f ) = #coker( f#) = n.

Exemplo 1.23 Seja f : S2 → RP2 uma aplicação da 2-esfera no plano projetivo. ComoS2

é simplesmente conexa eπ1(RP2) ≈ Z2 tem cardinalidade 2, é claro que o homomorfismo

f# : π1(S2) → π1(RP2) tem coker( f#) ≈ Z2 e, portanto,R ( f ) = 2. Agora, pelos teoremas

da Seção 5 de [8], para qualquery0 ∈ RP2 tem-se ouMR( f ,y0) = 0 ou MR( f ,y0) = 2. Se

MR( f ,y0) = 0, então é claro queN( f ,y0) = 0. Por outro lado, segue do Teorema 3.6 de [9]

(que será comentado no final da Seção 3.1) queMR( f ,y0) 6= 0 implica emN( f ,y0) 6= 0. Assim,

segue do Corolário 1.19 queMR( f ,y0) = 2 implica emN( f ,y0) = R ( f ) = 2.

O caso particular em quef : S2 → RP2 é o recobrimento duplo será discutido em detalhes

no Exemplo 2.13.



Caṕıtulo 2

Teoria de Índice de Ráızes

Dedicamos este capı́tulo ao tratamento da teoria de ı́ndices para raı́zes. Apresentamos os prin-

cipais resultados associando o ı́ndice de raı́zes à teoriade Nielsen para raı́zes e finalizamos com

alguns exemplos que fazem uso dos resultados desenvolvidosno capı́tulo.

2.1 Índices para ráızes

Em teoria de pontos fixos, uma trı́ada(X, f ,U) é ditaadmisśıvel seX é um espaço topológico

(adequado) ef : X → X é uma auto-aplicação que não possui pontos fixos na fronteira do

conjuntoU ⊂ X. Um ı́ndice de ponto fixol é uma função atribuindo a cada trı́ada admissı́vel

(X, f ,U) um número racionall(X, f ,U) que, grosso modo, é uma medida do número de pontos

fixos de f situados emU . Em nossa definição de admissibilidade, relaxamos a exigˆencia de ser

aberto o conjuntoU .

Definição 2.1 SejamX eY espaços topológicos ey0 ∈Y. Um par( f ,A) é umpar admisśıvel

para a trı́adaX,Y,y0 se f : X →Y é uma aplicação,A⊂ X, eA possui uma vizinhança fechada1

N tal queN−A não contém raı́zes def emy0, ou seja,

(N−A)∩ f−1(y0) =∅.

Note que seU é aberto, então( f ,U) é admissı́vel se, e somente se,∂U ∩ f−1(y0) = ∅. De

fato: Suponhamos que( f ,U) seja admissı́vel; então existe uma vizinhança fechadaN deU

tal que(N−U)∩ f−1(y0) = ∅. ComoU ⊂ (U ∪∂U) ⊂ N e a uniãoU ∪∂U é disjunta, então

1Por uma vizinhança fechada de um conjuntoA entendemos um conjunto fechado contendoA em seu interior.

23
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∂U ⊂N−U e segue que∂U∩ f−1(y0)=∅. Suponha agora∂U∩ f−1(y0)=∅. SendoU aberto,

temos∂U =U −U . LogoU é uma vizinhança fechada deU tal que(U −U)∩ f−1(y0) =∅.

Para um par admissı́vel( f ,A), as vezes exigiremos queN seja uma vizinhança não apenas

de A, mas também deA. Isto não acarreta exigência extra seX for normal e, por convenção,

assumimosX normal em todo o texto.

Teorema 2.2 Suponha( f ,A) um par admisśıvel para X,Y,y0. Ent̃ao A tem uma vizinhança

fechada N tal que N−A não cont́em ráızes de f em y0.

Prova: Suponha queN′ é uma vizinhança fechada deA tal que(N′−A)∩ f−1(y0) =∅. Então

f−1(y0)−N′ = f−1(y0)− intN′ é um conjunto fechado disjunto do conjunto fechadoN′. Pela

normalidade deX, existem vizinhanças abertas disjuntasU de f−1(y0)−N′ e V de N′. Seja

N=V. Note queN é uma vizinhança deA, poisA⊂ intN′ ⇒A⊂N′ eN′ ⊂V = N ⇒A⊂ intN.

Mostraremos que(N−A)∩ f−1(y0)=∅. De fato, suponha que existax∈ (N−A)∩ f−1(y0).

Entãox ∈ (N−N′)∩ f−1(y0), pois(N′−A)∩ f−1(y0) = ∅. Logo x ∈ f−1(y0)−N′ e x∈ N,

dondex∈U ex∈N, o que é absurdo, comoN=V eU∩V =∅. Portanto(N−A)∩ f−1(y0)=∅

eN é uma vizinhança deA como desejada. �

Como exemplos de pares admissı́veis temos:

Proposiç̃ao 2.3 Suponha f: X → Y uma aplicaç̃ao e y0 ∈ Y. Ent̃ao ( f ,X) e ( f ,∅) são ad-

misśıveis, e assim s̃ao todos os pares( f ,α) comα uma classe de Nielsen de f em y0. Para cada

raiz isolada x de f em y0, é admisśıvel o par( f ,x).

Prova: Para( f ,X) a requerida vizinhançaN deX é o próprioX. Para( f ,∅), tomamosN =∅.

Para( f ,α), sejaN = Uα ondeUα é a vizinhança aberta deUα garantida pelo Teorema 1.5. E

para( f ,x), podemos escolherN = Ux ondeUx é uma vizinhança dex em X cujo fecho não

encontra o fecho de uma vizinhança def−1(y0) emX. �

Definição 2.4 SejamX eY espaços topológicos ey0 ∈Y um ponto. Uḿındice de ráızespara

X, Y, y0 é uma funçãoω do conjunto dos pares admissiveis paraX,Y,y0 em um grupo abeliano

satisfazendo o seguintes axiomas:

(Aditividade) SuponhaA⊂ X eA1, ...,An subconjuntos deA tais que:

(a) ( f ,A) é admissı́vel e( f ,Ai) é admissı́vel para cadai,
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(b) f−1(y0)∩ (A−∪iAi) =∅, e

(c) Ai ∩A j =∅ parai 6= j.

Entãoω( f ,A) = Σiω( f ,Ai).

(Invari ância por Homotopia) Suponha{ ft : X →Y} uma homotopia,A aberto emX e ( ft ,A)

admissı́vel para todot ∈ I . Entãoω( f1,A) = ω( f0,A).

Como uma consequência fácil da aditividade temos:

Teorema 2.5 Suponha( f ,A) um par admisśıvel para X,Y,y0. Ent̃ao ω( f ,A) 6= 0 implica que

f (x) = y0 para algum x∈ A.

Prova: Provaremos a contrapositiva. Suponha que não existax em A verificando a equação

f (x) = y0. Aplicando a aditividade comA1=∅ temosω( f ,A)=ω( f ,∅) e aplicando-a também

comA2 = ∅ temos queω( f ,A) = ω( f ,∅)+ω( f ,∅). Segue da unicidade do elemento neutro

de grupos queω( f ,∅) = 0. Portanto,ω( f ,A) = 0.
�

O seguinte é um importante resultado sobre ı́ndices de classes de Nielsen.

Teorema 2.6 Suponha X compacto,{ ft : X →Y} uma homotopia, y0 ∈Y um ponto eα0 uma

classe de Nielsen de f em y0. Ent̃ao:

(1) Seα0 est́a{ ft}-relacionada a uma classe de Nielsenα1 de f1, ent̃aoω( f ,α0) =ω( f1,α1)

(2) Caso contŕario, α0 não est́a { ft}-relacionada a qualquer classe de Nielsen de f1 e, neste

caso,ω( f ,α0) = 0.

Prova: Sejamq̂ : Ŷ → Y e { f̂t : X → Ŷ} um recobrimento e um levantamento de Hopf para

{ ft}. Pelo Teorema 1.4,α0 = f̂−1
0 (ŷ0) para algumŷ0 ∈ q̂−1(y0). Precisamos mostrar que

ω( f0, f̂−1
0 (ŷ0)) = ω( f1, f̂−1

1 (ŷ0)). ComoI é conexo, é suficiente mostrar queω( ft , f̂−1
t (ŷ0)) é

uma função localmente constante det. Para tanto, dadot ∈ I , encontraremos uma vizinhançaJ

det tal queω( fs, f̂−1
s (ŷ0)) é constante paras∈ J.

O conjunto{(x, t) ∈ X × I : ft(x) = y0} é um subconjunto fechado do espaço compacto

X× I e, portanto, compacto. SejaC=
⋃

t f−1
t (y0)⊂ X sua projeção emX. EntãoC é a imagem

contı́nua de um conjunto compacto e portanto compacto.

Como na prova do Teorema 1.5, existe uma famı́lia{Uŷ : ŷ ∈ q̂−1(y0)} de subconjuntos

abertos deX mutuamente disjuntos, tal quêf−1
t (ŷ) ⊂ Uŷ para todôy ∈ q̂−1(y0). Considere o
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conjuntoΩ das aplicações deX emŶ munido da topologia compacto-aberta. Então a atribuição

s 7−→ f̂s é uma função contı́nua deI emΩ. O conjuntoC−Uŷ0 é compacto êft levaC−Uŷ0 no

conjunto abertôY− ŷ0. Assimt possui uma vizinhançaJ0 ⊂ I tal que f̂s(C−Uŷ0)⊂ Ŷ− ŷ0 para

todos∈ J0. Logo

f̂−1
s (ŷ0)⊂Uŷ0 para todos∈ J0. (2.1)

Similarmente, existe uma vizinhançaJ1 det tal que f̂s(C−∪ŷ6=ŷ0Uŷ) ⊂ Ŷ− (q̂−1(y0)− ŷ0)

para todos∈ J1. Logo

f−1
s (y0)− f̂−1

s (ŷ0)⊂ ∪ŷ6=ŷ0Uŷ para todos∈ J1. (2.2)

SejaJ = J0∩ J1. Então, das Equações 2.1 e 2.2,∂Uŷ0 ∩ f−1
s (y0) = ∅ e, portanto,( fs,Uŷ0)

é admissı́vel para todos∈ J. As equações 2.1 e 2.2 implicam queUŷ0 ∩ f−1
s (y0) = f̂−1

s (ŷ0).

Pela aditividadeω( fs, f̂−1
s (ŷ0)) = ω( fs,Uŷ0) para todos∈ J. Pela invariância por homotopia,

ω( fs,Uŷ0) é constante paras∈ J. Portantoω( fs, f̂−1
s (ŷ0)) é constante paras∈ J.

�

Corolário 2.7 Suponha X compacto, f: X →Y uma aplicaç̃ao, y0 ∈Y eω umı́ndice de ráızes

para X,Y,y0. Para qualquer classe de Nielsenα de f em y0, seω( f ,α) 6= 0, ent̃aoα é essencial.

Prova: Provaremos a contrapositiva. Seα é inessencial, então por definição, existe uma homo-

topia{ ft} iniciando emf tal queα não está{ ft}-relacionada a qualquer classe de Nielsen de

f1. Pelo teorema anterior,ω( f ,α) = 0.
�

2.2 Construç̃ao deı́ndices para ráızes

Na seção anterior, utilizamos as propriedades axiomáticas do ı́ndice para raı́zes para obter re-

sultados em teoria de Nielsen, embora sequer tenhamos comprovado a existência de um tal

ı́ndice. Nesta seção, faremos construções explı́citas de ı́ndices para raı́zes. Iniciamos com uma

construção simples que usa teoria de homologia ordinária, qualquer teoriaH∗ satisfazendo os

axiomas de Eilenberg-Steenrod (ver [7]), para detectar a existência de raı́zes.

Seja f : X →Y uma aplicação e sejay0 ∈Y um ponto. Considere a composição:

X
f // Y

j
⊂ (Y,Y−y0).



27

Esta composição induz o seguinte diagrama de homomorfismos em nı́vel de homologia:

H∗(X)
f∗ // H∗(Y)

j∗ // H∗(Y,Y−y0) .

Afirmamos que se a composiçãoj∗ ◦ f∗ 6= 0, entãof (e qualquer aplicação homotópica a

f ) possui pelo menos uma raiz emy0. Para ver isto, suponha quef não possui raı́zes emy0.

Então podemos restringir o contradomı́nio def para obter uma aplicaçãof ′ : X → Y− y0. A

composição de aplicações acima pode ser então reescrita como

X
f ′ // Y−y0

j ′

⊂ (Y−y0,Y−y0)
k
⊂ (Y,Y−y0).

E assim obtemos o seguinte diagrama comutativo:

H∗(Y)
j∗ // H∗(Y,Y−y0)

H∗(X)

f∗
88rrrrrrrrrr

f ′∗ &&LL
LL

LL
LL

LL

H∗(Y−y0)
j ′∗

// H∗(Y−y0,Y−y0)

k∗

OO

ComoH∗(Y−y0,Y−y0) = 0, isto implica quej∗ ◦ f∗ = 0.

Isto mostra quej∗ ◦ f∗ pode ser usado como uma medida algébrica para aferir sef pode ser

deformada para se tornar livre de raı́zes. Isto também nos motiva a definir um ı́ndice de raı́zes

especı́fico. Aqui está a construção:

Suponha que( f ,A) seja um par admissı́vel paraX,Y,y0. SejaN uma vizinhança fechada de

A tal queN−A não contém raı́zes def emy0. Então f define uma aplicação de pares

f ′ : (N,N−A)→ (Y,Y−y0).

Se f não possui raı́zes emA, então f ′ pode ser fatorado através do par(Y− y0,Y− y0), cuja

homologia é trivial. Deste modo, sef não possui raı́zes emA, o homomorfismo

f ′∗ : H∗(N,N−A)→ H∗(Y,Y−y0)

é trivial. Podemos, portanto, usarf ′∗ como uma medida algébrica do número de raı́zes emA.

O problema é, porém, que apesar def ′∗ ser um membro de um grupo, a saber, o grupo dos

homomorfismos deH∗(N,N−A) emH∗(Y,Y−y0), este grupo depende do conjuntoA. Paraf ′∗

ser considerado um ı́ndice, o grupo deve ser o mesmo para diferentes conjuntosA e depender

apenas deX,Y,y0. A solução é usar o diagrama ampliado

X
i
⊂ (X,X−A)

e
⊃ (N,N−A)

f ′ // (Y,Y−y0) .
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Pelo Teorema 2.2, podemos assumirN sendo uma vizinhança fechada deA. Assim, a inclusão

e : (N,N−A) ⊂ (X,X−A) é uma excisão e, portanto, induz isomorfismo em grupos de homo-

logia. Logo temos o seguinte diagrama induzido:

H∗(X)
i∗ // H∗(X,X−A) H∗(N,N−A)

e∗
≈

oo f ′∗ // H∗(Y,Y−y0) .

Comoe∗ é um isomorfismo, podemos formar a composição

L∗( f ,A) = f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ : H∗(X)→ H∗(Y,Y−y0).

Teorema-Definiç̃ao 2.8 Na discus̃ao acima, o homomorfismo L∗( f ,A) é independente da esco-

lha da vizinhança fechada N de A e, portanto, depende apenasda tŕıada X,Y,y0 e do par( f ,A).

Deste modo, L∗ é uma funç̃ao do conjunto de todos os pares admissı́veis para X,Y,y0 no grupo

abeliano hom(H∗(X),H∗(Y,Y− y0)) de todos os homomorfismos de H∗(X) em H∗(Y,Y− y0).

Além disso, L∗ satisfaz as condiç̃oes de aditividade e invariância por homotopia da Definição

2.4 eé, portanto, uḿındice de ráızes para X,Y,y0 chamado óındice de ráızes por homomorfis-

mos em homologia.

Escreveremos L∗( f ,A;G) quando desejarmos indicar que Ǵe o grupo de coeficientes da

homologia. Tamb́em escreveremos Ln( f ,A) para denotar a restriç̃ao de L∗( f ,A) ao n-́esimo

grupo de homologia. Deste modo Ln( f ,A;G) : Hn(X;G) → Hn(Y,Y − y0;G). A composiç̃ao

dual em cohomologia L∗( f ,A)= i∗◦e∗−1◦ f ′∗ : H∗(Y,Y−y0)→H∗(X) tamb́emé independente

de N e a funç̃ao L∗ dos pares admissı́veis de X,Y,y0 em hom(H∗(Y,Y−y0),H∗(X)) é tamb́em

umı́ndice de ráızes, chamado óındice de ráızes por homomorfismos em cohomologia.

Prova: Provamos somente para homologia; a prova para cohomologia ´e dual.

Primeiro provamos a independência da escolha deN. SejaN′ outra vizinhança deA tal que

N′−A é livre de raı́zes. SejaN′′ = N∪N′ e considere o diagrama comutativo,

X i // (X,X−A)

(N,N−A)

f ′ ''OO
OO

OO
OO

OO
OO

j //

e
77oooooooooooo

(N′′,N′′−A)

e′′
OO

f ′′′

��

(N′,N′−A)

f ′′wwnnn
nn
nn
nn
nn
n

j ′oo

e′
hhPPPPPPPPPPPP

(Y,Y−y0)

no qual f ′, f ′′, f ′′′ são restrições def e todas as outras aplicações são inclusões. Esse diagrama

revela que

f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = f ′′′∗ ◦e′′−1

∗ ◦ i∗ = f ′′∗ ◦e′−1
∗ ◦ i∗,
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o que prova queL∗( f ,A) não depende da escolha deN.

Para provar a aditividade, sejamAeA1, ...,An como na Definição 2.4. SejaN uma vizinhança

fechada deA tal que(N−A)∩ f−1(y0) =∅. Assim temos

(N−∪iAi)∩ f−1(y0) =∅

Considere o diagrama comutativo

X
i

wwooo
oo
oo
oo
oo
oo

i′

((QQ
QQ

QQ
QQQ

QQQ
QQ

Q

(X,X−A)
j // (X,X−

⋃
α Aα)

(N,N−A)

e

OO

f ′ ''NN
NN

NN
NN

NN
N

k // (N,N−
⋃

α Aα)

e′
OO

f ′′vvnnn
nn
nn
nn
nn
n

(Y,Y−y0)

.

Em nı́vel de homologia, resulta da comutatividade que:

L∗( f ,A) = f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = f ′′∗ ◦e′−1

∗ ◦ i′∗ = L∗( f ,∪αAα).

Para completar a prova da aditividade, devemos mostrar queL∗( f ,∪αAα) = ∑α L∗( f ,Aα).

Usando a normalidade deX, selecione para cadaα uma vizinhança fechadaNα deAα de modo

que asNα sejam mutuamente disjuntas e cadaNα −Aα seja livre de raı́zes. TomeN = ∪αNα e

A′ = ∪αAα e considere o seguinte diagrama comutativo:

H∗(X)
⊕

iα∗

uukkkk
kkk

kkk
kkk

kk
i∗

((QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
QQ

Q

⊕
α H∗(X,X−Aα) H∗(X,X−A′)≈

⊕
jα∗oo

⊕
α H∗(Nα,Nα −Aα)

⊕
eα∗ ≈

OO

⊕
f ′α∗ ))SSS

SSS
SSS

SSS
SS ≈

⊕
kα∗ // H∗(N,N−A′)

e∗≈

OO

f ′∗vvmmm
mmm

mmm
mmm

m

H∗(Y,Y−y0)

.

As aplicaçõesf ′α e f ′ são restrições def , as aplicaçõesiα, i, jα,eα,e são todas inclusões.

Pelo Teorema da soma direta de homologia que pode ser encontrado em [10] página 33,
⊕

α kα∗

é um isomorfismo. As aplicaçõeseα e e são excisões e, portanto, induzem isomorfismos. Pela

comutatividade do diagrama temos
⊕

α eα∗ = (
⊕

α jα∗) ◦e∗ ◦ (
⊕

α kα∗). Resolvendo isto para
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e−1
∗ obtemose−1

∗ =
⊕

α kα∗ ◦e−1
α∗ ◦ jα∗. Deste modo,

L∗( f ,A′) = f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = f ′∗ ◦ (

⊕

α
kα∗ ◦e−1

α∗ ◦ jα∗)◦ i∗ =

=
⊕

α
f ′∗ ◦kα∗ ◦e−1

α∗ ◦ jα∗ ◦ i∗ =
⊕

α
f ′α∗ ◦e−1

α∗ ◦ iα∗ =
⊕

α
L∗( f ,Aα),

o que completa a prova da aditividade.

Vamos agora provar a invariância por homotopia. Sejam{ ft : X →Y} eA como na definição

2.4. Então para cadax∈ ∂A e t ∈ I , temosft(x) ∈Y−y0, pois∂A∩ f−1
t (y0) = ∅ para todot.

Assim, existe uma vizinhançaUxt dex e uma vizinhançaVxt de t tal que fs(x′) 6= y0 para todo

x′ ∈ Uxt e s∈ Vxt. De fato, denoteF(x, t) = ft(x), de tal modoF(x, t) 6= y0. ComoY− y0 é

aberto emY, existe uma vizinhançaW de ft(x) tal quey0 6∈W. TomeF−1(W) que é um aberto

deX× I contendo(x, t). Existe um aberto básicoUxt ×Vxt tal que(x, t) ∈Uxt ×Vxt ⊂ F−1(W).

Logo, para todox′ ∈Uxt es∈Vxt temosfs(x′) = F(x′,s) ∈W e, portanto,fs(x′) 6= y0.

Para cadax ∈ ∂A fixado, a coleção{Vxt : t ∈ I} é uma cobertura aberta deI e, portanto,

possui uma subcortura finita{Vxt1, ...,Vxtn}. SejaUx =
⋂

i

Uxti e U =
⋃

x∈∂A

(Ux∪A). EntãoU é

uma vizinhança deA tal que(U −A)∩ f−1
t (y0) = ∅ para todot ∈ I , pois sey∈ U −A, então

y∈ Ux−A para algumx ∈ ∂A e assimy∈
⋂

Uxti −A. Como{Vxt1, ...,Vxtn} cobreI , para cada

t ∈ I , t ∈Vxt j para algumj = 1, ...,n. Assim(y, t) ∈Uxt j ×Vxt j , portantoft(y) 6= y0.

Pela normalidade deX, o abertoU contém uma vizinhança fechadaN de A e { ft} define

uma homotopia{ f ′t : (N,N−A)→ (Y,Y−y0)}. Assim f ′0∗ = f ′1∗. Sejami : X ⊂ (X,X−A) e

e : (N,N−A)⊂ (Y,Y−y0) as inclusões indicadas. Então

L∗( f0,A) = f ′0∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = f ′1∗ ◦e−1

∗ ◦ i∗ = L∗( f1,A).

�

Observaç̃ao 2.9 Note que paraA= X, escolhemosN = X e obtemos

L∗( f ,A) = j∗ ◦ f∗ : H∗(X)→ H∗(Y,Y−y0),

onde j : Y ⊂ (Y,Y− y0) é a inclusão. Deste modo, o ı́ndiceL∗ pode ser entendido como uma

localização da medida global.

Podemos usarL∗ e L∗ para definir outros ı́ndices. O mais importante desses é o ı́ndice

de raı́zes integral, que definiremos em breve. Antes, recordemos alguns fatos de Topologia

Algébrica que serão úteis na prova do próximo lema.
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Dados uman-variedadeY, um pontoy0 ∈Y eD uma vizinhança fechada dey0 homeomorfa

a uma bola fechada deRn, temos queY−y0 eY− intD tem o mesmo tipo de homotopia. Logo

H∗(Y− intD) ≈ H∗(Y− y0) = 0, devendo-se a igualdade ao fato deY− y0 ser uma variedade

aberta. (Ver, por exemplo, o Corolário 22.25 página 166 de[4]).

Um interessante (e correto) exercı́cio de [4] afirma o seguinte fato relacionado a orientabi-

lidade de uma variedade:

Exerćıcio 22.45 de [4]:Seja Y uma n-variedade fechada (compacta e sem bordo) e seja Sn−1

o bordo de um disco n-dimensional Dn ⊂ X. Considere o espaço de colagem Dn∪ϕ Y∗, onde

Y∗ = Y− intDn e ϕ : Sn−1 → Y∗ é a inclus̃ao natural de Sn−1 como o bordo de Y∗. Ent̃ao Y é

orientável se, e somente se, f∗ : Hn−1(Sn−1)→ Hn−1(Y∗) é trivial.

Utilizamos este fato para provar uma parte do seguinte lema:

Lema 2.10 Sejam Y uma n-variedade compacta orientável (respectivamente não-orient́avel)

e y0 ∈ Y um ponto. Ent̃ao a inclus̃ao j : Y → (Y,Y − y0) induz isomorfismo em homologia

n-dimensional com coeficientes emZ (respectivamente com coeficientes emZ2).

Prova: Iniciamos provando o caso em queY é orientável. Consideremos a sequência de homo-

logia do espaço de colagemDn∪ϕ Y∗, a saber,

H̃n−1(Sn−1)
ϕ∗ // H̃n−1(Y∗) // H̃n−1(Y) // H̃n−2(Sn−1) .

Pelo exercı́cio citado acima,esta sequência pode ser fatorada em

0 // H̃n−1(Y∗) ≈

π∗ // H̃n−1(Y) // 0 ,

dondeH̃n−1(Y∗)≈ H̃n−1(Y). Por outro lado, é exata a sequência do par(Y,Y∗), a saber,

Hn(Y∗)
π∗ // Hn(Y)

j∗ // Hn(Y,Y∗)
∆ // H̃n−1(Y∗)

π∗ // H̃n−1(Y) .

ComoHn(Y∗) = 0, segue quej∗ é injetora. Vimos acima queπ∗ : H̃n−1(Y∗) → H̃n−1(Y)

é isomorfismo, segue queIm∆ = 0, o que implica quej∗ é sobrejetora. Portantoj∗ é um

isomorfismo.

Agora, suponhamos queY seja não-orientável. Neste caso, a sequência exata

Hn(Y∗;Z2)
π∗ // Hn(Y;Z2)

j∗ // Hn(Y,Y∗;Z2)
∆ // H̃n−1(Y∗;Z2)

π∗ // H̃n−1(Y;Z2)

torna-se simplesmente

0
π∗ // Z2

j∗ // Z2
∆ // H̃n−1(Y∗)

π∗ // H̃n−1(Y) .
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Segue quej∗ é monomorfismo deZ2 emZ2 e, portanto, um isomorfismo.
�

Teorema-Definiç̃ao 2.11 Sejam X e Y espaços topológicos e y0 ∈Y um ponto. Use coeficientes

inteiros para homologia e assuma que para algum inteiro n> 0 se tenha

1. Hn(X) ćıclico infinito e

2. y0 possui uma vizinhança euclidiana n-dimensional.

Então Hp(Y,Y−y0) é trivial para p 6= n eé ćıclico infinito para p= n. Selecione geradores

µ de Hn(X) e ν de Hn(Y,Y− y0) e defina uma funç̃ao λ dos pares admissı́veis no grupo dos

inteiros pela f́ormula

Ln( f ,A)(µ) = λ( f ,A)ν. (2.3)

Então λ é umı́ndice de ráızes para X,Y,y0, chamado óındice de ráızes integral. As hiṕoteses

acima s̃ao verificadas quando X e Y são variedades orientáveis compactas. Neste casoλ( f ,X)

é o grau ordińario de Brouwer de f , ou seja,λ( f ,X) = deg( f ).

Note que, como ocorre com o grau de Brouwer, a definição deλ depende apenas da escolha

do gerador. Uma escolha diferente pode resultar em um ı́ndice de sinal oposto.

Prova: SejaB uma vizinhança fechada dey0 homeomorfa à bola unitária fechada emRn.

ComoY−B⊂Y−y0, a inclusão(B,B−y0)⊂ (Y,Y−y0) é uma excisão e, portanto, induz um

isomorfismo deHp(B,B−y0) emHp(Y,Y−y0). Consideremos a seguinte porção da sequência

exata de homologia relativa do par(B,B−y0),

Hp(B)→ Hp(B,B−y0)→ H̃p−1(B−y0)→ H̃p−1(B).

ComoB é contrátil, temosHp(B,B− y0) ≈ H̃p−1(B− y0). E, comoB− y0 tem o mesmo

tipo de homotopia deSn−1, temos queHp(B,B−y0) é trivial parap 6= n e é cı́clico infinito para

p = n. Pelo que foi discutido acima, o mesmo vale paraHp(Y,Y−y0). Deste modo,λ é uma

função bem definida dos pares adimissı́veis deX,Y,y0 emZ.

Vamos mostrar agora queλ( f ,A) satisfaz a aditividade. Para isto, sejamA,A1, ...,An como

na Definição 2.4. Então

λ( f ,A)(ν) = Ln( f ,A)(µ) =
n

∑
i=1

Ln( f ,Ai)(µ) =
n

∑
i=1

λ( f ,Ai)ν,
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o que já demonstra o ora desejado. Note que usamos apenas o fato mostrado no Teorema 2.8,

queL∗( f ,A) é um ı́ndice de raı́zes.

Para concluir queλ é um ı́ndice de raı́zes, resta mostrar queλ( f ,A) satisfaz a propriedade

de invariância por homotopia. Para isto, sejamA e{ ft : X →Y} como na Definição 2.4. Então

λ( f0,A)ν = Ln( f0,A)(µ) = Ln( f1,A)(µ) = λ( f1,A)ν.

Isso conclui a prova de queλ é um ı́ndice de raı́zes.

Agora assuma queX e Y sejam variedades orientáveis compactas. Então ambosHn(X) e

Hn(Y) são cı́clicos infinitos. E ainda, pelo lema anterior, a inclusão j : Y → (Y,Y− y0) induz

isomorfismoj∗n : Hn(Y)→ Hn(Y,Y−y0).

Escolhaν′ = j−1
∗n

(ν) como gerador deHn(Y). Com esta escolha de geradores o grau de

Brouwer def satisfaz a seguinte equaçãof∗n(µ) = (degf )ν′. Isto implica que, em particular,

vale a igualdadej∗n ◦ f∗n(µ) = j∗n((degf )ν′) = (degf ) j∗n(ν′) = (degf )ν, ondef∗n e j∗n são as

respectivas restrições def∗ e j∗ aon-ésimo grupo de homologia.

Mas segue da Observação 2.9 e da Equação 2.3, quej∗n ◦ f∗n(µ) = Ln( f ,X)(µ) = λ( f ,X)ν,

deste modo

degf = λ( f ,X).
�

QuandoX é uma variedade compacta não-orientável, podemos utilizar homologia com co-

eficientes emZ2 para obter resultado semelhante:

Teorema-Definiç̃ao 2.12 Sejam X e Y espaços e y0 ∈Y um ponto. Use o grupoZ2 dos inteiros

mod 2como grupo de coeficientes para homologia e assuma que para algum n> 0, valham

1. Hn(X;Z2)≈ Z2 e

2. y0 possui uma vizinhança euclidiana n-dimensional.

Então Hp(Y,Y−y0;Z2) é trivial para p 6= n eé isomorfo aZ2 para p= n. Sejam µ∈ Hn(X;Z2)

eν ∈ Hn(Y,Y−y0;Z2) os geradores e defina uma funçãoλ2 do conjunto dos pares admissı́veis

emZ2 pela f́ormula

Ln( f ,A;Z2)(µ) = λ2( f ,A)ν. (2.4)

Então λ2 é umı́ndice de ráızes para X,Y,y0, chamado óındice de ráızes integraismod 2. As

hipóteses acima s̃ao atendidas quando X e Y são variedades compactas sejam elas orientáveis

ou ñao. Neste casoλ2( f ,X) é o grau de Brouwermod 2de f , ou seja,λ2( f ,X) = deg2( f ).
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Usando coeficiente inteiros mod 2, não existe ambiguidade na escolha de geradores.

Prova: TomeB como na prova do teorema anterior, então a inclusão(B,B−y0) ⊂ (Y,Y−y0)

é uma excisão e, portanto, induz um isomorfismoHp(B,B−y0;Z2)≈ Hp(Y,Y−y0;Z2). Como

B é contrátil,Hp(B,B−y0;Z2) ≈ H̃p−1(Sn−1;Z2). Assim, temos queHn(Y,Y−y0;Z2) ≈ Z2 e

Hp(Y,Y−y0;Z2) = 0 parap 6= n.

Deste modo,λ2 é uma função bem definida dos pares admissı́veis paraX,Y,y0 emZ2. As

propriedades de ı́ndice seguem diretamente das propriedades deL∗.

Agora assuma queX e Y sejam variedades compactas. ComoX e Y são também varieda-

des conexas (por convenção todos espaços que estamos trabalhando são conexos), segue que

Hn(X;Z2) ≈ Z2 e Hn(Y;Z2) ≈ Z2. Além disso, pelo Lema 2.10, a inclusãoj : Y ⊂ (Y,Y−y0)

induz isomorfismoj∗n : Hn(Y;Z2) → Hn(Y,Y − y0;Z2). Entãoν′ = j−1
∗n

(ν) é o gerador de

Hn(Y;Z2) e temosf∗n(µ) = deg2( f )ν′. Logo j∗n ◦ f∗n(µ) = j∗n((deg2 f )ν′) = (deg2 f ) j∗n(ν′) =

(deg2 f )ν. E segue da Observação 2.9 e da Equação 2.4 quej∗n ◦ f∗n(µ) = Ln( f ,X;Z2)(µ) =

λ2( f ,X)(ν). Deste modo, deg2 f = λ2( f ,X).
�

Exemplo 2.13 (O recobrimento deRP2 por S2). Considere a 2-esferaS2 como a esfera unitária

emR3 e o plano projetivoRP2 comoS2 com pontos antı́podas identificados. Sejaf : S2 →RP2

a função que realiza essa identificação. Sejamn = (0,0,1) e s= (0,0,−1) os polos norte e

sul deS2 e y0 = f ({n,s}) ∈ RP2. Então f possui duas raı́zes,n e s, em y0. Sejaγ qualquer

caminho emS2 de n paras; então f ◦ γ é um laço emy0. Pelo Teorema 54.3 da pág 344

de [3], a classe de homotopia com pontos finais fixados def ◦ γ gera o grupo fundamental

π1(RP2,y0)≈ Z2. Assimn esnão podem serf -equivalentes. Deste modof possui exatamente

duas classes de Nielsen, a saber{n} e {s}. SejamN uma vizinhança fechada den contida no

interior do hemisfério norte deS2 e f ′′ : (N,N−n)→ ( f (N), f (N)−y0) a aplicação induzida

por f . Considere as aplicações

S2 i
⊂ (S2,S2−{n})

e
⊃ (N,N−{n})

f ′′
−→ ( f (N), f (N)−y0)

e′
⊂ (RP2,RP2−y0).

As inclusõese e e′ são excisões ef ′′ é um homeomorfismo. Assim todas essas aplicações

induzem isomorfismo de homologia. Pelo Lema 2.10, a inclusão i induz isomorfismo em di-

mensão 2. Note quef ′ = e′ ◦ f ′′ é uma restrição def . Também, para qualquer grupo de

coeficientesG, tem-seH2(S2;G)≈ G. Deste modo, para qualquerG não trivial temos que

L2( f ,{n};G) = e′2◦ f ′2◦e−1
2 ◦ i2 : H2(S2;G)

≈ // H2(RP2,RP2−y0;G)
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é não trivial. Segue do Corolário 2.7 que a classe{n} é essencial. Similarmente mostra-se que

{s} é essencial. PortantoN( f ) = 2. Comof−1(y0) = {s,n}, segue que tambémMR( f ,y0) = 2.

ComoL2( f ,{n};Z) é um isomorfismo, temosλ( f ,{n}) =±1, onde o sinal depende apenas

da escolha dos geradores paraH2(S2;Z) eH2(RP2,RP2−y0;Z).

Vamos olhar paraL∗( f ,{s}) também. Sejaa : S2 → S2 a aplicação antipodal,a(x) = −x.

Então podemos usara(N) como uma vizinhança fechada de{s} a fim de calcularL∗( f ,{s}).

Considere o diagrama

S2
O

a
�

� � i // (S2,S2−{n}) oo e
? _(N,N−{n})

f ′ //

a′′

��

(RP2,RP2−y0)

S2 � � j // (S2,S2−{s})

a′

OO

oo e′
? _(a(N),a(N)−{s})

f ′′ // (RP2,RP2−y0)

ondea′ e a′′ são definidas pora e f ′ e f ′′ são definidas porf . Todas as aplicaçõese,e′,a′ e a′′

induzem isomorfismos em homologia e, assim, tem-se prontamente e′−1
∗ = a′′∗ ◦e−1

∗ ◦a′∗. A

partir disso e da comutatividade do diagrama tem-se

L∗( f ,{s}) = f ′′∗ ◦e′−1
∗ ◦ i′∗ = f ′′∗ ◦a′′∗ ◦e−1

∗ ◦a′∗ ◦ i′∗ = f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ ◦a∗ = L∗( f ,{n})◦a∗.

Pela Proposição 1.23 pág 28 de [7] temos quea∗2 =−idH2(S2). AssimL2( f ,{s})=−L2( f ,{n}).

Em dimensões 0 e 1, o Teorema 2.11 implica que os grupos de homologiaH0(RP2,RP2−y0) e

H1(RP2,RP2−y0) são ambos triviais. Deste modo

L∗( f ,{s}) =−L∗( f ,{n}) e λ( f ,{s}) =−λ( f ,{n}).

Como{n} e{s} são as únicas classes de Nielsen def , segue da aditividade que

L∗( f ,X) = L∗( f ,{s})+L∗( f ,{n}) = 0.

Este exemplo nos mostra que não podemos, em geral, utilizarL∗( f ,X) ou qualquer ı́ndice

derivado dele para detectar a existência de raı́zes def . Pode ocorrer que os ı́ndices das classes

de Nielsen se cancelem uns com os outros resultando emL∗( f ,X) = 0, mesmo quando alguma

classe de raı́zes tenha ı́ndice não nulo e seja essencial. Os seguintes teoremas mostram que

este tipo de cancelamento não pode ocorrer, porém, quandoX é compacto eY é uma variedade

compacta orientável.

Teorema 2.14Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao, y0 ∈Y um ponto, suponha que X́e compacto

e Y é uma variedade compacta. Sejamα eβ duas classes de Nielsen de f em y0 e use G= Z ou
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Z2 para o grupo de coeficientes para (co)homologia. Então L∗( f ,α;G) = ±L∗( f ,β;G). Além

disso, se Ýe orient́avel, ent̃ao L∗( f ,α;G) = L∗( f ,β;G). O mesmo vale para L∗ e, se estiverem

tamb́em definidos, paraλ e λ2.

Prova: Provamos o teorema paraL∗; a prova paraL∗, com mudanças óbvias, é essencialmente

a mesma. O caso paraλ e λ2 segue facilmente do caso paraL∗, pois

λ( f ,α)ν = Ln( f ,α;Z)(µ) = Ln( f ,β;Z)(µ) = λ( f ,β)ν, e

λ2( f ,α)ν = Ln( f ,α;Z2)(µ) = Ln( f ,β;Z2)(µ) = λ2( f ,β)ν.

Sejaq̂ : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ um recobrimento e um levantamento de Hopf paraf e sejam

ŷ0, ŷ1 ∈ q̂−1(y0). É suficiente mostrar que

L∗( f , f̂−1(ŷ1);G) =





L∗( f , f̂−1(ŷ0);G) seY é orientável

±L∗( f , f̂−1(ŷ0);G) caso contrário
.

Sejaγ̂ um caminho em̂Y de ŷ0 paraŷ1 e sejaγ = q̂◦ γ̂. Assim γ é um laço emy0. Pelo

Teorema 1.18, existe uma isotopia{ht : Y → Y} tal queh0 é a identidade eht(y0) = γ(t) para

todo t ∈ I . Levante{ht} a uma isotopia{ĥt : Ŷ → Ŷ} iniciando na identidade em̂Y. Então

{ĥt(ŷ0)} é um levantamento deγ iniciando emŷ0 e é, portanto, o mesmo queγ̂. Em particular

ĥ1(ŷ0) = γ̂(1) = ŷ1. Note que para cadat ∈ I fixado temoŝht ◦ f = ĥt ◦ f̂ , pois

q̂◦ (ĥt ◦ f̂ ) = (ht ◦ q̂)◦ f̂ = ht ◦ (q̂◦ f̂ ) = ht ◦ f .

Pelo Teorema 1.4,(ĥ0 ◦ f̂ )−1(ŷ1) = f̂−1(ĥ−1
0 (ŷ1)) = f̂−1(ŷ1) está{ht ◦ f}-relacionada a

(ĥ1◦ f̂ )−1(ŷ1) = f̂−1(ĥ−1
1 (ŷ1)) = f̂−1(ŷ0), pois se tivermosz0 ∈ f̂−1(ŷ0) ez1 ∈ f̂−1(ŷ1) temos

que(ĥ0◦ f̂ )(z0) = ĥ0( f̂ (z0)) = ĥ0(ŷ1) = ŷ1 e(ĥ1◦ f̂ )(z1) = ĥ1( f̂ (z1)) = ĥ1(ŷ0) = ŷ1. E portanto,

pelo Teorema 2.6,

L∗( f , f̂−1(ŷ1);G) = L∗(h0◦ f , f̂−1(ŷ1);G) = L∗(h1◦ f , f̂−1(ŷ0);G).

Assim, é suficiente provar queL∗(h1 ◦ f , f̂−1(ŷ0);G) = ±L∗( f , f̂−1(ŷ0);G). SejaN uma

vizinhança fechada dêf−1(ŷ0) tal queN− f̂−1(ŷ0) não possui raı́zes def emy0. Então temos

as aplicações

X
i
⊂ (X,X− f̂−1(ŷ0))

e
⊃ (N,N− f̂−1(ŷ0))

f ′
−→ (Y,Y−y0)

h′1−→ (Y,Y−y0),



37

onde f ′ é a aplicação definida porf e h′1 é o homeomorfismo definido porh1 : Y → Y. Note

queh′1 está bem definida porqueh1(y0) = γ(1) = y0. EntãoL∗( f , f̂−1(ŷ0);G) = f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ e

L∗(h1◦ f , f̂−1(ŷ0);G) = h′1∗ ◦ f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗. Assim,

L∗(h1◦ f , f̂−1(ŷ0)) = (h′1)∗ ◦L∗( f , f̂−1(ŷ0)).

O homomorfismoh′1∗ é induzido por um homeomorfismo e é portanto um isomorfismo.

Agora, para uma variedadeY, Hn(Y,Y−y0;G) ≈ G e Hp(Y,Y−y0;G) = 0 parap 6= n. Deste

modo, paraG = Z os únicos automorfismos deH∗(Y,Y− y0;G) sãoµ 7→ µ e µ 7→ −µ, e para

G = Z2 o único automorfismo deH∗(Y,Y − y0;G) é a identidadeµ 7→ µ. Assim, temos que

L∗(h1◦ f , f̂−1(ŷ0);G) =±L∗( f , f̂−1(ŷ0);G), como queriamos mostrar.

Agora suponha queY seja orientável. Mostraremos queh′1∗ é a identidade. Comoh1 :Y →Y

é homotópico a identidade, a aplicação induzidah1∗ : H∗(Y) → H∗(Y) é a identidade, deste

modo o diagrama comutativo

Y

h1
��

� � j // (Y,Y−y0)

h′1
��

Y � � j // (Y,Y−y0)

induz H∗(Y;G)
j∗ // H∗(Y,Y−y0;G)

h′1∗
��

H∗(Y;G)
j∗ // H∗(Y,Y−y0;G)

.

ComoY é compacta e orientável, temos quej∗n : Hn(Y;G)→Hn(Y,Y−y0;G) é um isomorfismo

eHp(Y,Y−y0;G) = 0 parap 6= n. Então j∗ é um epimorfismo o que implica queh′1∗ é também

a identidade. De fato, suponha que existaa ∈ Hn(Y,Y− y0) tal queh′1∗(a) 6= a. Como j∗n é

sobrejetora, existeb∈ Hn(Y;G) tal que j∗n(b) = a. Mas, neste caso,a 6= h′1∗(a) = h′1∗ ◦ j∗n(b) =

j∗n ◦h1∗(b) = j∗n(b) = a.

Ficou provado queL∗(h1◦ f , f̂−1(ŷ0);G) = h′1∗ ◦L∗( f , f̂−1(ŷ0);G) = L∗( f , f̂−1(ŷ0);G).
�

Terminamos este capı́tulo com uma seção de exemplos.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.15 (Auto aplicaç̃oes da esfera Sn, com n≥ 2). Sejaf : Sn → Sn uma auto aplicação

dan-esfera, comn≥ 2, e sejay0 ∈ Sn um ponto arbitrário. Então existe no máximo uma classe

de Nielsen paraf , pois sex0,x1 ∈ f−1(y0) eγ é um caminho qualquer emSn dex0 parax1, então

f ◦ γ é um laço emSn baseado emy0. ComoSn é simplesmente conexo paran≥ 2, f ◦ γ ≃p y0.

Comoλ( f ,Sn)=deg( f ), segue do Corolário 2.7 queN( f ,y0)= 1 se deg( f ) 6=0. Por outro lado,
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pelo Teorema Hn pág 53 de [11] (teorema devido a Hopf), se deg( f ) = 0 entãof é homotópica a

uma aplicação constante que pode ser tomada diferente dey0. AssimN( f ,y0)= 0 se deg( f )=0.

Além disso, segue dos Lemas 5.1 e 5.2 de [8] queMR( f ,y0) = 0 se deg( f ) = 0 (isto é óbvio,

pelo o que acabamos de dizer) eMR( f ,y0) = 1 se deg( f ) 6= 0. Em particular, segue-se que para

qualquer aplicaçãof : Sn → Sn, comn≥ 2, vale a identidadeN( f ,y0) = MR( f ,y0). O próximo

exemplo mostra que isso também vale em dimensão 1.

Exemplo 2.16 (Auto aplicaç̃oes da circunfer̂encia S1). Sejamf : S1 → S1 uma auto aplicação

da circunferênciaS1 e y0 ∈ S1 um ponto. Comoπ1(S1,x) ≈ Z é abeliano, podemos usar o

Teorema 1.15 para calcularR ( f ) = #coker( f∗1) : H1(S1;Z) → H1(S1;Z). Pela definição de

grau, f∗1(c) = deg( f )c para qualquerc∈ H1(S1;Z). Assim

R ( f ) = #coker( f∗1) = #(Z/deg( f )Z) =





∞ se deg( f ) = 0

|deg( f )| se deg( f ) 6= 0
.

De acordo com o Teorema-Definição 2.11,λ( f ,X) = deg( f ). Assim se deg( f ) 6= 0, então

N( f ,y0)> 0 e, pelo Corolário 1.19,N( f ,y0) = R ( f ) = |deg( f )|. Por outro lado, se deg( f ) = 0

entãoR ( f ) = ∞. E pelo Corolário 1.21,N( f ,y0) = 0. Concluı́mos que, em qualquer dos casos,

N( f ,y0) = |deg( f )|. Agora, como no exemplo anterior, usamos o Teorema de Hopf Hnpag 53

de [11], que afirma que duas auto-aplicações deS1 são homotópicas se, e somente se, tem o

mesmo grau, para calcularMR( f ,y0). Se deg( f ) = 0, entãof é homotópica a uma constante e

é claro queMR( f ) = 0. Por outro lado, se deg( f ) = d 6= 0, entãof é homotópica a aplicação

z 7→ zd que possuid raı́zes. Como, neste caso,N( f ,y0) = d, segue que tambémMR( f ,y0) = d.

Exemplo 2.17 (Aplicaç̃oes da figura oito em S1). SejaS1 a circunferência unitária no plano

complexo,S1 = {z∈C : ‖z‖= 1}. EntãoX = S1×{1}∪{1}×S1 é chamado a figura oito. Seja

f : X → S1 uma aplicação e fixe o ponto 1∈ S1. Vamos investigarN( f ,1) eMR( f ,1).

1

X

f

S1

Figura 2.1: Aplicações da figura oito emS1

Sejaml : S1 → X e r : S1 → X as inclusõesl(z) = (z,1) e r(z) = (1,z). Sejam também

j : S1 ⊂ (S1,S1−1), µ um gerador deH1(S1) e f∗1 como no Teorema 1.15. EntãoH1(X) é um

grupo abeliano gerado porl1(µ) e r1(µ) temos
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f∗1(al1(µ)+br1(µ)) = a f∗1(l1(µ))+b f∗1(r1(µ)) = (adeg( f∗1 ◦ l1)+bdeg( f∗1 ◦ r1))µ. (2.5)

Como j∗1 : H1(S1)→ H1(S1,S1−1) é um isomorfismo , temos

L∗( f ,X) = j∗ ◦ f∗ 6= 0.

Assim, se deg( f ◦ l) 6= 0 ou deg( f ◦ r) 6= 0, entãoN( f ,1)> 0.

Comoπ1(S1,s) é abeliano para qualquers, segue do Teorema 1.15 queR ( f ) = #cokerf∗1.

Da Equação 2.5 temos coker( f∗1)≈ Z/(deg( f ◦ l)Z+deg( f ◦ r)Z). Portanto

R ( f ) =





mdc(|deg( f ◦ l)|, |deg( f ◦ r)|), se qualquer grau é não nulo,

∞, se são ambos nulos.

No primeiro caso,N( f ,1) > 0. Assim, pelo Corolário 1.19,N( f ,1) = R ( f ). No último

caso,N( f ,1) = 0, pelo Corolário 1.21. Deste modo,

N( f ,1) =





0 se deg( f ◦ l) = deg( f ◦ r) = 0,

mdc(|deg( f ◦ l)|, |deg( f ◦ r)|) caso contrário.

Em particular, para a aplicaçãof (z1,z2) = z2
1z2 temos f ◦ l(z) = f (l(z)) = f (z,1) = z2 e

f ◦ r(z) = f (r(z)) = f (1,z) = z. AssimN( f ,1) = mdc(2,1) = 1. Note que, neste caso, apesar

do número de Nielsen ser igual a 1, qualquer aplicação homotópica af terá pelo menos duas

raı́zes. Isto acontece porque para qualquer aplicaçãof ′ homotópica af , a composiçãof ′ ◦ l terá

de grau 2 e possuirá, portanto, pelo menos duas raı́zes,z0 e z1 digamos. Então(z0,1) e (z1,1)

serão raı́zes def ′. Portanto, temos neste caso particular,MR( f ,1) = 2> N( f ,1) = 1.

Exemplo 2.18 SejaX o espaço constituido de uma circunferênciaS1 conectada por um seg-

mento de reta a outra circunferênciaS1 e sejaX′ = S1×{1}∪{1}×S1 a figura oito do Exemplo

2.17. Sejar : X →X′ a aplicação que colapsa o segmento de reta que une as duas circinferências.

Note quer definida desta forma é uma equivalência de homotopia. Sejaψ : X′ → S1 a

aplicação que restrita a cada circunferênciaS1 de X′ é homotópica a aplicação identidade de

S1. Temos queMR(ψ,1) = 1. Por outro lado, argumentos simples semelhantes aos utiliza-

dos no Exemplo 1.12 mostram queMR(ψ ◦ r,1) = 2. Isto mostra que o número mı́nimo de

raı́zesMR(·,y0) não é um invariante do tipo de homotopia do espaço domı́nio das aplicações,

conforme havı́amos adiantado na Observação 1.11. Para mais detalhes a este respeito, ver [12].
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X

X′

r

ψ

ψ◦ r

S1

Figura 2.2:MR( f ,y0) não é um invariante por tipo de homotopia

Exemplo 2.19 SejaX = ∨α∈ZSα um bouquet com uma quantidade infinita enumerável de cir-

cunferênciasSα. ConsidereX munido da topologia fraca com relação às circunferênciasSα.

Nesta topologia, um conjunto é aberto emX se, e somente se, sua interseção com cadaSα é

aberto. Sejaf : X → S1 uma aplicação. Para cadaα ∈ Z sejaiα : Sα ⊂ X a inclusão. Então,

como no Exemplo 2.17, mostra-se que

N( f ,1) =





0 se deg( f ◦ iα) = 0 para todoα,

mdcα(|deg( f ◦ iα)|) caso contrário.

Isto nos dá um exemplo não trivial de uma aplicação de um espaço não compactoX. Ele

também nos fornece uma fonte de exemplos ondeN( f ,1)< ∞, masMR( f ,1) = ∞.

Exemplo 2.20 (Aplicaç̃oes de S1 na figura oito). Como no Exemplo 2.17, sejaS1 a circun-

ferência unitária emC e seja aY figura oito,Y = S1×{1}∪{1}×S1. Sejay0 = (1,1). Ana-

lizamos a aplicaçãol : S1 → Y do Exemplo 2.17. Temosl(1) = y0 e 1 é a única raiz del em

y0. Deste modo existe uma única classe de Nielsen paral e N( f ,y0) ≤ 1. O espaçoY − y0

é a reunião de duas componentes por caminho contráteis; portantoH1(Y− y0) = 0. Segue da

exatidão da sequência

0= H1(Y−y0)→ H1(Y)
j∗1−→ H1(Y,Y−y0)→

que j∗1 é um monomorfismo. Deste modoL1(l ,X) = j∗1 ◦ l∗1 = 0 se, e somente se,l∗1 = 0.

Agora, sejapl : Y → S1 a projeção a esquerda,pl (z1,z2) = z1. Entãopl ◦ l é a identidade em

S1. Assim, usando qualquer grupo de coeficientes não trivial,segue quel∗1 6= 0. Isto prova que

L1(l ,X) 6= 0. LogoN(l ,y0)> 0 e, portanto,N(l ,y0) = 1. Também é claro queMR(l ,y0) = 1.
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Note que neste exemploR (l) = #coker(l#) = ∞. Assim, a desigualdadeN(l ,y0) < R (l)

vale apesar do fato deN(l ,y0)> 0. Contudo, esse fato não contradiz os resultados de Seção 1.2,

pois neste exemploY não é uma variedade, hipótese essencial daqueles resultados.

Exemplo 2.21 (Aplicaç̃oes do anel no anel pinçado). SejaX o anel aberto no plano complexo,

X = {z∈ C : 1/2< ‖z‖< 2}.

SejaJ o intervalo no eixox, J= {x+ iy∈X : 1/2< x< 2 e y= 0}⊂X. Pinçamos o conjuntoJ

a um ponto no espaçoX para obter um espaçoY = X/J. Sejaf : X →Y a projeçãof (z) = [[z]],

onde[[z]] é a classe de equivalência contendoz, isto é, f (z) = {z} sez 6∈ J e f (z) = J sez∈ J.

X Y

f
J

Figura 2.3: Aplicações do anel no anel pinçado

Sejay0 = J ∈Y. Então f−1(y0) = J. Mas dados dois pontosz0,z1 ∈ J podemos definir um

caminhoγ em X por γ(t) = (1− t)z0+ tz1 e entãof ◦ γ é o caminho constante emy0. Deste

modo, f−1(y0) = J é a única classe de Nielsen def . PortantoN( f ,y0) ≤ 1. A aplicação

r : X → S1 dada porr(z) = z/‖z‖ é um retrato por deformação e induz retrações por deformação

r ′ : Y → S1 e r ′′ : (Y,Y−y0)→ (S1,S1−1) tal que o seguinte diagrama é comutativo.

X
f //

r
��

Y

r ′
��

� � j // (Y,Y−y0)

r ′′
��

S1 S1 � � k // (S1,S1−1).

As retrações por deformaçãor, r ′, r ′′ induzem isomorfismos em todos os nı́veis de homo-

logia e k induz um isomorfismo no primeiro grupo de homologia. Segue que f∗1 e j∗1 são

isomorfismos. AssimL1( f ,X) = j∗1 ◦ f∗1 : H1(S1)→ H1(Y,Y−y0) é diferente de zero. Deste

modoN( f ,y0)> 0 e, portanto,N( f ,y0) = 1. Note queX eY são ambos não compactos.

Agora sejay0 qualquer outro ponto emY; entãoy0 = {z0} para um único pontoz0 ∈ X.

Se‖z0‖ 6= 1, então a aplicaçãof ′ = f ◦ r é homotópica af mas não possui raı́zes emy0. Se

‖z0‖ = 1, então podemos redefinirr por r(z) = 3z/2‖z‖ e, então,f ′ = f ◦ r é homotópico af

mas não possui raı́zes emy0.
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Isto prova queN( f ,y0) = 0, a menos quey0 = J, caso em queN( f ,z0) = 1. Isto nos faz

concluir que quandoY não é uma variedade, o número de NielsenN( f ,y0) pode ser dependente

da escolha do pontoy0 ∈Y.

A maior parte dos exemplos acima tem sido escolhidos por uma patologia ou outra. Nosso

próximo exemplo talvez seja o menos patológico dos exemplos.

Exemplo 2.22 SejaX = Y = Tn um toron-dimensional, quer dizer, o produto cartesiano an

componentes da circunferênciaS1. Sejam f : Tn → Tn uma aplicação ey0 ∈ Tn um ponto.

Como π1(T
n,x) é abeliano, segue do Teorema 1.15 queR ( f ) = #coker( f∗1), onde f∗1 é o

homomorfismo induzido no primeiro grupo de homologia com coeficientes inteiros.

Usamos o seguinte fato2 sobre homomorfismos de grupos abelianos livres: Sejaφ : G→ H

um homomorfismo de grupos abelianos livres de mesmo posto (finito) e sejaA a matriz de

φ relativa a uma base deG e uma base deH fixadas. Então, ou det(A) = 0, caso em que

#coker(φ) = ∞, ou det(A) 6= 0 e, neste caso, #coker(φ) =| det(A) |.

O grupoH1(T
n) é abeliano livre de poston. Escolha uma baseB= {b1, ...,bn} paraH1(T

n)

e sejaA= {ai j} a matriz def∗1 relativa a esta base. Então

R ( f ) =





∞ se det(A) = 0,

| det(A) | se det(A) 6= 0.

Mas também temos3 deg( f )=det(A). Comoλ( f ,Tn)=deg( f ), temosN( f )>0 se deg( f )=

det(A) 6= 0. Por outro lado, como acabamos de ver, se det(A) = 0, entãoR ( f ) = ∞. E neste

caso, pelo Corolário 1.21,N( f ) = 0. Concluı́mos que, em qualquer dos casos,

N( f ,y0) =| deg( f ) |= | det(A) | .

Para finalizar esta seção, apresentamos mais dois exemplos interessantes. Neles será impor-

tante considerar os espaços envolvidos munidos de uma estrutura celular. Estes dois exemplos

foram primeiramente desenvolvidos em [12] e posteriormente publicados em [8], onde mais

informações podem ser encontradas, além das apresentadas aqui.

2Uma prova resumida deste fato pode ser vista no rodapé da página 402 de [1].
3Este resultado é um exercı́cio clássico de Topologia Alg´ebrica que se faz utilizando-se da estrutura do anel de

cohomologiaH∗(Tn).
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Exemplo 2.23 Sejap2 : S2→RP2 o recobrimento duplo orientado deRP2. Vamos construir um

2-complexoK e uma aplicaçãof : K →RP2 tendo um levantamentõf : K → S2 e satisfazendo:

N( f ) = 2 e MR( f ) = 3.

Iniciamos construindo o 2-complexoK. SejamS1, S2 e S3 três cópias da 2-esfera conside-

radas como o bordo do 3-simplexo padrão∆3,

S1 = ∂〈x0,x1,x2,x3〉, S2 = ∂〈y0,y1,y2,y3〉, S3 = ∂〈z0,z1,z2,z3〉.

SejaK o 2-complexo (simplicial) obtido da união disjuntaS1 ⊔ S2 ⊔S3 identificando-se

[x0,x1] = [y0,y1] e [y0,y2] = [z0,z1]. Assim, cadaSi , i = 1,2,3, está mergulhada emK de modo

que

S1∩S2 = [x0,x1] = [y0,y1] e S2∩S3 = [y0,y2] = [z0,z1].

Então,S1∩S2∩S3 é um único pontox0 = y0 = z0. Veja a figura abaixo.

1
S

2
S

3
S 000

zyx ==

11
yx =

21
yz =

2
x

3
y

3
x

3
z

2
z

Figura 2.4: Um 2-complexo simplicial

Dois complexos simpliciaisA e B são isomorfos se, e somente se, existe uma bijeçãoφ

entre o conjunto de vértices deA e deB tal que{v1, . . . ,vs} é um simplexo deA se, e somente

se,{φ(v1), . . . ,φ(vs)} é um simplexo deB (veja [13], página 128). Usando este fato, podemos

construir homeomorfismosh21 : S2 → S1 e h32 : S3 → S2 tais queh21|S1∩S2 = identidadee

h32|S2∩S3 = identidade.

Seja f̂1 : S1 → S2 qualquer homeomorfismo deS1 sobreS2. Defina f̂2 = f̂1 ◦h21 : S2 → S2

e note quef̂2(x) = f̂1(x) parax ∈ S1∩S2. Agora, definaf̂3 = f̂2 ◦ h32 : S3 → S2 e note que

f̂3(x) = f̂2(x) parax ∈ S2∩S3. Em particular, f̂1(x0) = f̂2(x0) = f̂3(x0). Assim, f̂1, f̂2 e f̂3

podem ser conjuntamente utilizadas para se definir uma aplicação f̂ : K → S2 tal que f̂ |Si = f̂i

parai = 1,2,3.
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Seja f : K → RP2 a composiçãof = p2 ◦ f̂ , ondep2 : S2 → RP2 é o recobrimento duplo

canônico. Note quef#(π1(K)) = (p2)#(π1(S2)). Assim, podemos utilizar o Teorema 1.8 para

estudar as classes de Nielsen def através do seu levantamentof̂ .

Sejaa= f (x0) ∈ RP2 e sejap−1
2 (a) = {â,−â} a fibra dep2 sobrea.

O homomorfismôf∗ : H2(K)→ H2(S2) é sobrejetor, comH2(K)≈ Z3 eH2(S2)≈ Z. Logo,

toda aplicação deK em S2 homotópica af̂ é sobrejetora. Segue-se que, para toda aplicação

ĝ : K → S2 homotopica âf , tem-seĝ−1(â) 6= ∅ e ĝ−1(−â) 6= ∅. Pelo Teorema 1.8,̂f−1(â) e

f̂−1(−â) são as classes de Nielsen para raı́zes def e ambas são essenciais. Portanto,N( f ) = 2.

Para provar queµ( f ) ≥ 3, note que, segue do fato de cada restriçãof̂ |Si ser um homeo-

morfismo ep2 : S2 → RP2 ser um recobrimento duplo, que para cada aplicaçãog homotópica

a f , a equaçãog(x) = a deve possuir ao menos duas raı́zes em cadaSi , i = 1,2,3. Pela

decomposição deK, isto implica queµ( f ) ≥ 3. Agora, para provar queµ( f ) = 3, basta exi-

bir uma aplicaçãoϕ homotópica af que possua três raı́zes. Sejama0 = f̂ (x0) e a1 = f̂ (x1).

Entãoa0 e a1 são pontos distintos da esferaS2 e, pelo Lema 3.3 de [8] existe um recobrimento

duploq2 : S2 →RP2, isomorfo e homotópico ap2 tal queq−1
2 (a) = {a0,a1}, onde, como antes,

a= f (x0). Definaϕ : K →RP2 pela composiçãoϕ = q2◦ f̂ . Entãoϕ é homotópica af e temos

ϕ−1(a) = f̂−1({a0,a1}) = {x0,x1,b}, ondeb∈ S3 é o pontoh−1
32 (x1). Isto prova queµ( f ) = 3.

Agora, apresentamos um exemplo similar onde o contra-domı́nio da aplicaçãof construı́da é

o toroT2. Neste exemplo, o complexoK, domı́nio da aplicaçãof , é um pouco mais complicado.

Exemplo 2.24 Sejap2 : T2 → T2 um recobrimento duplo. Vamos construir um 2-complexoK

e uma aplicaçãof : K → T2 tendo um levantamentôf : K → T2 ao longo dep2 e satisfazendo:

N( f ) = 2 e MR( f ) = 3.

Iniciamos construindo o 2-complexoK. Considere três cópiasT1, T2 e T3 do toro com

decomposição celular minimal. Sejaαi (respectivamenteβi) a 1-célula fechada longitudinal

(respectivamente meridional) do toroTi , i = 1,2,3. SejaK o 2-complexo obtido da união

disjuntaT1⊔T2⊔T3 identificando-se

α1 = α2 e α3 = β2.

Isto é, K é obtido colando-se os torosT1 e T2 através das 1-células fechadas longitudi-

nais e, em seguida, colando-se a 1-célula fechada longitudinal do toroT3 na 1-célula fechada

meridional do toroT2.
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Cada toroTi está mergulhado emK de modo que

T1∩T2 = α1 = α2, T2∩T3 = α3 = β2 e T1∩T3 = T1∩T2∩T3 = {e0},

ondee0 é a (única) 0-célula deK, correspondendo as 0-células deT1, T2 e T3 através das

identificações. O 2-complexoK está ilustrado na figura abaixo.

21
aa =

1
b

32
ab =

0
e

3
b

Figura 2.5: Um 2-complexo obtido colando-se três toros

Daqui em diante, escrevemosTi para denotar a imagem do toro originalTi emK.

Existem homeomorfismosh21 : T2 → T1 e h32 : T3 → T2 com h21|T1∩T2 = identidade,

h32|T2∩T3 = identidadee tais queh21 aplicaβ2 sobreβ1 eh32 aplicaβ3 sobreα2. Assim, dado

um pontox3 ∈ β3 , tem-seh32(x3) ∈ α1 = T1∩T2. Utilizaremos este fato mais adiante.

Seja f̂1 : T1 → T2 um homeomorfismo aplicando longitude em longitude e meridiano em

meridiano. Definâf2 = f̂1 ◦h21 : T2 → T2 e note quêf2(x) = f̂1(x) parax∈ T1∩T2. Agora,

defina f̂3 = f̂2◦h32 : T3 → T2 e note quêf3(x) = f̂2(x) parax∈ T2∩T3. Em particular, temos

que f̂1(e0) = f̂2(e0) = f̂3(e0). Assim, f̂1, f̂2 e f̂3 podem ser conjuntamente utilizadas para se

definir uma aplicaçãôf : K → T2 tal que f̂ |Ti = f̂i parai = 1,2,3.

Sejap2 : T2 → T2 um recobrimento duplo arbitrário. (Podemos considerar, por exemplo,

o recobrimento duplo longitudinal que associa a cada pontoz∈ T2, considerado como um par

(z1,z2) ∈ S1×S1, o pontop2(z) = (z2
1,z2)).

Defina a aplicaçãof : K → T2 pela composiçãof = p2◦ f̂ .

Para que se possa utilizar o Teorema 1.8 para estudar as classes de Nielsen para raı́zes de

f através das informações sobref̂ , precisamos provar quef#(π1(K)) = (p2)#(π1(T
2)). Agora,

como f# = (p2)# ◦ f̂#, é suficiente provar quêf# é um epimorfismo.É isto o que faremos.

Considere a composiçãôf ◦ l : T1 → T2, ondel : T1 →֒ K é a inclusão óbvia. Esta composição

é exatamente o homeomorfismof̂1 e, portanto, o homomorfismo induzidôf#◦ l# = ( f̂1)# é um

isomorfismo. Segue-se quêf# é um epimorfismo.
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Sejaa= f (e0) ∈ T2 e sejap−1
2 (a) = {â, â′} a fibra dep2 sobrea. (Sep2 é o recobrimento

duplo longitudinal, como acima, então se ˆa= (â1, â2), tem-se ˆa′ = (−â1, â2)).

O homomorfismôf∗ : H2(K)→ H2(T
2) é sobrejetor, comH2(K)≈Z3 eH2(T

2)≈Z. Logo,

toda aplicação deK emT2 homotópica af̂ é sobrejetora. Segue-se que, para toda aplicação

ĝ : K → T2 homotópica af̂ , tem-seĝ−1(â) 6= ∅ e ĝ−1(â′) 6= ∅. Pelo Teorema 1.8,̂f−1(â) e

f̂−1(â′) são as classes de Nielsen para raı́zes def e ambas são essenciais. Portanto,N( f ) = 2.

Para provar queµ( f ) = 3, note que, cada restriçãôf |Ti é um homeomorfismo ep2 :T2 →T2

é um recobrimento duplo, então para cada aplicaçãog homotópica af , a equaçãog(x) = a deve

possuir ao menos duas raı́zes em cadaTi , i = 1,2,3. Pela decomposição deK, isto implica

queµ( f ) ≥ 3. Agora, suponha quex3 é um ponto emβ3, diferente dee0. Como temos visto,

h32(x3)∈ α1 ⊂ T1∩T2. Sejax12= h32(x3). Pela definição dêf , temosf̂ (x12) = f̂ (x3) 6= f̂ (e0).

Denotey0 = f̂ (e0) ey1 = f̂ (x12).

Sejaa ∈ T2 e sejap−1
2 (a) = {â, â′} a fibra dep2 sobrea. ComoT2 é uma superfı́cie,

existe um homeomorfismoh : T2 → T2 homotópico a aplicação identidade tal queh(y0) = â

e h(y1) = â′. Sejaq2 : T2 → T2 a composiçãoq2 = p2 ◦ h e sejaϕ : K → T2 a composição

ϕ = q2◦ f̂ . Entãoϕ é homotópica af eϕ−1(a) = {e0,x12,x3}. Comoµ( f )≥ 3, isto mostra que

µ( f ) = 3.

Observaç̃ao 2.25 (O papel da compacidade). Para a maior parte da teoria como desenvolvida

até agora não temos assumido seX ouY é compacto. No Exemplo 2.19, o espaçoX (o bouquet

de um número infinito de circunferências) não é compacto, e a aplicaçãof pode ser construı́da

para ter qualquer número de Nielsen finito desejado. No Exemplo 2.21, os espaçosX e Y

são ambos não compactos eN( f ,y0) = 1. Por outro lado, o importante Teorema 2.6 e seus

corolários requerem queX seja compacto.



Caṕıtulo 3

Teoria do Grau de Hopf

Neste capı́tulo trataremos apenas de aplicações entre variedades de mesma dimensão. Nossa

meta é apresentar dois dos teoremas mais importantes da teoria topológica de raı́zes, Teoremas

3.4 e 3.6 abaixo, ambos devidos originalmente a Hopf [2]. Vamos restringir nossa apresentação

a variedades compactas (sem bordo), orientáveis ou não. Versões de ambos teoremas são ver-

dadeiras para aplicações de variedades de mesma dimensão, com ou sem bordo, compactas

ou não-compactas e orientáveis ou não-orientáveis. Boa parte deste capı́tulo será dedicada à

exposição de técnicas para lidar com a não-orientabilidade.

3.1 Os Teoremas de Hopf

Os Teoremas de Hopf, pontos centrais deste capı́tulo, fazemuso de dois conceitos, ainda não

definidos, associados a uma aplicaçãof : X → Y de duas variedades de mesma dimensão. O

primeiro deles é a propridade def ser transversala um pontoy0 ∈ Y. O segundo é ograu

absolutode f , denotado porA( f ). Damos a definição de transversalidade logo. A definição

de grau absoluto é mais envolvente e levará mais tempo paraser desenvolvida.́E suficiente

dizer neste ponto queA( f ) é um invariante homotópico def e que, quandof é uma aplicação

de variedades compactas orientáveis, tem-seA( f ) =| deg( f ) |. Deste modoA( f ) generaliza o

grau ordinário de Brouwer para variedades não necessariamente orientáveis.

Definição 3.1 Sejamf : X →Y uma aplicação de variedadesn-dimensionais ey0∈Y um ponto.

Diz-se quef é transversalay0 sey0 possui uma vizinhançaN uniformemente recoberta porf ,

47



48

isto é, a pré-imagemf−1(N) pode ser escrita como uma reunião disjunta

f−1(N) =
⋃

x∈ f−1(y0)

Nx

onde cadaNx é uma vizinhança dex∈ f−1(y0) que é aplicada homeomorficamente emN por f .

Observe que ser tranversal ay0 é ser um recobrimento (local) no pontoy0. Logo, f : X →Y

é um recobrimento se, e somente se,f é transversal a todo pontoy0 ∈Y.

Nesta definição, podemos exigir que as vizinhanças sejamhomeomorfas a bolas abertas, já

que toda vizinhança dey0 contém uma vizinhança homeomorfa a uma bola aberta (Y é uma

variedade) e qualquer aberto contido em um outro que seja uniformemente recoberto é também

uniformemente recoberto.

Paraf ser transversal emy0 é necessário quef seja um homeomorfismo local em cada ponto

x∈ f−1(y0), isto é, que cadax∈ f−1(y0) possua uma vizinhança que é aplicada homeomorfica-

mente sobre sua imagem. Em geral, esta condição não é suficiente, exceto quandof é própria.

Como trataremos de aplicações cujo domı́nio, a variedadeX, é compacta, isto sempre ocorre.

Observaç̃ao 3.2 Suponhaf : X → Y uma aplicação den-variedades,y0 ∈ Y e ambasX e Y

triangularizáveis. Então podemos triangularizarY de modo quey0 esteja em um simplexo

abertos de dimensãon. Pelo Teorema da Aproximação Simplicial (ver pag 177 de [5]), existe

uma triangularização deX suficientemente fina de modo que podemos aproximarf por uma

aplicação simplicialg homotópica af . Entãog−1(s) é a reunião disjunta den-simplexos abertos

cada um dos quais é aplicado homeomorficamente sobres. Assimg é transversal emy0. Isto

mostra que para qualquer aplicaçãof : X → Y de n-variedades triangularizáveis e qualquer

y0 ∈Y, existe uma aplicação homotópica af que é transversal emy0.

Mais geralmente, temos o seguinte teorema para aplicações entre variedades topológicas:

Teorema 3.3 (Teorema 4.3 de [14])Suponha f: X → Y uma aplicaç̃ao entre n-variedades e

y0 ∈Y. Ent̃ao existe uma aplicação f′ : X →Y homot́opica a f quée transversal a y0.

Como os principais entes matemáticos manipulados neste trabalho são invariantes por ho-

motopia, o Teorema 3.3 nos mostra que exigir que as aplicaç˜oes dadas a priori sejam transversais

ay0 não acarreta em hipótese extra.

Antes de definir os novos conceitos envolvidos no enunciado edemonstração dos Teoremas

de Hopf, passamos já ao enunciado e a breve exploração destes dois teoremas.
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Teorema 3.4 (1o Teorema de Hopf) Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao de n-variedades com-

pactas e y0 ∈Y um ponto. Ent̃ao

(1) Toda aplicaç̃ao homot́opica a f e transversal a y0 possui pelo menosA( f ) raı́zes em y0.

(2) Existe uma aplicaç̃ao homot́opica a f e transversal a y0 que possuiA( f ) raı́zes em y0.

Em dimensão 1, a circunferênciaS1 é a única variedade compacta e sabemos que auto

aplicações deS1 são homotópicas se, e somente se, tem o mesmo grau. Vimos noExemplo 2.16

que toda aplicaçãof : S1 → S1 possui pelo menos| deg( f ) | raı́zes. Por outro lado, a aplicação

z 7−→ zr do cı́rculo unitário possui exatamenter raı́zes emy0, possui graur, e é transversal a

y0 para qualquery0 ∈ Y. Isto mostra que o Teorema 3.4 vale em dimensão 1. A prova para

n= 2 requer métodos bem diferentes do que os utilizados no cason> 2 e de todo ferramental

utilizado neste trabalho. Por esse motivo, não apresentamos esta prova, indicamos ao leitor ver

a prova em [15]. Provaremos o Teorema 3.4 para o cason> 2 no final deste capı́tulo.

Veremos também no Corolário 3.26 queA( f )> 0 implicaN( f )> 0. Assim o Teorema 3.4

possui o seguinte corolário importante:

Corolário 3.5 Sejam f um aplicaç̃ao de n-variedades compactas e y0 ∈ Y um ponto. Ent̃ao

são equivalentes as desigualdades:

A( f )> 0, N( f )> 0 e MR( f ,y0)> 0.

Prova: Pelo Corolário 3.26,A( f ) > 0 implicaN( f ) > 0. Já sabemos queN( f ) > 0 implica

MR( f ,y0) > 0. Certamente se #g−1(y0) > 0 para toda aplicaçãog homotópica af , então

#g−1(y0) > 0 para toda aplicaçãog homotópica af e transversal ay0. Deste modo, segue

do Teorema 3.4 queMR( f ,y0)> 0 implicaA( f )> 0.
�

O Segundo Teorema de Hopf responde uma das questões centrais da Teoria de Raı́zes para

aplicações entre variedades compactas, a saber, o já mencionado problema de Wecken.

Teorema 3.6 (2o Teorema de Hopf) Sejam f uma aplicaç̃ao de n-variedades compactas, com

n 6= 2, e y0 ∈Y um ponto. Ent̃ao existe uma aplicação homot́opica a f que possui exatamente

N( f ,y0) raı́zes em y0. Portanto N( f ,y0) = MR( f ,y0).
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Em dimensão 1, toda aplicaçãof : S1 → S1 ⊂ C é homotópica a uma aplicação da forma

f (z) = zr que possui exatamenter raı́zes em qualquer pontoy0 ∈ S1. Pelo Exemplo 2.16, temos

N( f ) =| deg( f ) |= r. Assim o Teorema vale paran= 1. Faremos a prova para o cason> 2 no

final da última seção deste capı́tulo.

Paran= 2, o resultado do 2o Teorema de Hopf é falso! Contra-exemplos não são triviais;

abaixo apresentamos (sem muitos detalhes) o primeiro contra-exemplo que se conhece da lite-

ratura. Acredita-se que ele já fosse conhecido por Hopf, embora sua publicação se deva a Lin

[16], referência onde todos os detalhes podem ser encontrados.

Antes de apresentar o exemplo, destacamos que, em 2005, Gonc¸alves e Wong [9] demons-

traram uma versão do Teorema 3.6 para o caso em que o número de Nielsen é nulo. Eles

provaram que, neste caso, o númeroMR( f ,y0) também é nulo. Utilizaremos este fato para

simplificar alguns argumentos do exemplo que apresentamos agora.

Exemplo 3.7 SejamX o bitoro (a soma conexa de dois toros) e sejaY o toro. Sejaf1 : X →Y

um recobrimento ramificado a 2-folhas com dois pontos de ramificaçãoy1,y2 ∈Y. Então ambos

f−1
1 (y1) e f−1

1 (y2) contém apenas um ponto. Sejaf2 : Y → Y um recobrimento longitudinal a

3-folhas comf2(y1) = y0 e f2(y2) = y0. Seja f = f2◦ f1 : X →Y. Então f é um recobrimento

ramificado com apenas o pontoy0 de ramificação.

f1 f2

f = f2◦ f1

y0
y1

y2
y3

a1 a2 a a

b1 b2 bb

YYX

Figura 3.1: O contra-exemplo de Lin

De acordo com os argumentos (da teoria de recobrimentos ramificados) apresentados por

[16], temosMR( f ,y0) = # f−1(y0) = 4. Sendof uma aplicação entre variedades compactas,

segue do Teorema 2.1 de [9] queN( f )> 0. E do Corolário 1.19 resultaN( f ) = R ( f ).
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Por definiçãoR ( f ) = #(π1(Y)/ f#(π1(X))). Para determinarf#(π1(X)) vejamos comof#

atua nos geradores deπ1(X). Sabemos queπ1(X)≈
〈

a1,b1,a2,b2|a1b1a−1
1 b−1

1 a2b2a−1
2 b−1

2

〉
, e

π1(Y)≈ 〈a,b|[a,b]〉. Pelas caracterı́sticas def1 e f2 temos quef1#(a1) = f1#(a2) = a, f1#(b1) =

f1#(b2) = b, f2#(a) = a e f2#(b) = 3b. Então f# = ( f2# ◦ f1#)(a1) = ( f2# ◦ f1#)(a2) = a e

( f2#◦ f1#)(b1) = ( f2#◦ f1#)(b2) = 3b. Logo f#(π1(X))≈ Z⊕3Z. Assim,

R ( f ) = #(π1(Y)/ f#(π1(X))) = #(Z⊕Z/Z⊕3Z) = #Z3 = 3.

Portanto, 3= R ( f ) = N( f )< MR( f ,y0) = 4.

3.2 Multiplicidade e grau absoluto

Nesta seção apresentamos os conceitos envolvidos no enunciado e demonstração dos Teoremas

de Hopf. Os principais deles são multiplicidade, grau absoluto e orientabilidade de funções.

Iniciamos recordando alguns fatos importantes da teoria deespaços de recobrimento. Deta-

lhes podem ser vistos em [3].

SejaX uma variedade ep : X→ X seu recobrimento universal. Fixe um pontox0 ∈ X para

ser o ponto base e escolhax0 ∈ p−1(x0). Cada laçoβ emX baseado emx0 se levanta, através

dep, a um único caminhõβ emX iniciando emx0. O ponto finalβ̃(1) deste caminho depende

somente da classe de homotopia deβ. Isto nos dá uma associação

π1(X,x0)→ p−1(x0) definida por [β] 7→ β̃(1),

que, pelo Teorema 54.4 [3] é uma bijeção.

Agora, sejaGX o grupo das transformações do recobrimentop : X→ X. Pelo Teorema 79.2

de [3], cada transformaçãoτ ∈ GX é univocamente determinada pelo seu valor no ponto base

x0, quer dizer, dado um pontox1 ∈ X, existe uma única transformação de recobrimentoτ ∈ GX

tal queτ(x0) = x1.

Os resultados descritos neste dois últimos parágrafos nopermitem construir uma aplicação

Φ : π1(X,x0)→ GX

que associa a cada[β] ∈ π1(X,x0) a única transformação de recobrimentoτβ ∈ GX tal que

τβ(x0) = β̃(1). Segue dos resultados do §81 de [3] queΦ é um isomorfismo de grupos.

Dizemos que um laçoβ emX baseado emx0 é um laçopreservando orientaç̃ao ou inver-

tendo orientaç̃ao conformeτβ é um homeomorfismo preservando ou invertendo orientação(o
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espaço de recobrimento universalX, por ser simplesmente conexo, é orientável). Comoτβ de-

pende apenas da classe de homotopia com pontos finais fixados de β, assim é a propriedade de

preservar ou inverter orientação. Se o laçoβ está preservando (invertendo) orientação, assim

está o laçoαβα−1, para qualquer caminhoα em X terminando no ponto basex0. A classe

de homotopia com pontos finais fixados de laços preservando orientação emX (baseados em

x0) forma um subgrupoπ0
1(X,x0) deπ1(X,x0). Seπ0

1(X,x0) = π1(X,x0), entãoX é orientável.

Caso contrário,π0
1(X,x0) tem ı́ndice 2 emπ1(X,x0), pois o produto de dois laços invertendo

orientação está preservando orientação. Neste caso existe um recobrimento duplo ˜p : X̃ → X

tal que p̃#(π1(X̃, x̃0)) = π0
1(X, p̃(x̃0)). A variedadeX̃ é orientável e o recobrimento é unico a

menos de homeomorfismos e é chamado orecobrimento duplo orientado de X.

Proposiç̃ao 3.8 (Critério de orientabilidade de laços)Sejam X uma variedade,p̃ : X̃ → X o

recobrimento duplo orientado de X eβ um laço em X baseado em x0. Ent̃ao [β] ∈ π0
1(X,x0) se,

e somente se,β se levanta a um laço em̃X atrav́es dep̃.

Prova: Primeiro selecione um ponto ˜x0 ∈ p̃−1(x0).

Suponhamos que[β] ∈ π0
1(X,x0). Comop̃#(π1(X̃, x̃0)) = π0

1(X,x0), existeσ ∈ π1(X̃, x̃0) tal

que p̃#([σ]) = [p̃◦σ] = [β] = [p̃◦ β̃], ondeβ̃ é o levantamento deβ em X̃. Pelo Teorema 54.3

pág 344 de [3],σ e β̃ tem os mesmos pontos finais, o que implica queβ̃ é um laço.

Suponhamos agora queβ se levanta a um laço em̃X, digamosβ̃. Assim [β̃] ∈ π1(X̃, x̃0) e

p̃#([β̃]) = [p̃◦ β̃] = [β], o que mostra que[β] ∈ π0
1(X,x0).

�

A classificação que definiremos agora é fundamental para estudar aplicaçõesf : X →Y de

variedades quando ouX ouY é não-orientável.

Definição 3.9 Seja f : X →Y uma aplicação de variedades. Então:

1. Dizemos quef é dotipo I se dado qualquer laçoγ emX, o laço f ◦ γ preserva orientação

se, e somente se,γ preserva orientação. Estas aplicações são também chamadasverdadei-

ramente orient́aveis.

2. Dizemos quef é dotipo II se não é tipo I, mas também não existe laçoγ emX invertendo

orientação tal quef ◦ γ é contrátil.

3. Dizemos quef é dotipo III se existe laçoγ emX invertendo orientação tal quef ◦ γ é

contrátil.
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Aplicações que são do tipo I ou do tipo II são chamadasorientáveis. Aplicações do tipo III

são chamadasnão-orient́aveis.

Exemplo 3.10 (Aplicaç̃oes do tipo I). Qualquer aplicaçãof : X →Y de variedades orientáveis

é tipo I. Mais geralmente, qualquer homeomorfismo é tipo I.Ainda mais geralmente, qualquer

recobrimentoq : Y → Y é tipo I. Para ver isso note que seα é um laço emY, então ambos

α e q◦α induzem a mesma transformação de recobrimentoτα : YU → YU em seu espaço de

recobrimento universal comum. De fato: Sejap :YU →Y o recobrimento universal deY. Então,

pelo Teorema 80.3 pág 486 de [3], existe um recobrimentor : YU → Y tal queq◦ r = p. Isto

implica que os levantamentos deα aYU através der e deq◦α aYU através dep coincidem.

Portanto eles induzem a mesma transformação de recobrimento, ou seja,τα = τq◦α : YU →YU .

Assimq◦α preserva orientação se, e somente se,α preserva orientação.

Exemplo 3.11 (Aplicaç̃ao do tipo II). Considere o toroT como o espaço quociente do quadrado

unitário com(s,0) identificado a(s,1) e (0, t) identificado a(1, t). Considere a garrafa de

Klein K como o espaço quociente do quadrado unitário com(s,0) identificado a(s,1) e (0, t)

identificado a(1,1− t). Definap̃ : T→K por

p̃([(s, t)]) =





[(2s, t)] para 0≤ s≤ 1/2,

[(2s−1, t)] para 1/2≤ s≤ 1.

Então p̃ é um recobrimento a duas folhas deK pela variedade orientávelT, sendo portanto o

recobrimento duplo orientado deK.

T

K

α α

ββ

α̃
α̃ β̃

β̃

p̃

Figura 3.2: O recobrimento duplo orientado deK

Sejamβ o laço emK dado porβ(s) = [(s,0)] e γ o laçoγ(t) = [(0, t)]. Entãoπ1(K, [(0,0)])

é gerado por[β] e [γ]. O laçoβ levanta através de ˜p ao caminhõβ dado porβ̃(s) = [(s/2,0)].
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Comoβ̃ não um laço, entãoβ inverte orientação, pela Proposição 3.8. Por outro lado, γ levanta

ao caminhõγ(t)= [(0, t)] que é um laço e, assim,γ presenva orientação. Agora definaf :K→T

por f ([(s, t)]) = [(s,0)]. Então f ◦β(s) = [(s,0)]. E assim[ f ◦β] é um dos geradores usuais de

π1(T, [(0,0)]) e, portanto, não é contrátil. Tambémf ◦β é um laço no espaço orientávelT e

portanto preserva orientação.

Deste modof não pode ser do tipo I. Também temosf ◦γ(t)= f ([(0, t)])= [(0,0)]. Embora

π1(K, [(0,0)]) não seja abeliano, o fato deβγβ−1γ ser contrátil pode ser usado para escrever

qualquer elemento deπ1(K, [(0,0)]) na forma[β]m[γ]n. Mas f#([β]m[γ]n) = [ f ◦β]m[ f ◦ γ]n =

[ f ◦β]m. Comoπ1(T, [(0,0)]) é abeliano livre com[ f ◦β] sendo um de seus geradores,[ f ◦β]m

não pode ser trivial, a menos quem= 0. Deste modo, os únicos laços emK que são aplicados a

laços contráteis são aqueles homotópicos com pontos finais fixados aγn para algumn, e todos

estes preservam orientação. Portantof não é do tipo III, sendo então do tipo II.

Exemplo 3.12 (Aplicaç̃ao do tipo III). Considere a 2-esferaS2 como o disco unitário fechado

D2 com o bordo identificado a um ponto e sejaq : D2 → S2 a aplicação quociente corres-

pondente. Considere o plano projetivoRP2 como o discoD2 com pontos antı́podas do bordo

identificados e sejap : D2 → RP2 a aplicação quociente correspondente. Entãop e q induzem,

por passagem ao quociente, uma aplicaçãof : RP2 → S2 tal que f ◦ p= q.

D2

p
��

q

!!C
CC

CC
CC

CC

RP2
f

// S2

ComoRP2 é não-orientável, ele possui um laçoβ invertendo orientação. ComoS2 é simples-

mente conexo,f ◦β é contrátil. Portantof é tipo III.

Teorema 3.13Seja f : X → Y uma aplicaç̃ao de n-variedades com X não-orient́avel e seja

y0 ∈ Y. Sejamp̃ : X̃ → X o recobrimento duplo orientado de X êq : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ um

recobrimento e um levantamento de Hopf para f .

X̃

p̃
��

Ŷ

q̂
��

X

f̂
88rrrrrrrrrrrrr

f
// Y

Então:
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(1) A aplicaç̃ao f é tipo III se, e somente se,q̂ e f̂ ◦ p̃ s̃ao um levantamento e um recobrimento

de Hopf para f◦ p̃.

(2) Se f é tipo III, ent̃ao p̃−1(α) é uma classe de Nielsen de f◦ p̃ em y0 se, e somente se,α é

uma classe de Nielsen de f em y0. Neste casõp leva o conjunto das classes de Nielsen

de f◦ p̃ bijetivamente sobre o conjunto das classes de Nielsen de f .

Prova: Para provar (1), seja ˜x um ponto arbitrário emX̃. Sabemos quêq e f̂ ◦ p̃ são um

levantamento e um recobrimento de Hopf paraf ◦ p̃ se, e somente se,( f ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)) =

q̂#(π1(Ŷ, f̂ ◦ p̃(x̃))). Agora comôq e f̂ são um recobrimento e um levantamento de Hopf para

f , entãof#(π1(X, p̃(x̃))) = q̂#(π1(Ŷ, f̂ ◦ p̃(x̃))). Segue quêq e f̂ ◦ p̃ são um levantamento e um

recobrimento de Hopf paraf ◦ p̃ se, e somente se,

( f ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)) = f#(π1(X, p̃(x̃))). (3.1)

Mostraremos que (3.1) vale se, e somente se,f é do tipo III.

Suponha primeiro quef seja do tipo III. O lado esquerdo de (3.1) está claramente contido

no direito. Precisamos mostrar que o lado direito está contido no esquerdo. Para isso seja

[β] ∈ f#(π1(X, p̃(x̃))) arbitrário. Então[β] = [ f ◦α] para algum laçoα em X em p̃(x̃). Seα

preserva orientação, entãoα levanta a um laçõα emX̃ emx̃ e então( f ◦ p̃)#([α̃]) = [ f ◦ p̃◦ α̃] =

[ f ◦α] = [β], donde[β] ∈ ( f ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)). Suponha agora queα inverta orientação. Comof

é do tipo III, existe um laçoα′ emX baseado em ˜p(x̃) invertendo orientação e tal que[ f ◦α′] é

contrátil. Entãoσ = αα′ é um laço preservando orientação. Assimσ levanta a um laçõσ emX̃

em x̃. Então( f ◦ p̃)#([σ̃]) = [ f ◦ p̃◦ σ̃] = [ f ◦σ] = [ f ◦ (αα′)] = [ f ◦α][ f ◦α′] = [ f ◦α] = [β],

donde[β] ∈ ( f ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)). Isso mostra que sef é do tipo III, então (3.1) vale.

Agora suponha que (3.1) valha. Para mostrar quef é tipo III, precisamos encontrar um laço

α′ invertendo orientação emX tal que[ f ◦α′] seja contrátil. ComoX é não-orientável, existe

um laçoα emX em p̃(x̃) invertendo orientação. De (3.1) existe um laçoσ em X̃ em x̃ tal que

[ f ◦ p̃◦σ] = [ f ◦α]. E portantof ◦ ((p̃◦σ)α−1) é contrátil. Veja que ˜p◦σ preserva orientação,

pois levanta ao laçoσ em X̃. Pela escolha deα e consequentemente deα−1, temos queα−1

inverte orientação. Deste modo,(p̃◦σ)α−1 é o laçoα′ desejado. Isto completa a prova da

afirmação (1) do teorema.

A segunda afirmação segue facilmente da parte (1) e do fato que p̃ é sobrejetora. As

classes de Nielsen def em y0 são os conjuntos não vazios da formaf̂−1(ŷ0) e, quandof

é do tipo III, segue de (1) que as classes de raı́zes def ◦ p̃ são os conjuntos não vazios da
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forma ( f̂ ◦ p̃)−1(ŷ0) = p̃−1( f̂−1(ŷ0)) com ŷ0 ∈ q̂−1(y0). Segue da sobrejetividade de ˜p que

p̃(p̃−1( f̂−1(ŷ0))) = f̂−1(ŷ0). Assim, p̃ aplica o conjunto das classes de Nielsen def ◦ p̃ bijeti-

vamente no conjunto das classes de Nielsen def .
�

Teorema 3.14Seja f: X →Y uma aplicaç̃ao orient́avel (aplicaç̃ao do tipo I ou do tipo II) de n-

variedades, com X ñao-orient́avel, e seja y0∈Y um ponto. Sejãp : X̃ →X o recobrimento duplo

orientado de X, sejam̂q : Ŷ →Y e f̂ : X → Ŷ o recobrimento e o levantamento de Hopf para f

e sejamq̌ : Y̌ → Ŷ e f̌ : X̃ → Y̌ o recobrimento e o levantamento de Hopf paraf̂ ◦ p̃ : X̃ → Ŷ ,

conforme o diagrama

Y̌

q̌
��

X̃

f̌
@@��������

p̃
��

Ŷ

q̂
��

X

f̂
@@��������

f
// Y

Então:

(1) As aplicaç̃oesq̂◦ q̌ e f̌ são um recobrimento e um levantamento de Hopf para f◦ p̃.

(2) O recobrimentǒq possui duas folhas.

(3) Sejaα uma classe de Nielsen de f em y0.

(a) Temosp̃−1(α) = α̃0⊔ α̃1 para duas classes de Nielsenα̃0 e α̃1 de f◦ p̃.

(b) As duas classes estão relacionadas porτ(α̃0)= α̃1, ondeτ : X̃ → X̃ é a transformaç̃ao

de recobrimento de perı́odo dois deX̃.

(c) Cada uma das classesα̃0 e α̃1 é aplicada bijetivamente sobreα por p̃.

Prova: Para provar (1), tome ˜x ∈ X̃ . Comoq̌ é um recobrimento de Hopf parâf ◦ p̃, temos

( f̂ ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)) = q̌#(π1(Y̌, f̌ (x̃))). Usando a comutatividade do diagrama acima, temos:

( f ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)) = (q̂◦ f̂ ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)) = q̂#(( f̂ ◦ p̃)#(π1(X̃, x̃)))

= q̂#(q̌#(π1(Y̌, f̌ (x̃)))) = (q̂◦ q̌)#(π1(Y̌, f̌ (x̃)))).

Assim q̂◦ q̌ é um recobrimento de Hopf paraf ◦ p̃ e, ainda,f̌ levantaf ◦ p̃ através dêq◦ q̌,

poisq̂◦ q̌◦ f̌ (x̃)= q̂(q̌◦ f̌ (x̃))= q̂( f̂ ◦ p̃(x̃))= (q̂◦ f̂ )◦ p̃(x̃)= f ◦ p̃(x̃). Assim f̌ é o levantamento

de Hopf def ◦ p̃ correspondente ao levantamento de Hopfq̂◦ q̌.
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Agora provamos (2). Note quêf# : π1(X, p̃(x̃)) → π1(Ŷ, f̂ (p̃(x̃))) é um epimorfismo. De

fato: Segue do fato quêq e f̂ são um recobrimento e um levantamento de Hopf paraf , que

q̂#( f̂#(π1(X, p̃(x̃)))) = f#(π1(X, p̃(x̃)))) = q̂#(π1(Ŷ, f̂ (p̃(x̃)))). Seja[α] ∈ π1(Ŷ, f̂ (p̃(x̃))), então

q̂#([α]) = q̂#([β]) para algum[β] ∈ f̂#(π1(X, p̃(x̃))). Comoq̂# é injetor, pelo teorema 56.6 pág

346 de [3], temos que[α] = [β]. Isto prova queπ1(Ŷ, f̂ (p̃(x̃))) = f̂#(π1(X, p̃(x̃))).

Pela comutatividade do diagrama,f̂# induz uma sobrejeção coker(p̃#) → coker(q̌#). De

fato, considere o diagrama correspondente em grupos fundamentais e defina

h : coker(p̃#)→ coker(q̌#),

por h([α]∗ Im(p̃#)) = f̂#([α])∗ Im(q̌#). Para mostrar queh está bem definida devemos mostrar

que se[αβ−1] ∈ Im(p̃#), então f̂#([αβ−1]) ∈ Im(q̌#). Pois bem, se[αβ−1] ∈ Im(p̃#), então

[αβ−1] = p̃#([σ]) para algum[σ] ∈ π1(X̃, x̃), e consequentemente, como querı́amos mostrar,

f̂#([αβ−1]) = f̂#(p̃#([σ])) = q̌#( f̌#([σ])) ∈ Im(q̌#).

Mostraremos agora queh é sobrejetora. Seja[β] ∗ Im(q̌#) ∈ coker(q̌#). Como f̂# é sobreje-

tora, existe[α] ∈ π1(X, p̃(x̃)) tal que f̂#([α]) = [β]. Logoh([α] ∗ Im(p̃#)) = f̂#([α]) ∗ Im(q̌#) =

[β]∗ Im(q̌#). Está provada a sobrejetividade deh.

Comop̃ é um recobrimento a duas folhas, #coker(p̃#) = 2. Assim #coker(q̌#)≤ 2, ou seja, ˇq

possui uma ou duas folhas. Se ˇq possui uma folha, então podemos assumir que ˇq é a identidade.

Mas isto implicaria quêq é um recobrimento de Hopf paraf ◦ p̃ e, portanto, pelo Teorema 3.13,

f seria do tipo III, contradizendo a hipótese def ser orientável. Portanto ˇq tem duas folhas.

Para provar (3), sejaα uma classe de Nielsen def em y0, digamosα = f̂−1(ŷ0) para um

certoŷ0 ∈ q̂−1(y0). Comoq̌ é a duas folhas, existem, para esteŷ0, exatamente dois pontos, ˇy0 e

y̌1 digamos, em ˇq−1(ŷ0). Sejaα̃0 = f̌−1(y̌0) e α̃1 = f̌−1(y̌1). Comoq̂◦ q̌ é um recobrimento de

Hopf paraf ◦ p̃, cadaα̃i é uma classe de raı́zes def ◦ p̃. Também temos

p̃−1(α) = p̃−1( f̂−1(ŷ0)) = f̌−1(q̌−1(ŷ0)) = f̌−1({y̌0}⊔{y̌1}) = α̃0⊔ α̃1.

Agora mostraremos quẽα1 = τ(α̃0). Seja ˜x ∈ α̃0. Então f̂ (p̃(τ(x̃0))) = f̂ (p̃(x̃0)) = ŷ0.

Assim, τ(x̃0) ∈ α̃0 ou τ(x̃0) ∈ α̃1, pois τ(x̃0) ∈ p̃−1( f̂−1(ŷ0)) = p̃−1(α) = α̃0 ⊔ α̃1. Seja γ̃

qualquer caminho em̃X de x̃0 paraτ(x̃0). Então p̃◦ γ̃ é um laço emX em p̃(x̃0) = p̃(τ(x̃0)).

Além disso, ˜p◦ γ̃ é um laço invertendo orientação, pois seu levantamentoa X̃ é o caminhõγ.

Como f é orientável,f ◦ p̃◦ γ̃ não pode ser contrátil. Segue que a raizτ(x̃0) não pode estar

relacionada a raiz ˜x0 e, portanto,τ(x̃0) ∈ α̃1. Logo τ(α̃0) ⊂ α̃1. Similarmenteτ(α̃1) ⊂ α̃0 e,

portanto,α̃1 = τ(τ(α̃1))⊂ τ(α̃0). Portantoα̃1 = τ(α̃0).
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Como p̃ é sobrejetora, a igualdade ˜p−1(α) = α̃0⊔ α̃1 implica que ˜p(α̃0⊔ α̃1) = α. Disto

temosα = p̃(α̃0⊔ α̃1) = p̃(α̃0⊔ τ(α̃0)) = p̃(α̃0)⊔ p̃(τ(α̃0)) = p̃(α̃0)⊔ p̃(α̃0) = p̃(α̃0). Assim

p̃ aplicaα̃0 sobreα. Similarmente ˜p aplicaα̃1 sobreα. Comoα̃0∩ α̃1 =∅ e p̃ é uma aplicação

dois-a-um, segue que ˜p aplica cadãαi bijetivamente sobreα.
�

Definiremos agora a multiplicidade de uma aplicaçãof : X →Y e, em seguida, o seu grau

absoluto.

Definição 3.15 Seja f : X →Y uma aplicação entren-variedades compactas. Definimos a mul-

tiplicidade def em y0, denotada pormult( f ,y0), como segue: Sef não possui raı́zes emy0,

entãomult( f ,y0) = 0. Caso contrário, sejaα uma classe de Nielsen def emy0.

1. SeX é orientável, entãomult( f ,y0) =| λ( f ,α) |.

2. SeX é não-orientável, masf é, então

mult( f ,y0) =| λ( f ◦ p̃, α̃0) |= mult( f ◦ p̃,y0),

ondep̃ e α̃0 são como no Teorema 3.14.

3. Sef é não-orientável, entãomult( f ,y0) =| λ2( f ,α) |, onde| λ2( f ,α) |= 1 seλ2( f ,α)≡ 1

mod 2 e é 0 caso contrário.

Como estamos usando valores absolutos deλ nos dois primeiros casos e o ı́ndice mod 2 no

terceiro, a definição é independente da escolha dos geradores usados para calcularλ e λ2. Pelo

Teorema 2.14,| λ( f ,α) | e | λ( f ◦ p̃, α̃0) | são também independentes da escolha deα eα̃0. Deste

modomult( f ,y0) está bem definida. Veremos em breve quemult( f ,y0) é também independente

do pontoy0 ∈Y. Assim poderemos escrevermult( f ,y0) simplesmente comomult( f ).

Teorema 3.16Suponha f: X → Y uma aplicaç̃ao entre n-variedades compactas, y0 ∈ Y um

ponto e mult( f ,y0) 6= 0. Ent̃ao N( f ) = R ( f ).

Prova: Pelo Corolário 1.19 é suficiente mostrar queN( f ) 6= 0 para concluir queN( f ) = R ( f ).

Comomult( f ,y0) 6= 0, existe pelo menos uma classe de Nielsenα de f em y0. Se f é não-

orientável, então| λ2( f ,α) |= mult( f ,y0) 6= 0. Assimα é essencial pelo Corolário 2.7 e, por-

tanto,N( f ) 6= 0. Similarmente, se tivermosf eX orientáveis, então| λ( f ,α) |=mult( f ,y0) 6= 0.

Assimα é essencial e, portanto,N( f ) 6= 0.
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Resta considerar o caso em queX é não-orientável masf é orientável. Neste caso usamos

os recobrimentos, levantamentos e diagrama do Teorema 3.14.

Comomult( f ,y0) 6= 0, entãof possui pelo menos uma raizx em y0, e f ◦ p̃ possui uma

raiz x̃ ∈ p̃−1(x) em y0. Sejamŷ0 = f̂ (x), y̌0 = f̌ (x̃), α = f̂−1(ŷ0) e α̃ = f̌−1(y̌0). Assim

α é a classe de Nielsen contendox e α̃ é a classe de Nielsen contendo ˜x. Pela definição,

| λ2( f ◦ p̃, α̃) |= mult( f ,y0) 6= 0. Assimα̃ é uma classe de Nielsen essencial def ◦ p̃.

Agora, sejag homotópica af . Entãog◦ p̃ é homotópica af ◦ p̃. Sejamĝ e ǧ os levan-

tamentos de Hopf deg e g◦ p̃, de modo que possamos usar o mesmo diagrama mas comf , f̂

e f̌ substituidos porg, ĝ e ǧ. Comoα̃ = f̌−1(y̌0) é essencial, segue que ˇg−1(y̌0) 6= ∅. Seja

x̃′ ∈ ǧ−1(y̌0). Entãoĝ(p̃(x̃′)) = q̌(ǧ(x̃′)) = q̌(y̌0) = ŷ0. Deste modôg−1(ŷ0) 6= ∅, o que prova

queα é essencial e, portanto,N( f ) 6= 0.
�

Corolário 3.17 Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao de n-variedades compactas e y0 ∈Y um ponto.

SeR ( f ) = ∞, ent̃ao mult( f ,y0) = 0.

Prova: Pelo Corolário 1.21, seR ( f ) = ∞ entãoN( f ) = 0. Neste caso,R ( f ) 6= N( f ) e, pelo

Teorema 3.16, devemos termult( f ,y0) = 0.
�

Os dois próximos teoremas mostram que a multiplicidade def pode ser calculada a partir

do grau ordinário de Brouwer de certos levantamentos.

Teorema 3.18Sejam f: X →Y uma aplicaç̃ao orient́avel de n-variedades compactas e y0 ∈Y.

Se f é do tipo I distinguimos dois casos:

1. X é orient́avel. Neste caso, sejam̂q : Ŷ → Y e f̂ : X → Ŷ um recobrimento e um le-

vantamento de Hopf para f . Então ouR ( f ) = ∞, caso em que mult( f ,y0) = 0, ouŶ é

compacto e orientável e mult( f ,y0) =| deg( f̂ ) |.

2. X é ñao-orient́avel. Como no Teorema 3.14, sejap̃ : X̃ → X o recobrimento duplo ori-

entado de X e sejam̌q : Y̌ → Ŷ e f̌ : X̃ → Y̌ o recobrimento e o levantamento de Hopf

para f̂ ◦ p̃ : X̃ → Ŷ . Ent̃ao ouR ( f ) = ∞, caso em que mult( f ,y0) = 0, ouY̌ é compacta

e orient́avel e mult( f ,y0) =| deg( f̌ ) |.

Se f é do tipo II, ent̃ao mult( f ,y0) = 0 quer seja X orient́avel ou ñao-orient́avel.
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Prova: Primeiro provamos o teorema sob a hipótese deX ser orientável. SeR ( f ) = ∞ então

pelo Corolário 1.21, temosN( f ) = 0 e, portanto, pelo Corolário 3.17,mult( f ,y0) = 0. Para

continuar, assumaR ( f )< ∞. Então comôq : Ŷ →Y possuiR ( f )< ∞ folhas eY é compacto,

segue quêY é compacto. Para mostrar queŶ é orientável emult( f ,y0) =| deg( f̂ ) |, iniciamos

mostrando quemult( f ,y0) =| λ( f̂ ,X) | .

Se f é livre de raı́zes, entãomult( f ,y0) = 0, mas neste casôf é também livre de raı́zes e

temosλ( f̂ ,X) = 0. Assumimos então quef possua pelo menos uma raiz. Sejaα sua classe de

Nielsen, de modo quêf (α) = {ŷ0} para algum̂y0 ∈ q̂−1(y0).

Considere o diagrama

(V̂,V̂ − ŷ0)
� � d̂ //

q̂′

��

(Ŷ,Ŷ− ŷ0)

X � � i // (X,X−α) oo e
? _ (N,N−α)

f ′ //

f̂ ′
77oooooooooooo

(V,V −y0)
� � d // (Y,Y−y0)

Aqui V é uma vizinhança uniformemente recoberta dey0, V̂ é aplicada homeomorficamente

sobreV por q̂, N é uma vizinhança fechada deα que é aplicada no interior deV por f e f̂ ′, f ′ e

q̂′ são as aplicações definidas porf̂ , f e q̂. Por definição,

L∗( f ,α) = d∗ ◦ f ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ e L∗( f̂ ,α) = d̂∗ ◦ f̂ ′∗ ◦e−1

∗ ◦ i∗.

As inclusõesd̂ e d são excisões e, portanto, induzem isomorfismos em homologia. Além

disso,q̂′ é um homeomorfismo, que por sua vez também induz isomorfismo. Deste modo, o

diagrama nos revela que

L∗( f ,α) = d∗ ◦ q̂′∗ ◦ f̂ ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = d∗ ◦ q̂′∗ ◦ d̂−1

∗ ◦ d̂∗ ◦ f̂ ′∗ ◦e−1
∗ ◦ i∗ = d∗ ◦ q̂′∗ ◦ d̂−1

∗ ◦L∗( f̂ ,α).

Comod∗ ◦ q̂′∗ ◦ d̂−1
∗ é um isomorfismo, isto implica queλ( f ,α) =±λ( f̂ ,α). Masα contém

todas as raı́zes dêf em ŷ0. Assimλ( f̂ ,α) = λ( f̂ ,X). Deste modo

mult( f ,y0) =| λ( f ,α) |=| λ( f̂ ,X) | . (3.2)

Agora assuma quef é do tipo I. Comoq̂ é verdadeiramente orientável (q̂ é um recobri-

mento), segue quêf é também tipo I. ComoX é orientável, o laçôf ◦σ emŶ preserva orientação

para todo laçoσ emX. Por outro lado, vimos quêf# : π1(X,x)→ π1(Ŷ, f (x)) é um epimorfismo

para todox∈ X. Assim, todo laço em̂Y preserva orientação e, portanto,Ŷ é orientável. ComoX

eŶ são ambos compactos e orientáveis, entãoλ( f̂ ,X) = deg( f̂ ) pelo Teorema 2.11, e portanto
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mult( f ,y0) =| λ( f ,α) |=| λ( f̂ ,X) |=| deg( f̂ ) |. Isto completa a prova paraX orientável ef do

tipo I.

Assuma agora queX é orientável ef é do tipo II. ComoX não possui laço invertendo

orientação deve existir um laçoα preservando orientação emX tal que f ◦α = q̂◦ f̂ ◦α in-

verte orientação. Comôq é verdadeiramente orientável, isto implica quef̂ ◦α também inverte

orientação, pois cantrário terı́amosq̂◦ f̂ ◦α = f ◦α preservando orientação, contradizendo a

hipótese deX ser orientável ef do tipo II . AssimŶ é não-orientável e, portanto,Hn(Ŷ;Z) = 0.

MasLn( f̂ ,X) = j∗n ◦ f̂∗n onde j∗n é induzido pela inclusãoj : Ŷ ⊂ (Ŷ,Ŷ− ŷ0). Isto significa que

Ln( f̂ ,X) pode ser fatorado através deHn(Ŷ) = 0 e, portanto,λ( f̂ ,X) = 0. Segue da Equação

3.2 quemult( f ,y0) =| λ( f ,α) |=| λ( f̂ ,X) |= 0. Isto completa a prova paraX orientável.

Agora assuma queX é não-orientável. Então, por definição,mult( f ,y0) = mult( f ◦ p̃,y0).

SeR ( f ) = ∞, entãoq̂ tem um número infinito de folhas. Assim̂q◦ q̌ também tem um número

infinito de folhas e, portanto,R ( f ◦ p̃) = ∞. Como na primeira parte da prova, temos que

mult( f ,y0) = mult( f ◦ p̃,y0) = 0. A partir de agora assuma queR ( f ) < ∞, o que implica em

Ŷ compacto. Como ˇq : Y̌ → Ŷ é a duas folhas, isto implica queY̌ é também compacto.

Primeiro assumimos quef é tipo I. Como ˜p é tipo I, assim éf ◦ p̃. Assim aplicando a

primeira parte do teorema comf ◦ p̃ : X̃ →Y no lugar def e f̌ : X̃ → Y̌ no lugar def̂ concluı́mos

queY̌ é orientável emult( f ,y0) = mult( f ◦ p̃) =| deg( f̌ ) |.

Para completar a prova, assuma quef é tipo II. Precisamos mostrar quemult( f ,y0) = 0, o

que equivale a mostrar quemult( f ◦ p̃,y0) = 0. Pela primeira parte do teorema sabemos que

mult( f ◦ p̃,y0) = 0 se f ◦ p̃ é do tipo II. Assim resta considerar o caso ondef ◦ p̃ é tipo I, masf

é tipo II. Isto pode ocorrer apenas se existe um laçoγ invertendo orientação emX que é aplicado

a um laço preservando orientação emY. De fato: Suponha que não exista tal laço, entãof leva

um laçoα emX que preserva orientação em um laçof ◦α invertendo orientação (f é do tipo

II). Comoα preserva orientação, o levantamentoα̃ deα emX̃ é um laço. ComõX é orientável

e f ◦ p̃ é tipo I, f ◦ p̃(α̃) = f ◦α deve preservar orientação, contradizendo a hipótese acima.

Da teoria de espaços de recobrimento, os laçosα e f ◦α induzem transformações de re-

cobrimentoτα : X̃ → X̃ e τ f ◦α : Y̌ → Y̌ tais que f̌ ◦ τα = τ f ◦α ◦ f̌ . Da primeira parte do

teorema,Y̌ é orientável poisf ◦ p̃ é tipo I. Assim podemos calcular os graus e encontrar

deg( f̌ )deg(τα) = deg(τ f ◦α)deg( f̌ ). Comoα inverte orientação, deg(τα) = −1, e comof ◦α

preserva orientação, deg(τ f ◦α) = 1. Portanto deg( f̌ ) = 0.

Assim, da primeira parte da prova temosmult( f ◦ p̃) =| deg( f̌ ) |= 0.
�
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Como o grau mod 2 de uma aplicação den-variedades compactas está sempre definido, a

primeira parte da prova acima pode ser modificada para provaro seguinte:

Teorema 3.19Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao tipo III de n-variedades compactas e y0 ∈ Y.

Então, ouR ( f ) = ∞, caso em que mult( f ,y0) = 0, ou mult( f ,y0) =| deg2( f̂ ) |, onde f̂ é um

levantamento de Hopf para f ,deg2( f̂ ) é seu graumod 2e | deg2( f̂ ) |= 1 sedeg2( f̂ )≡ 1mod 2

e é0 caso contŕario.

Prova: Se R ( f ) = ∞, então pelo Corolário 1.21 temos queN( f ) = 0 e, portanto, pelo Te-

orema 3.16mult( f ,y0) = 0. Assumiremos queR ( f ) < ∞. Então comôq : Ŷ → Y possui

exatamenteR ( f ) < ∞ folhas eY é compacto, segue quêY é compacto. Vamos agora mos-

trar quemult( f ,y0) =| λ2( f̂ ,X) |, o que completa a prova, pois pelo Teorema 2.11 temos que

λ2( f̂ ,X) = deg2( f̂ ).

Se f é livre de raı́zes, entãomult( f ,y0) = 0. Mas neste casôf é também livre de raı́zes

e temosλ2( f̂ ,X) = 0. Assumiremos quef possui pelo menos uma raiz. Sejaα sua classe de

raı́zes, dondêf (α) = {ŷ0} para algum̂y0 ∈ q̂−1(y0).

Agora consideremos o mesmo diagrama da prova do Teorema 3.18. Analogamente obtemos

queL∗( f ,α;Z2)= d∗◦ q̂′∗◦ d̂−1
∗ ◦L∗( f̂ ,α;Z2), o que implicaλ2( f ,α)= λ2( f̂ ,α). Masα contém

todas as raı́zes dêf em ŷ0. Assimλ2( f̂ ,α) = λ2( f̂ ,X).

Como f é tipo III, mult( f ,y0) =| λ2( f ,α) |=| λ2( f̂ ,α) |=| λ2( f̂ ,X) |.
�

Corolário 3.20 Seja f : X →Y uma aplicaç̃ao de n-variedades compactas. Então mult( f ,y0)

é independente da escolha de y0 ∈Y.

Prova: Este resultado segue dos Teoremas 3.18 e 3.19 e do fato deR ( f ),deg( f̂ ),deg( f̌ ) e

deg2( f̂ ) serem idependentes dey0.

Portanto, escreveremosmult( f ) no lugar demult( f ,y0).
�

Corolário 3.21 Se f,g : X →Y s̃ao aplicaç̃oes homot́opicas de n-variedades compactas, então

mult( f ) = mult(g).

Prova: Os recobrimentos do Teorema 3.18 dependem apenas do tipo de homotopia def ,

aplicações homotópicas tem levantamentos homotópicos, e grau é um invariante homotópico.
�
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Estamos finalmente em condições de definir o grau absoluto.

Definição 3.22 Seja f : X →Y uma aplicação den-variedades compactas. Ograu absolutode

f é denotado porA( f ) e é definido como o produto da multiplicidade def pelo número de

classes de Nielsen def , ou seja,A( f ) = mult( f ) ·#( f−1(y0)/NR).

Teorema 3.23Seja f : X →Y uma aplicaç̃ao de n-variedades compactas. Então

A( f ) = mult( f )N( f ).

QuandoR ( f )< ∞, temos tamb́emA( f ) = mult( f )R ( f ).

Prova: Semult( f ) = 0, por definiçãoA( f ) = mult( f )(# f−1(y0)/NR)) = 0(# f−1(y0/NR)) =

0= 0N( f ) = mult( f )N( f ). Semult( f )> 0, vimos na prova do Teorema 3.16 que toda classe

de Nielsen é essencial. Assim, existemN( f ) delas. LogoA( f ) = mult( f )(# f−1(y0/NR)) =

mult( f )N( f ). Pelo Teorema 3.16 sabemos que quandoR ( f )<∞ emult( f ) 6= 0 tem-seR ( f )=

N( f ), o que implica que, neste caso,A( f ) = mult( f )R ( f ).
�

Corolário 3.24 Se f,g : X →Y s̃ao aplicaç̃oes homot́opicas de n-variedades compactas, então

A( f ) = A(g).

Prova: Comomult( f ) eN( f ) são invariantes homotópicos, aplicando o Teorema 3.23 temos

A( f ) = mult( f )N( f ) = mult(g)N(g) = A(g).

�

Corolário 3.25 Seja f uma aplicaç̃ao do tipo III entre n-variedades compactas comA( f )> 0.

EntãoA( f ) = N( f ).

Prova: Como f é tipo III, por definiçãomult( f ) = 0 ou mult( f ) = 1. Por outro lado, pelo

Teorema 3.23 temosA( f ) = mult( f )N( f ). Além disso, temos por hipótese queA( f ) > 0,

entãomult( f ) deve ser 1. Isto implica queA( f ) = N( f ).
�

Uma vez que tenhamos provado o Teorema 3.4 (o que chamamos o 1o Teorema de Hopf),

saberemos queN( f ) > 0 implica A( f ) > 0. Assim, para aplicações do tipo III, a igualdade

A( f ) = N( f ) valerá indiferente de ser ou nãoA( f )> 0.
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Corolário 3.26 Seja f: X →Y uma aplicaç̃ao de n-variedades compactas. SeA( f )> 0, ent̃ao

N( f )> 0.

Prova: Por definiçãomult( f ) ≥ 0. Por outro lado, pelo Teorema 3.23A( f ) = mult( f )N( f ).

Logo,A( f )> 0 implicaN( f )> 0.
�

3.3 Pré-requisitos para a prova dos Teoremas de Hopf

Dedicamos toda esta seção a apresentação de alguns resultados técnicos (cinco lemas) ne-

cessários à demonstração dos Teoremas de Hopf 3.4 e 3.6.

Lema 3.27 Suponha X uma n-variedade com n> 1 e x0 ∈ X. Ent̃ao:

(1) Para qualquer x∈ X−x0, a inclus̃ao k: X−x0 ⊂ X induz um epimorfismo

k# : π1(X−x0,x)⊂ π1(X,x) queé um isomorfismo se n> 2.

(2) Seγ é um caminho qualquer em X cujos pontos finais são deferentes de x0, ent̃ao γ é

homot́opico com pontos finais fixados a um caminho em X−x0.

Prova: SejaB uman-bola fechada emX comx0 ∈ intB. Escolha um ponto basex∈ intB−x0.

Comon> 1, entãointB−x0, intB eX−x0 são conexos por caminhos. Assim, podemos aplicar

o Teorema de Seifert-van Kampen aintB, X − x0, intB− x0 e X = intB∪X − x0 obtendo o

seguinte diagrama comutativo:

π(X−x0,x)
k#

))SSS
SSS

SSS
SSS

SS

i l ≈
��

π1(int(B−x0),x)
F //

i#
44iiiiiiiiiiiiiiii

j# **UUU
UUU

UUU
UUU

UUU
U

π(X−x0,x)∗π1(intB,x)
φ // π1(X,x)

π1(intB,x)
l#

55kkkkkkkkkkkkkk
irtrivial

OO

ondei#, j#,k# e l# são induzidos pelas inclusões,i l e ir são as injeções naturais nas componentes

do produto livre,F = i l i#∗ ir j# e φ é um epimorfismo cujo nucleo é o subgrupo normal gerado

pela imagem deF. Comoπ1(intB,x) é trivial, i l é um isomorfismo e, portanto,k# é um epimor-

fismo por ser composição de epimorfismos. ComointB−x0 pode ser retraido por deformação

sobre uma(n−1)-esfera, então, quandon> 2, temos queπ1(intB−x0,x) é também trivial e,
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neste caso, kerφ é trivial. Isso implica que, paran> 2, φ é um isomorfismo, por ser composição

de isomorfismos. Isto prova (1).

Para provar (2), sejaγ um caminho emX cujos pontos finais são diferentes dex0. Sejam

x = γ(0) e γ1 um caminho emX − x0 de γ(1) parax. Então, o caminhoγγ1 é um laço em

X baseado emx. Como, por (1),k# é um epimorfismo, existe um laçoσ em X − x0 tal que

[σ] = [γγ1] e, portanto,[σγ−1
1 ] = [γ], onde[·] representa classe de homotopia emX−x0.

�

Lema 3.28 Sejam X uma n-variedade, com n> 1, eγ um caminho em X de x0 para x1, x1 6= x0.

Então, existe uma n-bola B⊂ X tal que x0,x1 ∈ intB e [ρ] = [γ] para qualquer caminhoρ em B

de x0 para x1.

Prova: SejaB0 uman-bola comx0 ∈ intB0 e sejaγ0 um caminho emintB0 de x0 para um

pontox′0 ∈ intB0−x0. Entãoγ−1
0 γ é um caminho emX com pontos finais emX − x0. Pelo

Lema 3.27, existe um caminhoγ1 emX homotópico com pontos finais fixados aγ−1
0 γ, donde

[γ] = [γ0γ1]. ComoX − x0 é uma vizinhança deγ1, segue do Teorema 1.18 que existe uma

isotopia{ht : X → X} tal queγ1(t) = {ht(x′0)}, h0 é a identidade emX e {ht} é a identidade

fora deX−x0. Assim,ht(x0) = x0 para todot. SejaB= h1(intB0). Entãox0 = h1(x0) ∈ intB e

x1 = h1(x′0) ∈ intB.

Suponhamos queρ seja um caminho emB dex0 parax1. Precisamos mostrar que[γ] = [ρ].

Defina uma homotopiaHt : I → X por

Ht(s) =





ht ◦ γ0(s(2− t)) para 0≤ s≤ 1/2

h(2s−1)(1−t)+t ◦ γ0(1+st− t) para 1/2≤ s≤ 1
.

Note que

Ht(1/2) =





ht ◦ γ0(1/2(2− t)) = ht ◦ γ0(1− t/2)

h(2(1/2)−1)(1−t)+t ◦ γ0(1+ t/2− t) = ht ◦ γ0(1− t/2)
.

Assim,{Ht} está bem definida e{Ht} é uma homotopia com pontos finais fixados deγ0γ1 para

h1◦ γ0. De fato:

H0(s) =





h0◦ γ0(s(2−0)) = h0◦ γ0(2s) = γ0(2s)

h(2s−1)(1−0)+0 ◦ γ0(1+s0−0) = h2s−1(γ0(1)) = h2s−1(x′0) = γ1(2s−1)
.

Logo,H0(s) = γ0γ1(s). E

H1(s) =





h1◦ γ0(s(2−1))

h(2s−1)(1−1)+1 ◦ γ0(1+s−1)
= h1◦ γ0(s).
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AindaHt(0) = ht ◦ γ0(0) = ht(x0) = x0 eHt(1) = h(2−1)(1−t)+t ◦ γ0(1+ t− t) = h1◦ γ0(1) =

h1(x′0) = x1. Assim,[γ0γ1] = [h1◦ γ0]. Note queh1◦ γ0(0) = h1(x0) = x0 = ρ(0) e h1◦ γ0(1) =

h1(x′0)= x1= ρ(1), entãoh1◦γ0 eρ têm os mesmos pontos finais. Além disso,B é simplesmente

conexo. Como quaisquer dois caminhos com os mesmos pontos finais em um conjunto simples-

mente conexo são homotópicos , temos[h1◦ γ0] = [ρ]. Portanto,[γ] = [γ0γ1] = [h1◦ γ0] = [ρ].
�

Lema 3.29 Sejam C0 e C1 duas n-bolas Euclidianas disjuntas em intBn e z0 ∈ ∂C0 e z1 ∈ ∂C1.

Então, existe um arco a em Bn de z0 para z1 tal que a(I)∩ (C0∪C1) = {z0,z1} e uma retraç̃ao

por deformaç̃ao{rt} de(Bn,Bn− (intC0∪ intC1)) sobre(C0∪a(I)∪C1,∂C0∪a(I)∪∂C1).

Porbola Euclidianaentendemos uma bola fechada da formaB= {x∈Rn : ‖x−c‖ ≤ d} em

Rn, assim uma bola Euclidiana não é apenas um conjunto homeomorfo aBn.

Prova: Sejamc0 e c1 os centro deC0 eC1. Sejal o segmento de reta unindoc0 a c1, e sejam

z′0 e z′1 os pontos ondel intersecta∂C0 e ∂C1. Sejaa′ o arco de segmento de reta dez′0 paraz′1,

parametrizada pora′(t) = (1− t)z′0+ tz′1.

c0

C1
C0

c1
a′

a
x

l

r ′(x)

z′0 z′1

z0

Bn

z1

Figura 3.3: Esquema da prova do Lema 3.29

Primeiro contruı́mos uma retração por deformação{r ′t} de Bn sobreC0∪a′(I)∪C1. Para

cadax∈ Bn existe um ponto eml que minimiza a distância dex paral . Sejaα(x) este ponto. Se

x∈ Bn− (intC0∪a′(I)∪ intC1) o segmento de reta dex paraα(x) intersecta∂C0∪a′(I)∪∂C1

em um único ponto, que chamamosr ′(x). Parax∈C0∪a′(I)∪C1 sejar ′(x) = x. Definar ′t por

r ′t = (1− t)x+ tr ′(x).

Note que

r ′0(x) = (1−0)x+0r ′(x) = x;
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r ′1(x) = (1−1)x+1r ′(x) = r ′(x) ∈C0∪a′(I)∪C1;

r ′t(y) = (1− t)y+ tr ′(y) = (1− t)y+ ty= y− ty+ ty= y, para todoa∈C0∪a′(I)∪C1.

Isto mostra queBn retrai por deformação sobreC0∪a′(I)∪C1.

Sejamz0 e z1 pontos arbitrários em∂C0 e ∂C1. Construa um homeomorfismoh : Bn → Bn

como segue: Sejaρi a rotação deRn em torno deCi tal queρi(zi) = z′i para i = 0,1. Seja

h|Ci = ρi|C1 parai = 0,1 e estendah a um homeomorfismo em todoBn, retardando as rotações

até a identidade fora deCi . Definaa e{rt} pora= h−1◦a′ e rt = h−1◦ r ′t ◦h.

Por construção, temos quea e{rt} possuem as propriedades desejadas.
�

Lema 3.30 Suponha f: X → Y uma aplicaç̃ao de n-variedades, com n> 2, y0 ∈Y e f−1(y0)

finito. Sejam x0,x1 duas ráızes de f em y0 que est̃ao f -relacionadas por um caminhoγ em X,

de x0 para x1. E suponha f um homeomorfismo local em x0 e x1. Ent̃ao, existem n-bolas B, C

em X e D em Y e, uma homotopia{gt : X →Y} que tem as seguintes propriedades:

(1) x0,x1 ∈ intC⊂C⊂ intB, B∩ f−1(y0) = {x0,x1} e y0 ∈ intD.

(2) Qualquer caminho em B de x0 para x1 é homot́opico com pontos finais fixados aγ.

(3) g0 = f , {gt} é constante em X− intB, g−1
t (y0)∩B= {x0,x1} para todo t∈ I, e g1(C)⊂ D.

f

f ◦af ◦A0

f ◦A1

φ

Rn

Bn

x′0 x′1 x0 x1

E′
0

E′
1

C′

X

Y

B

C

C0 C1

D

D0 D1

z

a

a′

A0 A1
c′0 c′1

y0

z0 z1

z′0 z′1

Figura 3.4: Esquema da prova do Lema 3.30

Prova: Para provar esse lema usaremos alguns resultados construtivos, a partir de agora des-

creveremos como eles são realizados.
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• f ,X,Y,x0,x1,y0 e γ, são dados. Assumiremos queγ está emX − f−1(y0)∪{x0}∪{x1}.

Isso pode ser feito aplicando o Lema 3.27 e usando o fato quef−1(y0) é finito.

• A n-bolaB é criada pela aplicação do Lema 3.28 à variedadeX− f−1(y0)∪{x0}∪{x1}

e o caminhoγ. A n-bola B contémx0 e x1 em seu interior,B∩ f−1(y0) = {x0,x1} e B

satisfaz (2).

• Sejaφ : Bn → B um homeomorfismo tal quex′0 = φ−1(x0) e x′1 = φ−1(x1).

• SejaC′ uma bola Euclidiana contida emBn, concêntrica comBn e tendox′0 e x′1 em seu

interior. SejaC= φ(C′).

• SejamD,D0 e D1 n-bolas tais quey0 ∈ intD,xi ∈ Di ⊂ intC, D0∩D1 = ∅ e f aplicaD1

homeomorficamente sobreD parai = 0,1. Eles são definidos como segue:

Como f é um homeomorfismo local emx0 e x1, existem vizinhançasU0 eU1 dex0 e x1

que são aplicadas homeomorficamente sobre vizinhançasV0 eV1 dey0. Escolhendo osUi

pequeno suficiente, podemos assumir que eles são disjuntose contidos nointC. Agora,

escolha uman-bolaD de modo quey0 ∈ intD ⊂V0∩V1 e sejaDi = ( f |Ui )
−1(D).

As propriedades (1) e (2) são claramente satisfeitas. Paraconcluir a prova, precisamos

definir {gt} satisfazendo a propriedade (3). Para isso, faremos mais algumas construções que

nos permitirão aplicar o Lema 3.29.

• Construı́mosE′
0 comon-uma bola Euclidiana dentro deφ−1(D0) e centrada emx′0. Seja

E′
1 = φ−1◦ ( f |D1)

−1◦ ( f |D0)◦φ(E′
0). EntãoE′

0 eE′
1 são disjuntos, poisD0 eD1 são.

• ConstruaC′
1 como uma bola euclidiana centrada emx′1 e contida emE′

1. Escolha um

pontoz′1 em seu bordo. Sejamz= f ◦φ(z′1) ∈Y ez′0 = φ−1◦ ( f |D0)
−1(z0) ∈ E′

0. Entãoz′0

é um ponto na bola euclidianaE′
0, centrada emx′0. Assim, podemos construir uma bola

euclidiana concêntricaC′
0 dentro deE′

0 possuindoz′0 em seu bordo.

• Podemos agora aplicar o Lema 3.29 paraC′
0,C

′
1,z

′
0 e z′1 para obter um arcoa′ dez′0 para

z′1 tal quea′(I)∩C′
i = z′i e uma retração por deformação{r ′t} do par(Bn,Bn− intC′) sobre

o par(C′
0∪a′(I)∪C′

1,∂C′
0∪a′(I)∪∂C′

1).

• SejaCi = φ(C′
i ), zi = φ(z′i), a= φ◦a′ e{rt}= {φ◦ r ′t ◦φ−1}. Entãoa é um arco emB de

z0 ∈ ∂C0 paraz1 ∈ ∂C1 tal quea(I)∩Ci = {zi}, {rt} é uma retração por deformação do

par(Bn,Bn− intC) sobre o par(C0∪a(I)∪C1,∂C0∪a(I)∪∂C1) e f (z0) = f (z1) = z.
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A partir de agora estamos em condições de construir{gt}. Antes, porém, vamos mostrar que

f ◦a é contrátil emY−y0 no pontoz. Sejaγi um caminho emCi dexi parazi, comi = 1,2. Então

γ0(aγ−1
1 ) é um caminho emB de x0 parax1 e, portanto, pela propriedade (2),[γ0aγ−1

1 ] = [γ].

Deste modo,[ f ◦ γ0][ f ◦ a][ f ◦ γ−1
1 ] = [ f ◦ γ] = [y0], donde[ f ◦ a] = [( f ◦ γ0)

−1( f ◦ γ1)]. Mas

( f ◦γ0)
−1( f ◦γ1) é um laço emD baseado emzeD é contrátil, isso implica que( f ◦γ0)

−1( f ◦γ1)

é contrátil e, consequentemente, quef ◦a é contrátil az.

Como f ◦a é um laço emY−y0 en> 2, pelo Lema 3.27, podemos assumir que a contração

ocorre emY−y0. (Note que aqui estamos usando fortemente o fato den ser maior que 2, pois

sen fosse 2 poderia ocorrer def ◦a ser um laço em torno dey0, caso em quef ◦α poderia não

ser contrátil emY−y0). Assim, seja{Ht} uma homotopia com pontos finais fixados emY−y0

de f ◦a para o caminho constantez. Defina uma homotopia{g1
t (x) : C0∪a(I)∪C1 →Y} por

g1
t (x) =





Ht(a−1(x)) parax∈ a(I),

f (x) parax∈C0∪C1.

Aqui, usaremosa−1 para denotar a inversa dea como uma função, não como um caminho.

Deste modo,a−1(x) = ssignificaa(s) = x. Note queg1
t (∂C0∪a(I)∪∂C1)⊂Y−y0 durante esta

homotopia e no finalg1
1 aplica o parC0∪ a(I)∪C1,∂C0∪ a(I)∪ ∂C1 em (D,D− y0). Agora,

defina uma homotopia{g2
t : B→Y} por

g2
t =





f ◦ r2t para 0≤ t ≤ 1/2

g1
2t−1◦ r1 para 1/2≤ t ≤ 1

.

Note que{g2
t } está bem definida, pois

g2
1/2 =





f ◦ r1

g1
0◦ r1 = H0◦a−1◦ r1 = f ◦a◦a−1◦ r1 = f ◦ r1

.

Além disso, no inı́cio da homotopia temosg2
0 = f ◦ r0 = f |B e(g2

t )
−1(y0)∩B= {x0,x1} durante

a homotopia. No finalg2
1 aplica o par(C,∂C) em(D,D−y0).

Estenderemos{g2
t |C} a todoX retardandog2

t para baixo quando saı́mos de∂C para∂B. Para

fazer isso, sejaβ : B→ I uma aplicação que é 1 emC e 0 em∂B e defina a homotopia{gt} por

gt(x) =





g2
β(x)t(x) parax∈ B

f (x) parax∈ X−B
.

As duas expressões fornecemgt(x) = f (x) parax∈ ∂B. Assim, a homotopia{gt} está bem

definida. Além disso, por construção,{gt} satisfaz as propriedades listadas em (3).
�
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Lema 3.31 Suponha f: X → Y uma aplicaç̃ao de n-variedades, com n> 2, y0 ∈ Y um ponto

e X compacto e orientável. Suponha ainda que existam duas raı́zes x0 e x1 de f em y0, uma

n-bola C⊂ X e uma n-bola D⊂Y tais que:

1. x0,x1 ∈ intC,{x0,x1}=C∩ f−1(y0) e y0 ∈ intD.

2. λ( f ,x1) =−λ( f ,x0).

3. f(C)⊂ D.

Então existe uma homotopia{ht : X → Y} tal que h0 = f , {ht} é constante em X− intC e h1

não possui ráızes em C.

Prova: Sejaφ : Bn → C um homeomorfismo. SejaE′ ⊂ intBn uma bola euclidiana de raiod

concêntrica aBn comφ−1(x0) e φ−1(x1) em seu interior. Defina uma retração por deformação

{r ′t} de(Bn,Bn−E′) sobre(E′,∂E′) por

r ′t(x) =





x parax∈ E′

(1− t)x+ tdx/‖x‖ parax∈ (Bn−E′)
.

SejaE= φ(E′) e defina{rt : (C,C−E)→ (E,∂E)} porrt : φ◦r ′t ◦φ−1. Considere a aplicação

f ′′ : (E,∂E)→ (D,D−y0) definida porf . Sejas0 = (1,0, ...,0)∈ ∂Bn. Defina um homeomor-

fismo φE : (Bn,∂Bn,s0) → (E,∂E,φE(s0)) por φE(x) = φ(x/d). Então, f ′′ ◦ φE representa um

elemento[ f ′′ ◦ φE] no n-ésimo grupo de homotopia relativoπn(D,D− y0, f ◦ φE(s0)). Primei-

ramente vamos mostrar que este é o elemento trivial, de modoque exista uma deformação de

f ′′ ◦φE emD−y0. Para fazer isso, considere o seguinte diagrama

πn(E,∂E,φE(s0))
f ′′πn //

hE
��

πn(D,D−y0, f ′′ ◦φE(s0)))

≈ hD
��

Hn(E,∂E;Z)
f ′′n

// Hn(D,D−y0;Z).

Os homomorfismos horizontais são induzidos porf ′′. Os homomorfismos verticais são

homomorfismos de Hurewicz. ComoHp(D,D−y0;Z) = 0 parap< n eD−y0 é simplesmente

conexo (n> 2), temoshD([ f ′′ ◦φE]) = 0. Mas, pela comutatividade do diagrama acima temos

hD([ f ′′ ◦φE]) = hD( f ′′πn[φE]) = f ′′n (hE([φE])).

Assim, é suficiente mostrar quef ′′n = 0. Para fazer isso, consideremos outro diagrama.

X � � i // (X,X− intE) oo e
? _ (C,C− intE)

f ′ // (D,D−y0)
� � j // (Y,Y−y0)

(E,∂E)
?�

OO

f ′′

66nnnnnnnnnnnn
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Pela aditividade,λ( f , intE) = λ( f ,x0)+λ( f ,x1) = 0, dondeLn( f , intE;Z) = 0.

Mas Ln( f , intE) = j∗n ◦ f ′∗n
◦ e−1

∗n
◦ i∗n. Assim, j∗n ◦ f ′∗n

◦ e−1
∗n

◦ i∗n = 0. Como j e e são

excisões,j∗n e e∗n são isomorfismos. Além disso,(X,X− intE) é retrato por deformação de

(X,X− x0). Assim, a inclusão(X,X− intE) ⊂ (X,X− x0) induz isomorfismo em homologia

de dimensãon e, portanto,i∗n é isomorfismo. Logo,f ′∗n
= 0. Assim, pela comutatividade do

diagrama,f ′′∗n
= 0. Isto completa a prova que[ f ◦φE] = 0∈ πn(D,D−y0).

Como[ f ◦ φE] = 0 ∈ πn(D,D− y0), existe uma homotopia{h1
t : (Bn,∂Bn) → (D,D− y0)}

comh1
0 = f ′′ ◦φE eh1

1(B
n)⊂ D−y0. Seja{h2

t : (C,C− intE)→ (D,D−y0)} definida por

h2
t =





f ′ ◦ r2t para 0≤ t ≤ 1/2

h1
2t−1◦φ−1

E ◦ r1 para 1/2≤ t ≤ 1
.

Então,h2
0 = f ′, h2

t (C− intE) ⊂ D− y0 para todot e h2
1(C) ⊂ D− y0. Sejaβ : C → I uma

aplicação que é 0 em∂C e 1 emE. Defina a homotopia final{ht : X →Y} por

ht(x) =





h2
β(x)t(x) parax∈C

f (x) parax∈ X−C
.

Sex∈ ∂C, entãoh2
0t(x) = f ′(x) = f (x). Assim,{ht} está bem definida e satisfaz as propri-

edades desejadas.
�

3.4 Prova dos Teoremas de Hopf

Finalmente, estamos prontos para demonstrar o 1o Teorema de Hopf.

Prova do Teorema 3.4: Assumiremos queX eY sãon-variedades compactas, comn> 2,

e f é transversal ay0. Também assumiremos quef possui pelo menos uma raiz emy0. Como

X é compacto,f−1(y0) é compacto também. Comof é tranversal ay0, a pré-imagemf−1(y0)

é discreta e, portanto, finita.

Dividimos a prova em três casos:X e f orientáveis,X não-orientável masf orientável, ef

não-orientável.

Caso 1: X e f orientáveis. Primeiro mostraremos queλ( f ,x0) = ±1 para qualquer raizx0.

SejaU uma vizinhança dex0 que é aplicada homeomorficamente sobre uma vizinhançaV de

y0. Tal vizinhança dex0 existe pelo fato def ser transversal ay0. Considere o diagrama usual.

X
i
⊂ (X,X−x0)

e
⊃ (U,U −x0)

f ′
−→ (V,V −y0)

j
⊂ (Y,Y−y0)
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onde f ′ é restrição def . A inclusãoi induz isomorfismo em homologia de dimensãon. Além

disso,ee j são excisões ef ′ é um homeomorfismo. Assim, todos induzem isomorfismos. Segue

que

Ln( f ,x0;Z) = j∗n ◦ f ′∗n
◦e−1

∗n
◦ i∗n : Hn(X;Z)→ Hn(Y,Y−y0;Z)

é um isomorfismo e, portanto,Ln( f ,x0;Z)(µ) = ±ν, ondeµ e ν são geradores deHn(X;Z) e

Hn(Y,Y−y0;Z) respectivamente. Portanto, pela definição deλ, segueλ( f ,x0) =±1.

Sejaα = {x0, ...,xd−1} uma classe de raı́zes def emy0. Então,

mult(α) = |λ( f ,α)|=

∣∣∣∣∣
d−1

∑
i=0

λ( f ,xi)

∣∣∣∣∣ ≤
d−1

∑
i=0

|λ( f ,xi)| = d.

Deste modo,mult(α) é um limite inferior para o número de raı́zes em cada classee, portanto,

A( f ) = mult( f )(número de classes de raı́zes) é um limite inferior para o número total de raı́zes.

Isso prova a primeira afirmação em 3.4.

Agora, precisamos mostrar quef pode ser deformada por homotopia a uma aplicação que

seja ainda transversal ay0 e possua exatamenteA( f ) raı́zes. Suponha quef tenha mais que

A( f ) raı́zes, pois caso contrário não haveria o que mostrar. Então, existe pelo menos uma

classe de raı́zesα = {x0, ...,xd−1} onded > mult( f ). Assim, devem existir duas raı́zes,x0 ex1

digamos, tais queλ( f ,x1) = −λ( f ,x0). Aplicando o Lema 3.30 obtemosn-bolasC, B emX,

uman-bolaD emY e uma homotopia{gt} satisfazendo

x0,x1 ∈ intC⊂C⊂ intB, B∩ f−1(y0) = {x0,x1} e y0 ∈ D. (3.3)

g0 = f , {gt} constante em X−B, g−1
t (y0)∩B= {x0,x1} ∀ t ∈ I e g1(C)⊂ D. (3.4)

Então, aplicando as propriedades de invariância por homotopia e aditividade paraλ, temos

0= λ( f ,x0)+λ( f ,x1) = λ( f , intC)= λ(g1, intC)= λ(g1,x0)+λ(g1,x1). Assim, podemos apli-

car o Lema 3.31 comg1 no lugar def para encontrar uma nova aplicaçãoh1 : X →Y homotópica

a g1 e portanto, af , tal queh−1
1 (y0) = f−1(y0)−{x0,x1}. Deste modo,h1 é homotópica af

e possui duas raı́zes a menos quef . Como as homotopias eram constantes fora deB, a nova

aplicaçãoh1 é ainda transversal ay0. Podemos continuar removendo raı́zes até termos uma

aplicação homotópica af que é transversal ay0 e possui apenasA( f ) raı́zes.

Caso 2: X não-orientável masf orientável. Seja ˜p : X̃ → X o recobrimento duplo orientado

deX. Como f é transversal ay0 e p̃ é transversal a cadax∈ X, por ser um recobrimento, segue

que f ◦ p̃ é transversal ay0. Assim, podemos aplicar os resultados do caso (1) paraf ◦ p̃.
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Sejaα uma classe de Nielsen def emy0. Pelo Teorema 3.14, existe uma classe de Nielsen

α̃ de f ◦ p̃ em y0 que é aplicada bijetivamente sobreα por p̃. Como no caso (1), temos que

#α̃ ≥ mult( f ◦ p̃). Como p̃ leva α̃ bijetivamente sobreα, temos #α ≥ mult( f ◦ p̃) = mult( f ),

onde a igualdade é devida a definição 3.15. Adicionando esta desigualdade sobre todas as

classes de Nielsen tem-se #f−1(y0)≥ A( f ), o que prova a primeira afirmação em 3.4.

Agora precisamos mostrar quef pode ser deformada por homotopia a uma aplicação que

possui exatamenteA( f ) raı́zes e ainda é transversal ay0. Se #f−1(y0) = A( f ) não há nada a

ser feito. Caso contrário, #α > mult( f ) para alguma classeα. Sejaα̃ uma das duas classes

de Nielsen def ◦ p̃ que é aplicada bijetivamente sobreα por p̃. Escrevaα = {x0, ...,xd−1} e

α̃ = {x̃0, ..., x̃d−1}, ondep̃(x̃i) = xi parai = 1, ...,d−1. Como no caso anterior, existem duas

raı́zes em̃α, x̃0 e x̃1 digamos, tais queλ( f ◦ p̃, x̃1) =−λ( f ◦ p̃, x̃0). Sejaγ̃ um caminho em̃X de

x̃0 parax̃1 tal que f ◦ p̃◦ γ̃ é contrátil. Sejaγ = p̃◦ γ̃. Assim,γ é um caminho emX dex0 parax1

tal que f ◦ γ é contrátil. Agora aplique o Lema 3.30 para obtern-bolasB,C,D e uma homotopia

{gt} possuindo as propriedades do Lema 3.30. Finalmente, levantaremos tudo o que foi feito

emX paraX̃.

ComoB é simplesmente conexo,B é uniformemente recoberto por ˜p. SejaB̃ ⊂ X̃ a com-

ponente de ˜p−1(B) contendo ˜x0. Então temos ˜x1 = (p̃|B̃)
−1(x1) ∈ B̃. Para ver isso, sejaρ um

caminho emB de x0 parax1. Assim, segue do Lema 3.30 que[ρ] = [γ]. Como(p̃|B̃)
−1 ◦ ρ

é um levantamento deρ iniciando em ˜x0 e γ̃ é um levantamento deγ iniciando em ˜x0, te-

mos [(p̃|B̃)
−1 ◦ ρ] = [γ̃]. Em particular, ˜x1 = γ̃(1) = (p̃|B̃)

−1 ◦ ρ(1) = (p̃|B̃)
−1(x1) ∈ B̃. Seja

C̃ = (p̃|B̃)
−1(C). Uma vez sabendo que ˜xi = (p̃|B̃)

−1(xi) parai = 0,1, as propriedades de (1)

a (3) valem com ˜x0, x̃1, B̃,C̃ e {gt ◦ p̃} no lugar dex0,x1,B,C e {gt}. Argumentando como no

caso (1), temosλ(g1◦ p̃, x̃1) =−λ( f ◦ p̃, x̃0). Asssim, podemos aplicar o Lema 3.31 para obter

outra homotopia{h̃t} deg1◦ p̃ para uma aplicaçãõh1 : X̃ →Y que é constante fora dẽC e não

possui raı́zes em̃C. Comog1p̃ não tem raı́zes em̃B−C̃, h̃1 não possui raı́zes em̃B.

Combine as duas homotopias{gt ◦ p̃} e{h̃t} por

f̃t =





g2t ◦ p̃ para 0≤ t ≤ 1/2,

h̃2t−1 para 1/2≤ t ≤ 1.

Então{ f̃t} é uma homotopia def ◦ p̃ que é constante em̃X− intB̃ e f̃1 não possui raı́zes em

B̃. Agora, defina uma homotopia def por

ft(x) =





f̃t ◦ (p̃|B̃)
−1(x) parax∈ B,

f (x) parax∈ X−B.
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Note que parax∈ B, tem-sef1(x) = f̃1◦ (p̃|B̃)
−1(x) = h̃1◦ (p̃|B̃)

−1(x). Comoh̃1 não possui

raı́zes emB̃, segue quef1 não possui raı́zes emB e f1 tem as mesmas raı́zes emX−B que f

tinha. Se continuarmos agindo desta maneira podemos remover raı́zes até termos uma aplicação

homotópica af com exatamenteA( f ) raı́zes.

Caso 3: Nem X nem f é orientável. Neste caso, recorde que usamos o ı́ndiceλ2 dos

inteiros mod 2 para definir a multiplicidademult( f ) =| λ2( f ,α) |≤ 1 ≤ #α, ondeα é uma

classe de Nielsen def em y0. Recorde também que| λ2( f ,α) |= 1 seλ2( f ,α) ≡ 1 mod 2

e 0 caso contrário. Somando esta desigualdade sobre as classes de Nielsen def temos que

A( f )≤ # f−1(y0). Isso prova a primeira afirmação em 3.4.

Agora devemos mostrar que seA( f ) < # f−1(y0), então existe uma aplicação homotópica

a f e transversal ay0 que possuiA( f ) raı́zes emy0. AssumaA( f ) < # f−1(y0). É suficiente

mostrar que existe uma aplicação homotópica af e transversal ay0 que possui menos raı́zes em

y0 que f , pois assim poderemos remover raı́zes até que tenhamosA( f ) = # f−1(y0). Primeiro,

mostraremos que deve haver uma classe de Nielsen def que possui mais que um elemento.

Como f é transversal ay0, existe uma vizinhançaU dex0 ∈ f−1(y0) que é aplicada homeo-

morficamente sobre uma vizinhançaV dey0. Consideremos o diagrama usual:

X
i
⊂ (X,X−x0)

e
⊃ (U,U −x0)

f ′
−→ (V,V −y0)

j
⊂ (Y,Y−y0)

onde f ′ é definida porf . A inclusãoi induz isomorfismo em dimensãon, e e j são excisões e

f ′ é um homeomorfismo. Assim, todos induzem isomorfismos. Segue que

Ln( f ,x0;Z2) = j∗n ◦ f ′∗n
◦e−1

∗n
◦ i∗n : Hn(X;Z2)→ Hn(Y,Y−y0;Z2)

é um isomorfismo e, portanto,Ln( f ,x0;Z2)(µ) = ν, ondeµ e ν são os geradores deHn(X;Z2)

e Hn(Y,Y − y0;Z2) respectivamente. Portanto, por definiçãoλ2( f ,x0) ≡ 1 mod2. Conse-

quentemente, se existe uma classe de Nielsen def em y0 que possui apenas uma raiz, então

mult( f ) = 1. E se todas as outras classes de raı́zes possuem apenas uma raiz, então somando

sobre as classes de raı́zes temosA( f ) = #(classes de raı́zes) = # f−1(y0), contradizendo assim

a hipótese queA( f )< f−1(y0).

Assim, assuma uma classe de Nielsenα ⊂ X de f em y0 tendo mais que um elemento.

Seja p̃ : X̃ → X o recobrimento duplo orientado deX. Sejamx0,x1 ∈ α. Tomex̃0 ∈ p̃−1(x0)

e x̃1 ∈ p̃−1(x1). Então, pelo Teorema 3.13, ˜x0 e x̃1 estão relacionadas. Comof é transversal

a y0 e p̃ é um recobrimento temos, como no caso (1), que| λ( f ◦ p̃, x̃0) |=| λ( f ◦ p̃, x̃1) |. Se

λ( f ◦ p̃, x̃0) =−λ( f ◦ p̃, x̃1), podemos proceder como no caso (2) para encontrar uma aplicação



75

homotópica af que é transversal emy0 com menos raı́zes quef . Isso conclui a prova. Caso

contrário, suponha queλ( f ◦ p̃, x̃0) = λ( f ◦ p̃, x̃1) e considere o seguinte diagrama:

X̃ � � i //

τ
��

(X̃, X̃− x̃1) oo e
? _(Ũ ,Ũ − x̃1)

f̃ ′ // (Y,Y−y0)

X̃ � � i′ // (X̃, X̃− τ(x̃1)) oo e′
? _(τ(Ũ),τ(Ũ)− τ(x̃1))

f̃ ′′

66lllllllllllll

,

ondeτ : X̃ → X̃ é a transformação de recobrimento invertendo orientação de ˜p : X̃ →X, Ũ é uma

vizinhança de ˜x1 escolhida pequena o suficiente para queŨ não possua raı́zes def ◦ p̃ diferente

de x̃1 e τ(Ũ) não possua raı́zes def ◦ p̃ diferente deτ(x̃1), f̃ ′ e f̃ ′′ são aplicações definidas

por f ◦ p̃. Este diagrama revela queLn( f ◦ p̃, x̃1;Z) = Ln( f ◦ p̃,τ(x̃1);Z) ◦ τ∗n. Comoτ é um

homeomorfismo invertendo orientação, segue queLn( f ◦ p̃, x̃1) = −Ln( f ◦ p̃,τ(x̃1)), portanto

λ( f ◦ p̃,τ(x̃1)) = −λ( f ◦ p̃, x̃1) = −λ( f ◦ p̃, x̃0). Pelo Teorema 3.14, temos queτ(x̃1) está na

mesma classe de Nielsen que ˜x1 e, portanto, na mesma classe que ˜x0. Assim, podemos aplicar

os argumentos usados no caso (2) comτ(x̃1) no lugar de ˜x0, eliminando as raı́zesx1 e p̃(τ(x̃1)),

obtendo uma aplicação homotópica af que é transversal ay0 com menos raı́zes emy0 que f .

Vamos agora a prova do 2o Teorema de Hopf. Esta prova é baseada nas técnicas que usamos

na prova do Teorema 3.4 junto com o lema seguinte:

Lema 3.32 Sejam f: X → Y uma aplicaç̃ao de n-variedades, com n> 1 e y0 ∈ Y um ponto.

Suponha que x0 é raiz de f em y0, f é um homeomorfismo local em x0 e λ( f ,x0) = 1. Seja B

uma n-bola tal que x0 ∈ intB e f aplica B homeomorficamente sobre uma n-bola C possuindo

y0 em seu interior. Ent̃ao para qualquer inteiro d> 0 existem pontos x′1, ...,x
′
d−1 ∈ intB e uma

homotopia{gt} tal que:

(1) g0 = f e{gt} é constante fora de intB.

(2) gt(B)⊂C e gt(x0) = y0 para todo t∈ I.

(3) g−1
1 (y0)∩B= {x0,x′1, ...,x

′
d−1}, λ(g1,x0) = d eλ(g1,x′i) =−1 para i= 1, ...,d−1.

Prova: Inicialmente provaremos a existencia de pontosz1, ...,zd−1 ∈ Bn e de uma homotopia

{ht : Bn → Bn} tal queh0 é a identidade,{ht} é constante igual a 0 em∂B e h1 é um homeo-

morfismo local invertendo orientação em cada uma das raı́zesz1, ...,zd−1. Para fazer isto, defina

h′ : C → C por h′(z) = zd(z− 1)...(z− d+ 1). Então,h′ possui 0, ...,d− 1 como raı́zes em
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0 e é um homeomorfismo local invertendo orientação em cadauma das raı́zes 1, ...,d− 1 (a

reflexãoz 7−→ z inverte orientação). Definaψ : intB2 → C por ψ(z) = z/(1− ‖ z ‖). Assim,

ψ−1(z) = z/(1+ ‖ z‖). Definah1 : B2 → B2 por

h1(x) =





ψ−1◦h′ ◦ψ(x) parax∈ intB2,

x parax∈ ∂B2.

Para qualquerx′ ∈ ∂B2, temos lim
x→x′

ψ−1◦h′ ◦ψ(x) = x′. Assim,h1 está bem definida. Como

ψ é um homeomorfismo,h1 é um homeomorfismo local que inverte orientação em cada uma de

suas raı́zesψ−1(1) = 1/2, ...,ψ−1(d−1) = (d−1)/d em 0. Agora, defina{ht} sendo a homo-

topia por segmento de retaht(x) = (1− t)x+ th1(x). A homotopia{ht} é a homotopia desejada

quandon= 2. Paran> 2, substitua{ht} por sua suspensão an−2-folhas. Então 0 é uma raiz

deh1 em zero. Sejamz1, ...,zd−1 as outras raı́zes. Entãoh1 é ainda um homeomorfismo local

invertendo orientação em cada uma das raı́zesz1, ...,zd−1. (Para uma construção alternativa, ver

pag 204 de [16]).

Para construir{gt}, sejaφ : Bn → B um homeomorfismo tal queφ(0) = x0. Defina{gt} por

gt(x) =





f ◦φ◦ht ◦φ−1(x) parax∈ B, t ∈ I ,

f (x) parax 6∈ B, t ∈ I .

Sejax′i = φ(zi) para i = 1, ...,d− 1. Comoλ( f ,x0) = +1, os geradores deHn(X;Z) e

Hn(Y,Y− y0;Z) foram escolhidos de modo quef |B preserve orientação. Consequentemente

g1 = f ◦ φ ◦ h1 ◦ φ−1 inverte orientação em cadax′1, ...,x
′
d−1 e, portanto,λ(g1,x′i) = −1 para

i = 1, ...,d−1. Comoφ(0) = x0, x0 é ainda raiz deg1 emy0. Pelas propriedades de aditividade

e invariância por homotopia temosλ(g1,x0)− (d−1) = λ(g1,x0)+∑
i

λ(g1,x
′
i) = λ(g1,B) =

λ( f ,B) = λ( f ,x0) = 1. Assim,λ(g1,x0) = d.
�

Prova do Teorema 3.6: Asssumaf : X →Y uma aplicação den-variedades compactas, com

n> 2, ey0 ∈Y um ponto. Mostraremos quef é homotópica a uma aplicação possuindo apenas

N( f ) raı́zes. Consideramos três casos:f não-orientável,X orientável, eX não-orientável com

f é orientável.

Antes de iniciar a prova em cada caso, lembramos que, de acordo com os resultados de Bro-

oks [6] descritos neste texto no segundo parágrafo após a Observação 1.11, podemos assumir

que f possua exatamenteN( f ) classes de Nielsen.
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Caso 1: f é não-orientável. Neste caso, pelo Corolário 3.25 e os comentários que o seguem,

temosN( f ) = A( f ). Assim, neste caso, a prova do Teorema 3.6 segue diretamentedo Teorema

3.4.

Caso 2: X é orientável. Se toda classe de Nielsen possui apenas uma raiz, existem apenas

N( f ) raı́zes e não há nada mais a ser feito. Assuma que exista pelo menos uma classe de Nielsen

com mais de um elemento. Procedemos por indução no númerode classes de Nielsen que tem

uma raiz. Nossa hipótese de indução é que cada classe ou ´e uma única raiz ou tem um número

finito de raı́zesx0, ...,xd−1 tais quef é um homeomorfismo local em cada raizxi ed = mult( f ).

Após cada homotopia crescerá o número de classes que tem exatamente uma raiz. Pelo Teorema

3.4, f é homotópica a uma aplicação que é transversal ay0 e possui apenasmult( f ) raı́zes em

cada classe. Deste modo, a hipótese indutiva sempre pode ser satisfeita.

Suponha que nossa hipótese de indução seja satisfeita. Se cada classe de Nielsen contém

apenas uma raiz, não há o que fazer. Sendo assim, assuma queα = {x0, ...,xd−1} é uma classe

com d = mult( f ) > 1. Então,λ( f ,xi) = ±1 tem o mesmo sinal para cada uma das raı́zes

xi . Por uma mudança na escolha de geradores paraHn(X;Z), se necessário, podemos assumir

que λ( f ,xi) = 1 para cada uma das raı́zesxi . Como f é um homeomorfismo local emx0,

podemos aplicar o Lema 3.32 para obter uman-bola vizinhançaB dex0, uman-bola vizinhança

C = f (B) de y0, pontosx′1, ...,x
′
d−1 ∈ intB e uma homotopia{gt} como descrita no referido

lema. Para qualquer raizx de f temosgt(x) = y0 para todot ∈ I . Assim, podemos ver que

duas raı́zes def estão relacionadas se, e somente se, elas estão relacionadas como raı́zes de

g1. Cada uma das novas raı́zesx′i de g1 pode ser unida por um caminho emB a x0. Como

g1(B)⊂C eC é contrátil, as novas raı́zesx′i estão relacionadas ax0. Deste modo, as classes de

Nielsen deg1 são exatamente as mesmas que as def exceto porα. Esta classe foi substituida

por α′ = {x0, ...,xd−1,x′1, ...,x
′
d−1}. Para esta nova classe temosλ(g1,x′i) = −λ(g1,xi) para

i = 1, ...,d−1. Assim, podemos aplicard−1 vezes os Lemas 3.30 e 3.31, como fizemos na

prova do Teorema 3.4, para eliminar as raı́zesxi e x′i e chegar a uma aplicação homotópica af

que possui exatamente as mesmas classes de Nielsen quef , exceto porα que foi substituida por

{x0}. Portanto, a nova aplicação possui mais uma classe de Nilsen consistindo de uma única

raiz. Isso completa a prova para o caso (2).

Caso 3: X é não-orientável masf é orientável. Seja ˜p : X̃ → X o recobrimento duplo ori-

entado deX. Procederemos como no caso (2) para reduzir o número de raı́zes em cada classe

de Nielsen para um. A hipótese indutiva é a mesma: Cada classe ou é uma única raiz ou tem
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um número finito de raı́zesx0, ...,xd−1 tais quef é um homeomorfismo local em cada raizxi e

d = mult( f ). Para o passo indutivo iniciamos com uma classe de Nielsenα = {x0, ...,xd−1} do

segundo tipo. Selecione uma das duas classes de Nielsen def ◦ p̃ que é aplicada homeomorfi-

camente sobreα por p̃ e chame-a dẽα = {x̃0, ..., ˜xd−1}, ondep̃(x̃i) = xi para cadai. SejaB̃ uma

n-bola vizinhança de ˜x0 aplicada homeomorficamente sobre uman-bola vizinhançaC dey0 por

f ◦ p̃ e assumãB pequeno suficiente de modo que ele não possua raı́zes def ◦ p̃ diferentes de ˜x0.

Aplique o Lema 3.32 para encontrar pontos ˜x′1, ..., x̃
′
d−1 ∈ intB̃ e uma homotopia{g̃t} a partir de

f ◦ p̃ de modo que a nova aplicação ˜g1 possua as mesmas classes de Nielsen quef ◦ p̃, exceto

por α̃ que é substituida por̃α′ = {x̃0, x̃1, ..., ˜xd−1, x̃′1, ..., x̃
′
d−1}, ondeλ(g̃1, x̃′i) =−λ(g̃1, x̃i) para

cadai = 1, ...,d−1. Escrevax′i = p̃(x̃i) para cadai. Como f ◦ p̃|B̃ é um homeomorfismo sobre

sua imagem, assim é ˜p|B̃. Podemos definir uma homotopia{gt : X →Y} por

gt(x) =





g̃t ◦ (p̃|B̃)
−1 parax∈ p̃(B̃),

f (x) parax 6∈ p̃(B̃).

Agora procedemos como no caso (2) da prova do Teorema 3.4 paraeliminar os pares de

raı́zesxi ,x′i , um par de cada vez (cada eliminação requer ir até o espaço de recobrimentõX

e descer novamente). Depois de repetir este procedimentod− 1 vezes ficaremos com uma

aplicaçãoh homotópica af que possui uma a mais de suas classes de Nielsen reduzidas a um

único pontox0. As outras classes de Nielsen serão as mesmas e cada uma delas consiste de uma

única raiz oumult( f ) raı́zes de modo que em cada uma delash é um homeomorfismo local.
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