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Resumo

Apresentamos um estudo da Teoria de Nielsen para Raizés sess
primeiros conceitos até seus principais problemas etesiad. Inicia-
MOoS com a apresentacao da teoria em seu aspecto mais arppkies
riormente, nos concentramos no estudo de aplicacOes \etedades
compactas de mesma dimensao, contexto em que se demoastiam

oremas de Hopf, os resultado principais apresentados tnaisé¢ho.

Palavras-chave:NUumero de Nielsen para raizes, nimero de Reidemeister,

indice de raizes, grau absoluto.



Abstract

We present a study of the Nielsen Root Theory since its earigepts
until its main problems and results. We start presentinglteery in
its more general aspect and so we focus on the study of mapsdret
compact manifolds of the same dimension, approach in whiclnei

proved the Hopf Theorems, the main results presented inexiis

Keywords and phrases.Nielsen root number, Reidemeister number,

root index, absolute degree.
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Introduc ao

Os primeiros grandes teoremas topologicos de pontos fikofmeidéncias, o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer, o Teorema de Borsuk-Ulam e o TeorenRotto Fixo de Lefschetz,
se utilizam de métodos homolbdgicos que implicam, sobreailas hipoteses, na existéncia,
e somente na existéncia, de pontos fixos ou coincidénoiedprme o caso. Mas estes teo-
remas nao conduzem a qualquer estimativa sobre o nuregrordos fixos ou coincidéncias.
Em 1927, J. Nielsen iniciou o que hoje chamamos a Teoria dedyigpara Pontos Fixos, uma
teoria que faz uso de métodos homotbpicos para apresssiiarativas do numero de pontos
fixos nao somente de uma dada aplicacdo, mas de qualdicaicap a ela homotopica. Esta
teoria forneceu, em particular, resultados que servem conmeespécie de reciproca ao Teo-
rema de Lefschetz. O sucesso no tratamento de pontos fixosdogstendeu para o estudo de
coincidéncias e, por fim, a uma teoria completa de raizethecida atualmente como Teoria
de Nielsen para Raizes. Este trabalho faz uma apresentesta teoria desde seus primeiros
conceitos até seus principais problemas e resultadosaftmbs com a apresentacao da teoria
em seu aspecto mais amplo e, posteriormente, nos concestranestudo de aplicagdes en-
tre variedades compactas de mesma dimensao, contextoeese gemonstram os Teoremas de
Hopf, os resultados principais apresentados neste t@bEddo o trabalho & baseado principal-
mente em [1], uma obra recente que faz uma revisao de todaia geie passamos a descrever
de maneira introdutéria.

Dados uma aplicacab: X — Y entre espacos topologicos (bem comportados) e um ponto
Yo €Y, umaraiz de f emyp & um pontax € X tal quef(x) = yo. Um dos problemas centrais
da teoria topolbgica de raizes & encontrar um limiteriofgoara o nUmero de raizes deem
yo. Estendendo o problema a classe de homotopi#,dsto nos leva a definir o chamado
nmero ninimo de rdzesde f, denotado poMR( f,yp), como sendo a cardinalidade minima de

ffl(yo), onde 0 minimo é tomado sobre todas as aplicagphemotopicas &. Em simbolos
MR(f.yo) =1 irf‘#ffl(yo)-
1=~

1



Note que, definido desta form&R(f,yo) & invariante por homotopia e qualquer aplicacao
homotopica & tem pelo menoMR(f,yp) raizes enyyp.

E claro que, em geral, gostariamos de desenvolver tecoagzazes de calculMR(f,yo).
No entando, a definicao deste nimero nao inspira meiasigso. Para resolver esse impasse,
sempre que possivel, nos valemos da Teoria de Nielsen quee ds seguintes providéncias
acerca deste problema: Primeiro agrupamos as raizé®neclasses, chamadasdasses de
Nielsende f, e entdo classificamos essas classes&sanciai®u inessenciaisGrosso modo,
as classes inessenciais sao aquelas cujas raizes padedaseaniquiladas deformando-ke
por homotopia; as classes essenciais sao aquelas quengesmacom pelo menos uma raiz
apo6s qualquer deformacgao figpor homotopia. O numero de classes essenciais € chamado o
nimero de Nielsepara raizes dé emyp (que chamaremos mais simplesmente de o nimero de
Nielsen def, quando nao houver divida ou nao importar o pgpj@ & denotado padX(f,yo).
A particao def ~1(yo) em classes & definida de tal modo que o numero de Nielseimgjmnte

por homotopias dé e seja um limitante inferior para o nUmero minimo de mtkef, ou seja,

N(f,yo) < MR(f,yo).

Apresentamos toda a construcao até a prova desta dielsigaano inicio do Capitulo 1.
Esta desigualdade nos da uma primeira estimativa paranenMR( f,yp), mas nao resolve o
problema. Alias, isto nos revela dois novos problemas. igiro deles se refere ao calculo
do nimero de NielseN(f,yo), uma tarefa bastante ardua, em geral. O segundo, sabdirdeci
quando a desigualdad¥ f,yp) < MR(f,yp) se reduz a uma igualdade ou a uma desigualdade
estrita; este € o problema central da Teoria de NielsenRaizes.

O problema envolvendo o calculo do nimero de Nielsentadoanos Capitulos 1 e 2 por
duas vias. No Capitulo 1 apresentamos os conceitos desldssNielsen em termos dos assim
chamadosecobrimento de Hopé levantamento de Hopfe uma aplicacao. Esta formulagao
possibilita 0 uso de resultados da teoria de espacos derieemto para relacionar o niUmero
de Nielsen ao assim chamadamero de Reidemeistele uma aplicagao, um numero com
definicao bastante algébrica e de manipulacao maisisgmNo Capitulo 2 apresentamos a Te-
oria deindice para raizes. Iniciamos definindo a nocao de paiszivel e fornecendo (através
de um teorema) alguns exemplos de pares admissiveis. Emdaegefinimos axiomaticamente
0 que se espera de um indice de raizes e apresentamosragulitedos que relacionam um tal
indice a teoria de Nielsen para raizes. Feito isso, usanteoria de (co)homologia para cons-

truir indices de raizes que traduzam a (in)essenciaidaduma classe de Nielsen em termos



de numeros passiveis de calculo, o que possibilita, ems bduacdes, o calculo também do
namero de Nielsen.

O problema envolvendo a desigualdadie ,yo) < MR(f,yp) é tratado no Capitulo 3 num
contexto mais especifico; tratamos apenas de aplicaciesvariedades compactas de mesma
dimensao. Os resultados principais deste capitulo padroonsiderados parte da chamada
Teoria do Grau de Hopf e serdao chamados, neste trabalhg, Teooemas de Hopf, por serem
originalmente da autoria de H. Hopf [2]. Para chegar a pressas teoremas, varios resultados
preliminares e conceitos serao trabalhados, sendo ospgais conceitos &ransversalidadge
amultiplicidadee o grau absolutode uma aplicagao. O°ITeorema de Hopf (Teorema 3.4)
relaciona o numero minimo de raizes de uma aplicdcBentren-variedades compactas) ao
grau absolutoq(f) desta aplicagcao. O°ZTeorema de Hopf (Teorema 3.6) afirma que toda
aplicacaof entren-variedades compactas, cam# 2, & homotopica a uma aplicacao tendo
exatament®(f,yp) raizes, o que implica na identidabéf,yo) = MR(f,yp). O cason=2 &
patologico e sera devidamente exemplificado.

Antes de passarmos ao primeiro capitulo, gostariamoszge feferéncia a terminologia e
pré-requisitos basicos para a leitura do texto.

Assumimos o prévio dominio da teoria de grupo fundamentdpacos de recobrimento,
ao nivel da referéncia [3]. O mesmo assumimos com relacéeoria basica de homologia
e cohomologia, incluindo a teoria de orientacdo de vaded topolbgicas. Boas referéncias
neste caso sao [4] e [5]. Resultados especificos destaastedilizados no texto de forma
explicita serao devidamente citados sempre que possivzessario for.

Salvo indicacao em contrario, todos os espacos tguuis X eY dados a priori serao con-
siderados normais, conexos, localmente conexos por cas(ehportanto conexos por cami-
nho) e semilocalmente simplesmente conexos. Todas aslades sao topologicas (espagos
paracompactos, localmente euclidianos e sem bordo), todimrene a terminologia de [3].
Também, todas as aplicacdes dadas a priori sdo coadakecontinuas.

O intervalo unitario fechad{®, 1] sera denotado pdt o espaco euclidiano-dimensional
por R", os nUmeros complexos p@r, o grupo aditivo dos inteiros pdt e an-bola unitaria
fechada poB" = {x € R": ||x|| < 1}. Um subespac¢® C X sera chamado untabola se for
homeomorfo &8".

Para um dado camintm: | — X num espa¢, a notagada] indica sua classe de homo-

topia com pontos finais fixados. A justaposicao (ou proddéodois caminhod e 3, quando



definida, sera denotada pm. O caminho reverso de sera denotado par—1. Para dizer que
dois caminhost e 3 s&o homotopicos com pontos finais fixados escrevemss 3.

Consideramos uma homotopia como uma coled@&a X — Y} de aplica¢bes indexadas
pelo intervalo unitéario tal quéx,t) — hi(x) &€ uma aplicagao continua &ex | emY. Usual-
mente escrevemos uma tal homotopia simplesmente ¢obm& — Y} ou{h}. Para dizer que
aplicacded,g: X — Y sdo homotopicas usamos a nota¢ae g.

Uma aplicagao de pards: (X,A) — (Y,B) define uma aplicaga®' : (X',A’) — (Y',B) se
as duas aplicacdes sao as mesmas exceto por modicag@®minio e contradominio; mais
precisamente, 9¢' C X, f(X') c Y/, f(A') c B e f'(x) = f(x) paratoda € X'.

O homomorfismo induzido em grupos fundamentais por umaaadaf & denotado pofy
e 0 homomorfismo induzido em homologia (respectivamenteadmarnologia) € denotado por
f. (respectivamente pdr). Par indicar o homomorfismo induzido numa dimensao efpac”
da homologia usaremos as vezes a notdgao

Se@: G — H & um homomorfismo de grupos, vamos nos referir ao conjdritg(G) das
classes laterais & esquerda@&) emH como o cokefp). Quando@(G) & normal emH,
este conjunto, munido do produto dbvio, torna-se o changadpo quociente del por @(G).
Usamos #cokép) para denotar a cardinalidade de cdlgr Mais geralmente, $denota a

cardinalidade d& para qualquer conjunta



Capitulo 1

O numero de Nielsen para razes e o

namero de Reidemeister

Neste primeiro capitulo fundamental do texto, apreseosaas definicdes principais da teoria a
ser tratada. Definimos as chamadas classes de Nielsenizasa(ue abreviaremos por classes
de Nielsen), a essenciabilidade de uma classe de Nielseamera de Nielsen. Introduzimos
também os conceitos de recobrimento e levantamento de péopfuma aplicacao, que estao
fortemente relacionados ao conceito de classes de NieRBenfim, definimos o nUmero de

Reidemeister que sera muito utilizado para se calculameend de Nielsen.

1.1 O nimero de Nielsen

Definicdo 1.1 Sejaf : X — Y uma aplicacao § € Y um ponto. Uma raizp de f emygp &
f-equivalentea outra raizx; de f emyg se existe um caminhpem X de Xy parax; tal que

o laco f oy emyp € homotbpico com pontos finais fixados ao caminho constantg. Esta
relacao € uma relacao de equivaléncia (conformeefearl.4), e as classes de equivaléncia por
ela determinadas sao chamad&ssses de Nielsetie f emyp. O conjunto dessas classes de
equivaléncia & denotado pbr(yo) /NRe constitui uma particzio do conjunto?(yp) de todas

as raizes dé emyy.

Dada um homotopidf; : X — Y}, estabelecemos uma maneira de relacionar as raizes da
aplicacaofg, do inicio da homotopia, com as raizes da aplicafaalo final da homotopia.

Consideramos a seguinte definicao que generaliza a@mteri



Definicdo 1.2 Seja{ f; : X — Y} uma homotopia §o € Y um ponto. Diz-se que uma raxg
de fop emyp esta{ f; }-relacionadaa uma raiz¢; de f; emyp se existe um caminhpem X de
Xo parax; tal que o lago{ fi o y(t)} emyp & homotdpico com pontos finais fixados ao caminho

constante emg.

Nesta defini¢caof fi o y(t) } indica o lagd — Y definido port — f;(y(t)).

Note que umaraixy de f : X — Y & f-equivalente a outra raig de f se, e somente sg,
esta relacionadaxa pela homotopia constante eim

Mostraremos a seguir que $&} & uma homotopia e uma raiz em uma classe de Nielsen
a de fp esta{ f;}-relacionada a uma raiz da classe de Niel@ate f;, entdo toda raiz em
esta{ f; }-relacionada a toda raiz efh Assim, a{ f;}-relagao entre raizes induz uma relagéo,

um-a-um entre as classes de raize$goef;.

Definicao 1.3 Sejaf : X — Y uma aplicacao. Segue do Teorema 82.1 (Teorema da esstén
de recobrimentos) pagina 495 de [3] e do Lema 79.1 (Lemd der&evantamento) pagina
478 de [3] que existem um recobrima&foY — Y e um levantamentd : X — Y de f através
deq com a propriedade que para qualguer X a imagem do grupo fundamenml(\?, fA(x))
pelo homomorfismo induzido p@ré a mesma que a imagem g X, Xx) pelo homomorfismo

induzido porf; em simbolos

~

(T (X, X)) = Ge(ru(Y, F(x))).

Chamamosg umlevantamento de Homfg um recobrimento de Hopfaraf.

Y
/s
X — Y
Segue do Teorema 79.2 pag 480 de [3] que este recobrimelimcé a menos de uma
equivaléncia de espacos de recobrimento. Alem disgoiesdo Lema 79.1 pag 478 de [3] que
dado qualquek € X, existe para cadgc G 1(f(x)) C Y, um Gnico levantamenté de f ao
longo deq tal quef(x) = . Note também que € Y — Y & um recobrimento de Hopf pafa
entdo ele & um recobrimento de Hopf para qualquer aglccagmotopica & que aplique no
mesmo ponto qué o ponto base fixado eX. (Se este nao for o caso, mas seMdmnexo por
caminhos, & possivel realizar um procedimento de mwdda@onto base el).
Os dois toeremas seguintes estabelecem a correlacamidostos de recobrimento e le-

vantamento de Hopf com o de classes de Nielsen.



Teorema 1.4 Sejam f: X — Y uma aplicago e y € Y. Sejaq: Y =Y um recobrimento de
Hopf para f e sejafA: X — Y um levantamento de f atrés ded. Seja{fi : X — Y} uma

homotopia de f= fo a f; e seja{ f; : X — Y} um levantamento dgf;} atraves defj. Enfio:

(1) Uma raiz % de f em y & f-equivalente a outra raizixde f em y se, e somente se,

~

f(x0) = f(x).

(2) Consequentemente, a f-equiatiaé uma relago de equivancia, e as classes de equiva-
Iéncia, chamadas as classes de Nielsé@no, @recisamente aqueles conjunt@orvazios

da formaf—1(y) comy € G 1(yo).

(3) Mais geralmente, uma raizde f= fop em y est { f;}-relacionada a uma raizixde f

em y se, e somente s&(xo) = f1(x1).

(4) Consequentemente, as redaqde{ f; }-equivabncia das rézes de § para as de f induzem
uma rela@o “um-a-um” entre as classes de Nielsen @geein y e as classes de Nielsen
de f em y, atraves da qual uma classe de Nielserde § est {f;}-relacionada a
uma classe de Nielsghde f; se pelo menos uma (e logo toda) raizde a esé { f; }-

relacionada a pelo menos uma (e logo toda) raizle 3, e isto acontece se, e somente
se, fo(a) = f1(P).

Antes de provar o teorema, explicamos as aspas no termo-umi-da sentenca (4): Que-
remos enfatizar que a relacao se da da seguinte maneinam& classe de Nielsen dgesta
relacionada a alguma classe de Nielserfdentao esta tal classe dgé Unica, ou seja, cada
classe de Nielsen di pode estar relacionada a no maximo uma classe de Nielsén (E'e
no entanto, perfeitamente possivel que uma classe deeNidisfy nao esteja relacionada a

qualquer classe de Nielsen fe Este fato & a inspiracao a Definicao 1.7 adiante.

Prova:[do Teorema 1.4] Comecamos provando o item (3). Primelirposhaon(xo) = ﬂ(xl).
Mostraremos qugg esta{ f; }-relacionada &;. Sejay um caminho enX dexg parax;. Entéo
{froy(t)} € um lago en¥ em f(xo), pois foo y(0) = fo(x0) = f1(x1) = froy(1), e ainda temos
quedio fooy(0) = f(x0) = yo. Assim, a projecadqo froy(t)} = { froy(t)} & um lago enY em
Yo. E portanto, com@ & um recobrimento de Hopf pafaexiste um lac@d em X emxg tal que
f4([B]) = G([{ froy()})). Logo[f o B] = [{frov(t)}].

Note quel(f oB) 2 froy(t)}] = [(foB) Y[{frov(t)}] = [f oB] {0 V(t)}] = [yo], pois
segue do fato dif o] = [{ froy(t)}] que[f o B][f o B] = [f o B] L[{ fi o y(t)}]. De modo que



[fo B Y{foy(t)}] = yo]. Mas, (f oB)"*{froy(t)} = {fo (B-1y)(t)}. PortantoBty & um
caminho dey parax; tal que{f;o (B~1y)(t)} ~ yo. Segue queg esta{ f;}-relacionada ;.

Reciprocamente, suponha ogueesta{ f; }-relacionada &;. Entdo existe um caminhpem
X dexg paraxy tal que{ foy(t)} ~pyo. O caminho{ foy(t)} & um levantamento digf; o y(t)}
através dej, o caminhoﬂ)(yo) é o levantamento do caminho constanteygng Y através de
g, e alem disso os pontos finais do caminho constantgeenl e do caminhd fioy(t)} sao
todos iguais §p. O Teorema 54.3 pag 344 de [3] implica que os caminﬂTAos%(t)} = A(xo)

e {foa(t)} terminam no mesmo ponlﬁxo). Portantofo(xg) = ﬂ(xl).

Vamos mostrar agora que (3) implica (1). De fato: Vimos quauaizxy de f emyg &
f-equivalente a outra raig de f emyp se, e somente sgy esta{ f; }-relacionada i, onde
{ft} & a homotopia constante efn Assim (1) pode ser enunciado da seguinte maneira: Uma
raiz xop de f emyp esta{ f; }-relacionada a outra raig de f emyp, onde{f;} & a homotopia
constante enf se, e somente sé(xg) = f(x1). Mas este & um caso particular de (3).

Agora usaremos (1) para provar (2). Sejama raiz def emyp. E 6bvio quefA(x) = fA(x)

e segue de (1) queé f-equivalente a si proprio. Sejaxg e x; raizes def emyp. Se tivermos
f(x0) = f(x1), entaof (x1) = f(x0). Assim, segue de (1) que s¢é f-equivalente a;, entao
X1 € f-equivalente xp. Sejamxg, X1 € Xy raizes dgf emyp. Se fA(xo) = A(xl) e fA(xl) = A(xz),
entéofA(xo) = A(xz), logo sexp & f-equivalente & e x; € f-equivalente ap, entaoxg & f-
equivalente &o. Portanto,f-equivaléncia &€ uma relacao de equivaléncia. Sega®@onjunto
das classes de equivaléncia constitui uma particabdéyp). Alem disso, cada classe é da
forma f~1(y), comy € G 1(yo).

Finalmente, provaremos o item (4). Seja classe de Nielsen dig contendoxg e seja
B a classe de Nielsen dg contendax;, comxg { fi}-relacionada &;. Suponha queg, seja
outra raiz emu, entao segue de (1) qlféxg) = f(x0). Comoxg estaf f;}-relacionada aq,
entaof (xp) = f1(x1). Logo fA(xg) = f1(x1). Analogamente mostra-se qfiég) = ﬂ(x’l) para
qualquer raiz; € 3, o que implicafA(a) = ﬂ(B). Reciprocamente, SE(O() = ﬂ(B), entao para
qualquer raiz ema e qualquer raix; emf temosz(xg) = ﬂ(x’l). Portanto qualquer raiz de

a est&{ f; }-relacionada a qualquer raiz fie
|

Teorema 1.5 Sejam f: X — Y uma aplicago e yy € Y. En#o existe uma faitia {Uqy} de
conjuntos abertos mutuamente disjuntos, um para cadaeksNielserm de f em y, tal que

a C Uy. Consequentemente, cada classe de Niagdsemberta e fechada ent#(yo).



Prova: ComoQ é um recobrimentgjp possui uma vizinhangé que & uniformemente recoberta
por §. Entdo podemos escrevgri(V) = Ugeg1(yo) V5 ONde cadasy € uma vizinhanca de
y aplicada homeomorficamente ppisobreV e a reuniad Jycg-1(y,) Yy é disjunta. Portanto,
a colegao{ f1(Vy) : ¥€ G 1(yo) e f1(9) # @} & uma colegao de conjuntos abertos ¥m
mutuamente disjunta. Além disso, pelo item (2) do Teoremadada classe de Nielsené
da formaa = f1(y), logo cadax C 1?*1(V§,) = Uq, como desejado. Consequentemente cada
classe de Nielsem é fechada eni—1(yp), poisa = f~1(y) para alguny c § 1(yo) C Y e cada
{y} & fechado no espago HausddfffLogoa & fechado enX. Alem dissoa C f~(yp), assim
a =an f(yg), 0 que implica quex & fechado enf ~(yp).

E ainda, cada classe & aberta enf ~1(yg). De fato, pela primeira parte do teorema, se
a & uma classe de Nielsen deem yp, entdoa C Uy N f~1(yo) que & aberto enf~1(yp).
Basta mostrar qudy N f~1(yg) C a. Para isto tomemog € Uy N f~1(yp), isto implica que
X € Uq = f1(\,) exe f1(yo). Comox € f~1(yo), entaox € (Go f)~L(yo) = F (G 1(y0)),
dondefA(>‘<) = V.. Pois temos quéA(X) € Vg, e o Unico elemento d¢;, aplicado emyp porq é
Y« jJaquedly, :Vg, —V &um homeomorfismo&y.) = Yo. Portantox € a. -
Corolario 1.6 Sejam f: X —Y uma aplicago e yy € Y. Se Xé compacto, edb existe apenas

um rimero finito de classes de Nielsen de f gmy

Prova: ComoY & Hausdorff, o conjunto unitarig & fechado eny. Assim f~1(yo) & fechado
emX e, portanto, compacto. Pelo teorema anterior, 0 conjurgeldases de raizes demyp
& uma cobertura aberta de(yp) que, portanto, admite uma subcobertura finita. Logo, existe

apenas um numero finito de classes de Nielsehe&®yp.
[

Passamos a definicao de classe de Nielsen essenciatenois que, como dissemos, esta

inspirada na relacéao entre classes enunciada no iteno (Fgatema 1.4.

Definicao 1.7 Sejamf : X — Y uma aplicacao § € Y. Uma raiz def emyp & essenciake
para qualquer homotopfid; } iniciando emf, ela est¥ f; }-relacionada a uma raiz dg emypo.
Similarmente, uma classe de Nielsenfdemyp € essenciase dada qualquer homotogdi& } a
partir def, ela est¥ f; }-relacionada a uma classe de Nielserfdemyp. O nUmero de classes
de Nielsen essenciais deemyg € chamado mumero de Nielsepara raizes dé emyp e €

denotado por
N( f ) YO) .
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Do Teorema 1.4 temos uma descricao 6bvia e alternatiwsslencialidade de uma classe

de Nielsen em termos do levantamento de Hopf da aplicagao.

Teorema 1.8 Sejam f: X — Y uma aplicago, y € Y,Q: Y —Y ef:X—Y um recobrimento
e um levantamento de Hopf para f. Bat para qualque® € G (yo), 0 conjuntofA—l(V) e

. : ~—1 S
uma classe de Nielsen essencial se, e somenfg se€y) # & para qualquer homotopidf; }

iniciando emf.
A sequir, o primeiro dos teoremas fundamentais deste texto:

Teorema 1.9 Sejam f: X — Y uma aplicago e yy € Y. En&io N(f,yo) & um invariante ho-
motpico de f e um limite inferior para o imero de classes de Nielsen deein y, entre
todas as aplicages f homobpicas a f. Consequentementg,flNyp) € um limite inferior ao

nmero de rézes de fem y, entre todas as aplicégs f homobpicas a f, ou seja,

N(f,yo) < MR(f,yo).

Prova: Pelo item (4) do Teorema 1.4, basta provar quer@lacao entre as classes de Nielsen
faz corresponder a cada classe essencial outra classeiabs8ejao uma classe de Nielsen
essencial d& emyy. Pelo Teorema 1.4 = fA—l(yAa) para algumyy € G 1(yp). Comoa &
essencial, existg= fAl_l(yAa) tal quea est&{ f; }-relacionada . Vamos provar qup também &
essencial. Pelo teorema anter[bg essencial se, e somenteEe_,l(yAa) #+ o, para todof, ~ f1.
Mas dada uma taf, temos quef, ~ f e, comoa & essencialf{l(%) #+ @. Portantop &

essencial. u

Um dos pontos centrais da teoria de Nielsen para raizes&idaede condigdes sobre 0s
espacoX eY para que se tenha a igualdadief, yo) = MR(f,yp) para quaisquer aplicagdes de
X emY. Este problema & conhecido como problema de Wecken eataéd no Gltimo capitulo
do texto. Antes, ao final desta secao, apresentamos unpéxem que ocorre a desigualdade
estritaN(f,yo) < MR(f,Yo).

O numero de Nielsen nao & apenas um invariante homatomias também um invariante

topoldgico, no seguinte sentido:
Teorema 1.10 Suponha que seja comutativo o seguinte diagrama, com g e édmarfismos:

f
X— (Y7Y _yO)

| )

X' —(Y,Y —yp)
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Entio g! aplica o conjunto das classes de Nielsen de f gijgtivamente no conjunto das
classes de Nielsen dé ém ¥, e ga) & uma classe essencial de f se, e somente 8ayma

classe essencial dé€. fPortanto,

N(fvyO) = N(f,7y,0)'

Prova: Considere o seguinte diagrama ortfle f sao os respectivos recobrimento e levanta-

mento de Hopf dd:

~

q

A

Y
X—=Y
Y

1=

h

7
NG
Note quefA’ =fo g € um levantamento d€ através dgp = ho@. De fato,

ﬁo?’:hoaof\og:hofog: f'.

Pelo Teorema 1.4, as classes de Nielserf d@@&o os conjuntos da formErl(V) tal que
¥ < G Y(yo). De modo analogo, as classes de Nielserf'dsfo os conjuntos nao vazios da
forma '~ (9) = g~X(F4(5)) com§ € p~2(yy) = (hoG)~2(yp) = G 2(h~2(y})) = GL(vo).
Assimg~! aplica o conjunto das classes de Nielserf déjetivamente no conjunto das classes
de Nielsen dd’.

Agora, vamos mostrar que & uma classe inessencial flese, e somente sg(a) € uma
classe inessencial de

Suponha quel = fA’_l(%) seja inessencial; entao pelo Teorema 1.8, efﬁste f tal que
ﬂ_l(%) — . Da primeira parte da prova temg&) = f(y4). Tomef; : X — Y dada pela

composicad; = f{og~l. Temos

~

° f\:f\’ogflzfiogflzﬂ
~—1, -~ a1 ~-1
o fi (Yu)=(f1og"H 7 (Tu) =0(f] () =9(@)=2.

Segue do Teorema 1.8 qgéx) é inessencial.
Reciprocamente, suponbén) = f ~1(y, ) inessencial, entéo pelo Teorema 1.8 exfste f
~—1 - ~—1, ~ o
tal quef; " (Ya) = @. Da primeira parte da prova temos que= f/ ~(yy). Tomef; : X' =Y

dada pela composigéﬁ og. Temos
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Segue do Teorema 1.8 quee inessencial.
|

Observa@o 1.11 Também é verdade qu¥(f,yp) & um invariante por tipo de homotopia no
seguinte sentido: Sg e h nao sao necessariamente homeomorfismos, mas tem inhersas
motopicas fazendo o diagrama do teorema acima comutanehde& homotopia, entao pode-
se mostrar qug aplica o conjunto das classes de Nielsen essencidised®yy no conjunto de
classes de Nielsen essenciaisfdemy;, e, portantoN(f,yo) = N(f’,y;). E interessante res-
saltar queMR(f,yp) & um invariante topologico, mas ndo um invariante par p homotopia

como veremos no exemplo 2.18.

A Definicao 1.7 se da em analogia com a Teoria de Nielsea pantos fixos. Em teoria
de pontos fixos define-se um indice de ponto fixo local quecassocada classe de Nielsen
para pontos fixos de uma auto aplicacao de um esfpiBig@compacto um inteiro chamado seu
indice. Uma classe de pontos fixos € entao dita ser essspceu indice € nao nulo. Prova-se
gue se uma classe de pontos fixos & essencial neste sentétneta € essencial em um sentido
analogo ao da Definicao 1.7. Prova-se também, sobransténcias bastante gerais, que se
uma classe é essencial em um sentido analogo ao da [efihig, entao seu indice & nao nulo.
Um dos aspectos mais importantes que a teoria de pontos ffeos da teoria de raizes € que,
exceto no caso onde ambX¥se Y sao variedades, a teoria de raizes nao parece ter unea teor
de indice bem desenvolvida. Por esta razao, temos adotadalefinicao que nao depende de
uma escolha particular do indice ou mesmo da existéenaiadedice.

Nossa definicao de essencialidade diz, grosso modo, gaelasse de Nielsen & essencial
se ela nao pode ser eliminada deformandd-per uma homotopia. Pode-se pensar entao que
deva ser possivel deformar a aplica¢gmr uma homotopia de modo a eliminar todas as classes
ndo essencias e, assim, encontrar uma aplictg@mm apenasl(f’) = N(f) classes de raizes.
Isto entao provaria qud( f) & o nimero minimo realizavel de classes de Nielsen deagples
homotopicas &. No entanto, pode acontecer que a homotopia necessaa@lrainar uma
certa classe inessencial ndo baste para eliminar umaaasise inessencial, ou ainda que uma
tal homotopia facga surgir novas classes inessenciaissgmrpode ocorrer que( f) seja estri-

tamente menor que numero minimo de classes de Nielseridac@ies homotopicas fa Este
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problema foi abordado por Brooks em [6] utilizando-se i&&s que ultrapassam 0s propositos
deste trabalho. Para nosso uso posterior (especificametiiéma demonstracao apresentada
neste texto), nos basta conhecer uma das mais importamssou@ncias do referido trabalho
de Brooks: ‘Sejaf : X — Y uma aplicacao entre variedades de mesma dimensao niagual
a trés. Entao existe uma aplicacichomotépica & tendo exatamentd(f) = N(f') classes
de Nielser.

Mesmo quanddl( f,yp) &€ o minimo realizavel do nUmero de classes de Nielseplidmades
homotopicas &, pode acontecer que seja impossivel reduzir cada clagdelden essencial
a um dnico ponto. Neste caso, teremos a desigualdaded§tfityg) < MR(f,yo). E o que

ocorre no seguinte exemplo:

Exemplo 1.12 SejaS" = {sc R™!: ||g]| = 1} an-esfera enR™?1, comn > 2. SejaX o espago
obtido pela unido de duas copias®lgor um cilindron dimensional cujas extremidades foram

coladas a seus equadores (ver figura a seguir):

X= {(817"'75’1+17t> € § X [07 1] ‘te {07 1} OUSyy1 = O}

g
()
=

Figura 1.1: Um exemplo em que vale a desigualdade ebi(itayg) < MR(f,yo)

SejaY = S'eyp = (1,0,...,0). Definaf : X — Y por f(s,t) = spara todq(s,t) € X. Como
Y é simplesmente conexd,possui apenas uma classe de NielserygnPor outro lado, toda
aplicacao homotopica & possui pelo menos duas raizes gn Para ver isso, suponhd
homotopica & e definaip: S'— X eiy : ' — X porip(s) = (s,0) eiy(s) = (s,1).

Entaof oig &€ a identidade er8". Assim f’oig &€ homotopica a identidade efi e conse-
guentemente sobrejetora. De fato, suponhafdué nao seja sobrejetora, entao exipte S

tal quef’oig(x) # pparatodo € S'. Logo f/oip: ' — S'— {p} = R", isto implica quef’ oig



14

é nulohomotopica. Magl : S' — S' nao & nulohomotopica, portanfdo iy deve ser sobreje-
tora. Logo existay € S’ com f’oip(sp) = Yo. Similarmentef’oi1(s1) = yp para alguns; € S.
Deste modap(sp) = (S0,0) ei1(s1) = (s1,1) sao duas raizes distintas tleemyy.

Em particular, temos um exemplo em que ocorre a desiguatdadaN (f,yp) < MR(f,yo).

1.2 O nimero de Reidemeister

Definicao 1.13 Sejaf : X — Y uma aplicagao e escolha um pomte X. Entaof induz um
homomorfismo de grupos fundamentéis y (X, X) — (Y, f(X)). Os elementos do coke)
sao chamados atasses de Reidemeistde f emx. O nUmero desses elementos & chamado o

nimero de Reidemeistde f e & denotado paR (). Assim
R (f) = #coke( fy).

Note que o conjunto cokéfy) = (Y, f(x))/fz(Tu(X,x)) depende da escolha do ponto
basex € X; pbrem, sua cardinalidade® (f), ndo. Isso segue da assergad do proximo

teorema e do fato dé ser conexo.

Teorema 1.14Seja f: X — Y uma aplicao e y €Y. Sejan§:Y =Y ef : X =Y um

recobrimento e um levantamento de Hopf para f.d@6nt

(1) R (f) & a cardinalidade dg(y) para qualquer y= Y.
(2) #(f~*(y0)/NR) < R(f).
(3) N(f.,yo) < R(f).

Prova: Prova de (1). Com¥ €& conexo por caminhos, segue do teorema 54.6 pag 346 ded3] q
para qualquey € Y afibrag—1(y) esta em correspondéncia um-a-um com o conjunto ¢éRer
Logo R (f) = #cokef fy) = #G1(y) para qualquey € Y.

Prova de (2). Pelo Teorema 1.4, o conjunto das classes deeNiesta em correspondéncia
um-a-um com um subconjunto da fikgal(yp), consequentemente em correspondéncia um-a-

um com um subconjunto da fibga'(y) para qualquey € Y. Logo
#(f 1 (yo)/NR) < R(f).

A prova de (3) segue imediatamente de (2) e do fatddeyo) < #(f1(yo)/NR).
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Nos resultados acima, primeiro fizemos uma correspond@nuartir das classes de Nielsen
para a fibrag—1(yo), entdo a partir da fibr§*(yo) para as classes de Reidemeister. Também
é interessante exibir uma injecao diretamente nasedads Reidemeister. Para fazer isto,
suponhaf ~1(yp) # @, pois caso contrario nao ha o que fazer, e sgjama raiz def emyp.

Definimos uma injecao

@: 7 (yo)/NR— 1u(Y,y0)/ fs(Tu(X, %))

como segue: Sefa uma classe de Nielsen. Escolha uma radza e um caminhgy em X dex
paraxp. Entaof oy & um laco en¥Y emyjp e, portanto, podemos usa-lo como um representante
para a classff oy] € (Y, yo). Defina@(a) = [f oy] * fg(Tu (X, X0)). Vamos mostrar que esta
bem definida. Para isto mostraremos q(ee) independe da escolha do pomte a e da escolha
do caminhoy dex paraxg. Sejanx; exp € o,y um caminho de; paraxg € 3 um caminho deo
paraxp. Comox; e xp € d, existe um caminho dex; paraxp tal que|f o o] = [yo]. Precisamos
mostrar quéf oy] * fx(Tu (X, Xg)) = [f o B] * fe(Tu(X,Xo)). Para fazer isto, & suficiente mostrar
que

[Foy Y[f oB] € fu(Tu(X, %)),

Note que((f oo)(fof)] = [foa][fop] = [yo][fof]=[fop].

Assim,

[foy [fop] = [foy Y[(foo)(fop)]
= [foy [fo(oB)]=[(foy ) (fo(cB))
= [fo(y 'oB) = fu(ly 'of]) € fe(Tu(X,%)).

As vezes sera mais conveniente usar o primeiro grupo delbgrague o grupo fundamen-

tal para calcular (f). Podemos fazer isto sg(Y) & abeliano.

Teorema 1.15Seja f: X — Y uma aplicago e suponha que;(Y,y) & abeliano para algum
yeY. Enfio R (f) = #coke(f,,) onde £, : H1(X;Z) — H1i(Y;Z) & o homomorfismo induzido

por f no primeiro grupo de homologia com coeficientes inteiro

Prova: ComoX & conexo por caminhos, 0 homomorfismo de HureWwiczy (X, x) — H1(X;Z)
é sobrejetor, e comd é conexo por caminhosm® (Y,y) & abeliano, o homomorfismo de Hu-

rewiczh: (Y, f(x)) — H1(Y;Z) &€ um isomorfismo (ver [5]). Alem disso, o seguinte diagrama
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comuta:
(X, X) —= (Y, (X))
h/lepi isoJ{h
Hi(X,Z) Tl> H1i(Y,Z)
Disso e do fato d& ser sobrejetor segue ghéfy(1(X,X))) = f., (H1(X;Z)).
Sejak: H1(Y;Z) — H1(Y;Z)/f.,(H1(X;Z)) o epimorfismo quociente e considere

koh: 1y (Y, (X)) = Hi(Y;Z)/f,, (H1(X; Z))

que & um homomorfismo sobrejetor, por ser composicao eemorfismos sobrejetores.
Note que, kefkoh) = h=1(k=1(f,,(H1(X;Z)))) = h~1(f, (H1(X; Z))) = fa(Tu(X,X)). Pelo
teorema do isomorfisman (Y, f(x))/ fx(Tu(X, X)) = H1(Y;Z)/ f.,(H1(X; Z))

Portanto,® (f) = #coke(f,,).
|

Nossas principais ferramentas para calcular o nUmero elsé¥i sao o teorema a seguir e

seus corolarios. Antes, porém, provamos um lema.
Lema 1.16 Sejaq: Y — Y um recobrimento e seja:iy —Y um homeomorfismo. Considere
h:Y =Y uma aplicago fazendo comutar o diagrama

h

.,

<=2
'<T'<>

<

_—
h
Entio h & um homeomorfismo.

Prova: Se@ & um-a-um, o resultado € trivial. Suponhamos o caso geral.

Provaremos primeiro quAe'e sobrejetora. Sej. € Y e sejay, = q(¥«). Comoh é sobreje-
tora, existey € Y tal queh(y) = y,. Considera1(y) = {X1,%,...}.

Seﬁ(il) —¥,, entdo terminamos. Sen&o, tome um camipbmY deﬁ(ﬁl) paray.. Con-
sidere os laco§y e h~1(Gy) emY baseados e, ey, respectivamente. Comgz um caminho
aberto (nd3o & um laco), a clasgy] # 0 emm(Y,y.) e, portanto, tambérh~—1(Gy)] # 0 em
m(Y,y). Logo,h~1(Gy) levanta a um caminha iniciando en&; e terminando num poni% de
q-1(y), comx; # ;. Agora, 0 caminh&(o) €, assim com@, um levantamento dgy, através

ded, iniciando emh(%1). Pela unicidade do levantamento segue-seygeeh(%).
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Agora provaremos quk & injetora. Suponhgh e §» pontos deY tais queﬁ(?l) = H(Vz).

Temos:
h(v2) = h(¥2) = a(h(1)) = A(h(52)) = h(@(¥1)) = h(@(V2)) = (¥2) = A(T2).
Isto implica quey; e ¥» estao na fibr@*(y.) de um mesmo pontp, € Y.
Suponhd # ¥, e tome um caminhgemY deyi ays,. Entaody & um laco eny baseado em
y.. Comoy é aberto, a clasg€y] # 0 emty(Y,y.). Logo, tambénihgy] # 0 emtu (Y, h(ys)).

Agora, o lacohgy levanta ao caminhEy gue deve, portanto, ser aberto. Isto contradiz o fato
queh(§1) = h(52).
[

Teorema 1.17 Suponha Y um espacq & Y um ponto e que Y @ yem a propriedade que

para qualquer lagoy em y existe uma homotopigy : Y — Y} tal que
1. hh:Y —Y éaaplica@o identidade de Y
2. h:Y —Y é&umhomeomorfismo, e
3. O caminho{h(yo)} ~p .
Ento, para qualquer aplica@o f: X — Y, ou N f,yg) =00u N(f,yo) = R(f).

Prova: Sejamq: Y =Y ef:X—Y um recobrimento e um levantamento de Hopf phea

suponha quél( f,yp) # 0. Mostraremos qu@*l(?) € uma classe de Nielsen essencial para todo

v G 1(yo), 0 que provara o teorema, segundo o item (1) do Teorema 3el4y < G (yo).
ComoN(f,yp) # 0, existe unijp € G 1(yo) tal quefA—l(?o) € uma classe de Nielsen essen-

cial de f emyp. Sejay um caminho enY dey parayp. Entdoy = Goy & um laco enY emyp e,

por hipotese, existe uma homotogla : Y — Y} satisfazendo (1), (2) e (3) acima.

Seja{h : Y — Y} um levantamento déh;} comhy a identidade er¥.

<)
l>

Y
|a

Py

)
-~

<

Comoy =~ {hi(yo)}, segue do Teorema 54.3 pag 344 de [3] Yus, {F\t (Y)} e, portanto,
ﬂl(?) =YV(1) = yo. Agora{h;o f} & uma homotopia iniciando ehpo f = f e {ﬂt of} & seu

levantamento iniciando efpyo f = f. Além disso,f1(yp) & uma classe essencial figeo
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que implica(hy o f)~1(yp) # @. Existe, portanto, um ponta € X tal que(hyo f)(x1) = Yo.
Comoh; & um homeomorfismo, segue do Lema 1.16 que seu IevantaltAnhetamb’em € um
homeomorfismo. Tamb’eﬁl()?) =¥(1) = Vo. Segue qud (x1) = . Deste modof ~(y) # &

e é, portanto, uma classe de Nielsenfdemyp. Para ver que ela & essencial, sgfg uma
homotopia confy = f e {ﬂ X = \7} seu levantamento, ao longo deniciando emf. Como
f~1(yp) & uma classe de Nielsen essenciaf dmtéoﬂ‘l(?o) é uma classe de Nielsen essencial
de f1. Assim podemos aplicar exatamente 0 mesmo argumento aeair@$; para mostrar que

f.1(y) # 2. Portanto,f ~1(y) & essencial. .

A aplicacao mais importante do Teorema 1.17 se da quédredoma variedade. Para esta e

outras aplicacdes precisamos do seguinte:

Teorema 1.18 Sejam Y uma variedadgum caminho emY e N uma vizinhancayfle. Ento

existe uma isotopidh; : Y — Y} tal que Iy é a identidade em Y & a identidade fora de N e

h(y(0)) = y(t) paratodo te .

Prova: Primeiro suponha que o caminigesteja contido no interior de unmabolaB C N e
considere um homeomorfismp. B" — B. Sejay : intB" — R" o homeomorfismo dado por
W(x) = x/(1—||x||) com inversap—1(x) = x/(1+ ||x||). Entao para qualquerc R" e xo na
fronteira deB" temos quiiW‘l(w(x) +V) = Xo. De fato:

lim g~ (@) +v) = lim WH(x/ (1~ X)) +V)

X—Xo X—Xo
= Jim (e (L )/ X))
O = XD/ (A= X))
x50 1 ([ (T— [XDVID/ (1= <)
e A= XDV /(2 )
50 1 ([ (T IXDVID/ (L= X))
(e (L= X))/ (1= X))

A (L= [IXI[ + x4 (2= [XIDvI) /(2= [Ix]])
_ X0+ (1 ||jxol)v

1—[[%ol| + [I%o + (1 — [|Xo|| V|
_ X0

1— ||l +I[%oll

— XO'
Assim, podemos definhg : Y — Y continuamente por

he(y) = oYL (WopL(y) + Wop L(y(t)) —Wo e i(y(0))), paray € intB,
y, paray €Y —intB.



Pois casoyp € dB", teremosyliymo Iy
0
G(lim = (YPog (y) +og?

Y—=Yo

Yo (y(0)).

Assim, o limite acima torna-se

Ywog H(y) +wog (y(t)) — wo o (y(0)))
(Y(t)) —Woe 1(y(0)))). Tomex= ¢ (y) ev= o (y(t)) -

— —1 —
o, im wiweo+v) =0 00) <o

Note ainda quéx; € um homeomorfismo para cada |, pois € composicao de homeomor-
fismos parg € intB e a identidade panac Y — intB.

Entdo{h; : Y — Y} & uma isotopia tal quie, & a identidade e, h; & a identidade fora de
N eh(y(0)) =

y(t) para todd € I. Isto prova o teorema neste caso particular

No caso geraly pode ser dividido em uma sequéngtay?, ..., y" de caminhos

() v(k_;ft),tel,

tal que cadaX esta no interior de umabola emN, poisy(l) & compacto. Para cagécons-

truimos uma isotopidhf} como acima e juntamos essas homotopias definindo

" { hi, para 0<t <1/m

M yqoh o .oht parak—1/m<t <k/mk=23,

para formar a desejada isotoma}. Isto,de fato, funciona

Param= 2, temosy}(t) = (5) e ?(t) = (1), assim

hd, para 0<t <1/2
h3_,ohl para ¥y2<t<1 '

Parai = 1,2, mostramos qui, = idy, hf = idy_g eh{(Y(0)) =V (t),paratodd €. Tome
N =B UB).

e hg= hé =idy
e Sex¢ N, entao

ht(x)

hd.(x) = x para 0<t <1/2
h3_johl(x)=xpara y2<t<1

poish{ = idy_g1 ehf =idy_gp. Ainda
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he(y(0)) = h3,(y(0)) = h3, (y}(0)) = y*(2t ) para 0<t < 1/2

ho_10M(V(0)) = ;0¥ (1) =h3_;o¥*(0) = y*(2t 1) para Y2 <t <1
ou seja,

yH(2t) para 0<t <1/2

V2(2t—1) para 1/2§t <1 '

Logo, paran= 2, {h;} & a homotopia desejada.

he((v(0))) = ¥(t) = {

Param = 3, temos quey pode ser dividido em uma sequéngiay?,y® de caminhos com
y C B parai = 1,2, 3, pelo que discutimos acima temos para dadde hi =idy, hf = idy _gj,
ehl(y(0)) = y(t),paratodd < I. TomeN = Bj UB}UB}.

Note queh; como definimos acima, satisfaz:
e hyp= h(l) =idy
e Sex¢ N, entao

hd(x) = x para 0<t <1/3
he(x) = { hg_,ohi(x)=x para ¥3<t<2/3
h ,oh?ohl(x)=xpara 23<t<1

p0|Sht1 — idy_Br]__l, htz — idY—B% e h[3 — idY—B%' A|nda

h3(v(0)) = hg (yH(0)) = y(3t) para 0<t < 1/3

h5_10hi(¥(0)) = h§_1 0¥ (0) =h5_;y'(1) = h§_1y*(0) = y*(3t - 1)
h(v(0)) = y(t) = para ¥3<t<2/3

h§_20hfohi(v(0) = h§_,ohi(y'(0)) = h§_,(v*(1)) =

| =h% 2(¥}(0) =V3(3t—2) para 23<t<1

Logo, paran= 3,{h} & a isotopia desejada.

Indutivamente mostra-se que para qualquer inteiro positi{ h; } & a isotopia desejada.
|

O teorema anterior implica que ¥eé uma variedade, entao ficam satisfeitas as hipoteses

do Teorema 1.17 para qualquygre Y, 0 que prova o seguinte corolario:
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Corolario 1.19 Sejam f: X —Y uma aplicago, comY uma variedade, e sefgyY um ponto.

Entdo ou N f,yp) =00u N(f,yo) = R(f).

O Teorema 1.18 também implica que quaNde uma variedade, entdy( f,yp) € indepen-
dente do pontgp € Y. Por esta razao, quandfoé uma variedade, frequentemente escrevemos

N(f,yo) simplesmente comi(f).

Corolario 1.20 Seja f: X — Y uma aplicago com Y uma variedade. Eat N(f,yo) & inde-

pendente do ponta)e Y, istoé, N(f,yo) = N(f,y1) para quaisquery,y; € Y.

Prova: Sejamyp,y1 € Y ey um caminho enY deyp paray;. Pelo Teorema 1.18 existe uma
isotopia{h; : Y — Y} tal quehp & a identidade e e h1(yo) = h1(y(0)) = y(1) = y1. Entao
{hto f} & uma homotopia dé parah; o f. LogoN(f,y;) = N(hyo f,y1). Mas, pelo Teorema
1.10 tem-seN(hy o f,y1) = N(f,h;1(y1)) = N(f,Yo).

|

A partir dos Corolarios 1.6 e 1.19 temos:

Corolario 1.21 Considere f: X — Y uma aplicago com Y uma variedade e X compacto. Se
R (f) =00, entio N(f) =0.

O Teorema 1.17 e o Corolario 1.19 sao as principais feméasegara se calcular o nimero
de Nielsen. A fim de aplica-los, porém, precisamos de utoduepara determinar se 0 numero
de Nielsen & ou ndo nulo. Esta & a meta da teoria de indieeapgresentamos no proximo

capitulo. Antes porém, apresentamos uma breve seg@xedeplos.

1.3 Exemplos

Exemplo 1.22 Mostraremos com este exemplo um caso em que o nUmero deN&lsulo e

o0 niumero de Reidemeister pode ser qualquer nimero ingesitivo ou mesmo infinito. Seja

a circunferéncia unitaria no plano comple®,= {zc C: ||z|| = 1}. Considere o tord e o
espaco figura oitX = S' x {1} U {1} x S', ambos munidos de estrutura celular minimal. Seja

f : X — T uma aplicacao arbitraria.
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SORNE)

Figura 1.2: Aplicac¢Oes da figura oito no toro

Pelo Teorema da Aproximacgao Celular (pag 64 de [7]), salseqne existe uma aplicacao
celularg : X — T homotopica af . E claro que para um pontg no interior da 2-célula d&
tem-seg~(yp) = @. E assimMR(f,yo) = 0 e, consequentemenié(f,yo) = 0.

Vamos mostrar qué pode ser escolhida de modo gRé f) seja qualquer nUmero inteiro
positivo ou mesmo infinito. Para se R f) = o, basta escolhef como uma aplicacao cons-
tante. Agora, dado um numero inteiro positiyaomamosf : X — T como a aplicacao celu-
lar que aplica a primeira das circunferéncias que compldmmeomorficamente na circun-
feréncia que corresponde ao meridiano celular doToeofaz com que a outra circunferéncia
que compOeX percorran vezes, num mesmo sentido, a circunferéncia celular lodgial do
toro T. Entdo o homomorfismdy : T4 (X) — m(T) tem coke(fy) ~ (Z®Z)/(Z & nZ) que
tem cardinalidade ( f) = #coke( fz) = n.

Exemplo 1.23 Seja f : % — RP? uma aplicacio da 2-esfera no plano projetivo. Cd8ho
e simplesmente conexaTq(RPz) ~ Z» tem cardinalidade 2, & claro que o homomorfismo
fy . (%) — T (RP?) tem coke(fy) ~ Z; e, portanto,R (f) = 2. Agora, pelos teoremas
da Secao 5 de [8], para qualquerc RP? tem-se ouMR(f,yp) = 0 ouMR(f,yp) = 2. Se
MR(f,yo) = 0, entao & claro qud(f,yp) = 0. Por outro lado, segue do Teorema 3.6 de [9]
(que sera comentado no final da Sec¢ao 3.1)\MReéf,yp) # 0 implica emN( f,yp) # 0. Assim,
segue do Corolario 1.19 qiR(f,yp) = 2 implicaemN(f,yp) = R (f) = 2.

O caso particular em que: > — RP? & o recobrimento duplo sera discutido em detalhes

no Exemplo 2.13.



Capitulo 2

Teoria de Indice de Razes

Dedicamos este capitulo ao tratamento da teoria de mgae raizes. Apresentamos 0s prin-
cipais resultados associando o indice de raizes a @®hbelsen para raizes e finalizamos com

alguns exemplos que fazem uso dos resultados desenvohadtzpitulo.

2.1 Indices para raizes

Em teoria de pontos fixos, uma tria@&, f,U) é ditaadmis$vel seX & um espaco topologico
(adequado) & : X — X & uma auto-aplicacao que nao possui pontos fixos naefrantlo
conjuntoU C X. Um indice de ponto fixd & uma funcao atribuindo a cada triada admissivel
(X, f,U) um ntmero raciond( X, f,U) que, grosso modo, & uma medida do numero de pontos
fixos def situados entd. Em nossa definicao de admissibilidade, relaxamos a&ngig de ser

aberto o conjuntty.

Definicdo 2.1 SejamX e Y espagos topologicosyg € Y. Um par(f,A) & umpar admisével
para a triadX,Y,yo sef : X — Y & uma aplicacad\ C X, e A possui uma vizinhanca fechdda

N tal queN — A nao contém raizes deemyyp, ou seja,
(N=ANfy)=2.

Note que s&J & aberto, enta6f,U) & admissivel se, e somente 86,N f ~1(yo) = @. De
fato: Suponhamos quf,U) seja admissivel; entao existe uma vizinhanga fechadie U

tal que(N —U)N f~1(yp) = @. ComoU c (UUaU) C N e a uniadJ UoU é disjunta, entao

1Por uma vizinhanca fechada de um conjulientendemos um conjunto fechado conteAdsn seu interior.

23
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o0U c N—U e segue quaU N f~1(yo) = @. Suponha agordJ N f~1(yp) = @. SenddJ aberto,
temosdU = U —U. LogoU & uma vizinhanga fechada Wetal que(U —U) N f~1(yo) = @.

Para um par admissivef,A), as vezes exigiremos gdeseja uma vizinhanga nao apenas
de A, mas também dA. Isto ndo acarreta exigéncia extradXédor normal e, por convencao,

assumimo¥ normal em todo o texto.

Teorema 2.2 Suponha( f,A) um par admisivel para XY,yo. Enio A tem uma vizinhanca

fechada N tal que N- A ndo coném réizes de f emgy

Prova: Suponha qué&l’ & uma vizinhancga fechada éetal que(N’ — A) N f~1(yp) = @. Entdo
f~1(yo) — N’ = f~1(yo) — intN’ & um conjunto fechado disjunto do conjunto fechaoPela
normalidade deX, existem vizinhangas abertas disjuntasle f~1(yo) — N’ eV deN’. Seja
N =V. Note queN & uma vizinhanca d&, poisAC intN'=AcN eN' cV =N = AcC intN.

Mostraremos quéN —A) N f~1(yp) = @. De fato, suponha que exista (N—A)N f~(yp).
Entaox € (N —N")n f~1(yp), pois(N' —A) N f~1(yo) = @. Logox € f~1(yp) —N' ex€ N,
dondexc U exe N, o que & absurdo, comd=V eU NV = @. PortantdN—A)Nf~(yo) = @

eN & uma vizinhanca da como desejada. u

Como exemplos de pares admissiveis temos:

Proposicdo 2.3 Suponha . X — Y uma aplicago e yy € Y. Engo (f,X) e (f,o) sdo ad-
misgveis, e assimao todos os pare§f, a) coma uma classe de Nielsen de f egn Para cada

raiz isolada x de f emgy & admissvel o par(f,Xx).

Prova: Para( f,X) arequerida vizinhangd de X & o proprioX. Para(f, o), tomamoN = &.
Para(f,a), sejaN = Uy ondeUy € a vizinhanca aberta di& garantida pelo Teorema 1.5. E
para(f,x), podemos escolhéd = Uy ondeUy & uma vizinhanga de em X cujo fecho nao

encontra o fecho de uma vizinhancgafde (yg) emX. m

Definicao 2.4 SejamX eY espacos topologicosyg € Y um ponto. Umindice de rédzespara
X, 'Y, Yo € uma funcaao do conjunto dos pares admissiveis pAta,yo em um grupo abeliano

satisfazendo o seguintes axiomas:

(Aditividade) Suponha& C X eAq, ..., A, subconjuntos dA tais que:

(@) (f,A) & admissivel éf,A;) &€ admissivel para cada
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(b) f1(yo) N(A—UiA) =2, e
() ANAj =@ parai # j.
Entaow(f,A) = Ziw(f,A).

(Invari ancia por Homotopia) Suponhg f; : X — Y} uma homotopiaA aberto enX e (f;,A)

admissivel para todoe |. Entaow( f1,A) = w(fo,A).
Como uma consequéncia facil da aditividade temos:

Teorema 2.5 Suponhg f,A) um par admistvel para XY, yp. Entio w(f,A) # 0 implica que

f(X) = yo para algum xc A.

Prova: Provaremos a contrapositiva. Suponha que nao exista A verificando a equagao
f(x) =yo. Aplicando a aditividade cory; = @ temosw( f,A) = w(f, ) e aplicando-a também
comA; = @ temos quew(f,A) = w(f,2)+ w(f,). Segue da unicidade do elemento neutro
de grupos quey(f, o) = 0. Portantow( f,A) = 0. .

O seguinte & um importante resultado sobre indices deedate Nielsen.

Teorema 2.6 Suponha X compactéf; : X — Y} uma homotopia,y< Y um ponto &g uma

classe de Nielsen de f em ¥En#&o:
(1) Seoagesh({f;}-relacionada a uma classe de Nielseenpde i, enBiow(f,ap) = w(f1,01)

(2) Caso contéario, ag ndo esh { f; }-relacionada a qualquer classe de Nielsen ge,fneste

caso,w(f,ap) =0.

Prova: Sejamg:Y — Y e {f : X = Y} um recobrimento e um levantamento de Hopf para
{fi}. Pelo Teorema 1.4q¢0 = ﬂ;l(?o) para algumyy € G 1(yo). Precisamos mostrar que
w(fo, fg 1(Y0)) = w(f1, f;1(Y0)). Comol & conexo, & suficiente mostrar quéfy, f(Yo)) &
uma funcao localmente constantetd®ara tanto, dadoe |, encontraremos uma vizinhanga
det tal quew(fs, fs 1(Yo)) & constante parse J.

O conjunto{(x,t) € X x| : f(X) = Yo} & um subconjunto fechado do espaco compacto
X x| e, portanto, compacto. Sefa= ft‘l(yo) C X sua projecao erK. EntaoC & a imagem
continua de um conjunto compacto e portanto compacto.

Como na prova do Teorema 1.5, existe uma familig : y € G %(yo)} de subconjuntos

abertos deX mutuamente disjuntos, tal qu‘Ae‘l(V) C Uy para today € G *(yo). Considere o
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conjuntoQ das aplicacdes d¢ emY munido da topologia compacto-aberta. Entao a atrilouica
s— fs & uma fungao continua demQ. O conjuntcC — Uy, & compacto d levaC — Ug, no
conjunto aberty — yp. Assimt possui uma vizinhanck C | tal queﬂ(C— Ug,) C Y — o para
todos € Jp. Logo

(Vo) C Uy, para todes € Jp. (2.1)

Similarmente, existe uma vizinhangadet tal que f5(C — Ug25,Ug) C Y — (@ Y(yo) — Yo)

para todos € J;. Logo
fs (yo) — fs (o) C Uy5,Uy para todes € Jy. (2.2)

Sejal = JyNJi. Entao, das Equagdes 2.1 e B0y, N fs(yo) = @ e, portanto( fs,Ug, )
& admissivel para todec J. As equagdes 2.1 e 2.2 implicam qug N fs (yo) = f5 (o).
Pela aditividade( fs, ngl(?o)) = w(fs,Uyg,) para todos € J. Pela invariancia por homotopia,

w( fs,Uyg,) € constante pame J. Portantouw( fs, f< (%)) & constante parse J.
|

Corolario 2.7 Suponha X compacto,: X — Y uma aplicago, yp € Y ewumindice de rézes

para X,Y,yp. Para qualquer classe de Nielsarde f em y, sew(f,a) # 0, enfloa é essencial.

Prova: Provaremos a contrapositiva. 8& inessencial, entdo por definicao, existe uma homo-
topia{ f;} iniciando emf tal quea nao est¥ f; }-relacionada a qualquer classe de Nielsen de

f1. Pelo teorema anterio®(f,a) = 0.
|

2.2 Constru@o deindices para razes

Na secao anterior, utilizamos as propriedades axi@astio indice para raizes para obter re-
sultados em teoria de Nielsen, embora sequer tenhamos @eedpra existéncia de um tal
indice. Nesta secao, faremos construcdes ex@idedndices para raizes. Iniciamos com uma
construcao simples que usa teoria de homologia ordingualquer teori&l, satisfazendo os
axiomas de Eilenberg-Steenrod (ver [7]), para detectaistéecia de raizes.

Sejaf : X — Y uma aplicacao e sejg € Y um ponto. Considere a composic¢ao:

f j
X—=Y C (Y,Y —yp).
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Esta composicao induz o seguinte diagrama de homomosismaivel de homologia:

f* .*
Ha (Y) 2= Ho (Y, Y — o) -

Afirmamos que se a composicgoo f, # 0, entdof (e qualquer aplicacdo homotopica a
f) possui pelo menos uma raiz g Para ver isto, suponha qdenao possui raizes egp.
Entdo podemos restringir o contradominio fdpara obter uma aplicaga@®@: X — Y —yp. A

composicao de aplicagcdes acima pode ser entao reescmo
f/ i’ k
X—=Y—=yo C(Y—=Y0,Y—=Yo) C (Y,Y —Yo).
E assim obtemos 0 seguinte diagrama comutativo:

H.(Y) ———H.(Y,Y = yo)

H.(Y —Yo) — H.(Y —Yo0,Y —Yo)

ComoH..(Y —yo,Y —Yo) = 0, isto implica quej,. o f, = 0.

Isto mostra qug. o f, pode ser usado como uma medida algébrica para afefipede ser
deformada para se tornar livre de raizes. Isto também tisara definir um indice de raizes
especifico. Aqui esta a construcao:

Suponha quéf,A) seja um par admissivel paxaY, yo. SejaN uma vizinhanca fechada de

Atal queN — A nao contém raizes deemyp. Entaof define uma aplicacao de pares
f'(N,N=A) — (Y, Y —yp).

Se f nao possui raizes el entdof’ pode ser fatorado através do gar—yo,Y —Yo), cuja

homologia € trivial. Deste modo, $enao possui raizes e o homomorfismo
fl i H (N,N—A) = H.(Y,Y —yo)

é trivial. Podemos, portanto, usér como uma medida algébrica do nUmero de raize\em
O problema &, porém, que apesar fdeser um membro de um grupo, a saber, o grupo dos
homomorfismos dél,.(N,N — A) emH.(Y,Y —yp), este grupo depende do conjuitoParaf

ser considerado um indice, o grupo deve ser 0 mesmo parardiés conjuntog e depender

apenas d&,Y,yo. A solucao € usar o diagrama ampliado

!

X E(XX—A) D (N,N—A) = (Y,Y o) .
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Pelo Teorema 2.2, podemos assulsendo uma vizinhanca fechadaAleAssim, a inclusao
e: (N,N—A) c (X,X—A) & uma excisao e, portanto, induz isomorfismo em grupos amho
logia. Logo temos o seguinte diagrama induzido:

f/
H.(X) —=H.(X,X—A) <2— H.(N,N—A) —=H.(Y,Y —yo) .
Comoe, &€ um isomorfismo, podemos formar a composi¢ao
L.(f,A) = floe Toi, : Ho(X) = H.(Y,Y —yo).

Teorema-Defini@o 2.8 Na discu&o acima, o homomorfisma (f, A) & independente da esco-
lha da vizinhanga fechada N de A e, portanto, depende aptmtigda XY, yp e do par(f,A).
Deste modo, L& uma fun@o do conjunto de todos os pares adrisss para XY, Yo N0 grupo
abeliano honfH..(X),H.(Y,Y —yp)) de todos os homomorfismos dg(M) em H.(Y,Y —yo).
Além disso, L satisfaz as cond@es de aditividade e invancia por homotopia da Defirép
2.4 eé, portanto, umndice de rézes para XY, Yo chamado dndice de rédzes por homomorfis-
mos em homologia.

Escreveremos.l( f,A;G) quando desejarmos indicar que &o grupo de coeficientes da
homologia. Tamém escreveremos,Lf,A) para denotar a restrigo de L.(f,A) ao n€simo
grupo de homologia. Deste modq(lf,A;G) : Hn(X;G) — Hn(Y,Y —yo;G). A composigo
dual em cohomologia’l( f,A) =i*oe* Lo f* : H*(Y,Y —yp) — H*(X) tamkémeé independente
de N e a fungo L* dos pares admi$geis de XY,yo em honfH*(Y,Y —yp),H*(X)) & taml&m

umindice de rédzes, chamado mdice de rézes por homomorfismos em cohomologia.

Prova: Provamos somente para homologia; a prova para cohomaalial’
Primeiro provamos a independéncia da escolhi.dgejaN’ outra vizinhanca dé tal que

N’ — Aé livre de raizes. Sejd” = NUN’ e considere o diagrama comutativo,

X— (X, X—A)

T e
(N,N—A) —= (N",N" — A) <=— (N',N' — A)

f///
f/ f//

(Y,Y —yo)

no qualf’, f”, " sao restricdbes dé e todas as outras aplicacdes sao inclusdes. Essemiagra
revela que

I 1 s e =1 - en -1 .
floe “oi,=f" od “oi,=1" o€, ~oiy,
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0 que prova qué.(f,A) nao depende da escolhale
Para provar a aditividade, sejake Ay, ..., A, como na Definicao 2.4. Sejuma vizinhanca

fechada dé tal que(N — A) N f~1(yo) = @. Assim temos
(N—UA) N (yo) =

Considere o diagrama comutativo

/\

(X, X —A) (X, X =UqAa)
J -y
(N,N—A) (N,N=UqgAa)
\ /

(Y;Y —Yo)

Em nivel de homologia, resulta da comutatividade que:
L.(f,A) = floe Loi, = o€, oi’, = L,(f,UsAq).

Para completar a prova da aditividade, devemos mostrat.gieUqAq) = 5o L« (f,Aq).
Usando a normalidade d€ selecione para cagdauma vizinhanca fechaddy de A, de modo
que asd\y sejam mutuamente disjuntas e cddia— Ay seja livre de raizes. Toné = UgNy €

A = UqAq € considere o seguinte diagrama comutativo:

GB]G*

Do H. (X, X — Aq) H(x,X—A’>
o | g
Do e (Noty N — Ol N - A)
m /

«(Y,Y —Yo)

As aplicacdes e f’ sao restricdes dé, as aplica¢desy, i, ju,€q,€ SA0 todas inclusdes.
Pelo Teorema da soma direta de homologia que pode ser eaborimn [10] pagina 33D, Ko+
€ um isomorfismo. As aplicacdeg e e sao excisdes e, portanto, induzem isomorfismos. Pela

comutatividade do diagrama tem@, ey = (Bq ja+) © € o (Bqy ka+). Resolvendo isto para
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1 obtemose; * = @y ko 0 €51 0 ja+. Deste modo,

L.(f,A)=floe ol*_f’ @ka*oe*oja* oiy, =

=P floka: oy O]q*ol*—@f coetoigs = PL.(f,Aq),
a a

0 que completa a prova da aditividade.

Vamos agora provar a invariancia por homotopia. Sgj&mX — Y} e Acomo na definicao
2.4. Entao para cadac dA et € |, temosf;(x) € Y —yo, poisdAN f1(yo) = @ para toda.
Assim, existe uma vizinhan¢dy; de x e uma vizinhang¥y; det tal quefs(X') # yo para todo
X € Uy ese Vyg. De fato, denotéd-(x,t) = fi(x), de tal modoF (x,t) # yo. ComoY —yp &
aberto enY, existe uma vizinhang#/ de f;(x) tal queyo ¢ W. TomeF ~1(W) que & um aberto
deX x | contendax,t). Existe um aberto basiddy x Vi tal que(x,t) € Uy x Ve € F~1(W).
Logo, para todo! € Uy es e Vy; temosfs(X) = F(X,s) € W e, portantofs(X') # yo.

Para cada € 0A fixado, a colecadVy : t € 1} & uma cobertura aberta dlee, portanto,

possui uma subcortura fini@g, , ..., Vi, }- Sejalx = (|Ux, €U = | (UxUA). EntaoU é
i Xe0A
uma vizinhanca d@ tal que(U —A) N i 1(yo) = @ para todda € I, pois sey € U — A, ent&o

y € Uy — A para algunx € 0A e assimy € Uy, — A. Como{Vy,, ..., Vi, } cobrel, para cada
tel,t €Vy paraalgum =1,....,n. Assim(y,t) € Uy x Vi, portantofi(y) # Yo.

Pela normalidade d¥, o abertdJ contém uma vizinhanca fechatlade A e { f;} define
uma homotopig f{ : (N,N—A) — (Y,Y —yo)}. Assimfy, = f],. Sejami : X C (X,X—-A) e
e: (N,N—A) C (Y,Y —yp) as inclusdes indicadas. Entao

L.(fo,A) = fl.oe toi, = f.oe toi, = L (f1,A).

Observa@o 2.9 Note que pard = X, escolhemosl = X e obtemos
L.(f,A) = jio fi i Hi(X) = Hi (Y)Y = ¥0),

ondej:Y C (Y,Y —yo) € ainclusdo. Deste modo, o indice pode ser entendido como uma

localizagcao da medida global.

Podemos usalk, e L* para definir outros indices. O mais importante dessesriliod
de raizes integral, que definiremos em breve. Antes, reowd alguns fatos de Topologia

Algébrica que serao Uteis na prova do préximo lema.
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Dados uman-variedadey, um pontoyp € Y e D uma vizinhanga fechada gg homeomorfa
a uma bola fechada d&", temos qué&¥ —yp eY —intD tem o0 mesmo tipo de homotopia. Logo
H.(Y —intD) ~ H,(Y —yp) = 0, devendo-se a igualdade ao fatoYtle yp ser uma variedade
aberta. (Ver, por exemplo, o Corolario 22.25 pagina 16glHe

Um interessante (e correto) exercicio de [4] afirma o segdiato relacionado a orientabi-

lidade de uma variedade:

Exercicio 22.45 de [4]:Seja Y uma n-variedade fechada (compacta e sem bordo) e'séja S
0 bordo de um disco n-dimensional' @ X. Considere o espago de colagei Y,, onde
Y,=Y—intD"e¢: S ! =Y, & aincluo natural de -1 como o bordo de.Y Eno Y &

orientavel se, e somente se,: Hn_l(S*‘*l) — Hn—1(Y,) & trivial.
Utilizamos este fato para provar uma parte do seguinte lema:

Lema 2.10 Sejam Y uma n-variedade compacta orégaal (respectivamentean-orientivel)
ey €Y um ponto. Efdo a inclugo j:Y — (Y,Y —yp) induz isomorfismo em homologia

n-dimensional com coeficientes &nfrespectivamente com coeficienteszm

Prova: Iniciamos provando o caso em gde orientavel. Consideremos a sequéncia de homo-

logia do espaco de colagddt Uy Y, a saber,
A 1(S D) 2 An 1(Y) —— An_2(Y) —— Fn2(S™1) .
Pelo exercicio citado acima,esta sequéncia pode seaf@em
0——=Hn1(Y) —== Hn_1(Y) —=0,

dondeH,_1(Y,) ~ Hn_1(Y). Por outro lado, & exata a sequéncia do(¥a, ), a saber,

Hn(Y.) —= Hn(Y) == Hn(Y, V) =2 FAn_1(Ye) = Fna(Y)

ComoHn(Y,) = 0, segue qué, € injetora. Vimos acima que, : Hn_1(Y*) — Hn_1(Y)
e isomorfismo, segue quenA = 0, 0 que implica qug. & sobrejetora. Portantp & um
isomorfismo.

Agora, suponhamos gieseja nao-orientavel. Neste caso, a sequéncia exata
H(Ye; Z2) — = Hn(Y: Z2) — = Hn(Y, Y; Z2) —&> An-1(Ys: Z2) —— Fn_1(Y; Z2)

torna-se simplesmente

L J# Ay T

Hno1(Ye) — Hn—1(Y) .

0 Lo Lo
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Segue qug, € monomorfismo d&, emZ, e, portanto, um isomorfismo.
[ |

Teorema-Definigdo 2.11 Sejam X eY espacos topglcos e y € Y um ponto. Use coeficientes

inteiros para homologia e assuma que para algum inteire @se tenha
1. Hn(X) ciclico infinito e
2. Yo possui uma vizinhanga euclidiana n-dimensional.

Entio Hy(Y,Y —yo) & trivial para p# n eé dclico infinito para p= n. Selecione geradores
K de H(X) ev de Hy(Y,Y —yp) e defina uma furéip A dos pares admi$geis no grupo dos
inteiros pela brmula
La(f,A) (1) = A(f,A)v. (2.3)

Entio A € umindice de razes para XY, yp, chamado dndice de razes integral. As hipteses
acima $i0 verificadas quando X e ¥a@ variedades orieveis compactas. Neste cagd, X)

€ o grau ordirério de Brouwer de f, ou seja(f,X) =deq f).

Note que, como ocorre com o grau de Brouwer, a definicodipende apenas da escolha

do gerador. Uma escolha diferente pode resultar em umdiidicinal oposto.

Prova: SejaB uma vizinhanca fechada dg homeomorfa a bola unitaria fechada éf.
ComoY —B C Y —yp, ainclusagB,B—yp) C (Y,Y —Yp) &€ uma excisao e, portanto, induz um
isomorfismo déH,(B, B —yo) emHp(Y,Y —yp). Consideremos a seguinte por¢ao da sequéncia

exata de homologia relativa do pd@, B — yo),
Hp(B) — Hp(B,B—Y0) = Hp-1(B—Yo) = Hp-1(B).

ComoB é contratil, temodi,(B,B — yg) ~ ﬁpfl(B—yo). E, comoB — yp tem 0 mesmo
tipo de homotopia d&"1, temos queHp(B,B—yp) € trivial parap # n e & ciclico infinito para
p =n. Pelo que foi discutido acima, o0 mesmo vale pdpY,Y —Yyo). Deste modo) &€ uma
funcao bem definida dos pares adimissivei¥Xdé yo emZ.

Vamos mostrar agora qué f, A) satisfaz a aditividade. Para isto, sejAm\, ..., A, como

na Definicao 2.4. Entao

AEAW) = La(fAW = 3 La(LA)H = 3 MEA,



33

0 que ja demonstra o ora desejado. Note que usamos apenasmoitrado no Teorema 2.8,
queL,(f,A) & um indice de raizes.
Para concluir qué & um indice de raizes, resta mostrar §(é A) satisfaz a propriedade

de invariancia por homotopia. Para isto, sefam{ f; : X — Y} como na Defini¢ao 2.4. Entao
A(fo,A)v = Ln(fo,A) (W) = Ln(f1,A) (1) = A(f1,A)v.

Isso conclui a prova de queé um indice de raizes.

Agora assuma qu¥ e Y sejam variedades orientaveis compactas. Entao amkos) e
Hn(Y) sao ciclicos infinitos. E ainda, pelo lema anterior, aus@bj : Y — (Y,Y —yp) induz
isomorfismoj.,, : Hn(Y) — Hn(Y,Y —Yo).

Escolhav’ = j;nl(v) como gerador dély(Y). Com esta escolha de geradores o grau de
Brouwer def satisfaz a seguinte equaclq(p) = (degf)Vv’. Isto implica que, em particular,
vale a igualdad¢, o f. (1) = j.,((degf)V') = (degf)j., (V') = (degf)v, ondef, e j,, sdo as
respectivas restricdes dee j. aon-ésimo grupo de homologia.

Mas segue da Observacao 2.9 e da Equacao 2.3, gué, (1) = Ln(f,X) (1) = A(f,X)v,
deste modo

degf = A(f,X). -

QuandoX & uma variedade compacta nao-orientavel, podemogarttiomologia com co-

eficientes en¥, para obter resultado semelhante:

Teorema-Definido 2.12 Sejam X e Y espacos €Y um ponto. Use o gruph, dos inteiros

mod 2como grupo de coeficientes para homologia e assuma que pguanat> 0, valham
1. Ha(X;Zp) =~ Zz e
2. Yp possui uma vizinhanga euclidiana n-dimensional.

Entio Ho(Y,Y —Yo;Z>) & trivial para p# n eé isomorfo &, para p=n. Sejam &€ Hn(X;Z>)
ev € Hy(Y,Y —Vo; Z>) os geradores e defina uma fédm\» do conjunto dos pares admisgsis
emZ, pela brmula

Ln(f,A;Z2) (1) = A2 f,A)V. (2.4)

Entdo A & umindice de rézes para XY, Yo, chamado dndice de rézes integraismod 2 As
hipoteses acimad®o atendidas quando X e @ variedades compactas sejam elas oaerts

ou ro. Neste cashy(f,X) & o grau de Brouwemod 2de f, ou sejad,(f,X) =deg(f).
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Usando coeficiente inteiros mod 2, nao existe ambiguidadesoolha de geradores.

Prova: TomeB como na prova do teorema anterior, entdo a inclysaB — yo) C (Y,Y —Yo)
& uma excisao e, portanto, induz um isomorfist6B, B — yo; Z2) ~ Hp(Y,Y —Yo;Z2). Como
B & contratil,Hp(B, B — yo; Z2) ~ Hp_1(S"1; Z3). Assim, temos quéln(Y,Y —yo;Z2) ~ Z; €
Hp(Y,Y —Yo;Z>) = 0 parap # n.

Deste modo), € uma funcao bem definida dos pares admissiveisXafap emZo. As
propriedades de indice seguem diretamente das propesdat]..

Agora assuma qu¥ eY sejam variedades compactas. Coe Y sao também varieda-
des conexas (por convencgao todos espacos que estamafarado sao conexos), segue que
Hn(X;Z2) ~ Zp e Hn(Y; Z2) ~ Zp. Além disso, pelo Lema 2.10, a inclus@oY C (Y,Y —yo)
induz isomorfismoj., : Hn(Y;Z2) — Hn(Y,Y —y0;Z2). EntdoVv’' = j 1(v) & o gerador de
Hn(Y:Z2) e temosf., (1) = degy(f)v'. Logo j., o f., (W) = s, ((deg f)V') = (deg )], (V') =
(deg f)v. E segue da Observacao 2.9 e da Equacao 2.4.qud, (1) = Ln(f,X;Z2)(H) =
A2(f,X)(v). Deste modo, dedg = Ax(f,X). .
Exemplo 2.13 (O recobrimento d&®P? por ). Considere a 2-esfef como a esfera unitaria
emR3 e o plano projetivdRP> comoS? com pontos antipodas identificados. Skeje&? — RP?

a funcdo que realiza essa identificacdo. Sejam(0,0,1) e s= (0,0,—1) os polos norte e
sul deS? eyp = f({n,s}) € RP?. Entaof possui duas raizes,e s, emyp. Sejay qualquer
caminho emS de n paras; entaof oy & um laco emyp. Pelo Teorema 54.3 da pag 344
de [3], a classe de homotopia com pontos finais fixado$ dg gera o grupo fundamental
T (RP?,yo) ~ Z,. Assimn esnao podem sef-equivalentes. Deste modgpossui exatamente
duas classes de Nielsen, a sapgr e {s}. SejamN uma vizinhanc¢a fechada aecontida no
interior do hemisfério norte d& e f” : (N,N —n) — (f(N), f(N) —yp) a aplicagao induzida

por f. Considere as aplicagdes
LS () S (NN-{n}) 5 (FN). 1(N) — yo) & (R RF o).

As inclustes e € sao excisdes ¢’ € um homeomorfismo. Assim todas essas aplicacdes
induzem isomorfismo de homologia. Pelo Lema 2.10, a inolus&duz isomorfismo em di-
mensao 2. Note qué¢’ = € o f” & uma restricdo dé. Também, para qualquer grupo de

coeficientess, tem-seHo(S%; G) ~ G. Deste modo, para qualquémao trivial temos que

Lo(f,{n};G) = €ho fpoestoin: Ha(SG) —== Ha(RP?, RP? — yp; G)
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é nao trivial. Segue do Corolario 2.7 que a clagseé essencial. Similarmente mostra-se que
{s} & essencial. Portantd( f) = 2. Comof~1(yp) = {s,n}, segue que tambéMR(f,yp) = 2.
ComolLy(f,{n};Z) & umisomorfismo, temog f,{n}) = +1, onde o sinal depende apenas
da escolha dos geradores pHES’; Z) e Ho(RP?, RP? — yo; Z).
Vamos olhar pard, (f,{s}) também. Seja: S’ — S a aplicacao antipoda(x) = —x.
Entdo podemos usaN) como uma vizinhanc¢a fechada ¢ig} a fim de calculat.(f,{s}).

Considere o diagrama

f/

P i (R,F—{n}) <‘3—>(|\|7 N—{n}) (RP?, RP? —yp)

S |« |
H f//

Fcl (22 {s}) =L (a(N),a(N) — {s}) — (RP?, RP? —y)

ondead e a’ sao definidas par e f’ e f” sdo definidas pof. Todas as aplicacoese,a’ e a”
induzem isomorfismos em homologia e, assim, tem-se prontarde’ = a’, oe 1oad,. A

partir disso e da comutatividade do diagrama tem-se
L.(f,{s}) = ", o€ oi’, =/ od’,0e tod,oi', = f', o Loi,0a, = L.(f,{n})oa..

Pela Proposicao 1.23 pag 28 de [7] temosa@ye- —idy, . AssimLo(f,{s}) = —La(f,{n}).
Em dimensdes 0 e 1, o Teorema 2.11 implica que os grupos delbgiaHy(RP?, RP? — yg) e

H1(RP?, RP? — yg) s&o ambos triviais. Deste modo

L(f, {sh) = -L.(f.{n}) e  A(f,{sp)=—A(f,{n}).

Como{n} e {s} sao as Unicas classes de Nielserf deegue da aditividade que
L*(f,x> = L*(f,{S}) +L*(f7{n}> =0.

Este exemplo nos mostra que nado podemos, em geral, utilizérX) ou qualquer indice
derivado dele para detectar a existéncia de raizds Bede ocorrer que os indices das classes
de Nielsen se cancelem uns com os outros resultando.emX) = 0, mesmo quando alguma
classe de raizes tenha indice ndo nulo e seja essen@atedDintes teoremas mostram que
este tipo de cancelamento nao pode ocorrer, porém, guaédmmpacto & € uma variedade

compacta orientavel.

Teorema 2.14Sejam f: X — Y uma aplicaéo, y € Y um ponto, suponha que&compacto

e Y & uma variedade compacta. Sejare 3 duas classes de Nielsen de f eyreyse G=7Z ou
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Z7 para o grupo de coeficientes para (co)homologia.dnt,. (f,a;G) = +L.(f,3;G). Alem
disso, se Ye orientwvel, endio L.(f,a;G) = L.(f,B;G). O mesmo vale para‘le, se estiverem

tamkem definidos, para e As.

Prova: Provamos o teorema palg; a prova pard.*, com mudancas Obvias, & essencialmente

a mesma. O caso pakee A2 segue facilmente do caso para pois
A(f,0)v = Ln(f,00Z) (W) = La(F,B; Z) (W) = A(f,B)v, e

A2(f,0)v =Ln(f,0;Z2)(H) = Ln(f,B; Z2) (W) = A2(f, B)v.

Sejaq: Y > Y ef:X—Y um recobrimento e um levantamento de Hopf paasejam

Yo, V1 € G 1(yo). E suficiente mostrar que

L.(f, 1 (Vo)'G) seY é orientavel
+L.(f, f1(Yo);G) caso contrario

Sejay um caminho enY de Yo paray; e sejay = goy. Assimy & um laco emyp. Pelo
Teorema 1.18, existe uma isotogdia : Y — Y} tal quehp & a identidade & (yp) = y(t) para
todot € I. Levante{h} a uma isotopiglh : Y — Y} iniciando na identidade eM. Entao
{ﬂ(?o)} & um levantamento dginiciando emyp e &, portanto, 0 mesmo gyeEm particular

El(yo) =Y(1) = 1. Note que para cadas | fixado temosht/cﬁ =hof, pois

~ ~ ~

Go(hiof) = (hoG)of=ho(Gof)=

=
(0]

~

Pelo Teorema 1.4(hgo ) 1(y1) = f1(hy1(y1)) = f1(v1) esta{h o f}-relacionada a
(heo F)"Y(v1) = F2(hy (% )) f~1(yo), pois se tivermogy € f1(Yo) ez € f1(y1) temos

que(hoo f)(20) = ho(f(20)) = ho(91) = ¥1 e (hyo ) (z1) = ha(F(z1)) = 1 (Fo) = 1. E portanto,
pelo Teorema 2.6,

L.(f,F2(91); G) = Lu(hoo f, T (52); G) = Lu(hy o f, T1(%0); G).

Assim, é suficiente provar que. (hyo f, f1(Y);G) = +L.(f, f 1(%);G). SejaN uma
vizinhanca fechada dﬁ*l(%) tal queN — 1?*1(370) NAao possui raizes deemyp. Entdo temos

as aplicacoes
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ondef’ & a aplica¢ao definida pdre i, & o homeomorfismo definido pbg : Y — Y. Note
queh) esta bem definida porque(yo) = y(1) = yo. EntaoL,(f, f1(%);G) = ', oe toi, e
L.(hyof, F1(¥0);G) = .0 f/, oe toi,. Assim,

L.(hyo f,T (o)) = (hy)s oL (f, T (%0)).

O homomorfismdy;, & induzido por um homeomorfismo e & portanto um isomorfismo.
Agora, para uma variedadg Hn(Y,Y —yo;G) ~ G e Hp(Y,Y —yo; G) = 0 parap # n. Deste
modo, pares = Z os Unicos automorfismos dé.(Y,Y — yp; G) saopu— e pu— —H, e para
G = Z> o Unico automorfismo del.(Y,Y —yp;G) € a identidades +— | Assim, temos que
L.(hyo f, F-1(%0);G) = +L.(f, f1(¥); G), como queriamos mostrar.

Agora suponha qué seja orientavel. Mostraremos dulg € aidentidade. Comwm : Y —Y
& homotopico a identidade, a aplicacao induziga: H.(Y) — H.(Y) & a identidade, deste

modo o diagrama comutativo

Yo (v, Y=y induz  H.(Y:G) - H.(Y,Y —y0G) .
h |1 \\ |1
Y = (Y,Y —yo) (Y;G) L~ HA(Y.Y —y5;G)

ComoY é compacta e orientavel, temos que: Hn(Y; G) — Hn(Y,Y —yp; G) € um isomorfismo
eHp(Y,Y —yo;G) = 0 parap # n. Entaoj. & um epimorfismo o que implica qi. & também
a identidade. De fato, suponha que ex&t Hq(Y,Y — o) tal queh, (a) # a. Comoj,, &
sobrejetora, existec Hy(Y; G) tal quej.,(b) = a. Mas, neste casa,# h,(a) =h/, o j.,(b) =
jip0h1.(b) = . (b) =2

Ficou provado qué, (hyo f, f~(%0);G) = W1, o L. (f, F1(Y0); G) = L.(f, T 1(%0);G).

Terminamos este capitulo com uma secao de exemplos.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.15 (Auto aplica@es da esfera"scom n> 2). Sejaf : S' — S' uma auto aplicagao
dan-esfera, comm > 2, e sejajg € S" um ponto arbitrario. Entao existe no maximo uma classe
de Nielsen pard, pois sexg, x; € f~1(yo) ey & um caminho qualquer eS8t dexo parax;, entao

f oy & um lago en8" baseado ergg. ComoS” & simplesmente conexo pare 2, f oy~ yo.
ComoA(f,S") =deqd f), segue do Corolario 2.7 qi¥ f,yo) = 1 se degf ) # 0. Por outro lado,
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pelo Teorema Hn pag 53 de [11] (teorema devido a Hopf), sefdeg0 entaof & homotopica a
uma aplicacao constante que pode ser tomada diferegige dssimN( f,yp) =0 se degf ) =0.
Além disso, segue dos Lemas 5.1 e 5.2 de [8] MR f,yp) = O se degf) = O (isto & dbvio,
pelo o que acabamos de dizeyI®( f,yp) = 1 se degf) # 0. Em particular, segue-se que para
qualquer aplicagad : S' — S, comn > 2, vale a identidadB(f,yo) = MR(f,yp). O proximo

exemplo mostra que isso também vale em dimensao 1.

Exemplo 2.16 (Auto aplica@es da circunfegncia S). Sejamf : S — S' uma auto aplicagzo
da circunferénciss' e yo € S' um ponto. Comam(St,x) ~ Z & abeliano, podemos usar o
Teorema 1.15 para calculdg(f) = #coke( f,,) : H1(S5Z) — Hy(ShZ). Pela definicao de
grau, f,, (c) = deg f)c para qualquec € H;(S%; Z). Assim

R(f) = #eokex f,,) — #(Z,/ deg f)Z) — { @ se degf)=0 .
|deg f)| se dedf)#0

De acordo com o Teorema-Definicao 2.41f,X) = ded f). Assim se deff) # 0, entdo
N(f,yo) > 0 e, pelo Corolario 1.1N(f,yp) = R (f) = |ded f)|. Por outro lado, se déf) =0
entaoR (f) = . E pelo Corolario 1.2IN( f,yo) = 0. Concluimos que, em qualquer dos casos,
N(f,yo) =|ded f)|. Agora, como no exemplo anterior, usamos o Teorema de Hopligrb3
de [11], que afirma que duas auto-aplicacdeS'dszio homotopicas se, e somente se, tem 0
mesmo grau, para calculstR(f,yp). Se degf) = 0, entdof & homotbpica a uma constante e
é claro queMR(f) = 0. Por outro lado, se défj) = d # 0, entdof & homotbpica a aplicagéo

z— 2 que possui raizes. Como, neste cad¥i,f,yo) = d, segue que tambéMR(f,yo) = d.

Exemplo 2.17 (Aplicagdes da figura oito em'$ SejaS' a circunferéncia unitaria no plano
complexoSt = {z€ C:||z]| = 1}. EntaoX = S' x {1} U {1} x St & chamado a figura oito. Seja
f : X — St uma aplicagao e fixe o pontoclS'. Vamos investigaN(f,1) e MR(f,1).

X Sl

Figura 2.1: Aplicacdes da figura oito e8h

Sejaml : St — X er: St — X as inclusdes(z) = (z 1) er(z) = (1,2). Sejam também
j:Stc (ShSt—1), pum gerador déd;(S) e f,, como no Teorema 1.15. Entéfy(X) &€ um
grupo abeliano gerado pbr() er1(p) temos
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fuy (@1 (1) +bra(R) = af (1(1) + by (ra(1)) = (adeg(f,, oly) +bdeg( f. 0T (2.5)
Comoj,, : Hi(SY) — Hy(Sh, St — 1) € um isomorfismo , temos
L.(f,X) = juo f, #0.

Assim, se deff ol) # 0 ou degf or) # 0, entaoN(f,1) > 0.
Comormy(S',s) é abeliano para qualqusrsegue do Teorema 1.15 q®g ) = #cokerf,,.
Da Equacao 2.5 temos cokér,) ~ Z/(ded f ol)Z +ded f or)Z). Portanto

i’((f){ mdd|dedq fol)|,|ded for)|), sequalquer grau & ndo nulo

o, se sao ambos nulos.

No primeiro casoN(f,1) > 0. Assim, pelo Corolario 1.1N(f,1) = ®(f). No Ultimo

casoN(f,1) =0, pelo Corolario 1.21. Deste modo,

0 se deg@gfol)=deqgfor)=0,
mdd|deg fol)|,|ded for)|) caso contrario

N(f,1) =

Em particular, para a aplicacsdidz,z) = 3z temosfol(z) = f(1(2)) = f(z1) =2 e
for(z)=f(r(z)) = f(1,z) =z AssimN(f,1) =mdd2,1) = 1. Note que, neste caso, apesar
do nimero de Nielsen ser igual a 1, qualquer aplicacaookipica af tera pelo menos duas
raizes. Isto acontece porque para qualquer aplicBddmmotopica & , a composicad’ ol tera
de grau 2 e possuira, portanto, pelo menos duas razes; digamos. Entadz, 1) e (z,1)

serao raizes d&. Portanto, temos neste caso particlMR(f,1) =2 > N(f,1) = 1.

Exemplo 2.18 SejaX o espaco constituido de uma circunferér8teconectada por um seg-
mento de reta a outra circunferén&iee sejaX’ = St x {1} U {1} x S' a figura oito do Exemplo
2.17. Seja : X — X" a aplicacao que colapsa o segmento de reta que une asmirdfsi@ncias.
Note quer definida desta forma & uma equivaléncia de homotopia. @ejx’ — S' a

aplicacio que restrita a cada circunferériiale X’ & homotopica a aplicacao identidade de
St. Temos queMR(y,1) = 1. Por outro lado, argumentos simples semelhantes aazautili
dos no Exemplo 1.12 mostram qR(Yor,1) = 2. Isto mostra que o numero minimo de
raizesMR(-,yp) n@o & um invariante do tipo de homotopia do espac¢o dandas aplicacdes,

conforme haviamos adiantado na Observacao 1.11. Pasaletalhes a este respeito, ver [12].
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Figura 2.2:MR(f,yp) ndo & um invariante por tipo de homotopia

Sl

Exemplo 2.19 SejaX = VqezS um bouquet com uma quantidade infinita enumeravel de cir-
cunferénciassy. ConsidereX munido da topologia fraca com relagao as circunfedsigj.
Nesta topologia, um conjunto & aberto &rse, e somente se, sua interse¢cao com &da
aberto. Seja : X — S' uma aplicacdo. Para cadac Z sejaiq : S C X a inclusao. Entzo,

como no Exemplo 2.17, mostra-se que

0 se degfoiq) =0 paratodoa,
N(f,1) =
mdg(|dedq foiy)|) caso contrario

Isto nos da um exemplo nao trivial de uma aplicacao de spag ndo compactd. Ele

também nos fornece uma fonte de exemplos dtitle 1) < o, masMR(f,1) = co.

Exemplo 2.20 (Aplicagdes de & na figura oitg. Como no Exemplo 2.17, sef a circun-
feréncia unitaria ent e seja a figura oito,Y = S' x {1} U{1} x SL. Sejayp = (1,1). Ana-
lizamos a aplicagab: St — Y do Exemplo 2.17. Temdg1) = yp e 1 & a (nica raiz deem
yo. Deste modo existe uma Unica classe de Nielsen lpard(f,yp) < 1. O espa¢cd’ — Yo
é a reuniao de duas componentes por caminho contrateisinpoH; (Y —yp) = 0. Segue da

exatidao da sequéncia
Jx
0=Ha(Y —yo) = Ha(Y) =5 H1(Y,Y —yo) =

que j., € um monomorfismo. Deste modig(l,X) = j,, ol,, =0 se, e somente sk, = 0.
Agora, sejap; : Y — S' a projecao a esquerdpy,(z1,2) = z7. Entaop, ol & a identidade em
St. Assim, usando qualquer grupo de coeficientes nao triségjue qué,, # 0. Isto prova que

L1(l,X) # 0. LogoN(l,yp) > 0 e, portantoN(l,yp) = 1. Também & claro quéR(l,yo) = 1.
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Note que neste exempl® (I) = #cokefly) = . Assim, a desigualdad¥(l,yo) < R (I)
vale apesar do fato d¥(l,yp) > 0. Contudo, esse fato ndo contradiz os resultados d®3eZa

pois neste exemphd nao € uma variedade, hipotese essencial daquelesacssilt
Exemplo 2.21 (Aplicagdes do anel no anel pincajidcSejaX o anel aberto no plano complexo,
X={zeC:1/2< 7| < 2}.

SejaJ o intervalo no eixx, J={x+iy € X:1/2<x< 2 ey=0} C X. Pingamos o conjuntd
a um ponto no espagé para obter um espadd= X/J. Sejaf : X — Y a projecacf (z) = [[Z]],

onde|[Z]] & a classe de equivaléncia conterdisto &,f(z) = {z} sez¢ Je f(z) =Jseze J.

............
~~~~~~~

--------
e -,

~. 4
......
. g
.......

~, .
.........

Figura 2.3: Aplica¢gdes do anel no anel pincado

Sejayp = J € Y. Entaof ~1(yp) = J. Mas dados dois pontas, z; € J podemos definir um
caminhoy em X pory(t) = (1—t)zp+tz; e entdof oy & o caminho constante eyg. Deste
modo, f~1(yp) = J & a Unica classe de Nielsen de PortantoN(f,yo) < 1. A aplicacao
r: X — St dada por(z) = z/||z|| € um retrato por deformaco e induz retracdes por defo#io
'Y = Ster”:(Y,Y —yp) — (S, St — 1) tal que o seguinte diagrama & comutativo.

X —=Y Lo (v,Y —yp)

[

St——glc k. (gt st 1)

As retracdes por deformacag’,r” induzem isomorfismos em todos os niveis de homo-
logia ek induz um isomorfismo no primeiro grupo de homologia. Seguefque j,, sao
isomorfismos. Assinty(f,X) = j,, o f., : Hi(S) — Hi(Y,Y —yo) & diferente de zero. Deste
modoN(f,yp) > 0 e, portantoN( f,yo) = 1. Note queX eY sdo ambos nao compactos.

Agora sejayp qualquer outro ponto end; entaoyp = {2} para um Unico pontd € X.
Se||z|| # 1, entdo a aplicaga® = f or &€ homotodpica & mas nao possui raizes gm Se
|z0|| = 1, entdo podemos redefiniporr(z) = 3z/2||z|| e, entdo,f’ = f or & homotopico &

mas Nao pPossui raizes gm
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Isto prova queN(f,yp) = 0, a menos qugp = J, caso em qud(f,zy) = 1. Isto nos faz
concluir que quand¥ nao & uma variedade, o nUmero de Nielsé,yy) pode ser dependente

da escolha do pontg €Y.

A maior parte dos exemplos acima tem sido escolhidos por @itdggia ou outra. NOSS0

proximo exemplo talvez seja 0 menos patologico dos exesnpl

Exemplo 2.22 SejaX =Y = T" um toron-dimensional, quer dizer, o produto cartesiano a
componentes da circunferen®. Sejamf : T" — T" uma aplicaco §o € T" um ponto.
Comomy (T",x) & abeliano, segue do Teorema 1.15 cfuef) = #cokelf,,), ondef,, € o
homomorfismo induzido no primeiro grupo de homologia conficmmtes inteiros.

Usamos o seguinte fat@obre homomorfismos de grupos abelianos livres: efa— H
um homomorfismo de grupos abelianos livres de mesmo postt)fensejaA a matriz de
@ relativa a uma base d8 e uma base dél fixadas. Entdo, ou dg&) = 0, caso em que
#coke(@) = «, ou detA) # 0 e, neste caso, #cokey =| detA) |.

O grupoH; (T™) & abeliano livre de posta Escolha uma badg= {bs, ...,b,} paraH;(T")

e sejaA = {a;j } a matriz def,, relativa a esta base. Entao

o se detA) =0,
| det/A) | se detA) #O0.

Mas também temdsleq f) = det{A). ComoA(f,T") =deq f), temosN(f) > 0 se de¢f) =
detA) # 0. Por outro lado, como acabamos de ver, séAdet 0, entdaoR (f) = ». E neste

caso, pelo Coroléario 1.2N(f) = 0. Concluimos que, em qualquer dos casos,
N(f,yo) =| dedf) | = | detA) |.

Para finalizar esta secao, apresentamos mais dois exemf@essantes. Neles sera impor-
tante considerar os espagos envolvidos munidos de umaugatcelular. Estes dois exemplos
foram primeiramente desenvolvidos em [12] e posteriorm@ublicados em [8], onde mais

informacdes podem ser encontradas, alem das apreasraqui.

2Uma prova resumida deste fato pode ser vista no rodapégitaep£02 de [1].
3Este resultado & um exercicio classico de Topologi@iiga que se faz utilizando-se da estrutura do anel de

cohomologigH*(T").



43

Exemplo 2.23 Sejap, : § — RP? o recobrimento duplo orientado B2, Vamos construir um

2-complexdK e uma aplicacad : K — RP? tendo um levantamentb: K — S e satisfazendo:
N(f)=2 e MR(f) =3.

Iniciamos construindo o 2-complext. SejamS;, S e S3 trés copias da 2-esfera conside-

radas como o bordo do 3-simplexo padf&o

S.I. - a<X07X17X27X3>7 SZ = a(YO,Y1,YZ7YS>, 83 = 0(20,21,22,23>.

SejaK o 2-complexo (simplicial) obtido da unido disjurfalLl S LI S3 identificando-se
[X0,X1] = [Yo,Y1] € [Yo,Y2] = [20,z1]. Assim, caddg, i = 1,2,3, estda mergulhada elhde modo
que

SINS = X0, x1] = [Yo. 1] € SNS=[yo,¥2| = [z0,z].

Entdao,5 NS, N S3 € um Unico pontag = Yo = Zp. Veja a figura abaixo.

Z; X3

S3 Xo =W =2 Sl

4=0 =N

Vs
Figura 2.4: Um 2-complexo simplicial

Dois complexos simpliciai$ e B sao isomorfos se, e somente se, existe uma bij@cao
entre o conjunto de vértices dee deB tal que{vi,...,Vs} &€ um simplexo dé se, e somente
se,{®(v1),...,@(vs)} € um simplexo d® (veja [13], pagina 128). Usando este fato, podemos
construir homeomorfismos1 : S — S e hgo 1 3 — S tais quehyi|sns, = identidadee
hs2|s,ns, = identidade

Sejafi: S — S qualquer homeomorfismo d& sobreS2. Definaf, = flohp 1 S — S
e note quefAz(x) = ﬂ(x) parax € S NS. Agora, definang = fAzo hs : S — S e note que
ng(x) = fAz(x) parax € NS Em particular,ﬂ(xo) = fAz(xo) = fA3(x0). Assim, ﬂ, f, e fA3
podem ser conjuntamente utilizadas para se definir umaa@ﬁthcfA: K—$ tal queﬂs =

parai =1,2, 3.
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Sejaf : K — RP? a composicad = pyo f, ondep, :  — RP? & o recobrimento duplo
canodnico. Note quéx(Ty(K)) = (p2)#(m(S?)). Assim, podemos utilizar o Teorema 1.8 para
estudar as classes de Nielsenfdatravés do seu levantamerfto

Sejaa= f(xo) € RP? e sejap, *(a) = {4, —4} a fibra dep; sobrea.

O homomorfismd, : Ha(K) — Ha(S?) & sobrejetor, cortla(K) ~ Z3 e Ha(S) ~ Z. Logo,
toda aplicaciao d& em S> homotopica af e sobrejetora. Segue-se que, para toda aplicacao
§: K — 2 homotopica af , tem-se§ () # @ e §1(—4a) # @. Pelo Teorema 1.8 1(a) e
f~1(—a) sao as classes de Nielsen para raizeselambas s3o essenciais. Portaht(,) = 2.

Para provar que( f) > 3, note que, segue do fato de cada restriE@oser um homeo-
morfismo ep, : § — RP? ser um recobrimento duplo, que para cada aplicggiomotopica
a f, a equagca@(x) = a deve possuir ao menos duas raizes em Gda= 1,2,3. Pela
decomposicao d&, isto implica queu(f) > 3. Agora, para provar qug f) = 3, basta exi-
bir uma aplicaca@ homotopica af que possua trés raizes. Sejagn= fA(xo) ea; = fA(xl).
Entaoag e a; s&o pontos distintos da esfe3ae, pelo Lema 3.3 de [8] existe um recobrimento
duplogy : S — RP?, isomorfo e homotopico p, tal queg, *(a) = {ao, a1}, onde, como antes,
a= f(xp). Defina¢ : K — RP? pela composicad = gpo f. Entaod € homotbpica & e temos
0(a) = F1({ag,a1}) = {¥0,x1,b}, ondeb € 3 & 0 pontchz(x). Isto prova queu(f) = 3.

Agora, apresentamos um exemplo similar onde o contraftiora aplicagad construida é

o toroT?. Neste exemplo, o complexq dominio da aplicaczb, & um pouco mais complicado.

Exemplo 2.24 Sejap, : T2 — T2 um recobrimento duplo. Vamos construir um 2-compl&xo

e uma aplicacad : K — T? tendo um levantamentb: K — T2 ao longo dep; e satisfazendo:
N(f)=2 e MR(f) =3.

Iniciamos construindo o 2-complex$. Considere trés copidb;, T, e Tz do toro com
decomposicao celular minimal. Seja (respectivament@;) a 1-célula fechada longitudinal
(respectivamente meridional) do tof, i = 1,2,3. SejaK o 2-complexo obtido da uniao

disjuntaT; LI T, LI T3 identificando-se
O1=02 € 03=[%.

Isto &,K & obtido colando-se os tordg e T, através das 1-células fechadas longitudi-
nais e, em seguida, colando-se a 1-célula fechada lomggiudb toroT3 na 1-célula fechada

meridional do tordls.
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Cada tordT; esta mergulhado el de modo que
TiNTo=01 =0, ToNTz=03= [32 e T1NT3=T1NT2NT3= {eo},

ondee’ & a (Unica) O-célula d&, correspondendo as 0O-células Tig T, e T através das

identificagcdes. O 2-complex$ estéa ilustrado na figura abaixo.

Figura 2.5: Um 2-complexo obtido colando-se trés toros

Daqui em diante, escrevem@spara denotar a imagem do toro origifiglemK.

Existem homeomorfismasy; : T, — T e hgz : Tz — T2 com hpq|r,AT, = identidade
ha2|T,nT, = identidadee tais quép; aplicaf3; sobref; e hsp aplicaPs sobrea,. Assim, dado
um pontoxs € B3, tem-sehgy(x3) € a; = T1 N To. Utilizaremos este fato mais adiante.

SejafAl : T1 — T2 um homeomorfismo aplicando longitude em longitude e meraism
meridiano. Defina‘Az — fyohpy: Ty — T? e note quefAz(x) = ﬂ(x) parax € T1NT,. Agora,
definafz = f0hs,: T3 — T2 e note que‘A;.;(x) = ng(x) parax € T, NT3. Em particular, temos
que f1(9) = fo(e?) = f3(e). Assim, f1, f, e f3 podem ser conjuntamente utilizadas para se
definir uma aplicagad : K — T2 tal quef|r, = f; parai = 1,2,3.

Sejap, : T? — T2 um recobrimento duplo arbitrario. (Podemos considerar.exemplo,

o recobrimento duplo longitudinal que associa a cada poat@?, considerado como um par
(z1,2) € St x S, 0 pontopy(2) = (2, 22)).

Defina a aplicacad : K — T2 pela composicad = py o f.

Para que se possa utilizar o Teorema 1.8 para estudar assctis$lielsen para raizes de
f atraves das informacdes solfteprecisamos provar quig(Tu(K)) = (p2)#(Ta(T2)). Agora,
como fy = (p2)#o ﬂ, é suficiente provar quE# & um epimorfismo.E isto 0 que faremos.
Considere a composicHo | : Ty — T2, ondel : T1 < K & a inclusdo obvia. Esta composicao
€ exatamente o homeomorfisrpre, portanto, 0 homomorfismo induzicﬁpo l4 = (fAl)# e um

isomorfismo. Segue-se quigé um epimorfismo.
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Sejaa = f(€°) € T? e sejap,*(a) = {4 &} a fibra dep, sobrea. (Sep, € o recobrimento
duplo longitudinal, como acima, entaoae- 141,4,), tem-sea” = (—&;,82)).

O homomorfismd, : Ha(K) — Ho(T?) & sobrejetor, corhiy(K) ~ Z3 e Hy(T?) ~ Z. Logo,
toda aplicacio d& em T2 homotopica af e sobrejetora. Segue-se que, para toda aplicacao
§: K — T2 homotopica af, tem-se§1(4) # @ e G 1(&) # @. Pelo Teorema 1.8 1(4) e
f~1(&) sao as classes de Nielsen para raizeselambas sao essenciais. PortaNtdf,) = 2.

Para provar qug(f) = 3, note que, cada restrig?ﬂ)mi & um homeomorfismo gy : T? — T?
& um recobrimento duplo, entéo para cada aplicg¢@mmotopica & , a equacag(x) = adeve
possuir ao menos duas raizes em cédda = 1,2,3. Pela decomposi¢ao d& isto implica
quep(f) > 3. Agora, suponha que & um ponto enBs, diferente dee®. Como temos visto,
hz2(X3) € ay C T1NTo. Sejaxiz = hza(X3). Pela definigao deé, temosz(xlg) = fA(x3) + fA(eO).
Denoteyp = f(€°) ey = f(xq2).

Sejaac T? e sejapgl(a) — {4,8} a fibra dep, sobrea. ComoT? & uma superficie,
existe um homeomorfismio: T2 — T2 homotbpico a aplicagzo identidade tal dugo) = &
eh(y;) = &. Sejagy: T? — T? a composicaa, = p2oh e sejad : K — T? a composi¢ao
® = gpo f. Entdop & homotopica d e dp—1(a) = {€°,x12,X3}. Comop(f) > 3, isto mostra que
M(f)=3.

Observag@o 2.25 (O papel da compacidade). Para a maior parte da teoria coseod®vida

até agora nao temos assumido<seu Y & compacto. No Exemplo 2.19, o espa¢¢o bouquet

de um numero infinito de circunferéncias) nao & compactoaplicacad pode ser construida
para ter qualquer numero de Nielsen finito desejado. No pke&21, os espacaos e Y

sdo ambos nao compactoNéf,yp) = 1. Por outro lado, o importante Teorema 2.6 e seus

corolarios requerem qu€ seja compacto.



Capitulo 3

Teoria do Grau de Hopf

Neste capitulo trataremos apenas de aplicacdes emteglades de mesma dimensao. Nossa
meta €& apresentar dois dos teoremas mais importantesraattgmlogica de raizes, Teoremas
3.4 e 3.6 abaixo, ambos devidos originalmente a Hopf [2]. darastringir nossa apresentacao
a variedades compactas (sem bordo), orientaveis ou ré&is0&s de ambos teoremas sao ver-
dadeiras para aplicacdes de variedades de mesma dmmesa ou sem bordo, compactas
Ou nhao-compactas e orientaveis ou nao-orientaveis [ote deste capitulo sera dedicada a

exposicao de técnicas para lidar com a nao-orientkzulb.

3.1 Os Teoremas de Hopf

Os Teoremas de Hopf, pontos centrais deste capitulo, fagende dois conceitos, ainda nao
definidos, associados a uma aplicagaoX — Y de duas variedades de mesma dimensao. O
primeiro deles & a propridade desertransversala um pontoyp € Y. O segundo & grau
absolutode f, denotado pord(f). Damos a definicao de transversalidade logo. A definigao
de grau absoluto & mais envolvente e levara mais temposgeardesenvolvidaE suficiente
dizer neste ponto qué(f) & um invariante homotoépico diee que, quandd & uma aplicagao

de variedades compactas orientaveis, temi{se) =| deq f) |. Deste modo4(f) generaliza o

grau ordinario de Brouwer para variedades nao necessamia orientaveis.

Definicao 3.1 Sejamf : X — Y uma aplicacao de variedadeslimensionais §p € Y um ponto.

Diz-se quef étransversahyp seyp possui uma vizinhandd uniformemente recoberta por

47
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isto &, a pré-imageri—*(N) pode ser escrita como uma reunizo disjunta
AN = | N
xef~1(yo)

onde cad#ly & uma vizinhanca dec f~1(yg) que & aplicada homeomorficamentemor f.

Observe que ser tranversaj@é ser um recobrimento (local) no poryp Logo, f : X —Y
€ um recobrimento se, e somente £é,transversal a todo pongg €Y.

Nesta definicdo, podemos exigir que as vizinhancas seganeomorfas a bolas abertas, ja
que toda vizinhanca dg) contém uma vizinhanca homeomorfa a uma bola ab¥r&a (ma
variedade) e qualquer aberto contido em um outro que sdrom@mente recoberto & também
uniformemente recoberto.

Paraf ser transversal epp € necessario quieseja um homeomorfismo local em cada ponto
x € f~1(yp), isto &, que cadae f~1(yg) possua uma vizinhanga que & aplicada homeomorfica-
mente sobre sua imagem. Em geral, esta condi¢ao nacc&atdi exceto quandbé propria.

Como trataremos de aplicagdes cujo dominio, a varielaéecompacta, isto sempre ocorre.

Observa@o 3.2 Suponhaf : X — Y uma aplicacao de-variedadesyp € Y e ambasX eY
triangularizaveis. Entao podemos triangulariYade modo queyp esteja em um simplexo
abertos de dimensam. Pelo Teorema da Aproximacgao Simplicial (ver pag 177 g giste
uma triangularizacao d¥ suficientemente fina de modo que podemos aproxiimaor uma
aplicacao simplicial homotopica & . Entaog—(s) & a reunizo disjunta desimplexos abertos
cada um dos quais & aplicado homeomorficamente solikesimg é transversal eng. Isto
mostra que para qualquer aplicacBo X — Y de n-variedades triangularizaveis e qualquer

Yo €Y, existe uma aplicagdo homotopicd gue é transversal egp.
Mais geralmente, temos 0 seguinte teorema para aplisagiiee variedades topologicas:

Teorema 3.3 (Teorema 4.3 de [14]Suponha . X — Y uma aplicago entre n-variedades e

Yo € Y. Enfio existe uma aplicép ' : X — Y homobpica a f quee transversal ay.

Como os principais entes matematicos manipulados nedialtro sao invariantes por ho-
motopia, 0 Teorema 3.3 N0S mostra que exigir que as apksagddas a priori sejam transversais
ayp nao acarreta em hipotese extra.

Antes de definir os novos conceitos envolvidos no enunciatirenstracao dos Teoremas

de Hopf, passamos ja ao enunciado e a breve exploractesdiess teoremas.
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Teorema 3.4 (P Teorema de Hopf) Sejam f: X — Y uma aplicagéo de n-variedades com-

pactas e y € Y um ponto. Erdo
(1) Toda aplicagéio homobpica a f e transversal agypossui pelo menad( f) raizes emyy.

(2) Existe uma aplica®o homobpica a f e transversal agyque possuf( f) raizes emyy.

Em dimens&o 1, a circunferénc & a Gnica variedade compacta e sabemos que auto
aplicacdes d&' szo homotopicas se, e somente se, tem 0 mesmo grau. Vinkbenmplo 2.16
que toda aplicagab : St — S possui pelo mendsdeq f) | raizes. Por outro lado, a aplicagao
z+—— Z do circulo unitario possui exatamemteaizes emyp, possui grau, e € transversal a
Yo para qualqueyp € Y. Isto mostra que o Teorema 3.4 vale em dimensao 1. A prowa par
n = 2 requer métodos bem diferentes do que os utilizados norcasd e de todo ferramental
utilizado neste trabalho. Por esse motivo, nao apres@stasta prova, indicamos ao leitor ver
a prova em [15]. Provaremos o Teorema 3.4 para o eas@ no final deste capitulo.

Veremos também no Corolario 3.26 gdéf) > 0 implicaN(f) > 0. Assim o Teorema 3.4

pOSsui 0 seguinte corolario importante:

Corolario 3.5 Sejam f um aplicéip de n-variedades compactas @&/Y um ponto. Efdto

s40 equivalentes as desigualdades:
A(f)>0, N(f)>0 e MR(f,yp) >0.

Prova: Pelo Corolario 3.264(f) > 0 implicaN(f) > 0. Ja sabemos qué(f) > 0 implica
MR(f,yo) > 0. Certamente seg#!(yo) > O para toda aplicagag homotopica af, entao
#971(yo) > O para toda aplicacag homotopica af e transversal §,. Deste modo, segue

do Teorema 3.4 quEIR(f,yo) > O implicaA4(f) > 0.
|

O Segundo Teorema de Hopf responde uma das questdesseatigoria de Raizes para

aplicacdes entre variedades compactas, a saber, o anado problema de Wecken.

Teorema 3.6 (2 Teorema de Hopf) Sejam f uma aplicap de n-variedades compactas, com
n=#2,eY €Y um ponto. Erdo existe uma aplicé&p homobpica a f que possui exatamente

N(f,yo) raizes emy. Portanto N f,yp) = MR(f,yo).
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Em dimens&o 1, toda aplicacda St — St ¢ C & homotopica a uma aplicaco da forma
f(2) = Z que possui exatamenteaizes em qualquer ponyp € St. Pelo Exemplo 2.16, temos
N(f)=|dedq f) |=r. Assim o Teorema vale pare= 1. Faremos a prova para o casg 2 no
final da Gltima secao deste capitulo.

Paran = 2, o resultado do2Teorema de Hopf & falso! Contra-exemplos nao sao tsyiai
abaixo apresentamos (sem muitos detalhes) o primeiroaceramplo que se conhece da lite-
ratura. Acredita-se que ele ja fosse conhecido por Hoplhoeasua publicacao se deva a Lin
[16], referéncia onde todos os detalhes podem ser endostra

Antes de apresentar o exemplo, destacamos que, em 2005l@Gme Wong [9] demons-
traram uma versao do Teorema 3.6 para 0 caso em que o numdd@lden € nulo. Eles
provaram que, neste caso, o nUmMR(f,yp) também & nulo. Utilizaremos este fato para

simplificar alguns argumentos do exemplo que apresentagooa.a

Exemplo 3.7 SejamX o bitoro (a soma conexa de dois toros) e ¥emtoro. Sejaf1 : X =Y

um recobrimento ramificado a 2-folhas com dois pontos defieagaoy1,y2 € Y. Entao ambos
ffl(yl) e fl’l(yz) contém apenas um ponto. Sdja Y — Y um recobrimento longitudinal a
3-folhas comfa(y1) = yo € fa(y2) = yo. Sejaf = foo f1 : X — Y. Entdof & um recobrimento

ramificado com apenas o pont@de ramificagcao.

X Y Y
b b ) j b
", ) Y2 :
az . a\. .

f="fofp
Figura 3.1: O contra-exemplo de Lin
De acordo com os argumentos (da teoria de recobrimento$ficadas) apresentados por

[16], temosMR(f,yo) = # f ~1(yo) = 4. Sendof uma aplicacao entre variedades compactas,

segue do Teorema 2.1 de [9] gNéf) > 0. E do Corolario 1.19 resultd(f) = R ().
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Por definicaaR (f) = #(u(Y)/fx(Tu(X))). Para determinafy(my (X)) vejamos comadfy
atua nos geradores dg(X). Sabemos qua(X) ~ <a1, by, as, b2|a1b1ailbila2b2a§1bgl>, e
m(Y) ~ (a,b|[a,b]). Pelas caracteristicas fige f, temos que,(a;) = fru(a2) = a, f1u(b1) =
fix(b2) = b, fou(a) = a e fou(b) = 3b. Entdo fy = (fouo f1u)(an) = (fogo f1y4)(a2) = ae

(fouo f14)(b1) = (fouo f14)(b2) = 3b. Logo fy(Tu (X)) ~ Z @ 3Z. Assim,
R(F) =#(mu(Y)/fu(mu(X))) =#HZOZ/ZD3ZL) = #73 = 3.

Portanto, 3= R (f) = N(f) < MR(f,yo) = 4.

3.2 Multiplicidade e grau absoluto

Nesta secao apresentamos 0s conceitos envolvidos noiadao® demonstracao dos Teoremas
de Hopf. Os principais deles sao multiplicidade, grau hlte@ orientabilidade de fungdes.
Iniciamos recordando alguns fatos importantes da teorespacos de recobrimento. Deta-
Ihes podem ser vistos em [3].
SejaX uma variedade p: X — X seu recobrimento universal. Fixe um powgos X para
ser o ponto base e escolkac p~1(x). Cada lagcg3 emX baseado emp se levanta, através
dep, a um Unico caminhé em X iniciando emxg. O ponto finalﬁ(l) deste caminho depende

somente da classe de homotopig3désto nos da uma associagao
T (X, %0) = p~*(xo) definida por [B]+ B(1),

que, pelo Teorema 54.4 [3] € uma bijecao.
Agora, sejagx o grupo das transformacoes do recobrimegt& — X. Pelo Teorema 79.2
de [3], cada transformaca@oc Gx € univocamente determinada pelo seu valor no ponto base
Xo, quer dizer, dado um pontq € X, existe uma Unica transformagao de recobrimertagx
tal quet(xp) = X1.

Os resultados descritos neste dois Gltimos paragrafggmoitem construir uma aplicacao
®:m (X, %) — Gx

que associa a cad@] € m(X,xp) a Unica transformacao de recobrimemgoc Gx tal que
Tg(Xo0) = [~3(1). Segue dos resultados do 881 de [3] qué um isomorfismo de grupos.
Dizemos que um la¢f em X baseado emp € um lagopreservando orientép ou inver-

tendo orientago conformetg € um homeomorfismo preservando ou invertendo orientggao
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espago de recobrimento univerdalpor ser simplesmente conexo, & orientavel). Cogde-
pende apenas da classe de homotopia com pontos finais fixafipassim € a propriedade de
preservar ou inverter orientacao. Se o |cesta preservando (invertendo) orientacao, assim
esta o laganBa~?1, para qualquer caminhm em X terminando no ponto basg. A classe

de homotopia com pontos finais fixados de lacos preservamnelatacao enX (baseados em
Xo) forma um subgrupad (X, xo) dey (X, Xo). Serd(X,Xo) = 1 (X, Xo), entdoX & orientavel.
Caso contrariord(X,xo) tem indice 2 enmy (X, Xo), pois o produto de dois lagos invertendo
orientac&o esta preservando orientacdo. Neste ca@ste @m recobrimento duplp : X — X

tal que pi(Tu (X, %)) = TQ(X, f(%)). A variedadeX & orientavel e o recobrimento & unico a

menos de homeomorfismos e &€ chamadecobrimento duplo orientado de. X

Proposicio 3.8 (Critério de orientabilidade de lagos)Sejam X uma variedad@,: X — X o
recobrimento duplo orientado de XBeum lago em X baseado em Ento [B] € T§(X, Xo) se,

e somente s@ se levanta a um laco e¥ atraves dep.

Prova: Primeiro selecione um pontg & g~1(xo).

Suponhamos qui] € T8(X,%o). Comopx(Ty (X, %)) = (X, Xo), existeo € T (X, %o) tal
quepx([o]) = [poo] = [B] = [Po [~3], ondep & o levantamento dg emX. Pelo Teorema 54.3
pag 344 de [3]p e B tem os mesmos pontos finais, o que implicaﬁléaeum lago.

Suponhamos agora giese levanta a um lago e, digamosfs. Assim[f&] em(X,%) e
B([B]) = [FoB] = [B], 0 que mostra qui] € TY(X, o). .

A classificacao que definiremos agora & fundamental Fvaar aplicacdes: X — Y de

variedades quando dtouY & nao-orientavel.

Definicao 3.9 Sejaf : X — Y uma aplicacao de variedades. Entao:

1. Dizemos qud €é dotipo | se dado qualquer lagoemX, o lagof oy preserva orientacao
se, e somente sepreserva orientacdo. Estas aplicacdes sao tambématayverdadei-

ramente orierdveis

2. Dizemos qud € dotipo Il se ndo é tipo I, mas também nao existe kaem X invertendo

orientacao tal qué oy & contratil.

3. Dizemos qué € dotipo Il se existe lacy em X invertendo orientacao tal quecy &

contratil.
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Aplicacdes que sao do tipo | ou do tipo Il sdo chamamtéentaveis Aplicacdes do tipo Il

sao chamadaso-orienaveis

Exemplo 3.10 (Aplicages do tipo). Qualquer aplicacad : X — Y de variedades orientaveis
é tipo I. Mais geralmente, qualquer homeomorfismo € tigkirida mais geralmente, qualquer
recobrimentaj : Y — Y & tipo |. Para ver isso note que ge& um lago en¥, entdo ambos
a efoa induzem a mesma transformacao de recobrimegtoyV — YY em seu espacgo de
recobrimento universal comum. De fato: Spjar¥ — Y o recobrimento universal d¢ Entzo,
pelo Teorema 80.3 pag 486 de [3], existe um recobrimentd’ — Y tal quegor = P. Isto
implica que os levantamentos dea YV através de e degoa aYY através deg coincidem.
Portanto eles induzem a mesma transformagao de recotianoel sejary = Tgoq - YUY vy,

AssimQo a preserva orientacao se, e somentegaeserva orientacao.

Exemplo 3.11 (Aplicaggo do tipo I). Considere o tor@ como o espag¢o quociente do quadrado
unitario com(s,0) identificado a(s,1) e (0,t) identificado a(1,t). Considere a garrafa de
Klein K como o espac¢o quociente do quadrado unitario ¢a®) identificado a(s, 1) e (0,t)
identificado a1,1—t). Definap: T — K por
5([(s.0)]) = [(2s,t)] para 0<s<1/2
[(2s—1,t)] para YV2<s<1.
Entdop’€ um recobrimento a duas folhas Hepela variedade orientavél, sendo portanto o

recobrimento duplo orientado de

B
Figura 3.2: O recobrimento duplo orientadolde

Sejamp o laco emK dado por3(s) = [(s,0)] ey o lagoy(t) = [(0,t)]. Entaom (K, [(0,0)])
& gerado poff] e [y]. O lacop levanta através dp & caminhd® dado porf3(s) = [(s/2,0)].
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Comof& nao um laco, entap inverte orientacao, pela Proposicao 3.8. Por outro,lgtevanta
ao caminhgy(t) = [(O,t)] que &€ um lago e, assimpresenva orientacdo. Agora defihak — T
por f([(s,t)]) = [(s,0)]. Entaof o B(s) = [(s,0)]. E assim[f o B] & um dos geradores usuais de
(T, [(0,0)]) e, portanto, ndo & contratil. També&im 3 € um laco no espacgo orientavéle
portanto preserva orientagao.

Deste modd nao pode ser do tipo I. Também temfosy(t) = f([(0,t)]) = [(0,0)]. Embora
(K, [(0,0)]) ndo seja abeliano, o fato @By ser contrétil pode ser usado para escrever
qualquer elemento dmy (KK, [(0,0)]) na formalB]™[y]". Mas f4([B]™Y]") = [f o B]M[foy]" =
[f oB]™. Comory(T,[(0,0)]) & abeliano livre confif o 3] sendo um de seus geradorfs; |™
nao pode ser trivial, a menos goe= 0. Deste modo, os Unicos lagos &mue sao aplicados a
lacos contrateis sao aqueles homotopicos com poniais finados /" para algumm, e todos

estes preservam orienta¢do. Portaint@o € do tipo Ill, sendo entdo do tipo Il.

Exemplo 3.12 (Aplicacgo do tipo lll). Considere a 2-esfel® como o disco unitario fechado
D? com o bordo identificado a um ponto e sgjaD? — S a aplicacdo quociente corres-
pondente. Considere o plano projeti#® como o discd? com pontos antipodas do bordo
identificados e seja : D> — RP? a aplicacio quociente correspondente. Eptaa induzem,

por passagem ao quociente, uma aplicacdBP? — S tal quefop=aq.

D2

| N

sz—f>82

ComoRP? & nao-orientavel, ele possui um la@anvertendo orientacio. Con® & simples-

mente conexof o 3 & contratil. Portantd & tipo .

Teorema 3.13Seja f: X — Y uma aplicago de n-variedades com Xaa-orientivel e seja
Yo €Y. Sejamp : X — X o recobrimento duplo orientado de Xge YoYef:X—=Yum

recobrimento e um levantamento de Hopf para f.

Entio:
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(1) A aplicagio f & tipo Ill se, e somente s@e f o f S0 um levantamento e um recobrimento

de Hopf para fo .

(2) Se fé tipo Ill, entio f~1(a) &€ uma classe de Nielsen de p em y se, e somente s&,é
uma classe de Nielsen de f eg Weste cas@ leva o conjunto das classes de Nielsen

de fo p bijetivamente sobre o conjunto das classes de Nielsen de f.

Prova: Para provar (1), seja im ponto arbitrario enX. Sabemos qu§ e fo p sao um
levantamento e um recobrimento de Hopf péraf se, e somente séf o f)x(T(X,X)) =
Gx(u(Y, fo B(%))). Agora comaq e f s&o um recobrimento e um levantamento de Hopf para
f, entaofy(mu(X, p(X))) = Gu(mu (Y, Fo p(X))). Segue qu e f o f s@o um levantamento e um
recobrimento de Hopf parbo p se, e somente se,

(foP)u(u(X,X)) = fx(Tu(X, p(X))). (3.1)

Mostraremos que (3.1) vale se, e somentd gedo tipo Ill.

Suponha primeiro qué seja do tipo Ill. O lado esquerdo de (3.1) esta claramentédm
no direito. Precisamos mostrar que o lado direito estaidomto esquerdo. Para isso seja
B] € fx(Tu (X, p(X))) arbitrario. Entadp] = [f oa] para algum laca em X em p(X). Sea
preserva orientacao, entédevanta a um lacd emX emxe entaq f o f)x([6]) = [f o fod] =
[f oa] = [B], donde[f] € (f o p)#(Tm(X,X)). Suponha agora queinverta orientacio. Comb
é do tipo Ill, existe um laga’ em X baseado em(X) invertendo orientagao e tal qiieo o] &
contratil. Entaas = aa’ & um laco preservando orientaco. Assiievanta a um lacé em X
emX. Entao(f o p)x([6]) = [fopod] =[foo] =[fo(aa’)]=[foa][foa]=[foa]=][B],
donde[B] € (f o P)u(Tu(X,X)). Isso mostra que ské do tipo lll, entzo (3.1) vale.

Agora suponha que (3.1) valha. Para mostrarigadipo Ill, precisamos encontrar um lago
a’ invertendo orientacao eiX tal que|[f o a’] seja contratil. Com& é nao-orientavel, existe
um lagoa emX em p(X) invertendo orientagao. De (3.1) existe um lacem X emxXtal que
[fopoa] = [foal. E portantof o ((foo)a—1) & contratil. Veja queps o preserva orientagao,
pois levanta ao lago em X. Pela escolha de e consequentemente de?, temos quex—1
inverte orientago. Deste mod@ioo)a—! & o lagoa’ desejado. Isto completa a prova da
afirmacao (1) do teorema.

A segunda afirmacao segue facilmente da parte (1) e do feqdce sobrejetora. As
classes de Nielsen de emyp sao 0s conjuntos nao vazios da forrﬁal(?o) e, quandof

é do tipo lll, segue de (1) que as classes de raizeE«d@ sao 0s conjuntos nao vazios da
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forma (fo p)1(¥0) = 5 1(F (Vo)) com¥o € § L(yo). Segue da sobrejetividade geqiie

BB L(F (o)) = f (Vo). Assim,paplica o conjunto das classes de Nielserf dé bijeti-

vamente no conjunto das classes de Nielseh.de
[

Teorema 3.14 Seja f: X — Y uma aplicag@o orientivel (aplicago do tipo | ou do tipo Il) de n-
variedades, com X&vo-orienével, e sejaye Y um ponto. Sejf: X — X o recobrimento duplo
orientado de X, seja§: Y — Y e f: X — Y o recobrimento e o levantamento de Hopf para f

e sejamj:Y — Y ef : X — Y o recobrimento e o levantamento de Hopf paraj: X — Y,
/!
/!

—_—
f

conforme o diagrama

q

P&}

p

_

q

< = <«

X

Entdo:

(1) As aplica@esto ¢ e f sdo um recobrimento e um levantamento de Hopf pasd f
(2) O recobrimentaj possui duas folhas.

(3) Sejac uma classe de Nielsende f ey

(@) Temosp—1(a) = oL Gy para duas classes de Nielséped; de fo .

(b) As duas classes @t relacionadas pot(dg) = @1, ondet : X — X & a transformaio

de recobrimento de peydo dois deX.

(c) Cada uma das classég e (; & aplicada bijetivamente sobeepor f.

Prova: Para provar (1), tome € X . Comod & um recobrimento de Hopf parf?;b P, temos

(fop)a(m(X,%) = de(mu(Y, f(%))). Usando a comutatividade do diagrama acima, temos:

~ ~ ~

(fop)a(u(X,%) = (Go fop)a(m(X,%))=Ge((fopa(m(X,%)))
= Gu(Ge(ru(Y, T(%))) = (@oda(mu(Y, f(%)))).
Assimgo ¢ & um recobrimento de Hopf pafa f e, ainda,f levantaf o p atraves dejo g,
poisodo f () = §(Go f (X)) =G(fo B(X)) = (Go f)o f(X) = f o f(X). Assimf & o levantamento

de Hopf def o f correspondente ao levantamento de Hppdj.
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Agora provamos (2). Note qui : (X, f(X)) — T (Y, f(F(X))) & um epimorfismo. De
fato: Segue do fato qug e f s30 um recobrimento e um levantamento de Hopf gargue
Go( Fu(ru(X, B(%)))) = Fa(ru(X, B(X)))) = Ge(ru (¥, F(B(X)))). Sejala] € (Y, F(B(X)), entdo
ax([a]) = Gx([B]) para algun(p] € fx(Tu (X, f(X))). Comody & injetor, pelo teorema 56.6 pag
346 de [3], temos qu] = [B]. Isto prova quen (Y, f(B(X))) = fa(Tu(X, P(X)).

Pela comutatividade do diagram®; induz uma sobrejecio cok@k) — cokerds). De

fato, considere o diagrama correspondente em grupos fierdars e defina
h: coker(py) — cokerdy),

por h([o] * Im(px)) = fx([a]) *Im(¢s). Para mostrar quie esta bem definida devemos mostrar
que se[aB ] € Im(px), entdofs([aB~1]) € Im(G). Pois bem, séaB~1] € Im(px), entdo
[aB~Y] = pu([o]) para algumlo] € Ty (X,%), e consequentemente, como queriamos mostrar,
fa([aB ™)) = fu(Be([0])) = Ge(Fa([0])) € IM(G).

Mostraremos agora queé sobrejetora. Sej@| « Im(dx) € coker(dy). Como fy & sobreje-
tora, existda] € ™ (X, p(X)) tal quefz([a]) = [B]. Logoh([a] * Im(ps)) = fx([a]) * Im(ds) =
[B] *Im(G#). Esta provada a sobrejetividadetde

Comop'é um recobrimento a duas folhas, #cdlfe) = 2. Assim #cokedy) < 2, ou sejaq”
possui uma ou duas folhas. §possui uma folha, entao podemos assumirgi@a identidade.
Mas isto implicaria qug € um recobrimento de Hopf pafa f e, portanto, pelo Teorema 3.13,
f seria do tipo Ill, contradizendo a hipotese fdser orientavel. Portantptém duas folhas.

Para provar (3), seja uma classe de Nielsen deemyp, digamosa = fA_l(Vo) para um
certoyo € G *(yo). Comoq'é a duas folhas, existem, para egfeexatamente dois pontog, €
y1 digamos, eny™(¥p). Sejadio = f (Vo) ediy = f 1(y1). Comogo ¢ & um recobrimento de

Hopf paraf o , cadad; € uma classe de raizes fle f. Também temos

p @) =pH(F(0) = fHd (%) = T H({Yo} U {V1}) = Bo L.

Agora mostraremos quié; = (o). Sejax’e fo. Entaof(p(1(%))) = F(P(%)) = Yo.
Assim, T(%) € o ou T(%) € &1, poisT(%) € P 1(F (%)) = p(a) = doLId1. Sejay
) = B(1(%0))-

Alem disso,p§ & um laco invertendo orientacao, pois seu levantamet@ o caminhdy.

qualquer caminho erX de Xy parat(%). Entaopoy & um lago enX em p(%o

Como f & orientavel,f o oy ndo pode ser contratil. Segue que a gi%) ndo pode estar
relacionada a raixp"e, portanto(Xp) € 1. Logot(6p) C G1. Similarmentet(d1) C o €,

portanto,6i; = T(1(61)) C T(Go). Portantad; = t(dp).
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Como (' é sobrejetora, a igualdage f{a) = 6oL Gy implica quep{GpLid1) = a. Disto
temosa = p(GoUa1) = B(GoUT(Go)) = P(Co) U P(T(Go)) = P(Go) L B(Gio) = P(Go). Assim
p aplicad sobrea. Similarmentepaplicadi; sobrea. ComodpNé; = & e p € uma aplicagao
dois-a-um, segue queaplica caday; bijetivamente sobra.
|
Definiremos agora a multiplicidade de uma aplicagaX — Y e, em seguida, o seu grau

absoluto.

Definicao 3.15 Sejaf : X — Y uma aplicacao entrevariedades compactas. Definimos a mul-
tiplicidade def emyp, denotada pomult(f,yp), como segue: Sé nao possui raizes ewp,

entaomult(f,yp) = 0. Caso contrario, sefauma classe de Nielsen deamyp.
1. SeX é orientavel, entamult(f,yo) =| A(f,a) |.
2. SeX € nao-orientavel, maké, entao
mult(f,yo) =| A(f o p,Go) |[= mult(f o P,yo),
ondep’e Gip sao como no Teorema 3.14.

3. Sef & nao-orientavel, entaoult(f,yo) =| A2(f,a) |, onde| Ax(f,a) [=1serx(f,a)=1

mod 2 e & 0 caso contrario.

Como estamos usando valores absolutas des dois primeiros casos e o indice mod 2 no
terceiro, a definicao € independente da escolha dos@esadsados para calcubae A,. Pelo
Teorema2.14,A(f,a) |e|A(fop,dp) | sao também independentes da escollaelég. Deste
modomult( f,yp) esta bem definida. Veremos em breve quat( f,yp) € também independente

do pontoyp € Y. Assim poderemos escrevault(f,yp) simplesmente commult(f).

Teorema 3.16 Suponha f X — Y uma aplicago entre n-variedades compactag,&/Y um

ponto e multf,yp) # 0. Entio N(f) = R (f).

Prova: Pelo Corolario 1.19 é suficiente mostrar dNigf ) # 0 para concluir quél(f) = R (f).
Comomult(f,yp) # 0, existe pelo menos uma classe de Nielgete f emyp. Sef & nao-
orientavel, entadoAx(f,a) |= mult(f,yo) # 0. Assima é essencial pelo Corolario 2.7 e, por-
tanto,N(f) # 0. Similarmente, se tivermdse X orientaveis, entaph(f,a) |= mult(f,yo) # 0.

Assima é essencial e, portanty{ f) # 0.
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Resta considerar o caso em gu€ nao-orientavel mas é orientavel. Neste caso usamos
os recobrimentos, levantamentos e diagrama do Teorema 3.14

Comomult(f,yp) # 0, entdof possui pelo menos uma rakzemyp, e f o p possui uma
raiz X € p1(x) emyo. Sejamyo = f(x), Yo = f(X), a = F L(Yo) e & = f1(Jo). Assim
a € a classe de Nielsen contend@ G & a classe de Nielsen contendo Pela defini¢cao,
| A2(fop,&)|=mult(f,yo) # 0. Assima & uma classe de Nielsen essenciaf de.

Agora, sejag homotbpica af. Entaogo p &€ homotopica & o f. Sejamg e ¢ os levan-
tamentos de Hopf dg e go p, de modo que possamos usar 0 mesmo diagrama mag ,dBm
e f substituidos pog,§ e d. Comod = f*l(yo) é essencial, segue qgellyo) # @. Seja
% € §~(Jo). Entaog(p(X)) = d4(§(X)) = &(Jo) = Yo. Deste mod@1(¥o) # 2, 0 que prova

quea é essencial e, portantd{ f) # 0.
|

Corolario 3.17 Sejam f: X —Y uma aplicago de n-variedades compactasgesyY um ponto.
SeR (f) = o, enfio mult( f,yg) = 0.

Prova: Pelo Corolario 1.21, s& (f) = o entdaoN(f) = 0. Neste casaR (f) # N(f) e, pelo

Teorema 3.16, devemos tewlt(f,yo) = O.
|

Os dois proximos teoremas mostram que a multiplicidadé pede ser calculada a partir

do grau ordinario de Brouwer de certos levantamentos.

Teorema 3.18 Sejam f: X — Y uma aplicaéo orientivel de n-variedades compactaseyy .

Se fé do tipo | distinguimos dois casos:

1. X & orientivel. Neste caso, sejaq: Y =Y ef:X—Y um recobrimento e um le-
vantamento de Hopf para f. Bt ouR (f) = », caso em que mulf,yo) =0, ouY &

compacto e orierdivel e multf,yo) =| deq f) |.

2. X & réo-orienfivel. Como no Teorema 3.14, sdja X — X o recobrimento duplo ori-
entado de X e sejap: Y — Y ef : X = Y o recobrimento e o levantamento de Hopf
parafop:X — Y. Enfio ouR(f) = o, caso em que mulf,yo) = 0, ouY & compacta

e orienfwvel e mulff,yo) =| deg f) |.

Se fé do tipo Il, eno mult( f,yo) = 0 quer seja X orieréivel ou rdo-orientvel.
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Prova: Primeiro provamos o teorema sob a hipotesdeer orientavel. S& (f) = « entao
pelo Corolario 1.21, temoN(f) = O e, portanto, pelo Corolario 3.1mult(f,yp) = 0. Para
continuar, assuma () < c. Entdo comdj: Y — Y possuiR (f) < o folhas eY & compacto,
segue qu& é compacto. Para mostrar q¥iee orientavel enult(f,yo) =| deg f) |, iniciamos
mostrando quenult(f,yo) =| )\(fA,X) | .

Sef é livre de raizes, entamult(f,yo) = 0, mas neste casbé também livre de raizes e
temos)\(fA,X) = 0. Assumimos entao quepossua pelo menos uma raiz. Sejaua classe de
Nielsen, de modo quE(cx) = {Yo} para algunyo € G (yo).

Considere o diagrama

s

X o (X, X —a) < (N,N=0) —— (V,V —yo) %~ (Y,Y —yo)

AquiV & uma vizinhanca uniformemente recobertq(d& é aplicada homeomorficamente
sobreV por@, N & uma vizinhanca fechada deque € aplicada no interior depor f e e

g sao as aplicacdes definidas |cfAQrI‘ eq. Por definicao,
L.(f,0)=d.o f;oeﬂfloi* e L*(fA,O() :d:o ﬂoeﬂjloi*.

As inclusded e d sao excisodes e, portanto, induzem isomorfismos em homaoléddem
disso,§ & um homeomorfismo, que por sua vez também induz isomorfi§heste modo, o

diagrama nos revela que
L.(f,a) :d*of]ioﬂoe,:loLk :d*off*oa::loa;oﬂoegloi* :d*oaﬁﬁod:*loL*(fA,a).

Comod, o, od, 1 & um isomorfismo, isto implica que f,a) = +A(f,a). Masa contéem

todas as raizes deem¥p. AssimA(f,a) = A(f,X). Deste modo
mult(f,yo) =| A(f,a) |=| A(F.X) | . (3.2)

Agora assuma qué é do tipo I. Comog & verdadeiramente orientavej € um recobri-
mento), segue quﬁé também tipo |. Com¥ & orientavel, o Ia(;diAoo emY preserva orientacio
para todo lag@ emX. Por outro lado, vimos quf; : T (X, x) — (Y, f(x)) & um epimorfismo
paratodo € X. Assim, todo laco ent preserva orientagao e, portan?o’e orientavel. Com&X

eY s&o ambos compactos e orientaveis, eh(éfAQX) = deg(fA) pelo Teorema 2.11, e portanto
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mult(f,yo) =| A(f,a) |=| A(F,X) |=| deg f) |. Isto completa a prova paraorientavel ef do
tipo I.

Assuma agora qu¥ € orientavel ef & do tipo Il. ComoX nao possui lago invertendo
orientacio deve existir um lago preservando orientacio extal que f oo = §o f o in-
verte orientacdo. Com@é verdadeiramente orientavel, isto implica q‘lAma também inverte
orientacao, pois cantrario teriamgs foa=foa preservando orientacao, contradizendo a
hipbtese dé ser orientavel  do tipo Il . AssimY & nao-orientavel e, portantd,(Y;Z) = 0.
MasLn(f,X) = j., o f., ondej, & induzido pelainclusap: Y c (Y,Y —¥p). Isto significa que
Ln(f,X) pode ser fatorado atraves Hg(Y) = 0 e, portantoA(f,X) = 0. Segue da Equacao
3.2 quemult(f,yo) =| A(f,a) |=| A(f,X) |= 0. Isto completa a prova pa¥aorientavel.

Agora assuma qu¥ & nao-orientavel. Entao, por definicaoult(f,yo) = mult(f o f,yo).
SeR (f) = o, entdog tem um nimero infinito de folhas. Assige ¢ também tem um nimero
infinito de folhas e, portantaR (f o f) = . Como na primeira parte da prova, temos que
mult(f,yo) = mult(f o p,yp) = 0. A partir de agora assuma q®&g f) < o, 0 que implica em
Y compacto. Comq Y — Y & a duas folhas, isto implica qiYeé também compacto.

Primeiro assumimos qué € tipo I. Comop’é tipo |, assim &f o p. Assim aplicando a
primeira parte do teorema cofe f: X — Y no lugar def e f : X — Y no lugar def concluimos
queY é orientavel enult(f,yo) = mult(f o ) =| deg f) |.

Para completar a prova, assuma duetipo Il. Precisamos mostrar qoault(f,yp) =0, 0
que equivale a mostrar qumult(f o p,yo) = 0. Pela primeira parte do teorema sabemos que
mult(f o f,yo) =0 sef o p & dotipo Il. Assim resta considerar o caso offide) & tipo |, masf
e tipo Il. Isto pode ocorrer apenas se existe um {dguertendo orientacao ek que € aplicado
a um laco preservando orientacao ¥nDe fato: Suponha que nao exista tal laco, erftéeva
um lagoa em X que preserva orientacdo em um lacea invertendo orientacacf (& do tipo
Il). Comoa preserva orientacao, o levantamefitdea emX & um lagco. Com & orientavel
efopétipol, fop(@)= foa deve preservar orientacao, contradizendo a hipoteseac

Da teoria de espacgos de recobrimento, os lacesf o a induzem transformacoes de re-
cobrimentoty : X — X € Troq : Y — Y tais quef oTq = Troq o f. Da primeira parte do
teorema,Y & orientavel poisf o p & tipo |. Assim podemos calcular os graus e encontrar
deq f)deqty) = degTfoq)deg f). Comoa inverte orientaco, dén,) = —1, e comof o
preserva orientac&o, dag.q) = 1. Portanto degf) = 0.

Assim, da primeira parte da prova temmalt(f o p) =| deq f) |= 0.
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Como o grau mod 2 de uma aplicacaordeariedades compactas esta sempre definido, a

primeira parte da prova acima pode ser modificada para pooseguinte:

Teorema 3.19Sejam f: X — Y uma aplicago tipo Il de n-variedades compactas ¢ .
Entio, ouR (f) = », caso em que mylt,yo) = 0, ou mult( f,yo) =| degy(f) |, ondef & um

levantamento de Hopf para fleg(f) & seu graumod 2e | deg,(f) |= 1 sedeg(f) = 1mod 2

e &0 caso contario.

Prova: Se R (f) = o, entdo pelo Corolario 1.21 temos qi¢f) = 0 e, portanto, pelo Te-
orema 3.16mult(f,yog) = 0. Assumiremos quek (f) < c. Entdo comoq:Y — Y possui
exatamenteR (f) < « folhas eY & compacto, segue qi¥eé compacto. Vamos agora mos-
trar quemult(f,yo) =| )\z(fA,X) |, 0 que completa a prova, pois pelo Teorema 2.11 temos que
Aa(F,X) = degy(f).

Se f & livre de raizes, entamult(f,yo) = 0. Mas neste casb & também livre de raizes
e temoshz(fA,X) = 0. Assumiremos qué possui pelo menos uma raiz. Sejasua classe de
raizes, dondé (a) = {Jo} para algunvo € 6 (yo).

Agora consideremos 0 mesmo diagrama da prova do Teoremafha®gamente obtemos
quelL.(f,a;Zp) = d*omod:jloL*(fA,a;Zz), o que implica\z(f,a) = Ax(f,a). Masa contém
todas as raizes deem¥p. AssimAo(f,a) = Ax(f,X).

Comof & tipo lll, mult(f,yo) =| Az(f,a0) |=| Az(F, @) [=| A2(T,X) |.
[ |

Corolario 3.20 Seja f: X — Y uma aplicagéo de n-variedades compactas. &nmult( f,yp)

é independente da escolha desyY .

~

Prova: Este resultado segue dos Teoremas 3.18 e 3.19 e do faky Hedeq f),deq f) e

deg(f) serem idependentes gg

Portanto, escreveremasult( ) no lugar demult(f,yp).
|

Coroléario 3.21 Se fg: X — Y <0 aplicages homdipicas de n-variedades compactas gent

mult( f) = mult(g).

Prova: Os recobrimentos do Teorema 3.18 dependem apenas do tiponu&dpia def,

aplicacdes homotopicas tem levantamentos homotépégrau € um invariante homotopico.
|
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Estamos finalmente em condi¢des de definir o grau absoluto.

Definicao 3.22 Sejaf : X — Y uma aplicacao de-variedades compactas.dbau absolutade
f & denotado por(f) e & definido como o produto da multiplicidade tigelo niumero de

classes de Nielsen de ou seja,4(f) = mult(f) - #(f~1(yo)/NR).

Teorema 3.23Seja f: X — Y uma aplicagéo de n-variedades compactas. &mnt
A(f) =mult(f)N(f).

QuandoR (f) < o, temos tamémA(f) = mult(f)R (f).

Prova: Semult(f) = 0, por definicao(f) = mult(f)(#f~1(yo)/NR)) = O(#f 1(yo/NR)) =
0=ON(f)=mult(f)N(f). Semult(f) > 0, vimos na prova do Teorema 3.16 que toda classe
de Nielsen & essencial. Assim, existdifif) delas. Loga4(f) = mult(f)(#f 1(yo/NR)) =
mult(f)N(f). Pelo Teorema 3.16 sabemos que quaRdd) < .o emult( f) £ 0 tem-seR ()

N(f), o que implica que, neste casd(f) = mult(f)R (f).
|

Corolario 3.24 Se fg: X — Y <40 aplicages homdipicas de n-variedades compactas gent

A(f) = A(9)-
Prova: Comomult(f) e N(f) séo invariantes homotopicos, aplicando o Teorema 3r88ge

A(f) =mult(f)N(f) = mult(g)N(g) = 4(9g).
|

Corolario 3.25 Seja f uma aplica@o do tipo Il entre n-variedades compactas céitif ) > 0.

Entio.4(f) = N(f).

Prova: Como f & tipo I, por definicaomult(f) = 0 oumult(f) = 1. Por outro lado, pelo
Teorema 3.23 temog(f) = mult(f)N(f). Alem disso, temos por hipotese qugf) > 0,
entaomult( f) deve ser 1. Isto implica qué(f) = N(f).
[ |
Uma vez que tenhamos provado o Teorema 3.4 (0 que chamanfoEeorema de Hopf),
saberemos qull(f) > 0 implica 4(f) > 0. Assim, para aplicagdes do tipo Ill, a igualdade

A(f) = N(f) valeraindiferente de ser ou na f) > 0.
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Corolario 3.26 Seja f: X — Y uma aplicaéo de n-variedades compactas. &g ) > 0, enéo

N(f)> 0.

Prova: Por definicaanult(f) > 0. Por outro lado, pelo Teorema 3.Z3f) = mult(f)N(f).

Logo, 4(f) > 0 implicaN(f) > 0.
|

3.3 Pré-requisitos para a prova dos Teoremas de Hopf

Dedicamos toda esta secao a apresentacao de alguitadesuécnicos (cinco lemas) ne-

cessarios a demonstracao dos Teoremas de Hopf 3.4 e 3.6.

Lema 3.27 Suponha X uma n-variedade com-rl e xy € X. En&o:

(1) Para qualquer xc X — X, ainclusio k: X —xp C X induz um epimorfismo

kg @ T (X — Xo,X) C Ty (X, X) queé um isomorfismo sex 2.

(2) Sey & um caminho qualquer em X cujos pontos find@is deferentes degpxentioy é

homobpico com pontos finais fixados a um caminho emxs.

Prova: SejaB uman-bola fechada enX comxg € intB. Escolha um ponto bases intB — Xg.
Comon > 1, entadntB — Xg, intB e X — Xg S&0 conexos por caminhos. Assim, podemos aplicar
o Teorema de Seifert-van KampenmB, X — Xg, intB—Xxg € X = intBU X — xg obtendo o

seguinte diagrama comutativo:

(X — Xo, X)

/ |- X

T (int (B — X0),X) —— Ti(X — Xo, X) * T (intB, X) — e 111 (X, X)

\ triviaITir /
I# 4

T (intB, X)
ondeiy, j4, ks €lx sdo induzidos pelas inclusdg@se i, sao as inje¢cdes naturais nas componentes
do produto livreF =ijigxi; j# € @ & um epimorfismo cujo nucleo & o subgrupo normal gerado
pelaimagem d&. Comorr (intB,X) é trivial, iy & um isomorfismo e, portantk; & um epimor-
fismo por ser composicao de epimorfismos. ComiB — Xy pode ser retraido por deformacao

sobre umgn — 1)-esfera, entdo, quando> 2, temos quat (intB — xp,X) & também trivial e,
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neste caso, kgré trivial. Isso implica que, pama> 2, @ & um isomorfismo, por ser composi¢cao
de isomorfismos. Isto prova (1).

Para provar (2), sejpum caminho enX cujos pontos finais sao diferentes e Sejam
X =y(0) e y1 um caminho emX — xo de y(1) parax. Entdo, o caminhgy; & um laco em
X baseado emt. Como, por (1) ks € um epimorfismo, existe um lagpem X — xg tal que
(o] = [yy1] e, portanto]oy; *] = [y], onde[-] representa classe de homotopiaXm xo. .
Lema 3.28 Sejam X uma n-variedade, com»ri, ey um caminho em X dgYara X, X1 # Xo.
Entio, existe uma n-bola B X tal que X%, x; € intB e[p] = [y] para qualquer caminhp em B

de » para x.

Prova: SejaBp uman-bola comxg € intBg e sejayp um caminho emnintBy de Xg para um
pontoxg € intBp — Xo. Entéoyaly € um caminho enX com pontos finais enX — Xp. Pelo
Lema 3.27, existe um caminly@ em X homotodpico com pontos finais fixadOS/@ly, donde
Y] = [Yoy1]. ComoX — xp & uma vizinhanga dg;, segue do Teorema 1.18 que existe uma
isotopia{h; : X — X} tal queyi(t) = {ht(x3)}, ho & a identidade enX e {h;} & a identidade
fora deX — xg. Assim,h(xg) = Xp para todd. SejaB = hy(intBp). Entdoxp = h1(Xp) € intB e
X1 = hi(xg) € intB.

Suponhamos gue seja um caminho erB dexg parax;. Precisamos mostrar qi = [p].

Defina uma homotopib; : | — X por
hioyp(s(2—t)) para 0<s<1/2
Ht (S) = .
hi2s-1)(1-t)+t o Yo(1+st—t) para ¥2<s<1
Note que
htOVO 1/2(2—t :h[oyo 1-t/2
H(L/2)— (1/22-1) = hoyo(1-1/2) |
h(2(l/2)71)(17t)+t Oyo(l+t/2—t) = h[ Oyo(l—t/Z)
Assim,{H; } esta bem definida £1; } € uma homotopia com pontos finais fixados/gg para

h; o yo. De fato:
H (S) hooyo(S(Z— 0)) = hooyo(ZS) = yo(ZS)
0 = .
hi2s-1)(1-0)+0°Yo(1+50—0) = has_1(Yo(1)) = hos-1(X) = Y1(25— 1)
Logo, Ho(s) = Yovi(s). E

Hi(s) =

{ hioyo(s(2—-1)) = hyoVo(S).

hios_1)1-1)+1°Yo(1+S—1)
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AindaH(0) = htoyo(0) = ht(X0) = %o €Ht(1) = hiz_1)1-t)1t o Yo(1+t—t) = h1oyp(1) =
hi(X) = X1. Assim, [yoy] = [h1oyo]. Note quehy oyo(0) = hy(X0) = X0 = p(0) eh1oyo(1) =
h1(xg) = X1 =p(1), entach; oyp e p ttm os mesmos pontos finais. Alem dif3é,simplesmente
conexo. Como quaisquer dois caminhos com 0s mesmos pordssdin um conjunto simples-

mente conexo sao homotobpicos , terflas yo| = [p]. Portanto]y] = [yoy1] = [h1oYo] = [p]-
|

Lema 3.29 Sejam @ e G duas n-bolas Euclidianas disjuntas em ift8z € 0Cy e z € dC;.
Ento, existe um arco a eni'Ble 2 para z tal que 1) N (CoUC;) = {20,z1} € uma retrago
por deformago {r;} de (B",B" — (intCouintCy)) sobre(CouUa(l) UCy,0CUa(l) UdCy).

Porbola Euclidianaentendemos uma bola fechada da foBra {x € R": |[x—c|| < d} em
R", assim uma bola Euclidiana ndo & apenas um conjunto hooréoaB".
Prova: Sejamcy e c; 0s centro d€y e C;. Sejal o segmento de reta unindg acz, e sejam
Z, e z; os pontos ondeintersectadCy e dC;. Sejaa’ 0 arco de segmento de retazjgaraz,,

parametrizada pa'(t) = (1—t)z,+tZ.

Figura 3.3: Esquema da prova do Lema 3.29

Primeiro contruimos uma retragao por deformagé de B" sobreCouUad' (1) UC;. Para
cadax € B" existe um ponto erhque minimiza a distancia deparal . Sejaa(x) este ponto. Se
x € B"— (intCoud' (1) UintCy) o segmento de reta deparaa(x) intersectadCoUa' (1) UdCy
em um {nico ponto, que chamanmmd&). Parax € CouUa' (1) UC;y sejar’(x) = x. Definar{ por
rf=(1—t)x+tr'(x).

Note que

ro(X) = (1—0)x+0r'(x) = x;



67

ri(x) = (L—1)x+1r'(x) =r'(x) € Coua (1) UCy;
ri(y) = (1—-t)y+tr'(y) = (1-t)y+ty=y—ty+ty=y, paratoda c Coua'(l) UC;.

Isto mostra qué" retrai por deformacao sob@ Ua' (1) UC;.

Sejamzy e z; pontos arbitrarios erdCy e 0C;. Construa um homeomorfisnia B" — B"
como segue: Sejg; a rotacao d&R" em torno deC; tal quepi(z) = Z parai = 0,1. Seja
hic, = pilc, parai = 0,1 e estenda a um homeomorfismo em tod®', retardando as rotacdes
até a identidade fora dg. Definaae {r;} pora=h"tod ery =h=lor/oh.

Por construcao, temos qae {r; } possuem as propriedades desejadas.
|

Lema 3.30 Suponha f X — Y uma aplicado de n-variedades, comn2, yo € Y e f(yo)
finito. Sejam ¥, x; duas rdzes de f emgyque esdo f-relacionadas por um caminhoem X,
de % para x. E suponha f um homeomorfismo local eyex4. Ento, existem n-bolas B, C

emX eDemY e, umahomotog@ : X — Y} que tem as seguintes propriedades:
(1) xo,X € intC C C CintB, BN f~1(yp) = {xo,x1} € Y € intD.
(2) Qualquer caminho em B dg para x & homobpico com pontos finais fixadog/a

(3) go=f, {g:} & constante em X intB, g; *(yo) "B = {xo,x1} paratodote I, e g (C) c D.

D fOAO
Yo foA; 2

Figura 3.4: Esquema da prova do Lema 3.30

Prova: Para provar esse lema usaremos alguns resultados comstratipartir de agora des-

creveremos como eles sao realizados.
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f,X,Y,Xo0,X1,Yo €Y, sdo dados. Assumiremos guesta emX — f~1(yo) U {Xo} U {x1}.

Isso pode ser feito aplicando o Lema 3.27 e usando o fatd qlgp) é finito.

e A n-bolaB é criada pela aplicacao do Lema 3.28 a variedadef ~1(yo) U {Xo} U {x1}
e o caminhoy. A n-bolaB contémxg e x; em seu interiorBN f~1(yp) = {xo,x.} € B

satisfaz (2).
e Seja@: B" — B um homeomorfismo tal qué = ¢ 1(xo) ex; = ¢ 1(x1).

e SejaC’ uma bola Euclidiana contida eBf, concéntrica con8” e tendox; e X; em seu

interior. SejaC = @(C).

e SejamD,Dg e D1 n-bolas tais queg € intD,x; € D; C intC, DpnND; = @ e f aplicaD1

homeomorficamente sobeparai = 0,1. Eles sao definidos como segue:

Comof & um homeomorfismo local ery e x;, existem vizinhancaldg eU; dexg e xg
que sao aplicadas homeomorficamente sobre vizinh&geé deyy. Escolhendo ob;
pequeno suficiente, podemos assumir que eles sao dispictwgidos nontC. Agora,

escolha uma-bolaD de modo queyp € intD C VpNV; e sejaD; = (fly,) ~1(D).

As propriedades (1) e (2) sao claramente satisfeitas. dareuir a prova, precisamos
definir {g;} satisfazendo a propriedade (3). Para isso, faremos maimakyconstrucdes que

nos permitirao aplicar o Lema 3.29.

e Construimos£] comon-uma bola Euclidiana dentro dg (Do) e centrada em;,. Seja

E; =@ to(f|p,) 1o (f|Do) o @(Ep). EntaoE] e E] sao disjuntos, poiBg e D1 s&o.

e ConstruaC; como uma bola euclidiana centrada &fne contida enE;. Escolha um
pontoz, em seu bordo. Sejam= fo@(Z)) €Y ez = ¢ 1o (f|p,) 1(20) € E}. Entaoz,
& um ponto na bola euclidiarig, centrada enx;. Assim, podemos construir uma bola

euclidiana concéntridd dentro deE possuinda, em seu bordo.

e Podemos agora aplicar o Lema 3.29 pa§aC},z, e z; para obter um arce’ de z, para
z; tal qued’ (1) NC/ = Z e uma retracao por deformacfig} do par(B",B" —intC’) sobre
o par(Cyua' (1) uCy,aCyud(l)uac)).

e SejaCi = @(C)), z =@Z), a=@od e{r} = {@or{o@1}. Entdoa & um arco enB de
79 € 0Cp paraz; € dC; tal quea(l) NG = {z}, {rt} € uma retragado por deformacao do
par (B",B" —intC) sobre o pafCoUa(l) UC1,0CoUa(l)UaCy) e f(z) = f(z1) =z
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A partir de agora estamos em condi¢des de condtgujt Antes, porém, vamos mostrar que
f oaé contratil enY —yp no pontoz. Sejay; um caminho eng; dex; paraz, comi =1,2. Entao
yo(ayl‘l) € um caminho enB de xg parax; e, portanto, pela propriedade (@oayl‘l] =yl
Deste modo[f oyo][f oa][foy; ] = [foy] = [yo], donde[f oa] = [(foyo)%(foy1)]. Mas
(foyo) Y(foy1) &umlago enb baseado erme D & contrétil, isso implica quef oyo) ~1(foyy)
€ contratil e, consequentemente, duea & contratil az.

ComofoaéumlacoenY —ypen> 2, pelo Lema 3.27, podemos assumir que a contracao
ocorre enY —yp. (Note que aqui estamos usando fortemente o fatosBr maior que 2, pois
sen fosse 2 poderia ocorrer de>a ser um lago em torno dg, caso em qué o a poderia nao
ser contratil enY —yp). Assim, seja H;} uma homotopia com pontos finais fixados ¥m yp

de f oa para o caminho constanteDefina uma homotopifg! (x) : Coua(l) UCy — Y} por

1 Hi(a 1(x)) paraxca(l),
g (X) =
f(x) paraxe CoUC;.

Aqui, usaremos ! para denotar a inversa decomo uma fung@o, nao como um caminho.
Deste modoa—(x) = ssignificaa(s) = x. Note quegt (dCyUa(l) UdC;) C Y —yo durante esta
homotopia e no finag} aplica o paiCouUa(l) UCy,dCoUa(l) UaC, em (D,D —yp). Agora,
defina uma homotopiég? : B— Y} por

gtz{ fory para0O<t<1/2

Oy _jof1 paray2<t<1 '

Note que{g?} esta bem definida, pois

gz _ forl
1/2 — :
/ gcl)orleooa_lorlzfoaoa_lorlzfor1

Aleém disso, no inicio da homotopia temggs= f org = f|g € (g?) 1(yo) "B = {Xo, %1} durante
a homotopia. No finajﬁ aplica o parC,dC) em(D,D —yo).
Estenderemogg?|c} a todoX retardanday? para baixo quando saimos @@ paradB. Para

fazer isso, sej@ : B — | uma aplicagcéo que é 1 ethe 0 emdB e defina a homotopifg; } por
g2...(X) paraxc B
g(x)=q P :
f(x) paraxe X—B

As duas expressoes fornecenx) = f(x) parax € dB. Assim, a homotopidg; } esta bem

definida. Além disso, por construcday } satisfaz as propriedades listadas em (3). -
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Lema 3.31 Suponha f X —Y uma aplicagéo de n-variedades, comma2, yp € Y um ponto
e X compacto e orieatvel. Suponha ainda que existam duaizes ¥ e x de f em y, uma

n-bolaCc X e uman-bola DZ Y tais que:
1. %,X1 € intC, {xo,x1} =CnN f~1(yo) € y € intD.
2. AM(f,x1) = =A(f,x0).
3. f(C) cD.

Entio existe uma homotopigy : X — Y} tal que lh = f, {h;} & constante em X intC e hy

nao possui rizes em C.

Prova: Seja@: B" — C um homeomorfismo. Sefgd’ C intB" uma bola euclidiana de rai
concéntrica 8" com@ (o) e @ 1(x;) em seu interior. Defina uma retragao por deformagao
{r{} de(B",B"—E’) sobre(E’,0E’) por

X parax € E/

(1—t)x+tdx/|[x| paraxe (B"—E')

SejaE = @(E’) e defina{r : (C,C—E) — (E,dE)} porr; : @or{o@ . Considere a aplicacao
f”: (E,0E) — (D,D —yp) definida porf. Sejasp = (1,0, ...,0) € 0B". Defina um homeomor-
fismo@: : (B",0B",50) — (E,0E, ®=(s0)) por @=(x) = @(x/d). Entdo,f” o @ representa um
elementd f” o @=] no n-ésimo grupo de homotopia relativg(D,D — yp, f o (o)) Primei-
ramente vamos mostrar que este & o elemento trivial, de moel@xista uma deformacao de

f” o gz emD —yp. Para fazer isso, considere o seguinte diagrama

Th(E, 9, 9 (S0)) % T1(D, D — yo, ” 0 e ()

hEl %lhD

Hn(E,0E;Z) Hn(D,D — yo;7Z).

"
fn

Os homomorfismos horizontais sao induzidos pér Os homomorfismos verticais sao
homomorfismos de Hurewicz. Corkty(D,D —Yyo;Z) = 0 parap < ne D —yp & simplesmente
conexo (1 > 2), temoshp([f” o @e]) = 0. Mas, pela comutatividade do diagrama acima temos
ho ([0 9e]) = ho(f"Tefge]) = 1 (he([ge])-

Assim, é suficiente mostrar quig = 0. Para fazer isso, consideremos outro diagrama.

X o (X, X —intE) <2 (C,C—intE) —— (D,D—Yyo) “~ (Y,Y — o)

f//
(E,0E)
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Pela aditividade\ (f,intE) = A(f,xo) +A(f,x1) = 0, dondelLn(f,intE;Z) = 0.

Mas Ly (f,intE) = j,, o f, oe;toi,,. Assim,j, of, oeloi, =0. Comoj eesao
excisdes,j,, e e, sao isomorfismos. Além diss@X,X —intE) & retrato por deformacao de
(X,X —Xp). Assim, a inclusagX,X —intE) C (X,X —Xp) induz isomorfismo em homologia
de dimens&m e, portantoj,, & isomorfismo. Logof, = 0. Assim, pela comutatividade do
diagrama,f; = 0. Isto completa a prova qyéo @g] = 0 € T,(D,D — o).

Como|[f o @] = 0 € (D, D —yp), existe uma homotopigh! : (B",0B") — (D,D —yp)}
comh} = "o ge eh}(B") € D —yo. Seja{h? : (C,C—intE) — (D,D —yp)} definida por
htzz flory para0<t<1/2

hy jo@lor; paral2<t<1 .

Entao,hg = ', h?(C —intE) C D —yp para toda e h2(C) € D —yo. SejaB:C — | uma
aplicacao que & 0 edC e 1 emE. Defina a homotopia finglh; : X — Y} por

he(x) = hiut(X) paraxeC
f(x) paraxe X —C

Sex € 9C, entaoh (x) = f'(x) = f(x). Assim,{h} esta bem definida e satisfaz as propri-

edades desejadas.
[

3.4 Prova dos Teoremas de Hopf

Finalmente, estamos prontos para demonstr&rietrema de Hopf.

Prova do Teorema 3.4 Assumiremos quX eY saon-variedades compactas, con> 2,
e f é transversal §. Também assumiremos quiigpossui pelo menos uma raiz gin Como
X & compactof ~1(yp) € compacto também. Confoé tranversal g, a pré-imagenf —1(yo)
é discreta e, portanto, finita.

Dividimos a prova em trés casaoX:e f orientaveisX nao-orientavel mas orientavel, ef
nao-orientavel.

Caso & X e f orientaveis. Primeiro mostraremos que,xg) = +1 para qualquer raixzo.
SejaU uma vizinhancga deg que & aplicada homeomorficamente sobre uma vizinhdraa
Yo. Tal vizinhanca deg existe pelo fato dé ser transversal g. Considere o diagrama usual.

/

i e f j
X C (X,X=x0) 2 (U,U—=x) — (V,V—yo) C (Y,Y —Yo)
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ondef’ é restricao de. A inclusaoi induz isomorfismo em homologia de dimens&d\lem
disso.ee j sdo excisdes & & um homeomorfismo. Assim, todos induzem isomorfismos.&egu
que

La(f,%0;Z) = Jugo £/, 08, Lol : Hn(X; Z) = Hn(Y,Y — 0 Z)

& um isomorfismo e, portantb,(f,xo;Z)(H) = £v, ondep e v sao geradores ddy(X;Z) e
Hn(Y,Y —Yyo; Z) respectivamente. Portanto, pela definicad deegue\(f,xg) = +1.

Sejaa = {xo, ...,Xg_1} uma classe de raizes dlemyy. Entao,

d-1
3 Mfx)

Deste modomult(a) & um limite inferior para o niUmero de raizes em cada claspertanto,

mult(a) = A (f,a)| = s‘zwmﬂ ~d.

A(f)=mult(f)(nbmero de classes de raizes) & um limite inferior pat@noaro total de raizes.
Isso prova a primeira afirmacao em 3.4.

Agora, precisamos mostrar qiigpode ser deformada por homotopia a uma aplicagao que
seja ainda transversalyg e possua exatamen f) raizes. Suponha quetenha mais que
A(f) raizes, pois caso contrario ndo haveria o que mostrataoEexiste pelo menos uma
classe de raizas = {xo, ...,Xd—1} onded > mult(f). Assim, devem existir duas raizesg,e X
digamos, tais qua(f,x;) = —A(f,Xp). Aplicando o Lema 3.30 obtemasbolasC, B em X,

uman-bolaD emY e uma homotopidg; } satisfazendo

X0, X1 €intCcCcintB, BNfl(y)={xox1} e yoeD. (3.3)

go="f, {g}constanteem X —B, grl(yo)NB={xo,x1}Vtel e gi(C)cD. (3.4)

Entao, aplicando as propriedades de invariancia por hmpieoe aditividade par, temos
0=A(f,x0)+A(f,x1)=A(f,intC)=A(gy,intC) = A(g1,%0) +A(01,X1). Assim, podemos apli-
car o Lema 3.31 comu no lugar def para encontrar uma nova aplica¢ggo X — Y homotopica
ag; e portanto, &, tal queh; *(yo) = f~1(yo) — {Xo0,x1}. Deste modoh; & homotopica &
e possui duas raizes a menos queComo as homotopias eram constantes for8,da nova
aplicacaoh; é ainda transversal w. Podemos continuar removendo raizes até termos uma
aplicacao homotopica fique é transversaly e possui apenag( f) raizes.

Caso 2 X nao-orientavel mas orientavel. Sejg “X — X o recobrimento duplo orientado
deX. Comof é transversal § e p & transversal a cadec X, por ser um recobrimento, segue

quef o p & transversal . Assim, podemos aplicar os resultados do caso (1) pafa
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Sejaa uma classe de Nielsen deemyp. Pelo Teorema 3.14, existe uma classe de Nielsen
a de f o p emyg que é aplicada bijetivamente solirgoor p. Como no caso (1), temos que
#0 > mult(f o f). Comoplevad bijetivamente sobre, temos # > mult(f o f) = mult(f),
onde a igualdade & devida a definicao 3.15. Adicionant® édssigualdade sobre todas as
classes de Nielsen tem-s&#(yo) > 4(f), 0 que prova a primeira afirmagao em 3.4.

Agora precisamos mostrar qiepode ser deformada por homotopia a uma aplicacao que
possui exatamentd( ) raizes e ainda é transversaj@a Se # ~1(yp) = A4(f) ndo ha nada a
ser feito. Caso contrario,o#> mult(f) para alguma classe. Sejad uma das duas classes
de Nielsen def o f que € aplicada bijetivamente solurgpor j. Escrevan = {Xg,...,X4-1} €
a = {Xo,....,%4_1}, ondep(%) = x parai = 1,...,d — 1. Como no caso anterior, existem duas
raizes enti, % e Xy digamos, tais qui(f o f,%) = —A(f o p,%). Sejay um caminho enX de
Xo paraxy tal quef o poy & contratil. Sejay= poy. Assim,y & um caminho enX dexg paraxy
tal quef oy € contratil. Agora aplique o Lema 3.30 para olrtdrolasB,C, D e uma homotopia
{at} possuindo as propriedades do Lema 3.30. Finalmente, fresnbs tudo o que foi feito
emX paraX.

ComoB é simplesmente conexB,é uniformemente recoberto ppr SejaB ¢ X a com-
ponente dep™*(B) contendaxy. Entao temos™= (f|5)1(x1) € B. Para ver isso, sefum
caminho emB de xg parax;. Assim, segue do Lema 3.30 qi@ = [y]. Como(p|g) top
€ um levantamento dp iniciando emxg e ¥ € um levantamento de iniciando emxg, te-
mos|(plg) o p] = [fi. Em particularxi = J(1) = (plg) Lo p(1) = (fls) *(x1) € B. Seja
C = (flz)~*(C). Uma vez sabendo que = (f|z) () parai = 0,1, as propriedades de (1)
a (3) valem conxg.%;,B,C e {gt o p} no lugar dexp, x1,B,C e {g;}. Argumentando como no
caso (1), temoa(gio p,X1) = —A(f o f,%Xp). Asssim, podemos aplicar o Lema 3.31 para obter
outra homotopig h;} deg; o p para uma aplicacsio, : X — Y que & constante fora d&e n&o
possui raizes ei@. Comog; f ndo tem raizes efd— C, hy ndo possui raizes eB

Combine as duas homotopifsg; o fi} e {h} por
~ gxop paraO<t<1/2
hx_1 para2<t<1.
Entao{ ﬁ} & uma homotopia déo f que & constante eMi—intB e f; ndo possui raizes em

B. Agora, defina uma homotopia depor

fio(Plg)1(x) parax e B,
h ] o0 p
f(x) paraxe X —B.
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Note que para B, tem-sefy(x) = f10 (P|z) () = hyo (f|5)~*(x). Comoh; n&o possui
raizes enB, segue que; NA0 possui raizes eBie f; tem as mesmas raizes ém- B que f
tinha. Se continuarmos agindo desta maneira podemos renadxes até termos uma aplicagao
homotopica & com exatamentél(f) raizes.

Caso 3 Nem X nem f & orientavel. Neste caso, recorde que usamos o indiaos
inteiros mod 2 para definir a multiplicidadeult(f) =| A2(f,a) |< 1 < #a, ondea & uma
classe de Nielsen dé emyp. Recorde também quera(f,a) |= 1 seAy(f,a) =1 mod 2
e 0 caso contrario. Somando esta desigualdade sobre asxcldes Nielsen dé temos que
A(f) < #f~1(yp). Isso prova a primeira afirmagao em 3.4.

Agora devemos mostrar que g f) < #f ~1(yp), entdo existe uma aplicagio homotopica
a f e transversal § que possuid(f) raizes emyo. Assumad(f) < #f1(yo). E suficiente
mostrar que existe uma aplicacao homotopitaearansversal g que possui menos raizes em
Yo que f, pois assim poderemos remover raizes até que tenhanfos= #f ~1(yo). Primeiro,
mostraremos que deve haver uma classe de Nielsérgde possui mais que um elemento.

Comof & transversal yo, existe uma vizinhandd dexg € f~1(yp) que & aplicada homeo-

morficamente sobre uma vizinhan¢aleyy. Consideremos o diagrama usual:
[ e £/ j
X C (X,X=x0) 2 (U,U—=x) — (V,V—yo) C (Y,Y —Yo)

ondef’ & definida porf. A inclusaoi induz isomorfismo em dimens#p e e j S0 excisdes e

f” &€ um homeomorfismo. Assim, todos induzem isomorfismos. €gge
Ln(f,X0;Z2) = juy 0 fr 06, oiy,  Hn(X; Z2) — Hn(Y.Y —y0; Z2)

& um isomorfismo e, portantby( f,xo; Z2)(1) = v, ondep e v sdo os geradores d,(X;Z2)

e Hn(Y,Y — yo;7Z) respectivamente. Portanto, por definighg f,xp) = 1 mod2. Conse-
guentemente, se existe uma classe de Nielseh @@ yy que possui apenas uma raiz, entao
mult(f) = 1. E se todas as outras classes de raizes possuem apenasz@atiio somando
sobre as classes de raizes terdo$) = #(classes de raizgs- #f ~1(yo), contradizendo assim
a hipotese quet(f) < f~1(yp).

Assim, assuma uma classe de Nielsea X de f emyp tendo mais que um elemento.
Sejap X — X o recobrimento duplo orientado de Sejamxg,x; € a. Tomexy € f1(xo)
ex] e ﬁ—l(xl). Entao, pelo Teorema 3.1%; € Xj estao relacionadas. Confoé transversal
ayp e p &€ um recobrimento temos, como no caso (1), gNef o p, %) |=| A(fo p,X1) |. Se

A(fop, %) =—A(fop,X1), podemos proceder como no caso (2) para encontrar umagiaica
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homotopica af que €& transversal egp com menos raizes que Isso conclui a prova. Caso
contréario, suponha qug f o p,%X) = A(f o p,X1) e considere o seguinte diagrama:

£

X X=%) —2U0,0-%) ——(Y,Y —yo)

>

f‘//

-
_

HA

(XX —1(%1) <E(1(0),1(0) — (%))

P&}

ondet : X — X & a transformagcao de recobrimento invertendo ori@atdep™ X — X,U & uma
vizinhanca dex{"escolhida pequena o suficiente para quedo possua raizes de p diferente
de X; e 1(U) n&o possua raizes de> p diferente det(%;), f’ e f” séo aplicagdes definidas
por f o p. Este diagrama revela qug(f o f,%1;Z) = Ln(f o p,1(X1);Z) 0 T,,. COMOT &€ um
homeomorfismo invertendo orientacdo, segue lgifé o f,X;1) = —Ln(f o f,1(X1)), portanto
Afop,1(X1)) = —A(fofp,X) =—A(fop,X). Pelo Teorema 3.14, temos quE;) esta na
mesma classe de Nielsen guyee; portanto, na mesma classe gqgeAssim, podemos aplicar
0s argumentos usados no caso (2) agf) no lugar dexg, eliminando as raizeg e p(t(X1)),
obtendo uma aplicacdo homotopicé gue € transversaly com menos raizes eyg quef.

|

Vamos agora a prova d@ Zeorema de Hopf. Esta prova & baseada nas técnicas quesisam

na prova do Teorema 3.4 junto com o lema seguinte:

Lema 3.32 Sejam f: X — Y uma aplicago de n-variedades, comxle yp €Y um ponto.
Suponha quepé raiz de f emy, f & um homeomorfismo local emeA(f,xg) = 1. Seja B
uma n-bola tal que xe< intB e f aplica B homeomorficamente sobre uma n-bola C podsuin
Yo em seu interior. Etfto para qualquer inteiro d> 0 existem pontos;x...,x;_; € intB e uma

homotopia{g: } tal que:

(1) go = f e{a:} & constante fora de intB.

(2) a:(B) CC eg(x) = Yo paratodo te I.

(3) 97X (yo) NB = {x0,X}, .-, X4_1}, A(Q1,%) = d eA(gs,X) = —1parai=1,..,d— 1

Prova: Inicialmente provaremos a existencia de por#gs.,zy_1 € B" e de uma homotopia
{hy : B" — B"} tal quehg & a identidade{h;} & constante igual a 0 eéB e h; &€ um homeo-
morfismo local invertendo orientacdo em cada uma dassaiz..,z4_1. Para fazer isto, defina

h:C— Cporh(z) =2(z—1)...z—d+1). Entao,h possuiQ...,d — 1 como raizes em
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0 e € um homeomorfismo local invertendo orientacao em oatadas raizes,1..d—1 (a
reflexdoz — z inverte orientagao). Defind : intB2 — C por Y(z) = z/(1— || z||). Assim,
W~1(z) = z/(1+ || z||). Definah; : B> — B? por

W toho(x) paraxeintB?

ha(x) =
X parax € 0B°.
Para qualquex’ € 0B?, temos Iirr)qr1 oh’o(x) = X. Assim,h; esta bem definida. Como

P € um homeomorfismdy € um );I));neomorfismo local que inverte orientagao em cadadan
suas raizeg (1) =1/2,...,¢(d—1) = (d—1)/d em 0. Agora, defindh;} sendo a homo-
topia por segmento de reftg(x) = (1 —t)x+thy(x). A homotopia{h;} & a homotopia desejada
quandon = 2. Paran > 2, substitu& h;} por sua suspensama- 2-folhas. Entao 0 & uma raiz
deh; em zero. Sejamy, ..., Zy_1 as outras raizes. Entég € ainda um homeomorfismo local
invertendo orientacao em cada uma das raiges, z3_1. (Para uma construgao alternativa, ver
pag 204 de [16]).

Para construifg: }, sejag: B" — B um homeomorfismo tal qug0) = Xo. Defina{g;} por

fo@oho@i(x) paraxeB, tel,
f(x) parax¢ B, tel.

Sejax = @(z) parai = 1,...,d— 1. ComoA(f,xo) = +1, os geradores de(X;Z) e
Hn(Y,Y —yo;Z) foram escolhidos de modo gqueég preserve orientagdo. Consequentemente
g1 = f o@ohy o inverte orientagdo em cadg, ...,x; ; e, portantoA(gi,X) = —1 para
i=1,..,d—1. Como®(0) = Xp, X & ainda raiz dg; emyp. Pelas propriedades de aditividade
e invariancia por homotopia temas$gi,Xp) — (d — 1) = A(g1,X%o0) + Z)\(gl,x{) = A(01,B) =
A(f,B) =A(f,x) =1. Assim,A(Q1,%o) = d. |

|

Prova do Teorema 3.6 Asssumaf : X — Y uma aplicacao de-variedades compactas, com
n> 2, eyp € Y um ponto. Mostraremos queé homotopica a uma aplicacao possuindo apenas
N(f) raizes. Consideramos trés casbsiao-orientavelX orientavel, eX nao-orientavel com
f & orientavel.

Antes de iniciar a prova em cada caso, lembramos que, decacond os resultados de Bro-
oks [6] descritos neste texto no segundo paragrafo apdssar@cao 1.11, podemos assumir

quef possua exatamenhtg f) classes de Nielsen.
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Caso I f & nao-orientavel. Neste caso, pelo Corolario 3.25 eo®entarios que o seguem,
temosN(f) = A4(f). Assim, neste caso, a prova do Teorema 3.6 segue diretadeneorema
3.4.

Caso 2 X € orientavel. Se toda classe de Nielsen possui apenasanaxistem apenas
N(f) raizes e ndo ha nada mais a ser feito. Assuma que existmpabs uma classe de Nielsen
com mais de um elemento. Procedemos por indu¢ao no nigeasiasses de Nielsen que tem
uma raiz. Nossa hipotese de inducao & que cada classema Unica raiz ou tem um nimero
finito de raizes, ..., X4_1 tais quef & um homeomorfismo local em cada rgied = mult(f).
Apb6s cada homotopia crescera o nimero de classes queatamente uma raiz. Pelo Teorema
3.4, f € homotopica a uma aplicacdo que é transverggleapossui apenasult(f) raizes em
cada classe. Deste modo, a hipotese indutiva sempre posiatiséeita.

Suponha que nossa hipotese de inducao seja satisfeiteada classe de Nielsen contém
apenas uma raiz, nao ha o que fazer. Sendo assim, assuma=g(», ...,X4_1} &€ uma classe
comd = mult(f) > 1. Entao,A(f,x) = +1 tem o mesmo sinal para cada uma das raizes
X;. Por uma mudanca na escolha de geradoreshhdd&; Z), se necessario, podemos assumir
queA(f,x;) = 1 para cada uma das raizegs Como f & um homeomorfismo local ey,
podemos aplicar o Lema 3.32 para obter untmla vizinhan¢d dexy, uman-bola vizinhanca
C = f(B) deyp, pontosx],...,x; , € intB e uma homotopigg } como descrita no referido
lema. Para qualquer raikzde f temosg:(X) = yo para todat € I. Assim, podemos ver que
duas raizes dé estao relacionadas se, e somente se, elas estdo retfasor@mo raizes de
g1. Cada uma das novas raizégde g; pode ser unida por um caminho éna xp. Como
01(B) C C eC é contratil, as novas raizesest&o relacionadasx. Deste modo, as classes de
Nielsen deg; sao exatamente as mesmas que ab eeceto porm. Esta classe foi substituida
por a’ = {Xo,...,Xd-1,%}, .-, X4_1}. Para esta nova classe temqg,x) = —A(g1,X) para
i=1,..,d—1. Assim, podemos aplicat— 1 vezes os Lemas 3.30 e 3.31, como fizemos na
prova do Teorema 3.4, para eliminar as raigesx' e chegar a uma aplicagao homotopich a
gue possui exatamente as mesmas classes de Nielsénayoeto pon que foi substituida por
{X}. Portanto, a nova aplicacado possui mais uma classe denNitsnsistindo de uma Unica
raiz. Isso completa a prova para o caso (2).

Caso 3 X & nao-orientavel mas é orientavel. Seja “X — X o recobrimento duplo ori-
entado deX. Procederemos como no caso (2) para reduzir o nUmerozisrain cada classe

de Nielsen para um. A hipbtese indutiva & a mesma: Cadaectasé& uma Unica raiz ou tem
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um namero finito de raizes, ...,Xq_1 tais quef &€ um homeomorfismo local em cada raiz

d = mult(f). Para o passo indutivo iniciamos com uma classe de NielseRXxo, ...,X4—1} do
segundo tipo. Selecione uma das duas classes de Nieldenfilgue & aplicada homeomorfi-
camente sobre por g e chame-a dé = {%o, ...,Xd_1}, ondep(X ) = x; para cada. SejaB uma
n-bola vizinhanca d&y aplicada homeomorficamente sobre umaola vizinhangaC deyyp por

f o p e assum& pequeno suficiente de modo que ele nao possua raifesfildiferentes deg:
Aplique o Lema 3.32 para encontrar pontgs.”, %, ; € intB e uma homotopi&d;} a partir de

f o p de modo que a nova aplicacgppossua as mesmas classes de Nielsenf gyg exceto
por & que & substituida pd’ = {%o, %4, ..., Xd—1,%,...,X{_1 }, ondeA(G1, %) = —A(§1, %) para
cadai = 1,...,d — 1. Escreva¢ = (%) para cada Comof o fij|z & um homeomorfismo sobre

sua imagem, assim@g. Podemos definir uma homotogig: : X — Y} por

Gio(Pls) ™+ parax e B(B),

g (X) = s
f(x) parax¢ p(B).

Agora procedemos como no caso (2) da prova do Teorema 3.£l@iaar os pares de
raizesx,x/, um par de cada vez (cada eliminagao requer ir até o espagecobriment
e descer novamente). Depois de repetir este procedintentb vezes ficaremos com uma
aplicacach homotopica af que possui uma a mais de suas classes de Nielsen reduzidas a um
Gnico pontaxg. As outras classes de Nielsen serdo as mesmas e cada umentisliate de uma
Unica raiz ounult(f) raizes de modo que em cada uma dalaésim homeomorfismo local.
|
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